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OZET

Dinamik Topolojik Lojiklerin ifade Giicleri

ACIKSOZ, Okan

Doktora Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Tahsin ONER
17 Agustos 2011, 51 sayfa

Bu tezin amaci, dinamik topolojik lojigi, topolojik dinamik sistemlerin nok-

talarinin yoriingeleri hakkinda ¢ikarimlar yapabilmek i¢in kullanmaktir.
Tez, beg bollimden olugmaktadir.

Tez ile ilgili genel bilgilerin yer aldig1 giris boliimiinden sonra, onbilgiler

boliimiinde cesitli temel kavramlara yer verildi.

Uciincii  boliimde, yoriinge kavrami tanitildi ve yoriinge davramslari

siniflandirilda.

Dordiincii boliimde, temel dinamik dilin, yoriingelerin topolojik olarak ilging
ozelliklerinin ¢cogunu ifade edebilmek icin yeterli ifade giiciine sahip olmadigi
gosterildi ve sonra amagclanan ifade giicline sahip olan zenginlestirilmis dile

ulagmak i¢in nominaller ve bazi operatorler eklenerek dil genisletildi.

Besinci boliimde, dinamik modalite i¢in yeni bir yorum 6nerildikten sonra bu
yorum altindaki temel dinamik dilin de yoriingelerin topolojik olarak ilging 6zellik-
lerinin ¢cogunu ifade edebilmek icin yeterli ifade giiciine sahip olmadig1 gosterildi.
Son olarak, bu dil melezlestirilerek ve genisletilerek elde edilen zenginlestirilmis
diller ile ilgili ulagilan sonuc¢lar dogrultusunda, yeni yorumun eskisinden daha
fazla ifade giicii sagladigina ve dolayisiyla, topolojik dinamik sistemler hakkinda

cikarimlarda bulunmak i¢in daha uygun olduguna karar verildi.

Anahtar Kelimeler: Melez lojik; dinamik topolojik lojik; topolojik dinamik

sistemler; yoOriingeler.
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ABSTRACT

Expressivity of Dynamic Topological Logics

ACIKSOZ, Okan

Ph.D. in Mathematics
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Tahsin ONER
17 August 2011, 51 pages

The aim of this thesis is to put dynamic topological logic in use for reasoning

about the orbits of the points in topological dynamical systems.
This thesis consists of five sections.

After the introduction chapter in which the general information concerning to

the thesis is given, in the Preliminaries, various fundamental notions are mentioned.

In the Section 3, we remind the orbit notion and present the classification for

orbit behaviors.

In the Section 4, we show that the basic dynamic language does not have
enough expressive power to express most of the topologically interesting properties
of the orbits and to obtain the enriched language which has intended expressive

power, we expand the language by adding some operators and nominals.

In the Section 5, we first suggest a new interpretation for the dynamic modal-
ity. Then, we show that the basic dynamic language under this new interpretation
also does not have enough expressive power to express most of the topologically
interesting properties of the orbits. Our results obtained by expanding the new lan-
guage indicate that this new interpretation provides more expressive power then the
old one does and so, it is more convenient for reasoning about topological dynami-

cal systems.

Keywords: Hybrid logic; dynamic topological logic; topological dynamical

systems; orbits.
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1. GIRIS

Dinamik topolojik sistemler hakkinda ¢ikarimlarda bulunmak amaciyla di-
namik topolojik lojikler ilk olarak (Artemov, S., Davoren, J. and Nerode, A.,
1997) ve (Kremer, P. and Mints, G., 1997) de tamtilmistir. Bu dogrultuda daha
sonra yapilan aragtirmalarda cogunlukla aksiyomatizasyon ve saptanabilirlik iizer-
ine yogunlasilmistir (Kremer, P., 1997), (Kremer, P., Mints, G. and Rybakov, V.,
1997) ve (Koneyv, B., Kontchakov, R., Wolter, F. and Zakharyaschev, M., 2006). Biz
bu olusumlarin ifade gii¢leri sorusunu ele aliyoruz. Bu tezde, temel dinamik topolo-
jik dilin topolojik olarak ilgin¢ yoriinge davranislarimi ayirt etmeye yetecek kadar
giiclii olmadig1 gosterildikten sonra amaglanan ifade giiciine sahip olan dili ararken
dili zenginlestirmek icin cesitli yollar sorgulanmis ve dinamik sistemler iizerindeki
temel modal baglaglar i¢in farkli bir yorum 6nerilmistir. Sonug¢larimiz bu yeni yoru-
mun dinamik sistemler hakkinda ¢ikarimlarda bulunmak i¢in daha uygun oldugunu

ortaya ¢ikarmustir.

Bir (X, f) topolojik dinamik sistem (tds), bir X topolojik uzayr ve bir
f + X — X siirekli doniisiimiinden olusur. Topolojik dinamik lojigin dili, X
in topolojisi ‘hakkinda konusmak i¢in’ bir ‘uzaysal’ modalite ve f doniisiimiiniin
davraniglar1 ‘hakkinda konugsmak ic¢in’ bir veya iki ‘zamansal’ modaliteye sahip
olan bir ¢ok modaliteli dildir. DL ile gosterdigimiz dil (Artemov, S., Davoren,
J. and Nerode, A., 1997) ve (Kremer, P. and Mints, G., 1997) de Onerilmistir.
Bu dil X in alt kiimeleri iizerinde topolojik kapanis operatorii olarak yorumlanan
bir uzaysal modalite {c) ve X in alt kiimeleri iizerinde f~! olarak yorumlanan
bir zamansal modalite (=) igerir. Tez boyunca (=)* operatorii, (=) nin yansimal
kapanig1 olarak ele alinmig ve dili zenginlestirirken eklenen operatdrler dilin adinin
sag altinda gosterilmistir (6rnegin, DLy g, DLy dilinin £ evrensel modalitesi ile

zenginlestirilmisinden elde edilen dildir).

DLy nin ifade giicli, yoriinge davramiglarimi ayirt edebilme becerisi
analiz edilerek aragtirilmigtir. Bir z€X noktasimin bir (X, f) tds iizerinde-
ki yoriingesi, x 1 ve x iizerinde f nin tiim iterasyonlarin1 iceren bir O, =
{z, f(z), f*(x), ..., f"(x), ...} kiimesidir. Bir x noktasimin yoriingesine eger O,
sonlu ise sonlu, aksi durumda sonsuz denir. Sonlu yoriingeler kendi icinde periyodik
(6yle bir n > 0 i¢in f"(x) = x) ve bir siire sonra periyodik (6yle bir m > 0,n > 0
icin f™*"(x) = f™(x)) olarak ikiye ayrilabilir. z in yoriingesi periyodik ve n > 1,
f"(x) = z olacak sekilde en kiigiik dogal say1 ise n-periyodik, n = 1 ise sabit adin

alir. Sonsuz yoriingeler de kendi i¢inde yakinsak (O, en az bir yigilma noktasina



sahiptir) ve iraksak (O, hicbir yi1gilma noktasina sahip degildir) olmak iizere ikiye

ayrilabilir.

Ornegin, X = R, f(z) = 22 ve 7, R iizerinde dogal topoloji olmak iizere
(R, f) tds i¢in O; = {1,1,1,...} sabit, O_; = {—1,1,1,...} bir siire sonra sabit,
O% = {%, %, 8%, ...} yakinsak ve O5 = {5, 25,625, ...} wraksak yoriingelerdir. X =
R ve f(z) = 1 — 22 olmak iizere (R, f) tds icin O; = {1,0,1,0,...,1,0,...} 2-
periyodik ve O_; = {—1,0,1,0,1,...,0, 1, ...} bir siire sonra periyodik, dolayisiyla

bir siire sonra 2—periyodik yoriingelerdir.

Yoriingelerin bir P 6zelligi i¢cin asagidaki cift yonlii gerektirme saglanacak
sekilde dyle bir ¢ € L formiilii var ise P, verilen bir L dili ve F yorumu altinda

(X, f), z noktal yapisi iizerinde ifade edilebilir:

(X, f),z F ¢ ancak ve ancak O,, P 6zelliine sahiptir.

Dolayisiyla, ifade giiciiniin sorgulanmasinda noktali yapilarda gecerlilik

kavrami g6z oniinde bulundurulacaktir.

Ik sonucumuz, sabit ve periyodik yoriingelerin DLy dilinde halihazirda
ifade edilebildikleri olmustur. Uygun bir bisimiilasyon ve devaminda tds
arasinda bir gegerlilik koruyan morfizma kavrami tamimlanarak, ele alinan diger
yoriinge davraniglarinin (bir siire sonra periyodik olma, yakinsaklik ve 1rak-
saklik) dile evrensel modalite £ eklenmesi durumunda bile ifade edilemez
olduklar1 gosterilmistir. Ayrica, sabit-degil, periyodik-degil ve n—periyodik-degil

yoriingelerin de DL, g dilinde elde edilemedikleri kanitlanmugtir.

Bu durum, yoriinge davraniglarinin daha ayrintili bir analizini amacliyorsak
ifade giiciinii daha fazla arttirmaya ihtiyacimiz oldugunu ortaya koymustur. Dile
nominaller ekleme ihtimali iizerinde diisiiniilmiistiir. Elde edilen temel melez
dinamik topolojik dil DHL, ile gosterilmigtir. Bunun, ifade giiciinde ufak bir
artisga neden oldugu kanmitlanmigtir. Daha acik olarak, n— periyodik, m—adim
sabit, m—adim periyodik, m—adim n—periyodik, sabit-degil, periyodik-degil ve
n—periyodik degil 6zellikleri nominaller yardimiyla tanimlanabilir olmustur. Yine
de, DHL(, g nin bir siire sonra periyodik yoriingeler ile bile bas edebilecek kadar
giiclii goriinmemesinden dolay1 dile ¢ok daha kuvvetli olan asagt yonde ok op-
eratoriinlin eklenmesine karar verilmigtir. Bunun ifade giiciinii oldukg¢a arttirdig:

gosterilmistir. Oncelikle, asagidaki genel sonuc kanitlanmusgtir:



Teorem: Yoriingelerin bir P 6zelliginin ¢(i) saf melez formiilii tarafindan

ifade edilebildigini kabul edelim. O zaman, ‘bir siire sonra P’ 6zelligi

lu. (i = u) A )T Lvp(j =)

formiili tarafindan ifade edilebilirdir. Burada := sembolii ikame anlaminda

kullanilmagtir.

Yukaridaki teoremin 1s181nda bir siire sonra sabit, bir siire sonra periyodik ve
bir siire sonra n—periyodik yoriingelerin DHL, | dilinde ifade edilebilir olduklar:
kanitlanmugtir. Diger yandan, yakinsak ve iraksak yoriingelerin de DHL () | g dilinde
ifade edilebildikleri gosterilmigtir. Dolayisiyla, DHL ) |  dili yoriingelerin temel
simiflarint ayirt edebilecek kadar zengindir. Fakat, asagi yonde ok operatoriiniin
cok giiclii oldugu (Areces, C., Blackburn, P. and Marx, M., 2001) bilindigi icin
bu sagirtict degildir. Bu nedenle, DL,y nin smrh ifade giiciinii arttirmak igin bir
bagka yaklasim g6z Oniinde bulundurulmus ve bir tds iizerindeki uzaysal ve za-

mansal modalitelerin tiimii i¢in farkli yorumlar 6nerilmistir.

IIk tavsiyemiz olan ‘zamansal’ modalitelerin yorumlarin1 degistirmek
dogrultusunda dinamik diamond operatérii, bir (X, f) tds iizerinde f~' olarak
degil de f olarak ele alinmugtir. () ve ()" iceren dil DL, ile gosterilmistir. 11k
gbzlemimiz, temel seviyede bu yeni yorumun eskisinden gii¢lii olmadig1 yoniinde
olmustur. Yine yalnizca sabit ve periyodik yoriingeler elde edilmis, sabit-degil,
periyodik-degil ve n—periyodik-degil yoriingeler bile DLy nin kapasitesi diginda
kalmistir. Fakat, dile nominaller ve evrensel modalite eklenmesi ile ifade giiciiniin
son derece hizli ve etkili bir bicimde arttig1 gosterilmistir. Daha agik olarak, n-
periyodik (her n > 0 i¢in), bir siire sonra sabit, bir siire sonra n-periyodik, bir
siire sonra periyodik, m—adim sabit, m—adim n-periyodik, m—adim periyodik

yoriingeler DHL ., g de ifade edilebilir olmuglardir.

Bu yeni yorum dile nominaller ve evrensel diamond eklendigi andan itibaren
sonlu yoriinge davraniglarinin iyi bir analizini yapabilmemizi saglamistir. Yine
de, yoriingelerin yakinsaklifini ve iraksakligimi ifade edebilmek icin bir yorum-
sal degisiklige daha gereksinim duyulur. ‘Uzaysal’ box 1 i¢ operatorii olarak yo-
rumlamak yerine limit operatorii olarak yorumlamak Onerilmistir. Karsilik gelen
modalite [d] ile gosterilmektedir. Yigilma noktalarinin kiimesi yorumunun, kapanig
operatorii yorumundan genel olarak daha gii¢lii oldugu bilinmektedir (Bezhan-
ishvili, G., Esakia, L. and Gabelaia, D., 2005). Bu durum dinamik topolojik lojik
s6z konusu iken de korunmaktadir. Ozel olarak, yakinsak ve iraksak yoriingeler



DHL gy, £ dilinde sirasiyla agsagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilirdir:
i = () TIANA(TIAG) = =) T) A E(d) ) T)

1= (TN AT A ) =~ TH) Al 7)),

Boylece, amaclanan ifade giicline sahip ve ayn1 zamanda gii¢lii | baglama

operatdriinii icermeyen bir ikinci dil DHL 4y .y £ elde edilmigtir.

Bu sonuglar, ‘zamansal’ operatoriin tarafimizdan yapilan yorumunun
topolojik dinamik sistemler hakkinda modal c¢ikarim yapma alaninda c¢aligan
arastirmacilar i¢in yeni ve etkili bir bakis acis1 sagladigini ortaya koymaktadir. Bul-
gularimizin dinamik topolojik lojikler alaninda g6z Oniinde bulundurulmaya deger

alternatif bir arastirma alanina yol agmasini umuyoruz.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, tezin anlagilmasini kolaylastirmak amaciyla bazi temel terim ve

kavramlar verilmistir.

Tanmm 2.1 (Engelking, R., 1989) Bir X = (X, 1) topolojik uzay:, bostan
farkli bir X kiimesi ve X in alt kiimelerinin asagidaki kosullar1 saglayan bir 7 kolek-

siyonundan olusur:
a) erveX e,
b) U1 ETVCUQ ETiSCUlmUQ €T,

c) HeriEIiginUiETiseUUi €.

i€l

7 nin elemanlart ag¢iklar ve agiklarin tiimleyenleri kapalilar olarak ad-
landinlir. x € U € 7 ise U ya x in bir agik komsulugu denir. Bu tez boyunca
bu U, ile gosterilecek. Her U, icin U, (\(A\ {z}) # 0 ise x € X noktasina A C X
in yigilma noktasi denir. 7, X in tiim altkiimelerinin kiimesine esit ise ayrik topoloji
ve 7 = {X, 0} ise asikar topoloji denir. X = R ve 7, her x € U i¢in dyle bir e > 0
vardir ki (z — €,z + €) C U olacak sekilde U C R kiimelerinin bir ailesi ise dogal
topoloji adin1 alir. (X, 7) ve (X', 7') iki topolojik uzay ve g, (X, 7) dan (X', 7') ne
bir doniisiim olsun. U € 7 iken g(U) € 7' oluyorsa g bir actk doniisiim, U € 7'
iken g~*(U’) € 7 oluyorsa g bir siirekli doniisiim, ve her ikisi de saglaniyorsa bir i¢
déniisiim adim alir. Her y € Y igin g~ *(y), X in bir ayrik alt uzay ise g noktasal
ayriktir. g bir i¢ doniisiim ve noktasal ayrik ise bir d—doniisiim adinm alir.

Tanim 2.2 (Blackburn, P., Rijke, M. and Venema Y., 2001) Temel modal dil,
onerme harflerinin bir PROP = {p,q,r, ...} sayilabilir kiimesi, boole baglaglart
A, 7, dogruluk sabiti T ve bir modal box operatorii [¢] den olugur. Modal formiiller
asagidaki sekilde inga edilir:

¢u=Tlpl=gloNd|[d¢;

(c)p, —[c]—¢ i¢in bir kisaltmadir.



Simdi temel modal dil i¢in topolojik modelleri hatirlayalim:

Tanmm 2.3 (McKinsey and Tarski, 1944) Bir M topolojik modeli bir (X, v)
sirali ikilisidir; burada X bir topolojik uzay ve v : PROP — p(X) Onerme
harflerini X in alt kiimelerine génderen bir valuasyondur. M, x F ¢ gosterimi (ya da
basitce = F ¢) “M topolojik modelinin = noktasinda ¢ formiilii dogrudur” anlamina

gelir. Dogruluk tanimi asagidaki sekilde devam eder:

M,z ET & daima

M,z Ep & zev(p)

M,xF —¢ &S MxF o

MzxEoNYy & MaxEoveM,xFEy

M,z Ecl¢ < 3U,€rvardirkiVy € U, M,yFE ¢

X E ¢ (¢, X de gecerlidir ), her v valuasyonu i¢in (X, v) F ¢ anlamina gelir.



3. YORUNGE DAVRANISLARININ SINIFLANDIRILMASI

Tammm 3.1 (Brown, J., R., 1976) and (Katok, A. and Hasselblatt, B., 1998)
Bir topolojik dinamik sistem (tds) bir (X, f) sirali ikilisidir; burada X bir topolojik

uzay ve f, X iizerinde bir siirekli fonksiyondur.

Tanmm 3.2 Bir x € X noktasinin bir (X, f) tds lizerindeki yoriingesi, x i ve
f nin x iizerinde tiim iterasyonlarini igeren bir O, = {z, f(z), f*(), ..., f"(z), ...}
kiimesidir.

Ornegin, iterasyon icin kullandigimiz fonksiyon f(x) = 22 ise 2o = 2
baglangi¢ noktasinin yoriingesi Oy = {2,4,16,...,2", ...} dir. Bir = noktasin

yoriingesi, O, kiimesi sonlu ise sonlu, aksi durumda sonsuz olarak adlandirilir.

Asagida goriilebilecegi gibi, farkli baslangi¢c degerlerinin ayni fonksiyon
altindaki yoriingeleri farkli davranabilirler:

Ornek 3.3 X =R, f(z) = 2 — 2% ve 7, R iizerinde dogal topoloji olsun. 0,
£, 1 ve —1 noktalarinin (R, f) tds iizerindeki ydriingeleri asagidaki gibidir:

d) O_; ={-1,-2,—6,—42,...}.

.. 1 <4
Ornek3.4X:{xEN|0§x<5},f(x):{x+’ TS e X

3, r=4
tizerinde ayrik topoloji olsun. (X, f) tds iizerinde

Oo=1{0,1,2,3,4,3,4,3,....4,3, ..}

dir.



Ornek 3.5 X = R, f(z) = —+7 ve 7, X lizerinde dogal topoloji olsun.
(X, f) tds iizerinde

0, = {1, .

o |

1
737

DN | —

dir.

(X, f) bir tds olsun. z € X noktalarinin f fonksiyonu altindaki yoriingeleri
asagidaki gibi siniflandirilabilir:

Sabit yoriinge: = noktasinin yoriingesi sabit ve x in kendisi sabitlenmis nokta

olarak adlandirilir ancak ve ancak f(x) = x dir.

n-periyodik yoriinge: x noktasinin yoriingesi n-periyodik olarak adlandirilir

ancak ve ancak sabit degildir, f"(x) = x ve her 1 < m < nig¢in f"(x) # x dir.

Periyodik yoriinge: = noktasinin yoriingesi periyodik olarak adlandirilir an-

cak ve ancak dyle bir n > 1 i¢in n-periyodiktir veya sabittir.
P, yoriingelerin herhangi bir 6zelligi olsun.

m—adim P yoriinge: Herhangi bir m > 0 icin z noktasinin yoriingesi
m—adim P olarak adlandirihir ancak ve ancak Oym(,), P 0zellidine sahiptir ve her

n < mi¢in Ofn (), P—degil dzelliine sahiptir.

Bir siire sonra P yoriinge: x noktasinin yoriingesi bir siire sonra P olarak

adlandirilir ancak ve ancak Oyle bir m > 0 i¢in m—adim P dir.

Yakinsak yoriinge: x noktasinin yoriingesi yakinsak olarak adlandirilir ancak
ve ancak periyodik degildir, bir siire sonra periyodik degildir ve en az bir yigilma

noktasina sahiptir.

Iraksak yoriinge: x noktasinin yoriingesi iraksak olarak adlandirilir ancak ve
ancak periyodik degildir, bir siire sonra periyodik degildir ve herhangi bir yigilma

noktasina sahip degildir.



Yukaridaki siniflandirmanin 1s1¢1nda asagidaki ornekler verilebilir:
Ornek 3.6 X =R, f(z) = 22 ve 7, R iizerinde dogal topoloji olsun.
(R, f) tds iizerinde,
a) O; = {1,1,1,...} sabit yoriinge, 1 sabitlenmis nokta,

b) O_; = {—1,1,1,...} 1-adim sabit yoriinge, dolayisiyla, bir siire sonra
sabit yoriinge,

¢) Or ={3,5. 57, .-} yakinsak yoriinge,

) 1
3 9
d) O5 = {5,25,625, ...} raksak yoriinge.

Ornek 3.7 X = R, f(z) = 1 — 22 ve 7, R iizerinde ayrik topoloji olsun.
(R, f) tds iizerinde,

a) O, = {1,0,1,0,...,1,0, ...} 2-periyodik yoriinge, dolayisiyla, periyodik

yoriinge,

b) O, ={-1,0,1,0,1,...,0,1, ...} 1-adim 2-periyodik y6riinge, dolayisty-
la, 1-adim periyodik yOriinge, bir siire sonra 2-periyodik yoriinge ve bir siire sonra

periyodik yoriinge.

4. DL, TEMEL DINAMIK DILiNIN IFADE GUCU

Bu boliimde, DL, temel dinamik dilinin ifade giiciinii inceleyecegiz.

Tanmm 4.1 (Kremer, P. and Mints, G., 1997) DL, temel dinamik dili, 5nerme
harflerinin bir PROP = {p,q,r,...} sayilabilir kiimesi, boole baglaclar1 A, —,
dogruluk sabiti T, modal box operatérii [c] ve zamansal operatorler (=) (bir sonraki
an), (=) " (bir siire sonra) dan olusur. Daha acik olarak, DL, formiiller asagidaki

yinelemeli tanim ile verilir:

¢pu=TI[pl=p|dAD][[co] Hhol &)
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(c)¢, —[c]¢ i¢in bir kisaltmadir ve [T (gelecekte her zaman), (—)* nin dualidir.

(—) kendisinin dualidir, yani ~(=)1) = (=)—).

Simdi, temel dinamik dil i¢in topolojik dinamik modelleri hatirlayalim:

Tanim 4.2 (Katok, A. and Hasselblatt, B., 1998) Bir M topolojik dinamik
modeli (tdm) bir (X, f,v) swrali ii¢listidiir; burada (X, f) bir tds ve v her bir
onermesel de8iskeni X in bir altkiimesine esleyen bir valuasyon fonksiyonudur.

Dogruluk tanimi agagidaki bicimde stirdiirtiliir:

MzE )9 < fle)=yveMyFo,
M,z E&)T¢ < In>0vardirki f*(x) =yve M,y E ¢,
M,z EHT¢ < Vn>O0igin f"(z) =yise M,y E ¢.

(X, f),z E ¢ (¢4, x noktasinda gegerlidir) her v valuasyonu i¢in (X, f,v), xz F

¢ anlamina gelir.

Yoriingelerin bir P 6zelligi i¢cin asagidaki ¢ift yonlii gerektirme saglanacak
sekilde dyle bir ¢ € L formiilii var ise P, verilen bir L dili ve F yorumu altinda

(X, f), z noktali yapis1 iizerinde ifade edilebilir:
(X, f),zF¢ < O,, P ozelligine sahiptir.

Dolayisiyla, ifade giiciinlin sorgulanmasinda noktali yapilarda gecerlilik kavrami

g6z oniinde bulundurulacaktir.

Teorem 4.3 Sabit ve periyodik yoriingeler, (X, f), x lizerinde DL, temel

dinamik dili ile sirasiyla asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilir:
a) p— )p,

b) p— &) p.
Kanit
a) (=) z noktasinin yoriingesinin sabit oldugu kabul edilsin. (X, f),z F p

olsun. Bu durumda, bu formiil her valuasyon altinda dogrudur. Ozel olarak, v (i) =

{z} segilsin. Karsilik gelen (X, f,v) tdm, M ile gosterilsin. Buradan, M, x F p dir.
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f(z) = x olduundan bu M, f(z) E p olarak yazilabilir. (=) nin tanimindan M, x F
(=)p sonuglanir. Bu nedenle, M,z F p — (=)p dir. Sonug olarak, (X, f),z F p —
(=)p elde edilir.

(<) (X, f),z E p — (=)p oldugu kabul edilsin. Dolayisiyla, bu formiil = nok-
tasinda her valuasyon altinda dogrudur. Ozel olarak, v(p) = {z} olacak sekilde
bir v valuasyonu goz 6niinde bulundurulsun. Buradan, her M = (X, f,v) tdm igin
M,z E p — (=)p dir. Aym1 zamanda v(p) = {z} oldugundan M,z F p ye de
sahibiz. Bunu M, x E (=)p izler. Dolayisiyla, M, f(z) E p. v(p) = {x} oldugundan
f(z) = x elde edilir.

b) a) ile benzer sekilde kanitlanabilir.

4.1 DL, ; Dilinde ifade Edilemezlik

Diger yandan, £ evrensel modalitesi bir formiiliin bir modelin herhangi bir
yerinde saglandigini ifade etmemize olanak saglar: £/¢ bir x noktasinda dogrudur
ancak ve ancak ¢ yi saglayan Oyle bir y noktast vardir (z ile iligkili olmak zorunda
degil). DL, temel dinamik dilinin evrensel diamond ile zenginlestirilmesi ile elde

edilen dil DL  nin formiilleri agagidaki sekilde tanimlanir:
¢u=T|pl=¢loNd[ldo| o] &) To | Ed;

burada p € PROP dir. E nin duali A ile gosterilir.

4.1.1 Gecerlilik koruyan doniisiimler: bisimilasyonlar ve morfizmalar

Tamm 44 X = (X,7) ve X = (X',7) topolojik uzaylar olmak iizere
M = (X, f,v)ve M = (X', f',v") iki tdm olsun. asagidaki kosullar saglaniyor

ise Z: M — M bagmtisina bir “D,, p-bisimiilasyon” denir:

D¢y gbi) Her z € X ve her € X' igin 22z ise her p € PROP igin

x € v(p) ancak ve ancak 2’ € v'(p) dir,

/

D<_,>7Eb2) U € T ise Z[U] cT,

Diypby) U €7 ise Z7HU'| €T,
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D¢y pby) Herz € X veherz' € X icin xZx ise f(z)Zf (2),

Dy gbs) Hery € X icin yZy olacak sekilde biry’ € X vehery € X
icin y 2y olacak sekilde bir y € X vardr.

Teorem 4.5 X = (X,7) ve X' = (X',7') topolojik uzaylar olmak iizere
M = (X,fv)ve M = (X', f,v) iki tdm olsun. Z, M ve M  arasinda bir
D¢, p-bisimiilasyon ise her z € X veher 2’ € X igin 22z ise M,z F ¢ ancak ve
ancak M,z E ¢.

Kanit ¢ nin karmagiklig1 tizerinde tiimevarim ile yapilir.
¢ ::p olsun. Dy pby den M,z F p & M,z E pdir
¢ olsunve M,z E ¢ < M,z E ¢ oldugu kabul edilsin,

¢ 2= olsun. M,z = —~p < M,z E - dogrudan tiimevarim adimindan
elde edilir.

@AY olsun. M,x E ¢ A1 oldugu varsayilsin. Boylece, M,z F ¢
ve M,z E 1. Dolayisiyla, tiimevarim adimindan M', 2" E ¢ ve M, 2" E ¢ dir.
Buradan, M,z E ¢ A v elde edilir.

¢ :: [c]e olsun. M,z E [c]¢ oldugu varsayilsin. Dolayisiyla, x in 6yle bir
U agik komsulugu vardir ki M,U F ¢ dir. Dy pby den Z[U], 2" niin bir agik

komsulugudur ve timevarim hipotezinden M, Z[U] E ¢ elde edilir. Buradan,

M',z" E [c]p olur. Diger yon Dy pbs yardimu ile benzer sekilde ispatlanabilir.

¢ 2 (=)@ olsun. M,z E ()¢ oldugu varsayilsin. Dolayisiyla, M, f(z) F ¢

dir. D¢y by den f(z)Zf (") ne sahibiz ve tiimevarim hipotezinden, M, f'(z") F
¢ elde edilir. Buradan, M,z E )¢ olur. Diger yon benzer sekilde ispatlanabilir.

¢ :: Ep olsun. M, x E E¢ oldugu varsayilsin. Dolayisiyla, oyle bir y € X
vardirki M,y & ¢ dir. Dy pbs den dyle bir y € X' vardirki yZy’ olur. Tiimevarim
hipotezinden, M,y E ¢ elde edilir. Buradan, M, z" E E¢ dir. Diger yon benzer
sekilde ispatlanabilir.

Iddial M = (X, fv)ve M = (X', f,v)ikitdm,z € X vex € X'
olsun. Z : M — M’ bir D, g—bisimiilasyon ve zZz ise her m > 0 igin

fr(@)2(f )™ («") dir.
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Kamt m iizerinde tiimevarimla yapilir.

m =1D.y pbyden 222" ise f(z)Zf (z),
m =k xZx ise f*(x)Z(f )*(x") oldugu varsayilsin,

m=k+1 f(x)Zf (') oldugundan timevarim adimndan f*(f(z))Z
(fO)E(f'(2")) elde edilir. Buradan, f*+'(z)Z(f")**'(z") sonuglanur. O

¢ =)t olsun. M, x E &)t oldugu varsayilsin. Dolayisiyla, dyle bir
m > 0 vardir ki M, f™(x) F ¢ dir. Iddia 1 den f™(2)Z(f)™(2") ve timevarim
hipotezinden, M, (f')™(z") F ¢ elde edilir. Buradan, M, 2" = (=)*¢ sonuglanir.

Diger yon benzer sekilde ispatlanabilir.

¢ :: Hte olsun. M,z E BTy oldugu varsayilsin. Dolayisiyla, her n > 0

icin M, f*(z) F ¢ dir. Iddia 1 den, f"(2)Z(f)"(z") ve tiimevarim hipotezinden,
M, (f)™"(x") E pelde edilir. Buradan, M, " = [+ sonuglanir. Diger yon benzer
sekilde ispatlanabilir. U

Tamm 4.6 (X, f) ve (X', f') iki tds olsun. Asagidakileri saglayan bir g :

(X, f) — (X', f') doniisiimiine bir “D p-p.morfizma” ad1 verilir:
D¢y gp1) agik doniisiim,
Dy gp2) siirekli doniisiim,
Dy pps) gof = f og,
Dy gpsa) g Orten.

Teorem 4.7 g : (X, f) — (X', f) bir D¢y g — p.mor fizma olsun. Her ¢
modal formiilii ve her x € X icin (X, f),z F ¢ ise (X, f'), g(z) E ¢ dir.

Kamt Oyle bir v’ icin (X, f),z E ¢ ve (X', f',v'), g(x) ¥ ¢ oldugu kabul
edilsin. v valuasyonu v(p) = ¢ '(v'(p)) ile tammlansin. g nin grafi (X, f,v)
ve (X', f',v") arasinda bir Dy g—bisimiilasyondur. Dolayisiyla, Teorem 5.2 den
(X, f,v),z ¥ ¢ elde edilir ve bu bir celiskidir. Sonug olarak, (X', f'), g(z) F ¢ dir.
U
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Teorem 4.8 m > 0 veyan > 1 icin m—adim n—periyodik yoriingeler

DLy, g de ifade edilemezler.

Kamt m > 0 veya n > 1 oldugu kabul edilsin, X = {r e N |0 < 2z <

m+n} ve

fz) =

z+1, z<m+n-—1
m, r=m+n-—1

olsun. 7, X iizerinde ayrik topoloji, X' = {2}, f(2') = 2', 7', X' iizerinde
tek olasi topoloji ve g(x) = 2z olmak iizere ¢ : (X,f) — (X, f)
doniislimii gdz 6niinde bulundurulsun. g nin bir Dy p — p.mor fizma oldugu ko-
layca goriiliir. 0 noktasinin (X, f) tizerindeki yoriingesi m—adim n-periyodiktir.
D¢y p — p-morfizma gegerliligi korudugundan ¢(0) = 2’ noktasmnm (X, f')
lizerinde yoriingesi de m—adim n-periyodik olmalidir, fakat sabittir. m > 0 veya
n > 1 oldugundan bu bir celigkidir. Sonug olarak, m > 0 veyan > 1 icin m—adim
n-periyodik yoriingeler DL, g de ifade edilemezler. 0

Sonu¢ 4.9 Ydriingelerin agagidaki dzellikleri DLy  de ifade edilemezler:

a) n-periyodik(n > 1),

b) m—adim sabit(m > 0),

¢) m—adim periyodik(m > 0),

d) Bir siire sonra sabit,

e) Bir siire sonra n-periyodik(n > 1),
f) Bir siire sonra periyodik.

Kanit

a) m = 0 icin Teorem 4.8 den sonuglanir,

b) n = 1i¢in Teorem 4.8 den sonuglanur,

¢) Her n > 0 icin Teorem 4.8 den sonuglanir,

d) Her m > 0 ve n = 1 i¢in Teorem 4.8 den sonuglanir,
e) Her m > 0 icin Teorem 4.8 den sonuclanir,

f) Her m > 0 ve her n > 0 icin Teorem 4.8 den sonuclanir.
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Teorem 4.10 Yakinsak ve iraksak yoriingeler DLy ¢ de ifade edilemezler.

Kamt X = R*, f(z) = 13,
f(z) = 1, 7', X iizerinde tek olas1 topoloji ve g(z) = 1 olacak sekilde bir

7, X iizerinde dogal topoloji, X' = {1},

g (X,f) — (X, f) doniisiimiinii almsin. g nin bir Dy g — p.mor fizma
oldugu kolayca goriiliir. 1 noktasimin (X, 7) iizerindeki yoriingesi yakinsaktir.
Dyyp — pmorfizma gegerliligi korudugundan, g(1) = 1 noktasiun (X', 7)
tizerindeki yoriingesi de yakinsak olmalidir, ancak sabittir ve bu bir ¢eligkidir. Sonug

olarak, yakinsak yoriingeler DL g de ifade edilemezler.

X = R* yerine X = RT\{0} alindiginda 1 noktasimin (X, 7) iizerindeki
yoriingesi 1raksak olur. Dy g — p.mor fizma gegerliligi korudugundan g(1) = 1
noktasimin (X', 7') iizerindeki yoriingesi de 1raksak olmalidir, ancak sabittir ve bu

bir ¢eligkidir. Sonug olarak, iraksak yoriingeler DLy g de ifade edilemezler.

DL(e),,E V€ DLygy s g dilleri i¢in elde edilen ifade giicii sonuglar1 agagidaki

tabloda 6zetlenmistir.

Sabit p— O)p
Periyodik p—)'p
n-periyodik ifade edilemez
Bir siire sonra sabit ifade edilemez

Bir siire sonra periyodik ifade edilemez

Bir siire sonra n-periyodik | ifade edilemez

m—adim sabit ifade edilemez
m—adim periyodik ifade edilemez
m—adim n-periyodik ifade edilemez
Yakinsak ifade edilemez
Iraksak ifade edilemez

Tablo 1: DL<C>7<%>7E ve DL(d),@),E
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4.2 Melez Dinamik Dillerin Ifade Giicleri

Bu boliimde, amaglanan ifade giiciinii elde etmek i¢in ilk olarak DL, temel
dinamik diline nominaller ve Q gergekleme operatorii eklenecek, daha sonra DHL

dili sirasiyla | baglayicisi ve E evrensel modalitesi ile genisletilecektir.

4.2.1 DHL(, nin ifade giicii

Temel modal dilin ifade giiciinii arttirmak i¢in dile nominaller eklenebilir. Tek
elemanlt kiimeleri temsil eden nominaller genellikle i, 7, k, ... harfleri ile gosteri-
lir. Nominaller i¢in dogruluk tanimi onerme harflerinde oldugu gibidir: M,z F ¢
< (i) = {x}. Nominaller i¢eren modal diller melez diller olarak adlandirilirlar.
Sadece nominaller iceren ve hi¢bir 6nerme harfi icermeyen melez formiillere saf

melez formiiller denir.

DLy nin nominaller ve gergekleme operatorii ile genigletilmesi olan DHL

dinamik melez dili asagidaki gibi tanimlanir:

Tamim 4.11 (Blackburn, P., 1993) Onerme harflerinin bir PROP sayilabilir
kiimesi ve nominallerin PROP dan ayrik bir NOM sayilabilir kiimesi verilsin.

DHLy nin formiilleri asagidaki gibi tanimlanir:

¢pu=T|pli|=d|oAY|[do] Qb ]| )| )¢

buradap € PROP vei € NOM dir.

¢ nin bir ikame Ornegi, nominallerin yerine sadece nominallerin koyula-

bilecegi ek kosulu ile 6nermesel lojikte oldugu gibi tanimlidir.

Tanim 4.12 Bir M melez tdm bir (X, f, v) siral i¢liisiidiir; burada (X, f)
bir tds, v her bir onermesel degiskeni X in bir altkiimesine ve her bir nominali X in
bir tek elemanli alt kiimesine egleyen bir valuasyon fonksiyonudur. @ nin semantigi

asagidaki gibidir:

M,z EQ¢ < v(i)={y}i¢cin M,y E ¢

Yoriingelerin bir P 6zelligi, verilen bir L dilinde, verilen bir F yorumu altinda

modeller seviyesinde ifade edilebilir ancak ve ancak verilen bir M modelinde
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asagidaki ¢ift yonlii gerektirme saglanacak sekilde bir ¢(¢) formiilii vardir:
M E @;p(i) ancak ve ancak i nominali tarafindan adlandirilan noktanin yoriingesi

P o6zelligine sahiptir.

Teorem 4.13 Sabit, periyodik ve n-periyodik yoriingeler DHL ., de modeller

seviyesinde sirasiyla asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilirler:

c) — 2/\/\

Kanit ¢ tarafindan adlandirilan nokta x olsun.

a) (=) z noktasiin yoriingesinin sabit oldugu kabul edilsin. O zaman,
f(z) = x dir. M,z E i oldugundan M, f(z) E i elde edilir. (<) nin tanimindan
M, x E (=)i sonuglanir. Sonug olarak, M F @, ()i dir.

(<) M E @;(=)i oldugu kabul edilsin. 7 tarafindan adlandirilan nokta x oldugundan
M,z £ ()i elde edilir. (=) nin tammindan M, f(x) F 4 sonuglanir. ¢ bir nominal

oldugundan f(x) = z dir.

b) a) ile benzer sekilde kanitlanabilir.

¢) Birn > 1igin,
(=) z noktasimin yoriingesinin n—periyodik oldugu kabul edilsin. O halde,
f™(z) = x dir. 7 tarafindan adlandirilan nokta x oldugundan M,z F i ve boylece
M, f*(x) E i olur. (=) nin tantmindan bunu M, x £ ()" izler. Simdi M,z F (=)¥i

olacak sekilde bir 0 < k < n oldugu varsayilsin. (=) nin tammindan M, f*(z) i

sonuglanir. i bir nominal oldugundan f*(z) = x dir ve bu bir geligkidir Bundan

dolay1, her 0 < k < nigin M,z F —~{(=)*i dir. Bu M,z F —(=)i A /\ *i olarak
yazilabilir. Buradan, M,z F — "N /\ *i elde edilir. Sonug olarak,

M E Q(=( z/\/\ ) dir.
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(<) M F Q=& i A /\ %) oldugu kabul edilsin. 7 tarafindan ad-

landirilan nokta = oldugundan, M,z F — "1 A /\ %i dir. Bu M,z E

n—1

=" ve M,z F /\ *i olarak yazilabilir. Bu yiizden, M, f*(z) F i ve her

0 < k < nigin M T |: —(=)*i olur. i bir nominal oldugundan f"(z) = z dir. Simdi
f¥(x) = x olacak sekilde bir 0 < k < n oldugu varsayilsin. M,z & i oldugundan
M, f¥(z) E i elde edilir. (=) nin tantmindan M,z F (=)¥i sonuglanir ve bu bir
celigkidir. Boylece, her 0 < k < n i¢in f¥(x) # x dir. Sonug olarak, = noktasinin

yoriingesi n-periyodiktir.

O

Yardimcr Teorem 4.14 Yoriingelerin P ve () Ozellikleri modeller se-
viyesinde sirasiyla ¢(i) ve (i) tarafindan ifade edilebiliyorsa, P—degil, P ve
@, P veya () modeller seviyesinde sirasiyla asagidaki formiiller tarafindan ifade
edilebilir:

a) —¢(i),
b) ¢(i) A (i),
) (i) V (i)

Kamt “M F @;¢(i) < inominali tarafindan adlandirilan noktanin
yoriingesi P o6zelliine sahiptir” ve “M F @Q;o(i) <  inominali tarafin

dan adlandirilan noktanin yoriingesi Q 6zelligine sahiptir” oldugu bilinmektedir.
a) Dogrudan elde edilir.

b) M E @;(¢(i)Ap(i)) oldugu kabul edilsin. v(i) = {z} olsun. Bu durumda,
M,z E ¢(i) ANp(i) = M,x E ¢(i) ve M,z E p(i) & M E Q¢(i) ve M E Q;p(7)
<> ¢ nominali tarafindan adlandirilan noktanin yoriingesi P ve () 6zelligine sahiptir.

¢) M E @;(¢(i)Vp(i)) oldugu kabul edilsin. v(i) = {x} olsun. Bu durumda,
M,z E ¢(i) V (i) & M,z E ¢(i) veya M,z F (i) & M E Qi) veya
M £ @Q;p(i) < i nominali tarafindan adlandirilan noktanin yoriingesi P veya ()
ozelligine sahiptir.

O
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Sonu¢ 4.15 Sabit-degil, periyodik-degil ve n-periyodik-degil yoriingeler
DHLy de modeller seviyesinde sirasiyla agagidaki formiiller tarafindan ifade
edilebilir:

a) —\<—>>Z'7

b) _'<_>>+i7

n—1
Q) iV -V \/ G
k=2
Kamt Teorem 4.13 ve Yardimci Teorem 4.14 den sonuglanir. U

Teorem 4.16 Yoriingelerin bir P 6zelligi modeller seviyesinde bir ¢(7)
formiilii tarafindan ifade edilebilsin ve v(i) = {x} olsun. Bu durumda, P aym

zamanda (X, f), z noktali yapis1 iizerinde i — ¢(7) ile ifade edilebilir.

Kamt P nin modeller seviyesinde ¢() tarafindan ifade edilebildigi ve v (i) =
{z} oldugu, fakat : — ¢(i) nin (X, f),z lizerinde P yi ifade etmedigi kabul
edilsin. (X, f),z F i — ¢(i) olsun. Dolayisiyla, bu formiil x noktasinda her val-
uasyon altinda dogru olmalidir. Ozel olarak, v(i) = {z} olacak sekilde bir v val-
uasyonu gbz Oniinde bulundurulsun. Buradan, her M = (X, f,v) melez tdm igin
M,z £ i — ¢(i) olur. Ayn1 zamanda v(7) = {z} oldugundan M,z E i ye de
sahibiz. Bunu M,z F ¢(i) izler. Bu M F @Q;¢(i) olarak yazilabilir. P modeller
seviyesinde ¢(7) tarafindan ifade edilebildiginden ve v(:) = {z} oldugundan O,,
P ozelligine sahiptir ve bu bir ¢eligkidir. Sonug olarak, P ozelligi (X, f), x noktal
yapisi iizerinde ¢ — ¢(i) tarafindan ifade edilebilir. O

Sonu¢ 4.17 Sabit-degil, periyodik-degil ve n—periyodik-degil yoriingeler
(X, f), x lizerinde DHL . de sirasiyla asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilir:

a) i — 20,
b) 1 — —|<—>>+i7
n—1
) i — (()iv-Eriv\ k).
k=2
Kanit Sonug 4.15 ve Teorem 4.16 dan sonuglanir. U

Teorem 4.18 Yoriingelerin bir P 6zelligi bir ¢ (i) melez formiilii tarafindan

modeller seviyesinde ifade edilebilir ve v(i) = {z} ise m—adim P, (X, f),z
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m—1
noktali yapist iizerinde (i — —¢(i)) A &)™ (1 — o(7)) A /\ Sk — —o(k))
s=1

formiilii tarafindan ifade edilebilir.

Kanit

(=) x noktasinin yoriingesinin m—adim P oldugu kabul edilsin. O zaman, x
noktasinin yoriingesi P—degil, f™(x) noktasinin yoriingesi P ve her 0 < s < m
icin f*(x) noktasimin yoriingesi P—degildir. f(x) ve f*(z) nin sirasiyla j ve
k nominalleri tarafindan adlandirildiklar1 varsayilsin. z, ¢ nominali tarafindan ad-
landirildigindan, Yardimer Teorem 4.14 den M E Q—p(i), M E Q;p(j) ve
M E @—¢(k) sonuglanir. Dolayisiyla, Teorem 4.16 dan (X, f),x F i — —p(i),
(X, ), f™(x) Ej— p(j) ve (X, f), f(x) E k — —p(k) dir. (=) nin tanimindan
(X, f)x B &M — @) veher 0 < s <migin (X, f),z E &)*(k = —¢(k))

m—1

sonuglanir. Bu (X, f),x E /\ (k- — —¢(k)) olarak yazilabilir. Boylece,

s=1

m—1
(X, f), 2 F (i = =) A" — 9(G) A\ G (k — =p(k)) elde edilir.
s=1

m—1

(<) (X, £z B (i = =) A" = 0() A\ Ok — —p(k))
oldugu kabul edilsin. Olzaman, (X, )z E i — =), (X, f),z E (™G —

e(g) ve (X, f),zE /\ *(k — —p(k)) dir. (&) nin tanimindan bunu (X, f), z F

i — —p(i), (X, f), fm( JEJj— p(j) veher0 < s <migin (X, f), f*(x) F k —
—p(k) izler. Yardimc1 Teorem 4.14 ve Sonug 4.17 den O,, P—degil, Ofm(y), P ve
her 0 < s < migin Oys(,) P—degil olur. Boylece, O,, m—adim P dir. 0J

Sonug¢ 4.19 Sabit, periyodik ve n-periyodik, m—adim sabit, m—adim peri-
yodik ve m—adim n-periyodik yoriingeler (X, f),z iizerinde DHL(, de sirasiyla

asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilir:

a) i — (&)1,

b) i — )i,

¢) i — A MA /_\—|(—>>kz

d) (i — =) A )™ /\/\ S(k — =(Vk),

s=1



21

e) (i = TN — )T A \ (k= —)7k),

s=1

B (i — i vV \ ) A L7 — 7 A A A H) A
A Gk — Gk v =k v\ G

Kamt a), b) ve ¢) Teorem 4.13 ve Teorem 4.16 dan, ¢), d), e) ve f) Teorem

4.13 ve Teorem 4.18 den sonuglanir. 0

4.2.2 DHL(, | nin ifade giicii

Yoriingelerin bir siire sonra-Ozelliklerinin bile DHL.y ye £ evrensel
modalitesi ekleyerek ifade edilebilmeleri olas1 goriinmediginden daha giiclii bir op-
erator ile calisilmasi gerektigi agiktir. Asagi yonde ok operatoriiniin ifade giiciiniin
cok fazla oldugu (Areces, C., Blackburn, P. and Marx, M., 2001) den bilindiginden,
bu boliimde DHL., temel melez dinamik diline asagi yonde ok operatori ek-
lenecektir. DHL . nin durum degiskenleri ve | baglayicisi ile genigletilmesi olan

zenginlestirilmig dil DHL | asagidaki gibidir:

Tanim 4.20 Durum degiskenleri, eylemin o anki noktasin1 | baglayicis1 kul-
lanarak baglayabilir. Onerme harflerinin bir PROP sayilabilir kiimesi, nominal-
lerin PROP dan ayrik bir NOM sayilabilir kiimesi ve durum degiskenlerinin
PROP ve NOM dan ayrik bir SVAR = {u,v,w, ...} sayilabilir sonsuz kiimesi

verilsin. DHL | nin formiilleri asagidaki yinelemeli tanim ile verilir:

¢pu=T|plilu[=¢|dA¢][¢] Q| )| TP lu.g;

buradap € PROP,i € NOM ve u € SV AR dir.

M bir tdm olsun; durum degiskenlerinin ve | baglayicisinin semantikleri

asagidaki gibidir:

M,g,x Eu & glu)==x
M,gxFlug & Mg kg

burada ¢[*~*!, u yu = e génderen ve tiim diger degiskenler icin ¢ ile ayn1 davranan

bir atayicidir.
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Yardimci Teorem 4.21 Tek nominal iceren her ¢ saf melez formiilii ve her

M melez tdm ig¢in,
M,z E (i) & M,g[“'_’“(i)],x Fo(i = u)

dir; burada := ikameyi temsil eder.

Kanit ¢ nin karmagiklif1 iizerinde tiimevarim ile yapilir.

@i olsun. M,z Fis (i) ={z} & M, gz Fu,

@ (i) olsunve M,z F ¢(i) & M, gl"~*®l z E (i := u) oldugu kabul

edilsin,

@ =¢(i) olsun. M,z F —¢(i) & M, glv=v0) 2 E =¢(i := u) timevarim

adimindan dogrudan elde edilir,

@ (i) ANp(i) olsun. M, x E ¢(i) A (i) & M,z E ¢(i) ve M, x F (i).
Tiimevarim adimindan, M, gi*~v0l 2 E ¢(i := u) ve M, glv=v0Ol 2 E (i == u)
& M, gv=v0l 2 E @i = u) Ap(i = u),

@ 2 [c]o(i) olsun. M,z F [c]¢(i) < oyle bir U, € 7 vardir ki M, U, E ¢(i).
Tiimevarim adimindan, M, gl'=v@Ol U, & ¢(i := u) < M, g=v0) 2 E []¢(i :=

OF

@ E)o(i) olsun. M,z E &¢(i) & M, f(x) E ¢(i). Timevarim
adimindan, M, gl“=*Ol f(z) E ¢(i :=u) & M, gl*=v0 2 & SYe(i = u),

@ ()Tp(i) olsun. M, x E )T ¢(i) < dyle bir n > 0 vardir ki M, f(z) E
¢(4). Tiimevarim adimindan, M, g=v®l f7(2) E ¢(i := u) & M, g=v0l ¢ E
T o(i = u),

o HT(i) olsun. M,z F H*e(i) < her n > 0i¢in M, f"(z) E ¢(i).

Tiimevarim adimindan, M, gl“~*®l f*(2) £ @i = u) & M, g0 ¢ k
H (i = u). O

Teorem 4.22 Yoriingelerin bir P ozelligi modeller seviyesinde bir ¢(i)
formiilii tarafindan ifade edilebilsin ve v(i) = {z} olsun. Bu durumda, P ayn
zamanda (X, f), z noktali yapisi iizerinde |u.¢(i := u) formiilii tarafindan ifade
edilebilir.
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Kamt P nin modeller seviyesinde ¢(i) tarafindan ifade edilebildigi ve v (i) =
{z} oldugu, fakat |u.¢(i := ) formiiliiniin (X, f), x lizerinde P yi ifade etmedigi
kabul edilsin. (X, f),z E|lu.¢(i := u) oldugu varsayilsin. O zaman, bu formiil =
noktasinda her v valuasyonu ve her g atayicisi altinda dogru olmalidir. Buradan, her
M = (X, f,v)tdmigin M, g, 2 F|u.¢(i := u) dir ve bunu M, g~z ¢(i := u)
izler. Yardimc1 Teorem 4.21 den v(i) = {z} ve M,x E ¢(i) dir. Dolayisiyla,
M E @;¢(i) olur. Boylece, ¢ nominali tarafindan adlandirilan noktanin yoriingesi
P ozelligine sahiptir ve bu bir celigkidir. Sonug olarak, P ozelliginin (X, f), x

tizerinde |u.¢(i := u) tarafindan ifade edilebilir oldugu elde edilir. O

Sonu¢ 4.23 Sabit-degil, periyodik-degil ve n—periyodik-degil yoriingeler
(X, f),x lizerinde DHL(y, de swrasiyla asagidaki formiiller tarafindan ifade
edilebilir:

a) |u.—E)u,

b) |u.=()"u,
¢) lu.((uV=E"u v\ ().

Kanit Teorem 4.13 ve Teorem 4.22 dan sonuglanir. U

Tamm 4.24 Yoriingelerin herhangi bir P ozelligi icin, O,, bir siire sonra
P—degil 6zelligine sahiptir ancak ve ancak O,, P 6zelligine sahiptir veya her n > 0
icin On(y), P—degil 6zelligine sahiptir.

Teorem 4.25 Yoriingelerin bir P 6zelliginin bir ¢ (i) saf melez formiilii ile
ifade edilebildigi ve v(7) = {x} oldugu kabul edilsin. Bu durumda “bir siire sonra
P” ve “bir siire sonra P—degil” ozellikleri (X, f), z lizerinde sirasiyla asagidaki

formiiller tarafindan ifade edilebilir:
a) Ju.mp(i=u) AT Jup(j =),

b) lu.p(i:=u)VH™ Jv.-e(f:=0).

Kanit

a) (=) O, in bir siire sonra P 6zelligine sahip oldugu kabul edilsin. O zaman,
v(i) = {x} ve M E @Q;—(i) dir. Teorem 4.22 den (X, f),z Elu.—p(i := u)
elde edilir. Diger yandan, v(j) = {f"(z)} ve M E @;p(j) olacak sekilde bir
n > 0 vardir. Buradan ve Teorem 4.22 den (X, f), f"(z) Elv.¢(j) olur ve &)t nin
tanimindan (X, ),z E (&) |v.p(j) sonuglanir. Boylece, (X, f),z Flu.—p(i :=
u) A ()T |v.p(j) elde edilir.
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(<) (X, f)yz Elu—p(i == u) A &) [v.p(j) oldugu kabul edilsin. O zaman,
bu formiil z noktasinda her v valuasyonu ve her g : SVAR — X atayicisi altinda
dogru olmalidir. Buradan, her M = (X, f,v) tdm i¢in M, g, x Flu.—p(i :== u) A
)T lv.p(j := v) olur. O halde, M, g,z Elu.—p(i := u) ve M,g,x E ()T |
v.p(j := v) dir. Buna goére, M, gl"~% oz E —p(i := u) dir ve M, g, f(x) E|
v.0(j := v) olacak sekilde bir n > 0 vardir. Boylece, M, g*~% x F —p(i = u)
ve M, g'=F"@)1 fn(2) E ¢(j := v) bulunur. O zaman, Yardimci Teorem 4.21 den
v(t) = {x}, M E Q=p(i), v(j) = {f*(x)} ve M E Q;p(j) olacak sekilde bir
n > 0 vardir. Bu nedenle O,, P—degil ozelligine ve On(,y, P Ozelligine sahip
olacak sekilde bir n > 0 vardir. Sonug olarak, O,, bir siire sonra P 6zelligine

sahiptir.

b) (=) O, in bir siire sonra P—degil 6zelligine sahip oldugu kabul edilsin.
O zaman, v(i) = {x} ve M F Q;p(i) dir veya her n > 0 i¢in v(j) = {f"(z)}
ise M F @;—¢(j) dir. Boylece, Teorem 4.22 den (X, f),z Flu.@(i := u) veya
(X, f), f™"(x) Elv.=p(j) elde edilir. H]™ nin tanimindan bunu (X, f), z E]u. go(‘ =
u) veya (X, f),z E HT Jv.—p(y) izler. O halde, (X, f), z Flu.p(i :=u) V H7T
v.—p(7) dir.

(<) (X, f)yx Elu.p(i := u) VHT [v.7¢(j) oldugu kabul edilsin. O zaman,
bu formiil z noktasinda her v valuasyonu ve her ¢ : SVAR — X atayicisi
altinda dogru olmalidir. Buradan, her M = (X, f,v) tdm i¢in M, g,z E|u.p(i :=
uw) V HT | v.mp(j := v) olur. Bu nedenle, M, g,z E| u.p(i := u) veya
M,g,x E H* |v.mp(j := v) elde edilir. Dolayistyla, M, g~} 2 £ ¢(i := u)
veya M, g, f"(z) F|l v.—¢(j = v) olacak sekilde bir n > 0 vardir. Boylece,
M, glv=l x E o(i := u) veya M, gl"=/" @] f7(2) E =p(j := v). Yardimci Teo-
rem 4.21 den v(i) = {z} ve M F Q;(i) dir veya v(j) = {f"(z)} ve M E Q;p(j)
olacak sekilde bir n > 0 vardir. Bu nedenle, O,, P o6zelligine sahiptir veya her
n > 0i¢in Ogn(yy, P— degil dzelligine sahiptir. Sonug olarak, O,, bir siire sonra

P—degil ozelligine sahiptir.
O

Sonu¢ 4.26 Bir siire sonra sabit, bir siire sonra periyodik ve bir siire sonra
n-periyodik yoriingeler (X, f), = lizerinde DHL(, | de sirasiyla asagidaki formiiller
tarafindan ifade edilebilir:

a) lu—~EuN T v.E),
b) lu—~E)TuAN &) v )*v

n—1

© lu(Hu )"V \/ Flo.(~Ev A G A \~Gr).

k=2
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Kamt Teorem 4.13 ve Teorem 4.25 den sonuglanir. U

Tamm 4.27 O, sonsuzdur ancak ve ancak O, periyodik-degildir ve bir siire

sonra periyodik-degildir.
Sonug 4.28 Sonsuz yériingeler (X, f), x lizerinde DHL(y | de |u.~()Tu A
BT lv.—¢(j := v) formiili ile ifade edilebilir.

Kamt Sonug 4.23 ve Teorem 4.25 den sonuglanir. U

4.2.3 DHL, | £ nin ifade giicii

DHL(y, melez dinamik dilinin evrensel diamond ile zenginlestirilmesi ile

elde edilen dil DHL | £ asagidaki gibi tanimlidir:

Tanim 4.29 Onerme harflerinin bir PRO P sayilabilir kiimesi, nominallerin
PROP dan ayrik bir NOM sayilabilir kiimesi ve durum degiskenlerinin P RO P
ve NOM dan ayrik bir SVAR = {u,v,w, ...} sayilabilir sonsuz kiimesi verilsin.

DHLy, ¢ nin formiilleri asagidaki gekilde tanimlanir:

pu=TIplilul=¢|oAY|[do| Q| Y| NT| | ] Eg;

buradap € PROP,i € NOM veu € SV AR dir.

Teorem 4.30 Yakinsak ve raksak yoriingeler (X, f),z tizerinde DHL( |

de sirastyla asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilirler:
a) lu.(mE)TunHT(Jv. -G To)AE Jw.(c)(Jws.(E(E) Twa Au) A—wy))),

b) lu.(=E)TuAHT(lv.aE) o) AA Jwy.[e](lwe. (E(&) Twy Au) — wy))).
Kamt

a) (=) x noktasinin yoriingesinin yakinsak oldugu kabul edilsin. Bu du-
rumda, sonsuzdur ve en az bir yi§ilma noktasina sahiptir. Sonu¢ 4.28 den “z
noktasinin yoriingesi sonsuzdur ancak ve ancak (X, f),z F| u.-&)Tu A HT(]
v.=(=)Tv) dir” oldugu biliniyor. v herhangi bir valuasyon ve M = (X, f, v) karsihk
gelen tdm olsun. g(u) = {z} ve M, g,z E A |w1.[c](lws.(E(&)Twe A u) — wy)
olacak sekilde bir g : SVAR — X atayicisi oldugu varsayilsin. O zaman, her
y € X igin M, g,y Elws.[c](Jws.(E(&)Twy A u) — wy) dir. Buradan, g(w) =y



26

ve M,g,y E [c](] we.(E()*Twy A u) — wi) olur. Bu nedenle, her z € U,
icin M, g,z Flws.(E(()Tws A u) — w) olacak sekilde bir U, vardir. O halde,
glwy) = zve M, g,z F E(()Twy A u) — w dir. Béylece, M, g, 21 F () Tw; ve
M, g,z Euise M, g, z F w; olacak sekilde bir z; € X vardir. (<) nin tanimindan
M, g, f™(z1) E wy ve M, g,z F uise M, g,z E w; olacak sekilde bir m > 0
vardir. g(ws) = z, g(u) = x ve g(w;) = y oldugundan f(z;) = 2z ve z; = x ise
z = y olacak sekilde her y € X i¢in bir U, ve her z € U, icin bir m > 0 vardir.
f™(x) = zise z = y olacak sekilde her y € X igin bir U, ve her z € U, i¢in
bir m > 0 vardir. Bu nedenle, her y € X i¢in O, (U, \ {y}) = 0 olacak sekilde
bir U, vardir. Bu, O, herhangi bir y1gi1lma noktasina sahip degildir anlamina gelir
ve bu bir ¢eligkidir. O halde, g(u) = {z} olacak sekilde her ¢ : SVAR — X
atayicist icin M, g,z £ E | wy.(c)(] wa.(E(&)Twy A u) A —wy)) dir. Boylece,
(X, ),z Elu.(E Jw;.{c)(lwa.(E(()Twy Au) A—wr))) dir. Buradan, (X, f),z F|
u.(=ETu AHT (oG o) A E Jw.(e)(lwy.(E(E) Twy A u) A —wr))).

(<) (X, f),z Elu.(-)Tu AHT(Jo.oG) o) AE |wy.(c)(lwe.(E(E) Tws Au) A
—wy))) oldugu kabul edilsin. O zaman, bu formiil 2 noktasinda her v valuasyonu
ve her g : SVAR — X atayicist altinda dogru olmalidir. Kargilik gelen (X, f, v)
tdm, M ile gosterilsin. Buradan, M, g,z Elu.(-ETu A BT (lo.~E) o) A E |
wy.(c)(lwe.(E()Twe A u) A —wy))) olur. Bu nedenle, g(u) = {z} ve M, g,z F
Y tuAHT (oG o) ve Mg, o F E Jwy.(¢)(Jwa.(E(E) Twe Au) A—wy)) dir.
Sonug 4.28 den O, sonsuzdur ve M, g,z E E |w;.{c)(lws.(E(&)Twy Au) A—wy))
dir. Dolayisiyla, dyle bir y € X vardir ki M, g,y Elw;.<c>(Jwq.(E(&)Twy A
w) A —wn)) dir. Boylece, g(wy) =y ve M, g,y E (¢)(Jwa.(E(E)Twy Au) A —wy))
dir. Buradan, her U, i¢in M, g, z E|ws.(E((=)Tws A u) A —w;) olacak sekilde bir
z € U, vardir. Bu nedenle, g(ws) = z ve M, g,z F E(()Tws A u) A —w; dir.
Dolayisiyla, M, g,z E E(()Twy A u) ve M, g,z E —w; olur. Boylece, M, g, z; E
) Twq, M, g,z1 Euve M, g,z E —w; olacak sekilde bir z; € X vardir. (&) nin
tammindan dyle bir & > 0 vardir ki M, g, f*(21) E wy, M, g,21 Fuve M, g,z F
—wy dir. g(wy) = 2, g(u) = x ve g(wy) = y oldugundan f*(z,) = z, 21 = x ve
z # y elde edilir. Boylece, dyle bir y € X vardir ki her U, i¢in f*(z) = 2 ve 2 #£ y
olacak sekilde bir z € U, ve bir k > 0 vardir. Bu her U, i¢in O, (U, \ {y}) # 0
olacak sekilde bir y € X vardir anlamina gelir. O halde, O, sonsuzdur ve en az bir

yigilma noktasina sahiptir, dolayisiyla, yakinsaktir.

b) (=) x noktasinin yoriingesinin iraksak oldugu kabul edilsin. O za-
man, sonsuzdur ve herhangi bir y18ilma noktasina sahip degildir. Sonu¢ 6.18 den
“X, ),z E G Tu A HT(l v.o(&)T) ancak ve ancak O, sonsuzdur” oldugu
biliniyor. v herhangi bir valuasyon ve M = (X, f,v) karsilik gelen tdm olsun.
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gu) = {z} ve M,g,2 E E | wi.{c)(] we.(E(E)Twe A u) A —wq)) olacak
sekilde bir g : SVAR — X atayicisinin oldugu varsayilsin. a) sikkindan kolayca
goriilebilecegi gibi E |w;.(c)(lws.(E({)Twy A u) A —w;)) en az bir yigilma nok-
tasina sahip olmayi ifade eder ve bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, g(u) = {z} olacak
sekilde her g : SVAR — X atayicisi igin M, g,z E A |w;.[c](Jws.(E(&)Twy A
u) — wy)) dir. O halde, (X, f),z Elu.(A |w;.[c](Jwe.(E(E)Twe A u) — wy)))
olur. Sonug olarak, (X, f),z F| u.(=E) u A HT (L v.-&) o) A A | wy.[e](]
wy.(E(E) we A u) — wr))) elde edilir.

(<) (X, f),z Elu.(-)TuANHT(lv.oE)To) A A Jwy o] (lwe.(E(E) Tws Au) —
wy))) oldugu kabul edilsin. O zaman, bu formiil « noktasinda her v valuasyonu ve
her g : SVAR — X atayicisi alinda dogru olmalidir. Karsilik gelen (X, f, v) tdm,
M ile gosterilsin. Buradan, M, g,z Elu.(=&)Tu A BT (Jo.o&) o) A A Jw.[c](]
we.(E()Twe A u) — wi))) olur. O halde, g(u) = {z}, M,g,2 F =&)Tu A
H(lv.a&) o) ve My g,x B A Lwy.[e](lwa.(E(&)Twy A u) — wi)) dir. Sonug
4.28 den O, sonsuzdur. Bunun yaninda, a) sikkindan kolayca goriilebilecegi gibi
A Jwy.[c](lwa.(E(&)Twy A u) — wy)) hig bir yigilma noktasina sahip olmamay1
ifade eder. Boylece, O, sonsuzdur ve herhangi bir yigilma noktasina sahip degildir.
O halde, 1raksaktir.

O

DHLy, |, dili i¢in elde edilen ifade giicii sonuglar arka sayfadaki Tablo 2 de

Ozetlenmistir.
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5. DL, NIN IFADE GUCU

Bu boliimde ‘zamansal’ modaliteler i¢in yeni bir yorum 6neriliyor. Dinamik
diamond operatérii, bir (X, f) tds iizerinde f~! olarak degil de f olarak ele
alinacaktir. () ve (- iceren dil DL ile gosterilecek ve bu dilin ifade giiciinii in-

celenecektir.

Tanim 5.1 Onerme harflerinin bir PROP sayilabilir kiimesi verilsin. DLy

nin formiilleri asagidaki sekilde tanimlanir:

¢pu=T[pl=p|dAb][[do] o] )¢

burada p € PROP dir.

¢ nin bir ikame 6rnegi dnermesel lojikte oldugu gibidir.

), H, T ve [H* dinamik operatorlerinin semantikleri agagidaki gibidir:

M,z E ¢ & FJye Xvardirki f(y) =z ve M,y F ¢ dir,
M,zElHe & Vye Xigin f(y) =xise M,y F ¢ dir,

M,z E %9 & FJye Xvedn>0vardirki f"(y) =z ve M,y E ¢ dir,
M,zEHY < VyeXveVn>0icin f*(y) =xise M,y F ¢ dir.

(=™ ile (-) nin n kez uygulanmas1 gosterilecektir.

Teorem 5.2 Sabit ve periyodik yoriingeler (X, f), « lizerinde DL, dilinde

sirastyla asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilir:

a) p— ),
b) p— ()"p.
Kamt
a) (=) z noktasinin yoriingesinin sabit oldugu kabul edilsin. O zaman,

f(z) = z dir. v herhangi bir valuasyon olsun. Kargilik gelen (X, f,v) tdm, M ile
gosterilsin. M, z F p olsun. O halde, (<) nin tanimindan M, f(x) F (—)p sonuclanr.



30

f(z) = x oldugundan M, x E (-)p elde edilir. Sonug olarak, M,z F p — (—)p dir.

(<) (X, f),z E p — (<)p oldugu kabul edilsin. O zaman, bu formiil x noktasinda
her valuasyon altinda dogru olmalidir. Ozel olarak, v(p) = {x} segilsin. Buradan,
her M = (X, f,v) tdm i¢in M,z F p — (—)p dir. Ayn1 zamanda v(p) = {z}
oldugundan M, x F p dir ve bunu M, x E (<)pizler. Boylece, f(y) = xve M,y E p
olacak sekilde bir y € X vardir. v(p) = {z} oldugundan f(z) = = elde edilir.

b) a) ile benzer sekilde kanitlanabilir.

51 DL,y de ifade Edilemezlik

5.1.1 Gecgerlilik koruyan doniisiimler: bisimiilasyonlar ve morfizmalar

Tamim 5.3 (X, f,v) ve (X, f',v) iki tdm olsun. Asagidakiler saglaniyorsa
Z (X, f,v) — (X', f,v') doniigiimiine bir “D, .y p—bisimiilasyon” denir:

Dy pb) Herz € X veherx' € X igin 22z’ ise her p € PROP igin
z € v(p) ancak ve ancak ' € v'(p),

/

D<C>’<<_>,Eb2) U € Tise Z[U] €T,
D<C>7<<_>7Eb3) U/ S 7'/ ise Zil[Ul] e,

Dy «y,ebs) Hery € X ve her v € X' icin f(y)Zz ise f (y) = 2’ ve yZy'
olacak sekilde bir y' € X' vardur,

Dy «y,ebs) Her y € X' veherz € X igin zZf’ (y') ise f(y) = x ve yZy
olacak sekilde bir y € X vardir,

Dy .1y,ebs) Hery € X igin yZy olacak sekilde biry’ € X vehery € X'
icin yZy' olacak sekilde bir y € X vardur.

Teorem 54 Z, (X,f,v) ve (X',f,v) tdm arasinda bir Dy, 3,5~
bisimiilasyon olsun. Her 2 € X ve her ' € X' icin #212" ise (X, f,v),z F ¢
ancak ve ancak (X', f',v'),z' F ¢ dir.
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Kamt Kanit modal formiillerin karmagiklig1 iizerinde tiimevarim ile yapilir.

@ p olsun. M,z Ep < M,z & p, Dy oy pbi den elde edilir.

@ ¢ olsunve M,z ¢ < M,z E ¢ oldugu varsayilsin.

@ ¢ olsun. M,z E =¢ < M,z —¢ tiimevarim adimindan dogrudan
elde edilir.

oAy olsun. Mz F ¢ AN & M,x E ¢ ve M,z F 1. O zaman,
M,z E ¢ ve M,z FE 9 tiimevarim adimindan dogrudan elde edilir. Buradan,
Mz E¢nip.

@ =2 [c]¢ olsun. M, x  [c]¢ dir. O zaman, M, U E ¢ olacak sekilde « in bir U
agtk komgulugu vardir. D .y b den Z[U] nun 2 niin bir agtk komsulugu oldugu
elde edilir ve tiimevarim hipotezinden M, Z[U] E ¢ olur. Buradan, M, 2" E [c|¢

elde edilir. Diger yon D,y gbs U kullanarak benzer sekilde ispatlanabilir.

()¢ olsun. M,z F ()¢ dir. O zaman, f(y) = = ve M,y F ¢ olacak

sekilde bir y € X vardir. D «y gby den Oyle bir y € X vardirki f'(y') = 2’
ve yZy elde edilir. Tiimevarim hipotezinden, M',73" E ¢ olur. () nin tanimindan
M, f'(y) E ()¢ sonuglanir. f'(y') = 2’ oldugundan M, 2" E ()¢ elde edilir.
Diger yon D, y,£bs i kullanilarak benzer sekilde ispatlanabilir.

Iddia 2 (X, f,v) ve (X', f,v") iki tdm, z € X ve ' € X olsun. Z bu iki

tdm arasinda bir D, «,—bisimiilasyon ve xZ 7 ise,

a) Hern > O vehery € X icin f"(y) = zise (f)*(y') = 2" ve y2Zy olacak
sekilde bir y' € X' vardir.

b) Her n > 0 ve hery’ € X icin (f)"(y') = " ise f*(y) = x ve yZy
olacak sekilde bir y € X vardir.

Kanit 7 {lizerinde tlimevarim ile yapilir,

a)

n=1 D)« rbs den sonuglanir.
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n = k Dogru oldugu kabul edilsin.
n=~k+1 f*1(y) = z olacak sekilde bir y € X oldugu varsayilsin.

O zaman, f*(f(y)) = z dir. n = k adimndan (f')*(z") = 2’ ve f(y)Z% olacak
sekilde bir ' € X' vardir ve n = 1 adimindan f'(y') = 2" ve yZy olacak sekilde
bir 4y € X' vardir. Boylece, (f)*(f (v')) = 2’ ve y2Zy olacak sekilde bir y’ € X’
vardir. Sonug olarak, (f')**!(y') = 2" ve yZy olacak sekilde bir y' € X' vardr.

b)

n=1 Dy ), ebs den sonuglanr.

n = k Dogru oldugu kabul edilsin.

n =k + 1 a) sikki ile benzer sekilde kanitlanr.

@ (1@ olsun. M,z E (91 ¢ dir. O zaman, f™(y) = xz ve M,y E ¢ olacak
sekilde bir y € X ve bir n > 0 vardir. iddia 2, a) sikkindan oyle bir y' € X' vardir

ki yZy dir ve tiimevarim adimindan M|y’ E ¢ dir. Boylece, ()" min tanimindan

! ! / / / ’

M, (f)"(y) E {-*¢ sonuglanir. Tekrar Iddia 2, a) sikkindan (f)"(y) = =
olur. Sonug olarak, M, 2" F (-)"¢ dir. Diger yon Iddia 2, b) den benzer sekilde

kanitlanir.

p: E¢ olsun. M,x F FE¢ dir. O zaman, M,y F ¢ olacak sekilde bir
y € X vardir. Doy (y pBs den yZy olacak sekilde bir y' € X~ vardir. Tiimevarim
hipotezinden M,y E ¢ elde edilir. O halde, M', 2" = E¢ dir. Diger yon benzer
sekilde kanitlanabilir. 0

Tamim 5.5 (X, f) ve (X', f') iki tds olsun. Asagidakiler saglaniyorsa, g :
(X, f) — (X', f') doniisiimiine bir “D. «y 5 — p.mor fizma” denir:

D <C>,<e>,Ep1) acik doniisiim,
D(y.(y,5p2) siirekli doniigiim,

Dioy,6p3) gof = f og,



33

D(c),(«—),Ep4> gof_1 = (f/)_log,
Dy .«y,EP5) g orten.

Teorem 5.6 g : (X, f) — (X, f') bir Dy «y & — p.-mor fizma olsun. Her ¢
modal formiilii ve her 2 € X icin (X, f),z F ¢ ise (X', ), g(z) E ¢ dir.

Kamt (X, f), z F ¢ oldugu kabul edilsin ve bir v" i¢in (X', f',v"), g(x) ¥ ¢
olsun. v valuasyonu v(p) = g~ '(v'(p)) ile tammlansin. g nin grafi (X, f,v) ve
(X', f',v") arasinda bir D¢y 1y, —bisimiilasyon olur. Teorem 5.4 den (X, f,v),x ¥
¢ elde edilir ve bu bir celigkidir. Sonug olarak, (X, f),z E ¢ise (X', f),g(z) E ¢
dir. U

Tamm 5.7 (X, f,v) ve (X', f',v") iki tdm olsun. Asagidakiler saglantyor ise
Z (X, f,v) = (X', f,0") bir “D(gy () p—bisimiilasyon” denir:

D gy,¢y,gb1) Herz € X ve her & € X' icin zZx ise her p € PROP igin

x € v(p) ancak ve ancak ' € v'(p) dir,
Dy oy,5b2) U € Tise Z[U] € 7 dir,
Day.y.pb3) U €7 ise Z7HU'| € 7 dir,

D 4y..y,5bs) Hery € X veher & € X icin f(y)Za:' ise f’ (y/) =1 veyZy
olacak sekilde bir y' € X" vardur,

Dy y,5bs) Her y € X' veher z € X igin fo'(y') ise f(y) = x ve yZy
olacak sekilde bir y € X vardir,

D<d>’<&>,Eb6) Herz € X veherz € X' icin rZ1 ve a:Zy' ise z = y' dir,

D gy,y,gb7) Herxz € X ve her ¢ € X icin 2z ve yZa' ise x = y dir.

Teorem 5.8 Z, (X, f,v) ve (X', f,v") tdm arasinda bir D gy ¢,p— bisi-
miilasyon olsun. Her 2 € X ve her z' € X' icin zZx ise (X, f,v), 2 F ¢ ancak ve
ancak (X', f',v'), 2" F ¢ dir.

Kanit Kanit modal formiillerin karmagiklig: lizerinde tiimevarim ile yapilir.
b, O N, (Do, (T ¢ ve E¢ durumlart Teorem 5.4 deki ile aynidir. Sadece (d)¢
durumu incelenecektir.

M',z" E {(d)¢ olsun. O zaman, M ,U'\{z'} F ¢ olacak sekilde =" nin
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bir U agik komsulugu vardir. Tiimevarim hipotezinden, M, Z='(U'\{z'}) E ¢
olur. O halde, M, Z={(U'\Z71({z'}) F ¢ dir. 222" oldugundan ve D (yBs
den M, Z-Y(U")\{z} & ¢ sonuglanir. D4 B3 den Z=1(U’) € 7 dir. 2° € U’
oldugundan » € Z~'(U’) dir. Buradan, Z~(U"), x in bir agik komsulugudur.
M, Z7Y (U )\{z} F ¢ den M,z F (d)¢ elde edilir. Diger yon D4 «yBs i kulla-

narak benzer sekilde kanitlanabilir. U

Tamm 5.9 (X, f) ve (X', f') iki tds olsun. Asagidakiler saglaniyorsa g :
(X, f) = (X', f) bir “Day (y.p — p.mor fizma” denir:

D gy y,£p1) d—doniistim,

Dgy ,802) gof = f og,
Dyayy.6ps) gof = = (f) "oy,
D4y, EPs) g Orten.

Teorem 5.10 g : (X, f) — (X', f) bir Dy .y 5 — p.mor fizma olsun. Her
¢ modal formiilii ve her 2 € X igin (X, f), 2 E ¢ise (X', ), g(x) F ¢ dir.

Kamt (X, f),z E ¢ oldugu kabul edilsin ve (X', f,v),g(x) ¥ ¢
olacak sekilde bir v' valuasyonu oldugu kabul edilsin. v valuasyonu v(p) =
g~ '(v'(p)) ile tammlansm. ¢ nin grafi (X, f,v) ve (X', f,v") arasinda bir
D (4),(y,z—bisimiilasyon olur. O zaman, Teorem 4.8 den (X, f,v),z ¥ ¢ elde edilir
ve bu bir celiskidir. Sonug olarak, (X, f),z F ¢ ise (X, f'), g(z) E ¢ dir. O

Teorem 5.11 m > 0 veya n > 1 ise m—adim n—periyodik yoriingeler

DL, de ifade edilemezler.

Kamt m > Oveyan > lolsunve X = {z € N|0 <z <m+ n},

f(x)—{ z+1, z<m+n-—1

m, r=m+n-—1

7, X iizerinde bir ayrik topoloji, X' = {z'}, f'(z') = 2, 7', X' iizerinde olas1 tek
topoloji ve g(x) = 2" olmak iizere g : (X, f) — (X', f') doniisiimii g6z 6niinde
bulundurulsun. g nin bir D «y g — p.mor fizma oldugu kolayca goriiliir. 0 nok-
tasinin (X, f) tizerindeki yoriingesi m—adim n-periyodiktir. Dy g — p.mor fizma

gecerliligi korudugundan ¢(0) = 2" noktasnin (X', f') iizerinde yoriingesi de
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m—adim n-periyodik olmalidir, fakat sabittir. m > 0 veya n > 1 oldugundan bu
bir ¢eligkidir. O halde, m > 0 veya n > 1 ise m—adim n-periyodik yoriingeler
DL, ), de ifade edilemezler. L]

Sonug 5.12 Yoriingelerin agagidaki 6zellikleri DLy g de ifade edilemez-
ler:

a) n-periyodik(n > 1),

b) m—adim sabit(m > 0),

¢) m—adim periyodik(m > 0),

d) Bir siire sonra sabit,

e) Bir siire sonra n-periyodik(n > 1),

f) Bir siire sonra periyodik.

Kamt

a) m = 0 icin Teorem 5.10 dan sonuglanur,

b) n = 1i¢in Teorem 5.10 dan sonuglanir,

¢) Herhangi bir n > 0 i¢in Teorem 5.10 dan sonuglanir,

d) Herhangi bir m > 0 ve n = 1 i¢in Teorem 5.10 dan sonuglanir,

e) Herhangi bir m > 0 i¢in Teorem 5.10 dan sonuglanir,

f) Herhangi birm > 0 ve herhangi bir n > 0 i¢in Teorem 5.10 dan sonug¢lanir.
U

Sonu¢ 5.13 Topolojik box operatoriiniin yorumu yukaridaki yoriinge
davraniglarinin ifade edilmesini etkilemeyeceginden, bu 6zellikler ayn1 zamanda

DL(g),«,r dilinde de ifade edilemezler.

Teorem 5.14 Yakinsak ve iraksak yoriingeler DL ) « ¢ de ifade edilemezdir.

Kamt X = R*, f(r) = 23, 7, X lizerinde dogal topoloji ve X' = {1},
f(z) = 1, 7, X  iizerinde olas1 tek topoloji ve g(z) = 1 olacak sekilde
g : (X,f) — (X', f) doniisiimii alnsmn. g nin bir Dy 5 — p.morfizma

oldugu kolayca goriiliir. 1 noktasinin (X, 7) iizerindeki yoriingesi yakinsaktir.
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Dy — p-mor fizma gegerliligi korudugundan, g(1) = 1 noktasinmn (X', 7')
tizerinde yoriingesi de yakinsak olmalidir, fakat sabittir ve bu bir ¢eligkidir. Sonug

olarak, yakinsak yoriingeler DL,y r de ifade edilemezler.

X = R* yerine X = R*\{0} alindiginda, 1 noktasinin (X, 7) tizerindeki
yoriingesi 1raksak olur. D .y g — p.mor fizma gegerliligi korudugundan g(1) = 1
noktasmin (X', 7') iizerinde yoriingesi de 1raksak olmalidir, fakat sabittir ve bu bir

celiskidir. Sonug olarak, raksak yoriingeler DLy «y £ de ifade edilemezler. 0

Sonug 5.15 Yakinsak ve iraksak yoriingeler DL 4y .y r de ifade edilemezler.

Kanit Teorem 5.14 deki g doniistimii bir 6rten d—doniisiim oldugundan ayni1
zamanda bir D g «y g — p.mor fizma dir. D4 «y g — p.mor fizma gegerliligi ko-

rudugundan kanit Teorem 5.14 deki gibi siirdiiriilebilir. 0

DL(e),«,E V€ DLygy oy, g dilleri i¢in elde edilen ifade giicli sonuglar1 asagidaki

Tablo 3 de 6zetlenmistir.

Sabit p— p
Periyodik p—©'p
n-periyodik ifade edilemez
Bir siire sonra sabit ifade edilemez

Bir siire sonra periyodik ifade edilemez

Bir siire sonra n-periyodik | ifade edilemez

m—adim sabit ifade edilemez
m—adim periyodik ifade edilemez
m—adim n-periyodik ifade edilemez
Yakinsak ifade edilemez
Iraksak ifade edilemez

Tablo 3: DL<C>,<(_>,E ve DL<d>7<(_>,E
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5.2 Melez Dinamik Dillerin Ifade Giicleri

Bu boliimde, amaglanan ifade giiciinii elde etmek i¢in ilk olarak DL dinamik
dili nominaller ve gercekleme operatorii @ ekleyerek melezlestirildi. Ardindan
DHL, ye I evrensel modalitesi eklendi ve son olarak topolojik box operatdriiniin

yorumunu degistirildi.
5.2.1 DHL(, nin ifade giicii

DL, nin nominaller ve ger¢ekleme operatorii ile genigletilmesi olan DHL

dinamik melez dili asagidaki gibidir:

Tamim 5.16 Onerme harflerinin bir PROP sayilabilir kiimesi ve nominal-
lerin PROP dan ayrik bir NOM sayilabilir kiimesi verilsin. DHL( formiiller

asagidaki gibi tanimlanir:

¢pu=TI[pli|~d|oAV|[co| Q| o] ()¢

buradap € PROP vei € NOM dir.

¢ nin bir ikame Ornegi nominallerin yerine sadece nominallerin koyula-

bilecegi ek kosulu ile aynen dnermesel lojikte oldugu gibi tanimlidur.

Teorem 5.17 Sabit, periyodik ve n-periyodik yoriingeler DHL ., de modeller

seviyesinde sirasiyla asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilir:

n—1
Q) =i A" iA "
k=2
Kamt ¢ tarafindan adlandirilan nokta x olsun,

a) (=) x noktasinin yoriingesinin sabit oldugu kabul edilsin. M,z F i
oldugundan () nin tanimindan M, f(x) E (—)i sonuglanir. f(z) = z oldugundan
M, x E ()i elde edilir. O halde, M F @, ()i dir.

(<) M E @Q;(<)i oldugu kabul edilsin. 7 tarafindan adlandirilan nokta x oldugundan
M, x E ()i elde edilir. (-) nin tanimindan f(y) = z ve M,y F i olacak sekilde bir

y € X vardir. 7 bir nominal oldugundan y = z dir ve buradan, f(z) = x olur.
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b) a) ile benzer sekilde kanitlanabilir.
c) Oyle bir n > 1 i¢in,

(=) x noktasinin yoriingesinin n—periyodik oldugu kabul edilsin. i tarafindan ad-
landirilan nokta x oldugundan M,z F i dir. (<) nin tammindan M, f"(x) E (™
sonuclanir. f*(z) = z oldugundan M,z F ()" elde edilir. Simdi M,z E ()%
olacak sekilde bir 0 < k < n oldugu varsayilsin. () nin tammindan f*(y) = x ve
M,y E 7 olacak sekilde bir y € X vardir. ¢ bir nominal oldugundan y = x dir ve bu-
radan, f*(x) = z olur. Bu bir geli@kidir O halde, her 0 < k < nigin M,z F —~{-)ki

elde edili. Bu M,z E —{)i A /\ *i olarak yazilabilir. Boylece, M,z F

™A /\ *i dir. Sonug olarak, M F @;(— (- A /\ i) dir.
(<) M E @Q;(—¢ "N /\ i) oldugu kabul edilsin. ¢ nominali tarafindan
adlandirilan nokta x oldugundan M,z F — "7 A /\ *i dir. Buradan

f™(y) = x ve M,y E i olacak sekilde bir y € X vardir ve her 0 < k < nigin
M,x E —({)¥i dir. i bir nominal oldugundan f"(z) = x dir. Simdi f*(z) = =
olacak gekilde bir 0 < k < n oldugu varsayilsin. M,z F i oldugundan, () nin
tammindan M, f*(x) E (—)%i sonuglamr. Bundan dolay1, M,z F (-)*i olur ve bu
bir geligkidir. Béylece, her 0 < k < nigin f*(x) # z dir. Sonug olarak, = noktasinin

yoriingesi n-periyodiktir.
OJ

Sonug¢ 5.18 Sabit-degil, periyodik-degil ve n-periyodik-degil yoriingeler
DHL(y de modeller seviyesinde, sirasiyla, asagidaki formiiller tarafindan ifade

edilebilirler:

a) _'<<_>Z.7
b) —({)*i,

& )iV v\ (b

Kanit Teorem 5.17 ve Yardimci Teorem 4.14 den sonuclanir. UJ
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5.2.2 DHL(, g nin ifade giicii

Teorem 5.19 Yoriingelerin bir P 6zelligi modeller seviyesinde bir ¢(i)
formiilii tarafindan ifade edilebilir ve v(i) = {z} ise m—adim P, (X, f), z nok-
talt yapisi tizerinde i — (—¢(i) A E(((O™i A j) — ¢o(j)) N A( /\ (%iNE) —

s=1
—¢(k)))) formiilii tarafindan ifade edilebilir.

Kanit

(=) « noktasinin yoriingesinin m—adim P oldugu kabul edilsin. O zaman,
O, P—degil 6zelliine, Oym(,), P Ozelligine ve her 0 < s < m igin Oys(y),
P—degil 6zelligine sahiptir. Buradan M E @;—¢(i) sonuglanir ve M, x E —¢(i)
olur. Diger yandan, M,z F i oldugundan () nin tanimindan M, f™(x) E ()™
elde edilir. Simdi v(j) = {f™(x)} oldugu varsayilsin. O zaman, M, f"(z) F
@™ A j dir. Opm(g), P ozelligine sahip oldugundan M E @;¢(j) olur. Bun-
dan dolay1, M, f™(x) E ¢(j) dir. Boylece, M, f(x) E (™1 A j) — o))
elde edilir. Buradan, M,z F E(((™i A j) — ¢(j)) olur. Bu nedenle, M,z F

m—1

=¢(i) N E((()™i A §) — ¢(4)) dir. Simdi M, 2 F E(\/ ()% — (kA (k)

oldugu kabul edilsin. O zaman, M,y F ()i ise M,y t=s7clve M,y E ¢(k) olacak
sekilde bir y € X ve bir 0 < s < m vardir. (-) nin tammindan f°(z) = y ve
M, zEiise v(k) = {y} ve M,y E ¢(k) olacak sekilde bir z € X vardir. ¢ bir nom-
inal oldugundan f*(z) = yise v(k) = {y} ve M,y F ¢(k) sonuglanir. Boylece,
v(k) = {f*(x)} ve M, f*(x) E ¢(k) elde edilir. Buradan, M F Q.¢(k) dir. Bu
nedenle, Oys(,), P Ozelligine sahip olacak sekilde bir 0 < s < m vardir ve bu

m—1

bir ¢eligkidir. Bundan dolay1, M,z F A( (% AN k) — —¢(k))) olur. Boylece,

M,z E =¢p(i)) NE((()™iN]) — &(j —°iAk) — —¢(k))) dir. Buradan,
M,z E i — (=¢(i) A E((QMiA]) — /\ i N k) — —o(k))))

s=1

elde edilir Sonug olarak, (X, f),x E i — (=¢(i) N E(O™i A j) — é())) A
/\ *1 AN k) — —¢(k)))) bulunur.

m—1

(€) (X, [ Ei— (2@ AE(E™iN]) = sDAAC/\ (% ink) —
—¢(k)))) oldugu kabul edilsin. O zaman, bu formiil x noktasmsd:a1 her valuasyon

altinda dogru olur. Ozel olarak, v(i) = {z} olacak sekilde bir v valuasyonu goz
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oniinde bulundurulsun. Buradan her M = (X, f,v) tdmicin M,z F i — (=¢(i) A

E(((™i A j) — o)) A A( /\ i N k) — =¢(k)))) dir. M, z E i oldugundan

M,z F =¢(i), M,z E E((Q7iAj) — ¢(j)) ve M,z F A(/_\ (i Ak) —

—¢(k))) sonuglanir. Bu nedenle, M E @;—¢(i) dir ve M,y E (©)™ive M,y E j
ise M,y E ¢(j) olacak sekilde bir y € X vardir ve her z € X veher 0 < s < m
icin M,z E ((0)% AN k) — —¢(k) dir. Buradan, O,,, P—degil 6zelligine sahiptir,
f™y) =y, M,y E i,v(j) = {y} ise M,y E ¢(j) olacak sekilde bir y € X
vardir ve f*(z1) = z, M,z Eive M,z E kise M,z F —¢(k) olacak sekilde bir
z; € X vardr. ¢ bir nominal oldugundan f"(z) =y, v(j) = {y} ise M,y F ¢(j),
fi(x) = zvev(k) = {f5(x)} ise M,z E —¢(k) dir. Bundan dolay1, v(j) =
{f"(x)} ise M, f"(x) E ¢(j) ve v(k) = {f*(x)} gerektirir M, f*(x) & —¢(k).
Boylece, M F @Q;¢(j) ve M E @Q,—¢(k) olur. Buradan, On(y), P 6zelligine sahip
olacak sekilde bir n > 0 vardir ve her 0 < s < m igin Oys(,), P— degil dzelligine

sahiptir. Sonug olarak, O,, m—adim P 6zelligine sahip olur. U

Sonu¢ 5.20 m—adim sabit, m—adim periyodik ve m—adim n-periyodik

yoriingeler DHL ) g de sirasiyla asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilirler:

-1

a) i — (A E(MAT) = (7)) NAC\ (7 AR) = =k))),

1

3

S

b) i — (~FiAE((()™iAf) — D IAR) =~ R)),

) i — ((()i ZV\/ (™A J) = =i A" A
AH /\ %N k) = (DkV "k V \_/<<—>tk

Kamnit Teorem 5.17 ve Teorem 5.19 den sonuglanir. U

Teorem 5.21 Yoriingelerin bir P 6zelligi modeller seviyesinde bir ¢(7)
formiilii tarafindan ifade edilebilir ve v(i) = {x} ise bir siire sonra P, (X, f), z
noktali yapist iizerinde i — (—¢(i) A E((()Ti A j) — ¢(j))) formiilii tarafindan
ifade edilebilir.

Kamit ¢ tarafindan adladirilan nokta = olsun,

(=) z noktasiin yoriingesinin bir siire sonra P oldugu kabul edilsin. O za-
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man, O,, P—degil 6zelligine sahiptir ve On (), P 0zelliine sahip olacak sekilde
bir n > 0 vardir. Buradan, M F @;—¢(i) sonuglanir ve boylece, M,z F —¢(i) dir.
Diger yandan, M,z F i oldugundan ()" nin tammindan M, f"(z) E ()T elde
edilir. Simdi v(j) = {f™(x)} oldugu varsayilsin. O zaman, M, f"(z) £ (OTi A j
olur. Ofn(y), P ozelligine sahip oldugundan M F @;¢(j) bulunur. Buradan,
M, f"(x) E ¢(j) elde edilir. Boylece, M, f™(x) E ((Fi A j) — ¢(j) dir. O halde,
M,z E E((()TiAj)— ¢(j)) olur ve bdylece, M,z E —=¢(i) A E(((9)Ti A j) —
¢(j)) dir. Buradan, M, x E i — (=¢(i) ANE(((FiAj) — ¢(j))) elde edilir. Sonug
olarak, (X, f),z Fi — (m¢(i) N E((OTiNj — ¢(j))) dir.

(<) (X, f),xEi— (mp(i)AE((()TiNG) — ¢(j))) oldugu kabul edilsin. O
zaman, bu formiil z noktasinda her valuasyon altinda dogru olmaldir. Ozel olarak,
v(i) = {x} olacak sekilde bir v valuasyonu goz oniinde bulundurulsun. Buradan,
her M = (X, f,v) tdm i¢in M,z E i — (=¢(i) AN E(OTiAj) — ¢(j))) dir.
M,z i oldugundan M,z F —¢(i) ve M,z = E(((1i A j) — ¢(j))) sonuglanir.
Bu nedenle, M E @;—¢(i) dir ve M,y E (9 %ive M,y E jise M,y E ¢(j) olacak
sekilde bir y € X vardir. Buradan, O,, P—degil 6zellidine sahiptir, f™(z) = v,
M,z Eiveuv(j) = {y}ise M,y F ¢(j) olacak sekilde bir z € X ve birn > 0
vardir. ¢ bir nominal oldugundan f"(z) = y ve v(j) = {y} ise M,y F ¢(j) dir.
Bundan dolay1, v(j) = {f"(z)} ise M, f*(x) E ¢(j) dir. Boylece, M E @Q;¢(j)
olur. Buradan, O¢» (), P 6zelligine sahip olacak sekilde bir n > 0 vardir. Sonug

olarak, O,, bir siire sonra P 6zelligine sahiptir. OJ

Sonug 5.22 Bir siire sonra sabit, bir siire sonra periyodik ve bir siire sonra
n-periyodik yoriingeler DHL .y i de sirasiyla asagidaki formiiller tarafindan ifade

edilebilirler:
a) i = (2N BTN J) — ),

b) i = (=TI AE((QTiNG) = 7)),
n—1

) i — (i Vi v NEF) A B(ETIAG) — =67 A" A
k=2

Kamt Teorem 5.17 ve Teorem 5.21 den sonuglanir. U

DHL(c),«,r dili igin elde edilen ifade giicti sonuglart arka sayfadaki Tablo 4

de ozetlenmistir.
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5.2.3 DHL) (1 nin ifade giicii

Bu boliimde, DHL(y g nin ifade giiciinii arttirmak i¢in topolojik box op-
eratoriiniin yorumu limit olarak degistirilecek ve karsilik gelen modalite [d] ile
gosterilecektir. M bir tdm olsun. [d] i¢in dogruluk tanimi agagidaki sekilde verilir:

M,z E[dl¢ < U, € T vardirkiVy € U,, y # xise M,y F ¢.

Teorem 5.23 Sonsuz yoriingeler (X, f),x lizerinde DHL(g) (yp de i —
(=i AN A(((Ti Aj) — —()T5)) formiilii tarafindan ifade edilebilir.

Kanit

(=) Sonug 5.18 den “O, periyodik-degildir ancak ve ancak v(i) = {x} ve
M E @;—(~)"i dir” oldugu biliniyor. Bu nedenle, M, x E —(—)"i dir. Simdi M,z E
E(@Ti A j A 7)) oldugu kabul edilsin. O zaman, M,y E (&)Ti, M,y E j ve
M,y E (©)Tj olacak sekilde bir y € X vardir. (-)* nin tammindan f"(z) = y ve
M, z E i olacak sekilde bir n > 0 ve bir z € X vardir. ¢ bir nominal oldugundan
z = x dir ve boylece, f"(x) = y olur. Bunun yaninda, M,y F j oldugundan
v(j) = {f"(x)} elde edilir. M,y & (-)*j oldugundan f*(z,) = y ve M,z F j
olacak sekilde bir £ > 0 ve bir z; € X vardir. v(j) = {f"(z)} oldugundan z; =
f™(z) sonuglamr. O halde, f"**(x) = f"(x) olacak sekilde bir & > 0 vardir. Bu
bir ¢eligkidir. Bu nedenle, M,z E A(=({)"i A j) V ={(T5) olur. Bundan dolay,
M,z E A(((Tinj) — =) T7) elde edilir ve boylece, M, x E = () TiAA(({)TiA
j) — = 1j) dir. Buradan, M,z E i — (= TiANA(((OTiAJ) — =T j)) olur.
Sonug olarak, (X, ),z Fi — (=@ Ti AN A((()Ti A j) — —{)T))) elde edilir.

() (X )z F i — (28T AA(LTAJ) — 7)) oldugu
kabul edilsin. O zaman, bu formiil z noktasinda her valuasyon altinda dogru
olur. Ozel olarak, v(i) = {z} olacak sekilde bir v valuasyonu gz 6niinde bu-
lundurulsun. Kargilik gelen (X, f,v) melez tdm, M ile gosterilsin. Bu durumda,
M,x Ei — (=T ANA(EOTi N J) — —ET1))) dir. M,z E i oldugundan
M,x E =~{%ive M,z E A(((5Ti A j) — —()7Tj) sonuglanir. Sonug 5.18
den “v(i) = {z} ve M F @Q;—(—~)"i dir ancak ve ancak O, periyodik-degildir”
oldugu biliniyor. O halde, “M,x E —(-)"i dir ancak ve ancak O,, periyodik-
degildir’. Simdi f"**(z) = f"(x) olacak sekilde bir n > 0 ve bir k& > 0
oldugu varsayilsin. M, x £ i oldugundan () nin tammindan M, f"(x) E ()T
sonuglamir. v(j) = {f"(z)} olsun. O zaman, M, f"(x) E (©)%i A j elde edilir.
v(j) = {f™(x)} oldugundan ayn1 zamanda M, f"(z) F j dir. ()™ nin tanimindan
M, f**(z) E (=77 bulunur. f"**(x) = f*(z) oldugundan bu M, f*(z) E ()



44

olarak yazilabilir. Boylece, M, f"(z) F ((97i A j) — (=T olur. Bu durumda,
M,z E E((()TiAj) — (7)) elde edilir ve bu bir ¢eligkidir. O halde, her n > 0
ve her k > 0igin f"**(z) # f(z) dir. Sonug olarak, O,,, sonsuzdur. O

Teorem 5.24 Yakinsak ve iraksak yoriingeler DHLg) (y r de sirasiyla

asagidaki formiiller tarafindan ifade edilebilirler:
a) i — ()TN A(TIAG) = 2 T) A E(d) () T),

b) i — (=i AA(((TEAJ) = —T)) Ald]=Ti).

Kanit

a) (=) x noktasinin yoriingesinin yakinsak oldugu kabul edilsin. O zaman,
sonsuzdur ve en az bir y1gilma noktasina sahiptir. v herhangi bir valuasyon olsun.
Karsilik gelen (X, f,v) melez tdm, M ile gosterilsin ve M,z E i olsun. Teorem
5.23 den “O,, sonsuzdur ancak ve ancak (X, f),x F i — (=T iAA((O1iNg) —
—(%j)) dir” oldugu biliniyor. Simdi M,z E A[d]{)T—i oldugu varsayilsin. O
zaman, her y € X icin M,y F [d](<)"—i dir. Bu durumda, her z € U, i¢in z # y
ise M,z E (—)T—i olacak sekilde bir U, vardir. (<)* nin tanimindan her n > 0 ve
her z; € X i¢in f"(z1) = z ve M, g, z; £ —i sonuglanir. 7 bir nominal oldugundan
21 # x dir. Bundan dolay1, her y € X ve her z € U, i¢in z # y ise her n > 0
ve her z; € X icin f"(z) = z ve 21 # x olacak sekilde bir U, vardir. Bu, her
y € X icin U, N (O, \ {y}) = 0 olacak sekilde bir U, vardir anlamimna gelir.
Dolayisiyla, O, herhangi bir yi1gilma noktasina sahip degildir ve bu bir ¢eligkidir.
Boylece, M, g,z E E(d){)Tu olur. Bunedenle, M,z E =()Ti NA(OTiNG) —
T HAE(d) (@ Tuveburadan, M,z E i — (- TiANA((OTiNG) — =T A
E(d)()"i) elde edilir. Sonug olarak, (X, f),z Fi — (- iANA(OTiAg) —
=(7J) A E(d){5) ™) dir.

(=) (X, f),2 i = (i A A((S A §) — ~75) A B{d) ) oldugu
kabul edilsin. O zaman, bu formiil x noktasinda her valuasyon altinda dogru olur.
Ozel olarak, v(i) = {z} olacak sekilde bir v valuasyonu géz oniinde bulundurul-
sun. Kargilik gelen (X, f,v) melez tdm, M ile gosterilsin. Buradan, M, x F i —
(=TI NA(OTiNJ) — =E)T)) A E(d)@Ti) dir. v(i) = {x} oldugundan,
ayni zamanda M, x E i de elde edilir ve boylece, M, x E =i AN A(((OTiNj —
—(1j) A E{d){)Ti sonuglanir. Teorem 5.23 den “(X, f),x E i — (=1 A
A(((OTi A j) — —{Tj)) dir ancak ve ancak O, sonsuzdur” oldugu biliniyor.
Diger yandan, M, g, x F E(d){—)"i oldugundan M, g,y F (d){)Ti olacak sekilde
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bir y € X vardir. Bu nedenle, her U, i¢in z # y ve M, g, z = ("4 olacak sekilde
bir z € U, vardir. ()™ min tammindan f*(z;) = z ve M, g, 21 F i olacak sekilde bir
k > 0 ve bir z; € X vardir. 7 bir nominal oldugundan z; = x dir. Bundan dolayz,
f¥(z) = z olur. Bdylece, her U, i¢in z # y ve f*(x) = z olacak sekilde biry € X
ve bir z € U, vardir. Buradan, her U, i¢in U, N (O, \ {y}) # 0 olacak sekilde bir
y € X vardir. Sonug olarak, z € X noktasinin yoriingesi sonsuzdur ve en az bir

yigilma noktasina sahiptir. O halde, yakinsaktir.

b) (=) x noktasinin yoriingesinin 1raksak oldugu kabul edilsin. O zaman,
sonsuzdur ve herhangi bir y1g1lma noktasina sahip degildir. v herhangi bir valuasyon
olsun. Karsilik gelen (X, f,v) melez tdm, M ile gosterilsin ve M, z E ¢ olsun. Teo-
rem 5.23 den “O,, sonsuzdur ancak ve ancak (X, f),z Ei — (=@ TiANA(ETiA
j) — —{=717)) dir” oldugunu biliyoruz. Simdi, M,x E E({(d){)"i oldugu
varsayilsin. a) sikkindan kolaylikla goriilebilecegi gibi bu O, in en az bir yi8ilma
noktasina sahip olmasi1 anlamina gelir ve bu bir ¢eligkidir. Bundan dolay1, M,z F
Ald]={)Ti. Sonug olarak, M,z E =) TiANA((OTiANG) — T Ald] =) Ti)
dir. Boylece, M,z F i — (- Ti AN A(((OTiAJ) = =T j) A[d]~)Ti)) elde
edilir. Sonug olarak, (X, f),z F i — (=TI AN A((OTi A j) — =15 A
[d]=() ")) olur.

(<) (X, fle B i — (00T AA(OTEAG) — =75 A ld=7T))
oldugu kabul edilsin. O zaman, bu formiil x noktasinda her valuasyon altinda
dogru olmalidir. Ozel olarak, v(i) = {z} olacak sekilde bir v valuasyonu goz
oniinde bulundurulsun. Kargihk gelen (X, f,v) melez tdm, M ile gosterilsin.
Dolaysiyla, M,z F i — (=7 A A((((9T1 A ) — ~7)) A ld]=()7))
olur. v(i) = {x} oldugundan, ayn1 zamanda M,x FE i elde edilir. Buradan,
M,z E =T NA((OTiAj) — ={)T)) Ad]=()Ti)) dir. Boylece, M, x E
“EOTNA((OTiENG) — =ET)) ve M,z E Ald]—~()Ti)) elde edilir. Teorem
5.23den “(X, f),x Ei — (~ETiNA(GTiNj) — ~{)Tj)) dir ancak ve ancak
O, sonsuzdur” oldugu biliniyor. Diger yandan, a) sikkindan “M, x E A[d]—({)1i))
dir ancak ve ancak O, herhangi bir yigilma noktasina sahip degildir” oldugu da
biliniyor. O halde, x € X noktasinin yoriingesi iraksaktir.

O

DHL gy, dili i¢in elde edilen ifade giicli sonuglar1 arka sayfadaki Tablo 5

de Ozetlenmistir.
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6. SONUC

Bu tezde topolojik dinamik sistemlerin noktalarinin yoriingeleri hakkinda
modal c¢ikarimlar yapabilmek i¢in dinamik topolojik lojik kullanildi ve dinamik
dillerin ifade giicleri iizerine calisildi. Ik olarak, yoriinge kavrami hatirlatilip
yoriinge davramiglar1 siniflandirildiktan sonra DL, temel dinamik dilinde sadece
sabit ve periyodik yoriingelerin, sirasiyla, p — (—=)p ve p — (=)*p formiilleri
tarafindan ifade edebildikleri kanitlanarak DL, nin, yoriingelerin topolojik olarak
ilging 6zelliklerinin cogunu ifade etmeye yetecek kadar giiclii olmadig1 gosterildi.
Amaglanilan ifade giiciine sahip olan zenginlestirilmis dile ulasmak i¢in bazi op-
eratorler ve nominaller eklenerek dil genisletildi ve sirasiyla asagidaki sonuglar elde
edildi:

Temel melez dinamik dil DHL ., da n—periyodik yoriingelerin

n—1
i— =AM\~
k=2
formiilii ile ifade edilebildigi kanitland1 ve asagidaki teorem verildi:

Yoriingelerin bir P 6zellidi ¢(i) tarafindan modeller seviyesinde ifade

edilebilir ve v(i) = {z} ise m—adim P, (X, f), x noktal yapis1 lizerinde

m—1
(i = =¢(i)) A ™ — () A [\ O (k — —o(k))
s=1
formiilii tarafindan ifade edilebilir.
Daha sonra, dile giiclii asag1 yonde ok baglacimi eklendi ve Teorem 4.25 de

yoriingelerin bir P 6zelligi bir (i) saf melez formiilii ile ifade edilebilir ve v(i) =

{z} ise “bir siire sonra P” 6zelligi (X, f), z tizerinde

lu—p(i:=u) A )T () =)

formiilii tarafindan DHL, | dilinde ifade edilebilir oldugu kamtlanda.
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4. Boliimde son olarak, dile £ evrensel modalitesi eklendi ve Teorem 4.30 da

yoriingelerin sonsuz zellikleri olan yakinsaklik ve iraksakhigin sirastyla

lu. (=& u AT (v~ ) A B Jw (o) (Jwe (B(EG) Tws Au) A —wr)))
ve

lu (=) Tu AHT(Jv.=6) ) A A Jwi[e](Jwe (B(C) Tws A u) — wi)))

formiilleri tarafindan DHL., | g dilinde ifade edebildikleri kanitlandi. Boylece,

amagclanan ifade giiciine sahip olan ilk zenginlestirilmis dil elde edildi.

5. Boliimde dinamik modalite i¢in yeni bir yorum Onerildikten sonra temel
seviyede bu yorum altindaki temel dinamik dilin de ydriingelerin topolojik olarak
ilgin¢ ozelliklerinin cogunu ifade edebilecek kadar giiclii olmadig: goriildii. Yine
sadece sabit ve periyodik yoriingelerin sirasiyla p — (—)p ve p — (=) p formiilleri
ile DL, da ifade edilebildiklerini gosterildi. Dili melezlestirdigimizde ise sadece

n—periyodik yoriingeler (X, f), x lizerinde
n—1
i = (2 A "N N\ )
k=2

formiilii ile DHL . dilinde ifade edilebilir oldu. Fakat, bu dile £ evrensel modalitesi
eklenerek elde edilen DHL ., g dilinde ifade giicii gozle goriiliir bir bi¢cimde artt1 ve
asagidaki sonuclar elde edildi:

Yoriingelerin bir P 6zelligi modeller seviyesinde bir ¢(i) formiilii tarafindan

ifade edilebilir ve v (i) = {z} ise m—adim P, (X, f), x noktal1 yapis1 iizerinde i —

(mp()ANE(((™iNG) — o(7))NA( /_\ ((()%ink) — —¢(k)))) formiilii tarafindan

s=1

ifade edilebilir.

Yoriingelerin bir P 6zelligi modeller seviyesinde bir ¢(i) formiilii tarafindan
ifade edilebilir ve v(i) = {x} ise bir siire sonra P, (X, f), x noktal yapisi lizerinde
i — (mo(i) NE((ETiAj) — ¢(j))) formiilii tarafindan ifade edilebilir.
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5. boliimde son olarak, topolojik box operatoriiniin yorumunu limit olarak
degistirdigimizde yoriingelerin sonsuz 6zellikleri olan yakinsaklik ve iraksakliin

(X, f), z lizerinde, sirasiyla
i = (0TI ANA(OTIAG) = 2 TI) A E(d) ) T)

i = (TN AN G) = =) Ald]~ )T

formiilleri tarafindan DHL gy z dilinde ifade edilebildikleri kanitlandi. Boylece,
amaclanan ifade giiciine sahip olan, ayn1 zamanda giiclii asag1 yonde ok baglayicisi

| uicermeyen ikinci bir zenginlestirilmis dil elde edildi.

Tez boyunca elde edilen sonuglar dogrultusunda, dinamik modalite i¢in
Onerdigimiz yeni yorumun eskisinden daha fazla ifade giicii sagladig1 ve
dolayisiyla, topolojik dinamik sistemler hakkinda ¢ikarimlarda bulunmak i¢in daha

uygun oldugu belirlendi.
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