T.C.
MARMARA UNIiVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

LINEER OLMAYAN REGRESYON MODELLERINDE
COKLU iC ILISKi PROBLEMI

ALI ERKOC

YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI

UYGULAMALI MATEMATIK PROGRAMI

DANISMAN
Prof. Dr. Mijgan TEZ

ES DANISMAN
Yrd. Do¢. Dr. Kadri Ulas AKAY

ISTANBUL 2011



T.C.
MARMARA UNIiVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

LINEER OLMAYAN REGRESYON MODELLERINDE
COKLU iC ILISKi PROBLEMI

ALI ERKOC
(141103120070213)

YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI

UYGULAMALI MATEMATIK PROGRAMI

DANISMAN
Prof. Dr. Mijgan TEZ

ES DANISMAN
Yrd. Do¢. Dr. Kadri Ulas AKAY

ISTANBUL 2011



ONSOZ (TESEKKUR)

Calismam boyunca yardimlarini esirgemeyen, beni her konuda destekleyen ve
fikirleriyle aydinlatan saygideger hocam Saym Prof. Dr. Mijgan TEZ’e, bu tezde
emegi ve katkis1 biiylik olan, bilgilerini paylasmaktan ¢ekinmeyen degerli hocam
Sayin Yrd. Do¢. Dr. Kadri Ulas AKAY’a, yardimlarindan dolay1 tiim degerli
hocalarima ve her zaman yanimda olan sevgili ailem ve arkadaslarima tesekkiirlerimi

sunarim.

Subat, 2011 Ali ERKOC



ICINDEKILER

SAYFA
(@] NS 1T i
ICINDEKILER. ........cocoooiiiieeeeeeeeeeeetet sttt i
L) 4] R iv
ABST RACT ettt et e be e e saa e eare e s b e e sbeeenee e v
SEMBOLLER ..ottt ettt et s Vi
KISALTMALAR . ..ottt st s viii
SEKILLER ..ottt st se st en s s s s ix
TABLOLAR oottt ettt et re e e s e s enee e X
BOLUM |.GIRIS Ve AMAC ......oveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeres s 1
BOLUM II. LINEER MODELLERDE IC iLiSKi PROBLEMININ
INCELENMESI ......ocooviiieeeeee et sn st 3
I1.1. LINEER MODELLERIN GENEL YAPISI ve MODEL VARSAYIMLARI.. 3
11.2. MODEL PARAMETRELERININ KESTIRILMESI........ccccovvveriiriiireenee. 4
11.2.1. EN KUCUK KARELER KESTIRICISININ OZELLIKLERI].................. 4
11.3. IC ILISKI PROBLEMI......coiviiiiiicecieecececee ettt 5
I1.3.1. IC ILISKININ KAYNAKLARI ....cocvoviiieeieieiceecee e 5
11.3.2. IC ILISKININ ETKILERI ......cocviviiiccicee e, 6
11.3.3. IC ILISKI TESHISLERI.......cooiiiiicieicccecceeece e, 8
11.3.3.1 KORELASYON MATRISININ INCELENMESI........ccccceoovvrrennnnene, 8
11.3.3.2 KORELASYON MATRISININ TERSININ INCELENMESI:
VARYANS SISIRICI FAKTORLER ........cccooieiiiieececieeieeeeee e, 9
11.3.3.3 OZDEGER — OZVEKTOR ANALIZI.......cccoevvviieieeiceeceeas 11
11.3.4. IC ILISKININ GIDERILME YONTEMLERI .......cccccooviiirirrcieeae. 14
11.3.4.1 ILAVE VERI TOPLAMAK .......cooviviiiiiceeeeeeeeeee e, 14
11.3.4.2 MODELI YENIDEN DUZENLEMEK...........cc.cccvvseieiirirererererennnnn, 15
11.3.4.3 RIDGE REGRESYON .....cocooiiiiiiiieiciieceeie e, 15



BOLUM IIl. LINEER OLMAYAN MODELLERDE COKLU iC

TLISKI PROBLEMI ........ooiiieieeeeeee st 22
HHLL GENEL YAPHL .. ettt ree e e e nanra s 23
I11.2. EN KUCUK KARELER KESTIRICISININ BELIRLENMESI................... 23

111.2.1. GAUSS-NEWTON YONTEMI ....ooviviiieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 23
I11.2.2. EN KUCUK KARELER KESTIRICISI ICIN CIKARSAMALAR ...... 25
[11.3. COKLU IC ILISKI PROBLEMI .......ooviiiiciicseeeceeeeeee e, 26
1.3.1 IC ILISKI TESHIST.....vieeieieieececee e 27
111.3.1.1  MATRISININ TEKIL-DEGER AYRISIMI ........cccooceviiiiiiieenen. 27
111.3.1.2 VARYANS AYRISIMI ..o 27
111.3.2 TESHIS YONTEMININ UYGULANMASI ......cooviiiiiciseeeen s 31
111.3.3 iC ILISKi DURUMUNDA PARAMETRE KESTIRIMINE
ALTERNATIF BIR YAKLASIM ...ooiiiiiiiii e 32
111.3.3.1 ITERATIF RIDGE REGRESYON ....coocoiiiiiiitiiiiiieee i 32

BOLUM V. SIMULASYON CALISMASI .......cocooooiieieeeeesenes 35
IV.1 YONTEM oottt ettt ettt et e ee et e e eee et are e neens 35
IV.2. ALGORITMA ... oottt ettt ettt ettt et e e e e e 36
IV.3. SIMULASYON ANALIZI ..ot 36

BOLUM V. SONUC VE TARTISMA .......cooooeirieieeeeess e 41

KAYNAKLAR ottt n sttt 43

(0 Y€ 20\ | 1SR 45



OZET

LINEER OLMAYAN REGRESYON MODELLERINDE COKLU
IC iLISKi PROBLEMI

Regresyon analizi, bir veya birden fazla bagimsiz degisken ile bagimli bir
degisken arasindaki iligkinin analizi ve modellenmesi i¢in pek c¢ok teknik
icermektedir. Lineer ve lineer olmayan regresyon modeller uygulamali bilimlerin
bircogunda genis bir kullanim alanina sahiptir. Regresyon analizinde siklikla karsilan
problemlerden biri aciklayici degiskenler arasindaki i¢ iligki problemidir. Bu
calismada, lineer olmayan modellerde i¢ iliski olmas1 durumunda, i¢ iliskinin teshisi
ve model parametrelerinin kestiriminde en kiglk kareler yontemine alternatif olan

bir yaklasim incelenecektir.

“Lineer Olmayan Regresyon Modellerinde Coklu i¢ Iliski Problemi” adli bu
tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, tezin amacina yonelik 6n bilgiler
verilmistir.  Ikinci béliimde, lineer modellerde i¢ iliski probleminin, tanis1 ve
giderilmesi igin temel bilgiler verilmistir. Uglincl boélimde, lineer olmayan
modellerde i¢ iliski probleminin tanist ve giderilmesine yardimci olabilecek alternatif
yaklagimlar 6nerilmistir. Bu yaklasimlar dogrultusunda, Boliim IV te bir simiilasyon
caligmasi diizenlenerek onerilen bu yeni yaklasimin tutarliligi gosterilmistir. BoOlUm

V de elde edilen sonuglar yorumlanmustir.

Subat, 2011 Ali ERKOC



ABSTRACT

ON MULTICOLLINEARITY IN NONLINEAR REGRESSION
MODELS

Regression analysis includes many techniques for modeling and analyzing the
relationship between a dependent variable and one or more independent variables.
Linear and nonlinear regression models have widely used in many fields of applied
science. One of the frequency problems in regression analysis is multicollinearity
problem between the explanatory variables. In this study, diagnosis of
multicollinearity and a new approach, which is an alternative to the least squares
method for the estimation of the model parameters, in case multicollinearity exists on

nonlinear models, will be examined.

This thesis named “on multicollinearity in nonlinear regression models”
consists five chapters. In the first chapter, the preliminary information for the
purpose of the thesis is given. In the second chapter, for diagnosing and remedying to
multicollinearity on linear models, basis information is given. In the third chapter,
alternative approaches that may help diagnosis and remedy to multicollinearity on
nonlinear models are suggested. According to these approaches, the consistence of
this approach which is proposed by a simulation study is shown in chapter IV. In the

chapter five, the results obtained here are taken into consideration.

Subat, 2011 Ali ERKOC
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BOLUM I

GIRIS ve AMAC

Regresyon analizi, bir veya birden fazla bagimsiz degisken ile bagimli bir
degisken arasindaki iliskinin analizi ve modellenmesi icin pek c¢ok teknik
icermektedir. Regresyon analizi bir¢ok alanda (veri analizi, veri madenciligi vb.) ¢ok
yaygin olarak kullanilmaktadir. Genel olarak, miihendisler ve bilim adamlart veri
kiimelerini analiz etmek ve yorumlamak ig¢in siklikla regresyon analizinden
yararlanirlar. Yapilan regresyon analizinde kullanilan modeller lineer ya da lineer
olmayan yapiya sahip olabilirler. Lineer regresyon analizi birgok durumda
degiskenlerin modellenmesinde kullanilabilir olmasina ragmen, her duruma uygun
olmayabilir. Fen ve muhendislikte bilinen ve lineer olmayan modellere dayanan
bircok problem vardir. Ornegin, kimya mihendisleri, kimyasal bir tepkimede, X,
substrat konsantrasyonunun, y, enzim reaksiyonunun baslangi¢ hizi, Uzerindeki
etkisini  arastirmak i¢in  Michaelis-Menten modeli  olarak  adlandirilan

y = B X! (X+ f,)+ ¢ lineer olmayan modeli kullanirlar [4,7].

Regresyon modelleri ile teorik olarak analiz yaparken, genellikle, agiklayici
degiskenlerin bagimsiz oldugu kabul edilir. Ancak uygulamada, degiskenlerin tam
anlamiyla bagimsiz ya da iliskisiz olmas1 ¢ok diisiik olasiliklidir. Dolayisiyla,
modeldeki aciklayici degiskenlerin bagimsiz olmasi varsayimi saglanmaz ve bu da i¢

iliski problemine (collinearity) neden olur [4].

Lineer regresyon modellerinde, agiklayici degiskenler arasinda tam ig iliski s6z
konusu ise, XX matrisinin ranki diiser. Dolayisiyla, tam ranka sahip olmayan XX
Matrisinin tersi alinamaz. Ayrica modelde gii¢lii bir i¢ iliski var ise, bu durumda, X
matrisindeki yakin lineer iligski, XX matrisinin koti kosullu olmasina neden olur.
XX matrisinin kotii kosullulugu, model parametrelerinin kestirimini olumsuz

sekilde etkiler.



I¢ iliski olmasi durumunda, parametre kestirimi icin kullanilan en kiigiik
kareler yontemi iyi sonuclar vermez [4]. Bu problemi gidermek icin lineer
modellerde bir¢ok analitik ¢oziim tretilmistir. Belsley (1991), Belsley, Kuh, Welsch
(1980) bu problemin teshisine yonelik ¢alismalarda bulunurken, Hoerl ve Kennard
(1970a) bu problemin ¢6ziimiine yonelik ¢aligmalarda bulunmus ve ridge regresyonu
One siirmistiir. Ridge regresyon, lineer modellerde, bu problemi gidermek igin
siklikla kullanilan yontemlerden biridir [3]. Bu yontemle, model parametrelerinin

kestiriminde en kiiguk kareler kestiricisine gére daha verimli sonuclar elde edilebilir.

Lineer modellerde bu problemin ¢6éziimine yonelik bircok ¢alisma yapilmig
olmasina ragmen, lineer olmayan modellerde bu alanda heniiz yeterli bir ¢alisma
yaptlmamistir. Belsley, Kuh, Welsch (1980) i¢ iliski probleminin teshisini lineer
olmayan modellere genisletmistir. Magel ve Hertsgaard (1987) yine lineer olmayan
modellerde i¢ iliski teshisine yonelik ¢alismalarda bulunmustur. Hill ve Adkins
(2003) bu problemi oncelikle lineer modeller i¢in ele almis ve daha sonra bu
problemin lineer olmayan modellerde de olabilecegi goz Oniinde bulundurularak,
teshisi ve parametre kestirimleri {lizerindeki etkilerini incelemislerdir.  Yapilan
literatiir taramasina gore, lineer olmayan modellerde i¢ iliski probleminin teshisine
yonelik calismalarda, genellikle, Belsley, Kuh, Welsch (1980)’ in lineer
modellerdeki calismasi temel alinmistir. Ancak bu calismalarda, lineer olmayan
modellerde i¢ iliski problemini gidermek i¢in herhangi bir analitik yaklagim One

siirlilmemistir.

Bu tezin amaci, lineer modellerde sozii edilen coklu i¢ iliski probleminin
(multicollinearity), lineer olmayan modellerde de olabilecegi gbéz Oniinde
bulundurularak, bu probleme bir ¢6zlim tiretmektir. Bu amag¢ dogrultusunda, BOlUm
IT de, lineer modeller temel alinarak, problemin kaynagi, teshisi, etkileri ve giderilme
yontemleri verilmistir.  Boliim III te, i¢ iliski probleminin lineer olmayan
modellerdeki genislemesi incelenmistir. Ayrica, i¢ iliskinin giderilebilmesi igin
lineer modellerde yaygin olarak kullanilan ridge regresyon lineer olmayan modellere
uyarlanmistir. BoOlim IV te de, bir simiilasyon ¢alismasi ile ele alinan bu problem

orneklendirilmistir. Son olarak, béliim V de elde edilen sonuglar yorumlanmaistir.



BOLUM II

LINEER MODELLERDE iC ILiSKi PROBLEMININ INCELENMESI

Calismalarinda deneysel olmayan veriler kullanarak lineer regresyon ile
parametre kestirmek isteyen bir¢ok arastirmaci, i¢ iliski problemini goz ardi ederler.
Dolayisiyla, géz ardi edilen i¢ iliski, yiiksek standart hataya sahip, anlamsiz veya

yiiksek duyarl parametrelerin kestirilmesine neden olur [1].

Lineer modellerde i¢ iliskinin teshisi ve giderilmesi agisindan birgok ¢aligma
yapilmistir. Bu bdliimde, lineer olmayan modellerde i¢ iliski incelemesine zemin
hazirlamak amaciyla lineer modellerde i¢ iliskinin teshisi, etkileri ve giderilmesi

incelenecektir.

I1.1. LINEER MODELLERIN GENEL YAPISI VE MODEL
VARSAYIMLARI

Coklu lineer regresyon modeller, y nx1l boyutlu yant vektori, X nxp
boyutlu agiklayict degiskenler matrisi (tasarim matrisi), # px1 boyutlu bilinmeyen

parametreler vektorii ve & nx1 boyutlu hata vektorii olmak iizere;
=0+ px+5x, +..+Bx, & L.1)
veya matris formunda
y=Xpf+¢ (I11.2)

seklinde yazilir. Lineer regresyon model kullanilarak yapilan analizlerde, tim
¢ikarsamalarin tamamiyla dogru ya da gilivenilir olmasi i¢in, agsagidaki varsayimlarin

saglanmas1 gerekir.



(i) E(g)=0, i=12,.,n veya dzdes olarak
E(y)=p0,+Bx,+Bx,+..+ B.x,

(i)  Var(g)=0",i=1,2,..n veya dzdes olarak var(y,) = c’

(i)  Cow(e,e,)=0,Vi#j

Bu ii¢ varsayim saglandiginda g parametresinin en kiiclik kareler

kestiricisinin birtakim ozellikleri vardir.  Bir veya daha fazla varsayimin
saglanmadigr durumda parametre kestirimine dayanan sonu¢ ¢ikarimlart zayif

olabilir [5].

11.2. MODEL PARAMETRELERININ KESTIRILMESi
En kiictik kareler kestiricisi regresyon parametrelerini kestirmek ic¢in kullanilan
en yaygin kestiricidir. (I.2) modelindeki parametrelerin kestirimi i¢in en kiigiik

kareler yaklasimu ile hata kareler toplam1 minimize edilir.
Ze - i](y” ~ 5 (11.3)
ifadesinin minimize edilmesiyle f parametresinin en kiiciik kareler kestiricisi
B=(XX)" XYy (IL4)
seklinde elde edilir.

I1.2.1. EN KUCUK KARELER KESTIiRICISININ OZELLIKLERI
(I1.4) ile verilen ,3 en kiiciik kareler kestiricisi E(y)= X8 (~ E(g)=0) ve
Cov(y)=0c’1 varsayimlar1 kullanilmadan elde edilebilir. Eger bu varsayimlar

saglanirsa ,3 kestiricisi asagidaki 6zellikleri saglar:

i Eger E(y)=Xp ise ,B, B parametresinin yansiz kestiricisidir. Yani
E(ﬁ) = f saglanir.
ii. Eger Cov(y)=o"l ise ,3 kestiricisinin  kovaryans matrisi

Cov(B) =c*(X'X)™" ile verilir.



iii. Eger E(y)=Xp, Cov(y)=0c"l ise Gauss-Markov teoremine gore,

P, B parametresinin tiim yansiz lineer kestiricileri arasinda en kiigiik

varyansa sahip ve en iyi kestiricidir.

En kiiciik kareler kestirim yontemi, ortogonal olmayan veriye uygulandiginda,
regresyon parametrelerinin ¢ok zayif kestirimleri elde edilir. Regresyon
parametrelerinin en kiicliik kareler kestirimlerinin varyanslar1 goézle goriiliir bir
sekilde biiyiir. Bu ise en kiigiik kareler kestirimlerinin, mutlak degerinin ¢ok biiyiik
ve tutarsiz oldugunu, yani verilen degisik bir Orneklemde isaretlerinin ve

biiytikliiklerinin degisebilecegini gdsterir.

I1.3. iC ILISKI PROBLEMI

Regresyon modelleri ile teorik olarak analiz yaparken, genellikle, agiklayici
degiskenlerin bagimsiz oldugu kabul edilir. Fakat uygulamada, degiskenlerin tam
anlamiyla iliskisiz olmas1 ¢ok diisiik olasiliklidir. Dolayisiyla, modeldeki agiklayici
degiskenlerin bagimsiz olmasi varsayimi saglanmaz ve bu da i¢ iligki problemine

neden olur.

I1.3.1. iC ILISKININ KAYNAKLARI

(IL2) modelindeki X matrisinin situnlart X, olmak tizere; tasarim matrisi
X =[X,,X,,...,X,] seklinde yazilabilir. I¢ iliskiyi tasarim matrisindeki siitunlarin

lineer iligkisi olarak tanimlayabiliriz [4]:

V4
DX =0 (IL5)
j=1

denklemi hepsi birden sifir olmayan liytysesl, sabitleri icin gerceklenirse,

X, X,,...,X, vektorleri lineer bagimhidir denir ve i¢ iliski problemi mevcuttur.

Dolayistyla XX matrisinin ranki p degerinden kiigiik olup (XX)™' hesaplanamaz.

Bundan dolay1, (I.5) denkleminin yaklasik olarak saglanmasi durumunda, X

matrisindeki i¢ iliskiyi, yaklagik lineer iligki olarak adlandiracagiz.

I¢ iligkinin kaynaklarindan temel olan dort tanesi asagidaki gibidir:

5



Veri toplama ydntemi i¢ iligki problemine yol agabilir. Analiz yapan arastirmaci,

orneklemini sadece (I.5) denklemini saglayan degiskenlerden yararlanarak
olusturursa muhtemel i¢ iliskiyi yaratmis olur. Bundan kaynaklanan i¢ iliski

problemi, veri kiimesi miimkiin oldugu kadar genis tutularak giderilebilir.

Model iizerindeki veya kitledeki zorunluluklar i¢ iliski problemi yaratabilir.
Kitledeki zorunluluklar, agiklayici degiskenlerin kimyasal veya iiretim siireclerinde
ortaya ¢ikar.

Model secimi yine i¢ iliski problemini yaratan kaynaklardan biridir. ~Ornegin
modele, bir agiklayici degisken varken, bu degiskenin polinomal kuvvetlerinin de
alinmasi i¢ iligkiye neden olur.

Modelin asir1 tanimlanmasi modelde gozlem sayisindan c¢ok aciklayict degiskenin

olmasidir. Bu da i¢ temel iliski probleminin kaynaklarindan biridir. Bu tiir modeller,

bazen tibbi veya davranis arastirmalarinda ortaya ¢ikar [4].

I1.3.2. iC ILISKININ ETKILERI
I¢ iligkinin varlif1, regresyon parametrelerinin en kiiciik kareler kestirimini
ciddi sekilde etkiler. Bu etkilerden bazilarin1 gostermek amaciyla, iki parametreli bir

lineer model diisiiniilsiin. Model x;, ve x, agiklayici degiskenler ve y yamt

degiskeni olmak {izere
y=pBx+p.x,+¢ (I1.6)

seklinde olsun. Aciklayic1 ve yanit degiskenlerinin birim uzunluk 6l¢eklemesine

gore standartlastirildigini kabul edelim. (II.6) modeli i¢in normal denklemler
(XX)B =Xy
{1 nz} B _[m} (IL.7)
h 1 ,@2 Tay

seklindedir. Burada r,, x; ve x, deZiskenleri arasindaki basit korelasyon, r, ise

x; ve y arasindaki basit korelasyondur (j=1,2). (XX) matrisinin tersi



1 T
C=(X'X)_l= (1_’”12) (1_’”12) (H.8)

—T 1

A-r) (A-r)

olmak iizere regresyon parametrelerinin kestirimleri

N _ rly _7/127/2}’

hi= (1-73)

rZy _rIZrly

SR

(11.9)

seklindedir. Eger x, ile x, arasinda gii¢lii bir i¢ iliski varsa r,, korelasyon katsayisi

bliyiik olacaktir. (II.8) denkleminden de goriilecegi gibi |r12| — 1 olmasi durumunda

Var(,@j) =C /jaz — o ve Cov(ﬂA’l, ﬁz) =C,0° > Fo olacakti. Bundan dolayi,

gliclii i¢ iliski, varyans ve kovaryansi artirarak, regresyon parametrelerinin en kii¢iik
kareler kestirimlerini kotli sekilde etkiler. Bu durum, ayni x degiskeni icin alinan

farkli 6rneklemlerden ¢ok farkli model parametrelerinin kestirilmesine sebep olur.

Modelde iki agiklayici degiskenden daha fazla de§isken oldugunda, ¢oklu i¢
iligki, yine ayn1 etkileri gosterir. Bu durumda R/z, x; ile geriye kalan p—1 tane
aciklayict degiskenin regresyonundan elde edilen ¢oklu belirleyicilik katsayis1 olmak

lizere, C=(XX)"" matrisinin kosegen eleman

S 1 r

J

, j=L2,.,p (I1.10)

seklinde yazilir. Eger x, ile diger p—1 degisken arasinda gii¢lii bir i¢ iliski varsa bu
durumda R,2 1 degerine yaklasacaktir. ﬁj kestiricisinin ~ varyansi
Var(B,)=C, 0> =(1-R’)"o” oldugundan, giiclii i¢ iliski parametrelerin en kiigiik

kareler kestirimlerinin varyanslarinda artisa sebep olacaktir.

A

Coklu i¢ iligki, ayrica, B, parametre kestirimlerinin gercek degerlerinden

A

fazlaca sapmasmma neden olur. Bunu gostermek i¢in, /£ kestiriminin gergek

parametreden uzakliginin karesi olan



L=(8-B)(B-B) (IL11)

ifadesini diigiinelim. Bu ifadenin beklenen degeri alinirsa

E()=El(B-B)(B-P)]

=S El(B, - )]
f;‘ (IL.12)
= ZVar(ﬁj)

= 2 Tr(X'X)"

elde edilir. Matrisin izi ayn1 zamanda 6zdegerlerin toplamina esit oldugundan (11.12)

denklemi,
21
E(L)=0") — (I1.13)
=

halini alir. Burada, 4,>0,j=12,..,p degerleri XX matrisinin 6zdegerleridir.

(II.13) denkleminden, eger XX matrisi, X matrisindeki i¢ iliski yliziinden koti

kosullu ise, en az bir A, 6zdegeri kiigiik olacak ve B en kiiciik kareler kestiriminin

B gercek parametreye olan uzakligi oldukea biiyiik olacaktir.

I1.3.3. IC ILISKI TESHISLERI

Regresyon modellerde, i¢ iliski teshisi i¢in uzun c¢alismalar yapilmis, birgok
teknik gelistirilmistir. Bu tekniklerden bazilari; korelasyon matrisinin incelenmesi,
korelasyon matrisinin tersinin incelenmesi, XX matrisinin determinantinin
incelenmesi ve 6zdeger — 6zvektor analizidir. Bunlar arasinda 6zdeger — 6zvektor
analizi en ¢ok kullanilan yontemlerden bir tanesidir. Bu tezde, i¢ iliski teshisi igin,
korelasyon matrisi, korelasyon matrisinin tersi ve Ozdeger — Ozvektor analizi

incelenecektir.

11.3.3.1. KORELASYON MATRISIiNIN INCELENMESI
Korelasyon matrisinin incelenmesi, i¢ iligki teshisi i¢in, siklikla kullanilan bir
yontemdir. Degiskenler arasindaki yiiksek korelasyon, i¢ iliskinin gostergesidir.

Eger veri matrisinin siitunlarinin (degiskenlerin), birim uzunluk 6lgeklemesine gore
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standartlastirldifini varsayarsak, XX matrisi korelasyon matrisi haline gelir ve 7,

korelasyon matrisinin kdsegen dis1 elemanlar1 (ikili korelasyon) olmak iizere, bu

elemanlar, basit bir i¢ iligki dl¢iisii olarak kullanilabilir. Eger x; ile x, yakin lineer

iligkili iki aciklayic1 degisken ise "3;/‘ ifadesi 1 degerine yaklasacaktir [4].

Iki agiklayici degisken arasindaki yiiksek korelasyon katsayisi, agikga, bir ig
iliski problemine isaret olmasma ragmen, i¢ iliskinin varlhigi, ylksek korelasyon
katsayisinin varligina kanit olarak gosterilemez. Bunun nedeni olarak, korelasyon ile
i¢ iligkinin ayn1 sey olmadig1 sdylenebilir. Yiiksek korelasyon i¢ iligkiye isarettir,
fakat bunun tersi dogru degildir [1]. Aciklayic1 degiskenler arasindaki basit
korelasyon katsayisim1 incelemek, sadece iki agiklayict degisken arasindaki yakin
lineer iligkiyi belirlemek icin yararlidir. Fakat ikiden fazla degisken yakin lineer
iligki icinde ise, kismi korelasyon katsayisinin biiyilk olma garantisi yoktur [4].
Ayrica, iki agiklayict degisken kendi aralarinda lineer iligkili degil iken, ikiden fazla

degisken bir yakin lineer iliski gosterebilir.

I¢ iliski teshisi icin, korelasyon incelemesinin yukarida sozii edilen zayifliginin
yani sira bir diger zayiflig1 da korelasyon degerinin, alt sinirinin kesin bir sekilde
belli olmamasidir. Yani ne kadar biiytikliikte korelasyon, bir i¢ iliski gostergesidir?
Bu deger, aragtirmacidan arastirmaciya degismekle birlikte, bazi alt sinir degerleri
verilebilir. Ancak en iyi alt sinirin, arastirmacinin kendisinin kazandigi deneysel

tecriibelerden elde ettigi deger oldugu sdylenebilir.

11.3.3.2. KORELASYON MATRIiSININ TERSINIiN INCELENMESI:
VARYANS SiSiRiCi FAKTORLER

C =(XX)™" matrisinin kdsegen elemanlarinin incelenmesi, i¢ iliski teshisi i¢in

¢ok kullanish bir yontemdir. €, C matrisinin j. kdsegen elemani olmak tizere,
251
C,=(1-R}) (I1.14)

seklinde yazilabilir. Eger x;, kalan diger agiklayici degiskenlere yaklasik ortogonal

ise Rf sifira yakin kiigiik bir deger olacak ve C, 1 degerine yaklasacaktir. Fakat



tersine, x; kalan diger agiklayici degiskenlerin herhangi bir alt kiimesi ile yaklagik

lineer iliskili ise, R’ 1 degerine yaklasacak ve dolayistyla, C, buylyecektir.

J
.. . e e e ) 2
Regresyon modelinin ;. parametre kestiricisinin  varyansi, Var(f,)=C ;o

oldugundan, C; katsayisina, agiklayici degiskenler arasindaki yakin lineer iligkiden

kaynakli olarak, /;’]. parametre kestiriminin varysansini arttrici bir faktor olarak

bakilabilir. Daha genel bir ifade ile
251
VIF, =C, =(1-R;) (I1.15)

denklemi ile verilen ifadeye varyans sisirici faktor denir.

I¢ iliski teshisi igin, korelasyon matrisinin incelenmesinde oldugu gibi
korelasyon matrisinin tersinin incelenmesinde de (varyans sisirici faktorlerin
incelenmesinde) bazi zayif yonler vardir. {lk olarak, korelasyon incelemesinde
oldugu gibi, burada da yiiksek VIF degerleri, i iligki teshisi i¢in yeterli ancak gerekli
bir kosul degil. Baska bir deyisle, yliksek VIF degerleri i¢ iliski oldugu anlamina
gelirken, bunun tersi dogru degildir. Yani i¢ iliski oldugu durumda, yiiksek VIF
olacag: anlamia gelmez. Ikinci olarak, VIF degerleri, X tasarim matrisindeki yakin
lineer iliskilerin sayilarin teshisi i¢in kullanilamaz. Yani, yiiksek VIF degeri,
tasarim matrisindeki i¢ iliskiyi dogrular, fakat bu iligkilerin sayisini bildirmez.
Ornegin; X matrisinde iki tane yiiksek ic iliski oldugu varsayilsin. Bunlardan ilk

olamn X, X,, X, ve X, siitunlarin igersin, ikinci iliski ise X, ve X, siitunlarini

icersin. Bu degiskenler i¢in hesaplanan dort VIF degeri biiylik olmasina ragmen, bu
iligkilerden sadece ilki tek bagina saglansaydi bile, VIF degeri yine biiyiik olurdu.
Yani, bu iki ayr iliskinin varligy, yiiksek VIF degerine bakarak anlasilmaz. Ugiincii
olarak, i¢ iliski teshisi icin, kesin bir VIF kesme degerinin olmadigi sdylenebilir.
Yani, “yliksek VIF degeri”, ifadesi bir kesinlik belirtmez. Ne kadar yiiksek bir VIF
degeri, bir i¢ iliski belirtir? Ne kadar yiliksek VIF degeri, var olan i¢ iligkinin
derecesini hakkinda bilgi verir? Temel olarak onerilen VIF kesme degeri, 7 veya 10

oldugu soylenebilir [1].
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11.3.3.3. OZDEGER — OZVEKTOR ANALIiZi
XX matrisinin s Ay A,y Ozdegerleri (karakteristik kokleri) verideki i¢

iliskinin derecesinin 6l¢iilmesinde kullanilabilir. Eger veride bir veya daha fazla
yakin lineer iliski var ise, bu durumda bir veya daha fazla 6zdeger kiigiik olacaktir.
Bir veya daha fazla kiiciik 6zdeger, X matrisinin siitunlar1 arasindaki yakin lineer

iliskinin gostergesidir. Bu yakin lineer iligskinin teshisi i¢in kosul sayisi,

fo = Zmax (IL.16)

min

NN

incelemesi yaygin olarak kullanilir. Genellikle, kosul sayis1 100 degerinden kiigiik
ise ciddi bir i¢ iliski problemi yoktur denir. Eger bu deger 100 ile 1000 arasinda ise,
giiclii bir i¢ iliski s6z konusudur. 1000 degerini asan kosul sayisi, verideki ¢ok
siddetli bir yakin lineer iliskiye isarettir. Kosul sayisinin yani sira, kosul indeksi
XX matrisindeki yakin lineer iliskinin sayisinin tespiti i¢in kullanilabilir. XX

matrisinin kosul indeksi,

A
Je, =L j=L2,..p (IL.17)

seklindedir. (II.17) ifadesinden, en biiyiik kosul indeksi kosul sayisina esittir. Biiyiik

kosul indekslerinin  (6rnegin &, >1000) sayist XX matrisindeki yakin lineer

iligkilerin sayisinin belirlenmesinde kullanigh bir l¢iidiir.

Ozdeger — 6zvektor analizi, ayrica, verideki yakin lineer iliskinin dogasimnin

belirlenmesinde de kullanilabilir. Bunun i¢in XX matrisinin
XX =TAT' (I1.18)

seklindeki ayrisimi disiiniilsiin. A, px p boyutlu ve elemanlart XX matrisinin
A; (j=12,..,p) Ozdegerleri olan kdsegen matris, T pxp boyutlu ve siitunlari

XX matrisinin 6zvektorleri olan ortogonal matristir. T matrisinin siitunlar

l,t,,...,1, ile gosterilsin. Eger A, 6zdegeri sifira yakin ise, bu yakin lineer iligkiye
igarettir, bu o6zdegere ilisgkin 7, Ozvektdriniin elemanlart yakin lineer iliskinin

dogasim belirler. 7, 6zvektorinin elemanlart (IL.5) denkleminde tanimlanan
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t,t,,...,t, katsayillaridir. Tablo II.1, Webster, Gunst ve Mason verileri igin

p

Ozvektorleri gosterir [12].

Tablo I1.1 Webster, Gunst ve Mason Verisi i¢in Ozvektorler

I Z, L Z, L te

-0.39072 -0.33968 0.67980 0.7990 -0.25104 -0.44768
-0.45560 -0.05392 -0.70013 0.05769 -0.34447 -0.42114
0.48264 -0.45333 -0.16078 0.19103 0.45364 -0.54169
0.18766 0.73547 0.13587 -0.27645 0.01521 -0.57337
-0.49773 -0.09714 -0.03185 -0.56356 0.65128 -0.00605
0.35195 -0.35476 -0.04864 -0.74818 -0.43375 -0.00217

Bu veriler icin en kiiglik 6zdeger A, =0,0011 ve bu 6zdegere karsilik gelen ¢

Ozvektoriiniin elemanlar (I1.5) denklemindeki aciklayici degiskenlerin katsayilaridir.
Yani

~0.44768 x, —0.42114 x, —0.54169 x, —0.57337 x,

(I1.19)
~0.00605 x, —0.00217 x, =0

denklemi saglanir. -0.00605 ve -0.00217 degerlerinin yaklasik olarak sifir oldugu

varsayimi yapilirsa, (II.19) denklemi

x, =—0.941x,-1210x,—1.281x, (11.20)

halini alir. Bu ise ilk dort aciklayict degiskenin bir yakin lineer iliski icinde

oldugunu gosterir. ¢, Ozvektdriiniin elemanlar1 ise, bu dort agiklayict degisken

arasindaki iliskinin dogasini ifade eder.

Belsley, Kuh ve Welsch (1980), i¢ iliski teshisi i¢in, yukarida anlatilan
yonteme benzer bir yaklasim onermistir. Onerilen ydéntem, X tasarim matrisinin tekil

deger ayrisimina dayanir. nx p boyutlu X matrisi,

X =UDT’ (I1.21)
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seklinde ayristirilabilir. Burada, U, nx p, T, px p boyutluve UU =1 ve T'T =

kosullarin1 saglayan matrisler ve D, px p boyutlu, kosegen elemanlari negatif
olmayan u; j=1,2,..,p degerlerinden olusan kdsegen matristir. 4, degerlerine, X
matrisinin tekil degerleri ve X =UDT' ayrigimina ise, X matrisinin tekil deger

ayrisimi denir.

XX =(UDT')'(UDT")
=TD'U'UDT’
=TD'DT’ (UU=1) (11.22)
=TD*T'
=TAT' (D*=A)

esitligi saglandigindan dolayi, tekil deger ayrisimi 6zdeger — 6zvektdr kavramiyla
yakindan iligkilidir. Yani, X matrisinin tekil degerinin karesi, XX matrisinin
0zdegeridir. T, XX matrisinin 6nceden tanimlanmis 6zvektorlerinin matrisi ve U,
stitunlar1 XX matrisinin p tane sifir olmayan 6zdegerlerine iliskin 6zvektorlerden

olusan matristir.

Tekil degerlerin sayisi, X matrisindeki i¢ iligkiyi yansitir. Her bir yakin lineer
iliski i¢in, bir kiiclik tekil deger olacaktir. Belsley, Kuh ve Welsch (1980), X matrisi

i¢cin kosul indeksi,

p =t o1 p (11.23)

seklinde tanimlamustir. 7, i¢in en biytik deger X matrisinin kosul sayisidir. Bu

yaklasim, i¢ iliski teshisinde, XX matrisi ile degil de, dogrudan asil ilgilenilmesi

gereken matris olan X matrisi ile ilgilidir.

P en kiiciik kareler kestiricisinin kovaryans matrisi,

Var(B)=c*(XX) "' =’ TA'T’ (11.24)

A

ve [, j.parametre kestiriminin varyansi (I1.24) denklemi ile verilen matrisin j.

kosegen elemani oldugundan, varyans
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S

(I1.25)

Var(B) ="y =03

~.>>|\ s

seklinde yazilabilir.  Ayrica (I1.25) ifadesi o’ olmadan yazildiginda, TA'T’

matrisinin j. kdsegen elmani olan
Pt )4
VIF =3 =3~ (I1.26)

Jj. varyans sigirici faktorii verir. Dolayisiyla bir veya daha kiiciik tekil deger (veya
kiigiik Ozdeger) p; parametre kestiriminin varyansini asiri derecede biytitir.

Belsley, Kuh ve Welsch (1980), (I1.23) denklemi ile tanimladiklari, kosul indeksi

kullanarak, i¢ iliski teshisine bir 6l¢ii olarak

£’
T,=L— =1,2,... 11.27

seklinde tammladiklar1 varyans ayrigim oranlarini onermislerdir. Eger 7z, degerleri
px p boyutlu 7 matrisine dizilirse, 7 matrisinin her bir slitununun elemanlari, her
bir B/’ kestiriminin varyans oranlaridir. iki ya da daha fazla parametre igin, bir
kiigiik tekil degere iliskin yiiksek varyans orani i¢ iliskinin gostergesidir. Ornegin
7, ve m,, degerleri biiylik ise, 3. tekil deger ,52 ve ,34 kestirimlerinin varyanslarini
sisirici i¢ iliskiye neden olur. I¢ iliski teshisinde, referans degeri (esik degeri) olarak,

kosul indisinin 30 degerinden biiylik, vayans ayrisim oranmin 0,5 degerinden biiyiik

olmasi aliabilir.

I1.3.4. iC ILISKININ GIDERILME YONTEMLERI

11.3.4.1. ILAVE VERI TOPLAMAK

[lave veri toplamak mevcut verideki i¢ iliskinin derecesini diisiirmek igin
Onerilen en iyi yontemdir. Ek veri toplarken, verideki ig¢ iliskiyi yok edecek sekilde
veriler toplamak mantikli olacaktir. Fakat ek veri toplamak ekonomik sebeplerden
dolay1 veya iizerinde ¢alisilan projenin artik veri toplamaya uygun olamamasindan
dolayi, her zaman miimkiin olmayabilir. Bazen veri toplanmaya miisait olsa bile,

toplanacak yeni veri arastirmacinin ilgilendigi alandaki agiklayict degiskenleri temsil
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etmezse, yeni veri kullanima uygun olmayabilir. Sonug olarak, modelde var olan i¢
iliski eger, model seciminden veya yigindan kaynaklanmais ise, i¢ iliskiyi yok etmek

icin ilave veri toplamak gegerli bir ¢6ziim olmayacaktir.

11.3.4.2. MODELI YENIDEN DUZENLEMEK

I¢ iliski siklikla modeli olusturan degiskenlerin segiminden kaynaklanir.
Ornegin yiiksek iliskili iki degiskeni ayn1 modelde kullanmak ig iliski yaratir. Bu
durumda, modeli yeniden gozden gecgirmek ve modelde bazi degisiklikler yapmak i¢
iligkinin derecesini disiirebilir. Modeli yeniden diizenlemek icin bir yaklasim

agiklayici degiskenleri yeniden tanimlamak olabilir. Ornegin x,, x, ve x, yakin
lineer iliskili ise, bu degiskenler arasinda x=(x,+x,)/x; veya x=xx,x; V.s.

seklinde orijinal degiskenlerin iceriklerini (bilgilerini) kaybetmeden kotii kosullulugu

azaltan yeni degiskenler bulunabilir.

Modeli yeniden diizenlemek i¢in bir diger yaklasim ise, degisken eleme
yontemidir. Eger x,, x, ve x, yakin lineer iliskili ise, bir degiskeni (6rnegin x;)
elemek, i¢ iliskiyi azaltici bir yaklasim olabilir.  Degisken eleme ydntemi,
cogunlukla, etkili bir yontem olmasina ragmen, modelden atilan degiskenin yanit
degiskeni iizerinde 6nemli bir etkisi varsa, gegerli bir ¢6ziim saglamaz. Baska bir
deyisle, ic iligkinin azalmasi i¢in modele katkis1 yiliksek bir degiskeni modelden

atmak, modelin kestirim giiclinlin azalmasina sebep olur.

11.3.4.3. RIDGE REGRESYON
I¢ iligki problemine kars1 onceki boliimlerde anlatilan ¢dziimlerin yani sira,
bir¢ok analitik yontem de gelistirilmistir. Bunlardan en yaygin olan1 ridge regresyon

yontemidir.

En kiiciik kareler yontemi ortogonal olmayan bir veri grubuna (i¢ iligkili veri
grubuna) uygulanirsa, ¢cok zayif parametre kestirimleri elde edilebilir. Zayif kestirim
ifadesi parametre kestiriminin dengeli ya da tutarli bir kestirim olmadigr anlamina
gelir.  Yani veri grubundaki kiigiik degisikliklerde, parametre kestirimi yiiksek
duyarlilik gosterir. Ayrica, i¢ iliskili bir veride, en kiigiik kareler kestirimlerinin

varyanslari agir1 bilylik ve parametre kestirim vektoriiniin boyu ortalamanin tizerinde
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olacaktir. Bu ise, en kiiciik kareler kestiriminin mutlak degerce bliyiik ve dengesiz
bir yapida olacagina isarettir. BOyle kestirimlerin isaretleri ve biiyiikliikleri, verilen

farkli 6rneklemlerde farklilik gosterir.

I¢ iliskili bir modelde, parametre kestirimi i¢in kullanilan en kiiciik kareler
yontemindeki problem, aslinda, ,B kestiricisinin B parametresinin yansiz kestiricisi

olmas1 gerekliligidir. Gauss-Markov teoreminden, en kiigiik kareler kestiricisinin
tim yansiz lineer kestiriciler arasinda minimum varyansa sahip oldugu bilinir.
Ancak, bu teorem ile verilen “en kiiciik kareler kestiricisi, tim yansiz lineer
kestiriciler arasinda minimum varyansa sahiptir.” ifadesi varyansin kii¢iik olacaginin

garantisini vermez [4].

I¢ iliski olmasi durumunda, fB parametresinin yansiz kestiricisi olan B
kestiricisinin 6rneklem dagilimi incelenirse, drneklemin varyansi genig bir alana
yayilmaktadir. Genis bir alana yayilan ﬁ yansiz kestiricisinin varyansi oldukca
biiylik, dolayisiyla, B parametresi i¢cin kurulacak giiven aralifi genis ve nokta

kestirimi oldukga kararsiz olacaktir [4].

Bu problemi gidermek i¢in bir ¢dziim, B parametresinin kestiricisinin yansiz

olma kosulunun ortadan kaldirilmasidir. Parametre kestiricisine ufak bir yanlilik

katarak, daha kii¢iik varyansh ve dengeli kestirimler elde etmek mimkiindiir. A
parametresinin ,3 ile gosterilen, yanl fakat ,3 yansiz kestiricisinden daha kii¢iik

varyansa sahip bir kestirici oldugu varsayilsin. ,3 kestiricisinin hata kareler

ortalamasi,
HKO(B") = E[(B" - B)*] (11.28)
=Var(B)+[E(B") - BT
veya
HKO(B")=Var(B")+[yan(B") (I1.29)
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seklinde tanimlanir.  Burada HKO ﬁ* kestiricisinin £ parametresine olan
uzakliginin karesinin beklenen degeridir. ,é " kestiricisinin varyansi, kestiriciye ufak

bir yanlhlik ekleyerek, HKO(,@*) degeri, Var(,é) degerinden daha kiigiik kalacak
sekilde kiigiiltiilebilir.

Regresyon parametrelerinin yanli kestiricilerini elde etmek i¢in bir¢ok yontem
gelistirilmistir. Bu yontemlerden bir tanesi ridge regresyondur. ilk olarak 1962
yilinda ridge analizini Hoerl gelistirmis ve 1970 yilinda Hoerl ve Kennard ridge
regresyonu ortaya atmustir. Ridge kestirici, k>0 arastirmaci tarafindan segilen

uygun bir sabit olmak iizere,

(XX +kD)B, = XY (11.30)
denkleminden
B = (XX +k)"'XY (11.31)

seklinde elde edilir. Dikkat edilecek olursa, k=0 oldugunda, ridge kestirici en

kiigiik kareler kestiricisine esit olur.

Ridge kestirici,

B =(XX +k)"'XY
= (XX +k) " (XX)B (I1.32)
:Zkﬁ

oldugundan, en kiiciik kareler kestiricisinin bir lineer kombinasyonudur. Dolayisiyla
E(,éR)zE(Zk/}):Zkﬂ esitligi saglandigindan, ,[A?R P parametresinin yanli bir
kestiricisidir. k& parametresine yanlilik parametresi denir. ﬁR kestiricisinin

kovaryans matrisi,

Var(B,) = o> (XX + kI XX (XX +kl)™ (11.33)
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denklemiyle ifade edilir. Ridge kestiricinin hata kareler ortalamasi, 4,,4,,..., /Ip

degerleri XX matrisinin 6zdegerleri olmak tizere,

HKO(B,) =Var(B,) +[yan(B,)T
=c;21z[(x>< +ED) XX (XX +ED) "+ B(XX +kD) 2B (11.34)

p
+E B (XX + k1)
; a, k T TkB( ) B
seklindedir. (II.33) denklemindeki esitligin sag tarafindaki ilk terim ,BR kestirim
vektoriindeki parametrelerin varyanslarmin toplanudir. Ikinci terim ise yanliligm
karesidir. k>0 degeri i¢in, k degeri arttiginda, ,[A?R kestirimindeki yanlilik artarken,

varyansta azalma goriiliir.

Ridge regresyonda oOnemli olan yanlilik parametresi k degerinin optimal
secimidir. & parametresi Oyle secilmelidir ki, hata kareler ortalamasinin azalmasi
icin, toplam varyans degerindeki diisiisiin biiytikliigii, yanligin karesindeki artisin

biiytlikliigiinden daha fazla olsun. Eger bu saglanirsa, ,[A?R ridge kestiricisinin hata

kareler ortalamasi ﬁ en kiigiik kareler kestiricisinin varyansindan daha kiigiik olur.

HKO

— HKO(B)

— Var(Z?R)

Yan? Br)

HKO(BR)

I .
02 04 0.6 0.8 1.0

Sekil II.1 EKK ve ridge kestiricilerinin & degerine bagli olarak hata kareler

ortalamasi degisim grafigi.
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Sekil II.1 de & yanlilik parametresinin se¢imi i¢in bir aralik belirlenebilir.
Ridge kestiricisinin en kiiciik kareler kestiricisinden daha iyi sonu¢ vermesi i¢in, en
genis aralik, O ile hata kareler ortalamasi egrilerinin kesistigi noktalar arasi
almmalidir. En iyi sonug¢ igin ise, bu aralikta, ridge kestiricisinin hata kareler

ortalamasinin minimum oldugu nokta alinabilir.

Hoerl ve Kennard (1970a), ﬁR ridge kestiricisinin hata kareler ortalamasinin

,é en kiigiik kareler kestiricisinin varyansindan daha kii¢iik kalacak sekilde negatif

olmayan bir k parametresinin oldugunu ispat etmistir. Hata kareler toplama,

HKT =(y-XB,) (Y= X )

. N . (11.35)
=(Y=-XB)(Y=XB)+(Br —B) XX (B~ P)

seklindedir. (II.35) denkleminde esitligin sag tarafindaki ilk terim ,3 en kiiclik

kareler kestirimi i¢in hata kareler toplami oldugundan, k£ degeri arttiginda hata

kareler toplami artar. Bundan dolayi, toplam hata kareler toplami sabit oldugundan,

k arttiginda R* degeri diiser. Dolayisiyla k parametresinin se¢imi, hem yanliligi hem

de belirleyicilik katsayisini etkiledigi i¢cin ¢ok dnemlidir.

Hoerl ve Kennard, k£ parametresinin uygun se¢imi icin ridge izi yontemini

Onermistir. Ridge izi, k parametresinin 0 ile 1 arasindaki degerleri i¢in, k£ degerlerine
karsilik ﬁR kestirim elemanlarinin bir grafigidir. Modelde i¢ iliski yiiksek ise,

olusturulan rigde izi grafiginde, regresyon parametrelerinin kestirimindeki kararsizlik

acikca goriilecektir. k£ arttikga bazi parametreler yiiksek oranda degisecek ve belli
degerlerde dengeye ulasacaktir. Burada amag, ,[A?R kestirimlerinin dengeye ulastigi

noktada, yeteri kadar biiyiik (optimal) & degerinin secilmesidir.
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Sekil I1.2 Ridge izi grafigi.

Sekil 1.2 de, Boliim IV de yapilan simiilasyon ¢alismasindan bir 6rnek ridge
1zi verilmistir. Bu grafikten, gorsel olarak, analitik hesapla elde edilen & degerine
yakin bir deger secilebilir. Ancak, grafikte onemli olan, parametrelerin dengeye
ulastigt £ degerini alirken, bu degeri yeteri kadar biiylik se¢mektir.  Ciinkii
gereginden bliylik secilen k degeri yanlig1 artirir. Dolayisiyla hata kareler ortalamasi

bliytir.

k parametresinin sec¢imi icin Hoerl ve Kennard (1970b) tarafindan Onerilen
grafiksel bir yontem olan ridge izinin yani bir¢ok analitik yontem gelistirilmistir.

Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975) k parametresinin se¢imini

A2
po

ke=+—
BB

(11.36)

denklemiyle vermistir. Burada &° ve ,é kestirimleri en kiiglik karelerden elde

edilir. Hoerl ve Kennard (1976), (I1.36) denklemiyle secilen £ parametresinden
esinlenerek iteratif kestirim yontemini onermistir. Bu yontem ile bir dizi & degeri ve

buna bagli olarak bir dizi ridge kestirimi elde edilir:
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,3 Dok = PO

ﬂ!
R e d—

By (ko) Br (k) (1L.37)
BR(kl) : k2 = p(}z

B k) Bk

i K _ . .
75207 ise algoritma devam eder,

J

T =Iz(XX)"/p olmak iizere, eger

aksi halde algoritma durur ve son parametre kestirim degeri olarak alinir.

k parametresinin se¢imi i¢in analitik olarak hesaplanan bir diger denklem

1
BB

k= (11.38)

ifadesi ile verilir [11]. Bunlarin disinda, k& yanlilik parametresinin se¢imi i¢in bir¢ok
analitik yontem vardir. Ancak bu tezde & parametresinin se¢imi i¢in, IV. Boliimde
yapilan simiilasyon ¢alismasinda, (I1.36) ve (I1.38) ifadeleri ile verilen denklemler

kullanilmastir.
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BOLUM I11

LINEER OLMAYAN MODELLERDE COKLU IC ILISKi PROBLEMI

Lineer regresyon modeller, bir¢ok durumda olaylarin modellenmesinde
kullanilabilir olmasina ragmen, lineer olmayan yapiya sahip bir matematiksel iligki
ile agiklanabilecek bir¢ok olay vardir. Bu tiir lineer olmayan iliskiler ancak lineer
olmayan regresyon modelleri ile agiklanabilirler.  Lineer olmayan regresyon
modeller, kimya, biyoloji, ziraat, tip, mithendislik vs. gibi uygulamali bilimlerde
genis kullanim alanina sahiptir. Ornegin kimya miihendisleri, aciklayici
degiskenlerin yanmit degiskeni iizerindeki etkisini arastirmak i¢in Michaelis-Menten

modeli olarak adlandirilan, lineer olmayan y = f,x/(X+ f,)+ ¢ modelini kullanirlar

[4]. Biyologlar bir ¢igegin veya bir organizmanin biiyiime oranimi lineer olmayan
modeller yardimiyla belirleyebilirler. Ziraat miihendisleri, topragin giibre emilim
orani i¢in yine lineer olmayan modelleri kullanabilirler. Bu nedenle regresyon

analizinde modele iyi bir yaklagim yapmak, optimal parametre kestirimine dayanir.

Lineer olmayan modellerde parametre kestirimi, iteratif bir siire¢ oldugu i¢in,
lineer modellere gore daha karmagsik bir yapiya sahiptir. So6zii edilen modellerde
parametre kestirim sirecinde en blylk problem, fonksiyona iteratif olarak en iyi
yaklasim gerektiginden, yakinsama problemidir. Bu problem modeldeki i¢ iligki,
baslangi¢ parametresinin se¢imi vs. gibi nedenlerden dolayr meydana gelebilir.
Parametre kestiriminde siklikla kullanilan en iyi yaklasim algoritmalari, Newton-

Raphson ve Gauss-Newton algoritmalaridir [6].
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[11.1. GENEL YAPI
Genel olarak lineer olmayan regresyon modeller,

y=f(x,0)+e (11.1)

seklinde yazilabilir. Burada f Dbeklenen fonksiyon, 8, px1 boyutlu bilinmeyen

parametreler vektori ve &, E(g)=0,Var(¢)=0c> kosullarii saglayan hata
terimidir. Hata teriminin normal dagilima sahip oldugu kabul edilir. Lineer olmayan
modellerde, lineer modellerden farkli olarak, beklenen yanitin parametrelere gore en

az bir tirevi parametrelerden en az birine baglidir.

I11.2. EN KUCUK KARELER KESTIiRiCiSININ BELIRLENMESI
Lineer olmayan modellerde en kicuk kareler kestiricisi, lineer modellerde

oldugu gibi,
S©@) =|y-f(x.0) (111.2)

amag¢ fonksiyonunu minimize eden degerdir. n go6zlemli bir 6rnekleme sahip
oldugumuzu varsayalim. (II.1) modelinin en kii¢iik kareler kestiricisini bulmak,

(111.2) denklemini @ parametresine gore tiretip,

i[yi—f(xi,e)]{%:l =0 j=12..p (111.3)

J

p tane normal denklemi ¢bzmeyi gerektirir. f linecer olmayan bir model oldugundan,
(111.3) denkleminde buyik parantez icindeki ifade bilinmeyen parametrelerin
fonksiyonu olacaktir. Bundan dolay1 bu denklem sistemini ¢ozmek oldukea gii¢ bir

islem olacaktir.

111.2.1. GAUSS-NEWTON YONTEMI
Gauss tarafindan onerilen yontem, beklenen fonksiyona iteratif olarak lineer

yaklasimlarda bulunarak € parametresini kestirmeye dayanir. f(x,8) beklenen

fonksiyonunu bir 8, baslangi¢ noktasinda birinci dereceden Taylor serisine agalim:
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p
ummzu&%wQZQQEQ (0,-0,,) (111.4)
=| 00,
6=6,
fio = f(x.6,)
B =0,-0, (1.5)
o[ 0x.9)
! 00; oo
kisaltmalari ile (III.1) lineer olmayan modeline
p
y - f0=> B3 +s, i=12..n (111.6)
j=1

olacak sekilde lineer bir yaklasimda bulunabiliriz. Burada J, f fonksiyonun

Jacobian matrisidir. (111.6) modeli matris formunda,
Yo=JdoBs+€ (111.7)

gibi ifade edilebilir. Bu durumda (I111.7) modelindeki g, parametresinin en kicuk

kareler kestiricisi,

N

ﬂo :(J(')‘]o)_l‘](')yo (111.8)

2
n p
S0)-3:1y - 10,0)- 313 (119)
i=1 j=1
ama¢ fonksiyonunu minimize eden degerdir.  B,=60-6, oldugundan, (IIL.1)
modelinin 1. iterasyon sonucunca elde edilen parametre kestirimi,

6, =B, +6, (111.10)

elde edilmis olur. Bir sonraki adimda (II1.10) denklemindeki él, bir 6nceki adimda

A

baslangi¢ parametresi olarak kullanilan, 6, parametresinin roluni oynar ve 6,

parametresi kestirilir. Bu islemle beraber k. iterasyonda,
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6., =6+ B,
= ak +(‘JI2‘Jk)_1‘JI:yk

A

(1.11)

parametre kestirim degeri elde edilir. Bu iteratif siire¢ yakinsaklik saglanincaya

kadar devam eder. Bir yakinsaklik dl¢iitii olarak
(éj,kﬂ_éj,k)/éj,k <6, j=12,.,p (1.12)

esitsizligi verilebilir. Burada amag, parametre kestirim degerlerinin birbirlerine
yeteri kadar ¢ok yaklagsmalar1 halinde iterasyonu durdurmak oldugu i¢in & =10°
secilebilir [4]. Yakinsakligin saglanmasi igin, her iterasyonda elde edilen parametre
kestirim degeri ile hesaplanan hata kareler toplaminda, iteratif olarak diisiisiin
gerceklenmesi gerekmektedir.  Ayrica bu iteratif silirece bir baslangic noktasi
secilerek baslandigi i¢in, baglangi¢ parametresinin se¢imi yakinsaklik agisindan ¢ok
onemlidir. Cunkul iyi secilmeyen bir baslangic parametre degeri, yakinsamamaya

veya gec yakinsamaya yol agabilir.

I11.2.2. EN KUCUK KARELER KESTIRICiSI ICIN CIKARSAMALAR

@ parametresi yakinsama oOlgiitiinii sagladiginda, hata varyans1 o’ degerinin

kestirimini, hata kareler ortalamasindan elde edebiliriz.

i(yi—iﬁ)z Z v - t(x.6)] .
HKO:O"_ZZ i=1 — i1|: :| _S(a)

= (111.13)
n-p n-p n-p

Lineer olmayan regresyon modellerinde olusturulan J Jacobian matrisi, lineer
modellerdeki X tasarim matrisinin roliinii oynar [9]. Bu nedenle lineer en kiglk
karelerin bilinen 6zellikleri, lineer olmayan en kuclk Kkarelerde asimptotik

(yaklasik) olarak saglanir. Gallant (1987), eger 6rneklem biiytikliigii yeteri kadar

bilyik ve & ~ N(0,0°) varsayimi saglaniyorsa, 6 Kestiricisinin,
0~ N[8,(3) 7] (111.14)

asimptotik olarak 6zelligine sahip oldugunu gdstermistir [7].
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111.3. COKLU iC ILISKi PROBLEMI
Lineer olmayan modellerde, i¢ iliskinin derecesinin (siddetinin) ve sonuglarinin

(etkilerinin) teshisi, lineer modellere gére daha karmasiktir. Fakat (II1.7) ve (111.14)
denklemlerinden J Jacobian matrisi, lineer modellerdeki X matrisinin roluni
oynamaktadir. Bu sebeple, lineer modellerdeki i¢ iligki teshis yontemlerini lineer

olmayan modellere genigletmek miimkiindiir.

J Jacobian matrisi i¢ iliski i¢in incelendiginde, bu matrisin yapisindan
kaynaklanan bir problem ortaya ¢ikar. J matrisi sadece X tasarim matrisine degil,
ayrica @ parametresine de baglhdir. Bu da parametre uzayinda, i¢ iligkinin noktadan
noktaya degisiklik gostermesine sebep olur. Ayrica X tasarim matrisinin siitunlari
arasindaki iliski J matrisinin siitunlar1 arasindaki iligskiye karsilik gelebilir veya

gelmeyebilir [9].

I¢ iliski problemi lineer olmayan regresyonu iki sekilde etkiler. Ilk etki, Gauss-
Newton algoritmasinin iraksamasi ya da ¢ok gec¢ yakinsamasidir. Bunun nedeni, her
adimda hesaplanan J'J matrisinin, J matrisindeki i¢ iliski nedeniyle kotii kosullu
olmas1 ve dolayisiyla tersinin almmasinda zorluklarin meydana gelmesidir. Ig
iligkinin yiiksek oldugu durumda (gergek iliski) Jacobian matrisi tam rankh
olmayacak ve (JJ)™ hesaplanamayacaktir. Bunun sonucu olarak yakinsaklik
saglanamayacaktir. Ikinci etki ise, lineer olmayan en kiiciik kareler kestiricisinin

kestirilen asimptotik varyans-kovaryans matrisi,
Cov(d) = 52(3I)™ (111.15)

JJ matrisini igerdiginden, gercek degerinden sapmasidir. Buna bagli olarak
kestirilen parametre degerleri i¢in kurulan giiven araliklari, lineer modellerde oldugu

gibi, genisleme gosterebilir.

Jacobian matrisindeki i¢ iligki, verinin doniistliriilmesinden etkilenebilir. Bu

anlamda, bir yaygin problem de J(6,) matrisinin siitunlarinin olduk¢a farkli
degerlere sahip olmasidir. J(6,), f(X,8) fonksiyonunun tiirevlerini igerdiginden

dolayr, bu matrisin elemanlar1 fonksiyonun egimleridir. ~ Eger bu egimler

birbirlerinden ¢ok farkli ise, bu durumda fonksiyon bazi yonlerde dik, bazi1 yonlerde
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ise daha yiizeysel (derin olmayan, sig) bir yapidadir. Bu yapida olan bir yiizey ile
calismak oldukca giictiir. Bazen orijinal veri 6l¢eklenerek, Jacobian matrisinin
stitunlar1 arasindaki dengeyi saglamak miimkiindiir. Bu yiizeyden kaynaklanan bir
sorun oldugu icin yapilan 6lgekleme yiizeyin biraz daha diizlestirilmesi anlamina

gelmektedir [9].

I11.3.1 iC ILiSKi TESHISI

Lineer olmayan regresyon modellerde i¢ iliski teshisi i¢in, Onerilecek olan
yontem, Belsley (1991)’ in lineer modellerde onerdigi i¢ iliski teshis yontemidir.
Belsley’ in i¢ iliski teshisinde bahsettigi lineer modeldeki X matrisinin yerini burada
J Jacobian matrisi alacaktir. Ayrica i¢ iligski teshis yontemini vermeden once teshis

i¢in bilinmesi gereken bazi teknik gereksinimler verilecektir.

111.3.1.1 J MATRISININ TEKIL-DEGER AYRISIMI
Herhangi bir nx p boyutlu J matrisi, UTU =V 'V =1 ve D, J matrisinin tekil
degerleri olan s, 44,,..., 1, ifadelerinden olusan negatif olmayan kdsegen matris

olmak Uizere,

J=UpVT (111.16)

seklinde ayristirilabilir. Bu ¢ok etkili bir ayrisimdir. Ciinkii ayrisimin ii¢ bileseni de
cok 6zel matrislerdir: U, siitunlar1 ortogonal bir matris, V, hem satirlar1 hem de
stitunlar1 ortogonal bir matris ve D, negatif olmayan kdsegen bir matristir. Burada U,
nxp,V, pxp ve D, pxp boyutlu olarak kabul edilir. Fakat ayristirmaya uygun
farkli boyut se¢imi yapilabilir ve ayrica farkli boyut se¢cimleri yapilan ¢alismaya gore
daha kullanigh olabilir. (III.16) ayrisimi incelenecek olursa, J matrisinin siitunlari, U
matrisinin slitunlarinin lineer birlesimi ve satirlari, V matrisinin siitunlarinin
birlesimidir. Bu anlamda, U matrisinin siitunlar1 J matrisinin siitun uzayi i¢in bir
ortogonal taban, V matrisinin siitunlari (ve satirlart) J matrisinin satir uzayi igin bir

ortogonal taban olusturur.

[11.3.1.2 VARYANS AYRISIMI
Varyans ayrisiminda ilk adim olarak J matrisi dlgeklenir. Olgekleme islemi

birim uzunluk dlgeklemesine gore, J matrisinin j. stitunu x; olmak uzere, j. stitunun
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her elemani /X X; ile boliinir. Bu islem p siitun i¢in gergeklestirilir. Bdylece

matrisinin tiim siitunlar1 normalize edilmis ve siitunlar arasindaki denge saglanmis

olur. Bir sonraki adimda J matrisinin p tane kosul indeksi olan,

_ Ve j=12,..,p (111.17)

degerleri hesaplamir. Burada A; degeri JJ matrisinin j. dzdegeri, 4., ise JJ

max

matrisinin en biiyiik 6zdegeridir.

(II1.17) denklemi ile verilen kosul indeksi, lineer modellerde oldugu gibi lineer

olmayan modeller i¢in i¢ iliski teshisinde bir 6l¢iit olarak kullanilabilir.

Genel regresyon varsayimlari altinda (II1.7) denklemi ile verilen lineer modelin

en kiiciik kareler kestiricisinin varyans-kovaryans matrisi o*(J'J)" ile verilmisti. J

matrisinin tekil deger ayrnigtmimi kullanarak, J=UDV'™ olmak (zere, varyans-

kovaryans matrisi,

Cov(d) =2 (3J)™
=c’(VD'UTUDV )™

(111.18)
=c’(VDVT)™*
— VDN
seklinde ayristirilabilir. Buradan k. parametrenin varyansi,
" V2
Var(6,) =0 —% (111.19)
i H

u; degerleri J matrisinin tekil degerleri ve V = (v;) olmak Uzere elde edilir. (111.19)
H 2 R LA - - v eeqee . .. .
denkleminde, u; =4, esitliginin saglandigi gorilir. Bu ise J matrisinin tekil

noktalarmin, J'J matrisinin 6zdegerlerine karsilik geldigini gosterir.
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(111.19) denklemi, Var(ék) degerini nx p boyutlu J matrisinin her biri p tane
tekil degerden bir ve yalniz biri ile iliskili bilesenlerin toplamina ayristirir. ,ujz
paydada oldugundan, yakin baghlik gosteren yani kiigtik 4, tekil degerine sahip

bilesenler diger bilesenler ile biiyiik iliskili olacaktir. Dolayisiyla, ayn1 kiiciik tekil
degere iliskin bilesenlere karsilik gelen iki ya da daha fazla parametrenin agsiri
derecede yliksek varyans orani, J matrisinin bu parametrelere iliskin siitunlarinin
yakin iligki igerdiginin kanitidir [1]. Her bir tekil degere, dolayisiyla kosul sayisina

karsilik gelen varyans-ayrisim orani,

V2 P
bi=—s ., d=Dd k=12..p (111.20)
H; j=1
tanimlamalari ile
_ ¢kj K i=
Ty =— J=L2,...,p (11.21)
)

seklindedir. Varyans-ayrigim oranlar1 Tablo 3.1 ile [] matrisinde verilmistir.
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Tablo I11.1 Varyans Ayrisim Oranlarinin IT Matrisi

Kosul Var(d) Var(,) .. Var(d,)
Saylst Oranlan
T Ty 1o e Tp
m, Ty Ty e Ty
Mp 7T TC 2 e o

IT matrisinde her satir, verilen g, tekil degerine ya da 6zdes olarak n; = p . / 1,

kosul indeksine karsilik gelir. Bu satirlar, kosul indeksinin artan (azalan) sirasina
gore siralanabilir. Eger kosul indeksi artan sirasina gore siralanirsa, en kiiciik kosul
indeksi en iistte olmak {izere daima 1 degerine esit olacak, en biiyiik kosul indeksi ise
daima kosul sayisina esit olacaktir. Ek olarak, her kosul sayisi tamsay1 degerine
yuvarlatilarak, virgiilden sonraki degeri géz ardi edilebilir. Ayrica IT matrisinde
(II.22) denkleminde oldugu gibi, varyans-ayristm oranlarina iligkin her siitunun

elemanlar1 toplam1 1 degerine esittir.

p
My + Ty +ot Ty = D7),
j=1

YAy, (111.22)

j=1 ¢l 1 j=1

1 p
= Z¢1i =1
P TR
j=1
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IT matrisindeki yiksek kosul indeksi i¢in, bu kosul indeksine iliskin satirda
Iki veya daha fazla yiiksek varyans ayrisim orani (6rnegin, 0.5 den buytk) varsa, bu
durumda, bu varyans ayrisim oranlarina iliskin bagimsiz degiskenler yakin lineer

iliski i¢indedir [10].

I11.3.2 TESHIS YONTEMININ UYGULANMASI

Verilen herhangi bir veri matrisinde i¢ iliski teshisinde bulunurken, iki esik

degeri hesaplanmalidir. Bunlardan biri, kosul indeksi igin kesme degeri, 7", digeri

ise varyans ayrisim orani i¢in kesme degeri, 7", ifadeleridir [8]. Yapilan ¢aligmalar
lineer olmayan modellerde oldugundan, uygulanacak adimlar lineerlestirilmis model

olan
y=JB+¢ (1n.23)

denklemi tlizerinden yapilacaktir.

Adim 1. J matrisinin siitunlar1 birim uzunluk 6l¢eklemesine gore standartlastirilir.

Adim 2. J matrisinin tekil deger ayrisimi elde edilir ve bundan yararlanarak (I11.17)

denkleminde oldugu gibi 7; kosul indeksi ve Tablo IIL.1 de oldugu gibi varyans-

ayrigim oranlarinin IT matrisi hesaplanir.

Adim 3. Secilen 7" esik degerini asan kosul sayisina gore, yakin iligkinin

(bagliligin) sayis1 ve derecesi belirlenir. Bu esik degeri 10, 15 veya 30 alinabilir [8].

Adim 4. 3. Adimda secilen esik degerine gore, ilimli iligkiye isaret eden (esik
degerine yakin kosul indeksleri) kosul indeksleri ve kuvvetli iligkiye isaret eden (esik

degerini ¢ok asan kosul indeksleri) kosul indeksleri arastirilir.

Adim 5. Bu adimda, bir 6nceki adimda belirlenen potansiyel iliskilerin dereceleri

arastirilir. Bu iligkilerden kaynaklanan regresyon kestirimlerindeki diisiis belirlenir.
Iliski derecelerini arastirmak igin varyans ayrisim orani esik degeri olarak 7* =0,5

alinabilir.
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I11.3.3 iC ILiISKi DURUMUNDA PARAMETRE KESTIiRIMINE
ALTERNATIF BiR YAKLASIM

Lineer olmayan modellerde i¢ iliski problemi, teshisi ve giderilmesi agisindan
lineer modellere gore daha karmasik bir yapiya sahiptir. I¢ iliski teshisi icin, lineer
modelde X tasarim matrisinin siitunlari arasindaki iliski incelenirken, lineer olmayan
modelde J Jacobian matrisinin siitunlari incelenir. Jacobian matrisi sadece X
matrisinin siitunlarina degil, @ parametre vektoriine de bagl oldugundan, Jacobian
matrisinin siitun vektorleri arasindaki iligki, X matrisinin stitunlart arasindaki iligkiye
bagl olabilir ya da olmayabilir [9]. Bir diger ifadeyle, lineer olmayan modelde
tasarim matrisindeki i¢ iliski, modeli lineerlestirdikten (diizlemlestirdikten) sonra
olusan yeni tasarim matrisine tasinmayabilir. Bir sonraki boliimde anlatilacak olan
simiilasyon ¢alismasinda, i¢ iliskinin linecer olmayan modelden, lineer modele

taginmasi konusundan bahsedilecektir.

I11.3.3.1 ITERATIF RIDGE REGRESYON
J'J, Jacobian matrisindeki i¢ iligki yiiziinden kotii kosullu ise Gauss-Newton
yontemi ile kestirilmek istenen (111.1) modelindeki parametreler icin en kuguk kareler

yontemi optimal bir yaklagim vermeyecektir.

II. Boliimde de bahsedildigi gibi, lineer modelde i¢ iliski olmas1 durumunda
kullanilan ridge kestirici, en kii¢lik kareler kestiricisinden daha iyi sonuglar verir. Bu
anlamda, i¢ iligki olmasi durumunda, (III.1) denklemi ile verilen lineer olmayan
modelin parametre kestirimi icin, Gauss-Newton yontemi ile adimsal olarak
uygulanan en kiglk Kkareler kestiricisi yerine, ridge regresyon uygulanabilir. O
halde, (IIL.1) lineer olmayan modelin ilk adimdaki lineerlestirilen (III.7) lineer

modeli, B, yerine esiti olan 8 — 6, degeri yazilarak,
Yo=J,(0-6,)+¢ (11.24)

seklinde diizenlenirse, ilk adimda olusturulan bu lineer model i¢in parametre

kestiriminde,
6-6,=6,-6,=(3.3,)"3y, (111.25)
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en kiigiik kareler kestiricisi kullanmak yerine, bu adimda,

(0-6,).=6,,—6,=(33,+k1)*3y, (111.26)

ridge kestiricisi kullanmak yararli olacaktir. O halde, (I11.24) modeli i¢in elde edilen

ilk kestirim,
6,=6,+(313,)1Ly, (11.27)

yerine,

~

B =6, + (33, + k1) 35, (111.28)

seklinde elde edilmis olur. Burada, ridge kestirici kullanmaktaki amag, i¢ iliski
durumunda, en kugiik kareler kestiricisinden daha iyi sonuclar elde edilebilmektedir.
Dolayisiyla (I11.28) ile elde edilen kestiricinin (II1.27) ile elde edilen kestiriciden

daha iyi oldugunu gosterilmesi gerekir.

Hata kareler ortalamasi karsilastirmasi ile hangi parametre kestiriminin gergek
parametreye daha yakin oldugu gosterilebilir. (II1.28) denklemiyle elde edilen, ridge
kestirim igin hata kareler ortalamasi (II1.27) denklemiyle elde edilen en kiigiik

kareler kestiriminin hata kareler ortalamasiyla karsilastirilirsa,

HKO(8y) = E[(6, - 6)' (8, - 0)]
= E[(6,-6+6,-6,)(6,—-0+8,-6,)]
= E{[(6= —6,) — (0 -6,)][(66,)— (6 - 6,)]}
= HKO(6, - 6,)
<HKO@-8,)
=E{[(0-6,)-(0-6,)][(6-6,) - (06,1}
= E[(6-9)'(6-9)]
= HKO(8)

(111.29)

elde edilir. (II1.29) esitsizliginde ridge kestiricisinin, en kiigiik kareler kestiricisinden

daha kii¢iik hata kareler ortalamaya sahip oldugu goriiliir. Burada, 8; —6, ve 6 - o,

sirasiyla, (I11.24) lineer modelindeki € -6, parametre vektorintn ridge ve en kiguk
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kareler kestiricileridir. HKO(6 —8,) < HKO(6-8,) esitsizliginin en az bir k>0
yanlilik parametresi i¢in saglanacagi Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan

ispatlanmistir. Ridge kestirici ger¢ek parametreye daha yakin oldugundan, lineer

olmayan modelde de parametre kestirimi i¢in yeni bir yaklagim olarak kullanilabilir.

Birinci iterasyonda modele yapilan bu yeni yaklasim, parametre kestirim
siirecinde yakinsaklik saglanincaya kadar, her iterasyonda i¢ iliski incelemesi
yapilarak, genellestirilebilir. Bunun i¢in, Boliim IV de verilen simiilasyon ¢aligmasi

igin bir algoritma gelistirilmistir.
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BOLUM IV

SIMULASYON CALISMASI

Lineer olmayan modelde i¢ iliski olmasi durumunda, parametre kestirimine
yeni bir yaklasim olan iteratif ridge regresyon, Uglnct bolimde teorik olarak
anlatilmistir.  Bu bdliimde, teorisi anlatilan bu yeni yaklasimin gecerliligini
gostermek i¢in bir uygulamasi verilecektir. Ancak, uygulamada, gergek veriler
lizerinden parametrelerin yanliligt hesaplanamayacagindan, gercek veriler yerine

bilgisayar ortaminda {iretilen yapay veriler kullanilmigtir.

IV.1. YONTEM
Veriler, Mathematica 7.0 programinda, Roth ve Meyer (1972) in
: . 0,6,% i
makalelerinde kullandiklar1 veri ve y=—+=>22—+4¢ lineer olmayan model
1+6,x +6,X%,

referans alinarak iretilmistir. Cok degiskenli normal dagilimdan iiretilen veriler,
gercek verilere yakinlik gostermesi agisindan, gergek verilerin ortalamasi ve varyansi

esas alinarak dretilmistir. Hata terimi ise, N(0,1) dagilimindan iretilmistir.

Gergege yakin olarak iiretilen bu veriler kullanilarak, en kii¢lik kareler kestiricisi ile

bu tezde Onerilen ti¢ farkli kestirici karsilastirilmistir.

Onerilen ilk kestirici en kiigiik kareler kestiricisi,

~

B=(XX)"XYy (IV.1)
ile ridge kestiricisi,

N

Br= (XX +kl )XYy (1V.2)

birlesiminden olusan ve iteratif olarak elde edilen bir kestiricidir. Bu kestirici elde
edilirken, Boliim IV.2 ile verilen algoritma izlenmistir. Onerilen ikinci kestiricinin

birinci kestiriciden tek farki, iteratif olarak elde edilen rigde kestiricilerin elde
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edilisinde kullanilan yanlilik parametresi kK degerinin farkli secimidir. Son kestirici
ise modelde i¢ iliski olup olmadigina bakilmaksizin her adimda ridge regresyon

uygulanarak elde edilen kestiricidir.

IV.2. ALGORITMA
1. Lineer olmayan model Gauss-Newton yontemiyle lineerlestirilir.

2. Olusturulan lineer diizlemi geren, tasarim (Jacobian) matrisi elde edilir.

3. Tasarim matrisi birim uzunluk Slgeklemesi ile standartlastirildiktan sonra

korelasyon formu elde edilir (3'3).

4. Olusturulan bu korelasyon matrisi iizerinden i¢ iliski teshisi yapilir

(6rnegin, kosul sayis1 incelenebilir).

5. Ig iliski teshisine gore; eger i¢ iliski var ise bu adimda, birinci adimda elde
edilen model {izerinden ridge regresyon yapilir ve ridge kestirim elde edilir,
i¢ iligki yok ise en kiigiik kareler yontemi uygulanarak, en kiigiik kareler

kestiricisi elde edilir.

6. Besinci adimda elde edilen kestirici ile bir sonraki iteratif diizlem elde

edilir ve ikinci adimdan itibaren iglemler devam ettirilir.

7. Yakinsaklik saglanincaya kadar devam eden bu iteratif siire¢ yakinsaklik
saglandiginda sona erer ve elde edilen son parametre kestirim degeri olarak

alinir.

Simiilasyon c¢alismasi i¢in olusturulan bu algoritma, Mathematica 7.0

programinda kodlanarak yapilmistir.

1V.3. SIMULASYON ANALIZI
Lineer olmayan modellerde parametre kestirimi i¢in i¢ iliski olmasi

durumunda, en kicuk kareler yontemine alternatif olarak Onerilen iteratif ridge
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regresyon, farkli n veri sayisi ve degiskenler arasindaki p korelasyon katsayisina

gore incelenmistir. Parametrelerin ger¢ek degerlerine yakinsamasi ve hata kareler

ortalamasindaki iyilesme, lretilen veri sayist n ve degiskenler arasindaki p,

korelasyon katsayisinin farkli degerleri i¢in degisim gostermistir. Bununla birlikte,
verilerin standartlagtirllmast durumu da goz Oniinde bulundurularak analiz
yapilmustir. Ancak, standartlagtirllmamig veri ile yapilan analizlerin

standartlastirilmis verilere gore daha iyi sonuglar verdigi goriilmustUr.

Uretilen veriler, dncelikle, birim uzunluk 6lgeklemesi ile standartlagtirilmstir.
Daha sonra, bulunan degerler, standartlagtirma iglemi yapmadan yapilan analizler ile
karsilagtirilmistir.  Optimal parametre se¢imi siirecinde, standartlastirma ile ilgili en
¢cok oOne c¢ikan problemin, yakinsaklik problemi oldugu gorilmiistiir.
Standartlastirilmis veriler ile yapilan simiilasyon ¢alismasinda, yapilan simiilasyon

caligmasinin  yaklastk  %30°’u  yakinsaklik  gosterirken, bu  degerin,
standartlagtirillmamis veriler ile yaklasik %50 degerine ulastigi gorilmiustiir.

Dolayisiyla, yapilan tiim simiilasyon c¢alismasinda standartlastirma yapilmadan

parametre kestirimi yapilmigtir.

Islemsel zorluklardan dolay1 yapilan her simiilasyon 100 tekrar ile yapilmustir.
Farkli parametre degerlerine gore yapilan her simiilasyonda, Boliim III de, kuramsal
olarak gosterildigi gibi, varyansin azaldig1 ve ortaya ¢ikan yanliligin biiyiikliigiiniin
varyanstaki diislisin biiyiikliigiinden fazla olmadig1 goriilmiistiir. Dolayisiyla ridge
kestiricisinin hata kareler ortalamasinin, en kiigiik kareler kestiricisinin hata kareler
ortalamasindan daha diisilk oldugu tespit edilmistir. Yanlilik, tiim simiilasyon
sonucunda  kestirilen  parametrelerin  ortalamasi, beklenen degeri ile
hesaplandigindan, simiilasyon sayisinin fazla olmasi ile daha diisiik degerler alabilir.
Dolayisi ile yiiksek boyutlu simiilasyon ¢aligmalarinin sonuglari daha makul sonuglar

verebilir.

Yapilan simiilasyon ¢alismasinda, izlenilen bir diger durum, Gauss-Newton
yontemi ile parametre kestirim siirecinde, baslangic parametrelerinin uygun
secimidir. Bu durum yakinsakligi biiyiik 6l¢iide etkilediginden 6nemlidir. Farkh

baslangi¢ parametreleri alinarak yapilan ¢alismalarda, yakinsaklik oranlarinin blyik
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Olciide degistigi goriilmiistiir. Gergek parametre degerinden uzak degerler baslangic
parametresi olarak segildiginde, yakinsakligin zaman zaman saglanmadigi ya da ge¢
saglandig1 goriilmiistiir. Bununla birlikte, baslangi¢ parametresi, ger¢ek parametre

degerine ne kadar yakin segilirse, yakinsakligin daha hizli saglandigi goriilmiistiir.

n=50,100,200,300 ve p=0.75,0.80,0.85 degerleri géz Oniine alinarak 11

farkli simiilasyon c¢alismasi yapilmistir.  Alinan sonuglara goére, sunulan yeni
yaklasim, her simiilasyonda, en kiiciik karclere gore daha iyi sonuglar vermistir.

Tablo IV.1 de n=100 ve p=0.75 igin ve Tablo IV.2de n=50 ve p=0.85 igin

elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo IV.1 ve Tablo IV.2 de kestirilen parametrelerin hata kareler ortalama

sk

degerleri dort farkli kestirici i¢in verilmistir. Tablolarda ile verilen hata kareler
ortalamas1 dort kestirici arasinda en iyi olan1 gOstermektedir. HKO( BR(k*)) ile

verilen hata kareler ortalamasindaki k* degeri (I.38) denklemi kullanilarak

hesaplanmuistir.
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Tablo1V.1. n=100 ve p=0.75 i¢in Hata Kareler Ortalama Degerleri

HKO(Baw )  HKO(Bagreyenc) HKO(Brgey)  HKO(Brpuce) |
17.6288 13.02687 10.92458* 13.02685
36.8682 19.86607 14.93999* 19.86605
20.8950 15.26487 12.10969* 15.26545
43.1319 19.04347 18.52799 15.29195*
11.4045 8.769070 7.52404* 8.76905
18.0447 12.28927 10.89067* 12.28925
14.4554 12.26377 11.63209* 12.26375
237.371 14.91427 9.515370* 14.91425
16.7145 8.19475 5.928390* 8.19473
59.9501 28.67407 22.59329* 28.67405
65.7715 10.79064 8.843980* 10.79062
112.848 32.47137 26.38399* 32.47135
19.3924 11.86057 10.01329* 11.86055
8.00672 7.432330 6.505100* 7.43231
11.4143 7.905230 7.218520* 7.90521
22.9103 14.12317 11.47419* 14.12315
8.90163 8.084840 7.425370* 8.08482
15.8127 1.942222 9.860140 1.942202*
527.970 27.60247 21.18769* 27.60245
15.5696 12.42897 10.66365* 12.42895
166.591 15.19917 8.125180* 15.19915
277.221 24.16167 14.93579* 24.16465

Yany e e = 1.61017, yan;(k*) =1.09449, yany ., =1.61015

n=100, p=0.75
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Tablo1V.2. n=50 ve p=0.85 i¢in Hata Kareler Ortalama Degerleri

HKO(Baw ) HKO(Brgepek) HKO(Br)  HKO(Brgue))
35.8456 13.250281* 13.884777 13.250282
823.532 17.162281 10.284877* 17.162282
57.4161 11.204381* 12.858677 11.204382
252.342 9.7809510 5.7964970* 9.7809520
69.6839 10.465181 8.8189570* 10.4651820
38.0684 8.4627610 6.4887470* 8.4627620
15.0149 7.1733110 5.2566570* 7.1733120
178.318 33.625381 29.535177* 33.625382
20.7315 11.982981* 12.076477 11.982982
14.8563 6.9410210 6.0294470* 6.9410220
12.8275 8.1279110 6.2869370* 8.1279120
743.115 20.944581 9.9997870* 20.944582
4.19498 3.6202910 3.3786270* 3.6202920
4.60677 4.1089010 4.0100970* 4.1089020
54.7793 6.1441710 3.8076170* 6.1441720

YaNE ey, = 0-258681, yan;( ) =0.258577, Yang s = 0.258682
n=50, p=0.85
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SONUC VE TARTISMA

Regresyon modelleriyle yapilan caligmalarda, yanmit degiskenini agiklayan
degiskenlerin tam anlamiyla bagimsiz ya da iliskisiz oldugu beklenemez. Bu
iliskinin derecesine gore model parametrelerinin kestiriminde kullanilan en iyi
yontem arastirmaci tarafindan secilebilir. Ornegin, modeldeki agiklayici degiskenler
arasindaki ig iliskinin derecesi yok veya az ise en kicuk kareler yontemi bilinmeyen
parametrelerin kestirilmesinde kullanighdir. Aksi takdirde, yani i¢ iliskinin derecesi
fazla ise, parametre kestirimi igin siklikla kullanilan en kii¢iik kareler yontemi tutarlt

sonuclar vermez [4].

Coklu ig iliski problemini tamamen giderilmesi miimkiin olmamasina ragmen,
lineer modellerde, var olan iliskinin derecesini azaltmak igin, literatiirde birgok
yontem ve analitik ¢6ziim Onerilmistir. Hoerl ve Kennard (1970)’1n 6nerdigi ridge
regresyon en ¢ok kullanilan analitik ¢6ziimler arasindadir. Lineer modellerde
kullanilan ridge regresyon ile yanh fakat tutarli ve daha kilicik varyansa sahip
kestirimlerin elde edilmesi amag¢lanmaktadir. Bu anlamda, lineer modellerde i¢ iliski
olmas1 durumunda, parametre Kkestirimi igin kullanilan ridge regresyon, en kiigiik

karelere gore daha giivenilir ¢ikarsamalar verir.

Lineer olmayan modellerde parametre kestirim sireci, lineer modellere gore
daha karmagik bir yapiya sahiptir.  Model uzayda bir egri veya ylzey
olusturdugundan, i¢ iligskinin teshis edilmesi ve giderilmesi lineer modellerden daha
farklidir. Lineer regresyon modellerinde, X tasarim matrisinin siitunlar1 arasindaki
lineer iligki incelenirken, lineer olmayan modellerde Jacobian matrisinin siitunlari
incelenir. Jacobian matrisi sadece X matrisinin siitunlarina degil, € parametre
vektoriine de bagli oldugundan Jacobian matrisinin siitun vektdrleri arasindaki iliski,

X matrisinin siitunlar1 arasindaki iliskiye bagl olabilir ya da olmayabilir [9].

Lineer olmayan modellerde, Jacobian matrisi ile elde edilen korelasyon matrisi,
J, Jacobian matrisindeki i¢ iligki yiiziinden kotii kosullu ise, model parametrelerinin

Gauss-Newton yontemi ile en kigik kareler kullanarak kestirilmesi yanlis

41



cikarsamalara neden olabilir. Bu asamada, lineer modellerde i¢ iligki olmasi
durumunda, en kiguk karelere gore daha iyi bir Kkestirici olan ridge kestiricisi bu
tezde lineer olmayan modellere uyarlanmistir. Ig iliski teshisi X matrisi Gizerinden
degil J Jacobian matrisi tizerinden yapilmistir.  Lineer olmayan modellerde
parametre kestirimi iteratif bir siire¢ oldugundan, yakinsaklik saglanincaya kadar her
iterasyonda, i¢ iligki teshisi yapilmis ve buna bagli olarak kestirici tercih edilmistir.
I¢ iliski olmas1 durumunda ridge kestirici, i¢ iliski olmadig1 durumda ise en kiigiik
kareler kestirici tercih edilmistir. Bdylece, yakinsaklik saglandiginda elde edilen
kestirim degeri, her iki kestiricinin kombinasyonundan elde edilmistir. Bu
yaklasimla elde edilen sonuglar dogrultusunda, kestirim degerlerinin daha tutarli
oldugu teorik olarak ve hata kare ortalamalar1 bir simiilasyon ¢alismasi ile

karsilastirilarak, gosterilmistir.

Literatiirde lineer regresyon modellerinde i¢ iliski olmast durumunda ridge
kestiricisine alternatif olarak bir¢ok yanli kestirici onerilmistir. Yapilan bu ¢alisma
temel alinarak, lineer olmayan regresyon modellere de alternatif kestiricilerin

uygulanabilirligi incelenebilir.
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