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BÖLÜM 1. GĐRĐŞ                                                             M. MUSTAFA BAHŞI  
 

 

BÖLÜM 1 

 

GĐRĐŞ 

 

 Bu tezdeki amaç gδpr-yerel kapalı kümeler ve gδpr*-yerel kapalı kümeleri 

çalışmak olmuştur.  

 gδpr-yerel kapalı kümeler ve gδpr*-yerel kapalı kümelerin özellikleri ve 

karakterizasyonları araştırılmıştır.  

 gδpr-yerel kapalı kümeler ve gδpr*-yerel kapalı kümeler arasındaki 

ili şkiler incelenmiştir. 

 Öte yandan gδpr*-lc-sürekli ve gδpr*-lc-kararsız fonksiyonlar ve 

özellikleri araştırılmıştır. 

 Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır. 

  

 Đlk bölümde tezimizi tanıtan bilgiler sunulmaktadır. 

  

 Đkinci bölümde tezde kullanılan temel tanım ve teoremler sunulmaktadır. 

 

Üçüncü bölümde gδpr-yerel kapalı kümeler ve gδpr-yerel kapalı kümelerin 

özellikleri çalışılmıştır. 

  

 Dördüncü bölümde gδpr-lc-sürekli ve gδpr-lc-kararsız fonksiyonlar 

çalışılmıştır. 

 

 Beşinci bölümde gδpr-yerel kapalı kümeler ve gδpr*-yerel kapalı 

kümelerin ilişkileri araştırılmıştır.  

 

 Altıncı bölümde gδpr*-lc-sürekli ve gδpr*-lc-kararsız fonksiyonlar 

çalışılmıştır. 
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Öte yandan gδpr*-yerel kapalı kümeler ailesinin çeşitli özellikleri ve 

karakterizasyonları incelenmiştir.  
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BÖLÜM 2 

 

ÖNCEKĐ ÇALI ŞMALAR 

 

Bu tezde topolojik uzayları (X,τ) ve (Y,σ) ya da kısaca X ve Y ile 

göstereceğiz. 

 

X bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesinin kapanışını cl(A) ve içini 

int(A) ile göstereceğiz.  

 

Tanım 2.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A=int(cl(A)) ise A kümesine düzenli açık denir (Stone,1937). 

 

Tanım 2.2. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A= cl(int(A)) ise A 

kümesine düzenli kapalı denir (Stone,1937). 

 

Tanım 2.3. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

Eğer A⊂ int(cl(A)) ise A kümesine önaçık denir (Mashhour ve ark., 1982). 

 

Tanım 2.4. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. Önaçık kümelerin 

tümleyenlerine önkapalı kümeler denir (El-Deeb ve ark., 1983). 

 

Tanım 2.5. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

∀ (x∈B)∈τ için int(cl(B))∩ A ≠ ∅  ise x noktasına A kümesinin bir δ -

kapanış noktası denir (Velicko, 1968). 

 

A kümesinin tüm δ -kapanış noktalarının kümesine A nın δ -kapanışı 

denir veδ -cl(A) ile gösterilir (Velicko, 1968). 

 

Tanım 2.6. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A⊂  int(δ -cl(A)) ise 

A kümesine δ -önaçıktır denir (Raychaudhuri ve Mukherjee,1993). 
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Tanım 2.7. (X,τ) bir topolojik uzay olsun.δ -önaçık kümelerin 

tümleyenlerine δ -önkapalı kümeler denir (Raychaudhuri ve Mukherjee,1993). 

 

Tanım 2.8. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A kümesini kapsayan tüm δ -önkapalı kümelerin arakesitine A kümesinin 

δ - ön kapanışı denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

Tanım 2.9. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesinde bulunan 

tüm δ -önaçık kümelerin birleşimine A kümesinin δ -öniçi denir (Raychaudhuri 

ve Mukherjee, 1993). 

 

Teorem 2.10.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olsun. Bu durumda 

A ⊂ B ise δ -pcl(A) ⊂ δ -pcl(B) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

Teorem 2.11.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda δ -

pcl(A) kümesi δ -ön kapalıdır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

Teorem 2.12. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda δ -

pcl(δ -pcl(A))=δ -pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

Teorem 2.13. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

Bu durumda x∈ δ -pcl(A) olması için gerek ve yeter koşul ∀ (x∈)B∈ δ -

PO(X) için A∩ B ≠ ∅  olmasıdır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

Tanım 2.14. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. B açık küme olmak 

üzere A ⊆  B iken cl(A) ⊆  B oluyorsa A kümesine genelleştirilmi ş kapalı küme 

denir (Levine, 1970).  

 

Genelleştirilmi ş kapalı kümeye kısaca g-kapalı küme denir (Levine, 1970). 

 

Tanım 2.15. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer X \ A g-kapalı 

ise A kümesine genelleştirilmi ş açık küme denir (Levine, 1970). 
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Genelleştirilmi ş açık kümeye kısaca g-açık küme denir (Levine, 1970). 

  

Tanım 2.16. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A ⊂  B ve B ⊂  X düzenli açık olduğunda δ-pcl(A) ⊂  B oluyorsa A 

kümesine gδpr-kapalıdır denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

 

Tanım 2.17. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer X \ A gδpr-

kapalı ise A kümesine gδpr-açık denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

 

Tanım 2.18. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A kümesini kapsayan tüm önkapalı kümelerin arakesitine A kümesinin 

önkapanışı denir (El-Deeb ve ark., 1983). 

 

Tanım 2.19. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A ⊂  B ve B ⊂  X düzenli açık olduğunda cl(A) ⊂  B oluyorsa A kümesine 

düzenli genelleştirilmi ş kapalı küme denir (Palaniappan ve Rao, 1993). 

 

Düzenli genelleştirilmi ş kapalı kümeye kısaca rg-kapalı küme denir 

(Palaniappan ve Rao, 1993). 

 

Tanım 2.20. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A ⊂  B ve B ⊂  X düzenli açık olduğunda pcl(A) ⊂  B oluyorsa A 

kümesine genelleştirilmi ş öndüzenli kapalı küme veya düzenli genelleştirilmi ş 

önkapalı küme denir (Gnanambal, 1997; Noiri, 1998). 

 

Düzenli genelleştirilmi ş önkapalı kümeye kısaca gpr-kapalı küme denir 

 (Gnanambal, 1997; Noiri, 1998). 

 

Uyarı 2.21. (Ekici ve Noiri, 2006). (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X 

olsun. 

Bu durumda aşağıdaki diyagram geçerlidir. 
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kapalı →   g-kapalı →  rg-kapalı 

 

↓                   ↓                 ↓  

 

önkapalı→   gp-kapalı →gpr- kapalı 

 

↓                    ↓                 ↓  

 

δ-önkapalı  →  gδp-kapalı →  gδpr-kapalı 

 

Tanım 2.22. (X,τ) bir topolojik uzay ve C⊂ X olsun.  

C=A∩ B olacak biçimde A∈τ ve B kapalı kümeleri varsa C kümesine 

yerel kapalı küme denir (N. Bourbaki, 1966). 

 

Uyarı 2.23.(Balachandran ve ark., 1996) Aşağıdakiler özellikler geçerlidir. 

 

(i) (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A yerel kapalıdır gerek ve yeter 

koşul X\A açık ve kapalı kümelerin birleşimidir. 

 

(ii)  X uzayının her açık(kapalı) alt kümesi yerel kapalıdır. 

 

(iii)  Yerel kapalı kümelerin tümleyeni yerel kapalı olmak zorunda değilir. 

 

Tanım 2.24. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A=B ∩ C olacak biçimde B g-açık ve C g-kapalı kümeleri varsa A 

kümesine genelleştirilmi ş yerel kapalı küme denir (Balachandran ve ark., 1996). 

 

Tanım 2.25. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A=B∩ C olacak 

biçimde B g-açık ve C kapalı kümeleri var ise A∈GLC*(X, τ) olarak tanımlanır 

(Balachandran ve ark., 1996). 

 

Tanım 2.26. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

fonksiyon olsun. 
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Herbir A∈ GLC*(Y,σ) için 1−f (A) ∈ GLC*(X,τ) oluyorsa f  

fonksiyonuna GLC*-kararsız fonksiyon denir (Balachandran ve ark., 1996). 

 

Tanım 2.27. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

fonksiyon olsun. 

 

Herbir A∈σ için 1−f (A) ∈ GLC*(X,τ) oluyorsa f  fonksiyonuna GLC*-

sürekli fonksiyon denir (Balachandran ve ark., 1996). 

 

Tanım 2.28. (Balachandran ve ark., 1996) (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar 

ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı fonksiyon olsun. 

 

 (Y,σ) uzayının β  tabanı vardır öyleki A∈β  için 1−f (A) ∈ GLC*(X,τ) 

oluyorsa f  sub-GLC*-sürekli fonksiyon olarak adlandırılır. 

 

Teorem 2.29. (Balachandran ve ark., 1996) (X,τ) ve (Y,σ) topolojik 

uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı fonksiyon olsun.  

 

Aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

 

(i) f  sub-GLC*-süreklidir ancak ve ancak (Y,σ) uzayının ρ alt tabanı 

vardır öyleki A∈ρ için 1−f (A) ∈ GLC*(X,τ) dur. 

 

(ii) f  sub-LC-sürekli ise f  sub-GLC*-süreklidir. 
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BÖLÜM 3 

 

TOPOLOJĐK UZAYLARDA 

 

gδpr- YEREL KAPALI  

 

KÜMELER A ĐLESĐ  

 

Tanım 3.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A=B∩C olacak biçimde B gδpr-açık ve C kapalı kümeleri varsa A 

kümesine  gδpr-yerel kapalı küme denir. 

 

Örnek 3.2. X={a,b,c,d} τ={X, ∅ ,{a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},{a,c,d}} 

olmak üzere C={b,d} ve B={b,c,d} kümelerini alalım. 

 

C kümesi kapalı ve B kümesi gδpr-açıktır.  

Bu durumda C∩B={b,d} olduğundan {b,d} kümesi gδpr-yerel kapalı 

kümedir. 

 

Teorem 3.3. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. Her kapalı küme gδpr-yerel 

kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olsun ve A⊂ X alalım. 

 

A kapalı bir küme olsun. Bu durumda  

A=A∩X 

ve X gδpr-açık olduğundan A gδpr-yerel kapalı  kümedir. 

 

Uyarı 3.4. Her gδpr-yerel kapalı küme kapalı olmak zorunda değildir. 
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Örnek 3.5. X={a,b,c,d} τ={X, ∅ ,{a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},{a,c,d}} 

olmak üzere A={a,b} kümesini alalım. 

 

A kümesi gδpr-yerel kapalı kümedir.  

Ancak A kümesi kapalı küme değildir. 

 

Teorem 3.6. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. Her gδpr-açık küme gδpr-yerel 

kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olsun ve A⊂ X alalım. 

 

A kümesi gδpr açık küme olsun. Bu durumda  

A=A∩X 

ve X kapalı olduğundan A gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.7.(X,τ) bir topolojik uzay olsun. Her yerel kapalı küme gδpr-

yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

A ⊂ X yerel kapalı küme olsun. Bu durumda A=B∩C olacak biçimde B 

açık kümesi ve C kapalı kümesi vardır. B açık küme olduğundan Uyarı 2.21. den 

gδpr-açık kümedir.  

 

Bu durumda A gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.8. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. 

 

A∈GLC*(X,τ ) ise A, gδpr-yerel kapalı kümedir. 
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Đspat: 

 

A∈GLC*(X,τ ) olduğundan tanım gereğince A= B∩C olacak biçimde B 

g-açık kümesi ve C kapalı kümesi vardır. B g-açık olduğundan Uyarı 2.21. 

gereğince gδpr-açık kümedir.  

Bu durumda A gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.9. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. 

 

A gδpr-yerel kapalı kümedir ancak ve ancak A=B∩cl(A) olacak biçimde 

B, gδpr-açık kümesi vardır. 

 

Đspat: 

 

(⇒ :)  A gδpr-yerel kapalı küme olsun.  A=B∩C olacak biçimde B  gδpr-

açık kümesi ve  C kapalı kümesi vardır.  

 Buradan A⊂ B ve A⊂ cl(A) olduğundan A⊂ B∩cl(A) dır. 

 

Tersine A⊂ C ve C kapalı küme olduğundan   

cl(A) ⊂ cl(C)=C 

dir. Öyleyse cl(A)⊂ Cdir. Buradan  

 

A=B∩C 

           ⊃ B∩cl(A) 

 

dır.  

 Yani A⊃ B∩cl(A) dır.  

 

 Öyleyse A=B∩cl(A) olduğu bulunur. 

 

( ⇐ :) B gδpr-açık ve cl(A) kapalı olduğundan A=B∩cl(A)  gδpr-yerel 

kapalı kümedir. 
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Teorem 3.10. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere  gδpr-kapalı 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

A gδpr-yerel kapalı küme ise cl(A) \A gδpr-kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere A gδpr-yerel kapalı küme 

olsun. 

 

A, gδpr-yerel kapalı küme olduğundan Teorem 3.9 gereğince A=B∩cl(A) , 

olacak biçimde B gδpr-açık kümesi vardır.  

 

cl(A) \A=cl(A) ∩(X\B) 

 

dur.  

 cl(A) kapalı olduğundan gδpr-kapalı küme ve B gδpr-açık küme 

olduğundan X\B gδpr-kapalı kümedir.  

 

Öyleyse cl(A)\A gδpr-kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.11. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. 

 

cl(A) \A gδpr-kapalı küme ise A gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X için cl(A) \A gδpr-kapalı küme olsun.  

 

B=X \(cl(A) \A) 

 

olsun.  

  
cl(A) \ A gδpr- kapalı olduğundan B kümesi gδpr-açık kümedir ve 
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A=B ∩cl(A) 

 

olur.  

 Buradan B gδpr-açık küme olduğundan Teorem 3.9. gereğince A gδpr-

yerel kapalı kümedir. 

 

Sonuç 3.12. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere gδpr-kapalı 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

Bu durumda A gδpr-yerel kapalı kümedir ancak ve ancak cl(A) \A gδpr-

kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.13. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere gδpr-kapalı 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

A gδpr-yerel kapalı küme ise A∪ (X\cl(A)) gδpr-açıktır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X gδpr-yerel kapalı küme olsun. 

 

A, gδpr-yerel kapalı küme olduğundan Teorem 3.10 gereğince cl(A) \A 

gδpr-kapalı kümedir.  

  

B= cl(A) \A 

diyelim. 

 

Bu durumda cl(A) \A gδpr- kapalı olduğundan  

 

X\B= X\ (cl(A) \A) 

         

        = A∪ (X\cl(A)) 
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gδpr-açık kümedir. 

 

Yani A∪ (X\cl(A)) gδpr-açık kümedir. 

 

Teorem 3.14. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. 

 

A ∪ (X\cl(A)) gδpr-açık ise A gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere A∪ (X\cl(A)) gδpr-açık 

olsun. 

 

B=A ∪ (X\cl(A)) 

 

diyelim.  

 B gδpr-açık küme olduğundan X \B gδpr- kapalı kümedir ve  

 

X \B= X \( A ∪ (X\cl(A))) 

 

      = cl(A) \A 

 

olduğundan cl(A) \A  gδpr-kapalıdır.  

 Buradan Teorem 3.11. gereğince A gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Sonuç 3.15. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere gδpr-kapalı 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

A gδpr-yerel kapalı kümedir ancak ve ancak A∪ (X\cl(A)) gδpr-açıktır. 

 

Teorem 3.16. (X,τ) topolojik uzay ve A,B⊂ X olmak üzere gδpr-açık 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. 
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A ve B kümeleri gδpr-yerel kapalı kümeler ise A∩B kümesi gδpr-yerel 

kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A,B⊂ X olmak üzere A, B gδpr-yerel kapalı 

küme olsun. 

 

A ve B gδpr-yerel kapalı kümeler olduğundan Teorem 3.9. gereğince 

A=C∩cl(A) olacak biçimde C, gδpr-açık kümesi ve B=D∩cl(B) olacak biçimde 

D, gδpr-açık kümesi vardır.  

 

C ∩D gδpr- açık ve cl(A) ∩cl(B) kapalı olduğundan A∩B gδpr-yerel 

kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.17. (X,τ) topolojik uzay A⊂ X, Y ⊂ X ve A⊂ Y olmak üzere 

gδpr-açık kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. Y düzenli açık olsun. 

 

Y, (X,τ) topolojik uzayında g-açık ve A, (Y,τ|Y)  topolojik uzayında gδpr-

yerel kapalı küme ise A, (X,τ) topojik uzayında gδpr- yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

A, (Y,τ|Y)  topolojik uzayında gδpr-yerel kapalı küme olduğundan Teorem 

3.9. gereğince  

 

A=B ∩cl Y (A) 

 

olacak biçimde B gδpr-açığı vardır. Ayrıca  

 

cl Y (A)=Y∩cl(A) 
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idi. B, (Y,τ|Y)  topolojik uzayında gδpr-açık olduğundan B, (X,τ) topolojik 

uzayında gδpr-açıktır.  

 Buradan Y∩B gδpr-açıktır.  

 

A=(Y∩B) ∩cl(A) 

 

ve Y∩B gδpr- açık küme olduğundan Teorem 3.9. gereğince A, (X,τ) topolojik 

uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.18. (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olmak üzere gδpr-açık 

kümelerin sonlu birleşimi gδpr-açık olsun. 

 

A, B gδpr-yerel kapalı kümeler olmak üzere A ve B ayrılmış kümeler 

(Yani A∩cl(B)=∅  ve B∩cl(A)= ∅ )  ise A∪ B gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X ayrılmış kümeler olmak üzere A, B 

gδpr-yerel kapalı kümeler olsun. 

 

A, B gδpr-yerel kapalı kümeler olduğundan Teorem 3.9 gereğince 

A=G∩cl(A) olacak biçimde G gδpr-açık kümesi ve B=S∩cl(B) olacak biçimde S, 

gδpr-açık kümesi vardır.  

 

U=G∩(X\cl(B))  

ve  

 V=S∩(X\cl(A)) 

 

diyelim.  

 A=U∩cl(A) ve B=V∩cl(B) olur. Ayrıca  

 

V∩cl(A)= ∅   

ve  
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U∩cl(B)= ∅  

 

dir.  

 

A ∪ B= (U∩cl(A) ) ∪  (V∩cl(B)) 

 

           = ( U∪ V) ∩ (cl(A) ∪ cl(B)) 

 

  = (U∪ V) ∩cl(A ∪ B) 

 
 

olur.  

 Buradan U∪ V gδpr-açık cl(A∪ B) kapalı olduğundan Teorem 3.9. 

gereğince A∪ B gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Tanım 3.19. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. (X,τ) uzayının her yoğun alt 

kümesi gδpr-açık ise (X,τ) uzayına gδpr-submaximal uzay denir. 

 

Teorem 3.20. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. 

 

(X,τ) uzayı gδpr-submaximal uzay ise X uzayındaki her küme gδpr-yerel 

kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

Kabul edelim ki A⊂ X  

ve  

B=A ∪ (X\cl(A)) 

olsun.  

 

cl(B)=X dur. Öyleyse B yoğun kümedir. B yoğun ve uzay gδpr-

submaximal olduğundan U gδpr-açıktır.  

Teorem 3.14. gereğince A gδpr-yerel kapalı kümedir. Buradan X 

uzayındaki her küme gδpr-yerel kapalı kümedir.  
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Teorem 3.21. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere  gδpr-kapalı kümelerin 

sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

X uzayındaki her küme gδpr-yerel kapalı küme ise (X,τ) uzayı gδpr-

submaximal uzaydır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere A⊂ X kümesini alalım. 

 

A, (X,τ) uzayında yoğun küme olsun. Yani cl(A)=X olsun. Buradan  

 

A=A ∪ (X\cl(A)) 

 
dir.  

 A, gδpr yerel kapalı küme olduğundan Teorem 3.13. gereğince A gδpr açık 

kümedir.  

 Öyleyse (X,τ) topolojik uzayı gδpr-submaximal uzaydır.  

 

Sonuç 3.22. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere  gδpr-kapalı kümelerin 

sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

(X,τ) uzayı gδpr-submaximal uzaydır gerek ve yeter koşul X uzayındaki 

her küme gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.23. (X,τ) ve (Y,σ) iki topolojik uzay olsun. gδpr-açık kümelerin 

çarpımlarıda gδpr-açık olsun. 

 

A ⊂ X ve B⊂ Y olmak üzere A, (X,τ) topolojik uzayında gδpr-yerel kapalı 

küme ve B, (Y,σ) topolojik uzayında gδpr-yerel kapalı küme ise A×B kümesi  

(X ×Y,τ×σ) uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 
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A, gδpr-yerel kapalı küme olduğundan Teorem 3.9. gereğince  

A=U∩cl(A) 

olacak biçimde (X,τ) uzayında U, gδpr-açık kümesi var ve  

B, gδpr-yerel kapalı küme olduğundan Teorem 3.9. gereğince  

B=V∩cl(B) 

olacak biçimde (Y,σ)  uzayında V, gδpr-açık kümesi vardır. 

 

A ×B= (U∩cl(A)) × (V∩cl(B)) 

        

        = (U×V)∩(cl(A) ×cl(B)) 

 

   = (U×V)∩(cl(A ×B)) 

 

dir.  

 U×V gδpr-açık küme olduğundan A×B gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.24. (X,τ) topolojik uzayı ve  A⊂ X olsun. 

 

A gδpr-yerel kapalı küme ise A=B∩cl*(A) olacak ve biçimde B, gδpr-açık 

kümesi vardır. ( cl*(A)= ∩{C:A ⊂ C, C, X uzayında g-kapalı} ) 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere A⊂ X gδpr-yerel kapalı küme olsun. 

 

A, gδpr-yerel kapalı küme olduğundan A=B∩C olacak biçimde B, gδpr-

açık kümesi ve C kapalı kümeleri vardır.  

 

A ⊂ B ve A⊂ cl*(A) olduğundan A⊂ B∩cl*(A) olur. 

 

Tersine C kapalı olduğundan g-kapalı kümedir. Buradan,  

 

cl*(A) ⊂ C(=cl*(C)) 
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olur.  

 Yani  

 

A=B∩C⊃ U∩cl*(A) 

 

olur.  

 Buradan A=B∩cl*(A) bulunur. 
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BÖLÜM 4 

 

TOPOLOJĐK UZAYLARDA 

 

gδpr- lc-SÜREKL Đ FONKSĐYONLAR 

 

 

Tanım 4.1. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

 Y uzayındaki herbir A gδpr-yerel kapalı kümesi için 1−f (A) X 

uzayında gδpr-yerel kapalı küme oluyorsa f  fonksiyonuna gδpr-lc-kararsız 

fonksiyon denir. 

 

Tanım 4.2. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

 Herbir A∈ σ için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı küme 

oluyorsa f  fonksiyonuna gδpr-lc-sürekli fonksiyon denir. 

 

Teorem 4.3. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

f  fonksiyonu LC-sürekli ise gδpr-lc-süreklidir. 

 

Đspat: 

 

f  fonksiyonu LC- sürekli olsun. Herbir A∈ σ için 1−f (A) X uzayında 

yerel kapalıdır.  
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Teorem 3.7 dan 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir. Buradan 

herbir A∈ σ için 1−f (V)  X uzayında gδpr-yerel kapalı küme olur.  

 

Öyleyse f  gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Teorem 4.4. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

f  gδpr-lc-kararsız fonksiyon ise gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

Herbir A∈ σ için A, Y uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir ve f  gδpr-lc-

kararsız fonksiyon olduğundan 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

Buradan her A∈ σ için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir. 

Öyleyse f  gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Teorem 4.5. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

f  sürekli fonksiyon ise gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

Kabul edelimki f  sürekli fonksiyon olsun. Buradan f  sürekli fonksiyon 

olduğundan her A∈ σ için 1−f (A)∈ τ dur. Buradan herbir A∈ σ için 1−f (A), X  

uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

 

Öyleyse f  gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 
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Teorem 4.6. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

f GLC* sürekli fonksiyon ise gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

f  GLC* sürekli fonksiyon olsun.  

 

Buradan her A∈ σ için 1−f (A)∈GLC*(X,τ) olur. Teorem3.10 dan 1−f (A) 

X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

Yani her A∈ σ için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

Öyleyse f  gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Teorem 4.7. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

f  GLC*  kararsız fonksiyon ise gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

f  GLC* sürekli fonksiyon olsun.  

 

Her A∈σ   için  A∈GLC*(Y,σ) dır.  Ayrıca f  GLC* kararsız fonksiyon 

olduğundan her A∈GLC*(Y,σ)  için 1−f (A)∈GLC*(X,τ) olur.Teorem 3.8. dan  

1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

 Yani her A∈ σ için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir. 

Öyleyse f   gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

  

Teorem 4.8. (X,τ) topolojik uzay olsun. 
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X uzayı gδpr-submaximal ise X üzerinde tanımlı her fonksiyon gδpr-lc-

sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

Kabul edelim ki X uzayı gδpr-submaximal ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun.  

X uzayı gδpr-submaximal olduğundan Teorem3.20 gereğince X 

uzayındaki her küme gδpr-yerel kapalı kümedir.  

Buradan her A∈ σ için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir. 

Öyleyse f  gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Teorem 4.9. (X,τ) topolojik uzay olsun. gδpr-kapalı kümelerin sonlu 

arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

X uzayında tanımlı her fonksiyon gδpr-lc-sürekli fonksiyon ise X uzayı 

gδpr-submaximal dir. 

 

Đspat: 

 

Y={0,1} olmak üzere σ={ ∅ ,{0},Y} topolojisini alalım.  

A, (X,τ) uzayının bir alt kümesi olmak üzere f :(X,τ) → (Y,σ), x∈A iken 

f (x)=0 ve x∉A iken f (x)=1 olarak tanımlansın. X uzayının bir alt kümesi A  

için f  gδpr-lc-sürekli fonksiyon olduğundan 1−f ({0})=A ve A de X uzayında 

gδpr-yerel kapalı kümedir.  

 Buradan X uzayındaki her küme gδpr-yerel kapalı küme olur.  

 

Öyleyse Teorem 3.21 gereğince X uzayı gδpr-submaximaldir. 

 

Sonuç 4.10. (X,τ) topolojik uzay olsun. gδpr-kapalı kümelerin sonlu 

arakesiti gδpr-kapalı olsun. 
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X uzayı gδpr-submaximaldir ancak ve ancak X üzerinde tanımlı her 

fonksiyon gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Teorem 4.11. (X,τ), (Y,σ) ve (Z,ϑ ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ), 

g :( Y,σ) → ( Z,ϑ ) tanımlı bir fonksiyonlar olsun. 

 

f  ve g  gδpr-lc-kararsız fonksiyonların birleşimi gof  gδpr-lc-kararsız 

fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

f :(X,τ) →(Y,σ) ve g :( Y,σ) →( Z,ϑ )  fonksiyonları gδpr-lc-kararsız 

olsun. 

 

g  gδpr-lc-kararsız fonksiyon olduğundan Z uzayındaki her A gδpr-yerel 

kapalı kümesi için 1−g (A) Y uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

Ayrıca f  gδpr-lc-kararsız fonksiyon olduğundan  

 

1−f ( 1−g (A))= 1)( −gof (A) 

 

X uzayında gδpr-yerel kapalı küme olur.  

 

Buradan Z uzayındaki her A gδpr-yerel kapalı kümesi için 1)( −gof (A)  X 

uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

 

Öyleyse gof  gδpr-lc-kararsız fonksiyondur. 

  

Teorem 4.12. (X,τ), (Y,σ) ve (Z,ϑ ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ),  

g :(Y,σ) → ( Z,ϑ ) tanımlı bir fonksiyonlar olsun. 
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g  sürekli ve f  gδpr-lc-sürekli fonksiyon ise gof  gδpr-lc-sürekli 

fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

f :(X,τ) →(Y,σ)  fonksiyonları gδpr-lc-sürekli ve g :(Y,σ) →( Z,ϑ ) 

sürekli fonksiyonlar olsun. 

  

g  sürekli fonksiyon olduğundan her A∈ϑ  için 1−g (A)∈σ dir. Ayrıca 

f  gδpr-lc-sürekli fonksiyon olduğundan 

 

1−f ( 1−g (A))= 1)( −gof (A) 

 

X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

 

Buradan her A∈ϑ  için 1)( −gof (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Öyleyse gof  gδpr-lc-sürekli fonksiyondur. 

 

Tanım 4.13. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

Her A∈β  için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı küme olacak biçimde 

(Y,σ) uzayının β  tabanı varsa f  fonksiyonuna sub-gδpr-lc- sürekli fonksiyon 

denir. 

 

Teorem 4.14. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 
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f  fonksiyonu sub-gδpr-lc sürekli fonksiyon ise (Y,σ) uzayında her A∈ρ 

için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı küme olacak biçimde bir ρ alttabanı 

vardır.  

 

Đspat: 

 

f :(X,τ) →(Y,σ) sub-gδpr-lc sürekli fonksiyon olsun. 

 

f  sub-gδpr-lc sürekli fonksiyon olduğundan her A∈β  için 1−f (A) X 

uzayında gδpr-yerel kapalı küme olacak biçimde (Y,σ) uzayının β  tabanı vardır. 

β  tabanı aynı zamanda alttaban olduğundan her A∈ β  alttabanı için 1−f (A)  X 

uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 4.15. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olmak üzere gδpr-açık kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. 

 

(Y,σ) uzayında her A∈ρ için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı küme 

olacak biçimde bir ρ alttabanı varsa f  sub-gδprlc sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

ρ alttabanının altkümesi olmak üzere {A⊂ Y: A, ρ ye ait kümelerin sonlu 

sayıdaki kesişimi} olsun.  

Bu aile (Y,σ) uzayının tabanıdır. I sonlu küme olmak üzere  

 

A= I { iF : iF ∈ρ, i∈I} 

 

için Teorem 3.16. den  

 

1−f (A)=I { 1−f ( iF ): iF ∈ ρ,i∈I} 

 



 27

BÖLÜM 4. gδpr-lc- SÜREKL Đ FONKSĐYONLAR      M. MUSTAFA BAH ŞI  

 

X uzayında gδpr-yerel kapalı kümedir.  

 

 Öyleyse f  fonksiyonu sub-gδpr-lc sürekli fonksiyondur. 

 

Sonuç 4.16. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olmak üzere gδpr-açık kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. 

 

f  fonksiyonu sub-gδpr- lc sürekli fonksiyon ancak ve ancak (Y,σ) 

uzayında her A∈ρ için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı küme olacak 

biçimde bir ρ alttabanı vardır. 

 

Teorem 4.17. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olmak üzere gδpr-açık kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. 

 

f  fonksiyonu sub-GLC* sürekli fonksiyon ise f  fonksiyonu sub-gδpr-

lc sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

Teorem 2.29. (i) den (Y,σ) uzayında ρ alttabanı vardır öyleki her A∈ρ için 

1−f (A)∈GLC*(X,τ) dur. Teorem 3.8. dan 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı 

kümedir.  

Sonuç 4.16 den f  fonksiyonu sub-gδpr- lc sürekli fonksiyondur. 

 

Teorem 4.18. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) →(Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olmak üzere gδpr-açık kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. 

 

f  fonksiyonu sub-LC sürekli fonksiyon ise f  fonksiyonu sub-gδpr-lc 

sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 
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Teorem 2.29. (ii) den f  fonksiyonu sub-GLC* sürekli fonksiyondur. 

 Teorem 4.15. dan f  fonksiyonu sub-gδpr- lc sürekli fonksiyondur. 

 

Teorem 4.19.  (X,τ), (Y , σ), ( X ′ ,τ ′ ) ve (Y′ ,σ ′ )  topolojik uzaylar 

ve f :(X,τ) →(Y,σ) ,g:( X ′ ,τ ′ ) →(Y′ ,σ ′ ) tanımlı fonksiyonlar olsun. gδpr-açık 

kümelerin çarpımlarıda gδpr-açık olsun. 

 

f :(X,τ) →(Y,σ) ve g:( X ′ ,τ ′ ) →(Y′ ,σ ′ ) fonksiyonları sub-gδpr-lc 

sürekli fonksiyonlar isef ×g:(X × X ′ , τ ×  τ ′ ) →(Y ×  Y′ , σ × σ ′ ) fonksiyonu 

sub-gδpr-lc- sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

f :(X,τ) →(Y,σ) ve g:( X ′ ,τ ′ ) →(Y′ ,σ ′ ) fonksiyonları sub-gδpr-lc 

sürekli fonksiyonlar olsun. 

 

f  ve g  fonksiyonları sub-gδpr-lc sürekli fonksiyonlar olduğundan her 

A∈β  için 1−f (A) X uzayında gδpr-yerel kapalı küme olacak biçimde (Y , σ) 

uzayı içinβ  tabanı  

ve  

 

her B∈β ′  için 1−g (B)  X ′  uzayında gδpr-yerel kapalı küme olacak 

biçimde (Y′ ,σ ′ ) uzayı için β ′  tabanı vardır.  

Buradan 

 

β ′′ ={A ×B:A∈β  ,B∈β ′ } 

 

(Y × "Y ,σ × "σ ) uzayını üretir.  
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Her A×B∈β ′′  için  

 

1)( −× gf (A ×B)= 1−f (A) × 1−g (B) 

  

 Teorem 3.23. ten  X× X ′  uzayında gδpr-yerel kapalı küme olur. 

 

 Buradanf ×gfonksiyonu sub-gδpr- lc sürekli fonksiyondur. 
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BÖLÜM 5 

 

TOPOLOJĐK UZAYLARDA 

 

gδpr*- YEREL KAPALI 

 

KÜMELER A ĐLESĐ 

 

Tanım 5.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

 

A=B∩C olacak biçimde B gδpr-açık ve C δ -kapalı kümeleri varsa A 

kümesine  gδpr*-yerel kapalı küme denir. 

 

Teorem 5.2. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. 

 

Her δ -kapalı küme gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

A ⊂ X δ -kapalı bir küme olsun. Bu durumda  

A=A∩X 

ve X gδpr-açık olduğundan A gδpr*-yerel kapalı  kümedir. 

 

Uyarı 5.3. Bir topolojik uzayda gδpr* yerel kapalı kümeler δ- kapalı küme 

olmak zorunda değildir. 

 

Örnek 5.4. X={a,b,c,d} τ={X, ∅ ,{a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},{a,c,d}} 

olmak üzere A={a,b,c} kümesini alalım. 

 

A kümesi gδpr*-yerel kapalı kümedir.  

 

Ancak A kümesi δ- kapalı küme değildir.  
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Teorem 5.5. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. 

 

Her gδpr*-yerel kapalı küme gδpr yerel kapalıdır. 

 

Đspat: 

 

A ⊂ X olmak üzere A gδpr*-yerel kapalı küme olsun.  

 

Buradan  

A=B∩C 

olacak biçimde B gδpr-açık ve C δ -kapalı kümeleri vardır. Ayrıca C δ -

kapalı olduğunda aynı zamanda kapalı kümedir.  

 

Öyleyse A gδpr yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 5.6 (X,τ) bir topolojik uzay olsun. 

 

Her gδpr-açık küme gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

A ⊂ X kümesi gδpr açık küme olsun. Bu durumda  

A=A∩X 

ve X δ -kapalı olduğundan A gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Tanım 5.7. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

Herbir A∈ σ için 1−f (A) X uzayında gδpr*-yerel kapalı oluyorsa f  

fonksiyonuna gδpr*-lc-sürekli fonksiyon denir. 

 

 

 



 32

BÖLÜM 5.gδpr*YEREL KAPALI KÜMELER            M. MUSTAFA BAH ŞI  

 

Teorem 5.8 (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

Her gδpr* -lc-sürekli fonksiyon aynı zamanda gδpr -lc-sürekli 

fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

f  gδpr* -lc- sürekli fonksiyon ise her A∈ σ için 1−f (A) X uzayında 

gδpr*-yerel kapalı olur. Teorem 5.5 den 1−f (A) gδpr-yerel kapalı olur.  

 

Yani her A∈ σ için 1−f (A)  X uzayında gδpr-yerel kapalı küme olur.  

 

Öyleyse f  gδpr -lc- sürekli fonksiyondur.  
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BÖLÜM 6 

 

TOPOLOJĐK UZAYLARDA 

 

gδpr*- YEREL KAPALI KÜMELER 

 

VE 

 

gδpr*- lc-SÜREKL Đ FONKSĐYONLAR 

 

Teorem 6.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. 

 

A gδpr*-yerel kapalı kümedir gerek ve yeter koşul A=B∩δ -cl(A) olacak 

biçimde B, gδpr-açık kümesi vardır. 

 

Đspat: 

 

(⇒ :)  A gδpr*-yerel kapalı küme olsun.  A=B∩C olacak biçimde B gδpr-

açık kümesi ve C, δ -kapalı kümesi vardır.  

Buradan A⊂ B ve A⊂ δ -cl(A) olduğundan A ⊂ B∩δ -cl(A) dır. 

 

Tersine A⊂ C ve C δ -kapalı küme olduğundan 

 

δ -cl(A) ⊂ δ -cl(C)=C 

 

dir.  

 Öyleyseδ -cl(A) ⊂ Cdir. Buradan  

 

A=B∩C⊃ B∩δ -cl(A) 

 

dır.  

 Yani A⊃ B∩δ -cl(A) dır.  
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Öyleyse A=B∩δ -cl(A) olduğu bulunur. 

 

( ⇐ :) B gδpr-açık ve δ -cl(A) δ kapalı olduğundan A=B ∩δ -cl(A)  

gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 6.2. (X,τ) topolojik uzay ve A,B⊂ X olmak üzere gδpr-açık 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. 

 

A ve B kümeleri gδpr*-yerel kapalı kümeler ise A∩B kümesi gδpr*- yerel 

kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

A ve B gδpr*-yerel kapalı kümeler olduğundan Teorem 6.1. gereğince 

 

A=C∩δ -cl(A) 

olacak biçimde C, gδpr-açık kümesi ve  

B=D∩δ -cl(B) 

olacak biçimde D, gδpr-açık kümesi vardır.  

 C ∩D gδpr- açık ve  

 

δ -cl(A) ∩δ -cl(B) 

 

δ -kapalı olduğundan A ∩B gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

 

Teorem 6.3. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere  gδpr-kapalı 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

A gδpr*-yerel kapalı küme ise δ -cl(A) \A gδpr-kapalı kümedir. 

 

Đspat: 
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(X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere A⊂ X gδpr*-yerel kapalı küme olsun. 

 

A, gδpr*-yerel kapalı küme olduğundan Teorem 6.1. gereğince  

 

A=B∩δ -cl(A) 

 

olacak şekilde B gδpr-açık kümesi vardır.  

 

δ -cl(A) \A= δ -cl(A) ∩(X\B) 

 

olur.  

 δ -cl(A) δ -kapalı olduğundan gδpr-kapalı küme ve B gδpr-açık küme 

olduğundan X\B gδpr-kapalı kümedir.  

 

Öyleyse δ -cl(A)\A gδpr-kapalı kümedir. 

 

Teorem 6.4. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. 

 

δ -cl(A) \A gδpr-kapalı küme ise A gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere δ -cl(A) \A gδpr-kapalı 

küme olsun. 

 

B=X \(δ -cl(A) \A) 

 

olsun. δ -cl(A) \ A gδpr- kapalı olduğundan B kümesi gδpr-açık kümedir 

ve  

      A=B ∩δ -cl(A) 

dır.  

Buradan Teorem 6.1. gereğince A gδpr-yerel kapalı kümedir. 
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Sonuç 6.5. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere gδpr-kapalı 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

A gδpr*-yerel kapalı kümedir ancak ve ancak δ -cl(A) \A gδpr-kapalı 

kümedir. 

 

Teorem 6.6. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere  gδpr-kapalı 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

A gδpr*-yerel kapalı küme ise A∪ (X\ δ -cl(A)) gδpr-açıktır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere A⊂ X gδpr*-yerel kapalı küme olsun. 

 

A, gδpr*-yerel kapalı küme olduğundan Teorem 6.3. gereğince  

δ -cl(A) \A gδpr kapalı kümedir.  

Ayrıca G=δ -cl(A) \A diyelim.  

Bu durumda δ -cl(A) \A gδpr- kapalı olduğundan  

 

X\G= A ∪ (X\ δ -cl(A)) 

 

gδpr-açık kümedir. 

 

Teorem 6.7. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. 

 

A ∪ (X\ δ -cl(A)) gδpr-açık ise A gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

G=A∪ (X\ δ -cl(A)) 

diyelim.  
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G gδpr-açık küme olduğundan X \G gδpr-kapalı kümedir ve  

 

X \G= δ -cl(A) \A 

 

olduğundanδ - cl(A) \A  gδpr-kapalıdır.  

  

Buradan Teorem 5.6. gereğince A gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Sonuç 6.8. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere gδpr-kapalı 

kümelerin sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

A gδpr*-yerel kapalı kümedir gerek ve yeter şart A∪ (X\ δ -cl(A)) gδpr-

açıktır. 

 

Teorem 6.9. (X,τ) topolojik uzay A⊂ X, Z ⊂ X ve A⊂ Z olmak üzere 

gδpr-açık kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. Z düzenli açık olsun. 

 

Z, (X,τ) topolik uzayında g-açık ve A, (Z,τ|Z)  topolojik uzayında gδpr*-

yerel kapalı küme ise A, (X,τ) topojik uzayında gδpr*- yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

A, (Z,τ|Z)  topolojik uzayında gδpr*-yerel kapalı küme olduğundan 

Teorem 6.1. gereğince A=G ∩δ -cl Z (A) olacak biçimde G gδpr-açığı vardır.  

Ayrıca  

 

δ -cl Z (A)=Z ∩δ -cl(A) 

 

 idi.  

  

G, (Z,τ|Z)  topolojik uzayında gδpr-açık olduğundan G, (X,τ) topolojik 

uzayında gδpr-açıktır.  

 Buradan Z∩G gδpr-açıktır.  



 38

BÖLÜM 6. gδpr*- YEREL KAPALI KÜMELER        M. MUSTAFA BAH ŞI  

 

A=(Z∩G) ∩δ -cl(A), 

 

(X,τ) topolojik uzayında gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Tanım 6.10. (X,τ) bir topolojik uzay olsun.  

 

(X,τ) uzayının her δ -yoğun alt kümesi gδpr-açık ise (X,τ) uzayına gδpr*-

submaximal uzay denir. 

 

Teorem 6.11. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. 

 

(X,τ) uzayı gδpr-submaximal uzay ise X uzayındaki her küme gδpr*-yerel 

kapalı kümedir. 

 

Đspat:  

 

Kabul edelim ki A⊂ X ve  

G=A∪ (X\ δ -cl(A)) 

olsun.  

 

X= δ -cl(G) 

 

olur.  

 Öyleyse G δ -yoğun kümedir. G δ -yoğun ve uzay gδpr*-submaximal 

olduğundan G gδpr-açıktır.  

 Öyleyse A gδpr*-yerel kapalı kümedir.  

 Buradan X uzayındaki her küme gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 6.12. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere  gδpr-kapalı kümelerin 

sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

X uzayındaki her küme gδpr*-yerel kapalı kümedir ise (X,τ) uzayı gδpr*-

submaximal uzaydır. 
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Đspat: 

 

A, (X,τ) uzayında δ -yoğun küme olsun. Yani δ -cl(A)=X olsun. Buradan  

 

A=A ∪ (X\ δ -cl(A)) 

 

dir.  

 A, gδpr*- yerel kapalı küme olduğundan Teorem 6.6 gereğince A gδpr 

açık kümedir.  

 Öyleyse (X,τ) topolojik uzayı gδpr*-submaximal uzaydır.  

 

Sonuç 6.13. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere  gδpr-kapalı kümelerin 

sonlu arakesiti gδpr-kapalı olsun. 

 

(X,τ) uzayı gδpr*-submaximal uzay gerek ve yeter koşul X uzayındaki her 

küme gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Teorem 6.14. (X,τ) ve (Y,σ) iki topolojik uzay olsun. gδpr-açık kümelerin 

çarpımlarıda gδpr-açık olsun. 

 

A ⊂ X ve B⊂ X olmak üzere A, (X,τ) topolojik uzayında gδpr*- yerel 

kapalı küme ve B, (Y,σ) topolojik uzayında gδpr*- yerel kapalı küme ise A×B 

kümesi (X ×Y,τ×σ) uzayında gδpr*-yerel kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere A⊂ X gδpr*-yerel kapalı küme ve 

B ⊂ Y gδpr*-yerel kapalı küme olsun. 

 

A, gδpr*-yerel kapalı küme olduğundan Teorem 6.1. gereğince  

A=U∩δ -cl(A) 
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olacak biçimde (X,τ) uzayında U, gδpr-açık kümesi var ve B, gδpr*-yerel 

kapalı küme olduğundan Teorem 6.1. gereğince B=V∩δ -cl(B) olacak biçimde 

(Y,σ)  uzayında V, gδpr-açık kümesi vardır. 

 

  A×B= (U∩δ -cl(A)) × (V∩δ -cl(B)) 

           

          =(U×V)∩( δ -cl(A) × δ -cl(B)) 

 

           = (U×V)∩( δ -cl(A ×B)) 

 

dir.  

 U×V gδpr-açık küme olduğundan A×B gδpr*- yerel kapalı kümedir. 

 

Tanım 6.15. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

Y uzayındaki herbir G gδpr*-yerel kapalı kümesi için 1−f (G) X uzayında 

gδpr*-yerel kapalı oluyorsa f  fonksiyonuna gδpr*-lc- kararsız fonksiyon denir. 

 

Teorem 6.16. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

f  gδpr*-lc- kararsız fonksiyon ise gδpr*-lc- sürekli fonksiyon 

fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

Herbir G∈ σ için G gδpr*-yerel kapalı kümedir ve f  gδpr*-lc- kararsız 

fonksiyon olduğundan 1−f (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı olur.  

Buradan her V∈ σ için 1−f (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı olur.  

 

Öyleyse gδpr*-lc- sürekli fonksiyondur. 
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Teorem 6.17. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

f  sürekli fonksiyon ise gδpr*-lc- sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

Kabul edelimki f  sürekli fonksiyon olsun. Buradan f  sürekli fonksiyon 

olduğundan her G∈ σ için 1−f (G)∈ τ dur.  

 Buradan herbir G∈ σ için Uyarı 2.21 den 1−f (G) gδpr*-yerel kapalı olur.  

 

Öyleyse f  gδpr*-lc- sürekli fonksiyondur. 

 

Tanım 6.18. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun.  

 

Her G∈β  için 1−f (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı küme olacak 

biçimde (Y,σ) uzayının β  tabanı varsa f  fonksiyonuna sub-gδpr*-lc- sürekli 

fonksiyon denir. 

 

Teorem 6.19. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olsun. 

 

f  fonksiyonu sub-gδpr*-lc- sürekli fonksiyon ise (Y,σ) uzayında her 

G∈ρ için 1−f (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı küme olacak biçimde bir ρ 

alttabanı vardır.  

 

Đspat: 
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Her G∈β  için 1−f (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı olacak biçimde 

(Y,σ) uzayının β  tabanı vardır. β  tabanı aynı zamanda alttaban olduğundan her 

G∈ β  alttabanı için 1−f (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı olur. 

 

Teorem 6.20. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olmak üzere gδpr-açık kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. 

 

(Y,σ) uzayında her G∈ρ için 1−f (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı küme 

olacak biçimde bir ρ alttabanı varsa f  sub-gδpr*- lc- sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

ρ alt tabanını alalım. {A⊂ Y: A, ρ ye ait kümelerin sonlu sayıdaki 

kesişimi} olmak üzere bu aile taban oluşturur. (Y,σ) uzayının tabanıdır. I sonlu 

küme olmak üzere  

 

G= I { iS : iS ∈ρ,  i∈ I} 

 

olmak üzere Teorem 6.2 den  

  

1−f (G)=I { 1−f ( iS ): iS ∈ ρ, i∈I} 

 

X uzayında gδpr*-yerel kapalıdır.  

 

Öyleyse f  fonksiyonu sub-gδpr*-lc sürekli fonksiyondur. 

 

Sonuç 6.21. (X,τ) ve (Y,σ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ) tanımlı 

bir fonksiyon olmak üzere gδpr-açık kümelerin sonlu arakesiti gδpr-açık olsun. 
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f  fonksiyonu sub-gδpr*-lc sürekli fonksiyon ancak ve ancak (Y,σ) 

uzayında her G∈ρ için 1−f (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı küme olacak 

biçimde bir ρ alt tabanı vardır.  

 

Teorem 6.22. (X,τ), (Y,σ) ve (Z,ϑ ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ), 

g :( Y,σ) → ( Z,ϑ ) tanımlı fonksiyonlar olsun. 

 

f  ve g  gδpr*-lc- kararsız fonksiyonların birleşimi gof  gδpr*-lc- 

kararsız fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

g  gδpr*-lc- kararsız fonksiyon olduğundan Z uzayındaki her G gδpr*-

yerel kapalı kümesi için 1−g (G) Y uzayında gδpr*-yerel kapalıdır.  

Ayrıca f  gδpr*-lc- kararsız fonksiyon olduğundan 1−f ( 1−g (G)) X 

uzayında gδpr*-yerel kapalı olur.  

Buradan her Z uzayındaki her G gδpr*-yerel kapalı kümesi için  

 

1−f ( 1−g (G))= 1)( −gof (G) 

 

X uzayında gδpr*-yerel kapalı olur.  

 

Öyleyse gof  gδpr*-lc- kararsız fonksiyondur. 

 

Teorem 6.23. (X,τ), (Y,σ) ve (Z,ϑ ) topolojik uzaylar ve f :(X,τ) → (Y,σ), 

g :( Y,σ) → ( Z,ϑ ) tanımlı fonksiyonlar olsun. 

 

g  sürekli ve f  gδpr*-lc- sürekli fonksiyon ise gof  gδpr*-lc- sürekli 

fonksiyondur. 

 

Đspat: 
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g  sürekli fonksiyon olduğundan her G∈ϑ  için 1−g (G)∈σ dir.  

Ayrıca f  gδpr*-lc- sürekli fonksiyon olduğundan 1−f ( 1−g (G)) X 

uzayında gδpr*-yerel kapalı olur.  

Buradan her G∈ϑ  için 1)( −gof (G) X uzayında gδpr*-yerel kapalı olur.  

Öyleyse gof  gδpr*-lc- sürekli fonksiyondur. 

 

Teorem 6.24.  (X,τ), (Y , σ), ( X ′ ,τ ′ ) ve (Y′ ,σ ′ )  topolojik uzaylar 

ve f :(X,τ) →(Y,σ) , h :( X ′ ,τ ′ ) →(Y′ ,σ ′ ) tanımlı fonksiyonlar olsun. gδpr-

açık kümelerin çarpımlarıda gδpr-açık olsun. 

 

f :(X,τ) →(Y,σ) ve h :( X ′ ,τ ′ ) →(Y′ ,σ ′ ) fonksiyonları sub-gδpr*-lc- 

sürekli fonksiyonlar ise f × h :(X × X ′ ,τ × τ ′ ) →(Y × Y′ ,σ × σ ′ ) fonksiyonu 

sub-gδpr*-lc- sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat: 

 

f  ve g  fonksiyonları sub-gδpr*- lc- sürekli fonksiyonlar olduğundan (Y, 

σ) uzayı içinβ  tabanı ve (Y′ ,σ ′ ) uzayı için β ′  tabanı vardır. 

 

β ′′ ={U ×V:U∈β  ,V∈β ′ } 

 

(X × X ′ ,τ × τ ′ ) uzayını üretir.  

 Her U×V∈β ′′  için  

 

1)( −× gf (U×V)= 1−f (U)× 1−g (V) 

 

X uzayında gδpr*-yerel kapalı küme olur.  

  

Buradanf ×g fonksiyonu sub-gδpr*- lc- sürekli fonksiyondur. 
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