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Dansman: Dog. Dr. Erdal EKCI
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Bu tezde gpr-yerel kapali kimeler veégr*-yerel kapali kimeler calimistir.
gopr-yerel kapali kimeler ve ogr*-yerel kapali kimelerin 06zellikleri ve
karakterizasyonlari agariimistir. gopr-yerel kapali kimeler ve ogr*-yerel kapali

kiimeler arasindaki gkiler incelenmgtir.

Anahtar sozcikler: gopr-yerel kapal kiume, dpr*-yerel kapali kiime, &pr-acik kiime,
gopr-kapall kiime.
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In this thesis, gpr-locally closed sets andgr*-locally closed sets are studied.
Properties and characterizations dpglocally closed sets andgy*-locally closed sets
are investigated. The relationships betwegprdpcally closed sets andgyr*-locally

closed sets are investigated.

Anahtar sézcukler: gépr-locally closed set,aqpr*-locally closed set, &pr-open set, gpr-
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BOLUM 1. GiRIiS M. MUSTAFA BAHSI

BOLUM 1

GIRIS

Bu tezdeki amacdapr-yerel kapali kiimeler vedgr*-yerel kapali kiimeleri

calismak olmutur.

gopr-yerel kapalh kimeler vedgr*-yerel kapali kiimelerin ozellikleri ve

karakterizasyonlari agariimistir.

gopr-yerel kapali kimeler ve égr*-yerel kapali kimeler arasindaki

ili skiler incelenmgtir.

Ote vyandan &pr*-lc-sirekli ve @pr*-lc-kararsiz fonksiyonlar ve

ozellikleri argtirilmistir.

Bu tez yedi bélimden ojmaktadir.

Ik boliimde tezimizi tanitan bilgiler sunulmaktadir.

ikinci bolimde tezde kullanilan temel tanim ve tedes sunulmaktadir.

Uctincli bélimde &pr-yerel kapali kiimeler vedgr-yerel kapali kiimelerin

Ozellikleri calsiimistir.

Dordunct  bélumde &pr-lc-surekli ve @pr-lc-kararsiz  fonksiyonlar
calisiimstir.

Besinci bolimde gpr-yerel kapali kimeler ve dgr*-yerel kapal

kimelerin ilgkileri aragtiriimistir.

Altinci  bolimde @gpr*-lc-stirekli ve @pr*-Ic-kararsiz fonksiyonlar

calisiimistir.
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Ote yandan &pr*-yerel kapali kiimeler ailesinin g#i 6zellikleri ve

karakterizasyonlar incelengtir.
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BOLUM 2

ONCEKI CALI SMALAR

Bu tezde topolojik uzaylar(X,t) ve (Yo) ya da kisaca X ve Y ile
gosterecgiz.

X bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kimesinin kapagini cl(A) ve icini

int(A) ile gosterecgiz.

Tanim 2.1. (X,7) bir topolojik uzay ve Al X olsun.
A=int(cl(A)) ise A kimesine duzenli acik denir (881937).

Tanim 2.2. ,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A= cl(int(A)) ise A
kiimesine duzenli kapal denir (Stone,1937).

Tanim 2.3. (X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun.
Eger Allint(cl(A)) ise A kiimesine O6nagik denir (Mashhourark., 1982).

Tanim 2.4. (K1) bir topolojik uzay olsun. Onacik kumelerin

tumleyenlerine 6nkapalil kimeler denir (EI-Deeb rle,d983).

Tanim 2.5. (X,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun.
O(xOB)Ur icin int(cl(B))n A# O ise x noktasina A kiimesinin b -
kapang noktasi denir (Velicko, 1968).

A kimesinin tim J -kapang noktalarinin kiimesine A nid -kapangl
denir ved -cl(A) ile gdsterilir (Velicko, 1968).

Tanim 2.6. X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. ALl int(J -cl(A)) ise
A kiimesineo -6naciktir denir (Raychaudhuri ve Mukherjee,1993).
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Tanim 2.7. ,1) bir topolojik uzay olsurd-6nacgik kimelerin

timleyenlerined -6nkapall kiimeler denir (Raychaudhuri ve Mukhefje83).

Tanim 2.8. (X,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun.
A kiimesini kapsayan ttm -Onkapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin

O - 6n kaparyi denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 2.9. (X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kimesinde bulunan
tim J -6nacik kiimelerin birlgmine A kiimesinind -6nici denir (Raychaudhuri
ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.10.(X,t) bir topolojik uzay ve A, B1X olsun. Bu durumda
A B ise d-pcl(A) O d -pcl(B) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.11.(X,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Bu durumdad -
pcl(A) kiimesid -6n kapaldir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.12. X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Bu durumdad -
pcl(d -pcl(A))=0 -pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.13. X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun.
Bu durumda X1 d -pcl(A) olmasi igin gerek ve yeter ga 0O (xU)BLI O -
PO(X) icin An B# 0O olmasidir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 2.14. ¥,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. B agik kiime olmak
Uzere ALl B iken cl(A) LI B oluyorsa A kiimesine genejteilmis kapall kiime
denir (Levine, 1970).

Genellatirilmi s kapali kimeye kisaca g-kapall kiime denir (Levi®g,0).

Tanim 2.15. ,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. EBer X \ A g-kapal

ise A kimesine genelierilmis acik kiime denir (Levine, 1970).
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Genellatirilmi s acik kiimeye kisaca g-acik kiime denir (Levine, 1970

Tanim 2.16. ,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun.
A O B ve B O X duzenli acik oldgundaé-pcl(A) O B oluyorsa A
kiimesine §pr-kapaldir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.17. ¥,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. EBer X \ A pr-
kapall ise A kimesinedgr-acik denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.18. ,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun.
A kimesini kapsayan tim onkapali kimelerin arakesiA kimesinin
Onkapanyl denir (EI-Deeb ve ark., 1983).

Tanim 2.19. 1) bir topolojik uzay ve AlX olsun.
A O Bve B X duzenli acik oldgunda cl(A) O B oluyorsa A kiimesine
dizenli genellgirilmi s kapah kiime denir (Palaniappan ve Rao, 1993).

Duzenli genellgtiriimis kapali kiimeye kisaca rg-kapali kiime denir

(Palaniappan ve Rao, 1993).

Tanim 2.20. ,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun.

A O B ve B O X duzenli acik oldgunda pcl(A) O B oluyorsa A
kiimesine geneli@iriimis dnduzenli kapali kime veya dizenli gengiiémis
Onkapall kiime denir (Gnanambal, 1997; Noiri, 1998).

Duzenli genellgtiriimi s dnkapall kimeye kisaca gpr-kapali kime denir
(Gnanambal, 1997; Noiri, 1998).

Uyari 2.21. (Ekici ve Noiri, 2006).(X,t) bir topolojik uzay ve A1X
olsun.

Bu durumda gagidaki diyagram gecerlidir.
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kapall —» g-kapalh - rg-kapali

Onkapali- gp-kapali - gpr- kapall

d-0nkapal — gép-kapali — gdpr-kapali
Tanim 2.22. ,t) bir topolojik uzay ve €l X olsun.
C=An B olacak bicimde Alt ve B kapali kimeleri varsa C kiimesine
yerel kapal kiime denir (N. Bourbaki, 1966).

Uyari 2.23(Balachandran ve ark., 1998}agidakiler 6zellikler gecerlidir.

() (X,7) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A yerel kapalidir gerek ve yeter
kosul X\A acik ve kapali kiimelerin bigemidir.

(i) X uzayinin her acik(kapal) alt kiimesi yerel kaghal

(i) Yerel kapali kiimelerin timleyeni yerel kapali okzarunda dgilir.

Tanim 2.24. ,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun.

A=B n C olacak bicimde B g-acik ve C g-kapali kimelerirsaa A
kiimesine geneligiriimi s yerel kapali kime denir (Balachandran ve ark.6)99

Tanim 2.25. ,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A=Bn C olacak

bicimde B g-acik ve C kapall kiimeleri var isel@&LC*(X, 1) olarak tanimlanir
(Balachandran ve ark., 1996).

Tanim 2.26.(X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,17) - (Y,o) tanimh

fonksiyon olsun.
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Herbir AL GLC*(Y,0) icin f (A) L GLC*(X,1) oluyorsa f

fonksiyonuna GLC*-kararsiz fonksiyon denir (Balaotean ve ark., 1996).

Tanim 2.27.(X,t) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,oc) taniml

fonksiyon olsun.

Herbir AL icin f™(A) L GLC*(X,1) oluyorsa f fonksiyonuna GLC*-

surekli fonksiyon denir (Balachandran ve ark., 1996

Tanim 2.28.(Balachandran ve ark., 199¢3,1) ve (Y o) topolojik uzaylar

ve f:(X,1) - (Y,0) tanimli fonksiyon olsun.

(Y,0) uzayinin 8 tabani vardir dyleki A B icin f *(A) L GLC*(X,7)

oluyorsa f sub-GLC*-surekli fonksiyon olarak adlandirilir.

Teorem 2.29.(Balachandran ve ark., 199€X,t) ve (Yo) topolojik

uzaylar ve f :(X,1) - (Y,c) taniml fonksiyon olsun.
Asagidaki ifadeler gecerlidir.

(i) f sub-GLC*-sureklidir ancak ve ancak 6Y,uzayininp alt tabani

vardir éyleki Adp icin f ™(A) O GLC*(X,t) dur.

(i) f sub-LC-sirekliisef sub-GLC*-streklidir.
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BOLUM 3
TOPOLOJIK UZAYLARDA
gdpr- YEREL KAPALI
KUMELER A ILESI
Tanim 3.1. (X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun.
A=BNC olacak bicimde B gpr-acik ve C kapali kiimeleri varsa A

kiimesine gpr-yerel kapali kiime denir.

Ornek 3.2. X={a,b,c,d} t={X, O {a},{c}{a,b}{a,c}{a,b,c}{a,c,d}

olmak Uzere C={b,d} ve B={b,c,d} kiimelerini alalim.
C kiimesi kapali ve B kiimesbpy-aciktir.
Bu durumda Q©B={b,d} oldugundan {b,d} kimesi §pr-yerel kapali

kiimedir.

Teorem 3.3. K,1) bir topolojik uzay olsun. Her kapali kimeépgy-yerel

kapali kimedir.
Ispat:
(X,1) bir topolojik uzay olsun ve Al X alalim.
A kapali bir kiime olsun. Bu durumda
A=ANX

ve X gopr-acik oldgundan A @pr-yerel kapali kiimedir.

Uyari 3.4.Her gopr-yerel kapali kime kapali olmak zorundgittér.
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Ornek 3.5. X={a,b,c,d} ={X, O {a},{c}.{a,b}{a,c}{a,b,c}{a,c,d}

olmak Uzere A={a,b} kiimesini alalim.

A kimesi @gpr-yerel kapal kiimedir.
Ancak A kiimesi kapall kiime gidir.

Teorem 3.6. K,1) bir topolojik uzay olsun. Herdpr-acik kiime gpr-yerel

kapali kimedir.
Ispat:
(X,1) bir topolojik uzay olsun ve Al X alalim.
A kimesi @pr acik kime olsun. Bu durumda
A=ANX

ve X kapall oldgundan A @pr-yerel kapali kimedir.

Teorem 3.7.K,t) bir topolojik uzay olsun. Her yerel kapali kimépg

yerel kapal kiimedir.

Ispat:

A OX yerel kapali kiime olsun. Bu durumda AaB olacak bicimde B
aclk kimesi ve C kapall kiimesi vardir. B acik kioftigundan Uyari 2.21. den
gopr-acik kimedir.

Bu durumda A gpr-yerel kapali kimedir.

Teorem 3.8. K,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun.

AUGLC*(X, 1) ise A, gpr-yerel kapali kimedir.
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Ispat:

ALGLC*(X, r) olduzundan tanim gepence A= BNC olacak bicimde B
g-acik kimesi ve C kapali kimesi vardir. B g-acldugundan Uyarn 2.21.
gerezince gpr-acik kiimedir.

Bu durumda A gpr-yerel kapali kimedir.

Teorem 3.9. K,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun.

A gopr-yerel kapal kiimedir ancak ve ancak Axd(A) olacak bicimde
B, gdpr-acik kiimesi vardir.

Ispat:
(=:) A gopr-yerel kapall kiime olsun. A#BC olacak bicimde B &pr-
acikkimesi ve C kapali kiimesi vardir.
Buradan A1 B ve Al cl(A) oldugundan ACIBNcl(A) dir.
Tersine AL C ve C kapali kime olgundan
cl(A) Ocl(C)=C

dir. Oyleyse cl(AY]Cdir. Buradan

A=BNC
0 BNcl(A)

dir.
Yani ALIBNcl(A) dir.

Oyleyse A=Bcl(A) oldugu bulunur.

(O :) B gopr-acik ve cl(A) kapal oldgundan A=B)cl(A) gopr-yerel
kapall kimedir.

10
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Teorem 3.10. X,1) bir topolojik uzay ve A1X olmak tzere gpr-kapal

kiimelerin sonlu arakesitbgr-kapali olsun.

A gopr-yerel kapali kiime ise cl(A) \Asgr-kapali kimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olmak Uzere A gpr-yerel kapall kime

olsun.

A, gopr-yerel kapali kimeldugundan Teorem 3.9 gefiace A=BNcl(A) ,
olacak bicimde B gpr-acik kimesi vardir.

cl(A) \A=cl(A) N(X\B)

dur.

cl(A) kapali oldgundan @pr-kapali kiime ve B dapr-acilk kime
oldugundan X\B @pr-kapali kiimedir.

Oyleyse cl(A)\A @pr-kapali kiimedir.

Teorem 3.11. X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun.

cl(A) \A gopr-kapali kime ise Agpr-yerel kapal kiimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X icin cl(A) \A gdopr-kapali kiime olsun.

B=X \(cl(A) \A)

olsun.

cl(A) \ A gopr- kapal oldgundan B kimesidpr-acik kimedir ve

11
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A=B Ncl(A)
olur.
Buradan B gpr-acik kiime oldgundan Teorem 3.9. gafiece A ¢pr-

yerel kapal kiimedir.

Sonug¢ 3.12. X,t) bir topolojik uzay ve A1X olmak tzere gpr-kapali

kiimelerin sonlu arakesitbgr-kapali olsun.

Bu durumda A gpr-yerel kapali kimedir ancak ve ancak cl(A) \8pg
kapall kimedir.

Teorem 3.13. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olmak Uzere gpr-kapali
kimelerin sonlu arakesitbgr-kapali olsun.

A gopr-yerel kapali kiime ise B (X\cl(A)) gopr-aciktir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X gopr-yerel kapal kiime olsun.

A, gopr-yerel kapal kimenldugundan Teorem 3.10 ggyiece cl(A) \A
gopr-kapall kiimedir.

B=cl(A) \A
diyelim.

Bu durumda cl(A) \A gpr- kapali oldgundan

X\B= X\ (cl(A) \A)

= AL (X\CI(A))

12
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gopr-acik kiimedir.

Yani A (X\cl(A)) gopr-acik kimedir.

Teorem 3.14. X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun.

A0 (X\cl(A)) gopr-acik ise A gpr-yerel kapal kiimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olmak tzere Al(X\cl(A)) gdépr-acik

olsun.

B=A [ (X\cl(A))

diyelim.
B gopr-acik kiime oldgundan X \B @gpr- kapali kimedir ve

X\B= X \( AT (X\cl(A)))

= cl(A) \A

oldugundan cl(A) \A @pr-kapahdir.
Buradan Teorem 3.11. ggmece A gopr-yerel kapali kimedir.

Sonug¢ 3.15. X,1) bir topolojik uzay ve A1X olmak Uzere gpr-kapall

kiimelerin sonlu arakesitbgr-kapali olsun.

A gdpr-yerel kapali kimedir ancak ve ancakli&X\cl(A)) gépr-aciktir.

Teorem 3.16. K,t) topolojik uzay ve A,B1X olmak Uzere gpr-agik

kiimelerin sonlu arakesitbgr-acik olsun.

13
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A ve B kumeleri gpr-yerel kapali kiimeler ise B kimesi @pr-yerel

kapali kimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A,B1X olmak lzere A, B gpr-yerel kapal

kiime olsun.
A ve B ¢pr-yerel kapali kimeler olgundan Teorem 3.9. gejiece
A=CNcl(A) olacak bicimde C, gpr-acik kimesi ve B=Dcl(B) olacak bicimde

D, gopr-acik kiimesi vardir.

C ND gopr- acik ve cl(A)Ncl(B) kapal oldgundan AB gopr-yerel

kapali kimedir.

Teorem 3.17. X,1) topolojik uzay AOX, YOX ve ALY olmak lUzere

gopr-acik kiimelerin sonlu arakesibgr-acik olsun. Y dizenli agik olsun.

Y, (X,7) topolojik uzayinda g-acik ve AY,t|Y) topolojik uzayinda gpr-
yerel kapal kiime ise AX,1) topojik uzayinda gpr- yerel kapall kimedir.

Ispat:

A, (Y,1]Y) topolojik uzayinda @pr-yerel kapali kiime oldiwndan Teorem
3.9. gergince

A=B Ncl, (A)

olacak bicimde B §pr-acgl vardir. Ayrica

cl, (A)=Y Ncl(A)

14
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idi. B, (Y,7]Y) topolojik uzayinda &pr-acik oldgundan B, (X,t) topolojik
uzayinda gpr-aciktir.
Buradan Y\B gopr-aciktir.

A=(Y NB) Ncl(A)

ve YNB gopr- acik kime oldgundan Teorem 3.9. gatiace A, (X,t) topolojik
uzayinda gpr-yerel kapali kimedir.

Teorem 3.18. X,1) bir topolojik uzay ve A, B1X olmak Uzere gpr-acgik

kiimelerin sonlu birlgmi gopr-acik olsun.

A, B gopr-yerel kapall kimeler olmak Uzere A ve B ayrgrkiimeler
(Yani ANcl(B)=0 ve BNcl(A)= ) ise Al B gopr-yerel kapali kimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A, B1X ayrilmis kiimeler olmak tzere A, B

gopr-yerel kapali kiimeler olsun.
A, B gopr-yerel kapali kimeler olgundan Teorem 3.9 geii@ce
A=GNcl(A) olacak bicimde G gpr-acik kiimesi ve B=Scl(B) olacak bi¢cimde S,

gopr-acik kimesi vardir.

U=GN(X\cl(B))

ve
V=SN(X\cl(A))
diyelim.
A=UNcl(A) ve B=VNcl(B) olur. Ayrica
VNcl(A)= O
ve
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Uncl(B)= O
dir.
AU B= (UNcl(A) ) O (VNcl(B))
= (WV) N (cl(A)tcl(B))
= (UDV) Ncl(A 0 B)
olur.

Buradan U1V gopr-acik cl(AUB) kapali oldgundan Teorem 3.9.
geresince Al B gopr-yerel kapali kiimedir.

Tanim 3.19. ¥,1) bir topolojik uzay olsun(X,t) uzayinin her ygun alt
kimesi @pr-acik ise(X,t) uzayina gpr-submaximal uzay denir.

Teorem 3.20. X,1) bir topolojik uzay olsun.

(X,1) uzay! @pr-submaximal uzay ise X uzayindaki her kinepreyerel
kapall kimedir.

Ispat:

Kabul edelim ki A1 X
ve
B=A 0 (X\cl(A))

olsun.

cl(B)=X dur. Oyleyse B ypun kimedir. B ygun ve uzay §pr-
submaximal oldgundan U gpr-aciktir.

Teorem 3.14. gepgnce A ¢ppr-yerel kapali kimedir. Buradan X
uzayindaki her kimedgr-yerel kapali kimedir.
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Teorem 3.21. X, 1) bir topolojik uzay olmak Gzere sgr-kapali kiimelerin

sonlu arakesiti gpr-kapali olsun.

X uzayindaki her kime ogr-yerel kapali kime is€X,t) uzayl @pr-

submaximal uzaydir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay olmak tizere B X kiimesini alalim.

A, (X,1) uzayinda ygun kiime olsun. Yani cl(A)=X olsun. Buradan

A=A 0 (X\cl(A))

dir.
A, gopr yerel kapall kime oldgundan Teorem 3.13. ggiace A gpr acik
kimedir.

Oyleyse(X,) topolojik uzayi gpr-submaximal uzaydir.

Sonug 3.22. X,t) bir topolojik uzay olmak Uzere sgr-kapali kiimelerin

sonlu arakesiti gpr-kapali olsun.

(X,1) uzayr @pr-submaximal uzaydir gerek ve yetertoX uzayindaki

her kime gpr-yerel kapal kiimedir.

Teorem 3.23. K,1) ve (Y o) iki topolojik uzay olsun. gpr-acik kiimelerin

carpimlarida gpr-acik olsun.
AOX ve BOY olmak tzere A(X,t) topolojik uzayinda gpr-yerel kapali
kiime ve B, (Yg) topolojik uzayinda gpr-yerel kapali kime ise AB kimesi

(XxY,1x0) uzayinda gpr-yerel kapali kimedir.

Ispat:
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A, gopr-yerel kapall kime oldiundan Teorem 3.9. gaiiece
A=UNcl(A)
olacak bicimdegX,t) uzayinda U, gpr-acik kiimesi var ve
B, gdpr-yerel kapali kime oldundan Teorem 3.9. gaiace
B=VNcl(B)
olacak bicimde (Yg) uzayinda V, gpr-acik kimesi vardir.
AxB= (UNcl(A)) x(VNcl(B))
= (WxV)N(cl(A) xcl(B))

= (UxV)N(cl(A xB))

dir.
UxV goépr-acik kime oldgundan AxB gopr-yerel kapal kiimedir.

Teorem 3.24. X,1) topolojik uzayr ve AlX olsun.

A gopr-yerel kapal kiime ise A=Bcl*(A) olacak ve bigcimde B, dpr-acik
kimesi vardir. ( cl*(A)=N{C:A 0 C, C, X uzayinda g-kapali} )

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay olmak tzere B X gopr-yerel kapali kiime olsun.

A, gopr-yerel kapali kime oldwndan A=B\C olacak bicimde B, &pr-
acik kimesi ve C kapal kiimeleri vardir.

A 0B ve Allcl*(A) oldugundan AC1BNcl*(A) olur.

Tersine C kapali oldiundan g-kapali kimedir. Buradan,

cl*(A) 0 C(=cl*(C))
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olur.

Yani

A=BNCO UNcl*(A)

olur.
Buradan A=B\cl*(A) bulunur.
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BOLUM 4
TOPOLOJIK UZAYLARDA

gdpr- Ic-SUREKL I FONKSIYONLAR

Tanim 4.1. X,1) ve (Y ) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,0) tanimh

bir fonksiyon olsun.

Y uzayindaki herbir A gpr-yerel kapal kimesi icinf (A) X
uzayinda @gpr-yerel kapali kiime oluyorsaf fonksiyonuna §pr-Ic-kararsiz

fonksiyon denir.

Tanim 4.2. X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,0) tanimh

bir fonksiyon olsun.

Herbir AL o icin f ™ (A) X uzayinda §pr-yerel kapali kiime

oluyorsa f fonksiyonuna §pr-lc-surekli fonksiyon denir.

Teorem 4.3. K,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,t) - (Y,o0) tanimh

bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonu LC-surekli isedpr-Ic-sureklidir.

Ispat:

f fonksiyonu LC- surekli olsun. Herbir Ao icin f ™ (A) X uzayinda

yerel kapaldir.
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Teorem 3.7 danf ™ (A) X uzayinda §pr-yerel kapali kiimedir. Buradan

herbir AL o icin f (V) X uzayinda gpr-yerel kapal kiime olur.

Oyleyse f gdpr-Ic-surrekli fonksiyondur.

Teorem 4.4. K,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,oc) taniml

bir fonksiyon olsun.

f gopr-Ic-kararsiz fonksiyon isedgr-lc-surekli fonksiyondur.

Ispat:

Herbir AL & icin A, Y uzayinda §pr-yerel kapal kimedir vef gdpr-lc-
kararsiz fonksiyon oldiundan f ~*(A) X uzayinda §pr-yerel kapal kiimedir.

Buradan her A_ ¢ icin f ™ (A) X uzayinda gpr-yerel kapali kiimedir.
Oyleyse f gdpr-lc-stirekli fonksiyondur.

Teorem 4.5. K,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,o) taniml

bir fonksiyon olsun.

f sdrekli fonksiyon ise &pr-lc-surekli fonksiyondur.

Ispat:

Kabul edelimki f surekli fonksiyon olsun. Buradanf surekli fonksiyon

oldugundan her A_s icin f *(A) L t dur. Buradan herbir & s icin f *(A), X

uzayinda gpr-yerel kapali kiimedir.

Oyleyse f gopr-lc-surekli fonksiyondur.
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Teorem 4.6. K,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,t) - (Y,0) tanimh

bir fonksiyon olsun.

f GLC* surekli fonksiyon ise gpr-Ic-surekli fonksiyondur.

Ispat:

f GLC* surekli fonksiyon olsun.

Buradan her A_¢ icin f*(A) [GLC*(X,r) olur. Teorem3.10 dah™(A)
X uzayinda gpr-yerel kapali kimedir.

Yani her AL o icin f *(A) X uzayinda gpr-yerel kapal kiimedir.
Oyleyse f gopr-Ic-surekli fonksiyondur.

Teorem 4.7. K,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,t) - (Y,o) tanimh

bir fonksiyon olsun.

f GLC* kararsiz fonksiyon isedgr-lc-surekli fonksiyondur.

Ispat:

f GLC* surekli fonksiyon olsun.

Her ALo icin ALGLC*(Y,0) dir. Ayrica f GLC* kararsiz fonksiyon
oldugundan her /[GLC*(Y,G) icin f ™ (A) [GLC*(X,r) olur.Teorem 3.8. dan
f 1 (A) X uzayinda gpr-yerel kapall kiimedir.
Yani her A_ o icin f *(A) X uzayinda gpr-yerel kapal kiimedir.
Oyleyse f gdpr-lc-siirekli fonksiyondur.

Teorem 4.8. K,t) topolojik uzay olsun.
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X uzay! gppr-submaximal ise X Uzerinde tanimh her fonksiygipr-Ic-

surekli fonksiyondur.
Ispat:

Kabul edelim ki X uzayi gpr-submaximal ve f :(X,1) - (Y,0) tanimli

bir fonksiyon olsun.
X uzayl g@pr-submaximal oldgundan Teorem3.20 gdiieace X

uzayindaki her kimedgr-yerel kapali kimedir.

Buradan her A_c icin f ™ (A) X uzayinda gpr-yerel kapali kiimedir.
Oyleyse f gdpr-Ic-surekli fonksiyondur.

Teorem 4.9. K,t) topolojik uzay olsun. gpr-kapali kiimelerin sonlu

arakesiti gpr-kapali olsun.

X uzayinda tanimh her fonksiyomspr-lc-surekli fonksiyon ise X uzayi

gopr-submaximal dir.
Ispat:

Y={0,1} olmak tzeres={ (I ,{0},Y} topolojisini alalim.
A, (X,1) uzayinin bir alt kimesi olmak tzerd :(X,1) - (Y,0), xLA iken
f (x)=0 ve xJA iken f (x)=1 olarak tanimlansin. X uzayinin bir alt kimasi

icin f gdpr-lc-surekli fonksiyon oldgundanf ™ ({0})=A ve A de X uzayinda

gopr-yerel kapali kiimedir.
Buradan X uzayindaki her kimégpy-yerel kapali kime olur.

Oyleyse Teorem 3.21 geaiace X uzayi §pr-submaximaldir.
Sonu¢ 4.10. X,t) topolojik uzay olsun. gpr-kapali kimelerin sonlu

arakesiti gpr-kapali olsun.
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X uzayl g@pr-submaximaldir ancak ve ancak X Uzerinde tanihdr

fonksiyon @pr-lc-strekli fonksiyondur.

Teorem 4.11. X,1), (Y,0) ve (Z,9) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,0),

g:(Y,0) - (Z,9) tanimh bir fonksiyonlar olsun.

f ve g gopr-lc-kararsiz fonksiyonlarin bigami gof gépr-Ic-kararsiz

fonksiyondur.

Ispat:

f:(X,t) > (Y,0) ve g:( VY,0)-(Z79) fonksiyonlar gpr-lc-kararsiz

olsun.

g gopr-lc-kararsiz fonksiyon oldiundan Z uzayindaki her Asgr-yerel
kapali kiimesi icing ™ (A) Y uzayinda gpr-yerel kapali kiimedir.

Ayrica f gopr-Ic-kararsiz fonksiyon oldiundan

f (g™ (A)=(gof) " (A)

X uzayinda gpr-yerel kapali kime olur.

Buradan Z uzayindaki her ASgr-yerel kapali kiimesi icgiffgof) ™ (A) X

uzayinda gpr-yerel kapali kimedir.

Oyleysegof gopr-Ic-kararsiz fonksiyondur.

Teorem 4.12. X,1), (Y,0) ve (Z,9) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,0),

g:(Y,0) - (Z,8) tanimh bir fonksiyonlar olsun.
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g surekli ve f gopr-lc-surekli fonksiyon isegof gopr-lc-surekli

fonksiyondur.
Ispat:

f:(X,t) - (Y,0) fonksiyonlari @pr-Ic-surekli ve g:(Y,0) - ( Z,9)

surekli fonksiyonlar olsun.

g surekli fonksiyon oldgundan her A9 icin g™ (A) Lo dir. Ayrica
f gopr-lc-surekli fonksiyon oldgundan

f (g™ (A)=(gof) " (A)

X uzayinda gpr-yerel kapali kimedir.

Buradan her A 3 icin (gof)™(A) X uzayinda gpr-yerel kapali kiimedir.

Oyleysegof gopr-lc-surekli fonksiyondur.

Tanim 4.13. ¥,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,o) taniml

bir fonksiyon olsun.

Her AE,B icin f ™ (A) X uzayinda §pr-yerel kapall kiime olacak bigimde

(Y,o) uzayinin S tabani varsa f fonksiyonuna sub<dpr-Ic- surekli fonksiyon

denir.

Teorem 4.14. X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,o) tanimh

bir fonksiyon olsun.
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f fonksiyonu sub-gpr-lc surekli fonksiyon ise (%) uzayinda her ,&p

icin f "(A) X uzayinda §pr-yerel kapali kiime olacak bicimde Igralttabani

vardir.
Ispat:
f :(X,1) - (Y,0) sub-gpr-Ic surekli fonksiyon olsun.

f sub-@pr-lc surekli fonksiyon oldgundan her A p icin f(A) X

uzayinda gpr-yerel kapali kime olacak bicimde 6Y,uzayinin 8 tabani vardir.

B tabani ayni zamanda alttaban @dondan her A 3 alttabani icin f (A) X

uzayinda gpr-yerel kapali kimedir.

Teorem 4.15. X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,c) tanimh

bir fonksiyon olmak Uzeredpr-acik kiimelerin sonlu arakesidgr-acik olsun.

(Y,o0) uzayinda her ,&p icin f ™ (A) X uzayinda gpr-yerel kapall kiime

olacak bicimde bip alttabani varsa f sub-@prlc strekli fonksiyondur.
Ispat:
p alttabaninin altkiimesi olmak tzere {AY: A, p ye ait kiimelerin sonlu
sayidaki kesimi} olsun.
Bu aile (Yg) uzayinin tabanidir. | sonlu kime olmak tzere
A= N{F:F Lp,iLn

icin Teorem 3.16. den

fLA)=N{ f(F):FLpiln
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X uzayinda gpr-yerel kapali kimedir.

Oyleyse f fonksiyonu sub-gpr-Ic siirekli fonksiyondur.

Sonug 4.16. X,t) ve (Yo) topolojik uzaylar ve f :(X,t) - (Y,c) tanimli

bir fonksiyon olmak Uzeredpr-acik kiimelerin sonlu arakesitgr-acik olsun.

f fonksiyonu sub-gpr- Ic sirekli fonksiyon ancak ve ancak gY,
uzayinda her Ap icin f ™ (A) X uzayinda §pr-yerel kapali kiime olacak

bicimde birp alttabani vardir.

Teorem 4.17. X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,c) tanimh

bir fonksiyon olmak Uzeredpr-acgik kiimelerin sonlu arakesiggr-acik olsun.

f fonksiyonu sub-GLC* surekli fonksiyon isef fonksiyonu sub-gpr-

Ic strekli fonksiyondur.
Ispat:

Teorem 2.29. (i) den (%) uzayindgp alttabani vardir dyleki her Ep icin
f 1 (A) [GLC*(X,r) dur. Teorem 3.8. darf (A) X uzayinda gpr-yerel kapali

kiimedir.

Sonug 4.16 denf fonksiyonu sub-gpr- Ic surekli fonksiyondur.

Teorem 4.18. X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,c) tanimli

bir fonksiyon olmak Gzeredpr-acik kiimelerin sonlu arakesitgr-acik olsun.

f fonksiyonu sub-LC sirekli fonksiyon isef fonksiyonu sub-gpr-Ic

surekli fonksiyondur.
Ispat:
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Teorem 2.29. (ii) den f fonksiyonu sub-GLC* sirekli fonksiyondur.

Teorem 4.15. danf fonksiyonu sub-gpr- Ic strekli fonksiyondur.

Teorem 4.19. X,1), (Y , o), (X',7") ve (Y',og') topolojik uzaylar
ve f:(X,1) - (Y,0) ,g(X",7") - (Y',0") tanimli fonksiyonlar olsun.dpr-acik

kimelerin carpimlaridasgr-acik olsun.

f:(X;1) - (Y,0) ve g(X',7") - (Y',0') fonksiyonlari sub-gpr-Ic
surekli fonksiyonlar isd xg:(Xx X', 7 x ') - (Y x Y', 0 xg") fonksiyonu

sub-@pr-lc- surekli fonksiyondur.
Ispat:

f:(X,;1) - (Y,0) ve g(X',7") - (Y',0') fonksiyonlari sub-gpr-Ic

surekli fonksiyonlar olsun.

f ve g fonksiyonlari subépr-lc surekli fonksiyonlar oldgundan her
A[ﬁ icin f ™ (A) X uzayinda gpr-yerel kapall kiime olacak bicimde (Yo)
uzayi iging tabani

ve

her BE,B' icin g™(B) X' uzayinda gpr-yerel kapali kiime olacak
bicimde (Y',0") uzayi icin 8’ tabani vardir.

Buradan

B'={A xB:AL 3 BL g}

(YxY',0 xg") uzayini iretir.
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Her AxBL 8" icin

(fxg)"(AxB)=f"(A)x g™ (B)

Teorem 3.23. ten X X' uzayinda gpr-yerel kapali kiime olur.

Buradanf xgfonksiyonu sub-gpr- Ic surekli fonksiyondur.
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BOLUM 5
TOPOLOJIK UZAYLARDA
gopr*- YEREL KAPALI
KUMELER A ILESI
Tanim 5.1. (X,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun.

A=BNC olacak bicimde B &pr-acik ve C o -kapall kimeleri varsa A

kimesine gpr*-yerel kapali kime denir.
Teorem 5.2. K,1) bir topolojik uzay olsun.
Her 0 -kapall kime gpr*-yerel kapali kimedir.
Ispat:
A 01X J-kapali bir kime olsun. Bu durumda
A=ANX

ve X gopr-acik oldgundan A @pr*-yerel kapal kiamedir.

Uyari 5.3. Bir topolojik uzayda gpr* yerel kapali kimeles- kapali kime

olmak zorunda dgldir.

Ornek 5.4. X={a,b,c,d} ={X, O {a},{c}.{a,b}{a,c}{a,b,c}{a,c,d}

olmak Uzere A={a,b,c} kiimesini alalim.
A kimesi @pr*-yerel kapali kiimedir.

Ancak A kiimesb- kapali kime dgldir.
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Teorem 5.5. K,1) bir topolojik uzay olsun.

Her gopr*-yerel kapall kime &pr yerel kapalidir.

Ispat:

A O X olmak tzere A gpr*-yerel kapali kime olsun.

Buradan

A=BNC

olacak bicimde B gpr-acik ve CJ -kapali kiimeleri vardir. Ayrica @ -
kapali oldgunda ayni zamanda kapali kimedir.

Oyleyse A gpr yerel kapali kiimedir.

Teorem 5.6 K,t) bir topolojik uzay olsun.

Her gppr-acik kime §pr*-yerel kapal kimedir.

Ispat:

A LI X kiimesi @pr acik kiime olsun. Bu durumda

A=ANX
ve X J-kapali oldgundan A gpr*-yerel kapali kimedir.

Tanim 5.7. X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,0) tanimh

bir fonksiyon olsun.

Herbir AL ¢ icin f™(A) X uzayinda §pr*-yerel kapali oluyorsa f

fonksiyonuna gpr*-lc-surekli fonksiyon denir.
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Teorem 5.8 K,1) ve (Yo) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,o0) tanimh

bir fonksiyon olsun.

Her ¢pr* -lc-sirekli fonksiyon ayni zamanda o -lc-surekli

fonksiyondur.
Ispat:

f gopr* -lc- surekli fonksiyon ise her hos icin f ™(A) X uzayinda

gdpr*-yerel kapali olur. Teorem 5.5 deh™ (A) gdpr-yerel kapali olur.

Yani her AL ¢ icin f™(A) X uzayinda gpr-yerel kapali kiime olur.

Oyleyse f gopr -Ic- siirekli fonksiyondur.
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BOLUM 6

TOPOLOJIK UZAYLARDA

gdpr*- YEREL KAPALI KUMELER

VE

gdpr*- Ic-SUREKL i FONKSIYONLAR

Teorem 6.1. K,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun.

A gopr*-yerel kapali kimedir gerek ve yeterskb A=BN J -cl(A) olacak
bicimde B, @pr-acik kiimesi vardir.

Ispat:

(=:) A gopr*-yerel kapali kime olsun. A=BC olacak bicimde B &pr-
acikkimesi ve C 0 -kapali kimesi vardir.

Buradan AJB ve Al J-cl(A) oldugundanA 01BN o -cl(A) dir.

Tersine AL C ve Co -kapal kiime oldgundan

3-cl(A) 0 5-cl(C)=C

dir.
Oyleyse) -cl(A) O Cdir. Buradan

A=BNCLI BN J-cl(A)

dir.
Yani ALIBN o -cl(A) dir.
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Oyleyse A=B d -cl(A) oldugu bulunur.

(O:) B gopr-acik ve o-cl(A) Jkapali oldgundan A=B N o -cl(A)
gopr*-yerel kapali kiimedir.

Teorem 6.2. K,1) topolojik uzay ve A,B1X olmak Uzere gpr-acik

kimelerin sonlu arakesitbgr-acik olsun.

A ve B kimeleri gpr*-yerel kapali kimeler ise AB kiimesi gpr*- yerel
kapall kimedir.

Ispat:
A ve B gopr*-yerel kapal kiimeler oldiundan Teorem 6.1. gaiiace
A=CNJ-cl(A)
olacak bicimde C, &pr-acik kimesi ve
B=DnN J -cl(B)
olacak bicimde D, gpr-acik kiimesi vardir.
C ND gopr- agik ve
d-cl(A) No-cl(B)
O -kapali oldgundan ANB gopr*-yerel kapali kiimedir.
Teorem 6.3. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olmak lzere §gpr-kapal
kimelerin sonlu arakesitbgr-kapali olsun.

A gopr*-yerel kapal kiime is@ -cl(A) \A gopr-kapali kiimedir.

Ispat:
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(X,1) bir topolojik uzay olmak tizere B X gopr*-yerel kapali kiime olsun.
A, gopr*-yerel kapali kimeldugundan Teorem 6.1. gaiiace
A=BN J-cl(A)
olacaksekilde B @ppr-acik kimesi vardir.
J -cl(A) \A= o -cl(A) N(X\B)

olur.

O0-cl(A) o-kapal oldgundan @pr-kapali kime ve B dpr-acik kiime
oldugundan X\B @pr-kapali kiimedir.

Oyleysed -cl(A)\A gdpr-kapal kiimedir.

Teorem 6.4. K,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun.

O -cl(A) \A goépr-kapall kiime ise Agpr*-yerel kapali kimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olmak Uzered -cl(A) \A gdépr-kapall
kiime olsun.

B=X \(J-cl(A) \A)

olsun. d -cl(A) \ A gopr- kapali oldgundan B kiimesigpr-acik kiimedir
ve
A=BNJ-cl(A)
dir.
Buradan Teorem 6.1. ggiace A gpr-yerel kapali kimedir.
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Sonug¢ 6.5. X,t) bir topolojik uzay ve A1X olmak lzere gpr-kapall

kiimelerin sonlu arakesitbgr-kapali olsun.

A gopr*-yerel kapali kiimedir ancak ve ancak-cl(A) \A gépr-kapal

kiimedir.

Teorem 6.6. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olmak Gzere gpr-kapall

kiimelerin sonlu arakesitbgr-kapali olsun.
A gépr*-yerel kapali kiime ise A (X\ 0 -cl(A)) gopr-aciktir.
Ispat:
(X,7) bir topolojik uzay olmak Uzere BX gopr*-yerel kapali kiime olsun.
A, gopr*-yerel kapali kimeldugundan Teorem 6.3. gaiiace
0 -cl(A) \A gopr kapali kiimedir.
Ayrica G=J -cl(A) \A diyelim.
Bu durumdao -cl(A) \A gopr- kapali oldgundan
X\G= AU (X\0-cl(A))
gopr-acik kimedir.
Teorem 6.7. K,t) bir topolojik uzay ve Al X olsun.
A0 (X\o-cl(A)) gopr-acik ise A gpr*-yerel kapal kiimedir.

Ispat:

G=A0 (X\J-cl(A))
diyelim.
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G gpr-acik kime oldgundan X \G gpr-kapali kimedir ve

X \G= J-cl(A) \A

oldugundary - cl(A) \A gdépr-kapalidir.

Buradan Teorem 5.6. ggiace A ¢ppr*-yerel kapali kimedir.

Sonu¢ 6.8. X,t) bir topolojik uzay ve A1X olmak Ulzere gpr-kapali

kiimelerin sonlu arakesitbgr-kapali olsun.

A gopr*-yerel kapali kimedir gerek ve yetgart A (X\d-cl(A)) gopr-
aciktir.

Teorem 6.9. K,1) topolojik uzay AOX, ZOX ve AOZ olmak Uzere
gopr-acgik kiimelerin sonlu arakesivgr-acik olsun. Z duzenli agik olsun.

Z, (X,1) topolik uzayinda g-acik ve AZ,t|Z) topolojik uzayinda &pr*-
yerel kapal kiime ise AX,1) topojik uzayinda gpr*- yerel kapali kimedir.

Ispat:

A, (Z|Z) topolojik uzayinda &pr*-yerel kapali kiime oldtundan
Teorem 6.1. getgnce A=GN J-cl, (A) olacak bicimde G dpr-a¢gl vardir.
Ayrica

d-cl, (A)=Z NS -cl(A)
idi.
G, (Z,1]2) topolojik uzayinda &pr-acik oldgundan G,(X,t) topolojik

uzayinda gpr-aciktir.
Buradan 2:G gopr-agiktir.
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A=(ZNG) N J-cl(A),

(X,7) topolojik uzayinda gpr*-yerel kapali kiimedir.

Tanim 6.10. ,t) bir topolojik uzay olsun.

(X,1) uzayinin hero -yogun alt kiimesi gpr-acik ise(X,t) uzayina gpr*-

submaximal uzay denir.

Teorem 6.11. X,1) bir topolojik uzay olsun.

(X,1) uzay! @pr-submaximal uzay ise X uzayindaki her kindprg-yerel

kapall kimedir.

Ispat:

Kabul edelim ki A0 X ve
G=A01 (X\Jd -cl(A))

olsun.

X= & -cl(G)

olur.

Oyleyse G J-yogun kimedir. G J-yogun ve uzay §pr*-submaximal
oldugundan G gpr-aciktir.

Oyleyse A gpr*-yerel kapali kiimedir.

Buradan X uzayindaki her kimégpy*-yerel kapali kimedir.

Teorem 6.12. X,1) bir topolojik uzay olmak Gzere sgr-kapali kiimelerin

sonlu arakesiti gpr-kapali olsun.

X uzayindaki her kimesgr*-yerel kapali kimedir is€X,t) uzay! @pr*-

submaximal uzaydir.
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Ispat:
A, (X,1) uzayindad -yogun kime olsun. Yand -cl(A)=X olsun. Buradan
A=A 1 (X\o-cl(A))
dir.
A, gopr*- yerel kapali kime oldiundan Teorem 6.6 geii@ce A dpr
acik kimedir.

Oyleyse(X,) topolojik uzayi gpr*-submaximal uzaydir.

Sonug 6.13. X,t) bir topolojik uzay olmak Uzere sgr-kapali kiimelerin

sonlu arakesiti gpr-kapali olsun.

(X,1) uzay! @pr*-submaximal uzay gerek ve yeterskbX uzayindaki her

kiime @pr*-yerel kapali kimedir.

Teorem 6.14. K,1) ve (Y o) iki topolojik uzay olsun. gpr-acik kiimelerin

carpimlarida gpr-acik olsun.

AOX ve BOX olmak uzere A,(X,t) topolojik uzayinda gpr*- yerel
kapall kime ve B, (%) topolojik uzayinda gpr*- yerel kapali kime ise AB
kimesi(X xY,txc) uzayinda gpr*-yerel kapal kiimedir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay olmak tzere BX gépr*-yerel kapali kime ve

BOY gopr*-yerel kapal kiime olsun.

A, gopr*-yerel kapali kiime oldtundan Teorem 6.1. gaiiace
A=UNJ-cl(A)
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olacak bicimdgX,t) uzayinda U, gpr-acik kiimesi var ve B,ogr*-yerel
kapali kime oldgundan Teorem 6.1. gdgiiace B=VN o -cl(B) olacak bicimde
(Y,0) uzayindaV, gpr-acik kiimesi vardir.
AxB= (UNJ-cl(A)) x (VN -cl(B))
=(WxV)N( o-cl(A) x o -cl(B))

= (WK&V)N( J-cl(AxB))

dir.
UxV gdépr-acik kiime oldgundan AxB gopr*- yerel kapali kimedir.

Tanim 6.15. ¥,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,o) taniml
bir fonksiyon olsun.

Y uzayindaki herbir G gpr*-yerel kapali kiimesi icinf *(G) X uzayinda

gopr*-yerel kapali oluyorsa f fonksiyonuna gpr*-lc- kararsiz fonksiyon denir.

Teorem 6.16. K,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,t) - (Y,o) taniml

bir fonksiyon olsun.

f gdpr*-lc- kararsiz fonksiyon ise opr*-Ic- sirekli fonksiyon

fonksiyondur.
Ispat:

Herbir GL o icin G ¢ppr*-yerel kapall kiimedir ve f gopr*-Ic- kararsiz
fonksiyon oldgundan f ~*(G) X uzayinda gpr*-yerel kapali olur.

Buradan her \L 5 icin f ™(G) X uzayinda gpr*-yerel kapali olur.

Oyleyse gpr*-Ic- stirekli fonksiyondur.
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Teorem 6.17. X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,c) tanimh

bir fonksiyon olsun.

f sdrekli fonksiyon ise &pr*-Ic- surekli fonksiyondur.

Ispat:

Kabul edelimki f strekli fonksiyon olsun. Buradanf strekli fonksiyon
oldugundan her & s icin f *(G)L t dur.

Buradan herbir G ¢ icin Uyari 2.21 denf ™ (G) gopr*-yerel kapali olur.

Oyleyse f gdpr*-Ic- siirekli fonksiyondur.

Tanim 6.18. ,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,t) - (Y,0) tanimh

bir fonksiyon olsun.

Her G[,B icin f(G) X uzayinda §pr*-yerel kapali kiime olacak

bicimde (Yp) uzayinin S tabani varsa f fonksiyonuna sub<pr*-lc- surekli

fonksiyon denir.

Teorem 6.19. K,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,t) - (Y,o) taniml

bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonu sub-gpr*-Ic- surekli fonksiyon ise (¥%) uzayinda her
G[p icin f™(G) X uzayinda §pr*-yerel kapali kiime olacak bicimde byr

alttabani vardir.

Ispat:
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Her GL g icin f™(G) X uzayinda §pr*-yerel kapall olacak bicimde
(Y,o0) uzayinin 8 tabani vardir.,8 tabani ayni zamanda alttaban @duadan her

GL [ alttabani icinf ™ (G) X uzayinda §pr*-yerel kapali olur.

Teorem 6.20. X,1) ve (Y o) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,c) tanimh

bir fonksiyon olmak Uzeredpr-acik kiimelerin sonlu arakesitgr-acik olsun.

(Y,o0) uzayinda her Ep icin f (G) X uzayinda §pr*-yerel kapali kiime

olacak bicimde bip alttabani varsa f sub-@pr*- lc- surekli fonksiyondur.
Ispat:

p alt tabanini alalim. {AlY: A, p ye ait kiimelerin sonlu sayidaki
keskimi} olmak Uzere bu aile taban ahurur. (Y o) uzayinin tabanidir. | sonlu

kiime olmak tzere
G=n{s:slp iL.1
olmak tizere Teorem 6.2 den
tG)=N{ f*(s):sLpiln
X uzayinda gpr*-yerel kapalidir.

Oyleyse f fonksiyonu sub-gpr*-Ic surekli fonksiyondur.

Sonug 6.21. X,t) ve (Yo) topolojik uzaylar ve f :(X,t) - (Y,0) tanimli

bir fonksiyon olmak Uzeredpr-acgik kiimelerin sonlu arakesiggr-acik olsun.
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f fonksiyonu sub-gpr*-Ic surekli fonksiyon ancak ve ancak 6Y,
uzayinda her Gp icin f ™ (G) X uzayinda §pr*-yerel kapali kiime olacak

bicimde birp alt tabani vardir.

Teorem 6.22. X,1), (Y,0) ve (Z,9) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,0),

g:(Y,0) - (Z,9) tanimh fonksiyonlar olsun.

f ve g gopr*lc- kararsiz fonksiyonlarin birlémi gof gdpr*-Ic-

kararsiz fonksiyondur.
Ispat:

g gopr*-lc- kararsiz fonksiyon oldtundan Z uzayindaki her Gjgr*-
yerel kapall kiimesi icig™(G) Y uzayinda §pr*-yerel kapalidir.
Ayrica f gopr*-lc- kararsiz fonksiyon oldtundan f *(g™(G)) X

uzayinda gpr*-yerel kapali olur.

Buradan her Z uzayindaki her Gpy*-yerel kapal kiimesi igin

f(97(G)=(gof) ™ (G)

X uzayinda gpr*-yerel kapali olur.

Oyleysegof gdpr*-Ic- kararsiz fonksiyondur.

Teorem 6.23. X,1), (Y,0) ve (Z,9) topolojik uzaylar ve f :(X,1) - (Y,0),

g:(Y,0) - (Z,9) tanimh fonksiyonlar olsun.

g surekli ve f gdpr*-Ic- strekli fonksiyon isegof —gdpr*-Ic- streki

fonksiyondur.

Ispat:
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g surekli fonksiyon oldgundan her &9 Icin g7*(G)Lo dir.
Ayrica f gdpr*-Ic- surekli fonksiyon oldgundan f*(g™(G)) X
uzayinda gpr*-yerel kapali olur.

Buradan her G 3 icin (gof)™(G) X uzayinda gpr*-yerel kapali olur.
Oyleysegof gdpr*-Ic- siirekli fonksiyondur.

Teorem 6.24. X,1), (Y , o), (X',7") ve (Y',og') topolojik uzaylar
ve f:(X,1) - (Y,0) , hi(X"',r") - (Y',0") tanimh fonksiyonlar olsun. &pr-

acik kiimelerin carpimlaridapgr-acik olsun.

f:(X,1) > (Y,0) ve h:(X"',t") - (Y',0") fonksiyonlari sub-§pr*-Ic-
surekli fonksiyonlar ise f x h:(Xx X", 7 x1") - (YxY',0 xg"') fonksiyonu

sub-@pr*-Ic- surekli fonksiyondur.
Ispat:

f ve g fonksiyonlar subégpr*- Ic- surekli fonksiyonlar oldgundan (Y,

c) uzayl icing tabani ve Y',o") uzayi icin §' tabani vardir.

B ={uxv:.ulLpg vL g}

(Xx X", 7 x1") uzayini Uretir.
Her UxVL 8" icin

(fxg)"(UxV)=f7(U)x g7 (V)

X uzayinda gpr*-yerel kapali kiime olur.

Buradanf xg fonksiyonu sub-@pr*- lc- surekli fonksiyondur.
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