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ÖZEL FONKSİYONLARIN TEKİLLİKLERE DAYALI BİRLEŞİK BİR 
TEORİSİ ÜZERİNE 

ÖZET 

Yüzyıllar boyunca, sayısız medeniyetin gelişime paralel olarak özel fonksiyonlar 
üzerinde araştırmalar ve çalışmalar sürdürülmüştür. Trigonometri ve logoritma 
fonksiyonlarıyla başlayan bu gelişim süreci, gamma, beta, zeta fonksiyonlarıyla 
devam etmiştir. Fuchs denklemleriyle tanışmanın ardından teorik fizik ve uygulamalı 
matematikte birçok problemin çözümü özel fonksiyonlar modellenebildiği 
görülmüştür.   

Özel fonksiyonların çözümleri, denklemlerinin tekilliklerin türüne ve konuma göre 
şekillenmektedir. Bu sebepten ötürü, tekillere dayalı yaklaşımları ve teorileri 
incelemek, sınıflandırmak gerekmektedir.   

Birinci bölümde, özel fonksiyonların tarih içersinde ortaya çıkışı, gelişimi ve 
sınıflandırmalarından bahsedilmiştir.   

İkinci bölümde, tekillikler ve Fuchs denklemlerinin sınıflandırılmaları üzerine genel 
bilgiler verilerek giriş yapılmıştır. Genel bilgilerin akabinde (n+1) tekil noktaya sahip 
Fuch denklemi ve Fuch invaryantının hesaplanması anlatılmıştır. Üç tekil noktaya 
sahip Fuch denklemi, Fuch denkleminin genel halinden çıkartılmış ve bağımlı ve 
bağımsız değişkene göre gerçekleştirlen dönüşünümlerden bahsedilmişdir. Riemann-
Papperitz denkleminden, hipergometrik denkleme geçilmiş ve hipergeometrik 
denklemin çözümleri ve çözümlerinin yakınsaklığı incelenmiştir. Dört tekil noktaya 
sahip Fuchs denklemi olan Heun denkleminin genel yapısı ve bazı özellikleri 
verilerek, Hipergeometrik denklemden farklılaştığı noktalar belirtilmiştir. 
Hipergeometik ve Heun denklemleri incelendikten sonra, bu denklemlerin konflüent 
durumları incelenmiştir. Bölümün sonunda ise hipergeometrik ve Heun denklemin 
otomorfizma grupları verilmiştir. Hipergeometrik denklemi invaryant kılan 
dönüşümler incelenmiştir  

Üçüncü bölümde, hipergeometrik denklemin uygulamalarından örnekler verilmiştir. 
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UNIFIED THEORY BASED ON SINGULARITIES OF SPECIAL 
FUNCTIONS  

SUMMARY 

Over the centuries, countless civilizations parallel to the development of research and 
studies on special functions have been carried out. Starting with trigonometry and 
logarithm function, the improvement process has continued with gamma, beta, zeta 
functions.  

The solutions of specific functions is formed by the location of the singularities and 
the type of the equation. For this reason, the approaches based on singularities is 
required to examine and classify. 

In the first section, history, development and classification of special functions are 
mentioned. 

In the second section, fuchsian theory and fuchsian equations with three and four 
singular points are discussed. At the beginning fuchsian equation with (n+1) singular 
points is constructed and the fuchsian invariant are obtained.  Fuchsian equations 
with three singularities are Riemann-Pappertiz and hypergeometric equation are 
discussed in detail. The mappings of dependent and independent variables are used in 
order to obtain the canonical forms of Riemann equation. Hypergeometric equation 
which is the canonical form of Riemann equation is the general topic of this study. 
The solutions of hypergeometric equations around the neighborhood of its 
singularities are taken and convergence of these solutions was discussed in detail. 
Then, Heun equation and confluent hypergeometric and Heun equation are 
introduced.  At the end of this study, the automorphism groups of hypergeometric 
and Heun equations were discussed. Especially, the mapping which makes 
hypergeometric equation invariant is investigated.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 xiii





1. GİRİŞ

1.1 Özel Fonksiyonlarin Tarihi

Teorik �zik ve uygulamal� matematikte kar³�la³�lan matematiksel fonksiyonlar�

s�n��and�rman�n birçok yolu vard�r. 1940'lar�n sonunda ve 1950'lerin ba³lar�nda,

Eugen Jahnke ve Frits Emde'nin 1933'te yay�nlad�§� �formül ve gra�kleriyle

fonksiyonlar�n listesine� göre, matematiksel fonksiyonlar Jahnke-Emde

fonksiyonlar� ve Jahnke-Emde fonksiyonlar� olmayan fonksiyonlar olarak

s�n��and�r�l�rd�. Bu liste ve diyagramlar karma³�k say�lar� içeren ve kübik

denklemleri çözen yeni hesaplamalar da dahil edilerek devam etti. El çevirmeli

masa üstü hesap makineleri nümerik hesaplamalar�n de§erli bir gereci oldu§u o

günlerde logaritma, trigonometri ve hipergeometrik fonksiyonlar�n listelerini ve

kurallar�n� derlemek bu alan�n ana u§ra³�yd�.

Standart olmayan bir diferansiyel denklemle ya da parametrik belirli bir integralle

kar³�la³�ld�§�nda ilk soru, çözümün Jahnke-Emde fonksiyonu olup olmad�§�yd�.

Basit olmayan fonksiyonlarla da nümerik çal�³malar gerçekle³tirilse ve gra�kleri

al�nsa da bir Jahnke-Emde fonksiyonu olmayan fonksiyonla kar³�la³�ld�§�nda

daha zor nümerik çal�³malar ve yeni yakla³�m metotlar� bulmak gerekmekteydi.

1952'de "Formül ve gra�kleriyle fonksiyonlar�n listesi" adl� kitab�n "Matematiksel

�zikte özel fonksiyonlar" isimli yeni bir versiyonu yay�mland�. Bu kitap kon�üent

hipergeometrik fonksiyonlar, Mathieu Fonksiyonlar� ve Bessel Fonksiyonlar�

üzerine detayl� sonuçlar içermekteydi. Fakat ayn� dönemde kullan�lmaya

ba³lanan elektronik bilgisayarlar sayesinde Jahnke-Emde fonksiyonu olmayan

fonksiyonlar�n�n durum integrali veya pertürbasyon yakla³�mlar�n�n, bu ikinci

dereceden lineer adi diferansiyel denklemleri hipergeometrik denklemlere ya da

onlar�n özel veya dejenere durumlar�na indirgeyemedi§i görüldü. Sonucunda da

�ziksel problemlerin matematiksel tan�mlar� her zaman sadele³tirilmelere ihtiyaç

duydu§u anla³�ld�. Bu da bizim tekilliliklerle tan�³mam�za yol açt�.
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Fiziksel problemin önemi genellikle tekilliklerin bulundu§u yerde ve

tekilliklerin karakterinde ortaya ç�kmaktad�r. Her zaman denklemlerin analitik

çözümlerini elde etmek mümkün de§ildir. E§er denklemlerin genel çözümleri

hesaplanam�yorsa, tekillikleri nümerik olarak ele almak gerekir. Bu konudaki

yenilikler 1954'de Josef Mexiner ve Friedrich Wilhelm Schafke'nin yay�nlanan

kitab�yla geldi. Yak�nsak serilerle ya da basit fonksiyonlar�n belirli integralleri

³eklinde ifade edilen fonksiyonlar�n, analitik sonuçlar� üzerine nümerik yöntemler

yay�nland� ve Mexiner ve Schafke'nin geli³tirdi§i nümerik sonuçlar�n izin verdi§i

yakla³�m ³emalar� o zaman�n elektronik hesaplama standartlar�yla uygun hale

gelmi³ti. Sonras�nda, Mathieu fonksiyonlar�n�n anti-özellikleriyle küremsi dalga

denklemleri, adi diferansiyel denklemlerin "Heun s�n�f�" olarak isimlendirilen

fonksiyonlar s�n�f�n�n çözümleri taraf�ndan kapsand�§� farkedildi. Heun s�n�f�, özel

fonksiyonlar�n hipergeometrik s�n�f�n�n sadece bir ad�m daha karma³�§� olmas�na

ra§men,hipergeometrik s�n�ftan çok fazla farkl�la³t�. Karma³�k �ziksel durumlar�

matematiksel olarak modelledi§imizde, tekilliklerin konumu ve karakteri �ziksel

durumun önemini yans�t�r. Öyle ki parametreler bilgiyi ta³�yan tekilliklerle direk

ili³kili de§ildir. Örnek olarak bir materyalin �ziksel özelliklerini verebiliriz.

Yeni �kirler ve geli³meler Painleve'nin, hangi ko³ullar alt�nda

d2y
dz2 = F(

dy
dz

,y,z) (1.1)

denkleminin çözümlerinin hareketli kritik noktalara sahip olmaz sorusunu

gündeme getirdi. Burada kritik noktalar dal noktalar� ve esas tekilliklerdir.

Hareketli ise konumlar�n�n seçilen ba³lang�ç de§erine ba§l� olmas� anlam�na

gelmektedir. Dolay�s�yla bu sadece diferansiyel denklemin özelli§i de§ildir. Bu

özelli§i sa§layan diferansiyel denklemlere Painleve özelli§ine sahip denir. Sadece

hareketli tekilli§e sahip diferansiyel denklemin çözümleri Painleve özelli§ini

ta³�rsa, bu tekillikler kutuplardad�r. Hareketli kutup noktalar� bize karma³�k

z düzlemini (1.1) denklemini düzgün çözümler verecek ³ekilde kesmemize izin

verir. Painleve (1.1) denkleminin Painleve özelli§ini sa§layan 50 farkl� tipi

oldu§unu gösterdi ve bu çözümlerin 44'ü bilinen fonksiyonlar (eliptik fonksiyonlar

ve lineer diferansiyel denklemlerin çözümleri olan fonksiyonlar) ³eklinde ifade

edilmekteydi. Fakat kalan 6 denklem Painleve denklemleri (transandantal) olarak

bilinen, elementer fonksiyonlar ile çözümü ifade edilemeyen, ikinci dereceden
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lineer olmayan diferansiyel denklemlerdi.

Bu denklemlerden be³i Painleve ve ö§rencileri taraf�ndan, alt�nc� denklem olan

y′′ =
1
2
(
1
y
+

1
y−1

+
1

y− x
)y′2− (

1
x
+

1
x−1

+
1

y− x
)y′

+
y(y−1)(y− x)

x2(x−1)2 (α +
βx
y2 +

γ(x−1)
(y−1)2 +

δx(x−1)
(y− x)2 ) (1.2)

denklemi ise Fuchs taraf�ndan bulundu. (1.2) denklemi yeni transandantallar

tan�mlamak için kullan�lan en önemli lineer olmayan diferansiyel denklem olarak

bilinmektedir.

Lagrange denklemleri olarak da ifade edilen Painleve denklemleri, göreli olmayan

kuantum sistemlerinin klasik hareketlerinde ba³ta olmak üzere istatistiksel

mekanik, plazma �zi§i, do§rusal olmayan dalgalar, kuantum yerçekimi, kuantum

alan kuram�, genel görelilik, do§rusal olmayan optik ve �ber optik gibi önemli

�ziksel uygulamalarda ortaya ç�km�³t�r.
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2. FUCHS DENKLEMLERİ

2.1 Fuchs Denkleminin Sınıflandırması

19. yüzy�l hipergeometrik, Legendre ve eliptik fonksiyonlar gibi özel fonksiyonlar

üzerinde yeni bir sistematik çal�³ma ile tan�³t�. Say� teorisi, geometri gibi alanlar

da ili³kili olan bu fonksiyonlar�n karma³�k düzlemde tekillikleri civar�ndaki

davran�³lar�n� ara³t�rmak, bu fonksiyonlar�n özelliklerini anlayabilmek için önemli

oldu§u görüldü. Lineer denklemler için tüm çözümlerin yak�nsak oldu§u Fuchs

durumu ve Fuchs olmama durumu olmak üzere iki durum ay�rt edildi.

z
du
dz

+A(z)u = 0 (2.1)

(2.1) ile tan�mlanan lineer sistemler, orijin civar�nda holomor�k bir A ile

Fuchs s�n�f�n bir prototipini ifade eder. Weierstrass'�n okulunun bu denklem

s�n�f�n�n geni³lemesi üzerinde yap�lan çal�³malar ile 19. Yüzy�l�n sonlar�na

do§ru �Fuchs-Frobenius Teorisi� geli³tirildi. Fakat lineer olmayan denklemlerin

çözümlerinin tekillik tiplerinin s�n��and�r�lmas� henüz tamamlanmam�³t�. Ayr�ca

ikinci dereceden skalar denklemlerin özel formlar� için yap�lan Painleve-Gambier

s�n��and�rmas�, genel soyut sonuçlar bulabilmek ad�na hiçbir umut b�rakm�yordu.

20. yüzy�lda, özellikle problemler alt�nda k�smi türevli diferansiyel denklemlerin

sonuçlar�na kar³�l�k gelen geli³meler ya³and�.

utt +
λ

t
ut−∆u = 0 (2.2)

Euler-Poisson-Darboux denklemi ve onun eliptik emsali potansiyel teoride,

küresel ortalama yönteminde ve Einstein denklemlerinin özel indirgemelerinde

ortaya ç�kt�. Kö³eli bölgeler üzerinde tan�mlanm�³ eliptik problemler ile çift

karakteristikli problemler daha ileri bir genelleme yapmaya do§ru götürdü.

Bu geli³melerin 1980'lerde iyice olgunla³t�§� ve mevcut sonuçlar�n kapsam�n�n

ard�nda, baz� problemlerin logaritma ve de§i³kenlerin kuvvetleriyle kar�³�k

5



geni³lemelere ihtiyaç duydu§u fark edildi. Fakat bu davran�³�n genel olmayaca§�

tahmin edildi. Lineer olmayan problemler neredeyse önemsenmedi.

�Fuchs� kelimesi �bütün düzgün kuvvet serisi çözümleri yak�nsak olan

denklemleri� ifade etmek için kullan�ld�. Tabi ki, Fuchs adi diferansiyel

denklemlerin çözümleri logaritma içerebilir, fakat logaritmik ifadelere, kuvvet

serilerinin limitleri ³eklinde yakla³�labilece§i Frobenius yöntemiyle bilinmekteydi.

Di§er problemler Fuchs k�smi türevli diferansiyel denklemleriyle ba§lant�s�z

görülüyordu. Lineer olmayan dalga denklemlerinde ortaya ç�kan problemler için,

yine seksenlerde, Hormander, John ve ekibi asimptotik yakla³�mlar� hesaplad�lar.

Matemati§in d�³�nda, Astro�zikde de merkezde tekilli§e sahip denklemler gibi

benzer zorluklarla kar³�la³�ld�. Bu tekillikler civar�nda çözümlerin bir seri aç�l�m�

olmal�yd�. Bu dü³ünce ile nümerik iterasyonlara ba³lan�ld�. 1982'lerde, tamamen

integrallenebilir k�smi türevli diferansiyel denklemler için düzgün seri aç�l�m�

çözümlerin de gerçek çözümleri temsil etti§ine dair teori ispatland�. Peki, bu

serilerin hemen hemen integrallenebilir problemlerle bir alakas� var m�yd�?

Fuchs indirgeme yöntemi bu sorular�n cevaplar�n� verdi. Tipik olarak, indirgenmi³

Fuchs denklemleri için düzgün olmayan katsay�lar ve logaritmik terimler istisnai

bir durum de§ildir. Katsay�lar�n ve non-lineerliklerin, denklemin analitik olmas�

için bir gereklilik olmad�§�ndan, düzensiz tekilliklerle sahip bu denklemleri de

Fuchs formuna indirgeyebiliriz [1].

Bu alanda devam eden çal�³malar ile Fuchs teorisi geni³ledi ve bugünkü halini

ald�.

2.1.1 Tekillikler ve Fuchs Denklemleri

2.1.1.1 Düzenli ve Fuchs Tekillikleri

Lzy(z) = P0(z)y
′′
(z)+P1(z)y

′
(z)+P2(z)y(z) = 0 (2.3)

(2.3) denklemi katsay�lar�, dereceleri s�ras�yla k0,k1,k2 olan P0(z),P1(z),P2(z)

polinomlar�ndan olu³an, karma³�k düzlemde tan�ml� ikinci mertebeden adi lineer

homojen diferansiyel denklemdir.

(2.3) denklemin tekillikleri, P0(z) polinomunun s�f�rlar�d�r. z = ∞ noktas�n�da
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içeren karma³�k düzlemde (2.3) denkleminin iki lineer ba§�ms�z çözümü vard�r.

Bu çözümlerin herhangi bir lineer kombinasyonu bize (2.3) denkleminin genel

çözümünü verir.

(2.3) denklemini, katsay� polinomlar� sabit oldu§u zaman, sadece k�s�tl� bir

kaç durumda sabit katsay� denkleme indirgeyip, genel çözümünü elementer

fonksiyonlarla bulmak mümkündür. Fizikte ve matematikte kar³�m�za ç�kan (2.3)

denklemi ço§u zaman bilinen elementer yöntemlerle analitik çözümü bulunamaz.

Bu gibi durumlarda, kuvvet seri yöntemini uygulamak kaç�n�lmaz olur.

(2.3) denkleminin z0 noktas� kom³ulu§undaki çözümlerinin davran�³�, P(z) =

P1(z)/P0(z) ve Q(z) = P2(z)/P0(z) katsay� fonksiyonlar�n�n davran�³�na ba§l�d�r.

Tan�m 2. 1. 1 P(z) ve Q(z) fonksiyonlar� z0 noktas� kom³ulu§unda analitik ise,

bu fonksiyonlar�n z0 civar�nda kuvvet seri aç�l�mlar�n oldu§unu varsay�labilir.

(2.3) denkleminin z0 civar�nda verilen ba³lang�ç ko³ullar�(y(z0) = y0,y
′
(z0) = y

′
0)

alt�nda çözümü var ise, z0 noktalar�na denklemin "s�radan noktalar�" denir.

(2.3) denkleminin s�radan noktalar civar�ndaki tüm çözümleri "holomor�k"

fonksiyonlard�r.

Tan�m 2. 1. 2 E§er (2.3) diferansiyel denkleminde P(z) ve Q(z) katsayi

fonksiyonlar�ndan en az biri z0 noktas�nda analitik de§il ise, z0 noktas�na

diferansiyel denklemin tekil noktas� denir.

Bir denklemin kutuplar�, cebirsel ve logaritmik dallanma noktalar� analitik olma

özelli§ini kaybettikleri, tekil noktalard�r.

Örnek 2. 1. 3 Bessel denkleminin,

z2y′′(z)+ zy′(z)+(z2− v2)y(z) = 0 (2.4)

z = 0 ve z = ∞ de olmak üzere iki adet tekilli§i vard�r.

Tan�m 2. 1. 4 limz→z∗ f (z)(z− z∗)ρ = 0 yapan bir ρ ∈ R varsa, f(z) fonksiyonuna

z* (z∗ 6= ∞)'da sonlu dereceden bir tekilli§e sahip denir. z*=∞ için ise

limz→∞ f (z)(z)−ρ = 0 olmas� gerekmektedir.

Örnek 2. 1. 5 z3log(z), z = 0 da sonlu dereceden tekilli§e sahiptir.

Tan�m 2. 1. 6 (2.3) denklemin lineer ba§�ms�z çözümleri z=z* da sonlu dereceden

tekilli§e sahip ise bu tekilliklere "düzenli tekillik", de§il ise "düzensiz tekillik"

denir.

Tan�m 2. 1. 7 Karma³�k düzlemde, tekil noktalar integrasyon sabitine ve
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problemin ba³lang�ç ko³ullar�na ba§l� olarak de§i³mekte ise, bu noktalara

"hareketli tekil noktalar" denir.

Tekil noktalar, integrasyon sabitine ba§l� de§ilse, bu noktalara "sabit tekil

noktalar" denir.

Tan�m 2. 1. 8 z = z∗ da P(z) = P1(z)/P0(z) en fazla 1. dereceden ve Q(z) =

P2(z)/P0(z) de en fazla 2. dereceden tekilli§e sahip ise, z∗ noktas� "Fuchs tekilli§i"

olarak isimlendirilir. Sonsuzdaki nokta içinse z = z−1 için ayn� durum incelenir.

Örnek 2. 1. 9 (2.4) Bessel denkleminin, z = 0 noktas�ndaki tekilli§i Fuchs tekilli§i

iken, z = ∞ noktas�ndaki tekilli§i de§ildir.

Teorem 2. 1. 10 (2.3) denkleminin Fuchs denklemi olamas� için gerek ve yeter

ko³ul tüm tekilliklerin düzenli olmas�d�r.

Fuchs olmayan denklemlere, non-Fuchs denklemler denir.

Örnek 2. 1. 11 (2.4) tüm tekillikleri Fuchs tekilli§i olmad�§�ndan, Bessel denklemi

Fuchs denklemi de§ildir.

Örnek 2. 1. 12 Euler denkleminin,

z2y
′′
(z)− (a+b−1)zy

′
(z)+(ab)y(z) = 0 (2.5)

z = 0 ve z = ∞ de olmak üzere toplam iki adet düzenli tekilli§i vard�r. Teorem 2.

1. 10 a göre bu tekillikler Fuchs tekillikleridir. Dolay�s�yla (2.5) Euler denklemi

bir Fuchs denklemidir.

Bir denklemin Fuchs olma özelli§i izomor�k dönü³üm alt�nda da korunur.

2.2 Fuchs Denklemlerinin Tipleri

Polinom katsay�l� ikinci mertebeden lineer homojen denklemler s�n�f� Mn de

n+ 1 düzenli tekil noktaya sahip bir Fuchs denklemi, "jenerik denklem" olarak

adland�r�l�r.

2.2.1 Fuchs Denkleminin Genel Hali (n+1)

y
′′
(z)+P(z)y

′
(z)+Q(z)y(z) = 0 (2.6)

(2.6) denkleminin Fuchs tipinde oldu§unu ve n+1 (n≥ 2) adet farkl� tekil noktas�

oldu§unu varsay�m. Bu tekillikleri z = zk,k = 1,2,3, . . .n ve z = ∞ olarak alal�m.

8



Bu durumda, P(z) polinomunun z = zk noktalar� haricinde, sonlu bir düzlemde

ba³ka bir tekilli§i yoktur. O halde,

P(z) =
p(z)

(z− z1)(z− z2) . . .(z− zn)

olarak tan�mlabilir. Ayn� ³ekilde z = zk noktalar�ndaki tekilliklerin derecesi ≤ 2

olmak üzere,

Q(z) =
q(z)

(z− z1)2(z− z2)2 . . .(z− zn)2

olarak tan�mlanabilir. z = ∞ noktas�da (2.6) denkleminin düzenli tekil noktas�

oldu§u için z = ∞ noktas�ndaki durumunu incelemek için z = 1
t dönü³ümü

yaparsak,

y
′′
(t)+

1
t
(2−

p(1
t )

t(1
t − z1) . . .(

1
t − zn)

)y
′
(t)++

1
t2 (

q(1
t )

t2(1
t − z1)2 . . .(1

t − zn)2
)y(t) = 0 (2.7)

(2.7) denklemini elde ederiz. Bu denklemin t = 0 noktas� düzenli tekil bir

noktas�d�r. O halde,

2−
p(1

t )

t(1
t − z1) . . .(

1
t − zn)

ve

q(1
t )

t2(1
t − z1)2 . . .(1

t − zn)2

fonksiyonlar�n�n t = 0 noktas�nda analitik olmas� gerekmektedir. Bu da ancak

der(p)≤ n−1 ve der(q)≤ 2n−2 olmas� durumunda sa§lan�r.

Teorem 2. 1. 13 E§er (2.6) denklemi Fuchs tipinde, z = zk,k = 1,2,3, . . .n ve z = ∞

olan n+1 farkl� tekilli§e sahip ise, (2.6) denklemi,

y
′′
(z)+

Tn−1(z)
ψ(z)

y
′
(t)+

T2n−2(z)
ψ(z)2 y(z) = 0 (2.8)

olarak yaz�labilir. Burada Tj z'ye göre en fazla j dereceden bir polinom ve ψ(z) =

∏
m
k=1(z− zk) olarak tan�mlanm�³t�r.

(2.8) denkleminde

Tn−1(z)
ψ(z)

= P(z) =
n

∑
k=1

Ak

z− zk

³eklinde basit kesirlere ay�r�labilir. Benzer ³ekilde,

T2n−2(z)
ψ(z)2 = Q(z) =

n

∑
k=1

(
Bk

(z− zk)2 +
Ck

(z− zk)
)

9



olarak basit kesirlere ayr�labilir. Teorem 2. 2. 1'e göre T2n−2'nin derecesi en

fazla 2n − 2 olmas� gerekti§inden, payda e³itledi§imizde sa§ taftaki ifaden

(∑m
k=1Ck)T2n−1 elde edilece§inden dolay� ∑

n
k=1Ck = 0 olmak zorundad�r.

(2.8) denkleminden yola ç�karak, buldu§umuz ifadelerden ile (2.6) denklemi,

∑
n
k=1Ck = 0 olmak üzere

y
′′
(z)+

n

∑
k=1

Ak

z− zk
y
′
(t)+

n

∑
k=1

(
Bk

(z− zk)2 +
Ck

(z− zk)
)y(z) = 0 (2.9)

³eklinde yaz�labilir. Bu denklem n+1 düzenli tekil noktaya sahip Fuchs denklemin

genel halidir [2].

2.2.1.1 Fuchs İnvaryantı

(2.9) denkleminin z = zk tekil noktalar�na kar³�l�k gelen indis denklemin kökleri

ρ1(zk) ve ρ2(zk) olmak üzere, z = zk noktas�ndaki indis denklemi,

m(m−1)+Akm+Bk = 0

olarak yaz�l�r. Denklemi düzenlersek,

m2 +(Ak−1)m+Bk = 0 (2.10)

(2.10) denklemini elde ederiz. Bu denklemin kökler toplam� ve kökler çarp�m�

özde³liklerinden yararlanarak,

ρ1(zk)+ρ2(zk) = 1−Ak , ρ1(zk)ρ2(zk) = Bk

bulunur. z = ∞ noktas�ndaki tekillik için de,

m2 +(−1+
n

∑
k=1

Ak)m+
n

∑
k=1

(Bk +Ckzk) = 0 (2.11)

indis denklemi elde edilir. (2.11) denkleminin kökler toplam� ve çarp�m�

özde³liklerinden,

ρ1(∞)+ρ2(∞) =−1+
n

∑
k=1

Ak , ρ1(∞)ρ2(∞) =
n

∑
k=1

(Bk +Ckzk)

bulunur. k = 1,2, . . .m olmak üzere zk tekilliklerine kar³�l�k gelen indis

denklemlerinden buldu§umuz üstleri taraf tarafa toplarsak,
n

∑
k=1

[ρ1(zk)+ρ2(zk)]+ρ1(∞)+ρ2(∞) =
n

∑
k=1

(1−Ak)+(−1+
n

∑
k=1

Ak)

=
n

∑
k=1

(1)−
n

∑
k=1

(Ak)+
n

∑
k=1

Ak)−1 = n−1
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elde ederiz. Buda gösterir ki Fuchs denkleminin tekilliklerinin karakteristik üstleri,

n

∑
j=1

2

∑
m=1

ρm(z j)+
2

∑
m=1

ρm(∞) = n−1 (2.12)

ko³ulunu korur. Bu ko³ula ikinci mertebeden Fuchs tipli diferansiyel denklem için

"Fuchs invaryant�" denir. n. mertebeden (m+1) tekilli§e sahip Fuchs diferansiyel

denklem için, Fuchs invaryant�, (m−1)n(n−1)
2 olarak hesaplan�r [3].

2.2.2 Üç Tekil Noktalı Fuchs Denklemi (n= 2)

Fuchs diferansiyel denkleminin genel formundan yola ç�karak, i�kinci mertebeden

bir Fuchs diferansiyel denklemin üç tekil noktaya sahip formunu incelersek,

A1,A2,B1,B2,C1,C2 olarak tan�mlayabilece§imiz alt� key� parametreye sahip

oldu§unu görürüz. Üç tekil noktas�na kar³�l�k alt� üsttü vard�r. C1 +C2 = 0

ko³ulu oldu§undan C1 =−C2 olarak bulunur. Böylece key� parametre say�s� be³e

indirgenmi³ olur. Alt� üsttü de Fuchss invaryant� sayesinde be³e indirgenir. m = 2

oldu§u için üsttelerin toplam� bire e³it olur.

A1 = 1−ρ1(z1)−ρ2(z1)

A2 = 1−ρ1(z2)−ρ2(z2)

B1 = ρ1(z1)ρ2(z1)

B2 = ρ1(z2)ρ2(z2)

B1 +B2 +C1z1 +C2z2 = ρ1(∞)ρ2(∞)

C1 +C2 = 0

denklemlerini elde edilir. (2.9)'u bu denklemlerle tekrar düzenlersek,

y′′(z)+(
1−ρ1(z1)−ρ2(z1)

z− z1
+

1−ρ1(z2)−ρ2(z2)

z− z2
)y′(z)

+(
ρ1(z1)ρ2(z1)

(z− z1)2 +
ρ1(z2)ρ2(z2)

(z− z2)2

−ρ1(∞)ρ2(∞)−ρ1(z1)ρ2(z1)−ρ1(z2)ρ2(z2

(z− z1)(z− z2)
)y(z) = 0 (2.13)

(2.13) denklemini elde ederiz. (2.13) denklemine üç tekil noktaya sahip Fuchs

denklemi denir. Bu bölümde bu denklem detayl� olarak incelenecektir.

2.2.2.1 Riemann-Papperitz Denklemi
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(2.3) denklemin üç düzenli sonlu tekil noktaya sahip oldu§unu ve sonsuzun

s�radan bir nokta oldu§unu varsayal�m. z1,z2 ve z3 olarak gösterilecek tekil

noktalara s�ras�yla a1,a2,b1,b2,c1 ve c2 üstleri kar³�l�k gelsin. O halde, (2.3)

denklemi,

y
′′
(z)+

p(z)
(z− z1)(z− z2)(z− z3)

y
′
(z)+

q(z)
(z− z1)2(z− z2)2(z− z3)2 y(z) = 0 (2.14)

(2.14) ³eklinde yazabiliriz. Sonsuzdaki nokta s�radan nokta oldu§unundan, x =

1/t dönü³ümü ile,

y
′′
(t)+(

2
t
− 1

t2
p(1/t)

(1
t − z1)(

1
t − z2)(

1
t − z3)

)y
′
(t)+

1
t4

q(1/t)
(1

t − z1)2(1
t − z2)2(1

t − z3)2
y(t) = 0

elde etti§imiz denklemde, (2
t −

1
t2

p(1/t)
( 1

t −z1)(
1
t −z2)(

1
t −z3)

) ve ( 1
t4

q(1/t)
( 1

t −z1)2( 1
t −z2)2( 1

t −z3)2 )

polinomlar�n�n t = 0 da analitik olmas� gerekmektedir. Bu iki polinomu z = 1/t

dönü³ümü ile tekrar düzenlersek,

2z− z2 p(z)
(z− z1)(z− z2)(z− z3)

ve

z4 q(z)
(z− z1)2(z− z2)2(z− z3)2

elde ederiz. Sonsuzun s�radan bir nokta olabilmesi için,

p(z)
(z− z1)(z− z2)(z− z3)

ifadesinin 2/z 'ye e³it olmas� gerekmektedir.

p(z)
(z− z1)(z− z2)(z− z3)

=
A

(z− z1)
+

B
(z− z2)

+
C

(z− z3)

olarak yazarsak, A+B+C = 2 e³itli§ini buluruz. Benzer ³ekilde,

q(z)
(z− z1)2(z− z2)2(z− z3)2 =

D
(z− z1)2 +

E
(z− z2)2 +

F
(z− z3)2 +u1(z)

ifadesinin de sonsuzda analitik olmas� için u1(z) = 0 olmas� gerekir. Buldu§umuz

ko³ullar çerçevesinde, (2.14) diferansiyel denklemi,

y
′′
(z)+(

A
(z− z1)

+
B

(z− z2)
+

C
(z− z3)

)y
′
(z)

+(
D

(z− z1)2 +
E

(z− z2)2 +
F

(z− z3)2 )y(z) = 0 (2.15)
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(2.15) denklemi ³eklinde ifade edebiliriz. Üstler fark�n�n tam say� olmad�§�n�

varsayarsak, (2.15) denkleminin z1 noktas�ndaki çözümünü Frobenus seri çözümü

ile ∑
∞
n=1 an(z− z1)

n+m biçiminde arayabiliriz.

m(m−1)+mA+
D

(z1− z2)(z1− z3)
= 0

indis denklemin kökleri, a1 ve a2 dir. O halde,

a1 +a2 = 1−A

ve

a1a2 =
D

(z1− z2)(z1− z3)

denklikleri kökler toplam� ve kökler çarp�m�ndan elde edilir. Benzer ³ekilde z2 ve

z3 noktalar�ndaki indis denklemlerinden de ;

B = 1−b1−b2

E = (z2− z1)(z2− z3)b1b2

C = 1− c1− c2

F = (z3− z1)(z3− z2)c1c2

A+B+C = 2 oldu§undan, üstlerinde toplam�

a1 +a2 +b1 +b2 + c1 + c2 = 1−A+1−B+1−C = 3− (A+B+C) = 1

olarak bulunur.

Teorem 2. 1. 14 Tekil noktalar� z1,z2 ve z3 olan ve bu noktalara s�ras�yla kar³�l�k

gelen a1,a2,b1,b2,c1 ve c2 üstlerine sahip,

d2y
dz2+(

1−a1−a2

z− z1
+

1−b1−b2

z− z2
+

1− c1− c2

z− z3
)
dy
dz

+
1

(z− z1)(z− z2)(z− z3)
(
(z1− z2)(z1− z3)a1a2

z− z1

+
(z2− z1)(z2− z3)b1b2

z− z2
+

(z3− z1)(z3− z2)c1c2

z− z3
)y = 0 (2.16)

ikinci mertebeden bir diferansiyel denkleme Riemann-Papperitz denklemi denir.

(2.16) denklemin üstleri a1 +a2 +b1 +b2 + c1 + c2 = 1 ko³ulunu korur.
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(2.16) denklemin çözümünü "Riemann P-Sembolu" ile,

P

 z1 z2 z3
a1 b1 c1 ;z
a2 b2 c2

 (2.17)

(2.17) ³eklinde gösterilir.

(2.16) denkleminin z1,z2 ve z3 tekil noktalar�n konumlar�n� koruyarak, bu

tekilliklere kar³�l�k gelen a1,a2,b1,b2,c1 ve c2 üstlerin de§erlerini, ba§�ml�

de§i³kene göre gerçekle³tirece§imiz dönü³üm ile de§i³tirebiliriz. Bu dönü³üme

"f-homotopik dönü³üm" denir.

Teorem 2. 1. 15 Tekil noktalar� z1,z2 ve z3 ve bu noktalara kar³�l�k gelen

üstler s�ras�yla, a1,a2,b1,b2,c1 ve c2 ise, (2.16) denklemin çözümü w(z), (2.17)

Riemann P-�emas� ile gösterilebilir. Ba§�ml� de§i³kene göre gerçekle³tirece§imiz,

w(z) = (
z− z1

z− z2
)kw1(z) (2.18)

f-Homotopik dönü³ümü,

P

 z1 z2 z3
a1 b1 c1 ;z
a2 b2 c2

=
(z− z1)

k

(z− z2)k P

 z1 z2 z3
a1− k b1 + k c1 ;z
a2− k b2 + k c2

 (2.19)

denklemin üstlerine (2.19) gibi etki ederken, tekil noktalar�n konumunu korur.

Teorem 2. 1. 14'un bir ispat�, (2.18) dönü³ümü gerçekle³tirip, w1(z) de§i³kenine

göre birinci ve ikinci türevleri hesaplan�p, (2.16) denkleminde yerine yaz�larak,

(2.19) ifadesinin sa§ taraf� elde edilerek gerçekle³tirilebilir.

Ba³ka bir yakla³�m ise, tekillikler civar�ndaki Frobenius seri çözümünden

yararlanmakt�r. z = z1 tekilli§i civar�ndaki a1 üstüne göre Frobenius seri çözümü,

w(z) =
∞

∑
n=0

an(z− z1)
n+a1

olarak yaz�l�r.

w1(z) =
(z− z2)

k

(z− z1)k w(z) =
(z− z2)

k

(z− z1)k

∞

∑
n=0

an(z− z1)
n+a1

donü³ümü ile

w1(z) = (z− z2)
k

∞

∑
n=0

an(z− z1)
n+a1−k (2.20)
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elde ederiz. (z − z2)
k fonksiyonu z = z1 noktas�nda analitik oldu§u için, z1

noktas�nda seri aç�l�m� vard�r. Öyleyse,

(z− z2)
k = (z1− z2)

k +
∞

∑
n=1

bn(z− z1)
n (2.21)

olarak yaz�labilir.

Elde edilen (2.21) seri aç�l�m�n�, (2.20) ifadesinde yerine yazar ve serilerde

Cauchy çarp�m� özelli§ini uygulan�rsa,

w1(z) = [(z1− z2)
k +

∞

∑
n=1

bn(z− z1)
n](

∞

∑
n=0

an(z− z1)
n+a1−k)

= (z1− z2)
k

∞

∑
n=0

an(z− z1)
n+a1−k +(

∞

∑
n=0

bn+1(z− z1)
n+1)(

∞

∑
n=0

an(z− z1)
n+a1−k)

=
∞

∑
n=0

bn(z− z1)
n+a1−k +

∞

∑
n=0

cn(z− z1)
n+a1−k =

∞

∑
n=0

(cn +bn)+(z− z1)
n+a1−k

=
∞

∑
n=0

dn(z− z1)
n+a1−k

(2.22)

elde edilir. z = z1 noktas�nda a1 üstüne göre elde etti§imiz Frobenius seri

çözümünde, a1 üstünün a1− k olarak de§i³ti§ini görebiliriz. Benzer ³ekilde z = z2

noktas� civar�nda b1 ve b2 üstlerine göre yazaca§�m�z Frobenius seri çözümlerinde

de benzer bir de§i³im gözlemleyebiliriz. O halde ba§�ml� de§i³kene göre

gerçekle³tirece§imiz f-homotopik dönü³üm (2.19) ifadesindeki gibi denklemin

üstlerine etki ederken, tekil noktalar�n konumu korur.

Di§er yandan, (2.16) denkleminin üstleri a1,a2,b1,b2,c1 ve c2'nin de§erlerini

koruyarak z1,z2 ve z3 tekil noktalar�, ba§�ms�z de§i³kene göre gerçekle³tirece§imiz

lineer bir dönü³üm ile herhangi bir z′1,z
′
2 ve z′3 noktalara kayd�rabiliriz.

Teorem 2. 1. 16 AD−BC 6= 0 olmak üzere,

z=
At +B
Ct +D

=
(z1− z2)(z1− z3)(z′3− z′2)(t− z′1)

(z1− z2)(z′1− z′3)(t− z′2)+(z1− z3)(z′2− z′1)(t− z′3)
+z1 =M(t) (2.23)

olarak tan�mlanan lineer kesirli dönü³üm ile, (2.17) Riemann P-Sembolu,

P

 z′1 z′2 z′3
a1 b1 c1 ; t
a2 b2 c2

 (2.24)

(2.24) haline dönü³ür. Bu dönü³üm esnas�nda denklemin üstleri korunur.
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(2.23) dönü³ümü "Möbius dönü³ümü" olarak da isimlendirilir. Bu dönü³üm

geni³letilmi³ karma³�k düzlemde(sonsuzdaki noktay� da içeren karma³�k

düzlem) tan�mlanm�³t�r. Riemann küresi, geni³letilmi³ karma³�k düzlem olarak

dü³ünülebilir. Her Möbius dönü³ümü, Riemann küresinden kendisine bir birebir

konformal dönü³ümdür. Zaten Riemann küresinden kendisine olan her dönü³üm,

Möbius dönü³ümü olmak zorundad�r. Ba§�ms�z de§i³kene göre yap�lan lineer

kesirli dönü³üm ile, bu denklemin z1,z2 ve z3 tekil noktalar�n� her zaman

z1,z2,∞ noktalar�na kayd�rmak mümkündür. Tekillikleri z1,z2,∞ olan diferansiyel

denkleme ait Riemann P-�emas�,

P

 z1 z2 ∞

a1 b1 c1 ;z
a2 b2 c2

 (2.25)

ve bu ³emaya ait diferansiyel denklem,

y
′′
(z)+(

1−a1−a2

(z− z1)
+

1−b1−b2

(z− z2)
)y
′
(z)

+(
a1a2

(z− z1)2 +
b1b2

(z− z2)2 +
c1c2−a1a2−b1b2

(z− z1)(z− z2)
)y(z) = 0

(2.26)

formundad�r. Bu denklem formu "Riemann denklemi" olarak bilinir. Riemann

denklemi de ba§�ms�z de§i³kene göre gerçekle³tirilen,

t =
(z2− z3)(z− z1)

(z2− z1)(z− z3)

lineer kesirli dönü³üm (Möbius dönü³ümü) ile tekillikleri 0,1 ve ∞ olan

(z(1− z))y
′′
(z)+(c− (a+b+1))y

′
(z)−aby(z) = 0 (2.27)

(2.106) denklemine dönü³türülebilir. (2.106) denklemi "hipergeometrik

denklem" olarak adland�r�lan bir Fuchs denklemidir.

2.2.2.2 Hipergeometrik Denklem

Lz(a,b;c)y(z) = (z(1− z))y
′′
(z)+(c− (a+b+1))y

′
(z)−aby(z) = 0 (2.28)

(2.28) denklemi üç adet tekilli§e sahip Fuchs denklemidir. Fuchs denklemin

bu formu "hipergeometrik denklem" olarak bilinir. �kinci mertebeden lineer
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adi diferansiyel denklemlerin hipergometrik s�n�f� Riemann denklemi taraf�ndan

olu³turulmu³tur. Bu s�n�f kendi standart formlar� olan 5 tip denklem içerir.

• Hipergometrik denklem (hE)

• Kon�üent hipergeometrik denklem (ChE)

• Bikon�üent hipergeometrik denklem (BhE)

• �ndirgenmi³ kon�üent hipergeometrik denklem (RChE)

• �ndirgenmi³ bikon�üent hipergeometrik denklem (RBhE)

Yukar�daki bu denklemlerden sadece hE ve ChE ba§�ms�zd�r. Di§er tüm

denklemler, ChE'nin ba§�ml� de§i³kene göre dönü³ümleri ve parametre

özele³tirilmeleriyle elde edilebilir.

Kon�üent hipergeometrik denklemin de§i³ik biçimleri literatürde, "Whittaker

denklemi" ya da "Slater denklemi" olarak da bilinir. Bikon�üent hipergeometrik

denklem ise "Parabolik Silindir denklemi", "Hermite denklemi" ve "Hamonik

sal�n�c� denklemi" olarak bilinir. RChE'nin özel bir ad� olmamas�na ra§men, özel

dönü³ümlerle "Bessel denklemine" dönü³ebilir. RBhE ise "Airy denklemi" olarak

bilinir. �lk üç denklemin polinom çözümleri mevcuttur. Bu çözümler "Jacobi,

Laguerre ve Hermite" klasik dik polinomlar�n sonsuz kümelerini olu³turur.

"Legendre, Gegenbauer ve Chebyshev" polinomlar� Jacobi polinomlar�n�n

özelle³tirilmesiyle elde edilir.

Frobenius seri yöntemiyle elde edilen hE, ChE ve RChE 'nin özel çözümleri,

katsay�lar için iki terimli yineleme ili³kisi kabul eder. RBhE hariç, bu

denklemlerin çözümleri üç terimli (ikinci mertebeden) fark denklemleridir.

Bu denklemler klasik dik polinomlar� olu³turmak için yineleme ili³kisi

olu³tururlar. �ntegral dönü³ümleriyle, çekirdekleri elementer fonksiyon olan

ve çözümleri hipergeometrik s�n�fa ait olan bu denklemlerin çözümleri elementer

fonksiyonlarca gösterilebilir [4].

Bir noktas� sonsuzda olmak üzere sadece üç adet düzenli tekil noktas�

olan (2.3) biçimindeki lineer bir denklemin, ba§�ml� de§i³kene göre yap�lan

f-homotopik dönü³üm ve ba§�ms�z de§i³kene göre yap�lan Möbius dönü³ümleriyle,

Riemann denklemi kanonik do§al forma dönü³türülebilir. Kanonik do§al form,
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hipergeometrik denklem ya da Gauss denklemi olarak da adland�r�l�r.

P

 0 1 ∞

a1 a2 c1 ;z
b1 b2 c2

 (2.29)

Riemann ³emas� ile gösterilen

y′′(z)+(
1−a1−a2

z
+

1−b1−b2

z−1
)y′(z)

+(
a1a2

z2 +
b1b2

(z−1)2 −
c1c2−a1a2−b1b2

z(z−1)
)y(z) = 0 (2.30)

Riemann denkleminin z = 0 ve z = 1 tekilliklerine kar³�l�k gelen üstlerden en az

biri, ba§�ml� de§i³ken dönü³ümleriyle herzaman s�f�r yap�labilir. Örne§in

z = 0 için

w(z) = za1y(z)

z = 1 için

w(z) = (1− z)b1y(z)

dönü³ümümleri ile a1 = b1 = 0 yapar. Bu durumda,

(z(1− z))y′′(z)+(1−a2− (c1 + c2 +1))y′(z)− c1c2y(z) = 0 (2.31)

Riemann denklemi, (2.31) denkleminde gösterilen Gauss hipergeometrik

denklemine dönü³ür. Burada c1 = a, a2 = 1−c tan�mlarsak, Riemann özdeli§inden

de b2 = c− a− b elde ederiz. Bu sadele³tirmeler alt�nda Riemann denkleminin

standart biçimi olan (2.28) denklemini elde ederiz. (2.28) denklemi Riemann

³emas� ile a³a§�daki gibi gösterilir

P

 0 1 ∞

0 0 a ;z
1− c c−a−b b

 . (2.32)

(2.28) denklemine e³ olan diferansiyel operatoru

(Lz(a,b;c))∗ = Lz(1−a,b−1;2− c) (2.33)

ile gösterilirse, ba§�ml� de§i³kene göre gerçekle³tirece§imiz

y = Gw, G−1LG = N ⇐⇒ y = z−c/2(1− z)−(c−a−b−1)/2w (2.34)
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f-homotopik dönü³ümü ile (2.28) denklemini normal forma indirgeyebiliriz.

Genel anlamda (2.26) denlemini normal forma indirgemek için 1− a1− a2 = 0

ve 1− b1− b2 = 0 yapan dönü³ümler bulmam�z yeterlidir. (2.28) denkleminde

a1 = 0 ve a2 = 1− c oldu§una göre 1− 0− 1+ c = 0 olmas� için c katsay�s�n�

yok edecek bir dönü³üm bulmam�z gerekmektedir ki bu dönü³üm zc/2y ile

sa§lan�r. Çünkü zc/2y dönü³ümü z = 0 tekilli§ine ait üstlere (−c/2) +−(c/2)

kadar etki edecektir. Benzer ³ekilde z = 1 tekilli§ine kar³�l�k gelen üstlere de

(1− z)(c−a−b−1)/2y dönü³ümü uygulayarak b1 + b2 toplam�n� bir yapabiliriz [5].

(2.34) dönü³ü ile (2.28) denklemine ait Riemann P-³emas�

P

 0 1 ∞

c/2 (c−a−b−1)/2 a− c/2− (c−a−b−1)/2 ;z
(2− c)/2 c−a−b+(c−a−b−1)/2 b− c/2− (c−a−b−1)/2


(2.35)

haline dönü³tür. Bu Riemann ³emas�na kar³�l�k gelen diferansiyel denklemin w′

terimin katsay�s�,

(
1− c/2− (2− c)/2

z
+

1− (c−a−b−1)/2− (c−a−b+(c−a−b−1)/2)
z−1

) = 0

oldu§u tekillikleri 0, 1 ve ∞ olan Riemann denklemin genel formundan görülür.

Di§er terimleri de hesapland�§�nda,

Nz(a,b;c)w(z) := w′′(z)+ [
1
4
(
1− (1− c)2

z2 +
1− (c−a−b)2

(z−1)2 )

+
2ab+ c(c−a−b−1)

2z(z−1)
]w(z) = 0 (2.36)

denklemi elde edilir. (2.36) denklemi (2.28) denkleminin "normal biçimi" olarak

adland�r�l�r. Normal biçim, ikinci dereceden diferansiyel denklemin y
′
teriminin

yok edilmi³ halidir.

w = Hv, H−1NH = M ⇐⇒ w = z−1/2(1− z)1/2v

dönü³ümü ile de kendine e³ olan (2.37) biçimine dönü³ür.

Mz(a,b;c)v(z) := (z(z−1))′v(z)′

− [
z(z−1)

4
(
(1− c)2

z2 +
(c−a−b)2

(z−1)2 ) (2.37)

+
2ab+ c(c−a−b−1)

2z(z−1)
]v(z) = 0
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(2.28) denkleminin standart biçimi, tekillikleri 0, 1 ve ∞ olan hipergeometrik

denklemdir.

�imdi hipergeometrik denklemin bu noktalar civar�ndaki çözümlerini seri

yöntemiyle inceleyelim.

(2.28) denkleminde,

P0(z) = z(1− z), P1(z) = c− (1+a+b)z, P2(z) =−ab

olarak tan�mlanm�³t�r. Bu durumda

P0(0) = 0, P0(1) = 0.

olur. z = 0 ve z = 1 tekil noktalard�r. z = 0 noktas�n�n düzenli olup olmad�§�n�

incelersek,

lim
z→t

(z− t)P1(z)
P0(z)

= lim
z→0

(z−0)(c− (1+a+b)z)
z(1− z)

= lim
z→0

z(c− (1+a+b)z)
z(1− z)

= c

lim
z→t

(z− t)2P2(z)
P0(z)

= lim
z→0

(z−0)2(−ab)
z(1− z)

= lim
z→0

z2(−ab)
z(1− z)

= 0

iki limitinde var oldu§unu görürüz. O halde z = 0 düzenli tekil bir noktad�r.

Düzenli tekil noktas� orijinde olan ikinci mertebeden bir deferansiyel denklemin

genel çözümünü ;

y =
∞

∑
n=0

anzn+m (2.38)

ya da

y = lnz
∞

∑
n=0

anzn+m

olarak tan�mlan�r. Burada z > 0 kabul ediyoruz. (2.38) denkleminde a0 = 0

olursa, z'nin pozitif tamsay� kuvvetlerini zm terimi ile birle³tiremeyece§imizden

her zaman a0 6= 0 oldu§unu varsayabiliriz. Bu kuvvet seri çözümlerine "Frobenius

seri çözümü" denir. Orijin düzenli tekil nokta oldu§u için bu noktada Frobenius

çözümünü arayabiliriz.

(2.38) denkleminden y
′
ve y

′′
yi hesaplay�p,

y
′
=

∞

∑
n=0

an(n+m)zn+m−1 (2.39)

y
′′
=

∞

∑
n=0

an(n+m)(n+m−1)zn+m−2. (2.40)
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(2.28) denkleminde yerine yazarsak,

z
∞

∑
n=0

an(n+m)(n+m−1)zn+m−2− z2
∞

∑
n=0

an(n+m)(n+m−1)zn+m−2

+ c
∞

∑
n=0

an(n+m)zn+m−1− (1+a+b)z
∞

∑
n=0

an(n+m)zn+m−1−ab
∞

∑
n=0

anzn+m = 0

elde ederiz. Bu da,

∞

∑
n=0

an(n+m)(n+m−1)zn+m−1−
∞

∑
n=0

an(n+m)(n+m−1)zn+m

+ c
∞

∑
n=0

an(n+m)zn+m−1− (1+a+b)
∞

∑
n=0

an(n+m)zn+m−ab
∞

∑
n=0

anzn+m = 0

olur. denklemi sadele³tirmek için, tüm üstleri en küçük üst olan n + m - 1'e

∞

∑
n=0

an(n+m)(n+m−1)zn+m−1−
∞

∑
n=1

an−1(n+m−1)(n+m−2)zn+m−1

+ c
∞

∑
n=0

an(n+m)zn+m−1− (1+a+b)
∞

∑
n=1

an−1(n+m−1)zn+m−1

−ab
∞

∑
n=1

an−1zn+m−1 = 0

e³itlememiz gerekmektedir. Buradan ilk terimleri ay�r�p, toplam� s�f�rdan

ba³lat�rsak,

a0(m(m−1)+ cm)zm−1 +
∞

∑
n=1

an(n+m)(n+m−1)zn+m−1

−
∞

∑
n=1

an−1(n+m−1)(n+m−2)zn+m−1

+ c
∞

∑
n=1

an(n+m)zn+m−1− (1+a+b)
∞

∑
n=1

an−1(n+m−1)zn+m−1 (2.41)

−ab
∞

∑
n=1

an−1zn+m−1 = 0

elde ederiz. z'nin tüm kuvetlerinin, 1,z,z2 . . . lineer ba§�ms�z olmas� gerekti§inden,

zk 'lar�n tüm katsay�lar�n�n tüm k'lar için s�f�r olmas� gerekir. �lk terimden,

a0(m(m−1)+ cm) = 0 (2.42)

denklemini elderiz. Bu denkleme "indis denklemi" denir. a0 6= 0 oldu§undan,

m(m−1+ c) = 0.

olur. Buradan,

m1 = 0,m2 = 1− c (2.43)
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olarak z = 0 a kar³�l�k gelen üstler bulunmu³ olur. Di§er terimlerden de,

((n+m)(n+m−1)+ c(n+m))an

+(−(n+m−1)(n+m−2)− (1+a+b)(n+m−1)−ab)an−1 = 0 (2.44)

elde edilir. Bu da,

an =
(n+m−1)(n+m−2)+(1+a+b)(n+m−1)+ab

(n+m)(n+m−1)+ c(n+m)
an−1

=
(n+m−1)(n+m+a+b−1)+ab

(n+m)(n+m+ c−1)
an−1

Fakat,

(n+m−1)(n+m+a+b−1)+ab

= (n+m−1)(n+m+a−1)+(n+m−1)b+ab

= (n+m−1)(n+m+a−1)+b(n+m+a−1)

oldu§undan,

an =
(n+m+a−1)(n+m+b−1)

(n+m)(n+m+ c−1)
an−1,n > 1. (2.45)

yineleme ba§�nt�s�n� elde ederiz. Bu ba§�nt�da, an'i an−1 yerine a0 ile ifade ederek

sadele³tirirsek,

a1 =
(m+a)(m+b)
(m+1)(m+ c)

a0

a2 =
(m+a+1)(m+b+1)
(m+2)(m+ c+1)

a1 =
(m+a+1)(m+a)(m+b)(m+b+1)
(m+2)(m+1)(m+ c)(m+ c+1)

a0

=
(m+a)2(m+b)2

(m+1)2(m+ c)2
a0

a3 =
(m+a+2)(m+b+2)
(m+3)(m+ c+2)

a2 =
(m+a)2(m+a+2)(m+b)2(m+b+2)
(m+1)2(m+3)(m+ c)2(m+ c+2)

a0

=
(m+a)3(m+b)3

(m+1)3(m+ c)3
a0

elde ederiz. Yukar�daki ifadede,

(u)r =

{
1 r=0
u(u+1)(u+2) . . .(u+ r−1) r=1, 2, 3, . . .

olarak bilinen Pochhammer sembolüdür. an'e kadar tüm terimleri hesaplarsak,

an =
(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
a0,n > 0 (2.46)
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an'i a0 cinsinden bulmu³ oluruz. Buldu§umuz bu de§eri yerine yazarsak, çözümü

y = a0

∞

∑
n=0

(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
zn+m. (2.47)

olarak elde ederiz. Ayr�ca,

2F1(a,b,c;z) =
∞

∑
n=0

(a)n(b)n

n!(c)n
zn

,

(a)r =
Γ(a+n)

Γ(a)

ve

Γ(a) =
∫

∞

0
ta−1e−tdt

olmak üzere z= 0 tekilli§ine kar³�l�k gelen çözümünü |1−c|'nin tüm özel durumlar�

için ayr� ayr� incelememiz gerekir [6].

1) |1− c| (ya da c) tamsay� olmad�§�n da :

y(z) = c12F1(a,b,c;z)+ c2z1−c
2F1(a− c+1,b− c+1,2− c;z) (2.48)

olarak elde edilir. |1− c| üstler fark� s�f�r veya pozitif bir tamsay� ise, (3.20)

kar³�l�k gelen ikinci çözüm lineer ba§�ml� olur ve bu durumda logaritmik terimler

devreye girer.

2) |1− c|= 0 old§unda çözüm :

c = 1 oldu§undan,

y = a0

∞

∑
n=0

(m+a)n(m+b)n

(m+1)2
n

zn+m. (2.49)

olur. Buradan,

y1 = a0

∞

∑
n=0

(a)n(b)n

(1)n(1)n
zn = a02F1(a,b;1;z) (2.50)

y2 =
∂y
∂m

∣∣∣∣
m=0

(2.51)

burada Mn

Mn =
(m+a)n(m+b)n

(m+1)2
n

. (2.52)
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³eklinde tan�mlanm�³t�r. Bu türevi hesaplamak için, her iki taraf�n�n logiratmas�n�

al�rsak,

ln(Mn) = ln
(
(m+a)n(m+b)n

(m+1)2
n

)
= ln(m+a)n + ln(m+b)n−2ln(m+1)n (2.53)

elde ederiz. Fakat,

ln(m+a)n = ln
(
(m+a)(m+a+1) · · ·(m+a+n−1)

)
=

n−1

∑
k=0

ln(m+a+ k). (2.54)

oldu§undan,

ln(Mn) =
n−1

∑
k=0

ln(m+a+ k)+
n−1

∑
k=0

ln(m+b+ k)−2
n−1

∑
k=0

ln(m+1+ k)

=
n−1

∑
k=0

(
ln(m+a+ k)+ ln(m+b+ k)−2ln(m+1+ k)

)
(2.55)

bulunur. Denklemin iki taraf�n�nda �m� ye göre diferansiyelini al�rsak,

1
Mn

∂Mn

∂m
=

n−1

∑
k=0

(
1

m+a+ k
+

1
m+b+ k

− 2
m+1+ k

)
. (2.56)

elde ederiz. Buradan da,

∂Mn

∂m
=

(m+a)n(m+b)n

(m+1)2
n

n−1

∑
k=0

(
1

m+a+ k
+

1
m+b+ k

− 2
m+1+ k

)
. (2.57)

olarak bulunur.

y = a0zm
∞

∑
n=0

(m+a)n(m+b)n

(m+1)2
n

zn = a0zm
∞

∑
n=0

Mnzn. (2.58)

oldu§undan, c = 1 için denklemin çözümü

y(z) =C2F1(a,b;1;z)

+D
∞

∑
n=0

(a)n(b)n

(1)2
n

(
lnz+

n−1

∑
k=0

(
1

a+ k
+

1
b+ k

− 2
1+ k

))
zn (2.59)

olur.

3) c 6= 1 olan negatif tamsay� (c≤ 0) oldu§unda çözüm :

Yineleme denkleminden,

an =
(n+m+a−1)(n+m+b−1)

(n+m)(n+m+ c−1)
an−1, (2.60)
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elde edilir. En küçük kök olan m = 0 için, a1−m → ∞ olur. Bu yüzden, çözümü

sonsuz yapan mi kökleri için a0 = b0(m−mi) dönü³ümü gerçekle³tiririz. E§er a0 =

b0m al�rsak, çözümü

yb = b0zm
∞

∑
n=0

m(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
zn (2.61)

olarak buluruz. Sonra y1 = yb|m = 0 olur. Görüldü§ü üzere,

m(m+a)1−c(m+b)1−c

(m+1)1−c(m+ c)1−c
z1−c (2.62)

teriminden önceki tüm terimler 0 olur çünkü �m� terimi 0 a gider. Bunu aç�k

olarak görmek için Pochhammer sembolünü

(m+ c)1−c = (m+ c)(m+ c+1) · · ·m (2.63)

açabiliriz.

Bundan dolay�, art�k çözümümüz a³a§�daki biçimi al�r.

y1 = b0

(
(a)1−c(b)1−c

(1)1−c(c)−c
z1−c +

(a)2−c(b)2−c

(1)2−c(c)−c(1)
z2−c +

(a)3−c(b)3−c

(1)3−c(c)−c(1)(2)
z3−c + · · ·

)
=

b0

(c)−c

∞

∑
n=1−c

(a)n(b)n

(1)n(1)n+c−1
zn. (2.64)

Di§er taraftan ikinci çözüm,

y2 =
∂yb

∂m

∣∣∣∣
m=1−c

(2.65)

olarak bulunur.

Mn =
m(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
. (2.66)

olarak tan�mlanan Mn de§erinin türevini hesaplamak için, bir önceki durumda

yararland�§�m�z logaritmik türev metodunu tekrar kullanarak,

∂Mn

∂m
=

m(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n{
1
m
+

n−1

∑
k=0

(
1

m+a+ k
+

1
m+b+ k

− 1
m+1+ k

− 1
m+ c+ k

)}
(2.67)

elde ederiz,

yb = b0

∞

∑
n=0

m(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
zn+m = b0zm

∞

∑
n=0

Mnzn (2.68)
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oldu§undan,

∂y
∂m

= b0zm ln(z)
∞

∑
n=0

m(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
zn +b0zm

∞

∑
n=0

m(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n{
1
m
+

n−1

∑
k=0

(
1

m+a+ k
+

1
m+b+ k

− 1
m+1+ k

− 1
m+ c+ k

)}
zn

olur.

∂y
∂m

= b0zm
∞

∑
n=0

m(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n(
lnz+

1
m
+

n−1

∑
k=0

(
1

m+a+ k
+

1
m+b+ k

− 1
m+1+ k

− 1
m+ c+ k

))
zn.

(2.69)

m = 1− c de y2 yi buluruz. Çözümüm, y = E
′
y1 +F

′
y2 biçiminde oldu§undan.

E
′
b0 = E ve F

′
b0 = F olarak tan�mlarsak, bu kez çözüm

y =
E

(c)−c

∞

∑
n=1−c

(a)n(b)n

(1)n(1)n+c−1
zn

+Fz1−c
∞

∑
n=0

(1− c)(a+1− c)n(b+1− c)n

(2− c)n(1)n

(
lnz+

1
1− c

+ (2.70)

+
n−1

∑
k=0

(
1

a+ k+1− c
+

1
b+ k+1− c

− 1
2+ k− c

− 1
1+ k

))
zn

olarak bulunur.

4) c > 1 olan pozitif tamsay� old§unda çözüm :

Yineleme denkleminden

an =
(n+m+a−1)(n+m+b−1)

(n+m)(n+m+ c−1)
an−1 (2.71)

biliyoruz ki m= 1−c oldu§unda, am−1→∞ olur. Burada çözümü sonsuz yapan mi

kökleri için a0 = b0(m−mi) dönü³ümü yapabiliriz. a0 = b0(m+ c− 1) dönü³ümü

ile çözüm,

yb = b0zm
∞

∑
n=0

(m+ c−1)(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
zn (2.72)

biçimi al�r. y1 = yb|m→1−m al�rsak,

(m+ c−1)(m+a)c−1(m+b)c−1

(m+1)c−1(m+ c)c−1
zc−1 (2.73)
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teriminden önceki tüm terimler �m+c−1� terimi s�f�r oldu§u için s�f�r olur. Bunu

net olarak görmek için Pochhammer sembolünü açabiliriz.

(m+1)c−1 = (m+1)(m+2) · · ·(m+ c−1). (2.74)

Bundan dolay�, çözüm

y1 = b0z1−c(
(a+1− c)c−1(b+1− c)c−1

(2− c)c−2(1)c−1
zc−1 +

(a+1− c)c(b+1− c)c

(2− c)c−2(1)(1)c
zc + · · ·

)
=

b0

(2− c)c−2
z1−c

∞

∑
n=c−1

(a+1− c)n(b+1− c)n

(1)n(1)n+1−c
zn

(2.75)

³eklini al�r. �imdi ikinci çözüm olan y2'yi

y2 =
∂yb

∂m

∣∣∣∣
m=0

(2.76)

bulmak için,

Mn =
(m+ c−1)(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
(2.77)

ifadesinin türevini hesaplamam�z gerekir. Logaritmik türev yard�m�yla,

∂Mn

∂m
=

(m+ c−1)(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n

(
1

m+ c−1
+

+
n−1

∑
k=0

(
1

m+a+ k
+

1
m+b+ k

− 1
m+1+ k

− 1
m+ c+ k

))
(2.78)

elde ederiz.

yb = b0

∞

∑
n=0

(m+ c−1)(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
zn+m = b0zm

∞

∑
n=0

Mnzn. (2.79)

dekleminden,

∂y
∂m

= b0zm ln(z)
∞

∑
n=0

(m+ c−1)(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n
zn+

+b0zm
∞

∑
n=0

(m+ c−1)(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n

(
1

m+ c−1
+

+
n−1

∑
k=0

(
1

m+a+ k
+

1
m+b+ k

− 1
m+1+ k

− 1
m+ c+ k

))
zn (2.80)

= b0zm
∞

∑
n=0

(m+ c−1)(m+a)n(m+b)n

(m+1)n(m+ c)n

(
lnz+

1
m+ c−1

+

+
n−1

∑
k=0

(
1

m+a+ k
+

1
m+b+ k

− 1
m+1+ k

− 1
m+ c+ k

))
zn
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denklemi elde edilir. m = 0 için de y2 hesaplan�r. Çözüm, y = G
′
y1 + H

′
y2

biçimdedir. G
′
b0 = E ve H

′
b0 = F olmak üzere

y =
G

(2− c)c−2
z1−c

∞

∑
n=c−1

(a+1− c)n(b+1− c)n

(1)n(1)n+1−c
zn

+H
∞

∑
n=0

(1− c)(a+1− c)n(b+1− c)n

(2− c)n(1)n

(
lnz+

1
c−1

+ (2.81)

+
n−1

∑
k=0

(
1

a+ k
+

1
b+ k

− 1
1+ k

− 1
c+ k

))
zn

olarak bulunur.

z = 1 tekilli§ine kar³�l�k gelen çözümü :

1) |c−a−b| tamsay� olmad�§�nda ;

y(z) = c12F1(a,b,a+b−c;1− z)+c2(1− z)c−a−b
2F1(c−a,c−b,1−c−b−c;1− z)

(2.82)

olarak elde edilir. |c−a−b| üstler fark� s�f�r veya pozitif bir tamsay� ise, (2.82)

kar³�l�k gelen ikinci çözüm lineer ba§�ml� olur ve bu durumda logaritmik terimler

devreye girer.

2) |c−a−b|= 0 oldu§unda ;

y =C · 2F1(a,b;1;1− z)

+D
∞

∑
n=0

(a)n(b)n

(1)2
n

(
ln(1− z)+

n−1

∑
k=0

(
1

a+ k
+

1
b+ k

− 2
1+ k

))
(1− z)n

(2.83)

3) |c−a−b|> 0 olan bir tamsay� oldu§unda ;

y =
E

(a+b− c+1)c−a−b−1

∞

∑
n=1−c

(a)n(b)n

(1)n(1)n+a+b−c
(1− z)n +F(1− z)c−a−b

∞

∑
n=0

(c−a−b)(c−b)n(c−a)n

(1+ c−a−b)n(1)n

(
ln(1− z)+

1
c−a−b

+
n−1

∑
k=0

(
1

k+ c−b
+

1
k+ c−a

− 1
1+ k+ c−a−b

− 1
1+ k

))
(1− z)n

(2.84)
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4) |c−a−b|< 0 olan bir tamsay� oldu§unda ;

y =
G

(1+ c−a−b)a+b−c−1
(1− z)c−a−b

∞

∑
n=a+b−c

(c−b)n(c−a)n

(1)n(1)n+c−a−b
(1− z)n +

+H
∞

∑
n=0

(c−a−b)(c−b)n(c−a)n

(1+ c−a−b)n(1)n

(
ln(1− z)+

1
a+b− c

+

+
n−1

∑
k=0

(
1

a+ k
+

1
b+ k

− 1
1+ k

− 1
a+b− c+1+ k

))
(1− z)n

(2.85)

olarak bulunur [7].

z = ∞ tekilli§ine kar³�l�k gelen çözüm :

1) |a−b| tam say� olmad�§�nda,

y(z) = c1z−a
2F1(a,a−c+1,a−b+1;

1
z
)+c2z−b

2F1(b,b−c+1,b−a+1;
1
z
) (2.86)

olarak elde edilir. |a− b| üstler fark� s�f�r veya pozitif bir tamsay� ise, (2.86)

kar³�l�k gelen ikinci çözüm lineer ba§�ml� olur ve bu durumda logaritmik terimler

devreye girer.

2) |a−b|= 0 oldu§unda,

y =Cz−a
2 F1(a,a+1− c;1;z−1)+Dz−a

∞

∑
n=0

((
(a)n(a+1− c)n

ł((1)n)2 )(lnz−1)+

+Dz−a
∞

∑
n=0

((
(a)n(a+1− c)n

ł((1)n)2 )(
n−1

∑
k=0

1
a+ k

+
1

a+1− c+ k
− 2

1+ k
)z−n))

(2.87)

3) |a−b|> 0 olan bir tamsay� oldu§unda,

y =
E

(b+1−a)a−b−1

∞

∑
n=a−b

(b)n(b+1− c)n

(1)n(1)n+b−a
z−n

+Fz−a
∞

∑
n=0

(a−b)(a)n(a+1− c)n

(1)n(a+1−b)n

(
lnz−1 +

1
a−b

+
n−1

∑
k=0

(
1

a+ k
+

1
a+1+ k− c

− 1
1+ k

− 1
a+1+ k−b

))
z−n

(2.88)
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4) |a−b|< 0 olan bir tamsay� oldu§unda,

y =
G

(a+1−b)b−a−1

∞

∑
n=b−a

(a)n(a+1− c)n

(1)n(1)n+a−b
z−n

+Hz−b
∞

∑
n=0

(b−a)(b)n(b+1− c)n

(1)n(b+1−a)n

(
lnz−1 +

1
b−a

+
n−1

∑
k=0

(
1

b+ k
+

1
b+1+ k− c

− 1
1+ k

− 1
b+1+ k−a

))
z−n

(2.89)

olarak bulunur [7].

Hipergeometrik denklemin çözümleri, hipergeometrik seriler yard�m�yla ifade

edilebildi§ini, yukar�daki çözümleri inceledi§imizde görmekteyiz. Peki

2F1(a,b,c;z) =
∞

∑
n=0

(a)n(b)n

n!(c)n
zn (2.90)

ile temsil edilen hipergeometrik seriler hangi ko³ullar alt�nda yak�nsakt�r?

Hipergeometrik serilerin yak�nsakl�§�n� oran kriterini uygulayarak görebiliriz.

Gerçekten,

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣|z|= lim
n→∞

(
(a)n+1(b)n+1

(n+1)!(c)n+1

)(
(a)n(b)n

n!(c)n

)−1

= lim
n→∞

∣∣∣∣(a+n)(b+n)
(n+1)(c+n)

∣∣∣∣|z|= |z| (2.91)

(2.91) ifadesinden görüldü§ü üzere |z|< 1 için yak�nsakt�r.

|z|= 1 için yak�nsakl�§�n� z= 1 ve z=−1 için ayr� ayr� incelememiz gerekmektedir.

z = 1 Gauss kriterini uygulayarak, hangi ko³ullar alt�nda yak�nsak oldu§unu

görebiliriz. Gerçekten,

an+1

an
=

(a+n)(b+n)
(n+1)(c+n)

=
(1+ a

n)(1+
b
n)

(1+ 1
n)

(1+
c
n
)

=
1+ a+b

n +O( 1
n2 )

1+ c+1
n +O( 1

n2 )

=

(
1+

a+b
n

+O(
1
n2 )

)(
1− c+1

n
+O(

1
n2 )

)
=

(
1− 1+ c−a−b

n
+O(

1
n2 )

)
(2.92)

oldu§undan c− a− b > 0 oldu§unda yak�nsakt�r. z = 1 için bir ba³ka ispat� da

"Stirling Formulunu" kullanarak gösterebiliriz [3].
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z = −1 için ise Leibnitz kriterini uygulam�z gerekir, çünkü z = −1 için elde

edece§imiz seri bir alterne seridir. Bu durumda, Leibnitz kriterine göre c− a−

b+1 > 0 oldu§u zaman yak�nsak olur.

Sonuç olarak, 2F1(a,b,c;z) hipergeometrik serisinin yak�nsakl�§� |z|< 1 oldu§unda

oran kriteri, z = 1 oldu§unda Gauss kriteri ve z = −1 oldu§unda ise Leibnitz

kriteri uygulanarak görülülebilir. |z|> 1 oldu§unda hipergeometrik seri herzaman

�raksakt�r [6].

Ayr�ca c s�f�r veya negatif bir tamsay� de§ilse, 2F1(a,b,c;z) her zaman analitik bir

fonksiyon olur. Bu foksiyonlar, hipergeometrik fonksiyonlar olarak da adland�r�l�r.

2.2.3 Heun Denklemi (n= 3)

Lz(a,b;c,d; t)y(z) = λy(z)+(z(1− z)(z− t))y′′(z)+(c(z−1)(z− t)+dz(z− t)

+(c− (a+b+1− c−d)z(z−1)))y′(z))+(abz−λ )y(z) = 0

(2.93)

(2.93) denklemi dört adet tekilli§e sahip Fuchs denklemidir. Fuchs denklemin bu

formu "Heun denklemi" olarak bilinir ve bu denklem taraf�ndan M3 lineer ikinci

mertebeden adi diferansiyel denklemler s�n�f� olu³turulur.

Heun denkleminin genel formu 12 karma³�k parametre ile karakterize edilir. Bu

parametrelerden 4'ü tekilliklerin yerini belirtir. 7 tanesi karakteristik üstlerdir.

Kalan 1 tanesi ise lokal olmayan yard�mc� bir parametredir. Möbius dönü³ümü

ile tekilliklerin 3 tanesi 0, 1 ve ∞'a sabitlenebilir. Ayr�ca bu bu tekilliklere kar³�l�k

gelen 3 karakteristik üste de 0 de§eri ald�r�labilir. Dolay�s�yla Heun denkleminin

parametre say�s� 12 den 6'ya indirgenmesi mümkündür. Konfülent denklemde ise

bu say� 5'e indirgenebilir [?].

(2.93) Heun denkleminin Riemann ³emas� a³a§�daki gibidir.

P

 0 1 t ∞

0 0 0 a ;z
1− c 1−d c+d−a−b b ;λ

 (2.94)

(2.93) denklemin lokal çözümlerini bu dört tekilli§in civar�nda kurabiliriz.

Denklemin standart çözümü,

c 6= 0,1,2, . . . , |z|< min(|t|,1)
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ko³ullar� alt�nda geçerlidir.

y1(z) = y1(a,b,c,d; t;λ ;z = 0,z), y1(0) = 1

Bu çözüm "Heun fonksiyonu" dur. Bu fonksyion, s�f�rdaki iki Frobenius

çözümünden biridir.

y1(z) =
∞

∑
0

gkzk (2.95)

gk katsay�s�, (2.95) in (2.93) denkleminde yerine koyulmas�yla elde edilen üç

terimli yineleme ba§�nt�s�ndan bulunur

t(k+1)(k+ c)gk+1

− [k((k−1+ c)(l + t)+dt +a+b+1− c−d)+λ )]gk

+(k−1+α)(k−1+b)gk−1 = 0

g0 = 1.

Heun denkleminin di§er lineer ba§�ms�z çözümü ise

y2(a,b,c,d; t;λ ;z = 0,z)

= z1−cy1(a+1− c,b+1− c,2− c,d, ; t,λ ′;z = 0,z)

λ
′ = λ +(a+b+1− c)(1− c) (2.96)

³eklindedir.

(2.93) denklemini, tekilliklerinin daha simetrik konumlarda oldu§u

Lz(a,b;c,d; t)y(z) = λy(z)+(z2−1)(z− t))y′′(z)+(c(z−1)(z− t)

+dz(z− t)(z+ t)+((a+b+1− c−d)(z2−1))y′(z))

+(abz−λ )y(z) = 0 (2.97)

biçiminde de yazabiliriz. Bu denklemde,

(1) Boyutsuz lokal parametreler a,b,c ve d Frobenius çözümündeki tekilliklere

kar³�l�k gelen karakteristik üstleri belirler.

(2) Ölçeklendirme parametresi t, bir tekilli§in konumu belirler.

(3) Yard�mc� parametre λ , ço§unlukla spektral bir parametre olarak sunulur.
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c = d = c+d−a−b = 1/2 ko³ulu alt�nda (2.93) denkleminin z = 0, z = 1 ve z = t

olan üç elementer tekilli§i "Lamé denklemleri" olarak bilinir.

2.3 Konflüent Denklemler

Kon�üent denklemler, denklemlerin düzenli sonlu bir tekil noktas� ile z = ∞

düzenli tekil noktas�n�n sonsuzda düzensiz bir tekilli§e yol açmas�yla ortaya ç�kar.

Bu birle³me sonucunda denklemlerin parametre say�lar� 1 azal�rken, sonsuzdaki

tekilli§in derecesi 1 artar [6].

2.3.1 Konflüent Hipergeometrik Denklem

Kon�üent hipergometrik denklem, (2.28) hipergeometrik denkleminde z→ z
b ,b→

∞ iken, iki düzenli tekill§inin z = 1 ve z = ∞ sonsuzda düzensiz bir tekilli§e yol

açmas�yla ortaya ç�kar.

Lz(a,c;1)y(z) := zy′′(z)+(c− z)y′(z)−ay(z) (2.98)

kon�üent denklemi, Riemann P-Sembolu ile

P


0 ∞

0 a ;z
1− c a− c

0
1

 (2.99)

olarak gösterilir. (2.98) denklemine e³ olan diferansiyel operatoru (2.100) ile

tan�mlan�rsa,

(Lz(a,c;1))∗ = Lz(2− c,1−a;−1) (2.100)

ba§�ml� de§i³kene göre gerçekle³tirece§imiz

y = z−c/2(e)z/2w

f-homotopik dönü³ümü ile (2.98) denklemi ( 2.101) normal biçimine

dönü³türülebilir.

Nz(a;c)w(y) := w′′(z)+ [−1
4
− a− c/2

z
+

1− (1− c)2

4z2 )]w(z) = 0 (2.101)

( 2.101) denklemi ayn� zamanda "Whittaker denklemi" olarak da bilinir.

(2.98) kon�üent hipergeometrik denkleminin c 6= 0,1,2, . . . ko³ullar� alt�nda genel
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çözümü

y(z) = c11F1(a,c;z)+ c2z1−c
1F1(a− c+1,2− c;z) (2.102)

olarak bulunur. |1− c| üstler fark� s�f�r veya pozitif bir tamsay� de§il ise, ikinci

çözüm lineer ba§�ml� olur ve bu durumda logaritmik terimler devreye girer [6].

2.3.2 Konflüent Heun Denklemi

Kon�üent Heun denklemi, (2.93) Heun denkleminde iki düzenli tekill§inin z = t

ve z = ∞ sonsuzda düzensiz bir tekilli§e yol açmas�yla ortaya ç�kar.

Lz(a;c,d; t;)y(z)−λy(z) = z(1− z))y′′(z)− [−tz(z−1) (2.103)

+dz+ c(z−1)]y′(z)+(−taz−λ )y(z) = 0

denklemi kon�üent Heun denklemidir. Bu denkleme kar³�l�k gelen Riemann ³emas�

P


0 1 ∞

0 0 a ;z
1− c 1−d c+d−a ;λ

0
1

 (2.104)

olarak yaz�labilir. (2.103) - (2.104) denklemlerindeki λ yard�mc� parametredir.

a,c ve d parametreleri lokal parametrelerdir. Ölçeklendirme parametresi olan

t, Heun dekleminin aksine, kon�üent Heun denkleminde tekilli§in yerini de§il,

dönme noktalar�n�n yerini belirtir [4].

2.4 Otomorfizma Grupları

Otomor�zma, matematiksel bir nesnenin kendisinden kendisine olan

izomor�zmad�r. Bu kendisinden kendisine olan dön³ümler, nesnenin tüm

yap�s�n� koruyarak gerçekle³ir. Tüm otomor�zmalar�n kümesi grup olu³turur, ve

bu gruba otomo�zma grubu denir. Otomor�zma, ayn� zamanda endomor�zmad�r

ve izomor�zmad�r.

2.4.1 Hipergeometrik Denklemin Otomorfizmaları
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Ba§�ms�z de§i³kene göre gerçekle³tirilen herhangi bir tekil M Möbius

dönü³ümünü,CP1 da herhangi bir üç noktay�, herhangi bir üç noktaya götürür. Ve

bu dönü³üm s�ras�nda, Riemann P-fonksiyonu teorisine göre karakteristik üstler

korunur. Birbirinden farkl� A,B,C,D ∈CP1 noktalar� için tan�mlanan,

(A,B,C,D) :=
(C−A)(D−B)
(D−A)(C−B)

∈CP1 \ (0,1,∞) (2.105)

çapraz oran, Möbius dönü³ümleri alt�nda invaryant kal�r. A,B,C,D'nin

permutasyonlar� CP1 \ (0,1,∞) üzerinde bir S4 simetri grubu olu³turur. Yukar�da

tan�mlanan çapraz oranda görüldü§ü üzere, çapraz oran ifadesi A,B ve C,D

ikililerin birbirleriyle de§i³imlerinden de etkilenmez. Dolay�s�yla 4!
2!2! = 3! = 6

adet çapraz oran bulmam�z mümkündür. Bu da gösteriyor ki hipergeometrik

denklem için, tekillikleri herhangi bir (z1,z2,z3) noktas�na öteleyen 3! Möbiüs

dönü³ümü permütasyonu vard�r. Yani herhangi üç noktadan olu³an grubu, bu üç

noktan�n permütasyon grubuna götüren alt� lineer kesirli dönü³üm mevcuttur.

O halde, tekillikleri z = 0,1, ∞ yapan alt� Möbius dönü³ümü bulunabilece§i gibi

0,1,∞ noktalar kümesini de, kendisine götüren alt adet lineer kesirli dönü³üm

mevcuttur. Bu dönü³ümler, hipergeometrik denklemi invaryant k�lan projektif

dönü³ümler olarak ifade edilir.

Fakat e§er, tekilliklerde dönü³üm lineer de§ilse ve üstlerin de§i³imini

korumuyorsa, f-homotopik dönü³üm uygulan�r. Bu durumda, hipergometrik

yap�s�, ba§�ml� de§i³kene göre yap�lan f-homotopik dönü³ümlerle korunur.

Örne§in M(∞) 6= ∞, gerçekle³tirilecek dönü³üm hipergeometrik denklemin genel

bir hali olmayacakt�r, çünkü M(∞) daki karakteristik üstlerin ikisi de s�f�rdan

farkl� olacakt�r. O halde, f-homotopik dönü³ümün y(z) = [z−M(∞)]−ay(z) veya

y(z) = [z−M(∞)]−by(z) permutasyonlar� da takip edilmelidir [8].

Tan�m 2. 4. 1 Aut(h) olarak tan�mlanan (2.28) hipergometrik denkleminin

otomor�zma grubu, ba§�ms�z de§i³kene göre gerçekle³tirilen Möbius dönü³ümü

ve ba§�ml� de§i³kene göre gerçekle³tirilen lineer f-homotopik dönü³ümlerinden,

(2.28) hipergeometrik denklemini parametre dönü³ümüne kar³�n de§i³mez k�lan,

de§i³ken de§i³imlerinin grubuna denir.

Riemann küresinin bir otomor�zma grubu olan "Möbius grubu", tüm Möbius

dönü³ümlerin birle³im i³lemi alt�nda olu³turdu§u bir gruptur. Bu grubun alt
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gruplar� karma³�k düzlem ve hiperbolik düzlem gibi di§er basit ba§lant�l� Riemann

yüzeylerinde de otomor�zma grubu olu³turur. Her Riemann yüzeyinin temel

grubu, Fuchs grubu, Klein grubu gibi Möbius grubun ayr�k bir alt grubudur.

Bu alt gruplar içerinde, Modüler grup Möbius grubunun önemli bir ayr�k alt

grubudur ve özellikle fraktallar, modüler biçimler ve eliptik e§riler gibi çe³itli

teorilerin merkezindedir [?].

(z(1− z))y
′′
(z)+(c− (a+b+1))y

′
(z)−aby(z) = 0 (2.106)

hipergeometrik denklemi

R(a,b,c) := P

 0 1 ∞

0 0 a ;z
1− c c−a−b b

 (2.107)

ba§�ml� ve ba§�ms�z de§i³kenlere göre gerçekle³tirilecek uygun dönü³ümlerle,

µ,ν ∈C ve M ∈ Aut(C−0,1) olmak üzere

u(z)→ zµ(1− z)νu(M(z)), z→M(z) (2.108)

ba³ka bir hipergeometrik denkleme dönü³türülebilir.

H := Aut(C−0,1) = z→ z, 1− z, 1/z, 1/(1− z), z/(z−1), (z−1)/z
(2.109)

olarak tan�mlanan otomor�zmas� 0, 1, ∞ kümesi üzerinde tam bir permütasyon

grubu olu³turur ve her M ∈ H için tekil olmayan bir

µ = (µ0,µ1,µ∞)

vektörü vard�r ki µ0 +µ1 +µ∞ = 0 ko³ulu korunsun [3].

Öyleki,

R(M,µ) = P

 M(0) M(1) M(∞)
0+µM(0) 0+µM(1) a+µM(∞) ;z

1− c+µM(0) c−a−b+µM(1) b+µM(∞)

 (2.110)

R(a1,b1,c1) formundad�r.

Örne§in, M(z), z→ 1/z olurak seçilirse, key� µ = (−a,0,a) vektörü için,

R(M,µ) = P

M(0) = ∞ M(1) = 1 M(∞) = 0
0+a 0+0 a−a ;z

1− c+a c−a−b b−a


= P

 0 1 ∞

0 0 a ;z
b−a c−a−b 1− c+a


= R(a,a− c+1,a+1−b) (2.111)

36



bulunur. Permütasyon s�n�f�n�n di§er elemanlar� için de,

P

 0 ∞ 1
0 a 0 ;z

1− c b c−a−b

= P

 0 ∞ 1
0 a 0 ;1− z

c−a−b b 1− c


=P

 0 ∞ 1
0 0 a ; z

1−z
1− c c−a−b b

= P

 0 ∞ 1
a 0 a ; 1

z
b 1− c c−a−b


=P

 0 ∞ 1
0 0 a ; z−1

z
c−a−b b 1− c


elde edilir.

Görüldü§ü üzere, (2.109) dönü³ümleri ile hipergeometrik denklemin yap�s�

bozulmaz. Dönü³ümler neticesinde elde edilen denklem yine bir hipergeometrik

denklem olur. Bu yolla 24 adet (M, µ) ikilisi buluruz. Bu yirmidört ikili 24

Riemann ³emas�na kar³�l�k gelir ve her birinin çözümü

yµ0(1− y)µ1 f (M−1(y))

formundad�r. Burada, f (2.106) hipergeometrik denkleminin çözümüdür. Bu

çözüme kar³�l�k gelen F(a,b,c,M(z)) seri aç�l�m� da,

M(z)µ0(1−M(z))µ1F(a,b,c,M(z))

hipergeometrik denklemin bir çözmünün ba³ka bir ifade edili³ biçimidir. Bu sayede

yirmidört adet çözümü de,

zµ(1− z)νF(a,b,c,M(z)) (2.112)

formunda elde etmi³ oluruz. Bu çözümler "Kummer çözümleri" olarak adland�r�l�r

[9].

(2.106) hipergeometrik denkleminin;

• F-homotopik (Z2)
2 grup otomor�zmas�

• (0, 1, ∞) den (0, 1, ∞) üzerine olan bir e³yaz�ml� (S3) grup otomor�zmas�

• (Z2)
2 x (S3) e izomor�k Kummer grubunun, mertebesi 22 x 3! = 24 olan tam

bir izomor�zma grubu
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vard�r. z = 0 da mertebesi 4 olan altgruplara sahip her bir otomor�zma

2F1(a,b,c;z) ile denk olarak ifade edilebilir. Bunlar,

1. 2F1(a,b,c;z) '�n kendisi

2. (1− z)c−a−b
2F1(c−a,c−b,c;z)

3. (1− z)−a
2F1(a,c−b,c;z/(z−1))

4. (1− z)−b
2F1(c−a,b,c;z/(z−1))

olarak belirtilmi³tir. Hipergeometik denklemin 3 tekil noktas�na kar³�l�k gelen

6 lokal çözüm için yukar�daki gibi 6 ayr� küme bulunur. z = 0 özelinde, bu

kümelerden bir tanesi yukar�daki, di§eri ise karakteristik denkleminin 1−c üstüne

kar³�l�k kar³�l�k gelen

2F1(a,b,c;z) = (z)1−c
2F1(a− c+1,b− c+1,2− c;z)

kümesi elde edilir [8].

Kummer'in 24 çözümü, bu 4 denklik s�n�f� ile 6 ya ayr�l�r. Bu çözümlerin tamam�

Yudell L. Luke'nin "The Special Functions and Their Approximations" isimli

kitab�nda yer verilmi³tir [10].

2.4.2 Heun Denklemin Otomorfizmaları

Tan�m 2. 4. 1 Aut(H) olarak tan�mlanan (2.93) Heun denkleminin otomor�zma

grubu, (2.93) Heun denklemini parametre dönü³ümüne kar³�n de§i³mez k�lan,

de§i³ken de§i³imlerinin grubuna denir.

Heun denklemin otomor�zma gruplar�, Hipergometrik denkleme göre biraz daha

kar�³�kt�r. Çünkü herhangi bir t
′ ∈CP1\(0,1,∞) için z = 0,1,∞, d tekil noktalar�n�

z = 0,1,∞, t
′
üzerine götüren 4! adet M Möbius dönü³ümü söz konusudur. Bu

4! dönü³ümün 3! tanesi z= ∞ ile sabitlenir. t
′
in tüm de§erleri lineer kesirli

dönü³ümlerle elde edilebilir. Fakat e§er M, tekilliklerde dönü³üm lineer de§ilse,

bu durum da, f-homotopik dönü³ümün y(z) = [z−M(∞)]−ay(z) veya y(z) =

[z−M(∞)]−by(z) permutasyonlar� da takip edilmelidir [8].

(2.93) Heun denkleminin;

• F-homotopik (Z2)
3 grup otomor�zmas�
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• (0, 1, t, ∞) den (0, 1, t', ∞) üzerine olan bir e³yaz�ml� (S4) grup otomor�zmas�

• (Z2)
3 x (S4) e izomor�k Heun grubunun, mertebesi 23 x 4! = 192 olan tam bir

izomor�zma grubu

vard�r. z = 0 da mertebesi 24 olan altgruplara sahip her bir otomor�zma

y1(a,b;c,d; t;λ ;z) ile denk olarak ifade edilebilir. Bunlar,

1. y1(a,b;c,d, t,λ ;z) '�n kendisi

2. y1(1/t,b/t;a,b,c;a+b− c−d +1;z/t)

3. ve 22 adet di§erleri

olarak belirtilmi³tir. Heun'un 192 çözümü, bu 24 denklik s�n�f� ile 8 e ayr�l�r. Bu

çözümlerin tamam� Robert Mayer taraf�ndan "The 192 solutions of the Heun

Equation" isimli makalesinde yer verimi³tir [9].
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3. FİZİK VE MATEMATİKTE UYGULAMALAR

Örnek 3.1 Farkl� potansiyeller için Schrödinger denklemi olarak bilinen

Ψ
′′
(z)+

(
V0

cosh2 z
−E

)
Ψ(z) = 0, V0 > 0, E > 0 (3.1)

denklemini, ba§�ml� ve ba§�ms�z de§i³kene göre uygulayaca§�n�z dönü³ümlerle

hipergeometrik denkleme çevriniz.

(3.1) denkleminde t = tanhz dönü³ümü gerçekle³tirsek,

tanh2 z = 1− 1
cosh2 z

= t2

cosh2 z =
1

1− t2 (3.2)

olarak bulunur. Bu e³itliklerden de faydalanarak,

dt
dz

= 1− tanh2 z = 1− t2

dΨ

dz
=

dΨ

dt
dt
dz

= (1− t2)
dΨ

dt
d2Ψ

dz2 = (1− t2)
d
dt

(
(1− t2)

dΨ

dt

)
=−2t(1− t2)

dΨ

dt
+(1− t2)2 d2Ψ

dt2

elde ederiz. Bu de§erleri (3.1) denkleminde yerine yazarsak,

(1− t2)2
Ψ
′′
(t)−2t(1− t2)Ψ

′
(t)+(V0(1− t2)−E)Ψ(t) = 0 (3.3)

(3.4) denklemini elde ederiz. (3.4) denklemi,

Ψ
′′
(t)+

−2t
(1− t)(1+ t)

Ψ
′
(t)+(

V0(1− t2)−E
(1− t)2(1+ t)2 )Ψ(t) = 0 (3.4)

tekillikleri −1,1 ve ∞ olan Riemann denklemidir. Bu denklem de,

−2t
(1− t)(1+ t)

=
A

(1− t)
+

B
(1+ t)

=
A(1+ t)+B(1− t)

(1− t2)

terimi düzenlenirse

A(1+ t)+B(1− t) =−2t ⇒ A =−1, B = 1
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bulunur.

V0(1− t2)−E
(1− t)2(1+ t)2 =

D
(1− t)2 +

F
(1+ t)2 +

C
(1− t)(1+ t)

terimi düzenlenirse

V0(1− t)(1+ t)−E = D(1+ t)2 +F(1− t)2 +C(1− t)(1+ t)

V0−V0t2−E =C−Ct2 +D+2tD+Dt2 +F−2tF +Ft2

V0−V0t2−E = (D+F−C)t2 +2(D−F)t +F +D+C

⇒ C =
−E
2

+V0, D =
−E
4

, F =
−E
4

(3.5)

bulunur. A,B,C,D,E,F, ifadelerini (3.4) denkleminde yerine yazarsak,

Ψ
′′
(t)+(

−1
1− t

+
1

1+ t
)Ψ

′
(t)+(

−E
4

(1− t)2 +
−E
4

(1+ t)2 +
−E
2 +V0

(1− t)(1+ t)
)Ψ(t) = 0 (3.6)

(3.6) denklemini elde ederiz. Bu denkleme ait Riemann-P �emas�n�

a1,a2,b1,b2,c1 ve c2 de§erlerini

1−a1−a2 =−1, a1a2 =
−E
4

⇒ a1 = 1+
√

4+E
2

, a2 = 1−
√

4+E
2

1−b1−b2 = 1, b1b2 =
−E
4

⇒ b1 =

√
E

2
, b1 =−

√
E

2

c1 + c2 =−1, c1c2 =V0−E ⇒ c1 =
−1−

√
4(E−V0)+1

2

c2 =
−1+

√
4(E−V0)+1

2

hesaplayarak

P


−1 1 ∞

2+
√

4+E
2

√
E

2
−1−
√

4(E−V0)+1
2 ; t

2−
√

4+E
2

−
√

E
2

−1+
√

4(E−V0)+1
2

 (3.7)

³eklinde yazabiliriz. (3.8) P-�emas�ndan da aç�kça görüldü§ü üzere, t̃ = t+1
2

lineer dönü³ümü ile tekillikleri 0,1 ve ∞ noktalar�na kayd�rabiliriz. t̃ = 0 ve

t̃ = 1 tekiliklerine kar³�l�k gelen üstleri s�f�r yapacak bir dönü³üm ile, denklemi

hipergeometrik denkleme dönü³türmü³ oluruz. a1 ve b1 = 0 yapacak dönü³üm,

Ψ̃ = (t̃−1)
√

E
2 (t̃)

2+
√

4+E
2 Ψ(t̃)

f-homotopik dönü³ümdür. Bu dönü³üm ile,

P


0 1 ∞

0 0 1−
√

4(E−V0)+1+
√

4+E+
√

E
2 ; t̃

−
√

4+E −
√

E 1+
√

4(E−V0)+1+
√

4+E+
√

E
2

 (3.8)

42



elde edilir. Burada,

c = 1+
√

4+E, a =
1−
√

4(E−V0)+1+
√

4+E +
√

E
2

b =
1+
√

4(E−V0)+1+
√

4+E +
√

E
2

(3.9)

olmak üzere,

t̃(1− t̃)Ψ
′′
(t̃)+(1+

√
4+E− (2+

√
4+E +

√
E)t̃)Ψ′(t̃)

−
((1−

√
4(E−V0)+1+

√
4+E +

√
E

2
)

(1+
√

4(E−V0)+1+
√

4+E +
√

E
2

))
Ψ(t̃) = 0

(3.10)

denklemi yaz�labilir. (3.10) denklemi (3.1) Schrödinger denklemine kar³�l�k

gelen hipergeometrik denklemdir. (3.10) denklemin tekillikleri civar�ndaki

çözümlerini hipergeometrik fonksiyonlar yard�m�yla yazabiliriz.

Örnek 3.2 Periyodik potansiyel için Schrödinger denkleminin özel bir hali olarak

bililen Pöschl-Teller,

y
′′
(z)+(k2− λ (λ −1)

cos2 z
y(z) = 0, (k,λ = sabit) (3.11)

denklemini, ba§�ml� ve ba§�ms�z de§i³kene göre uygulayaca§�n�z dönü³ümlerle

hipergeometrik denkleme çevrin ve tekillikleri civar�ndak polinomu çözümlerini

yaz�n�z.

(3.11) denkleminde ξ = sin2 z dönü³ümü gerçekle³tirsek,

cosz =
√

1−ξ

dξ

dz
= 2sinz.cosz

dy
dz

=
dy
dξ

dξ

dz
= 2
√

ξ (1−ξ )
dy
dξ

d2y
dz2 = 2

√
ξ (1−ξ )

d
dξ

(2
√

ξ (1−ξ )
dy
dξ

) = 4ξ (1−ξ )
d2y
dξ 2 +2(1−2ξ )

dy
dξ
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olarak hesaplar�z. Bu de§erleri (3.11) denkleminde yerine yazarsak,

4ξ (1−ξ )y
′′
(ξ )+2(1−2ξ )y

′
(ξ )+(k2− λ (λ −1)

(1−ξ )
y(ξ ) = 0 (3.12)

(3.13) denklemini elde ederiz. (3.13) denklemi,

y
′′
(ξ )+

1
2 −ξ

ξ (1−ξ )
y
′
(ξ )+

1
4(k

2(1−ξ )−λ (λ −1))ξ
ξ 2(1−ξ )2 y(ξ ) = 0 (3.13)

tekillikleri 0,1 ve ∞ olan Riemann denklemidir. Bu denkleminde,

1
2 −ξ

ξ (1−ξ )
=

A
ξ
+

B
(1−ξ )

=
A(1−ξ )+Bξ

ξ (1−ξ )

terimi düzenlenirse

A(1−ξ )+Bξ = ξ −1/2 ⇒ A = 1/2, B = 1/2

bulunur.

1
4(k

2(1−ξ )−λ (λ −1))ξ
ξ 2(1−ξ )2 =

D
ξ 2 +

F
(1−ξ )2 +

C
ξ (1−ξ )

terimi düzenlenirse

D(1−ξ )2 +Fξ
2 +Cξ (ξ −1) =

1
4
(k2−λ (λ −1))ξ − k2ξ 2

4

⇒D = 0, C =−1
4

k2 +
λ (λ −1)

4
, F =−λ (λ −1)

4

bulunur. A,B,C,D,E,F, ifadelerini (3.13) denkleminde yerine yazarsak,

y
′′
(ξ )+(

1
2
ξ
+

1
2

(ξ −1)
)y
′
(ξ )+(

0
ξ 2 +

−λ (λ−1)
4

(ξ −1)2 +
−1

4k2 + λ (λ−1)
4

ξ (ξ −1)
)y(ξ ) = 0 (3.14)

(3.14) denklemini elde ederiz. Bu denkleme ait Riemann-P �emas�n�

a1,a2,b1,b2,c1 ve c2 de§erlerini

1−a1−a2 = 1/2, a1a2 = 0 ⇒ a1 = 0, a2 = 1/2

1−b1−b2 = 1/2, b1b2 =−
λ (λ −1)

4
⇒ b1 =

λ

2
, b2 =

1−λ

2

c1 + c2 = 0, c1c2 =−
1
4

k2 ⇒ c1 =
k
2
, c2 =−

k
2

hesaplayarak

P

 0 1 ∞

0 λ

2
k
2 ;ξ

1
2

1−λ

2
−k
2

 (3.15)
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³eklinde yazabiliriz. (3.15) P-�emas�ndanda aç�kça görüldü§ü üzere, b1 =

λ

2 üstünü s�f�r yapacak bir dönü³üm ile, denklemi hipergeometrik denkleme

dönü³türmü³ oluruz. b1 = 0 yapacak dönü³üm,

ỹ = (ξ −1)
λ

2 y(ξ )

f-homotopik dönü³ümdür. Bu dönü³üm ile,

P

 0 1 ∞

0 0 k+λ

2 ;ξ
1
2

1
2 −λ

−k+λ

2

 (3.16)

elde edilir. Burada,

c =
1
2
, a =

k+λ

2
, b =

−k+λ

2
(3.17)

olmak üzere,

ξ (1−ξ )y
′′
(ξ )+(

1
2
−λξ )y′(ξ )− λ 2− k2

4
y(ξ ) = 0 (3.18)

denklemi yaz�labilir. (3.18) denklemi (3.11) Pöschl-Teller denklemine kar³�l�k

gelen hipergeometrik denklemdir. (3.18) denklemin tekillikleri civar�ndaki

çözümlerini hipergeometrik fonksiyonlar yard�m�yla yazabiliriz.

ξ = 0 a kar³�l�k gelen çözümü, |1− c| = 1
2 oldu§undan ikinci çözüm logaritmik

terim içermez ve

y(z) = c12F1

(k+λ

2
,
−k+λ

2
,
1
2

;ξ

)
+ c2z1− 1

2 2F1

(1
2
(λ + k+1),

1
2
(λ − k+1),

3
2

;ξ

)
(3.19)

(3.20) olarak bulunur. Yapm�³ oldu§umuz de§i³ken dönü³ümünü geri uygularsak,

y(z) =cosλ z

(
c12F1

(k+λ

2
,
−k+λ

2
,
1
2

;sin2z
)

+c2 sinz2F1

(1
2
(λ + k+1),

1
2
(λ − k+1),

3
2

;sin2 z
))

(3.20)

çözümü elde ederiz. Bu çözüm,

|sin2 z|= |1− cos2 z|< 1 ⇒ 0 < cosz <
√

2
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aral�§�nda yak�nsakt�r. ξ = 1 a kar³�l�k gelen çözümü, ξ = 0 noktas�ndaki çözümü

ξ̃ = ξ −1 dönü³ümü ile 1 noktas�na öteleyerek buluruz. |c−a−b|= 1
2−λ olmak

üzere 1
2 − λ s�f�r veya pozitif bir tamsay� olmad�§�nda ikinci çözüm logaritmik

terim içermez ve

y(z) =cosλ z

(
c12F1

(k+λ

2
,
−k+λ

2
,λ +

1
2

;cos2 z
)

+c2(cosz)1/2−λ
2F1

(1
2
(−λ + k+1),

1
2
(λ − k+1),

3
2
−λ ; cos2 z

))
(3.21)

çözümü elde ederiz. Bu çözüm,

|cos2 z|= |1− sin2 z|< 1 ⇒ 0 < sinz <
√

2

aral�§�nda yak�nsakt�r. ξ = ∞ a kar³�l�k gelen çözümü, |a− b| = k olmak üzere k

s�f�r veya pozitif bir tamsay� olmad�§�nda ikinci çözüm logaritmik terim içermez

ve

y(z) =cosλ z

(
c1(sin2)

−(k+λ )
2 2F1

(k+λ

2
,
k+λ +1

2
,k+1;

1
sin2 z

)
+c2 sinz

k−λ

2 2F1

(1
2
(−λ + k),

1
2
(λ − k−1),−k+1;

1
sin2 z

))
(3.22)

çözümü elde ederiz. Bu çözüm,

| 1
sin2 z

|< 1 ⇒ sin2 z > 1

oldu§undan yak�nsak de§ildir.

Örnek 3.3 Lineer �s� denklemi olarak bilinen

ut−uzz = 0 (3.23)

denkleminin çözümlerin kon�üent hipergeometrik denklem ³eklinde ifade

edilebilece§ini gösteriniz ve hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden çözümünü

bulunuz.

Is� denklemini,

u = ta f (Ψ), Ψ =
z2

4t
(3.24)
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dönü³ümü uygularsak,

ut = ata−1 f (Ψ)− ta f ′(Ψ)
z2

4
t−2, f ′(ψ) = fψ

uz = ta f ′(Ψ)
2z
4t

(3.25)

uzz =
2ta

4t
f ′(Ψ)+

2z
4t

ta f ′′(Ψ)
2z
4t

türevlerini elde ederiz. Buldu§umuz bu de§erleri �s� denkleminde yerine yazarsak,

1
4

z2ta−2 f ′′(Ψ)+
ta−1

2
f ′(Ψ)− ta−2 f ′(Ψ)

z2

4
−ata−1 f (Ψ) = 0 (3.26)

elde ederiz. ta−1 6= 0 oldu§undan, denklemi ta−1 ile sadele³tirirsek,

1
4t

z2 f ′′(Ψ)+
(1

2
− z2

4t

)
f ′(Ψ)−a f (Ψ) = 0 (3.27)

halini al�r. Bu da ,

Ψ f ′′+
(1

2
−Ψ

)
f ′−a f = 0 (3.28)

olarak düzenlenebilir. (3.28) kon�üent hipergeometrik denklemdir. Dolay�s�yla

çözümleri de hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden elde edilebilir.

(3.28) denkleminde c de§eri s�f�r veya pozitif tam say� de§ilse, ikinci çözüm

logaritmik terim içermez. c = 1/2 oldu§undan denklemin çözümü

f (ψ) = c11F1(a,c;ψ)+ c2ψ
1−c

1F1(a− c+1,2− c;ψ) (3.29)

genel formundad�r. Buldu§umuz denkleme, bu formu uygularsak

f (ψ) = c11F1(a,1/2;ψ)+ c2ψ
1/2

1F1(a+1/2,3/2;ψ) (3.30)

elde ederiz. (3.30) lineer �s� denkleminin hipergeometrik fonksiyonlar baz�nda

elde edilen çözümüdür.

Örnek 3.4 Parabolik silindir denklemi olarak bilinen

Ψ
′′(z)+(1−2p− z2)Ψ = 0 (3.31)

denklemini özel bir hipergeometrik denklem tipi olan Hermite denklemine

dönü³türülebilece§ini gösteriniz. (3.31) denkleminin çözümlerini hipergeometrik

47



fonksiyonlar cinsinden elde ediniz.

Parabolik silindir denklemini,

Ψ = e−z2/2y (3.32)

dönü³ümü uygularsak,

Ψ
′ =−ze−z2/2y+ e−z2/2y′

Ψ
′′ =−e−z2/2y+ z2e−z2/2y−2ze−z2/2y′+ e−z2/2y′′ (3.33)

türevlerini elde ederiz. Buldu§umuz bu de§erleri parabolik silindir denkleminde

yerine yazarsak,

e−z2/2(y′′−2zy′+(z2−1)y
)
+
(
1+2p− z2)e−z2/2y = 0 (3.34)

elde ederiz. e−z2/2 6= 0 oldu§undan, denklemi e−z2/2 ile sadele³tirirsek,

(
y′′−2zy′+(z2−1)y

)
+
(
1+2p− z2)y = 0 (3.35)

halini al�r. Bu da ,

y′′−2zy′+2py = 0 (3.36)

olarak düzenlenebilir. (3.36) özel bir hipergeometrik denklem formu olan Hermite

denklemdir. Bu denklemi de

t = z2 (3.37)

dönü³ümü ile,

dz
dt

= 1/2z

dy
dz

= 2
√

t
dy
dt

d2y
dz2 = 2

√
t

d
dt

(
2
√

t
dy
dt

)
= 4
√

(t)
( 1

2
√

t
y′+
√

ty′′
)
= 2y′+4ty′′ (3.38)

türevlerini elde ederiz. Buldu§umuz bu de§erleri (3.36) Hermite denkleminde

yerine yazarsak,

ty′′− (
1
2
− t)y′+

p
2

y = 0 (3.39)
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olarak düzenlenebilir. (3.39) denklemi kon�üent hipergeometrik denklemdir.

Dolay�s�yla çözümleri de hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden elde edilebilir.

(3.28) denkleminde c de§eri s�f�r veya pozitif tam say� de§ilse, ikinci çözüm

logaritmik terim içermez. c = 1/2 oldu§undan denklemin çözümü

y = c11F1(a,c; t)+ c2t1−c
1F1(a− c+1,2− c; t) (3.40)

genel formundad�r. Buldu§umuz denkleme, bu formu uygularsak

y = c11F1(−
p
2
,
1
2

; t)+ c2t1/2
1F1(
−p+1

2
,
3
2

; t) (3.41)

elde ederiz. (3.41) parabolik silindir denkleminin hipergeometrik fonksiyonlar

baz�nda elde edilen çözümüdür.

Örnek 3.5 Üç tekil noktaya sahip Fuchs denklemi

z(z−4)2y′′+3(z−4)(z−6)y′+ zy = 0 (3.42)

denklemini ba§�ml� ve ba§�ms�z de§i³kene göre gerçekle³tirece§iniz dönü³ümlerle

hipergeometrik denkleme indirgeyiniz.

(3.42) denklemini

y′′+
3(z−6)
z(z−4)

y′+
1

(z−4)2 y = 0 (3.43)

olarak yazabiliriz. Riemann P-Sembolü ile ifade etmek için, Fuchs denkleminin

genel formundan faydalan�rsak,

A
z
+

B
z−4

=
(A+B)z−4A

z(z−4)
=

3z−18
z(z−4)

A+B = 3, −4A = 18 ⇒ A =
9
2
, B =−3

2

olarak elde edilir. O halde,

1−a1−a2 =
9
2
⇒ a1 +a2 =−

7
2
, a1a2 = 0 ⇒ a1 =−

7
2
, a2 = 0

1−b1−b2 =
−3
2

⇒ b1 +b2 =
5
2
, b1b2 = 1 ⇒ b1 =

1
2
, b2 = 2

c1 + c2 = 1− 5
2
+

7
2
= 2 ⇒ c1c2−1 = 0, ⇒ c1 = 1, c2 = 1

49



0,4 ve ∞ tekilliklerine kar³�l�k gelen a1,a2,b1,b2,c1 ve c2 üstlerini hesaplam�³

oluruz. Böylece, denkleme ait Riemann P-�emas�

y = P

 0 4 ∞

0 2 1 ;z
−7
2

1
2 1

 (3.44)

olarak yaz�l�r. Ba§�ms�z de§i³kene göre gerçekle³tirece§imiz lineer kesirli dönü³üm

(Möbius dönü³ümü) ile denklemin tekilliklerini her zaman 0,1,∞ noktalar�na

kayd�rmam�z mümkündür. O halde,

t =
z
4

dönü³ümü ile,

y = P

 0 1 ∞

0 2 1 ; z
4

−7
2

1
2 1

 (3.45)

elde ederiz. Görüldü§ü üzere, lineer kesirli dönü³üm sonras�nda denklemin sadece

tekilliklerinin konumu de§i³ir. Tekilliklere kar³�l�k gelen üstler de§ilmez. Elde

etti§imiz yeni denklemi hipergeometrik denkleme çevirmek için, z =∞ haricindeki

tekilliklere, z = 0 ve z = 1'e kar³�l�k gelen üstlerin herbirinin en az bir tane üstünü

0 yapmam�z gerekir. O da, her zaman ba§�ml� de§i³kene göre gerçekle³tirece§imiz

f-homotopik dönü³üm ile gerçekle³tirilebilir. z = 0 noktas�ndaki tekilli§e kar³�l�k

gelen üstlerin biri s�f�r oldu§u için, z= 1 tekilli§ine ait üstlerden birini s�f�r yapacak

bir dönü³üm kurgulamam�z yeterlidir. O halde,

t ′ = (t−1)2 = (
z
4
−1)2

dönü³ümü ile,

y = P

 0 1 ∞

0 0 3 ; z
4

−7
2
−1
3 3

 (3.46)

elde ederiz. Görüldü§ü üzere f-homotopik dönü³üm tekilliklerin konumlar�n�

de§i³tirmezken, tekilliklere ait üstlere etki etmi³tir. (3.46) Riemann P-�emas�na

ait denklem, hipergeometrik denklemdir.
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