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OZEL FONKSIYONLARIN TEKILLIKLERE DAYALI BIRLESIiK BiR
TEORISI UZERINE

OZET

Yiizyillar boyunca, sayisiz medeniyetin gelisime paralel olarak 6zel fonksiyonlar
lizerinde arastirmalar ve caligmalar siirdiiriilmistiir. Trigonometri ve logoritma
fonksiyonlartyla baslayan bu gelisim silireci, gamma, beta, zeta fonksiyonlariyla
devam etmistir. Fuchs denklemleriyle tanigmanin ardindan teorik fizik ve uygulamali
matematikte bir¢ok problemin ¢oziimii 6zel fonksiyonlar modellenebildigi
gorilmiistiir.

Ozel fonksiyonlarin ¢dziimleri, denklemlerinin tekilliklerin tiiriine ve konuma gore
sekillenmektedir. Bu sebepten otiirii, tekillere dayali yaklagimlari ve teorileri
incelemek, siniflandirmak gerekmektedir.

Birinci boliimde, 6zel fonksiyonlarin tarih icersinde ortaya cikisi, gelisimi ve
siniflandirmalarindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, tekillikler ve Fuchs denklemlerinin smiflandirilmalar iizerine genel
bilgiler verilerek giris yapilmistir. Genel bilgilerin akabinde (n+1) tekil noktaya sahip
Fuch denklemi ve Fuch invaryantmin hesaplanmasi anlatilmistir. Ug tekil noktaya
sahip Fuch denklemi, Fuch denkleminin genel halinden ¢ikartilmis ve bagimli ve
bagimsiz degiskene gore gergeklestirlen doniisiiniimlerden bahsedilmisdir. Riemann-
Papperitz denkleminden, hipergometrik denkleme gecilmis ve hipergeometrik
denklemin ¢ozlimleri ve ¢oziimlerinin yakinsakligi incelenmistir. Dort tekil noktaya
sahip Fuchs denklemi olan Heun denkleminin genel yapisi ve bazi ozellikleri
verilerek, Hipergeometrik denklemden farklilastigi noktalar belirtilmistir.
Hipergeometik ve Heun denklemleri incelendikten sonra, bu denklemlerin konfliient
durumlari incelenmistir. Boliimiin sonunda ise hipergeometrik ve Heun denklemin
otomorfizma gruplar1 verilmistir. Hipergeometrik denklemi invaryant kilan
doniigiimler incelenmistir

Ucgiincii boliimde, hipergeometrik denklemin uygulamalarindan 6rnekler verilmistir.
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UNIFIED THEORY BASED ON SINGULARITIES OF SPECIAL
FUNCTIONS

SUMMARY

Over the centuries, countless civilizations parallel to the development of research and
studies on special functions have been carried out. Starting with trigonometry and
logarithm function, the improvement process has continued with gamma, beta, zeta
functions.

The solutions of specific functions is formed by the location of the singularities and
the type of the equation. For this reason, the approaches based on singularities is
required to examine and classify.

In the first section, history, development and classification of special functions are
mentioned.

In the second section, fuchsian theory and fuchsian equations with three and four
singular points are discussed. At the beginning fuchsian equation with (n+1) singular
points is constructed and the fuchsian invariant are obtained. Fuchsian equations
with three singularities are Riemann-Pappertiz and hypergeometric equation are
discussed in detail. The mappings of dependent and independent variables are used in
order to obtain the canonical forms of Riemann equation. Hypergeometric equation
which is the canonical form of Riemann equation is the general topic of this study.
The solutions of hypergeometric equations around the neighborhood of its
singularities are taken and convergence of these solutions was discussed in detail.
Then, Heun equation and confluent hypergeometric and Heun equation are
introduced. At the end of this study, the automorphism groups of hypergeometric
and Heun equations were discussed. Especially, the mapping which makes
hypergeometric equation invariant is investigated.
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1. GIRIS

1.1 Ozel Fonksiyonlarin Tarihi

Teorik fizik ve uygulamali matematikte kargilagilan matematiksel fonksiyonlari
sinifflandirmanin bir¢ok yolu vardir. 1940’larin sonunda ve 1950’lerin baslarinda,
Eugen Jahnke ve Frits Emde’nin 1933’te yayinladigi “formiil ve grafikleriyle
fonksiyonlarin  listesine” gore, matematiksel fonksiyonlar Jahnke-Emde
fonksiyonlar1 ve Jahnke-Emde fonksiyonlar1 olmayan fonksiyonlar olarak
simflandirihirdi. Bu liste ve diyagramlar karmasik sayilari iceren ve kiibik
denklemleri ¢6zen yeni hesaplamalar da dahil edilerek devam etti. El gevirmeli
masa ilistii hesap makineleri niimerik hesaplamalarin degerli bir gereci oldugu o
giinlerde logaritma, trigonometri ve hipergeometrik fonksiyonlarin listelerini ve
kurallarini derlemek bu alanin ana ugrasiydi.

Standart olmayan bir diferansiyel denklemle ya da parametrik belirli bir integralle
kargilagildiginda ilk soru, ¢oziimiin Jahnke-Emde fonksiyonu olup olmadigiydi.
Basit olmayan fonksiyonlarla da niimerik caligmalar gerceklestirilse ve grafikleri
alinsa da bir Jahnke-Emde fonksiyonu olmayan fonksiyonla kargilagildiginda
daha zor niimerik ¢aligmalar ve yeni yaklagim metotlar1 bulmak gerekmekteydi.
1952’de "Formiil ve grafikleriyle fonksiyonlarin listesi" adli kitabin "Matematiksel
fizikte 6zel fonksiyonlar" isimli yeni bir versiyonu yayimlandi. Bu kitap konfliient
hipergeometrik fonksiyonlar, Mathieu Fonksiyonlar1 ve Bessel Fonksiyonlari
iizerine detayli sonuglar icermekteydi. Fakat aymi donemde kullanilmaya
baglanan elektronik bilgisayarlar sayesinde Jahnke-Emde fonksiyonu olmayan
fonksiyonlarinin durum integrali veya pertiirbasyon yaklagimlarinin, bu ikinci
dereceden lineer adi diferansiyel denklemleri hipergeometrik denklemlere ya da
onlarin 6zel veya dejenere durumlarina indirgeyemedigi goriildii. Sonucunda da
fiziksel problemlerin matematiksel tanimlari her zaman sadelegtirilmelere ihtiyac

duydugu anlagildi. Bu da bizim tekilliliklerle tanigmamiza yol acti.



Fiziksel problemin ©nemi genellikle tekilliklerin = bulundugu yerde ve
tekilliklerin karakterinde ortaya ¢ikmaktadir. Her zaman denklemlerin analitik
coziimlerini elde etmek miimkiin degildir. Eger denklemlerin genel coziimleri
hesaplanamiyorsa, tekillikleri niimerik olarak ele almak gerekir. Bu konudaki
yenilikler 1954’de Josef Mexiner ve Friedrich Wilhelm Schafke’nin yayinlanan
kitabiyla geldi. Yakinsak serilerle ya da basit fonksiyonlarin belirli integralleri
seklinde ifade edilen fonksiyonlarin, analitik sonuclar: iizerine niimerik yontemler
yayinlandi ve Mexiner ve Schafke’nin geligtirdigi niimerik sonuglarin izin verdigi
yaklagim gemalar: o zamanin elektronik hesaplama standartlariyla uygun hale
gelmigti. Sonrasinda, Mathieu fonksiyonlarinin anti-6zellikleriyle kiiremsi dalga
denklemleri, adi diferansiyel denklemlerin "Heun smifi" olarak isimlendirilen
fonksiyonlar sinifinin ¢o6ziimleri tarafindan kapsandigi farkedildi. Heun sinifi, 6zel
fonksiyonlarin hipergeometrik siifinin sadece bir adim daha karmagig olmasina
ragmen,hipergeometrik siniftan ¢ok fazla farkhlagti. Karmagik fiziksel durumlar
matematiksel olarak modelledigimizde, tekilliklerin konumu ve karakteri fiziksel
durumun énemini yansitir. Oyle ki parametreler bilgiyi tasiyan tekilliklerle direk
iliskili degildir. Ornek olarak bir materyalin fiziksel 6zelliklerini verebiliriz.

Yeni fikirler ve gelismeler Painleve’nin, hangi kosullar altinda

dy _
dz2

d
F (d—i,y, 2) (1.1)

denkleminin c¢oziimlerinin hareketli kritik noktalara sahip olmaz sorusunu
giindeme getirdi. Burada kritik noktalar dal noktalari ve esas tekilliklerdir.
Hareketli ise konumlarinin secilen baglangic degerine baghh olmasi anlamina
gelmektedir. Dolayisiyla bu sadece diferansiyel denklemin 6zelligi degildir. Bu
ozelligi saglayan diferansiyel denklemlere Painleve 6zelligine sahip denir. Sadece
hareketli tekillige sahip diferansiyel denklemin c¢oziimleri Painleve 6zelligini
tagirsa, bu tekillikler kutuplardadir. Hareketli kutup noktalar1 bize karmasik
z diizlemini (1.1) denklemini diizgiin ¢éziimler verecek sgekilde kesmemize izin
verir. Painleve (1.1) denkleminin Painleve Ozelligini saglayan 50 farkli tipi
oldugunu gosterdi ve bu ¢oziimlerin 44’ bilinen fonksiyonlar (eliptik fonksiyonlar
ve lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri olan fonksiyonlar) geklinde ifade
edilmekteydi. Fakat kalan 6 denklem Painleve denklemleri (transandantal) olarak

bilinen, elementer fonksiyonlar ile ¢oziimii ifade edilemeyen, ikinci dereceden
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lineer olmayan diferansiyel denklemlerdi.

Bu denklemlerden besi Painleve ve 6grencileri tarafindan, altinc1 denklem olan

w11 1 1 n l 1 1 .,
i Ry e G R
o -D=x),  Bx vx—1)  Sx(x—1)
I T A O (-2

denklemi ise Fuchs tarafindan bulundu. (1.2) denklemi yeni transandantallar
tanimlamak ic¢in kullanilan en 6nemli lineer olmayan diferansiyel denklem olarak
bilinmektedir.

Lagrange denklemleri olarak da ifade edilen Painleve denklemleri, goreli olmayan
kuantum sistemlerinin klasik hareketlerinde bagta olmak iizere istatistiksel
mekanik, plazma fizigi, dogrusal olmayan dalgalar, kuantum yercekimi, kuantum
alan kurami, genel gorelilik, dogrusal olmayan optik ve fiber optik gibi 6nemli

fiziksel uygulamalarda ortaya c¢ikmistir.






2. FUCHS DENKLEMLERI]

2.1 Fuchs Denkleminin Siniflandirmasi

19. yiizy1l hipergeometrik, Legendre ve eliptik fonksiyonlar gibi 6zel fonksiyonlar
izerinde yeni bir sistematik ¢aligma ile tanigti. Say1 teorisi, geometri gibi alanlar
da iligkili olan bu fonksiyonlarin karmasik diizlemde tekillikleri civarindaki
davraniglarini aragtirmak, bu fonksiyonlarin 6zelliklerini anlayabilmek i¢in 6nemli
oldugu goriildii. Lineer denklemler icin tiim ¢oziimlerin yakinsak oldugu Fuchs

durumu ve Fuchs olmama durumu olmak iizere iki durum ayirt edildi.

d
2 A =0 @.1)
dz

(2.1) ile tammlanan lineer sistemler, orijin civarinda holomorfik bir A ile
Fuchs simifin bir prototipini ifade eder. Weierstrass’in okulunun bu denklem
sinifinin - geniglemesi iizerinde yapilan caligmalar ile 19. Yiizyilin sonlarina
dogru “Fuchs-Frobenius Teorisi” gelistirildi. Fakat lineer olmayan denklemlerin
¢oziimlerinin tekillik tiplerinin simiflandirilmasi heniiz tamamlanmamigti. Ayrica
ikinci dereceden skalar denklemlerin 6zel formlari icin yapilan Painleve-Gambier
simflandirmasi, genel soyut sonuclar bulabilmek adina hi¢cbir umut birakmiyordu.
20. yiizyilda, ozellikle problemler altinda kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin

sonuclarina karsilik gelen geligsmeler yasandi.
A
Usr + 71/![ —Au=0 (2.2)

Euler-Poisson-Darboux denklemi ve onun eliptik emsali potansiyel teoride,
kiiresel ortalama yonteminde ve Einstein denklemlerinin 6zel indirgemelerinde
ortaya cikti. Koseli bolgeler iizerinde tanimlanmig eliptik problemler ile ¢ift
karakteristikli problemler daha ileri bir genelleme yapmaya dogru gotiirdii.
Bu gelismelerin 1980’lerde iyice olgunlagtigli ve mevcut sonuclarin kapsaminin

ardinda, bazi problemlerin logaritma ve degiskenlerin kuvvetleriyle karisik



geniglemelere ihtiya¢ duydugu fark edildi. Fakat bu davranigin genel olmayacagi
tahmin edildi. Lineer olmayan problemler neredeyse 6nemsenmedi.

“Fuchs” kelimesi “biitiin diizgiin kuvvet serisi c¢oziimleri yakinsak olan
denklemleri” ifade etmek icin kullanildi. Tabi ki, Fuchs adi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri logaritma icerebilir, fakat logaritmik ifadelere, kuvvet
serilerinin limitleri seklinde yaklagilabilecegi Frobenius yontemiyle bilinmekteydi.
Diger problemler Fuchs kismi tiirevli diferansiyel denklemleriyle baglantisiz
goriiliiyordu. Lineer olmayan dalga denklemlerinde ortaya ¢ikan problemler igin,
yine seksenlerde, Hormander, John ve ekibi asimptotik yaklagimlar1 hesapladilar.
Matematigin disinda, Astrofizikde de merkezde tekillige sahip denklemler gibi
benzer zorluklarla karsilagildi. Bu tekillikler civarinda ¢oziimlerin bir seri agilimi
olmaliydi. Bu diigiince ile niimerik iterasyonlara baglanildi. 1982’lerde, tamamen
integrallenebilir kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin diizgiin seri acgilim
¢oziimlerin de gercek coziimleri temsil ettigine dair teori ispatlandi. Peki, bu
serilerin hemen hemen integrallenebilir problemlerle bir alakasi var miydi?
Fuchs indirgeme yontemi bu sorularin cevaplarini verdi. Tipik olarak, indirgenmis
Fuchs denklemleri icin diizgiin olmayan katsayilar ve logaritmik terimler istisnai
bir durum degildir. Katsayilarin ve non-lineerliklerin, denklemin analitik olmasi
icin bir gereklilik olmadigindan, diizensiz tekilliklerle sahip bu denklemleri de
Fuchs formuna indirgeyebiliriz [1].

Bu alanda devam eden ¢aligmalar ile Fuchs teorisi genisledi ve bugiinkii halini

aldi.

2.1.1 Tekillikler ve Fuchs Denklemleri

2.1.1.1 Diizenli ve Fuchs Tekillikleri

Ly(z) = R(2)y () + Pi(2)y (1) + Pa(2)y(2) =0 (2.3)
(2.3) denklemi katsayilari, dereceleri sirasiyla ko,k;,ky olan Py(z),Pi(z),P(z)
polinomlarindan olusan, karmagik diizlemde taniml ikinci mertebeden adi lineer
homojen diferansiyel denklemdir.

(2.3) denklemin tekillikleri, Py(z) polinomunun sifirlaridir. z = e noktasimda



iceren karmagik diizlemde (2.3) denkleminin iki lineer bagimsiz ¢éziimii vardir.
Bu ¢6ziimlerin herhangi bir lineer kombinasyonu bize (2.3) denkleminin genel
¢Ozlimiinii verir.

(2.3) denklemini, katsayr polinomlar1 sabit oldugu zaman, sadece kisithi bir
ka¢ durumda sabit katsay1 denkleme indirgeyip, genel ¢oziimiinii elementer
fonksiyonlarla bulmak miimkiindiir. Fizikte ve matematikte kargimiza ¢ikan (2.3)
denklemi ¢cogu zaman bilinen elementer yontemlerle analitik ¢6ziimii bulunamaz.
Bu gibi durumlarda, kuvvet seri yontemini uygulamak kaginilmaz olur.

(2.3) denkleminin zp noktasi komsgulugundaki ¢oziimlerinin davranigi, P(z) =
Pi(z)/Py(z) ve Q(z) = P»(z)/Po(z) katsay1 fonksiyonlarinin davranigimma baghdir.
Tanim 2. 1. 1 P(z) ve Q(z) fonksiyonlar1 zp noktast komsulugunda analitik ise,
bu fonksiyonlarin zg civarinda kuvvet seri acilimlarin oldugunu varsayilabilir.
(2.3) denkleminin zy civarinda verilen baslangic kosullari(y(zo) = yo,y (z0) = yz))
altinda ¢oziimii var ise, zgp noktalarma denklemin "siradan noktalari" denir.
(2.3) denkleminin siradan noktalar civarindaki tiim ¢oziimleri "holomorfik"
fonksiyonlardir.

Tamm 2. 1. 2 Eger (2.3) diferansiyel denkleminde P(z) ve Q(z) katsayi
fonksiyonlarindan en az biri zp noktasinda analitik degil ise, zp noktasina
diferansiyel denklemin tekil noktasi denir.

Bir denklemin kutuplari, cebirsel ve logaritmik dallanma noktalar: analitik olma
ozelligini kaybettikleri, tekil noktalardir.

Ornek 2. 1. 3 Bessel denkleminin,

2" (2)+ 29 (2) + (22 = v)y(z) =0 (2.4)

7z =0 ve z = de olmak iizere iki adet tekilligi vardir.

Tanim 2. 1. 4 lim,_,, f(z)(z —z*)P = 0 yapan bir p € R varsa, f(z) fonksiyonuna
z* (2" # o0)’da sonlu dereceden bir tekillige sahip denir. z*=oo igin ise
lim; o0 f(2)(z) P = 0 olmas: gerekmektedir.

Ornek 2. 1. 5 z%log(z), z = 0 da sonlu dereceden tekillige sahiptir.

Tanim 2. 1. 6 (2.3) denklemin lineer bagimsiz ¢6ziimleri z=z* da sonlu dereceden
tekillige sahip ise bu tekilliklere "diizenli tekillik", degil ise "diizensiz tekillik"
denir.

Tanim 2. 1. 7 Karmagik diizlemde, tekil noktalar integrasyon sabitine ve

7



problemin baglangic kosullarina bagh olarak degigsmekte ise, bu noktalara
"hareketli tekil noktalar" denir.

Tekil noktalar, integrasyon sabitine bagli degilse, bu noktalara "sabit tekil
noktalar" denir.

Tanim 2. 1. 8 z =2zx da P(z) = Pi(z)/Py(z) en fazla 1. dereceden ve Q(z) =
P>(2)/Py(z) de en fazla 2. dereceden tekillige sahip ise, zx noktas: "Fuchs tekilligi"
olarak isimlendirilir. Sonsuzdaki nokta icinse z =z~! icin ayn1 durum incelenir.
Ornek 2. 1. 9 (2.4) Bessel denkleminin, z = 0 noktasindaki tekilligi Fuchs tekilligi
iken, z = o noktasindaki tekilligi degildir.

Teorem 2. 1. 10 (2.3) denkleminin Fuchs denklemi olamasi i¢in gerek ve yeter
kosul tiim tekilliklerin diizenli olmasidir.

Fuchs olmayan denklemlere, non-Fuchs denklemler denir.

Ornek 2. 1. 11 (2.4) tiim tekillikleri Fuchs tekilligi olmadigindan, Bessel denklemi
Fuchs denklemi degildir.

Ornek 2. 1. 12 Euler denkleminin,

2 (2) = (a+b—1)zy (2) + (ab)y(z) =0 (2.5)

7 =0 ve z =0 de olmak iizere toplam iki adet diizenli tekilligi vardir. Teorem 2.
1. 10 a gore bu tekillikler Fuchs tekillikleridir. Dolayisiyla (2.5) Euler denklemi
bir Fuchs denklemidir.

Bir denklemin Fuchs olma 6zelligi izomorfik doniigiim altinda da korunur.

2.2 Fuchs Denklemlerinin Tipleri

Polinom katsayili ikinci mertebeden lineer homojen denklemler sinifi M, de
n+ 1 diizenli tekil noktaya sahip bir Fuchs denklemi, "jenerik denklem" olarak

adlandirlir.

2.2.1 Fuchs Denkleminin Genel Hali (n+1)

Y (2)+P(2)y (2) +0(2)y(z) =0 (2.6)

(2.6) denkleminin Fuchs tipinde oldugunu ve n+ 1 (n > 2) adet farkh tekil noktasi

oldugunu varsayim. Bu tekillikleri z = z;,k = 1,2,3,...n ve z = o olarak alalim.
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Bu durumda, P(z) polinomunun z = z; noktalar1 haricinde, sonlu bir diizlemde
bagka bir tekilligi yoktur. O halde,

p(2)

P(Z) = (Z_Zl)(z—zz)...(Z—Zn)

olarak tanimlabilir. Aym sekilde z = z; noktalarindaki tekilliklerin derecesi < 2

olmak fizere,

q(z)
(z—21)%(z—22)%... (2 —z)?

olarak tammlanabilir. z = oo noktasida (2.6) denkleminin diizenli tekil noktas

0(z) =

oldugu icin z = o noktasindaki durumunu incelemek igin z :% doniigtimii

yaparsak,
w1 p(4) / 1 q(7) _
(O (G —z)(F _Zn))y (t)++f_2<f2(% —a)?.. (G —zn)z)y(t) —0 D

(2.7) denklemini elde ederiz. Bu denklemin 7 = 0 noktasi diizenli tekil bir
noktasidir. O halde,

r(;)
t(%—zl)...(%—zn)

ve

2 —

q(y)

tz(% —zl)z...(% —7n)?

fonksiyonlarimin ¢ = 0 noktasinda analitik olmasi gerekmektedir. Bu da ancak

~ |—

der(p) <n—1 ve der(q) <2n—2 olmas1 durumunda saglanir.
Teorem 2. 1. 13 Eger (2.6) denklemi Fuchs tipinde, z =z, k=1,2,3,...n ve =10
olan n+ 1 farkli tekillige sahip ise, (2.6) denklemi,

p Tn_1(Z) / T2n—2(Z)
y (Z)+—W(Z) y () + v(2)?

olarak yazilabilir. Burada Tj z’ye gére en fazla j dereceden bir polinom ve y(z) =

¥(z)=0 (2.8)

[T (z—z) olarak tanimlanmigtir.

(2.8) denkleminde

T, A
1) p - Y —
W(Z> —1< <k
seklinde basit kesirlere ayirilabilir. Benzer gekilde,
Ton—2(2) = By Ck
= Q 7)) =
T A YR e



olarak basit kesirlere ayrilabilir. Teorem 2. 2. 1’e gére T,_»'nin derecesi en
fazla 2n — 2 olmasi1 gerektiginden, payda egitledigimizde sag taftaki ifaden
(X4 Ck)Ton—1 elde edileceginden dolayr Y} Cy = 0 olmak zorundadir.

(2.8) denkleminden yola ¢ikarak, buldugumuz ifadelerden ile (2.6) denklemi,

ZZ 1 Cr = 0 olmak iizere
Cr

)+ Z y( Z )y(z) =0 2.9)

—z— % (z—2z)? (z—zk)

seklinde yazilabilir. Bu denklem n—+1 diizenli tekil noktaya sahip Fuchs denklemin
genel halidir [2].

2.2.1.1 Fuchs invaryanti

(2.9) denkleminin z = z; tekil noktalarina kargihk gelen indis denklemin kokleri

p1(zx) ve pa(zx) olmak iizere, z = z; noktasindaki indis denklemi,
m(m—1)+Agm+B =0

olarak yazilir. Denklemi diizenlersek,

m? + (Ay—1)m+B, =0 (2.10)
(2.10) denklemini elde ederiz. Bu denklemin kokler toplami ve kokler ¢arpim
ozdegliklerinden yararlanarak,

pi(zk) +p2(z) =1—Ax , pi(z)p2(zk) = By

bulunur. z = o noktasindaki tekillik icin de,

n n
—1+ Y A)m+ Y (B +Crz) =0 (2.11)
k=1 k=1

indis denklemi elde edilir. (2.11) denkleminin kokler toplami ve ¢arpimi

ozdegliklerinden,
n
P1(e0) + P2 (e _—1+2Ak ; Z By + Crzx)

bulunur. k = 1,2,...m olmak {izere gz; tekilliklerine kargilik gelen indis

denklemlerinden buldugumuz iistleri taraf tarafa toplarsak,

B

[P1(zk) + P2(zx)] + p1(e2) + p2(eo il—Ak (—1+iAk)
k=1 k=1

i Ak)—i-iAk)—l:n—l

k=1 k=1

~
I
—_

I
I M:
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elde ederiz. Buda gosterir ki Fuchs denkleminin tekilliklerinin karakteristik {istleri,
n 2 2

Y Y Pu(z)+ Y, Pmlee) =n—1 2.12)

Jj=1m=1 m=1

kosulunu korur. Bu kogula ikinci mertebeden Fuchs tipli diferansiyel denklem icin

"Fuchs invaryant1" denir. n. mertebeden (m+1) tekillige sahip Fuchs diferansiyel

Ly

denklem icin, Fuchs invaryanti, (m— 1)%"%—2 ( olarak hesaplanir [3].

2.2.2 Ug Tekil Noktali Fuchs Denklemi (n= 2)

Fuchs diferansiyel denkleminin genel formundan yola cikarak, ilkinci mertebeden
bir Fuchs diferansiyel denklemin ii¢ tekil noktaya sahip formunu incelersek,
A1,A2,B1,By,C1,C, olarak tanimlayabilecegimiz alti1 keyfi parametreye sahip
oldugunu goriiriiz. Ug tekil noktasma karsihk alti iisttii vardi. C; +C, = 0
kosulu oldugundan C; = —C; olarak bulunur. Boylece keyfi parametre sayisi bege
indirgenmig olur. Alt1 {isttii de Fuchss invaryanti sayesinde bege indirgenir. m =2

oldugu igin iisttelerin toplami bire egit olur.

A =1-pi(z1) —p2(z1)
Ay =1-pi1(22)—

= p1(z1)p2(z1)
By = pi(z2)p2(22)
B+ By +Ciz1 +Crza = pi(e0)pa(e)
Ci1+C,=0

denklemlerini elde edilir. (2.9)u bu denklemlerle tekrar diizenlersek,

V) 1—pi(z1) — p2(21) 41 —pP1(z2) — p2(22) W (@)

Z—11 I—22
+(P p1(z1 )Pz(Zl)+P1(Zz)P2(Zz)
(z—21)? (z—22)?
~ P1(0)pa(e0) — p1(z1)P2(21) — P1(22)p2(22 19(z) = 0 (2.13)

(z—21)(z—22)
(2.13) denklemini elde ederiz. (2.13) denklemine ii¢ tekil noktaya sahip Fuchs

denklemi denir. Bu boliimde bu denklem detayli olarak incelenecektir.
2.2.2.1 Riemann-Papperitz Denklemi

11



(2.3) denklemin ii¢ diizenli sonlu tekil noktaya sahip oldugunu ve sonsuzun
siradan bir nokta oldugunu varsayahm. zj,z> ve z3 olarak gosterilecek tekil
noktalara sirasiyla aj,as,by,by,c; ve ¢y iistleri kargihk gelsin. O halde, (2.3)

denklemi,

: P ’ q(2) B
v @)+ (Z—Zl)(Z—Zz)(Z—z3)y () + (Z—Zl)z(Z—Zz)z(z—z3)2y(Z) =0 (2.14)

(2.14) seklinde yazabiliriz. Sonsuzdaki nokta siradan nokta oldugunundan, x =

1/t doniigiimii ile,

’ 2 1 p(1/1) C o q(1/1)

y()+(-—+ )y (1) + y(t)=0
RN s T s Ly e S

elde ettigimiz denklemde, (2 — 1 p(1/1) ) ve (4 q(1/1) )

P ()i -)(f ) # (G-al(G-n)P(-n)

polinomlarimin 7 = 0 da analitik olmas1 gerekmektedir. Bu iki polinomu z =1/t
doniigiimii ile tekrar diizenlersek,

p(2)

2
22 (z—z21)(z—22)(z—23)

ve

2 q(z)
(z—21)%(z—22)%(z— 23)?

elde ederiz. Sonsuzun siradan bir nokta olabilmesi i¢in,

p(2)
(z—21)(z—22)(z—23)

ifadesinin 2/z 'ye esit olmasi gerekmektedir.

p(2) A B C

(z—21)(z—2)(z—2z) (z—z) " (z—22) " (z—z3)

olarak yazarsak, A+ B+ C = 2 esitligini buluruz. Benzer gekilde,

q(z) D E F

-2 G-0le-? @-a)? (-2 (t—z)

ifadesinin de sonsuzda analitik olmasi i¢in u;(z) = 0 olmasi gerekir. Buldugumuz

3 +u(2)

kogullar gergevesinde, (2.14) diferansiyel denklemi,

" A n B C /
z—z1) (z—z22) (z—2z3)

D n E n F
(z—721)%2 (z—22)* (z—2z3)?

y(z)=0 (2.15)



(2.15) denklemi seklinde ifade edebiliriz. Ustler farkimin tam say1 olmadigimi
varsayarsak, (2.15) denkleminin z; noktasindaki ¢6ziimiinii Frobenus seri ¢6ziimii
ile Y, ay(z—z1)"™™ bigiminde arayabiliriz.

D

m(m—1)+mA+ G =) =) =0

indis denklemin kokleri, a; ve ap dir. O halde,
art+ap=1—-A

ve

D
(21 —22)(z1—23)

ajaz =

denklikleri kokler toplami ve kokler ¢carpimindan elde edilir. Benzer sekilde z, ve

z3 noktalarindaki indis denklemlerinden de ;

B=1—-by—b;
E=(z—z1)(z2—23)b1b2
CZI—Cl —C)

F=(z—z)(z3—2)cic
A+ B+ C =2 oldugundan, iistlerinde toplami
ay+ar+bi+by+ci+c=1-A+1-B+1-C=3—(A+B+C)=1

olarak bulunur.
Teorem 2. 1. 14 Tekil noktalar1 z1,z> ve z3 olan ve bu noktalara sirasiyla karsilik

gelen ay,ar,b1,by,c1 ve cp iistlerine sahip,

dy l—aj—ay 1—-bj—by, l—ci—cy.d

_z ( 1—a 1 =ba 1 —c2\dy

dz z—1 7—2 7—23 dz

1 (z1 —22)(z1 —3)a1a2
(z—z21)(z—22)(z—23) -2
_ — 2\b1b _ _

+(Zz z1)(z2 —z3)by 2+(Z3 z1)(z3 Z2)C162)y20 2.16)

Z—22 Z—1Z13

ikinci mertebeden bir diferansiyel denkleme Riemann-Papperitz denklemi denir.

(2.16) denklemin iistleri aj +ap + by + by + ¢y + ¢ = 1 kogulunu korur.
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(2.16) denklemin ¢oziimiinii "Riemann P-Sembolu" ile,

12 3
P| ai b1 ¢ ;z (2.17)
a by o

(2.17) geklinde gosterilir.

(2.16) denkleminin zj,z ve z3 tekil noktalarin konumlarim koruyarak, bu
tekilliklere karsilik gelen ay,az,b1,b2,c1 ve c¢p fiistlerin degerlerini, bagimh
degiskene gore gerceklestirecegimiz doniisiim ile degistirebiliriz. Bu doniigiime
"f-homotopik doniisim" denir.

Teorem 2. 1. 15 Tekil noktalar1 zj,zo ve zz3 ve bu noktalara kargilik gelen
tistler sirasiyla, ay,az,by,by,c1 ve ¢ ise, (2.16) denklemin ¢oziimii w(z), (2.17)
Riemann P-Semasi ile gosterilebilir. Bagimh degiskene gore gerceklegtirecegimiz,

<—X11
{—22

w(z) = (=) wi(2) (2.18)

f-Homotopik doniigiimii,

i1 22 13 (Z—Zl)k <1 <2 <3
P| a b1 ¢ ;z = —kP ar—k bi+k ¢ ;z (2.19)
a by (Z —L2 a—k br+k o

denklemin iistlerine (2.19) gibi etki ederken, tekil noktalarim konumunu korur.
Teorem 2. 1. 14’un bir ispati, (2.18) doniigtimii gerceklestirip, wi(z) degiskenine
gore birinci ve ikinci tiirevleri hesaplanip, (2.16) denkleminde yerine yazilarak,
(2.19) ifadesinin sag tarafi elde edilerek gerceklestirilebilir.

Bagka bir yaklagim ise, tekillikler civarindaki Frobenius seri c¢oziimiinden

yararlanmaktir. z = z; tekilligi civarindaki a; istiine gére Frobenius seri ¢éziimii,

(o)

w(z) = Y an(z—z1)""

n=0

olarak yazilir.

_ (=) _(-2)'y _ L ntar
wi(z) = (Z_Z1>kw(z) = o) nzoan(z 21)
doniisiimii ile
wi(z) = (z—2)* i an(z—z1)" 7k (2.20)

n=0
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elde ederiz. (z —zp)F fonksiyonu z = z; noktasimda analitik oldugu icin, z;

noktasinda seri acilimi vardir. Oyleyse,

o5}

z—2) = (z1—2)"+ Y bu(z—z1)" (2.21)

n=1
olarak yazilabilir.
Elde edilen (2.21) seri agithmmi, (2.20) ifadesinde yerine yazar ve serilerde

Cauchy carpim 6zelligini uygulanirsa,

i) = @1 — 2+ ¥ bule—2)")(Y anle— 21 )
n=0

n=1

= (Zl —zz)k Z an(z_zl>n+a17k_'_ (Z B (Z_Zl)nJrl)(Z an(Z—Z])rHalik)
n=0 n=0 n=0

o)

= Z bn(Z —Zl)n+a17k + Z Cn(z -7 )n+a17k — Z (Cn _|_bn) + (Z _Zl)n+a17k
n=0 n=0 =0

oo

[

— Z dn(Z—Zl)n+a1_k
n=0

(2.22)

elde edilir. z = z; noktasinda a; iistiine gore elde ettigimiz Frobenius seri
¢cOziimiinde, a; iistiiniin a; — k olarak degigtigini gorebiliriz. Benzer gekilde z =z
noktasi civarinda b ve by iistlerine gore yazacagimiz Frobenius seri ¢éziimlerinde
de benzer bir degisim gozlemleyebiliriz. O halde bagimli degiskene gore
gergeklegtirecegimiz f-homotopik doniigiim (2.19) ifadesindeki gibi denklemin
iistlerine etki ederken, tekil noktalarin konumu korur.

Diger yandan, (2.16) denkleminin istleri aj,an,b1,b2,c1 ve c’nin degerlerini
koruyarak z1,z; ve z3 tekil noktalari, bagimsiz degigskene gore gerceklestirecegimiz
lineer bir déniisiim ile herhangi bir 7|z} ve z; noktalara kaydirabiliriz.

Teorem 2. 1. 16 AD — BC # 0 olmak fiizere,

:At—I—B _ (21 —22)(z1 —23) (5 — 25) (t — 2})
Ct+D (z1—2)(d)—25)(t—25)+ (z1 —23)(h —2))(t —25)

2 +z1=M(t) (2.23)

olarak tanimlanan lineer kesirli doniigiim ile, (2.17) Riemann P-Sembolu,

q B 5
P air by ¢ ;t (2.24)
a by ¢

(2.24) haline donitigiir. Bu déniigiim esnasinda denklemin iistleri korunur.
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(2.23) doniigiimii "Mobius doniigiimii" olarak da isimlendirilir. Bu doniigiim
genigletilmis karmagik diizlemde(sonsuzdaki noktayr da iceren karmagik
diizlem) tanimlanmigtir. Riemann kiiresi, genigletilmiy karmagik diizlem olarak
diigiiniilebilir. Her Mobius doniisiimii, Riemann kiiresinden kendisine bir birebir
konformal doniigiimdiir. Zaten Riemann kiiresinden kendisine olan her déniigiim,
Mé&bius doniigiimii olmak zorundadir. Bagimsiz degiskene gore yapilan lineer
kesirli doniigiim ile, bu denklemin z1,z> ve z3 tekil noktalarini her zaman
71,22, noktalarina kaydirmak miimkiindiir. Tekillikleri z;,z,,c0 olan diferansiyel

denkleme ait Riemann P-Semasi,

] 2 o
P| ai b1 ¢ ;z (2.25)
a) b2 )

ve bu semaya ait diferansiyel denklem,

" 1—611—612 1—b1—b2 /

y (2)+ =) -2 )y (2)
ajap b1b2 C1C2—ala2—b1b2 -
+<(Z—Z1)2 (z-2)? (z—2)(z—2) M) =0

(2.26)

formundadir. Bu denklem formu "Riemann denklemi" olarak bilinir. Riemann

denklemi de bagimsiz degiskene gore gerceklestirilen,

(Z2—23)(Z—Zl)
(2—21)(z—2)

lineer kesirli doniigiim (Mobius doniigiimii) ile tekillikleri 0,1 ve oo olan

"

(z(1=2))y (2)+ (c— (a+b+1))y () —aby(z) =0 2.27)

(2.106) denklemine doniigtiiriilebilir. (2.106) denklemi '"hipergeometrik

denklem" olarak adlandirilan bir Fuchs denklemidir.

2.2.2.2 Hipergeometrik Denklem

"

L.(a,b;¢)y(z) = (z(1=2))y (2)+ (c— (a+b+1))y (z) —aby(z) = 0 (2.28)

(2.28) denklemi {i¢ adet tekillige sahip Fuchs denklemidir. Fuchs denklemin

bu formu "hipergeometrik denklem" olarak bilinir. Ikinci mertebeden lineer
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adi diferansiyel denklemlerin hipergometrik sinifi Riemann denklemi tarafindan

olugturulmugtur. Bu smif kendi standart formlar1 olan 5 tip denklem icerir.

e Hipergometrik denklem (hE)

Konfliient hipergeometrik denklem (ChE)

Bikonfliient hipergeometrik denklem (BhE)

Indirgenmis konfliient hipergeometrik denklem (RChE)

Indirgenmis bikonfliient hipergeometrik denklem (RBhE)

Yukaridaki bu denklemlerden sadece hE ve ChE bagimsizdir. Diger tiim
denklemler, ChE’nin bagimli degiskene gore doniigiimleri ve parametre
ozelegtirilmeleriyle elde edilebilir.

Konfliient hipergeometrik denklemin degigik bicimleri literatiirde, "Whittaker
denklemi" ya da "Slater denklemi" olarak da bilinir. Bikonfliient hipergeometrik
denklem ise "Parabolik Silindir denklemi", "Hermite denklemi" ve "Hamonik
salinici denklemi" olarak bilinir. RChE’nin 6zel bir adi olmamasina ragmen, 6zel
doniigiimlerle "Bessel denklemine" doniigebilir. RBhE ise "Airy denklemi" olarak
bilinir. Tk ii¢ denklemin polinom céziimleri mevcuttur. Bu coziimler "Jacobi,
Laguerre ve Hermite" klasik dik polinomlarin sonsuz kiimelerini olusturur.
"Legendre, Gegenbauer ve Chebyshev" polinomlar1 Jacobi polinomlarinin
ozellegtirilmesiyle elde edilir.

Frobenius seri yontemiyle elde edilen hE, ChE ve RChE ’nin &zel ¢oziimleri,
katsayilar icin iki terimli yineleme iligkisi kabul eder. RBhE hari¢, bu
denklemlerin ¢oziimleri {i¢ terimli (ikinci mertebeden) fark denklemleridir.
Bu denklemler klasik dik polinomlart olugturmak icin yineleme iligkisi
olustururlar. Integral doniisiimleriyle, cekirdekleri elementer fonksiyon olan
ve ¢Ozlimleri hipergeometrik sinifa ait olan bu denklemlerin ¢oziimleri elementer
fonksiyonlarca gosterilebilir [4].

Bir noktasi sonsuzda olmak iizere sadece ii¢ adet diizenli tekil noktasi
olan (2.3) bigimindeki lineer bir denklemin, bagimh degiskene gore yapilan
f-homotopik doniisiim ve bagimsiz degiskene gore yapilan Mobius doniigiimleriyle,

Riemann denklemi kanonik dogal forma doniistiiriilebilir. Kanonik dogal form,
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hipergeometrik denklem ya da Gauss denklemi olarak da adlandirilir.

0 1 o
Pl a1 a2 c1 iz
bl b2 )

Riemann gemasi ile gosterilen

1—a;— 1—by—b
(@) + (— 2 )Y ()
Z z—1
ayjay b1b2 61C2—a1a2—b1b2
+ + - =0

(2.29)

(2.30)

Riemann denkleminin z =0 ve z =1 tekilliklerine kargilik gelen {istlerden en az

biri, bagimli degisken déniigiimleriyle herzaman sifir yapilabilir. Ornegin

z=0 igin
w(z) = 2%y(z)
z=1igin

w(z) = (1-2)"y(2)

doniisiimiimleri ile a; = by = 0 yapar. Bu durumda,

(z(1=2))y"(z) + (1 —ar— (c1+c2+ 1))y (z) — c1c29(z) =0

(2.31)

Riemann denklemi, (2.31) denkleminde gosterilen Gauss hipergeometrik

denklemine doniigiir. Burada c; =a, a; = 1 — ¢ tamimlarsak, Riemann 6zdeliginden

de by = c—a— b elde ederiz. Bu sadelestirmeler altinda Riemann denkleminin

standart bicimi olan (2.28) denklemini elde ederiz. (2.28) denklemi Riemann

semasi ile agagidaki gibi gosterilir
0 1 o

P 0 0 a ;z
l—¢c ¢c—a—b b

(2.28) denklemine eg olan diferansiyel operatoru

(L;(a,b;c))" =L,(1 —a,b—1;2—¢)

ile gosterilirse, bagimh degiskene gore gerceklestirecegimiz

y=Gw, G 'LG=N <+ y = Z*C/Z(l _Z)f(cfafbfl)/zw
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f-homotopik doniigiimii ile (2.28) denklemini normal forma indirgeyebiliriz.
Genel anlamda (2.26) denlemini normal forma indirgemek i¢in 1 —a; —a; =0
ve 1 —b; — by =0 yapan doniigiimler bulmamiz yeterlidir. (2.28) denkleminde
a; =0 ve a = 1—c olduguna gore 1 —0— 14 c¢ = 0 olmas1 igin ¢ katsayisini
yok edecek bir doniisiim bulmamiz gerekmektedir ki bu doniigiim zc/zy ile
saglanir. Ciinkii z/2%y déniisiimii z = 0 tekilligine ait iistlere (—c/2) + —(c/2)
kadar etki edecektir. Benzer sekilde z = 1 tekilligine kargilik gelen iistlere de
(1 —Z)(c_“_b_l)/ 2y déniisiimii uygulayarak by + b, toplamini bir yapabiliriz [5].
(2.34) doniisii ile (2.28) denklemine ait Riemann P-gemasi

0 1 o0
P c/2 (c—a—b—1)/2 a—c/2—(c—a—b—1)/2 ;z

2-¢)/2 ¢c—a—b+(c—a—b—-1)/2 b—c/2—(c—a—b—1)/2
(2.35)

haline doniistiir. Bu Riemann semasina kargilik gelen diferansiyel denklemin w’
terimin katsayisi,

l—c/2—(2—c)/2+ l—(c—a-b—-1)/2—(c—a—b+(c—a—b—1)/2)
z z—1

(

)=0

oldugu tekillikleri 0, 1 ve oo olan Riemann denklemin genel formundan goriiliir.

Diger terimleri de hesaplandiginda,

—(1=¢)? 1—(c—a—b)?
Ml brew(a) = w'(e) + [ (i

2ab+c(c—a—b—1)
2z(z—1)

denklemi elde edilir. (2.36) denklemi (2.28) denkleminin "normal bi¢imi" olarak

Jw(z) =0 (2.36)

adlandirilir. Normal bicim, ikinci dereceden diferansiyel denklemin yl teriminin

yok edilmig halidir.
w=Hv, H'NH=M +— w= zfl/z(l —z)l/zv
dontigiimii ile de kendine eg olan (2.37) bigimine doniigiir.

M (a,b;c)v(z) := (z(z— 1)) v(2)’

1), (1=c)? c—a—>b)?
[Z(Z4 )(( z2> Lo (z—1)2) )
2ab+c(c—a—b—1) B

e 1) lv(z) =0

(2.37)
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(2.28) denkleminin standart bigimi, tekillikleri 0, 1 ve oo olan hipergeometrik
denklemdir.

Simdi hipergeometrik denklemin bu noktalar civarindaki coziimlerini seri
yontemiyle inceleyelim.

(2.28) denkleminde,

P(z) =z(1-2), Pi(z)=c—(1+a+b)z, Pz)=—ab
olarak tanimlanmigtir. Bu durumda

Py(0) =0, Py(1)=0.

olur. z=0 ve z =1 tekil noktalardir. z =0 noktasinin diizenli olup olmadigim

incelersek,

i Eo0P@) L (@=0)(e—(1t+atb)y) . zc—(+atb)y)
=t Py(2) =0 z(1—72) z—0 z2(1—2)

g G=O?PE) (20 (ab) . Z(—ab) _

7t Py(z) —0 z(1—2) =0 z(1 —2z)

iki limitinde var oldugunu goriiriiz. O halde z = 0 diizenli tekil bir noktadir.
Diizenli tekil noktas1 orijinde olan ikinci mertebeden bir deferansiyel denklemin

genel ¢Oziimiinii ;
y= Z a, 7" (2.38)
n=0
ya da
y=Inz Z a, 7"
n=0

olarak tamimlanir. Burada z > 0 kabul ediyoruz. (2.38) denkleminde ap = 0
olursa, z'nin pozitif tamsay1 kuvvetlerini z” terimi ile birlegtiremeyecegimizden
her zaman ag # 0 oldugunu varsayabiliriz. Bu kuvvet seri ¢éziimlerine "Frobenius
seri ¢oziimii" denir. Orijin diizenli tekil nokta oldugu i¢in bu noktada Frobenius
¢Oziimiinii arayabiliriz.

(2.38) denkleminden y vey yihesaplayp,

Y =Y an(n+m) ! (2.39)
n=0

y = Z an(n4+m)(n+m—1)7""m"2, (2.40)
n=0
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(2.28) denkleminde yerine yazarsak,

ap(n4+m)(n+m—1)7"7m"2 -2 Z an(n+m)(n+m—1)7""m2

(o)

z
n=0 n=0
+e Y ann+m)Z T —(1+a+b)2 ) ap(n+m)?™ ' —ab } a, " =0
n=0 n=0 n=0

elde ederiz. Bu da,
Z an(n4+m)(n+m—1)77m1 - Z ap(n+m)(n+m—1)7"""
n=0 n=0

+e Y ann+m)Zt = (1+a+b) Y ay(n+m)?™ —ab } a, " =0
n=0 n=0 n=0

olur. denklemi sadelestirmek icin, tiim iistleri en kiiciik {ist olan n + m - 1’e

Z an(n4+m)(n+m—1)77m"1 - Z an_1(n+m—1)(n+m—2)7"m!

n=0 n=1

+c Z ap(n4+m)Z""" N — (14 a+b) Z ay_1(n+m—1)7"m!
n=0 n=1

—ab an_IZ}’H»m*l — O

1

n

egsitlememiz gerekmektedir. Buradan ilk terimleri ayirip, toplami sifirdan

baglatirsak,

5]

ao(m(m—1)+em)?" '+ Y ay(n+m)(n+m— 1) !

n=1

an1(n+m—1)(n+m—2)7"!
1

o)

n

+c) an(n4+m)Z""" N — (1 +a+b) Y an1(n+m— 1)zl (2.41)
n=1 n=1
—ab'¥ a,_ 177" =0

1

n
elde ederiz. z'nin tiim kuvetlerinin, 1,z,z*... lineer bagimsiz olmasi gerektiginden,

Z% ’larm tiim katsayilarinin tiim &’lar icin sifir olmasi gerekir. 11k terimden,
ap(m(m—1)+cm) =0 (2.42)
denklemini elderiz. Bu denkleme "indis denklemi" denir. ag # 0 oldugundan,
m(m—14c)=0.

olur. Buradan,

m=0m=1-—c (2.43)
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olarak z =0 a karsilik gelen iistler bulunmusg olur. Diger terimlerden de,

((ntm)(n+m—1)+c(n+m))ay,

+(—(n+m—-1)n4+m—-2)—(1+a+b)(n+m—1)—ab)a,_; =0 (2.44)

elde edilir. Bu da,

0 (n+m—1)(n+m—-2)+(1+a+b)(n+m—1)+ab
" (n+m)(n+m—1)+c(n+m) nl
B (n+m—1)(n+m—|—a+b—1)+aba
(n+m)(n+m+c—1) nl
Fakat,

(n+m—1)(n+m+a+b—1)+ab
=m+m—1)(n+m+a—1)+n+m—1)b+ab

=mn+m—-1)n+m+a—1)+bn+m+a—1)

oldugundan,

(n+m+a—1)(n+m+b—1)
— _ 1. 245
n (n+m)(n+m+c—1) Gn-1,1 > ( )

yineleme bagintisim elde ederiz. Bu bagintida, a,’i a,_ yerine ay ile ifade ederek

sadelestirirsek,

a — (m+a)(m+b)
(m+1)(m+c)

(m+a+1)m+b+1)  (m+a+1)(m+a)(m+Db)(m+b+1)
mt2)(mtct1) 7 (mr2)(m+ D)(mtc)mtctl)

_ (m+a)r(m+Db);

" (m+ Dalmto)y

(m+a+2)(m+b+2)  (m+a)(m+a+2)(m+b)r(m+b+2)
mt3)mtet2) 27 (mtDalm+3)m+c)a(mtct2)

B (m+a)3(m—i—b)3a

T (m+Damto)s

ao

ar) = ap

a3 = ao

elde ederiz. Yukaridaki ifadede,

(1), = 1 r=0
DrE u+ D)+2) . (u+r—1) r=1,2,3, ...
olarak bilinen Pochhammer semboliidiir. a,,’e kadar tiim terimleri hesaplarsak,

(m+a),(m+b),
(m+1),(m+c),

ap,n >0 (2.46)

a, =
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ay’i ag cinsinden bulmus oluruz. Buldugumuz bu degeri yerine yazarsak, ¢6ziimii

o0

Z (m+a), m+b)nzn+m
(m+1),(m+c), '

olarak elde ederiz. Ayrica,

2Fi(a,b,c;z) = i (Z)'lzil)?)nzn
n=0 : n

ve

F(a):/ 1 e dr
0

(2.47)

olmak iizere z = 0 tekilligine kargilik gelen ¢oziimiinii |1 —c|’nin tiim 6zel durumlar

icin ayr1 ayr incelememiz gerekir [6].

1) |1 —¢| (ya da c) tamsay1 olmadigin da:

y(z) = c1aFi(a,b,c;2) + 22 " F(a—c+1,b—c+1,2—¢;z

(2.48)

olarak elde edilir. |1 —c| iistler farki sifir veya pozitif bir tamsay: ise, (3.20)

kargilik gelen ikinci ¢6ziim lineer bagimh olur ve bu durumda logaritmik terimler

devreye girer.
2) |1 —c| =0 oldgunda ¢6ziim :
¢ =1 oldugundan,

o5}

B (m+a),(m+b)y .\
—a Y |

olur. Buradan,

(@)n(b)n
yl—aoz ol " = apaFi(a,b; 1:2)

(1)n(1)n
_ 9y
burada M,
M, = (m—l—a)n(m;{—b)n
(m+1);
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(2.49)

(2.50)
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seklinde tanimlanmigtir. Bu tiirevi hesaplamak icin, her iki tarafinin logiratmasini

alirsak,

In(M,) = In <(m+“)”<m2+b)”>
(m+1)3
=In(m+a),+In(m+>b), —2In(m+1),
elde ederiz. Fakat,

In(m+a), =In((m+a)(m+a+1)---(m+a+n—1))

n—1
=Y In(m+a+k).
k=0
oldugundan,
n—1 n—1 n—1
In(M,) =Y In(m+a+k)+ Y In(m+b+k)—2) In(m+1+k)
k=0 k=0 k=0

Z (In(m+a+k)+In(m+b+k) —2In(m+1+k))

bulunur. Denklemin iki tarafininda “m”

1 oM, " 1 1 2
_ — Z + - .
M, om [ \m+a+k m+b+k m+1+k
elde ederiz. Buradan da,

8Mn_(m+a)n(m+b)n”zl 1 N 1 2
om — (m+1) S \mta+tk m+b+k m+l+k/)’

olarak bulunur.

m (m+a),(m+b), , " e "
= = M,7".
= @0z Zﬁ (m+1)2 ¢ =aoz nZ:(, nt

oldugundan, ¢ =1 i¢in denklemin ¢6ziimi

( +Z< a bnltk 142—k>)zn

3) ¢ # 1 olan negatif tamsay1 (¢ < 0) oldugunda ¢oziim :

y(z) = C2Fi(a,b; 1;2)

olur.

Yineleme denkleminden,

(n+m+a—1)(n+m+b—1)
(n+m)(n+m+c—1)

n = n—1,
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ye gore diferansiyelini alhirsak,

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)



elde edilir. En kii¢iik kok olan m = 0 i¢in, aj_,, — o olur. Bu yiizden, ¢oziimii
sonsuz yapan m; kokleri i¢in ag = bo(m —m;) doniigtimii gergeklestiririz. Eger ag =

bom alirsak, ¢oziimii

m(m+a),(m+b),
= bn™ & 2.61
b 0% n;, (m+1),(m+c), ¢ ( )

olarak buluruz. Sonra y; = yp|,;, = 0 olur. Goriildiigii iizere,

m(m+a)1_c(m+b)1_czl_c

(2.62)
(m+ 1>lfc<m+c)lfc
teriminden Onceki tiim terimler 0 olur clinkii “m” terimi 0 a gider. Bunu acik
olarak gormek i¢in Pochhammer semboliinii
(m+c)i—c=(m+c)(m+c+1)---m (2.63)

acabiliriz.

Bundan dolayi, artik ¢oziimiimiiz agagidaki bi¢imi alir.

_ (@1-c)i-c 1 (a)2—c(b)o—c . (@)3-c(b)3—c 3.
y“b°(<1>1_c<c>_cz @) T W0 @ T )

L e (@b,
N (C)_c n;—c (l)n(l)nnchlZ ' (2.64)

Diger taraftan ikinci ¢6ziim,

0
2= 50 (2.65)
m m=1—c
olarak bulunur.
b
= mmt@)a(m+ b (2.66)
(m=+1),(m+c),

olarak tanimlanan M, degerinin tiirevini hesaplamak icin, bir 6nceki durumda

yararlandigimiz logaritmik tiirev metodunu tekrar kullanarak,

oM, m(m+a),(m+b),
om  (m+1),(m+c),

n—1
1 1 1 1 1
—+ E ( + — - )
m [ \m+at+k m+b+k m+l+k mtc+k

(2.67)

elde ederiz,

_ - m(m+a) (m+b)n n+m m
yb—bon;) CERCERN = boz Zan (2.68)
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oldugundan,

dy an imm+a m+bnn by mZ m(m+a),(m+b),

= boz
om ? = (m+1),(m+c), = (m+1),(m+c),

1+"i Lo I I \
m '\ mtatk mtbtk mtitk mtctk)[°

olur.

8y b mimm+a n(m+b),
= (m+1),(m+c),

et - +"Zl 1 1 1 1 )
n
¢ m m—l—a-l—k m+b+k m+1—|—k m+c+k &

(2.69)

m=1—c de y, yi buluruz. Cézlimiim, y = Elyl —i—F,yz bi¢iminde oldugundan.

E/bo =F ve F/bo = F olarak tamimlarsak, bu kez ¢6ziim

L palee i (I—=c)(a+1—=c)(b+1—c), <lnz+ n (2.70)

=0 (2—c)u(1)n

= 1 1 1 1
+) + - - 4
k_o<a+k+l—c b+k+1—c 2+4k—c l—l—k)

1—c¢

olarak bulunur.
4) ¢ > 1 olan pozitif tamsay1 oldgunda ¢bziim :
Yineleme denkleminden

(n+m+a—1)(n+m+b—1)
(n+m)(n+m+c—1)

a1 (2.71)

an:

biliyoruz ki m = 1 — ¢ oldugunda, a,,—; — oo olur. Burada ¢6ziimii sonsuz yapan m;

kokleri i¢in ag = bo(m —m;) doniigiimii yapabiliriz. ag = bo(m+ ¢ — 1) doniigiimii

ile ¢oziim,
> (m+c—1)(m+a),(m+b),
= bo" " 2.72
yb=bo n;) (mt Dn(m+ )y (2.72)
bigimi alir. y; = yp|m—1-m alirsak,
(m-l-c—1)(m+a)c,1(m+b)c,1zc_l 2.73)

(m“f‘ l)cfl(m'f’c)cfl
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teriminden onceki tiim terimler “m—+c — 17 terimi sifir oldugu icin sifir olur. Bunu

net olarak gormek icin Pochhammer semboliinii acabiliriz.
(m+1)e1=m+1)m+2)---(m+c—1).

Bundan dolay1, ¢céziim

— b()Zlic

(a+1—=c)em1(b+1—¢)e1 ooq  (a+1—=0)c(b+1—C)c ,
( C=eaer © =01 )
_ bg e i (a+1=c)u(b+1—=¢)y ,

(2_0)0—2 n—c—1 (1) (1)n+l —c

seklini alir. Simdi ikinci ¢oziim olan y;’yi
by =

? dm m=0

bulmak icin,

(m4+c—1)(m+a),(m+Db),

M = (m+ Dn(m—+c)n

ifadesinin tilirevini hesaplamamiz gerekir. Logaritmik tiirev yardimiyla,

oM, (m+c—1)(m+a),(m+Db), 1 N
om (m=+1),(m+c), m+c—1

nl 1 1 1 1
+) + — -

=y \m+ta+tk m+b+k m+1+k m+c+k
elde ederiz.

= (m4c—1)(m+a),(m+b
}’b—bOZ ) ( )’1 n—|—m_b0Zm ZMnZ

(m+1),(m+c), =
dekleminden,
dy = (m+c—1)(m+a),(m+b),
—b n
om 02" Z’ (m+1)y(m+c),
(m+c—1)(m+a),(m+Db), 1
+bo?" +
0% n;) (m+1),(m+c), m+c—1

L. I I \
E\mta+k mybrk mtl+k mtctk) )

o (m+c—1)(m+a)(m+b),
= boZ" 1 -
0% ngb (m+1),(m+c), nz+m+c—1+

nl 1 1 1 1
+) + — — "
k_0<m+a+k m+b+k m+1+k m+c+k)
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(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)



denklemi elde edilir. m = 0 i¢in de y, hesaplamir. Coziim, y = G/yl +H,y2
bi¢imdedir. Glbo =F ve H/bo = F olmak iizere

G e © a+1—c) (b+1—c)p ,

y:(z_c)CfZ h :ZC"l (Dn(Dnt1-c
= (1—c)(a+1=c)u(b+1—c¢), L
+Hn;) 2o, (1 o+ (2.81)

+"il Lol 1 1 .
E\atk btk 14k ctk))°
olarak bulunur.

z =1 tekilligine karsilik gelen ¢oziimii:

1) |¢ —a—b| tamsay1 olmadiginda ;

y(z) = ciaFi(a,b,a+b—c;1—z)+ (1 —z)c_“_szl(c—a,c—b,l—c—b—c;l—z)

(2.82)

olarak elde edilir. |c —a — b| iistler fark: sifir veya pozitif bir tamsay: ise, (2.82)
kargilik gelen ikinci ¢oziim lineer bagiml olur ve bu durumda logaritmik terimler
devreye girer.

2) |c—a—b| =0 oldugunda ;

y:C-zFl(a b;l;l—z)

| 1 2 ;
( (1- )+k§)(a+k+b+k_l+k)>(l_z)

(2.83)
3) |c —a—b| > 0 olan bir tamsay1 oldugunda ;
E = (@) s
— I_Z n_I_F 1_Z c—a
Y <a+b_c+1)cfafb71 nzzllc n(l)n+a+b c( ) ( )
= (c—a—b)(c—b)(c— 1
Z(C a—>b)(c—b),(c—a), In(1—2)+
= (I4+c—a—b),(1), c—a—>b
! 1 1 1 1
_ o 1 —2)"
+,§6(k+c—b+k+c—a I+ktc—a—b 1+k)( 2)
(2.84)
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4) |c —a—b| < 0 olan bir tamsay1 oldugunda ;
G L = (c=Db)ulc—a),
1 —z) ¢ b 1—2)"+
(1 +c—a _b)a+b—c—1 ( ) n:cgbc (1)n<1)n+c—a—b ( )

> (c—a—>) b),(c—a),
HY 1+c_(a_b)>n(<1>n) (ln(l‘@*m*

y:

n—

. I I -
“\ar k b+k 14k atb—ctl+k :

(2.85)

olarak bulunur [7].
z = oo tekilligine kargilik gelen ¢oziim :

1) |a—b| tam say1 olmadiginda,
1
y(z):clz*"zFl(a,a—c—k1,a—b+1;z)—|—czz 2F1(b b—c+1,b—a+1, —) (2.86)

olarak elde edilir. |a — b| iistler farki sifir veya pozitif bir tamsay: ise, (2.86)
kargilik gelen ikinci ¢6ziim lineer bagimh olur ve bu durumda logaritmik terimler

devreye girer.

2) |a—b| =0 oldugunda,

y=Cz"Fi(a,a+1—¢; ;27 + Dz i()(( (a)nl(:l(i)j)z_ 2.

> (a)u(a+1—c), L1 1 2

+Dz_a,;)(( (1)) )(,zg)a+k+a+l—c+k_ 1 +k

)(Inz™ ")+

"))

(2.87)

3) |a—b| > 0 olan bir tamsay1 oldugunda,

E = (D)p(b+1—0)p _,
(b+ 1— a)a—b—l n=a—>b (1)n(1)n+b—a

o (@=b)(a)p(a+1—c), _ 1
+Fz Zb ORPES Y <ln21+m

n-l/ 1 1 1 1
+) + — — "
k_o(a—l—k a+14+k—c 1+k a+1+k—b)

y:

(2.88)
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4) la—b| < 0 olan bir tamsay1 oldugunda,

G i a~|—1—c) .
at+1->b),_ —b Jn(Dnta—b

+Hz —bz Ui o )<lnz_1—l—ﬁ

T

+"Z 1+ 1 1 1 .
E\b+k btl+k—c 14k btl+k—a))®

(2.89)
olarak bulunur [7].

Hipergeometrik denklemin c¢oziimleri, hipergeometrik seriler yardimiyla ifade

edilebildigini, yukaridaki ¢oziimleri inceledigimizde gormekteyiz. Peki

2Fi(a,b,c;z) Z (2.90)

ile temsil edilen hipergeometrik seriler hangi kogullar altinda yakinsaktir?

Hipergeometrik serilerin yakinsakligini oran kriterini uygulayarak gorebiliriz.

Gergekten,
- any (@ns1 (D)t ) ( (@n(B)n ™
nlglgo | | _r}%oo ((n—|— 1)!(c)n+1) ( n!(c)n )
. |la+n)(b+n)|,
_r}l—r}f}o m ’Z| = ’Z’ (2.91)

(2.91) ifadesinden goriildigii tizere |z| < 1 igin yakimsaktir.
|z| = 1 igin yakinsakhgini z =1 ve z= —1 i¢in ayr1 ayr1 incelememiz gerekmektedir.
z =1 Gauss kriterini uygulayarak, hangi kogullar altinda yakinsak oldugunu

gorebiliriz. Gergekten,

ani1 (a+n)(b+n) (1+9)(1+5) c
ap — (n+1)(c+n)  (1+1) (1+2)
140l
1500
- (1+a+b+0(%)) (1—C+1+0(%)>

n n

:(1_1+c—a—b+0(l2)> (2.92)

n n

oldugundan ¢ —a—b > 0 oldugunda yakinsaktir. z =1 i¢in bir bagka ispati da

"Stirling Formulunu" kullanarak gosterebiliriz [3].
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z = —1 igin ise Leibnitz kriterini uygulamiz gerekir, ¢iinkii z = —1 icin elde
edecegimiz seri bir alterne seridir. Bu durumda, Leibnitz kriterine gére ¢ —a —
b+ 1> 0 oldugu zaman yakinsak olur.

Sonug olarak, 2 Fj (a,b, c;z) hipergeometrik serisinin yakinsakligi |z| < 1 oldugunda
oran kriteri, z =1 oldugunda Gauss kriteri ve z = —1 oldugunda ise Leibnitz
kriteri uygulanarak goriiliilebilir. |z| > 1 oldugunda hipergeometrik seri herzaman
waksaktir [6].

Ayrica ¢ sifir veya negatif bir tamsay1 degilse, 2Fj(a, b, c;z) her zaman analitik bir

fonksiyon olur. Bu foksiyonlar, hipergeometrik fonksiyonlar olarak da adlandirilir.

2.2.3 Heun Denklemi (n= 3)

Ly(a,bsc,dst)y(z) = Ay(z) + (2(1 = 2)(z = 1))y"(2) + (c(z = 1) (z — 1) +dz(z — 1)
+(c—(a+b+1—c—d)z(z—1)))y'(z)) + (abz— A)y(z) =0

(2.93)

(2.93) denklemi dort adet tekillige sahip Fuchs denklemidir. Fuchs denklemin bu
formu "Heun denklemi" olarak bilinir ve bu denklem tarafindan Mj3 lineer ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemler sinifi olugturulur.

Heun denkleminin genel formu 12 karmagik parametre ile karakterize edilir. Bu
parametrelerden 47i tekilliklerin yerini belirtir. 7 tanesi karakteristik iistlerdir.
Kalan 1 tanesi ise lokal olmayan yardimci bir parametredir. Mébius doniisiimii
ile tekilliklerin 3 tanesi 0, 1 ve oo’a sabitlenebilir. Ayrica bu bu tekilliklere kargilik
gelen 3 karakteristik iiste de 0 degeri aldirilabilir. Dolayisiyla Heun denkleminin
parametre sayist 12 den 6’ya indirgenmesi miimkiindiir. Konfiilent denklemde ise
bu say1 5’e indirgenebilir [?].

(2.93) Heun denkleminin Riemann gsemasi agagidaki gibidir.

0 1 t o0
P 0 0 0 a iz (2.94)
l—cl—dc+d—a—bb ;A

(2.93) denklemin lokal ¢oziimlerini bu dort tekilligin civarinda kurabiliriz.

Denklemin standart ¢éziimii,
¢#0,1,2,....,|z| < min(|t],1)
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kosullar altinda gegerlidir.
yi(z) =yi(a,b,c,d;t;1;2=0,2), y1(0)=1

Bu c¢oziim "Heun fonksiyonu" dur. Bu fonksyion, sifirdaki iki Frobenius

¢cOzlimiinden biridir.

@) =Y & (2.95)
0

gr katsayisi, (2.95) in (2.93) denkleminde yerine koyulmasiyla elde edilen iig

terimli yineleme bagintisindan bulunur

t(k+1)(k+c)grr1
—[k((k—1+c)(l+t)+dt+a+b+1—c—d)+A)|gk
+(k—14+a)k—1+b)g_1 =0

g0 = 1.
Heun denkleminin diger lineer bagimsiz ¢éziimii ise

ya(a,b,c,d;t;A;2=0,2)
:Zlfcy1(a+1—c,b+ 1 —c,2—c,d,;t7ll;zz(),z)

AM=A+(a+b+1-c)(1-c) (2.96)

seklindedir.

(2.93) denklemini, tekilliklerinin daha simetrik konumlarda oldugu

Lo(a,b;c,d;t)y(z) = Ay(z) + (2 — 1)(z—1))y"(2) + (c(z— 1) (z— 1)
tdz(z—1)(z+1)+((a+b+1—c—d) (1)) (2))
+ (abz—A)y(z) =0 (2.97)

bi¢iminde de yazabiliriz. Bu denklemde,

(1) Boyutsuz lokal parametreler a,b,c ve d Frobenius ¢oziimiindeki tekilliklere

karsilik gelen karakteristik iistleri belirler.
(2) Olceklendirme parametresi t, bir tekilligin konumu belirler.

(3) Yardimcr parametre A, ¢cogunlukla spektral bir parametre olarak sunulur.
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c=d=c+d—a—b=1/2 kogulu altinda (2.93) denkleminin z=0,z=1vez=t¢

olan ii¢ elementer tekilligi "Lamé denklemleri" olarak bilinir.

2.3 Konflitent Denklemler

Konfliient denklemler, denklemlerin diizenli sonlu bir tekil noktasi ile z = oo
diizenli tekil noktasinin sonsuzda diizensiz bir tekillige yol agmasiyla ortaya cikar.
Bu birlesme sonucunda denklemlerin parametre sayilart 1 azalirken, sonsuzdaki

tekilligin derecesi 1 artar [6].

2.3.1 Konfliient Hipergeometrik Denklem

4

Konfliient hipergometrik denklem, (2.28) hipergeometrik denkleminde z — %,b —
oo iken, iki diizenli tekillginin z =1 ve z = oo sonsuzda diizensiz bir tekillige yol

agmastyla ortaya cikar.

Ly(a,c;1)y(z) :== 2" (z) + (c — 2)y'(z) — ay(z) (2.98)

konfliient denklemi, Riemann P-Sembolu ile

0 )
0 a ;z
Pl 1l—-ca—c (2.99)
0
1

olarak gosterilir. (2.98) denklemine eg olan diferansiyel operatoru (2.100) ile

tanimlanirsa,

(Ly(a,c;1))" =L,(2—c,1 —a;—1) (2.100)
bagimli degiskene gore gerceklestirecegimiz

y =2 e

f-homotopik doniiglimii ile (2.98) denklemi ( 2.101) normal bigimine

doniigtiiriilebilir.

a—c —(1=¢)?
Nl em(s) =w/ () + [~ L2 1202

)w(z) =0 (2.101)

( 2.101) denklemi ayni zamanda "Whittaker denklemi" olarak da bilinir.

(2.98) konfliient hipergeometrik denkleminin ¢ # 0,1,2,... kogullar1 altinda genel
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¢Ozumii
¥(z) = c11F(a,¢;2) + 2z “1Fi(a—c+1,2—¢;2) (2.102)

olarak bulunur. |1 —¢| iistler fark: sifir veya pozitif bir tamsay1 degil ise, ikinci

¢Oztim lineer bagimli olur ve bu durumda logaritmik terimler devreye girer [6].

2.3.2 Konfliitent Heun Denklemi

Konfliient Heun denklemi, (2.93) Heun denkleminde iki diizenli tekillginin z =1

ve z = o sonsuzda diizensiz bir tekillige yol agmasiyla ortaya gikar.

Lo(a;c,dit:)y(z) = Ay(z) = 2(1 = 2))"(2) = [~1z(z = 1) (2.103)

+dz+c(z— 1) (z) + (—taz— A)y(z) =0

denklemi konfliient Heun denklemidir. Bu denkleme karsilik gelen Riemann gemasi

0 1 oo
0 0 a 4
Pll-cl—-dc+d—a;A (2.104)
0
1

olarak yazilabilir. (2.103) - (2.104) denklemlerindeki A yardimci parametredir.
a,c ve d parametreleri lokal parametrelerdir. Olceklendirme parametresi olan
t, Heun dekleminin aksine, konfliient Heun denkleminde tekilligin yerini degil,

donme noktalariin yerini belirtir [4].

2.4 Otomorfizma Gruplar

Otomorfizma, matematiksel bir nesnenin kendisinden kendisine olan
izomorfizmadir. Bu kendisinden kendisine olan dongiimler, nesnenin tiim
yapisini koruyarak gerceklesir. Tiim otomorfizmalarin kiimesi grup olusturur, ve
bu gruba otomofizma grubu denir. Otomorfizma, ayn1 zamanda endomorfizmadir

ve izomorfizmadir.

2.4.1 Hipergeometrik Denklemin Otomorfizmalari
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Bagimsiz degiskene gore gercgeklestirilen herhangi bir tekil M Mobius
doniisiimiinii, CP' da herhangi bir ii¢c noktay1, herhangi bir ii¢ noktaya gotiiriir. Ve
bu déniigiim sirasinda, Riemann P-fonksiyonu teorisine gore karakteristik iistler

korunur. Birbirinden farkli A,B,C,D € CP! noktalari icin tanimlanan,

(C—A)(D-B)
(D—A)(C—B)

(A,B,C,D) := e CP'\ (0,1,00) (2.105)

capraz oran, Mobius doniisiimleri altinda invaryant kalhr. A,B,C,D’nin
permutasyonlari CP!\ (0, 1,e0) iizerinde bir Sy simetri grubu olusturur. Yukarida
tanimlanan capraz oranda goriildiigii iizere, ¢apraz oran ifadesi A,B ve C,D
ikililerin birbirleriyle degisimlerinden de etkilenmez. Dolayisiyla % =31=6
adet capraz oran bulmamiz miimkiindiir. Bu da gosteriyor ki hipergeometrik
denklem igin, tekillikleri herhangi bir (z1,z2,z3) noktasina oGteleyen 3! Mobiiis
doniigiimii permiitasyonu vardir. Yani herhangi ii¢ noktadan olusan grubu, bu iic
noktanin permiitasyon grubuna gotiiren alt1 lineer kesirli doniigiim mevcuttur.
O halde, tekillikleri z =0, 1, e yapan alt1t M6bius doniistimii bulunabilecegi gibi
0, 1,00 noktalar kiimesini de, kendisine gdtiiren alt adet lineer kesirli déniigiim
mevcuttur. Bu doniigiimler, hipergeometrik denklemi invaryant kilan projektif
doniistimler olarak ifade edilir.

Fakat eger, tekilliklerde doniisim lineer degilse ve distlerin degigimini
korumuyorsa, f-homotopik doniisiim uygulanir. Bu durumda, hipergometrik
yapisi, bagimli degiskene gore yapilan f-homotopik ddniisiimlerle korunur.
Ornegin M(e0) # oo, gergeklestirilecek doniigiim hipergeometrik denklemin genel
bir hali olmayacaktir, ¢iinkii M(e) daki karakteristik iistlerin ikisi de sifirdan
farkli olacaktir. O halde, f-homotopik déniigiimiin y(z) = [z —M(e0)]?y(z) veya
y(z) = [z— M(%0)]?y(z) permutasyonlar1 da takip edilmelidir [8].

Tanim 2. 4. 1 Aut(h) olarak tanmmlanan (2.28) hipergometrik denkleminin
otomorfizma grubu, bagimsiz degigskene gore gerceklesgtirilen M&bius doniigiimii
ve bagiml degigskene gore gerceklestirilen lineer f-homotopik doniigiimlerinden,
(2.28) hipergeometrik denklemini parametre doniigiimiine kargin degismez kilan,

degisken degigsimlerinin grubuna denir.

Riemann kiiresinin bir otomorfizma grubu olan "Mo6bius grubu", tiim Mobius

doniigiimlerin birlesim iglemi altinda olugturdugu bir gruptur. Bu grubun alt
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gruplar1 karmagik diizlem ve hiperbolik diizlem gibi diger basit baglantili Riemann
ylizeylerinde de otomorfizma grubu olugturur. Her Riemann yiizeyinin temel
grubu, Fuchs grubu, Klein grubu gibi Mdébius grubun ayrik bir alt grubudur.
Bu alt gruplar icerinde, Modiiler grup Mobius grubunun onemli bir ayrik alt
grubudur ve Ozellikle fraktallar, modiiler bicimler ve eliptik egriler gibi cesitli

teorilerin merkezindedir [?].

n

(z(1=2))y (z2)+(c—(a+b+ 1))yl(z) —aby(z) =0 (2.106)

hipergeometrik denklemi

0 1 )
R(a,b,c) :=P 0 0 a;z (2.107)
l—cc—a—-bb

bagimli ve bagimsiz degiskenlere gére gergeklestirilecek uygun doniigiimlerle,

u1,veC ve M e Aut(C—0,1) olmak iizere

u(z) = (1 -2)"uM(z)), z— M(2) (2.108)

bagka bir hipergeometrik denkleme doniistiiriilebilir.

H:=Aut(C-0,1)=z—z, 1-z 1/z, 1/(1-2), z/(z—1), (z—1)/z
(2.109)

olarak tanimlanan otomorfizmasi 0, 1, « kiimesi {izerinde tam bir permiitasyon

grubu olugturur ve her M € H icin tekil olmayan bir

,LL = (nLlOuulmum)

vektorii vardir ki o + g + teo = 0 kogulu korunsun [3].
Oyleki,
M(0) M(1) M(e)
1 —C+HM(0) c—a—b—l—uM(l) b+NM(w)
R(ay,by,c1) formundadir.
Ornegin, M(z), z— 1/z olurak secilirse, keyfi u = (—a,0,a) vektorii icin,

M) =c0o M(1) =1 M(e0) =0
R(M,u)=P O+a 0+0 a—a ;z
l—c+a c—a—b b—

a
0 1 o0
=P 0 0 a iZ
b—ac—a—-bl—c+a
)

=R(a,a—c+1l,a+1-> (2.111)
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bulunur. Permiitasyon sinifinin diger elemanlari igin de,

P 0 a 0 iz | =P 0 a 0 ;1—z
l—-cbc—a—>b c—a—bbl-c
0 oo 1 0 o 1
=P 0 0 a:ix|=Pfla 0 a ;!
l—-cc—a—->bb bl—cc—a—>b
0 o 1
=P 0 0 a ;%

elde edilir.

Goriildiigii tizere, (2.109) doniisiimleri ile hipergeometrik denklemin yapist
bozulmaz. Doniigiimler neticesinde elde edilen denklem yine bir hipergeometrik
denklem olur. Bu yolla 24 adet (M, u) ikilisi buluruz. Bu yirmidort ikili 24

Riemann gemasina kargilik gelir ve her birinin ¢éziimii

Yo(L—y)H M (y))

formundadir. Burada, f (2.106) hipergeometrik denkleminin ¢oziimiidiir. Bu

¢oziime kargilik gelen F(a,b,c,M(z)) seri acihmi da,
M ()" (1 —M(2))"" F(a,b,c,M(z))

hipergeometrik denklemin bir ¢6zmiiniin bagka bir ifade edilig bi¢imidir. Bu sayede

yirmidort adet ¢oziimii de,
¢ (1-2)"F(a,b,c,M(z)) (2.112)

formunda elde etmis oluruz. Bu ¢éziimler "Kummer ¢6ziimleri" olarak adlandirilir

19]-

(2.106) hipergeometrik denkleminin;

e F-homotopik (Z;)? grup otomorfizmasi
e (0, 1, o0) den (0, 1, oo) tizerine olan bir esyazamh (S3) grup otomorfizmasi

e (Z2)? x (83) e izomorfik Kummer grubunun, mertebesi 22 x 3! = 24 olan tam

bir izomorfizma grubu
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vardir. z = 0 da mertebesi 4 olan altgruplara sahip her bir otomorfizma

2Fi(a,b,c;z) ile denk olarak ifade edilebilir. Bunlar,

1. 2Fi(a,b,c;z) ' kendisi
2. (1—=2)"%bF(c—a,c—b,c;2)
3. (1—z)"%F (a,c—b,c;z/(z—1))

4. (1 —Z)_thl(C—a,b,C;Z/(Z— 1))

olarak belirtilmistir. Hipergeometik denklemin 3 tekil noktasina kargilik gelen
6 lokal ¢6ziim igin yukaridaki gibi 6 ayri1 kiime bulunur. z = 0 &zelinde, bu
kiimelerden bir tanesi yukaridaki, digeri ise karakteristik denkleminin 1 — ¢ {istiine

kargilik kargilik gelen
2Fi(a,b,c;2) = () F (a—c+1,b—c+1,2—¢;2)

kiimesi elde edilir [8].
Kummer’in 24 ¢éziimii, bu 4 denklik sinifi ile 6 ya ayrilir. Bu ¢éziimlerin tamami
Yudell L. Luke’nin "The Special Functions and Their Approximations" isimli

kitabinda yer verilmigtir [10].

2.4.2 Heun Denklemin Otomorfizmalari

Tanmim 2. 4. 1 Aut(H) olarak tanimlanan (2.93) Heun denkleminin otomorfizma
grubu, (2.93) Heun denklemini parametre doniigiimiine kargin degismez kilan,
degigsken degigimlerinin grubuna denir.

Heun denklemin otomorfizma gruplari, Hipergometrik denkleme gore biraz daha
karigiktir. Clinkii herhangi bir { ecp! \ (0, 1,00) i¢in z=10, 1,00, d tekil noktalarini
z=20,1,0c0, { iizerine gotiiren 4! adet M Mobius doniigiimii s6z konusudur. Bu
4! doniigimiin 3! tanesi z= oo ile sabitlenir. { in tim degerleri lineer kesirli
doniigtimlerle elde edilebilir. Fakat eger M, tekilliklerde doniigiim lineer degilse,
bu durum da, f-homotopik déniigiimiin y(z) = [z — M(e0)]%y(z) veya y(z) =
[z— M ()] ~"y(z) permutasyonlan da takip edilmelidir [8].

(2.93) Heun denkleminin;

e F-homotopik (Z;)? grup otomorfizmasi
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e (0,1, 1t,00) den (0, 1, t’, o) iizerine olan bir egyazimh (S4) grup otomorfizmasi

e (Z2)% x (S4) e izomorfik Heun grubunun, mertebesi 2° x 4! = 192 olan tam bir

izomorfizma grubu

vardir. z = 0 da mertebesi 24 olan altgruplara sahip her bir otomorfizma

vi(a,b;c,d;t; A;z7) ile denk olarak ifade edilebilir. Bunlar,

1. yi(a,b;c,d,t,A;z) ' kendisi
2. yi(1/t,b/t;a,b,c;a+b—c—d+1;z/t)

3. ve 22 adet digerleri

olarak belirtilmigtir. Heun'un 192 ¢6z{imii, bu 24 denklik sinifi ile 8 e ayrilir. Bu
¢oziimlerin tamami Robert Mayer tarafindan "The 192 solutions of the Heun

Equation" isimli makalesinde yer verimigtir |9].
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3. FiZiK VE MATEMATIKTE UYGULAMALAR

Ornek 3.1 Farkh potansiyeller icin Schrodinger denklemi olarak bilinen

" V
‘P(z)+< 02 —E)‘P(z):o, Vo>0, E>0
cosh”z

3.1)

denklemini, bagimli ve bagimsiz degiskene gore uygulayacaginiz doniigiimlerle

hipergeometrik denkleme cevriniz.

(3.1) denkleminde ¢ = ranhz doniiglimii gerceklestirsek,

1 2

tanhzz =1- t

cosh?z B
1

2
cosh“z =
1—1¢2

olarak bulunur. Bu egitliklerden de faydalanarak,

dt
d—: 1 —tanh?z =1 —¢2

<
d¥ d¥dr 4%

2
—=——=(1-t
dz dt dz ( ) dt
>y d d¥ d¥ >y
— =(1-2)—((1-) =) ==21(1-)—+ (1 —1*)>—
dz? ( )dt(( >dt) ( >dt * ) dr?
elde ederiz. Bu degerleri (3.1) denkleminde yerine yazarsak,
(1= (1) =201 =)W (1) + (Vo(1 —12) —E)P(t) = 0

(3.4) denklemini elde ederiz. (3.4) denklemi,

" -2 , 1—12)—
¥ (1) + mq’ (1) + ( (‘;(’(_ t)j( 1>+ fz)lp(r) —0

tekillikleri —1,1 ve o olan Riemann denklemidir. Bu denklem de,

—2¢ A B A(l+1t)+B(1—1)

(I=t)(1+1) (1—=1) (1472) (1—12)

terimi diizenlenirse

A(l+1)+B(1—1t)=—-2¢ = A=—-1, B=1

3.2)

3.3)

3.4)



bulunur.

Vo(l—12)—E D F C

—020+02 (=02 (a2 T 0=l +0

terimi diizenlenirse

Vo(l—1)(1+2)—E=D(1+1)*+F(1—=1)>+C(1 —1)(1+1)
Vo—Vot>? —E =C—Ct* +D+2tD+ Dt> + F — 2tF + Ft*

Vo—Vot?—E=(D+F—-C)*+2(D—F)t+F+D+C
—E —F —E
= C=—1V D=— F=— 3.5
) + Vo, 4 4 ( )
bulunur. A,B,C,D, E F, ifadelerini (3.4) denkleminde yerine yazarsak,

’ -1 1y =+ =+ 4+
YO+ Y O et )

(3.6) denklemini elde ederiz. Bu denkleme ait Riemann-P Semasim

=0 (3.6)

al,az,bl,bz,cl ve C degerlerini

—E V4+E V4+E
l—ay—ar=-1, ajap=— = ar=1+ -+ , ap=1-— -+
4 2 2
—E E E
l—bl—bzzl, biby = — = bl:\/T_’ blz_g
—1—\/4(E -V 1
C1+02:—1, CICZZV()—E = ] = (2 O)+
—14+/4(E-Vy)+1
Cy) =
2
hesaplayarak
—1 1 o0
p| 20GHE WE SVERIWE (3.7)

2 2 ’
2—VATE —E —1+/HE-Vo)+1
2 2 2

seklinde yazabiliriz. (3.8) P-Semasindan da acikca goriildiigii iizere, 7 = S5~
lineer doniigiimii ile tekillikleri 0,1 ve oo noktalarina kaydirabiliriz. 7 = 0 ve
f =1 tekiliklerine karsihik gelen {istleri sifir yapacak bir doniistim ile, denklemi

hipergeometrik denkleme doniigtiirmiis oluruz. a; ve by = 0 yapacak doniiglim,

5 - VE VATE
= (-1 T
f-homotopik doniigiimdiir. Bu déniigiim ile,
0 1 oo
P 0 0 IDVAEVIEVARERVE 3.8)

2 s
1++/4(E-Vo)+1+VA+E+VE
—V4+E —VE .
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elde edilir. Burada,

¢ 14ViTE. azl—\/4(E—Vo)+21+\/4+E+\/E
. 1+ /4E Vo) + 1 +V4+E+VE
2
3.9)
olmak iizere,
i1—D¥ )+ (1+VA+E—(2+VA+E+VE))Y (i)
_(<1—\/4(E—V0)+1+\/4+E+\/F)
2
(1+\/4(E—Vo)+21+¢4+5+\/1?))\1,@:O
(3.10)

denklemi yazilabilir. (3.10) denklemi (3.1) Schrédinger denklemine karsilik
gelen hipergeometrik denklemdir. (3.10) denklemin tekillikleri civarindaki

¢oziimlerini hipergeometrik fonksiyonlar yardimiyla yazabiliriz.

Ornek 3.2 Periyodik potansiyel icin Schrédinger denkleminin 6zel bir hali olarak
bililen Poschl-Teller,
AA—1)

k> —
y (2) +( cos2Z

y(z) =0, (k,A = sabit) (3.11)

denklemini, bagimli ve bagimsiz degiskene gore uygulayacaginiz doniigiimlerle
hipergeometrik denkleme cevrin ve tekillikleri civarindak polinomu ¢oziimlerini

yaziniz.

(3.11) denkleminde & = sin?z doniigiimii gerceklestirsek,

cosz=+/1-¢&

% =2sinz.cosz

dy dydé& dy

dedgaVEUITe)gE

d?y d dy dy dy
d_z2:2 5(1—5)E( 5(1—5)E):45(1—5)@4‘2(1—25)&



olarak hesaplariz. Bu degerleri (3.11) denkleminde yerine yazarsak,

4= 8 (&) 4201280 @)+ @ - T e =0 a.12)
(3.13) denklemini elde ederiz. (3.13) denklemi,

’ =6 A=) -AA-1)¢ .

y (§)+5(1_§)y(§)+ B(1_) ¥(§)=0 (3.13)

tekillikleri 0,1 ve o olan Riemann denklemidir. Bu denkleminde,

-& A B A(1—&)+BE

1
2 5 _
E1-§ Era-5 " E1-9§

terimi diizenlenirse

A1—&)+BE=E—1/2 =  A=1/2, B=1)2

bulunur.
WP1-8)-2G-1)¢ D __F
£2(1-8)? §2 (1-¢8)* &(1-98)

terimi diizenlenirse

2 2 L 5 k>E2
D(1— &)+ FE 4+ CE(E ~1) = ; (B - A~ 1)§ -2

1 AA—1 AA—1

=D =0, C=—1k2+—(4 ), F:_—(4)

bulunur. A,B,C,D,E F, ifadelerini (3.13) denkleminde yerine yazarsak,

N U TR R R et 1

(3.14) denklemini elde ederiz. Bu denkleme ait Riemann-P  Semasim

al,az,bl,bg,cl ve C degerlerini

1—611—612:1/2, ajar =0 = a1:0, 612:1/2
AA-1) A )
1—-by—by=1/2, bjby=——"-—=- bi==. by=—
1 2 /2, 102 4 = 1=5, 2
k k
c1+c =0, 6162=—Zk2 = 1=z, =-3
hesaplayarak
0 1 o
Plo %4 £ ¢ (3.15)
1 1-A -k
2 2 2
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seklinde yazabiliriz. (3.15) P-Semasindanda agikga goriildiigi iizere, by =

% iistliinii sifir yapacak bir doniigiim ile, denklemi hipergeometrik denkleme

doniigtiirmiig oluruz. by = 0 yapacak doniiglim,

y=(&—-1)2y(§)

f-homotopik doniisiimdiir. Bu doniigiim ile,

0 1 o
P[0 0 &2 ¢ (3.16)
L1 —k+A
2 2

elde edilir. Burada,

1 k+A —k+A
C = 5, a:T, b= ) (3.17)
olmak iizere,
" 1 , A% —k?
S(1=8)y (&) +(5 A8 (8) - ¥(6)=0 (3.18)

2 4

denklemi yazilabilir. (3.18) denklemi (3.11) Poschl-Teller denklemine kargilik
gelen hipergeometrik denklemdir. (3.18) denklemin tekillikleri civarindaki

¢oziimlerini hipergeometrik fonksiyonlar yardimiyla yazabiliriz.

& =0 a kargihik gelen ¢oziimi, |1 —c¢| = % oldugundan ikinci ¢oziim logaritmik

terim icermez ve

k+A —k+A 1
2 0 2 Y

1 1 1 3
5) +07' 72, <§(l+k+ 1),5(7L —k+ 1),§;§>
(3.19)

y(z) = CIZFI(

(3.20) olarak bulunur. Yapmig oldugumuz degisken doniigiimiinii geri uygularsak,

, =8Iz

k+A —k+21 1 ,2>
2 7 2 2

y(z) =cos* z (c12F1 (
, 1 1 3,
“+cpsingpF (5(1 +k+1),§(l—k+l),§;sm z) (3.20)
¢Oziimii elde ederiz. Bu ¢6ziim,

|sinz| = |1 —cos?z| < 1 = 0<cosz< V2
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arahgimda yakmsaktir. & =1 a karsilik gelen ¢oziimii, & = 0 noktasindaki ¢oziimii
& = € —1 doniisiimii ile 1 noktasma Steleyerek buluruz. |c —a —b| = % — A olmak
izere %— A sifir veya porzitif bir tamsayir olmadiginda ikinci ¢6ziim logaritmik

terim icermez ve

k+A —k+A 1
y(z)=c0s1z<clel(—; , 2+ ,)H—E;coszz)

1 1 3
+ca(cosz) AR <§(—7L +k+1), 5()\, —k+1), 3" l;coszz>> (3.21)
¢Oziimii elde ederiz. Bu ¢6ziim,
|cos?z| = |1 —sin?z| < 1 = 0 < sinz < V2

araliginda yakinsaktir. & = o a kargilik gelen ¢oziimii, |a —b| = k olmak iizere k

sifir veya pozitif bir tamsayr olmadiginda ikinci ¢6ziim logaritmik terim icermez

ve
—(k+2) k+A k+A+1 1
y(Z) :COS)LZ C](Sil’l2> <k2+ 2F1< + s TAt ,k—f-l,—z)
2 2 sin”“z
= 1 1 1
teysing 2 2F1<—(—7L—|—k),—(7t—k—1),—k+1; — ) (3.22)
2 2 sin“z

¢cOzlimii elde ederiz. Bu ¢oziim,

1

sin?z

| <1 = sin’z > 1

oldugundan yakinsak degildir.

Ornek 3.3 Lineer 151 denklemi olarak bilinen
u—uy,, =0 (3.23)

denkleminin ¢oOziimlerin konfliient hipergeometrik denklem geklinde ifade
edilebilecegini gosteriniz ve hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden c¢oziimiinii

bulunuz.

Is1 denklemini,

2

_a _z
u=1"f(¥), W= (3.24)
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doniigiimii uygularsak,

2
u = at""f(8) () L (W) = fy
2
0 = 1 f’(‘P)4—j (3.25)

¢, 2z 2z
- lP _t(l /! lP =
Uzz 4t f( )+ At f ( )41‘

tiirevlerini elde ederiz. Buldugumuz bu degerleri 1s1 denkleminde yerine yazarsak,

1 2.a—2 ol la_l
() +

a—1 o
2 5 —at*  f(P) =0 (3.26)

2
) =2 ()

elde ederiz. t~! # 0 oldugundan, denklemi 4~ ! ile sadelestirirsek,

FEP )+ (5~ ) () —af(#) =0 (3:27)

halini alir. Bu da ,

‘Pf”+(%—‘1‘)f’—af:0 (3.28)

olarak diizenlenebilir. (3.28) konflilent hipergeometrik denklemdir. Dolayisiyla
coziimleri de hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden elde edilebilir.
(3.28) denkleminde ¢ degeri sifir veya pozitif tam sayi degilse, ikinci ¢6ziim

logaritmik terim igermez. ¢ = 1/2 oldugundan denklemin ¢6ziimii
f(w) =ciiF(a,c;¥) +ery! C1Fla—c+1,2—c ) (3.29)
genel formundadir. Buldugumuz denkleme, bu formu uygularsak
f(w) =ci1Fi(a,1/2;9) + ey 1 Fi(a+1/2,3/2:y) (3.30)

elde ederiz. (3.30) lineer 1s1 denkleminin hipergeometrik fonksiyonlar bazinda

elde edilen ¢oziimiidiir.

Ornek 3.4 Parabolik silindir denklemi olarak bilinen
V() +(1—=2p—2)¥ =0 (3.31)

denklemini 6zel bir hipergeometrik denklem tipi olan Hermite denklemine

dontigtiiriilebilecegini gosteriniz. (3.31) denkleminin ¢oziimlerini hipergeometrik
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fonksiyonlar cinsinden elde ediniz.

Parabolik silindir denklemini,
Wy e—z2/2y (3.32)
doniigiimii uygularsak,

g -z /2y_|_e—zz/2y/

\PI/ — _e—Z /2y+zze—22/2y - 2Ze_Z2/2y, +e—Z2/2y// (3.33)

tiirevlerini elde ederiz. Buldugumuz bu degerleri parabolik silindir denkleminde

yerine yazarsak,

e PP — 22y + (- 1y) + (14+2p—P)e 2y =0 (3.34)
elde ederiz. e=%/2 # 0 oldugundan, denklemi 712 il sadelegtirirsek,

(' =20+ (@ = 1))+ (1+2p =)y =0 (3.35)
halini alir. Bu da
y' =22y +2py =0 (3.36)

olarak diizenlenebilir. (3.36) 6zel bir hipergeometrik denklem formu olan Hermite

denklemdir. Bu denklemi de
t=2° (3.37)

doniisiimii ile,

dz
7 =1/2z
_y — 2\/;_y
y 2\/ (2vi ) 4/(t) ( 7 V) =2y +4ny” (3.38)

tiirevlerini elde ederiz. Buldugumuz bu degerleri (3.36) Hermite denkleminde

yerine yazarsak,

P,_o (3.39)

1
A O

2
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olarak diizenlenebilir. (3.39) denklemi konfliient hipergeometrik denklemdir.
Dolayisiyla ¢oziimleri de hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden elde edilebilir.
(3.28) denkleminde ¢ degeri sifir veya pozitif tam say1 degilse, ikinci ¢oziim

logaritmik terim igermez. ¢ = 1/2 oldugundan denklemin ¢éziimii
y=ci1Fi(a,c;t)+ ot 7 Fy (a—c+1,2—c;t) (3.40)

genel formundadir. Buldugumuz denkleme, bu formu uygularsak

-p+1 3

;t)+62t1/21F1( > ,2,1‘) 3.41)

| =

y2611F1(—§>

elde ederiz. (3.41) parabolik silindir denkleminin hipergeometrik fonksiyonlar

bazinda elde edilen ¢oziimiidiir.

Ornek 3.5 Ug tekil noktaya sahip Fuchs denklemi
2(z—4)*y"+3(z—4)(z—6)y +2y=0 (3.42)

denklemini bagimli ve bagimsiz degiskene gore gerceklestireceginiz doniigiimlerle
hipergeometrik denkleme indirgeyiniz.

(3.42) denklemini

n 3(z—6), 1
Jrz(z—4)y * (z—4)

y=0 (3.43)

olarak yazabiliriz. Riemann P-Sembolii ile ifade etmek i¢in, Fuchs denkleminin

genel formundan faydalanirsak,

A B (A+B)z—4A 3718

z z—4 2(z—4) z2z—4)
AtB=3, —4A=18 = A:; BZ_%

olarak elde edilir. O halde,

7
, a1a2:0 = alz—i, a2:0

1
, bibp=1 = blzi, by=2

=2 = 6162—1:0, = C]Zl, =1

9

l_al_a2:§ = a)1+tay=—
-3

1—b1—b2:7 = bi+by=

[\SNIRL N SR RN

o124 ]
arTae=175373
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0,4 ve oo tekilliklerine karsilik gelen aj,az,b1,b2,c1 ve ¢y iistlerini hesaplamig

oluruz. Boylece, denkleme ait Riemann P-Semas:

4 oo

215z (3.44)
!

2

olarak yazilir. Bagimsiz degiskene gore gerceklestirecegimiz lineer kesirli dontigiim
(Mébius donitigiimii) ile denklemin tekilliklerini her zaman 0,1,e0 noktalarina

kaydirmamiz miimkiindiir. O halde,

=2
4

doniisiimii ile,

0 1o

y=P| 0 21;Z (3.45)
-7 1
-5 2 1

elde ederiz. Goriildiigii iizere, lineer kesirli doniigiim sonrasinda denklemin sadece
tekilliklerinin konumu degisir. Tekilliklere karsihik gelen iistler degilmez. Elde
ettigimiz yeni denklemi hipergeometrik denkleme ¢evirmek icin, z = o haricindeki
tekilliklere, z=0 ve z = 1’e kargilik gelen {istlerin herbirinin en az bir tane iistiini
0 yapmamiz gerekir. O da, her zaman bagimh degiskene gore gergeklestirecegimiz
f-homotopik doniigiim ile gerceklestirilebilir. z = 0 noktasindaki tekillige karsilik
gelen iistlerin biri sifir oldugu icin, z =1 tekilligine ait iistlerden birini sifir yapacak
bir déniigiim kurgulamamiz yeterlidir. O halde,

{ = (=17 = (-1

doniigiimii ile,

0 1 o

y=P 0 O 3;% (3.46)
=1 =13
2 3

elde ederiz. Goriildiigii {izere f-homotopik doniigiim tekilliklerin konumlarini
degigtirmezken, tekilliklere ait tistlere etki etmigtir. (3.46) Riemann P-Semasina

ait denklem, hipergeometrik denklemdir.
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