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OZET

Lineer olmayan denklemler fizik, kimya, biyoloji gibi bir¢ok alanda kullanilan
denklemlerdir.  Uygulamali matematik, bu denklemlerin ¢odziimleri ve yeni ¢6ziim yollar
geligtirmekle ilgilenir. Bu calismada da lineer olmayan diferensiyel denklemlerin tam ¢6ziim
yollarindan iistel fonksiyon yontemi ele almip bu yontemin farkli diferansiyel denklemlere
uygulamalar1 yapilmistir. Daha sonra iistel fonksiyon yontemi yardimiyla lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemlerin 1-soliton, 2 -soliton, 3 -soliton ve bunu daha da gelistirerek N -soliton

¢Oziimleri bulunmustur. Tez ¢alismasi1 dort béliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde kismi tiirevli diferansiyel denklemlere ve fark denklemlerine iliskin bazi

tanim ve kavramlar verilmistir.

Ikinci bolimde ise iistel fonksiyon yontemi verilerek farkli KdV denklemlerine
uygulamalar1 yapilmistir.  Daha sonra N -soliton ¢oziimler igin {istel fonksiyon yontemi
tanimlanarak bu yontem ile KdV denkleminin 1-soliton, 2 -soliton, 3-soliton ve N -soliton

¢Ozlimleri bulunmustur.

Ugiincii boliimde ilk olarak lineer olmayan diferensiyel fark denklemleri igin distel
fonksiyon yontemi tanimlanarak lineer olmayan diferensiyel fark denklemlerinin 1-soliton
¢Oziimleri bulunmugtur. Daha sonra ise bu denklemlerin iistel fonksiyon yontemiyle N -soliton

cozlimleri elde edilmistir.
Son boliimde ise ¢alismadan elde edilen sonug ve dneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel denklemler, Kismi tiirevli denklemler, Diferensiyel fark

denklemleri, Olusum denklemleri, Tam ¢dziimler, Ustel fonksiyon ydntemi, N-soliton ¢oziim.



NONLINEAR EVOLUTION EQUATIONS OF N-SOLITON SOLUTIONS

Esin AKSOY
Mathematics, M. S. Thesis, 2010
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SUMMARY

Nonlinear equations are equations that can be used many areas such as chemistry, physics
and biology. Application mathematics is interested in with exact solution of this equations and
improving new solution methods. In this study, solutions of exponential functions method that are
nonlinear equations and application of this methods to other equations are done. In addition, 1-
soluton, 2-soliton, 3-soliton and N soliton solutions of nonlinear partical differential equations is

obtained using exponential functional method. This thesis is in four parts.

First of all, some basic concepts and definitions of partial derivative equations and

difference equation at the first part.

Next, exponential functional method is given and applied to different KdV equations at the
second part. Then, exponential functional method is defined to construct N-soliton solutions and 1-
soliton, 2-soliton, 3-soliton and N-soliton solutions of KdV equations are obtained using this

method.

Third part consists of definitions of exponential functional method to construct nonlinear
different differential equations and 1-soliton solutions of nonlineer differential different equations.

Moreover, N-soliton solutions of these equations are obtained with exponential functional method.
At the last part results obtained from the study and suggestions are given.

Keywords: Differential equations, Partial derivative equations, Differential-difference equations,

Evolution equations, Exact solutions, Exp-function method, N-soliton solution.
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1. BOLUM

1.1 Giris

Bu boliimde kismi tiirevli denklemlerle ilgili bazi tanim ve kavramlart verilecektir.

Ayrica lineer olmayan olusum denklemleri tanimlanmig ve soliton teorisine fiziksel bir bakis

yapilmigtir.  Daha sonra fark denklemleri ve diferensiyel fark denklemlerinin iizerinde

durulmustur.

1.2 Genel kavramlar

Tanm: Icinde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimsiz

degiskenlere gore ¢esitli basamaktan kismi tiirevlerini kapsayan esitliklere (6zdeslik degil) bir

kismi tiirevli denklem denir.

U bagimli, X ve Y bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi tiirevli denklem genel

olarak;

P(x,y,u,u ,u, ,u

o Mx o My Mxx o Mixy o

seklindedir. Burada,

ou
u, =—,
OX

(1.2.1)

(1.2.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)

(1.2.6)



seklinde ifade edilebilir. N bagimsiz ve bir bagiml degiskene sahip kismi tiirevli denklemlerin

genel sekli:

X = (X}, Xy,...%,) (1.2.7)
ve

u=u(x) (1.2.8)

olmak tlizere

P(X;,X,,..., X, U,U u ,u. . ,u )=0 (1.2.9)

no P My oty Mo Mxx 0 Hixx, Tt

seklindedir. Burada (X,X,,..X,) bagimsiz degiskenleri, (U)ise bagimli degiskeni gostermekte,

ote yandan (i, j =1,2,...n) ise:

u, zg—u, (1.2.10)
i XI
2
Uy = ou_ 1.2.11)
OX;0Y

olarak ifade edilir.

1.3 Kismi tiirevli denklemlerin elde edilmesi

Kismi tiirevli denklemlerin ¢cogu fiziksel olaylarin analizinden ortaya ¢ikmustir. Ornek
olarak belli bir ortamda kararli 1s1 denilen zamandan bagimsiz 1s1 dagilimi, zamana bagli 1s1
yayilmasi, degisik tipteki dalga yayilmalar1 gibi fiziksel olaylar kismi tiirevli denklemler

yardimiyla kolayca incelenebilmektedir.

Fiziksel bir olay1 matematiksel ifadelerle modelleyerek bir kismi tiirevli denklem elde
etmek miimkiin olabilir. Kismi tiirevli denklemin elde edilis yollarindan birisi budur. Ancak bu
tip denklemlerin elde edilis sekli {lizerinde degil de bu denklemlerin ¢oziimleri {lizerinde

durulacaktir.



Bu kesimde verilen bir ylizey ailesinin sagladig1 en kiiclik basamaktan kismi tiirevli
denklemin nasil elde edildigi goriilecektir. Bunun i¢in verilen ylizey ailesindeki bagimli
degisken, bagimsiz degiskenlere gore yeterince tiiretilip verilen yiizey ile hesaplanan tiirevler
arasinda keyfi fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri yok edilir. Verilen yiizey ailesi, bu denklemin
genel ¢Oziimii olabilecegi gibi, genel ¢oziimiin parametrelere bagh bir alt sinifi da olabilir. Bu
durumda verilen yiizeyle tiirevler arasinda keyfi parametreler yok edilir. Bu yiizey aileleri keyfi
sabitlerin yok edilmesi, keyfi fonksiyonlarn yok edilmesi, geometrik problemler seklinde

¢Oziimlerini bulunur.

1.4 Birinci basamaktan lineer olmayan denklemler

Bu kisimda;
p=u,, (1.4.1)
q=uy, (1.4.2)
olmak iizere:
P(x,y,u,p,q)=0 (1.4.3)

birinci basamaktan genel kismi tiirevli denklem incelenecektir. Burada P’in p ve (’a gore

lineer olmas1 gerekmemektedir.
Tamim: Asagidaki gibi;

G(X,y,u,a,b)=0 (1.4.4)

seklindeki iki parametreli bir ylizey ailesi, birinci basamaktan (1.4.3) denklemini sagliyorsa bu

ylizey ailesine (1.4.3)’lin tam integrali denir.

Tamm: Her noktasinda, G(X,Yy,uU,a,b)=0 iki parametreli yilizey ailesindeki her bir

ylizeye teget olan diger bir yiizeye (1.4.4) ylizey ailesini bir zarfi denir.

Zarf ylizeyi, (1.4.4) ylizey ailesini sagladig1 denklemi saglar. Dolayisiyla zarf ylizeyi
(1.4.3) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Zarf yiizeyi, (1.4.4) denklemindeki ave b parametrelerine

0zel degerler verilerek elde edilmez.



Simdi ave b parametreleri arasinda:

b = p(a) (1.4.5)

seklinde bir fonksiyonel bagintinin oldugu varsayilirsa:

G(x,y,u,a,(a))=0 (1.4.6)

Bir parametreli yiizey ailesi elde edilir. (1.4.6) ailesinin bir zarfi bulunursa, bulunan bu

deger (1.4.3) denklemini saglar. (1.4.5) ailesindeki ¢ fonksiyonu keyfi oldugundan (1.4.5)’e

(1.4.3)1in genel integrali denir. (1.4.5) ailesinin bir zarfi;

G(x,y,u,a,(a))=0

G(x,y,u,a,p(a))

0, 1.4.7
a (1.4.7)

denklemleri arasinda @ parametresinin yok edilmesi ile bulunur. Iki parametreli (1.4.4) yiizey

ailesinin zarfin1 bulabilmek i¢in

G(x,y,u,a,b)=0,

oG(X,Y,u,a,b) _0
da ’
oG(X,Yy,u,a,b) _0
ob ’

denklemleri arasinda a,b parametreleri yok edilir. Bu sekilde elde edilen zarfa verilen

denklem i¢in bir singiiler integral veya singiiler ¢6ziim (tekil ¢6ziim) denir [1].

Teorem : n. mertebeden bir kismi tiirevli denklemlerin genel ¢éziimiinde n-tane keyfi

fonksiyon bulunur. n. mertebeden bir kismi tiirevli denklemin genel ¢6ziimiinde en fazla

n(n+3)
2

- tane keyfi sabit bulunur.



Birinci mertebeden ve yiiksek mertebeden lineer kismi diferensiyel denklemler igin

genel ¢cozlimler farkli yontemlerle elde edilebilir.

Lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin genel ¢oziimlerini bulmak her zaman
miimkiin olmayabilir. Birinci mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin genel
cozlimleri Lagrenge-Charpit yontemi ile bulunabilir. Fakat yiiksek mertebeden lineer olmayan

kismi tiirevli denklemlerin genel ¢éziimiiniin bulmasi i¢in belli bir yontem yoktur.

Bu nedenle lineer olmayan kismi tiirevli denklemleri saglayan ¢oziimler tam ¢oziimler

olarak adlandirilir.

1.5 Lineer olmayan olusum denklemleri

Bagimsiz degiskenlerinde biri t zaman olan kismi tiirevli diferensiyel denklemlere
olusum denklemleri denilmektedir. Olusum denklemleri K[U];U ve U’un X degiskenine gore

tiirevlerinin tanimli fonksiyonu olmak iizere:

u, = K[u], (1.5.1)

formundadir. Eger K[u];u terimine gore lineer ise, bu tip denklemlere lineer olusum
denklemleri ve K[u]; U terimine gore lineer degil ise, bu tip denklemlere lineer olmayan

olusum denklemleri denir.

Lineer dalga denklemi veya bir teldeki titresimi, 1s1 iletimini tanimlayan denklemler
lineer olusum denklemlerine iki basit Ornektir. Lineer olmayan olusum denklemleri ise

mekanik, fizik, kimya, biyoloji gibi bircok daldaki problemlerde gozlenmektedir.

Bu tip denklemlere birkag¢ 6rnek verilmek istenirse:

ou ou

—+u—=0, 1.5.2
ot OX ( )

formundaki birinci mertebeden lineer olmayan olusum denklemi, bir boyutlu trafik
caligmalarindan tiiretilmistir. Bu durumda U(X,t), t zamaninda X konumundaki araglarin

yogunlugunu gostermektedir. (1.5.2) denklemi, korunum kanunlarina sahip olan gaz dinamigi

caligmalar1 i¢in bir model denklem olarak da kullanilmaktadir.



Ikinci mertebeden lineer olmayan olusum denklemleri ile de karsilasilabilir. Ornegin,
anlik sicakliga bagh olarak birim zamanda 1s1 ireten bir 1s1 kaynagiyla, bir cisimdeki 1s1

transferi incelenirse,

Z—I::div(kVuH f(u), (1.5.3)

ile verilen lineer olmayan 1s1 denklemine ulasilir. Yer degistirmeye bagli, lineer olmayan bir dis

kuvvet nedeniyle zorlamali titresimi gdz Oniine alinirsa:

2 2
‘Zt_g_aZZT‘j: f(u). (1.5.4)

formundaki lineer olmayan dalga denklemine ulasilir.

Kuantum mekaniginde, asagidaki formlarda lineer olmayan olusum denklemleri ile

karsilasilabilir.

Sine-Gorden denklemi:

U, —Au+sinu =0, (1.5.5)
Klein-Gorden denklemi:

U, —Au+mu+u’ =0, (1.5.6)
Kiibik Schrodinger denklemi:

iu, —Au+7|u|2u =0, (1.5.7)

Ikinci mertebeden denklemlere ilave olarak, yiiksek mertebeden lineer olmayan olusum
denklemleri ile de karsilasilabilir. Ornegin polimerler, camlar ve bunlar gibi ikili alagimlarin

faz gecisleri lizerinde yapilan ¢aligmalarda, asagida verilen Cahn-Hilliard denklemine ulasilir:

U, +&A’u = AD(U), (1.5.8)



Bu denklemde & belirli bir kiigik sabit ve genellikle ®(U)=u’—-U olarak

almmaktadir. (1.5.8) denklemi dordiincii mertebeden bir olusum denklemidir.  Yiiksek

mertebeden olusum denklemlerine diger bir drnek ise;

u, +6uu, +u,, =0, (1.5.9)

seklindeki KdV (Korteweg-de Vries) denklemi verilebilir [2].

1.6 Soliton teorisine fiziksel bakis

Bir fizik terimi olarak dalga, bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle enerjini
taginmasina yol acan titresime verilen isimdir. En bilindik olanlari, suda ilerleyen yiizey
dalgalaridir. Bununla birlikte ses, 151k ve atomun igindeki taneciklerin hareketleri de dalga
Ozellikleri gosterirler. En basit dalgada bile titresimler, sabit bir frekans ve dalga boyu ile

periyodik olarak saliim yaparlar.

Ses dalgalar1 gibi mekaniksel dalgalar ilerleyebilecekleri bir ortama ihtiya¢ duyarlarken,
elektromanyetik dalgalar bir ortama gereksinim duymazlar ve boslukta bile yayilabilirler. Bir

ortamdaki bir dalganin yayilmasi ortamin 6zelliklerine de baglhdir.

Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak smiflandirilabilirler. Duran dalgalar,
pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardir. Bu tip dalgalar, dalganin bulundugu ortam dalganin
hareket ettigi yonilin tersine hareket etti§inde veya duragan bir ortamda birbiri ile zit yonde
ilerleyen dalgalarin girismesi sonucunda olusurlar. ilerleyen dalgalar ise, bir noktadan diger bir

noktaya madde tagimasi s6z konusu olmaksizin enerjinin yayilmasi ile olusan dalgalardir.

Solitonlar ise asagidaki iki temel Ozelligi saglayan lineer olmayan dalgalar olarak

tanimlanabilir:

1. Sekil, hiz gibi 6zellikleri degismeksizin yayilan yerlesik (lokalize) dalgalardir.
2. Karsilikli ¢arpismaya karsi kararlidirlar ve kendi 6zelliklerini ¢arpisma sonrasinda

koruyabilirler.

Ik 6zellik, solitary dalga sartidir. Ikinci sart ise parcacik dzelligine sahip bir dalga
anlamina gelmektedir. Ayrica solitary dalgalarmin 6zellikleri hakkinda Russel adl1 bilim insan1

tarafindan asagidaki onemli bilgilere ulasilmustir.



Bunlar:

a. Solitary dalgalar1 hsech?®(K(Xx —vt)) sekline sahiptir.

b. Yeterince biiyilk miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz solitary dalgasi
uretir.

c. Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar1 asla birlesmezler. Bu sebeple kii¢iik genlige
sahip bir solitary dalgasi ile biiylik genlige sahip bir solitary dalgasi birbirleri ile
carpistiktan sonra, iki solitary dalgasi birbirlerinden ayrilarak sekillerinde bir bozulma
olmadan yollarina devam edebilirler. Normal dalgalar, ya diizlesmeye baslar ya da
dikleserek sonecek sekilde hareket ederlerken, solitary dalgalari kararhidir ve uzun
mesafelerde yolculuk yapabilirler.

d. g yergekimi ivmesi olmak iizere h yiiksekli§ine sahip olan ve d derinligindeki bir

kanalda hareket eden bir solitary dalgasi:

v=,g(d+h), (1.6.1)

ile ifade edilen bir hiza sahiptir. Diger bir ifade ile dalganin hizi, yiiksekligine ve suyun

derinligine baghidir.

Dolayisiyla biiyiik genlikli bir solitary dalgasi, kiiciik genlikli bir solitary dalgasina gore
daha hizli hareket eder. Bir solitary dalgasinin hizi genligi ile orantili oldugundan, bir solitary
dalga normal dalgalardan farklidir. Ornedin biri algak biri yiiksek iki ses ayni anda
olustugunda, kulak her iki sesi de ayn1 anda duyacaktir. Fakat bu iletim esnasinda solitary
dalgalar1 kullanilsayds, yiiksek sesin daha 6nce duyulmasi gerekirdi. insan viicudundaki sinirler
arasindaki iletisim ise normal dalgalarla yapilmazlar. Sicak bir ¢ay bardagi ele alindiginda
sicaklik kademeli olarak hissedilirken, kor halindeki sicak bir komiir pargasina veya sicak bir
firma el yaklastirildiginda, sicaklik hemen hissedilir ve el geriye ¢ekilir. Dolayisiyla sinirler bir
nevi solitary dalgasi olusturarak beyine bilgiyi en kisa sekilde normal dalgalara gore daha hizli

olarak iletirler.

Onceki yillarda sonuglar deneysel olarak kalmis ve bir denklem ¢dziimii igin solitary
dalgalan elde edilememistir. Bununla birlikte bir denklemin ¢ézlimiinii veren solitary dalga

problemleri arastirma konusu olmustur. Unlii matematik¢i Korteweg ve Vries tarafindan

3
ou(x,t) te ou(x,t) e o u(x,t) N
ot OX }

ou(x,t)
OX

(X, 1) 0, (1.6.2)



formundaki si§ su dalgalarinin hareketini modelleyen denklem {izerinde c¢aligsmaya

baslanilmistir. Denklemde;

u(x,t), dalga genligine
C =4/0d , kiigiik genlikli dalganin hizina,

g=c(d? / 6 —T/2pg), Dagilma parametresine,
¥, lineer olmayan parametreye,
T, yiizey gerilimine,
p, suyun yogunluguna
karsilik gelmektedir. (1.6.2) denkleminin

u(x,t) =U(x—vt), (1.6.3)

formunda ve sekli degismeyen bir hareketli dalga ¢oziimiine sahip oldugu gosterilmistir.
Burada (1.6.3) ifadesi Onceki kisimlarda belirtilen Russel’in solitary dalga tanimina
uymaktadir. Boylece solitary dalgalarin varligi Korteweg ve Vries tarafindan kanitlanmistir.
Bununla birlikte dalgalarin kararliliklar1 ve iki solitary dalganin carpisma sonrast olusan
sekillerin degisip degismedigi konusu netlik kazanmamigtir. Netlik kazanmayan konu ile ilgili
caligmalar Kruskal ve Zabusky tarafindan incelenmis, KdV denkleminin sonlu farklar metodu
ile ¢ozlimleri arastirilirken, solitary dalgalarin ¢arpisma sonrasi sekillerini degistirmedikleri
goriilmiistiir. Bu 6zelligin pargaciklarin carpismasia benzedigi bulunarak bu tip dalgalara
soliton ad1 verilmistir. Sonraki yillarda konu ile ilgili Gardner, Grene, Kruskal ve Miura ters
sacilma doniisiim (TSD) metodu gelistirilerek, KdV denkleminin soliton ¢dziimleri analitik

olarak da verilmistir.

Soliton ¢oziimleri, hem analitik hem de sayisal olarak elde edildikten sonra, soliton
tizerinde ¢aligmalar hizlanmistir. Giinlimiizde ilk kez bir su kanalinda gézlenen solitary dalgasi
soliton olarak; akigkanlik mekanigi, temel parcaciklar fizigi, biyofizik gibi bir¢ok fizik alaninda
kullanilmaktadir. Solitonlar tarafindan uzun mesafelerde yol alinabildigi i¢in; teorik olarak bir
fiber optikte normal dalga yerine kullanilacak olan solitonlar sayesinde, tasinan sinyalde kayip

olmaksizin biiyiilk miktarda bilgi binlerce kilometre boyunca taginilabilecektir. Bu sebeple,
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soliton elektronik ve telekominikasyon alanlarinda oldukg¢a sik kullanilmaktadir. Yakin
gelecekte ilerleyen calismalar neticesinde radar ve iletisim sektorii gibi bir¢ok yerde solitonlarin

kullanilmas1 beklenmektedir [3].

1.7 Fark denklemleri

X bagimsiz degiskeninin siirekli oldugu durumda, y(X) bagimli degiskeninin degigim

y'(X), Y'(X), ... tirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak X in kesikli degerler almasi

durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.

Tamim: X bagimsiz degisken ve buna bagl degisken de Yy olmak {izere, bagimli ve

bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin Ay, Azy, A3y,...,A“y gibi farklarmi igine alan
bagntilara fark denklemleri denir. Dikkat edilirse X’ in siirekli oldugu halde tanimlanan

diferensiyel denklemlerle fark denklemleri arasinda biiyiik benzerlik vardir.
a,y(n)+ay(n+1)=f(n) (1.7.1)
ile verilen denklem birinci mertebeden fark denklemidir.
a,y(n—-H+ay(n)+a,y(n+1)=g(n) (1.7.2)
ile verilen denklem ikinci mertebeden fark denklemidir.

Denklemin mertebesinin belirlenmesinde, Y, ’in hesaplanabilmesi ic¢in gerekli olan

nokta sayis1 goz oniine alinmaktadir.

Fark denklemleri, 6zellikle zaman unsurunun bir degisken olarak ele alindig1 dinamik
modellerin ¢6ziimiinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Zaman araliklarinin ¢ok kiigiilmesi

durumunda fark denklemleri diferensiyel denklemlere doniisiirler.

Tamm: Sayet fark denkleminde bagimli degisken birinci dereceden ise bu tiir denkleme

lineerdir denir.

y(n+2)=5y(n+)+y(n)=n (1.7.3)

ile verilen denklem ikinci mertebeden lineer fark denklemidir.
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Yirs =2Ye0 +2Y —3Y, =0 (1.7.4)
ile verilen denklem iiciincili mertebeden lineer fark denklemidir.
Yier -V = Yiae" (1.7.5)

ile verilen denklem ikinci mertebeden lineer olmayan bir fark denklemidir.

Genel olarak N. mertebeden bir lineer fark denklemi;
y(k+n)+A yk+n-D+..+ Ayk)= f(k) (1.7.6)
veya kisaca,

yk+n + A’I—l yk+n—] + A1—2 yk+n—2 +...t Alyk+1 + A()yk = fk (177)

seklinde yazilabilir.

A, A,..., A, katsayilari sabit iseler, denkleme sabit katsay1li lineer fark denklemi adi

verilir. Sayet (1.7.6) denkleminde ise denkleme lineer homojen fark denklemi adi verilir.

Tamm: Fark denklemlerini,

f(n+k)+a,,, f(n+k-1)+...+a f(k)=g(k) (1.7.8)
veya kisaca,
yn+k +an+k—l yn+k—1 ot ak yk = r(k) (179)

seklinde goz Oniine alalim. Homojen kismin genel ¢oziimii;

y," =c¢0,(k)+c,g,(K)+...+¢,g,(K) (1.7.10)
ve sag tarafli denklemin 6zel ¢oziimii p(K) ise (1.7.8) denkleminin genel ¢6ziimii;

Yo =y +pk) (1.7.11)

seklindedir.
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Yukaridaki gibi sekildeki sag tarafi sifirdan farkl olan denklemlere homojen olmayan

fark denklemleri denir [4].

1.8 Diferensiyel fark denklemleri

Fark denklemleri, 6zellikle zaman unsurunun bir degisken olarak ele alindig1 dinamik
modellerin ¢oziimiinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Zaman araliklarinin ¢ok kiigiilmesi

durumunda fark denklemleri diferensiyel denklemlere doniisiirler.

1950 ‘lerden beri Fermi ve arkadaslar lineer olmayan diferensiyel fark denklemlerinin
tam ¢Oziimii ile ilgili birgok calisma yapmislardir. Mesela yogun madde fizigi, biyofizik ve
makine milhendisligi gibi pek ¢ok farkli alanlardaki ¢aligmalarda kullanilmaktadir. Bununla
birlikte lineer olmayan diferensiyel fark denklemlerinin tam ¢6ziimii bulmak i¢in bazi
pratik(uygulamali) metodlar gelistirildi. Ornegin, Qian, Lou ve Hu 6zel Toda lattice denklemi
icin multi-lineer degisken ayirma yaklagimi gelistirdiler [5]. Baldwin, Goktas, Hereman [6] ve
Zhu [7] diferensiyel fark denklemlerini genisleterek ve tanjant metodunu uygulamislar ve

dolayisiyla diferensiyel fark denklemlerinin ¢ok fazla tam ¢6zliimiinii elde etmislerdir.

Diferensiyel fark denklemleri fiziksel olaylarin modellemesinde ¢ok Onemli bir rol
oynamaktadir. Son zamanlarda ayrik (discrete) lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimleri

tizerinde bir takim c¢aligmalar yapilmaktadir.
Lineer olmayan 6nemli diferensiyel fark denklemleri asagida verilmistir [8].

a) Hybrid lattice

d 2
“#(t) =1+ Bu, +yu, ), (H)—u,,, (1)

b) Discretized mKdV lattice

du, ) _
dt —(0{ un )(un—l(t) un+1(t))

¢) Modified Volterra lattice

du,(®) _

dt Un (Un71 (t) _un+1 (t))



d) Toda lattice

d?x
dt?

N _ A% % _ X%
=€ e

b

e) Langmuir lattice

f) Relativistic Toda lattice
du, (1)
dt

dv, (t) v (u
dt n n+1

= (1 —au, )(Vn - Vn—l)’

—u,+av,, - avn—l)

13
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2. BOLUM

2.1 Giris

Bu boliimde lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin tam ¢6ziim
yontemlerinden iistel fonksiyon ydntemi anlatilacaktir. Oncelikle, iistel fonksiyon ydntemi
tanimu verilecek sonra yontemin uygulamasi farkli KdV denklemlerine yapilacaktir. Daha sonra
N -soliton ¢oziimler igin iistel fonksiyon yontemi tanimlanarak bu yontem ile KdV denkleminin

1-soliton, 2 -soliton, 3 -soliton ve N -soliton ¢dziimleri bulunacaktir.

2.2 Ustel Fonksiyon Yéntemi

Doga bilimleri ve miihendislikte énemli bir yere sahip olan ve fiziksel olaylarin bir
modellenmesi olarak elde edilen lineer olmayan diferensiyel denklemlerin integrallenebilirligi
1960’lardan giiniimiize kadar uygulamali matematigin temel konularindan biri olmustur. Lineer
olmayan diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edilmesi her zaman mimkiin
olamamaktadir. Bu zorluktan dolay1 oncelikli olarak bu tip denklemlerin integrallenebilirligi
tizerinde ¢aligilmistir. Bununla birlikte integrallenebilir lineer olmayan diferensiyel
denklemlerin ¢éziimlerini bulmak igin birgok yontem gelistirilmistir. Son on yilda bu yontemler
daha da gelistirilerek uygulama alanlari genisletilmistir. Bu yoOntemlerden bazilar1 tanjant
hiperbolik yontemi [9-11], siniis-cosiniis yontemi [12-14], genisletilmis tanjant hiperbolik
yontemi [15-17], iistel fonksiyon yontemi [18-20], ilk integral yontemi [21] ve G Y G -agilim
yontemidir [22-24].

Ustel fonksiyon yontemi ilk olarak He tarafindan tanimlanmis ve bircok bilim insani

tarafindan ¢esitli uygulamalari verilmistir [25-27].

Lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin tam ¢0zlimii iistel fonksiyon
yontemiyle elde edilecektir. Oncelikle, kismi tiirevli diferensiyel denklemi adi diferensiyel
denkleme indirgenecek ve iistel fonksiyon yontem ile tam ¢oziimii bahsedilecektir. Uygulama

olarak da Riccati denklemi iistel fonksiyon yontemiyle ¢oziilecektir.

Genel olarak,

P(U, U,, U, Uy, ...) =0, 2.2.1)



seklindeki lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklem ele alalim. Bu denkleme,

& =kx+ wt

15

(2.2.2)

k,w keyfi sabitler olmak lizere verilen benzerlik doniisiimii (hareketli dalga doniisiimiinii)

uygulayalim. Burada k dalga sayis1, W ise dalganin hizim gostermektedir. ifadenin &’ye gore

tiirevi alinir ve agagidaki gibi doniistimler yapilir.

!

ou ou o& ou
: W.— = W.U

ot o0& ot o0&

u_wog

‘ = —.—~=k—=ku’
OX 0& OX o0&

2 2
uXx :(a_u) = ka_u :ka u .a—g.k:kz.a—u:
ox ), of ). aE? ox oE?

Bulunan ifadeler (2.2.1) denkleminde yerine yazilir ve

Q(u,u’,u",u",...)=0,

k2

U

n

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

seklinde denklem elde edilir. Bdylece verilen kismi tiirevli diferensiyel denklem adi

diferensiyel denkleme doniisiir. Doniiglimiin ¢6ziilebilir olmasi i¢in adi diferensiyel denklemin

lineer kisminin en yiiksek mertebelisi ile lineer olmayan kismimin en yiiksek mertebelisinin

dengelenmesine bakilir.

Ustel fonksiyon ydnteminde, C,d, p ve ( pozitif tamsayilar, a, veb  daha sonra

belirlenecek katsayilar olmak iizere:



16

Zd a e
n=—c 1 (2.2.8)

=S

seklinde ¢oziim aranir. Lineer olmayan en yiiksek mertebeden terim ile en yiliksek mertebeden

lineer terimin dengelenmesinden c=p ve d =( elde edilir. ¢, d, p ve gin durumlarina
gdre tam ¢oziimler elde edilebilir. Ornegin, kolaylik olsun diye c=p=1, d =q=1 almirsa

¢Ozlim:

a,e‘+a,+a’

, 2.29
b_e™~ +b, +b,.e° (2:29)

ue) =

seklinde bulunur. Burada u(X,t) = u(&) ifadesi indirgenmis denklemde yerine yazilarak, e"’

(n=...,-2,-1,0,1,2,...) in kuvvetlerine gore diizenlenirse, cebirsel bir denklem sistemi elde edilir.

Bu denklem sisteminden a, ve b, degerleri bulunarak hareketli dalga ¢dziimleri elde edilebilir.

Yontemle ilgili verilen 6n bilgilerden sonra yontem daha genis sekilde asagidaki gibi ifade

edilebilir [25].
2.2.1 Riccati Denkleminin Ustel Fonksiyon Yéntemiyle Coziimii

Genel olarak Riccati denklemini
Hm)'=1,+9* (1) (2.2.1.1)

asagidaki sekilde verilen benzerlik doniisiimii:

&=kx+c, (2.2.12)

uygulanir ve
ku'-1,-u*=0 (2.2.1.3)

seklinde adi diferensiyel denklem elde edilir. Doniisiimiin ¢dziilebilir olmasi igin adi
diferensiyel denklemin lineer kismmnin en yiiksek mertebelisi ile lineer olmayan kismimin en
yiiksek mertebelisinin dengelenmesine bakilir. (2.2.1.3) denkleminin genel ¢éziimiini asagidaki

gibi yazabiliriz.
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q (me)
D B

uig) = —Z LC e ,

(2.2.1.4)

Sonra ifadedeki dengelenmeye bakilir.
u'du’

_cePrr g
ce™+..’

'

Ve

2
2 _ CE
c,e’™ +...

olup, burada C; ler katsayilar1 ifade etmektedir. Bu durumda
p+c=2c
p=cC

elde edilir. Aym sekilde, d =@ bulunur. Islem kolaylig1 agisindan d =q=1ve c=p =1
seklinde kabul edilir ve ifade agilir.

ae” +a,+a e~

ué) = —, (2.2.1.5)
be +b, +b e
ve bunun neticesinde
] be(ﬁx+°°)+a e(—wao)
u, = e L , (2.2.1.6)

- 1 _Z
ble(\/T0X+Co)+\/_Ia_le( \/Tox"'co)

0

olarak bulunur. Sonraki adimda a _, ile b, keyfi sabitler olmak iizere:
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. i irxe
_ _I\/Kble(l\/;m—co) +a_1e( h/;x Co)

u, (2.2.1.7)
ble(i\/EXJrcO) _i laile(—i\/ﬂx—co)
I0
olarak bulunur. Keyfi sabitler a_, ve b, ile birlikte i’ = —1 olmak iizere;
(24/-lyx+cy) (=24/-lyx—Cy)
] e N L N A ais
3 2 |b2 ( 2 )
B 1% qof-hxie) |y L p a2 )
41,b., o

Bazi 6zel esitliklerde ¢, =0, b, =i, a , = i\/E oldugu zaman (2.2.1.6):

u = —/~, tanh(,/-1,x), (22.1.9)

ve
U =—/—1, coth(/~1, %), (2.2.1.10)
Sayet (2.2.1.7)da ¢, =0, b =i, a = i\/E olarak yerine konulursa esitlik:

u=/l, tanh(,/l, %) (2.2.1.11)

Ve

u =—fl, coth(y/l,x) (2.2.1.12)
olarak bulunur [28].
2.3 Ustel Fonksiyon Yéntemi lle flgili Uygulamalar

2.3.1 Lineer Olmayan KdV Denkleminin Ustel Fonksiyon Yontemiyle Coziimii

u, +auu,+ pu,, =0 (2.3.1.1)

XXX

lineer olmayan KdV denklemini goze alalim [29]. Denkleme,
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u=u(é), <&=k(x-ct) (2.3.1.2)
hareketli dalga doniisiimii uygulanirsa,
—CU'+auu'+k*Bu™=0 (2.3.1.3)

seklinde adi diferensiyel denklem elde edilir. Denkleminin ¢oziimiinii,

d
D ae™

u@)=-"7"—" (2.3.1.4)

> be™

m=-p

_ae¥+..ta e
be™ +..+b e™*

ele alahm. Burada c, d, pveq bilinmeyen pozitif tamsayilar, @ 6 veb_ bilinmeyen

sabitlerdir. (2.3.1.3) denkleminde en yiiksek mertebeden lineer terim ile en yiliksek mertebeden

lineer olmayan terimi agsagidaki gibi dengeleyelim.

UVHD uul

ce"PO 4

u|"=
c,e’™ +...

(2.3.1.5)

Ve

e o O o N S
c,e’™ +... c,e’™ +...

(2.3.1.6)

dir. Burada C; ler sadece sabit katsayilar1 belirtir. (2.3.1.5) ve (2.3.1.6) denklemlerinden,

7p+Cc=6p+2C

p=C
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bulunur. Benzer sekilde,

ot d g e

U= e (2.3.1.7)
Ve
-(g+2d) -(6g+2d
uu'—"'+d3e w0s 4+ deneror 23.18)
Cde” ede™ o
ot d, o+,

dir. Burada d, ler sadece sabit katsayilar1 belirtir. (2.3.1.7) ve (2.3.1.8) denklemlerinden,
—(79+d)=—(6q+2d)
d=q

bulunur. Islemleri basitlestirmek icin, p=c=1 ve q=d =1 alinir. Bu esitlikleri (2.3.1.4)

denkleminde yerine yazarsak ¢6ziim,

ae” +a,+a e~
e*+b,+b e~

ug) =

(2.3.1.9)

bulunur. Bulunan (2.3.1.9) denklemini (2.3.1.3) de yerine yazar ve gerekli islemleri yaparak,
%[C3e3§ +C e +C g7 +C,+Ce" +C,e¥ +Cie* | =0 (2.3.1.10)
seklinde denklem elde edilir.
A=(b,+e° +b_e )",
C,=aa_ab’ —cab’ +k’pab’ —aa’ b b,—k’Ba b’ b,
C,=-2aa’_b +2ca b’ -8k’Ba b’ +aa’ b’

+2aa_ab’ , —2cab’  +8k’pab’ , —2cabb’
—4k*pab b’ , —aa’ b’ +2ca b b’ +4k*Ba_b b’
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C,=-2aa_ab , —cab’ —23k*Bab’ , +3aaab’  —3aad’ b,
+6ca_b_b, +18k*Ba_b_b, +aa’b b, +2aa_ab_b,—5cab’ b,
+5k’Babb’ , —aa_ab’, —cab b’ +k*Bab b’ +ca_ b’ —k’a_b’,,

C,=—2aa’  +4ca_ b +32k’Ba b —4cab’  —32k’Bab’
+2aa’ b’ —4aa_ab, +4aaabb_, +4ca b’
—4k*Ba_b*, —4cab b’  +4k’*Bab b’

C, =-3aa a,+23k’pab , +2aa,ab , +5ca b, —5k*pa b,
—ad’ b, —2aa_ab,—6cab_ b, —18k’Bab b, +3aa’ b b,
+cab’, —k*Bab’ aa,ab’, —cab’, +k*Bab’,,

C,=2ca, —8k’fa,—aa’,—2aa_a —2cab_,
+8k’Bab , +2aa’ b, +2cab, +4k*Ba,h,

—2cab’, —4k*Bab’, + aa’ b,

C, =ca, —k’Ba, —aa,a —cab, + k’Bab, + aa’h,.

Algoritmik denklemler sisteminde Maple kullanilarak asagidaki ¢oziimler elde edilir.

2 2
+m, b1=%°. (2.3.1.11)

1

2 2

c=k’f+aa, a,=—ab’,, a =ab, ]
4 o

Burada, @, ve b, bagimsiz degiskenlerdir. Bu sonuglar1 (2.3.1.9) denkleminde yerine yazarsak

asagidaki tam ¢oziim bulunur.

6k2 b k(x—=(k*B+aa, 1 —KO—~(K2B+az,
albo + ﬂ 0 +ale|: (x=(k* B+ a)t):l +7alb20e|: (x—(k“B+ a)t)]
u(x,t)= a
b, + e[k(X—(k2ﬂ+aa| ] +lb2oe[‘k<x—(kzﬂ+aal 0]
ok,
o - (2.3.1.12)

k(x—(k2B+aa)t) 1 —k(x=(k*B+aa)t) .
b0+e[ “ ]+4b20e[ 0]
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Bu ¢oziimleri [30-32] deki sonuglarla karsilagtirmak i¢in @, =0, b, =2, a=-6,F=1,
degerlerini kullanirsak, (2.3.1.12) tam ¢6ziimii,

_2k2ek(x—k2t)

u(x,t) = —
(1+e g

b

seklinde elde edilir.

2.3.2 Kuvvet Terimli Lineer Olmayan KdV Denkleminin Ustel Fonksiyon

Yontemiyle Coziimii
F(t), kuvvet terimi olmak tizere lineer olmayan KdV denklemi
u, +auu, + pu, = F(t) (2.3.2.1)

gibi verilsin.

Ozel olarak,

u(x,t) =v(x, )+ [ F(ydt, (2.32.2)

olarak ele alinir.

Sonra (2.3.2.2) denklemini (2.3.2.1) de yerine yazilirsa,

v(t) +awv, + a'[ F(t)dtv, + Bv,,, =0. (2.3.2.3)

bulunur. Asagidaki doniisiim

V=V (), n=ka+ [zt (2.3.2.4)

(2.3.2.3) denkleminde uygulanirsa,

TV '+ kaVWV '+ ke j F(t)dtV '+ k*pv " =0, (2.3.2.5)
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denklemi elde edilir. Burada K bir sabit, 7(t), t ye bagh bir fonksiyon olmaktadir. V ’de

17 ’ye bagl bir diferensiyeldir.

(2.3.2.5) adi diferensiyel denkleminin {istel fonksiyon yontemine gore ¢oziimii,

d
> ae”

V() ="—, (2.3.2.6)

> be™

m=-p

seklinde ifade edilir. Burada c, d, p ve q bilinmeyen pozitif tamsayilar, @, ve b, bilinmeyen

sabit olarak belirtmektedir. (2.3.2.6) denklemi alternatif olarak asagidaki gibi yazilabilir.

ae” +..+a e
be” +..+b e

V(n) = (23.2.7)

C ve p degerlerini belirtmek i¢in (2.3.2.5) denkleminde en yiiksek mertebeden lineer terim ile

en ylksek mertebeden lineer olmayan terimin dengelenmesi basit bir hesaplama ile agagidaki

gibi yapilabilir.

VIHDVVV

ce"P O+ .

V "V:
e’ +..

(2.3.2.8)

Ve

(p+20)7 [3p+e)n]
c,e +... Cpe Fo
W= =2 (2.3.2.9)
c.e’™ +.. ce’™ +..

Burada C; ler sadece katsayilari ifade eder. (2.3.2.8) ve (2.3.2.9) denklemleri dengelenirse,

Tp+c=23p+cC) (2.3.2.10)

ve sonugta

p=c (2.3.2.11)
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bulunur. Aymi sekilde d ve q degerlerini belirtmek i¢in (2.3.2.5) denklemimde lineer terim ile

lineer olmayan terimin dengelenmesinden,

e de T

(2.3.2.12)
-8
.t der
veE
L wde @ elPCu]
VV - +d e*3q77 = +d e78q77 (23213)
.td, .+d,

dir. Burada d; ler sadece sabit katsayilari belirtir. (2.3.2.12) ve (2.3.2.13) denklemleri

dengelenirse,

—~(79+d)=-2(3q+d) (2.3.2.14)

ve sonug olarak,

d=q (2.3.2.15)

bulunur.

1. Durum: c=p=1, d=q=1

c ved keyfi olarak secilebilir. Elde edilen ¢oziimler C ve d 'nin degerlerine baglh
olmadigimi gosterilecektir.  Islemlerimizde kolaylik saglamak igin c=p=1ved=q=1

degerleri alinir. Bu durumda (2.3.2.7) denklemi asagidaki gibi olur.

ae’+a,+a e’

V =
D= he7+p,+b "

(2.3.2.16)

(2.3.2.16) denklemi, (2.3.2.5) denkleminde yerine yazilir ve Maple kullanarak hesaplama

yapilir, €" ’nin katsayilarmin her birini sifira esitlenirse denklem sistemi asagidaki sekilde

bulunur.



by (ab, —ahy)| aka +bk*B+bka [ Ft)dt+br(t) |=0,

k{a’ (b, +2bb_)a—b*(a’,a —4a,bk’B+8a_bk’B)
—2ab,(a_ b +2(0% —2bb k> B)}
~2b, [by (@b, +a,by) -, (0%, +bb ) || 7(t) + ke[ F (et | =0,

—k{a’ bybar+a,[ (0% +bb_ )+ (3a b+ b’k B-23bb k) |}
—byk[ -3a’ b, +5a b’ K’ B+ a,(2a b —b7 kB +180b_ K B) |
+{ab, (0", +6bb ) b, 5a,byb, +a,(b% +bb ) ]} 7(t) + ke[ F(Hdt | =0,

2(ab_, —a_b)k(2a,b,a +a_ba+ab_a+2b k*s
~16bb_k>B)+2(b?, + blb_l)][r(t) +ka[F (t)dt} -0,

k{a’ b +a,[-a (b’ +2bb ) +b,(3ab & +b’k*F-23bb k*4) |}
+hk[ 38’ ba+5ab’ k’A+a,(2ab &b’ k*B+180b k)]

~{a b, (b% +6bb ) —b [ 5abb, +a,b + b]b_l)]}[r(t) +ka| F(t)dt} =0

k{-a* (b’, +2bb_)a -b* (a’,a —4abk’>B +8ab_k*B)
~2a b, [ab,a+2(b* —2bb )k*B]

~2b_,[b.,(a,b, +ab_)—a,(b% +bb, )][r(t) +ka[F (t)dt} -0,

b.,(a,b, —a b,)[a ke +b k’B+b ke[ Ft)dt+b z(t) | =0.

Maple yardimiyla, cebirsel denklem sisteminden,

_b,(aa+6bk’p) a _ab’,

25

2

alzal, ao bla ) 1 Kzl, blzbl’ (23217)
2 k(aa+bk*S+ba| F(t)dt

b, = by, b_1=2_t;>, r(t)=— (B +h, ﬂb ‘I () (2.3.2.18)
1 1
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degerleri bulunur. Bulunan (2.3.2.16)-(2.3.2.18) denklemlerini (2.3.2.2) ve (2.3.2.4)

denklemlerinde yazarak (2.3.2.1) denkleminin solitary dalga ¢6ziimii asagidaki gibi bulunur.

) kJ.alaerlkZ/i'erla.[F(t)dt} kx+kJ.a1a+Qk2ﬁ+QaIF(t)dt
- by b, (a,c + 6b k> ab’ | by
e LICLLIVIR LI
a
U= : 1 1 + [F(ydt
aa+bk ,b’+blaJ‘F(t)dt ala+b|k2ﬁ+blajF(t)dt
kx—kjb— ) —kx+kj.b—
be +by+—2-e
1
6b0k2 p
a4y @ +[Fodt  23.2.19)
b aa+bk f+ba j F(t)dt a1a+b1k2ﬂ+blajF(t)dt
kx—kj'— ) —kx+kj—
by by
be e

+b,+-—2%
0 4b21

k, keyfi bir sekilde secildiginde periyodik solitary dalga ¢dziimlere doniistiiriilebilir. k =iK

dontstimii ile,

kaIEWW} a,a+bK>A+ba|F(dt
by | 1 1
e =cos| Kx-K
I b (2.3.2.20)
aa+bK?*B+bal| F(t)dt
+isin| Kx—K [—— ﬁb PO
1
Ve
*k“kfw aa+b K2ﬁ+bajF(t)dt
by
e =cos KX—KI : : 5 :
1
aa+b KB +balF(t)dt
-isin Kx—KJ.I : ﬂb 1 I
1

bulunur. Sonra bulunan bu denklemler (2.3.2.19) denkleminde yerine yazilirsa,
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K’
u=%: 2 T 2 7o
a—bK S+ba| F(t) a—-bK p+bo| F(t
Acos Kx—KJ-al <A +he] +h +igsin |<x—|<jal B +ba] FO
b b
(2.3.2.21)
b b?
bulunur. Burada A=Db, +4—bo, u=n —4—b° dir. Eger (2.3.2.21) denkleminin sanal kismi1
| |
sifir olursa periyodik veya kompakt benzeri bir ¢6ziim elde edilir.
b2
=b-——2=0 23222
AT ( )
(2.3.2.22) denkleminden,
b, =£2b, (2.3.2.23)

elde edilir. (2.3.2.23) denklemini (2.3.2.21) denkleminde yerine yazilirsa iki periyodik ¢6ziim,

&
u =%— - K‘i — F[Fod (23224
aa-— +Da t)dt
1 co{KXKJ.1 K+h, J. ® dt]+1
b,
ve
6K>B
u:%+ - a - - + j F(t)dt. (2.3.2.25)
aa—-bKg+bal F(t)dt
1 cos[KX—KJ.1 l 'Bb IJ. © dt}—l
1

seklinde bulunur.



28

2. Durum: c=p=2,d=q=2

Yukarida belirtildigi gibi ¢ ve d keyfi olarak segilebilir. Simdi c=p=2 ve d=q=2
secersek (2.3.2.7) denklemi,

2n n -7 -2n
a,e”" +ae’'+a,+a e’ +a,e

V =
0= & be' +h +b e +be”

(2.3.2.26)

denklemine déniisiir. Bu denklemde kolaylik olsun diye b, =1, b, =0 ve b, =0 secilirse

(2.3.2.26) denklemi,

a6’ +ae’+a,+a e’ +a e’
e’ +b, +b_e™"

V(n)= (2.3.2.27)

doniiglir. Bu denklemi yukaridaki siraya gore (2.3.2.27) denklemi, (2.3.2.5) denkleminde yerine

yazilir ve Maple kullanarak hesaplama yapilir, " ’nin katsayilarmnim her birini sifira esitlenir,

denklem sistemi ¢oziiliirse,

a’,a(a,a+12k*B)
a-a, a3, a-— 0T
3.310{2 ~ a41320{4 (2.3.2.28)

B a_ - 5
o14akA s T 20736k 5

a’a’ a'a’ s
=—L1_ =——2L1—— 7(t)=—k(aa+k’B+a|F(t)dt). 2.3.2.29
V=i D qgag (D= k@afralFOm.  @3229)

esitlikleri bulunur. (2.3.2.27)-(2.3.2.29) denklemleri (2.3.2.2) ve (2.3.2.4) denklemlerinde

yerine yazilir ve diizenlemeler yapilirsa ¢oztim:

4

u=a,+ +jF(t)dt.

. kja1a+QK2ﬂ+QaIF(t)dt )
Y i atins Mand s
b aa aa

. J.ala+b|k2/3+b,aJ‘F(t)dt}
+ + e "
ok’ 144k 5

€

(2.3.2.30)
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a
diir. Bdylelikle (2.3.2.19) denkleminde sirasiyla &, =a,, b, =1veb, = 6k1—2,6’ sonucunu

kurabiliriz.

3. Durum: c=p=2,d=q=1
c=p=2 ve d=q=1 ifadelerini (2.3.2.7) denkleminde yerine yazilirsa,

_ae”+ae’+a,+a e’
b,e’” +be” +b, +b_e””

V)

(2.3.2.31)

(2.3.2.31) denkleminde o6zel olarak b, =1 segilirse ve (2.3.2.31) denklemi, (2.3.2.5)

denkleminde yerine yazilir ve Maple kullanarak hesaplama yapilir, " ip katsayilarinin her

birini sifira esitlenir, denklem sistemi ¢oziimlenirse,

a,a’(a —ab)*(a,a—aba—6bk’s)
a2 :aza a] :ap a_1 =—-2 : 2 8641k6133 = : 2 (23232)

__(a-ah)aaa’ -a’ha’ +8ak’af-16ahk’af 480k’ )
48k* 5

a, . b=h (23233

h = a@-ab)Xaa-aba-8k'p) | _ o@-ahXaa-aba-6ks)
48k4ﬂ2 > Mo 864k4ﬂ3 (2.3.2.34)

r(t) = —k(a,a +Kk* B +a[ F(t)dt) (2.3.2.35)

esitlikleri bulunur. (2.3.2.31)-(2.3.2.35) denklemleri (2.3.2.2) ve (2.3.2.4) denklemlerinde

yerine yazilir ve b, =1 alinir, diizenlemeler yapilirsa ¢6ziim asagidaki gibi olur.

—a L a-ah
u=a,+ {kx_k J.a1a+blk2,8+QaJ. F(t)dt} ok Ia1a+Qk2ﬂ+QajF(t)ﬂ +J. F(tot
’ L aa-ah), o(@a-ah) 2

€
6k’ 144k* 5°

(2.3.2.36)
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_a@-ah)

Boylelikle (2.3.2.19) denkleminde swrasiyla a =a,, b, =1veb, ok’ p

sonucunu kurabiliriz [33].

2.3.3 Degisken Katsayih KdV Denkleminin Ustel Fonksiyon Yéntemiyle Coziimii
Degisken katsayili bir KAV denklemi ele alalim.

u, +a(tuu, + Stu,, =0, (2.3.3.1)

XXX

Burada «a(t) ve f(t), t’ye bagh keyfi fonksiyonlardir. Lineer olmayan (2.3.3.1) denklemi,

homajen olmayan ortamda zayif dipersif ve zayif lineer olmayan dalgalarin yayilmasinin bir
modeli olarak tanimlanir. (2.3.3.1) denkleminden Jacobi eliptik fonksiyon ¢dziimleri, soliton

benzeri ¢ozlimler ve trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunabilir [34].

Asagidaki doniisiim

u=U@), 7=k [z, (2.3.3.2)
(2.3.3.1) denkleminde uygulanirsa,

(HU "+ ka(HUU '+ Kk’ B(HU " =0, (2.3.3.3)

denklemi elde edilir. Burada K bir sabit, 7(t), t ye bagh bir fonksiyon olmaktadir. V ’de
17 ’ye bagl bir diferensiyeldir.

(2.3.3.3) adi diferensiyel denkleminin {istel fonksiyon yontemine gore ¢ézimiinii,

d
> ae”

U@ ="r—i, (2.3.3.4)

Y b,e™

m=-p

seklinde ifade edilir. Burada ¢, d, p ve q bilinmeyen pozitif tamsayilar, &, ve b bilinmeyen

sabit olarak belirtmektedir. (2.3.3.4) denklemi alternatif olarak asagidaki gibi yazilabilir.
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ae”+.+a e
U(n) === -4 (2.3.3.5)
bpep” +...+b7qe a

C ve p degerlerini belirtmek igin (2.3.3.3) denkleminde en yiiksek mertebeden lineer terim ile

en ylksek mertebeden lineer olmayan terimin dengelenmesi basit bir hesaplama ile asagidaki

gibi yapilabilir.

URISIVIUR

ce"P O+ .

um= (2.3.3.6)
c,e"™ +...
ve
UU = c,ePI 4 ..
c,e’™ +...
[Gp+e)n]
c,e +...

Burada C; ler sadece katsayilari ifade eder. (2.3.3.6) ve (2.3.3.7) denklemleri dengelenirse,

Tp+c=23p+cC) (2.3.3.8)
ve sonugta
p=c (2.3.3.9)

bulunur. Aym sekilde d ve ¢ degerlerini belirtmek i¢in (2.3.3.3) denklemimde lineer terim ile

lineer olmayan terimin dengelenmesinden,

o de e

2.3.3.10
ot de”V ( )

\
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e

uu'
ot d,e

[-2(3g+d)7]

_..+de

2.33.11
.+d,e”t ( )

dir. Burada d, ler sadece sabit katsayilari belirtir. (2.3.310) ve (2.3.3.11) denklemleri

dengelenirse,

—-(79+d)=-2(3q+d) (2.3.3.12)

ve sonugta,

d=q (2.3.3.13)

bulunur.

1. Durum: c=p=1,d=q=1

Biz farkli degerler icin C ve d segebiliriz. Fakat ¢dziimiin C ve d *nin degerlerine bagl
olmadigimi gosterilecektir. Kolaylik olsun diye c=p=1ved =q=1 degerleri alahm. Bu

durumda (2.3.3.5) denklemi agagidaki gibi olur.

n -n
ae’+a,+a e
be” +b,+b e™

U= (2.3.3.14)

(2.3.3.14) denklemi, (2.3.3.3) denkleminde yerine yazar ve Maple kullanarak hesaplama yapilir,

e" “nin katsayilarimin her birini sifira esitlenirse denklem sistemi asagidaki gibi olur.
3
by (8,0, — aobl){alka(t) +b, [k Bt)+ r(t)]} ~0,

[-a’ b’ —2a,a,b* +a” (b7, +2bb_,) |ke(t)
+2b {2(-a,b’, +a,b,b, —2a b’ +2abb kA1)
+[ by (ah, +a ) —a (b7 +bb,) ]z(t)} =0,
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[ -’ bb +ab,(-2ab; +3ab_)+a,(ab’, —3a_b’ +2ahb.,) [ka(t)
+[ b (-a,b’, —5a by, +23a,bb ) +ab, (b7, +18bb ) |k*A(t)
+[ b (a,b’, +5a ,byb, +a,bb ) +ab, (b7, +6bb ) |7(t) =0,

2(ab,—a b){(2ab, +ab , +a b)ka(t)
+2[ (0%, —8byb_, K’ B(t) +2(b%, +bb_)z(t) |} =0,

[@’b,b., +ab,(2ab, —3a bb,)+a,(3ab’, +a b’ —2a bb,) [ka()
+[b.,(a,(0°, +5ao,b, —23ahb ) —a b,(b°, —18bb ) [K*A(t)
+[b_, (8’ +5ab,b, +a,bb_)—a b, (b +6bb_) |z(t) =0,

[a’b*, +2aa b, —a’ (b +2bb ) |ke(t)

—2b_{2(-a_b’, +a,bb, —2ab*  +2a bb )k’A(t)
+[-b_,(ab, +ab ) —a (b% +bb,)]z(®)} =0,

b, (a,b,—a b, {a ka®)+b, [K*A®+7(t) ]} =0.
Maple yardimiyla, cebirsel denklem sisteminden,

_bya+6bsk) o _ap,

a=a, a , a,= , b=b, b =D, (2.3.3.15)
1 1 0 b] 1 4b2] 1 1 0 0
2 2
3 :Z_tf’ B =Sa(t), z(t)= —%a(t), S =sabit, (23.3.16)
1 1

degerleri bulunur. (2.3.3.15) ve (2.3.3.16) daki degerleri (2.3.3.14) denkleminde yerine

yazilirsa (2.3.3.1) denkleminin genellestirilmis solitary ¢dziimii elde edilir.

k(a,+b,5,k?) k(a,+b,5k?)
kx—— T2 2 bll 1 Ia(t)dt} s bo (al + 6b151|(2) . a1b20 e{km‘ bl' L Ia(t)dt}

b, 4b21
k(a, +b,6,k*) k(a +b5k?)
X—Tja(t)dt} b? {—km—TIa(t)dt

+b, +—2-e
0 4b2l

ale{
u=

ble[k
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a, 6b,0,k’
=—+4+ 2.3.3.17
b, {kx—wja(t)dt} 2 {—kx-v—wja(t)dt} ( )
be “ +b, + Lg e >
4b%,

2. Durum: c=p=2,d=0=2
Simdi c=p=2 ve d=q=2 segersek (2.3.3.5) denklemi,

U () = ae” +ae’+a,+a e’ +a e’ 233.18)
b,e*” +be” +b, +b_e™” +b,e’” T

sekline doniigiir. Bu denklemde kolaylik olsun diye b, =1, by=0 ve b, =0 segilirse
(2.3.3.18) denklemi,

2n n -7 -2n
4,6 +ae’'+a,+a e "’ +a,e

U()=
) e’ +b, +be™

(2.3.3.19)

denklemine doniistir. Bu denklemi yukaridaki siraya gore, (2.3.3.3) denkleminde yerine yazar

ve Maple kullanarak hesaplama yapilir, €" ’nin katsayilarmin her birini sifira esitlenir,

denklem sistemi ¢oziimlenirse,

5,(5,+k%) a%, (6, —11k%) a’,
= =a, = aﬁ =
K & 726K 1 145" K (2.3.3.20)
4 3 2 4
72:_31(53+k)’ o =~ s , b, = = ’ (2.3.3.21)
2073657k’ 7267, k* 207365* k* o
BO=d,at), t()=0d6a(l), & =sabit (i=2,3). (2.3.3.22)

degerleri bulunur. Bulunan (2.3.3.20)-(2.3.3.22) daki degerler (2.3.3.19) denkleminde yerine

yazilirsa ¢oziim agagidaki gibi bulunur.

RCACEISN a

(2.3.3.23)

k e[kx+§253J‘a(t)dtJ+ a, . azl [—kx—5253j.a(t)dt]

65,k>  1445° k*
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5, (0, +k°
Boylelikle (2.3.3.19) denklemiyle (2.3.3.23) denklemi arasinda a, :—2(37), b =1,
a, e e
b, = ——— ve &, = 0, iliskisini kurabiliriz.
60,k
3. Durum: c=p=2,d=q=1
c=p=2 ve d=q=1 ifadelerini (2.3.3.5) denkleminde yerine yazilirsa,
ae” +ae’+a,+a e’
U(n)=-2 € 3 +a, (2.3.3.24)

- 2 b/ e/
be” +be” +b,+b e™

denklemi elde edilir. (2.3.3.24) denkleminde 6zel olarak b, =1 segilirse ve (2.3.3.24)

denklemi, (2.3.3.3) denkleminde yerine yazilir ve Maple kullanarak hesaplama yapilir, " ’nin

katsayilarmin her birini sifira esitlenir, denklem sistemi ¢oziimlenirse,

_ (5 +K)
k b
(2.3.3.25)
o = G+K)@k+ho,5 +ho k') (ak+bd,d —Shak)
- 8645,k ’
& =a,
(2.3.3.26)
__(ak+h5,8 +hsk ) adgk+hd,8% ~Tak’ 14050k’ +3305K")
485K ’
b, = (ak+hd,d +hok Nak+ho,s —Thak)
485" K° ’
(2.2.3.27)

PO =5,a(t), 7(V)=5,0.a(),
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b —_(ak+bod+boK) @k +bdd —Shak)
- 8645° k’

9

(2.3.3.28)
b =b, J =sabit (i=4,5).

esitlikleri bulunur. (2.3.3.25)-(2.3.3.28) denklemlerini (2.3.3.2) ve (2.3.3.4) denklemlerinde

yerine yazilir ve b, =1 alinir, diizenlemeler yapilirsa ¢oziim agagidaki gibi olur.

:_54(55 +k3)+ 144524k50
k [kx—a;o‘s j a(t)dt]

[—kx+54a;ja(t)dt] , (2.3.3.29)

1445° ke +245,K’c+ o€

Burada o =ak +bJ,5, +b,5,k’ gostermektedir. Boylelikle (2.3.3.17) denklemiyle (2.3.3.29)
denklemi arasinda b, =1445°,k°, b, =240,k’c  a =-1445k’ (5, +k%), ve &, =5,

iliskisi kurabiliriz [35].
2.4 1-Soliton, 2-Soliton ve 3-Soliton Céziimler I¢in Ustel Fonksiyon Yéntemi

Lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin tam ¢6zlimiinii bulabilmek i¢in

iistel fonksiyon yontemi kullanilmisti.

Ustel fonksiyon yontemine gore genel ¢oziimii,

m .
D ae*

u(x,t) =2 , E=b(x—ct) (2.4.1)

n

> be*
i=0

seklinde ele alimir. Burada (2.4.1) denklemi lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel

denklemlerin 1-soliton ¢éziimiidiir.

Bu kisimda N- soliton ¢dziimleri bulmak icin iistel fonksiyon yonteminin birgok
kombinasyonlarinin yazilabilecegi gosterilecektir. (2.4.1) denkleminin genigletilmesiyle N-

soliton ¢dziimleri bulunacaktir. Yani N> 2 igin iistel fonksiyon yontemi ifade edilecektir.
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Asagida oldugu gibi

mom

3 a6t

ux, == E=b(x-ct) i=12 (2.4.2)

nom

Zzbijeiéﬂfz

i=0 j=0

yada

mom M

Z Z Z aijkei§1+i§z+k§3

u(x,t) =20 , & =b(x—ct) =123 (2.4.3)
o 3b__keifl+j¢z+k§3
ij

i=0 j=0 k=0

yazabiliriz. Daha sonra ¢oziim indirgenmis adi diferensiyel denkleminde yerine yazilir.

Denklem €™ nin kuvvetlerine gore diizenlenir ve katsayilari sifira esitlenirse cebirsel bir
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢dziimii Maple yardimiyla bulunur. Sonra

bulunan degerler yerlerine yazilarak ¢6ziime ulasilir.

Sonug¢ olarak, (2.4.2) yada (2.4.3) teki katsayilar (miimkiin ise) istenildigi gibi
secilebilir. Sirasiyla (2.4.1), (2.4.2) ve (2.4.3) denklemleri 1-soliton, 2- soliton ve 3- soliton
¢oziimlerini vermektedir. Acik¢a bu iliskileri ayni sekilde herhangi bir N sabiti i¢in N -
solitonu ¢oziimleri de yazilabilir. O zaman bilinen 2-soliton ve 3-soliton ¢oziimleri basit ve
anlasilir bir sekilde ortaya ¢ikar. Genellestirilmis yontemi KdV denklemine uygulayarak 2-

soliton ve 3-soliton ¢ozlimleri bulunacaktir.

2. 4.1 Sabit Katsayili KdV Denkleminin Ustel Fonksiyon Yéntemiyle 1-soliton,

2-soliton ve 3-soliton Coziimleri
Simdi sabit katsayili KdV denklemini ele alalim.

u, —éuu, +u, =0, (2.4.1.1)

Sabit katsayili KAV denkleminin 2-soliton ve 3-soliton ¢éziimleri elde etmek i¢cin Maple

kullanarak hesaplamalar yapilmis ve asagidaki ¢oziimler bulunmustur.
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1-Soliton:

(2.3.1) baghg altinda sabit katsayili KdV denkleminin 1-soliton ¢6ziimii verilmistir.

(2.3.1.1) denkleminde a=6ve f=1 alimirsa (2.4.1.1) denklemi elde edilir. (2.4.1.1)

denkleminin 1-soliton ¢Oziimii,

6k2 0,
[04
bo " e[k()(—(|<2ﬂ-¢—oza1 )t)} " éll- bzoe[—k(x—(kzﬂ-mzal )t)]

=a, +

idi. @ =6ve =1 igin ¢6ziim;

kb

—a + 0 (2.4.1.2)
. - - . 4.1.
bo +e[k(x—(k +6a)) | +lb20e[—k(x—(k +6a)t)|
4
bulunur.
2-Soliton:
(2.4.1.1) denkleminin ¢oziimiinii,
é & &i+& 26+, §+28,
a,.,e”" +a,e” +a4,,e +a,.e +a e

u(x,t)= 10 ol L 2 12 R (2.4.1.3)

2 2
(1+ae® +a,e” +a,e7")

varsayalim. Agikca goriilebilir ki (2.4.1.3) denklemi (2.4.2) denklemini 6zel bir halidir. Burada
& =b(x-ct), i=12 dir. (2.4.1.3) ¢oziimii (2.4.1.1) denkleminde yerine yazilir ve islemler

yapilirsa,

S

zslz A.eifﬁjfz

)

o =0 (24.1.4)
1 2 1762)5 ’ U

(1+ae” +a,e” +a,e1")

denklemi elde edilir. Burada A; = A, =0 bulunur.
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Swrastyla A;; =0 ve A, =0 iliskileri ima edilirse,
2 2
c,=b°, c,=hb, (2.4.1.5)

bulunur.

Dolaysiyla, A, =0, A =0 ve A, =0 iliskileri sirasiyla,
a, =—2aab,’, a,=-2aab’, a,=-4aab -h)
verileri elde edilir. Sonra A,; =0 alinirsa,

_{zal [28.3b22 (bl + bz )2 +a,a, (bl - bz)z(blz - 2b22):|}
[a,(,+b,)]"

=

b

ve A, =0 almirsa,

_{23'2 [2a3b12(b1 + b2)2 +a,a, (b1 - bz)z(bz2 _Zblz)]}
a, = 1 >
(a6, +b,)" ]

bulunur. Sonunda, A,, =0 iken,

— aa, (bl — bz )2

©ib)y (2.4.1.6)

elde edilir. Kalanlar ile yine aymi sekilde AJ. =0 iligkileri kurulabilir. Boylece (2.4.1.3) ile
verilen 2- soliton ¢6ziimii i¢in,

q, = _2a1b12’ Qy = _2a2b22’

a, = _4a1a2 (bl - bz)za
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_ 2":1'12":12b22(k‘-)1 - bz)z
2! (b, +b,)?

2

_ 2a1a22b12(b1 - b2)2

a
’ (b +b,)’

3

bulunur. @, (2.4.1.6) de verilmis, C, veC,(2.4.4) de verilmistir. @, a,, b, ve b, keyfi

sabitlerdir. Bulunan bu degerleri (2.4.1.3) denkleminde yerine yazarak ¢oziim elde edilir.

3-Soliton:

Simdi (2.4.1) denkleminin ¢dziimiinii,

u(x,t) _1oiene) (5"52’53), (2.4.1.7)
f2(§17§25 53)
seklinde kabul edelim. Burada & =b(x—ct), i=1,2,3 ve

_a gf ¢ ¢ G+ G+é &+
fl(§1’§2’§3) - a‘l()Oe l +a010e ’ +a001€ ’ +alloe e +a101e b +a011e P
+ 8'2]0e2§1+§2 + a120e§1+2‘§2 + a’201e2§1+§3 + a’]()Zef:l-*—Zé:3 + a()2182§2+§3
628 G+ 26 +6,+¢ G+26+¢
+2,,67" +a,,67" " +a,, 871 1,611

+@,,6777 % pa, @217 pg, @M g g TR N
f,(£.6,E)=(1+ae" +a,e” +a,e” +a,e5"" +ae’ ™ +a,e%™ 12,78y

dir. Acikca goriilebilir ki (2.4.1.7) denklemi (2.4.3) denkleminin 6zel bir halidir. (2.4.1.7)

denklemini (2.4.1.1) sabit katsayil1 KdV denkleminde yerine yazar ve benzer iglemler yapilirsa,
2 2
a, =—2ab°, a,,=-2a,h,",
2 2
ay, =—2ab,°, &, =—-4aa,(b -b,)",

Qo = _4a1a3 (b1 - b3)2, ), = _4aza3 (bz - bs)za
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23-123-2b22(bl - b2)2 2a1a22b12(b1 - b2)2
a2]0 == > 5 alZO = — 5 ,
(b1 + bz) (b1 + bz)
2a,7a,b;’ (b, —b,)’ 2a,3,’b’ (b, —b,)’*
Ay = — 2 > Qg =— 2 s
(b, +b,) (b, +b,)
2a22a3b32(bz - b3)2 2a2a32b22 (b, - b3)2
8oy =~ 2 > G =~ 2 )
(bz + b3) (b2 + b3)

8a,a,a,[ b (b, +b,") — 20" (b,* +b,") +b°(b,> +b,”) +,%0.” (b, ~b*)* |

a. =-
(b, +b,) (b, b, (b, +b,)’
a :_43.]28.2a3(b1 _bZ)Z(bl _b3)2(b2 _b3)2
211 (bl +b2)2(b1 +b3)2 ’
a. =— 48.18.228.3 (b, —b, )2 (b, — D, )2 (b, —h, )2
121 (bl + b2 )2 (b2 + b3 )2 ’
a. =— 4a,a,a,” (b, —b,)’ (b, —b,)* (b, —b,)’
(b, +b,)’ (b, +b,) ’
a, =— 28'128‘228‘3b32 (bl — bz )4 (b1 — b})z(bz — b3)2
(0 +b) (b +b) (b, +b,)°
a.. =— 2a12a2a32b22 (b - bz)z(bl -b, ) (b, — b3)2
" (b +b,)° (b +b)'(b, +b,)°
a, =— 2a,a,°a,’b’ (b —b,)* (b, —b,)* (b, ~b,)*
- (b, +b, (0 +b) (b, +b)*

4

S5

o - a0 -b)

o - a&b-b)®

b

(b, +hb,)?

9

(b, +by)°
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_ azas(bz _b3)2
©o(b+h)
— alaza3(b1 _bz)z(bl _b3)2(b2 _b3)2
(bl +bz)2(b1 + b3)2(b2 + b3)2

b

degerleri bulunur. Burada, ¢, =b’, i=1,2,3 ve a, a,, a, veb,, b,, bkeyfi sabitlerdir.
Bulunan bu degerleri (2.4.1.7) denkleminde yerine yazarak (2.4.1.1) denkleminin 3-soliton
¢Oziimi bulunur [36].

2.5 N-Soliton Céziimler icin Ustel F onksiyon Yontemi

X ve t ’ye bagl lineer olmayan olusum denklemini géz 6niine alalim.

P(u,u,u_,u_,u.,..)=0, (2.5.1)

2 X TIxx 2 Uixt o

Ustel fonksiyon denkleminin genel ¢oziimii U(E) = U(X,t) olmak iizere,

u(&) =
)3

d
D ae™
q

b e™
=—p
idi. Bu denklemi,

Py i
Z ail ell‘fl

U =-——, & =kX+ct+w, (2.5.2)

3, ehé
y I
5i=0

seklinde de ifade edebiliriz. a;,b;,k;,c, ve W, bilinmeyen sabitlerdir. p, ve q, degerleri

(2.5.1) denkleminde, en yiiksek mertebeden lineer terim ile en yiiksek mertebeden lineer
olmayan terimin dengelenmesiyle tespit edilecektir. (2.5.2) denklemi (2.5.1) kismi diferensiyel

denkleminin 1-soliton ¢Oz{imii olarak kullanilabilir.
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Sirastyla N >1, tamsayisi i¢in N-soliton ¢oziimii (2.5.2) denkleminde genelleme

yapilarak asagidaki formda yazilabilir.

Py ) Pn zigég
=1
: iy ..y ’
i=00,=0  iy=0
u(x,t) =—== s —, &, =kx+ct+w,,
4 B Iy zjg‘fg
e

N =2, degeri igin (2.5.3) genel denkleminden,

2
b P Zigég
2.8,
i;=01i,=0 "
u(x,t) =——= —
4. % ngfg
g=1
y biljze
51=0 j,=0

elde edilir. Bu denklem 2-soliton ¢dziimii olusturmaktadir.

N =3, iken (2.5.3) denklemi,

3
Py Py Ps zigég
g=1
il
_ =00,=0i;=0
U(X,t)— 3 H
G % O ngfg
g=1

denklemine doniisiir. Bu denklem 3-soliton ¢dziimii olusturmaktadir.

(2.5.3)

(2.5.4)

(2.5.5)

(2.5.4) denklemini (2.5.1) denkleminde yerine yazilir ve Maple kullanarak hesaplama

yapilir, iistel fonksiyonun katsayilarmin her birini sifira esitler, denklem sistemi ¢ozlimlenir.

Boylece 2-soliton ¢oziimii elde edilir. Ayni sekilde (2.5.5) denklemi kullanilirsa 3-soliton

¢6ziim bulunur. Sonug olarak herhangi bir N >1 igin, lineer olmayan diferensiyel denklemin

N-soliton ¢6ziimii bulunur [37].
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2.5.1 Lineer Olmayan Degisken Katsayilh KdV Denkleminin N-Soliton Co6ziimii
Degisken katsayili KdV denklemini asagidaki gibi ele alalim.

u, +a(t)uu, + A(t)u,,, =0, (2.5.1.1)

XXX

1-Soliton:

Once degisken katsayili KdV denklemini adi diferensiyel denkleme déniistiirmelidir.

Bunun i¢in, (2.5.1.1) denklemine & =K X+, (t)+W, doniisiimii uygulanirsa,
s, () +katuu'+k’Btu"=0, (2.5.1.2)

seklinde adi diferensiyel denkleme doniisiir.

Degisken katsayili KdV denkleminin iistel fonksiyon yontemine goére 1-soliton ¢oziimii,

Py i
Z ail e'lél

u(x,t) = +—, (2.5.1.3)

idi. Kabul edelim ki (2.5.1.1) denklemin ¢6ziimiinii bulmak igin (2.5.1.3) denklemini 6zel
olarak asagidaki gibi alalim.

ale'fl

U(X,t):m,

(2.5.1.4)
Burada, & =k X+5,(t)+w, dir. (2.5.1.3) denklemini (2.5.1.2) denkleminde yerine yazar ve

Maple kullanarak hesaplama yapilir, sonra {istel fonksiyonun katsayilarinin her biri asagidaki

gibi sifira esitlenir.
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q |:k31ﬂ(t) +S '1 (t)} =0,
a [ aka(t) - 11k’ B +hs', () | =0,
—ah [aka®-116k’ A1) +bs' () ]=0,

—ab’ [k, B0 +s" (1) ]=0.
Bu denklem sisteminin ¢6ziilmesiyle,

a, =12bk’8, s,(t)=—k"S[a(tyd,
(2.5.1.5)
B(t)=sa(t), & =sabit.

degerleri bulunur. Dolayisiyla (2.5.1.1) denkleminin 1-soliton ¢oziimii asagidaki gibi elde

edilir.

_ 12bk? se”

LD = (1+be)’”’

(2.5.1.6)

Burada & =Kk X— kﬂé‘ja(t)dt +W, olup by, k; ve w, keyfi sabitler, S(t) = da(t) dir.
2-Soliton:

Degisken katsayili KAV denkleminin 1-soliton ¢dziimiinii,

5 5 G+ 26+ G+2¢
8,67 +a,6e” +a,67" +a, e’ +a,e7""

5 f G462
(1+be +b,e” +be”™)

u(x,t)= , (2.5.1.7)
kabul edelim. Burada ¢& =kXx+s(t)+w, i=12 dir. (2.5.1.7) denklemi (2.5.4)

denkleminin bir 6zelidir. (2.5.1.7) ¢oziimii (2.5.1.2) denkleminde yerine yazilirsa ve ayni

sekilde islemler yapilirsa,
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a, =12bk* s, a, =12bk*5, a,=24bb,5(k —k,), (2.5.1.8)
_ 12b21b2k22§(k1 _kz )2 _ 12b|b22k215(k1 _kz )2
: (kl + k2)2 ’ 1 (kl + k2)2 ’
(2.5.1.9)
p, BBk —k)®
(k +k,)*
S, (1) = —kﬂ&ja(t)dt, L) =0oa(t), o =sabit, i=12 (2.5.1.10)

degerleri bulunur. Boylece (2.5.1.8)-(2.5.1.10) degerlerini (2.5.1.7) deki 2-soliton ¢dziimiinde

yerine yazilarak sonuca ulagilir. Burada b, b,, Kk, K,, W, ve w, keyfi sabitlerdir.
3-Soliton:

Simdi (2.5.1.1) denkleminin 3-soliton ¢oz{imiinii,

Mi(G,6)

DT ey

(2.5.1.11)

seklinde yazabiliriz. Burada, & =k x+s,(t)+w, 1=1,2,3 ve

— g g 5 Gi+e Gite &H+e
f1(§1:§2’§3) =00€™" +3y0€7 + 3987 +3,€ e T8,,© s +a),,€ e

+ a21092§1+§2 + a120e§1+2§2 _+_ a201€2§1+§3 + a102e§l+2§3 _|_ a021e2§2+§3

+ a e§2+2§3 + a e§1+§2+§3 + a e2§1+§2+§3 + a e§1+2§2+§3

+ ame§1+§2+2§3 +a,, 62§‘+2§2+§3 +a,, ez§1+§z+2§s +a, e§1+2§2+2§3

f,(&,6,6)=(1+be" +be™ +he™ +h,es™ +he”"® +he™" +h e %)
(2.5.1.11) denklemini (2.5.1.2) de yerine yazilir ve benzer sekilde islemler yapilirsa,
a,, =12bk* 5, a,,=12bk’,5,

a,, =12b.k*,5, a,, =24bb,s(k —k,)’,
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Qo = 24b1b35(k1 - k3)2> Ay = 24b2b35(k2 - k3)2,

L 1Dtk k)’ 126b%K%5(k —k)’
20 (kl + k2)2 ’ 2 (kl + k2 )2

b

_120°bk 0 k)’ 12bb%K 5k —k,)’

a ) 5
o (kl + k3)2 s (kl + k3)2

L _120%bk Sk, —k,) 12b,02K%,5(K, —k, )’
o (kZ + k3)2 ’ 2 (k2 + k3 )2 ’

4800, KK (K7, =K ) 4K, (K, +K,) =2 (K, K+ (K, +K) |
a, = ,
t (k, +k,)* (k +k,)* (k, +k,)’

. _ 240 bbok —k ) (k —k (k)" By (k —ky)’
! (k +k,)* (k +k,)* T (k+ky)

9

— 24b1b2b23§(k1 _kz)z(k1 _k3)2(k2 _k3)2 b, = blbx(k1 _k3)2

e (k 1k (k) T k)

9

— 12b21b22b3k235(k1 _kz)4(k1 _k3)2(kz _k3)2 b = bzbz(kz _k3)2
2 (k +k,)*(k +k, ) (k, +k,) T (k+k)

b

— 12b21bzb23k22§(k1 _kz)z(kl _k3)4(k2 _kz)z b7 — blbzbj(kl _kz)z(kl _k3)2(kz _ks)z
: (k +Ky) (b k) (K, k)’ ’ (K +K (K +K Y (K, +k,)°

5

:12b1b22b23k215(k1_kz)z(kl_k3)2(kz_k3)4 1) ==k Sl o)t t) = Salt
o, fr Rk iy S0 =K fadt A0 =da(d)

— 24b1b22bj§(k1 — kz )2 (kl — k3 )2 (kz - k3 )2

21 > > , O=sabit, 1=1,2,3
(ki +k,)"(k +k;)

degerleri bulunur. (2.5.1.1) denkleminin 3-soliton ¢6ziimiinii bulmak i¢in bulunan degerleri

(2.5.1.11) denkleminde yerine yazilir ve sonuca ulagihr. Burada b, b, b,, k, k,, k;,

W, W, ve W, keyfi sabitlerdir.
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Eger benzer N >4, igin benzer islemler uygulanirsa lineer olmayan degisken katsayili

KdV denkleminin N -soliton ¢dziimiine, (2.5.1.6), (2.5.1.7) ve (2.5.1.11) denklemlerinden bir
formiil olarak bulabiliriz. (2.5.1.6), (2.5.1.7) ve (2.5.1.11) denklemlerinin alternatif ¢ézlimleri:

u(x,t) = 125[|n(1+b1efl)]xx, (2.5.1.12)

olarak ifade edilir.

Burada & =k X+ ki&ja(t)dt +Ww, dir.

u(x,t) =125] In(1+e” +b,e” +bb,e"=5)] (2.5.1.13)

2
XX

olup,

. k —k,)’
=k x+k’S| at)dt+w, |=1,2,eB'2:(1—2
& =kx+ko[a®dt+w (i=1,2) RN

dir.

u(x,t)=125|:|n(l+he§l +Qe§2 _{_b}e‘é +qge§l+§2+32 +ht)3e§+§z+a3 +bzb3e§2+§“>+BB +leb;e§+§z+§3+32+33+35)} ,

XX

(2.5.1.14)

seklindedir. Burada

(ki_kj)2

- —kx+ kK S[at)dt+w (i=1,2,3), % =
& =kx+K' 5[ adt+w, ( U N SS

(1<i<j<3)

dir. Boylelikle N -soliton ¢oziimler formiiliinii asagidaki gibi yazabiliriz.

N , .Nﬂi§i+z o MittiBj
u(x,t)=125{ln(z [ bt e~ )} , (2.5.1.15)

1=0,1 i=1
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Burada ¢ =kiX+k3i5J‘05(t)dt+Wi (i=1L2,...,N), ozetle Z;::m her biri i=12,...,N

(ki k)’ .
4, =0,1 tiim kombinasyonlar1 gosterir ve e = H (I1<i1<J<N) olmaktadir. Eger
i TK;

1
(2.5.1.15) denkleminde a(t)=-6 ve o = s KdV denkleminin N -soliton ¢6ziimlerini
verir [36].

Benzer sekilde lineer olmayan degisken katsayili Broer-Kaup denklem sisteminin N -

soliton ¢ozlimleri iistel fonksiyon yontemiyle bulunmustur [38].
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3. BOLUM:

3.1 Giris

Bu boliimde ilk olarak lineer olmayan diferensiyel fark denklemleri igin {istel fonksiyon
yontemi anlatilacaktir. Sonra lineer olmayan diferensiyel fark denklemlerinin 1-soliton ¢6ziimii
ile ilgili uygulamalar yapilacaktir. Daha sonra lineer olmayan diferensiyel fark denklemlerinin
tistel fonksiyon yontemiyle N -soliton ¢6ziimii anlatilacak ve bu yontemin lineer olmayan fark

denklemlerinin uygulayarak N -soliton ¢6ziimii elde edilecektir.
3.2 Lineer Olmayan Diferensiyel Fark Denklemi icin Ustel Fonksiyon Yontemi

Ustel fonksiyon metodu igin

F Uy (0:Up,, (0,0 Up,, (X),Up,, (XU, (X),

' (r) (r (r (.2.1)
unjtpk ( 2 oun+p (X)ﬁ un+p (X) 7un+p (X)) = 0

seklinde lineer olmayan diferensiyel fark denklemi ele alinirsa, ki,/ij ve C keyfi sabitler

olmak tizere:

S h
u,(x)=U()=U,, & =D kn+> Ax +cC, (3.2.2)
i=1 j=1

u,,0=U,. . )=U., &. =) knh+ p)+2/1 X, +C, (3.2.3)

seklindeki hareketli dalga doniisiimii (3.2.1) denklemine uygulanirsa

G(U,, 5 soUpep Uny sy 5o USL LU ) =0, (3.2.4)

seklinde adi diferensiyel fark denklemine elde edilir.

Bu yontemde, e, f, p ve  homojenlestirilmis denge prensibinden belirlenecek pozitif
tamsayilar, @ veb  daha sonra belirlenecek katsayilar olmak iizere, (3.2.4) denkleminin

¢Ozimu;
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3" a, exp(né)

U, (n,x,t)=U (&) == (3.2.5)
> b, exp(m&)
m=—q

seklinde aranir. Bu durumda,

e
Z ane(n(f_ld))

U (X =U, (§) = —, (3.2.6)
zbme(m(&id))
m=—(

ia e(n(§+id))
n
—f
Uy (X D) =U () = —, (3.2.7)
Zb e(m(§+id))
=-q

yazilabilir. U _(&),U, (&) veU, (&) ifadeleri indirgenmis (3.2.4) denklemde yerine

yazilarak, e"9) in kuvvetlerine gore diizenlenirse, cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu

denklem sisteminden &, ve b, degerleri bulunarak hareketli dalga ¢oziimleri elde edilebilir

[39-41].

3.3 Lineer Olmayan Diferensiyel Fark Denklemlerinin Ustel Fonksiyon Yontemiyle ilgili

Uygulamalan
3.3.1 Langmuir Lattice Denkleminin Ustel Fonksiyon Yontemiyle Coziimii

Langmuir zincirler denklemi [42]

du,(®) _

pm U, (U, — Uy ), (3.3.1.1)

ele almirsa ve (3.3.1.1) denklemine

u,(&)=u(,), &=dn+ct+c, (3.3.1.2)
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seklindeki hareketli dalga doniistimii uygulanirsa

cu'(§)=u(@)[uc+d)—u(&—d)] (3.3.1.3)

seklinde adi diferensiyel denklemi elde edilir. Homojen denge ilkesi uyarinca e = p ve f =(q

sonucu bulunur. Basitlik olsun diye e= p=1vef =q=1 alir ise (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7)

denklemleri
U&= ae” +a,+a e G314
T et b +b e o
& +d —&-d
ae"™ +a,+a e
Ui (60) === 3 (3.3.1.5)
" e +b, +b e
Ve
& —d —& +d
ae™"+a +a "
Uy, (&) == o+, (3.3.1.6)

e +b, +b e "

denklemlerine doniisir. Burada a,, &, @ ,, b, ve b, sabitleri daha sonra belirlenecektir.
(3.3.1.4), (3.3.1.5) ve (3.3.1.6) denklemlerini (3.3.1.3) denkleminde yerine yazilir ve €™ ’nin
katsayilarmin her birini sifira esitlenir, cebirsel denklem sistemi ¢oziimlenirse,

2C

a.():o, ailzal, b1=0, b0=0, al=m’ (3317)

degerleri elde edilir.

(3.3.1.4) ve (3.3.1.7) denklemlerinden asagidaki gibi yeni bir hareketli dalga ¢oziimii
bulunur.

2C
én _én
2 _ g2 & TaE

U (&)=

- : (33.1.8)
e n

Burada £ =dn+ct+c, dur.
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Ozellikle, eger a_, =1 alinirsa (3.3.1.8) denkleminden,
u, = cesch2d +cosh[2(dn+ct +c,)]—sinh[2(dn+ct +c,)] (3.3.1.9)

sonucunu verir. Bu ¢6ziim yalnizca Langmuir lattice dalga ¢oziimiidiir [43].

3.3.2 Relativistik Toda Lattice Sisteminin Ustel Fonksiyon Yontemiyle Coziimii

Simdi Relativistik Toda Lattice sistemini ele alalim.

du_(t)
# =(l-au,)(Vv, -V, ),
(3.3.2.1)
dv, (t)
dt =V, (un+1 —U,tav,, - avn—l)
Asagidaki gibi bir doniigiim alinarak,
1 1
V,=——U,—— (3.3.2.2)
o (04
(3.3.2.1) denklemi
, 1
u', ()=, +—)u,_, —u,) (3.3.2.3)
o

denklemine doniisiir. Hareketli dalga donisiimiinde U, (&) =U(¢&,), £=dn+ct+c,olup

buradan,
cU'(§)=WU (§)+$)(U (&-d)-U(S) (3.3.24)

seklinde adi diferensiyel denklemi elde edilir. Homojen denge ilkesi uyarinca e =p ve f =
sonucu bulunur. Basitlik i¢in, e=p=1vef =q=1 alimr. Boylece (3.3.2.4) denkleminin

hareketli dalga doniigiimiiniin ¢6ziimleri asagidaki gibi yazilabilir.
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ae’+a,+a e~
e +b,+bh e* ’

U()=

(3.3.2.5)

Ve

ae” " +a,+a e
e +b, +b_ e

U(E-d)=

(3.3.2.6)

seklinde yazilir. Bulunan (3.3.2.5) ve (3.3.2.6) ¢oziimleri (3.3.2.4) denkleminde yerine

yazilirsa, &, &, a,, b, ve b, i¢in denge prensibine gore bir dizi cebirsel denklemler sistemi

bulunur. Cebirsel denklem sistemleri Maple yardimiyla ¢oziilerek, asagidaki gibi iki farkli

sonug elde edilir.

1. Durum:
b (e* —1+2cae™)
=0, a, 6 =— , b, =0,
8, -1 a(l—e“) 0
(3.3.2.7)
e’ —e ™ +2cae™
b,=b,, a= —
ae " —e")
2. Durum:
d _ -d
a_ =0, aozbO(e 1+dcae )a bO:b07
1-e
(3.3.2.8)
—d —d
b, 0, a-lze toue’
ae -1

(3.3.2.5) denkleminde sirasiyla 1-2 durumlart yerine yazilir ve U, (&)=U(E),

&=dn+ct+c, kullamlarak (3.3.2.3) denkleminin genel solitary ¢oziimii sirastyla asagidaki

gibi bulunur.

e’ —e’ +2cae™ o b, (e* —1+2Ca€2d)e_§
ae™® —e%) a(l-e*")
e-+b e~

u,(&)= , (3.3.2.9)
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1-e " +cae™ o by (e’ —1+cae™)

u, (&) = ae’ -] = b, 1-e’ , (3.3.2.10)
Burada & =dn+ct+c, dir.
Ozellikle (3.3.2.9) denkleminde eger b | =1 alinirsa U, (&),

u, =—ccothd +é(c)tanh(dn +ct+c,)—sech(dn+ct+c,) (3.3.2.11)

bulunur.

Eger, (3.3.2.10) denkleminde b, =1almirsa u (&),

u,=(c —i) —c(cothd +cschd) —%(csc h(dn+ct +c,)+coth(dn+ct+c,))
a

(3.3.2.12)
s 1 1 . e
bulunur. (3.3.2.2) de belirtilen vV, =——uU, —— denkleminden dalga ¢dziimleri asagidaki gibi
(24 a
elde edilir.
c 1 1
Vv, = —cothd +—(ctanh(dn+ct+c;)—sech(dn+ct+c,))—— (3.3.2.13)
a a a
c C c
v, =——+—(cothd +cschd)+—/(csch(dn +ct+c,) + coth(dn+ct +c,))
a «a 2a
(3.3.2.14)

Buradaki sonuglar ile [44,45] deki sonuglar1 karsilastirilirsa, bazi elde edilen sonuglarin

yeni ve goriilebilir bir bezerlik oldugu soylenebilir [46].
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3.4 Lineer Olmayan Diferensiyel Fark Denklemlerinin N-Soliton Coéziimii i¢in Ustel

Fonksiyon Yontemi

Bu konuda lineer olmayan diferensiyel fark denklemlerinin N -soliton ¢oziimiinii elde

etmek icin {istel fonksiyon yontemini genelleyerek ¢oziime ulasilacaktir.

Belirli bir lineer olmayan diferensiyel fark denklemini ele alalim.

A(u,,,u. .,u .U u_.,u.,u )=0, (3.4.1)

Nt ¥t Yntto Ynxt oo Yn—12Yns Ynylo e

Ustel fonksiyon ydntemine gore diferensiyel fark denkleminin ¢dziimii asagidaki gibi

ifade edilir.
u (x,t)= Zii)lzo aileil§l 342
n '\ _z% b_ejI§1 ’ ( h )
leO h

Zipio ai eil(égl*Skl)
| o o8 343
n—s( ’ ) qu b ej1(§1*5k1) ’ ( )

5i=0 h

2,3

Un+5(X,t) = — o

qu b eh@+s)’
ji=0 " h

Burada & =kn+lx+ct+w, s,integral sayisi, @, b, k;, I, ¢, ve W, bilinmeyen
katsayilar, p, ve (, degerleri (3.4.1) denkleminde en yiiksek mertebeden lineer terim ile en

yiiksek mertebeden lineer olmayan terimin dengelenmesi sonucunda belirlenir. (3.4.2)-(3.4.4)

denklemleri 1-soliton ¢6ziimii olusturmaktadir.

Herhangi bir N >1 tamsayi1 igin, (3.4.2)-(3.4.4) genelleyerek diferensiyel fark

denklemlerinde N -soliton ¢6ziim asagidaki gibi aranir.



N o
an b ezg:1 Jgéq

=0 diha-in

Zglg@g )

|| i
|N—0 12 N

= ] N ’
R
ji=0 jh=0 j3=0" =0 Jik- JN

N .
DUTD D FH LIRSS
i =0 L iy =0 b i3=0 """ Ly =0 Hl2 I
N . b
DD I I Sl
=0 £t j,=0 £ j;=0 """ Lt =0 " di2dn

Burada &, =k n+I x+ct+w,, (g=1,2,..,N) olarak alinir.

N =2 degeri i¢in;

ZI,— z =0 "2 g]ig‘fg

u,(x,t)= —,
]ggg
z le =0 JIJZ

Z Z 2 ig(égfskg)
u X.1) = i,=0 '1'2
s (6D > g (Egmsky)

Z ZJZ—O J1]2

Z Z 3 " g (&g rskg)
Un+S(X,t) — i,=0 |||2

_ )
DEPIN S
j,=0 11 lz

¢oziimii elde edilir. Bu ¢oziim diferensiyel fark denklemlerinde 2 -soliton

olusturmak i¢in kullanilir.
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(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

(3.4.8)

(3.4.9)

(3.4.10)

¢Oziminl
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N =3 degeri i¢in;

g]g‘fg
u, (x,t) = Z"‘ Z Z L — (3.4.11)
z Z Z% Othzh o
3 g (& -sky)
U (xt)= Z Z Z % ® e (3.4.12)
0 123
P 3 goila (Sg+SKg)
U, (x,t)= 2‘1202 2'3 % (3.4.13)

. )
DI NI IN k%)
j1=0 j5=0 111213

¢oziimii elde edilir. Bu ¢oziim diferensiyel fark denklemlerinde 3 -soliton ¢dziimii olusturmak

i¢in kullanilir.

Sonra (3.4.8)-(3.4.10) denklemlerini (3.4.1) denkleminde yerine yazilir.  Ustel
fonksiyonun katsayilarinin her biri sifira esitleyip ve Maple yardimiyla hesaplama yapilir.
Denklemler kiimesinden elde edilen sonu¢ 2 -soliton ¢6ziimii verir.  (3.4.11)-(3.4.13)
denklemlerini kullanarak (3.4.1) denkleminin 3-soliton ¢6zimii elde edilir. Ayni sekilde

herhangi bir N >1 i¢in N -soliton ¢dziimiin genel formiile i¢in de uygulanabilir [47].
3.4.1 Toda Lattice Denkleminin Ustel Fonksiyon Yéntemiyle Coziimii

Asagidaki Toda lattice denklemini ele alalim.

d*x _ .
dtzn :exn—l Xn _exn Xn+1 , (3411)

Burada X, = X, (t) olmaktadir.
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Asagidaki doniisiim,
du
n=ghTh ], (34.1.2)
dt

ele almarak (3.4.1.1) denklemine uygulanirsa ve diizenleme yapilirsa,

d?u du
L= L+1({(u_,—2u +u 34.13
dtz ( dt j( n-1 n n+1) ( )

denklemi elde edilir.

1-Soliton:

Kabul edelim ki 1-soliton ¢6ziim;

&
ae
u (x,t)=———, 34.1.4
(X, 1) I+ bes ( )
gl_kl
ae
u , (xt)y=—————, 34.1.5
(%0 1+be”™ ( )
S+
ae
u .. (xt)=———7—, 34.1.6
(%D 1+bed*® ( )

olsun. Burada & =kn+cCt+w, seklindedir. Belli ki (3.4.1.4)-(3.4.1.6) denklemleri (3.4.2)-
(3.4.4) denklemlerinin bir 6zel halidir. (3.4.1.4)-(3.4.1.6) denklemlerini (3.4.1.3) denkleminde

yerine yazar, Maple kullanarak hesaplama yapilir, ayni dereceden {istel fonksiyonun

katsayilarinin her biri sifira esitlenir ise asagidaki esitlikler elde edilir.



—a +2a€e" +ac’ e’ —ae™ =0,

-ab —a’'c +ahc’ +2ahe" +2a°ce" —ahc’e" —ahe™ —a’ce™ +abc’e™ =0,
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ab’, +a’bc —ab’c’, —2ab’ €' —2a’ hce' +ab’ c’ et +ab’e™ +a’hee™ —ab’ ¢’ e =0,

ab’ —2ab’e" —ab’c’ e +ab’e™ =0
Yukaridaki denklem sisteminin ¢oziimiinden,
a, =2b, sinhﬁ, C = 2sinhﬁ
2 2
degerleri elde edilir. Bu nedenle (3.4.1.1) denkleminin 1-soliton ¢6ziimii,

Xn1—Xn _ : kl 4 egl _ Si
€ —1—2b1 Slnhz[m t —|:|n(1+b]e )lt’

seklinde bulunur.
.k
Burada & =Kk n+2sinh ?'t +W,, b,k vew, keyfi sabitlerdir.

2-Soliton:
Kabul edelim ki 2 -soliton ¢6ziim,

aloegl +a01e§2 +a11e‘fl+§2

u (x,t)=
"7 1+4Dbed +he® +hedte’
Sk &k, &+&-ki—k;
a e +a, e +a, e
U, (x,t)= 0 Ek D &k N E1E Kk, °
1+ble1 1+b2e2 2+b3e1 2 ~K =Ky
S+k &+ky Si+8 ki +k,
a e +a,t +a, e
un+l(x’t): 10 aOl 11

& +k & +k S+&E+K +k, ?
1+be"™ +be=" +bes """

(3.4.1.7)

(3.4.1.8)

(3.4.1.9)

(3.4.1.10)

(3.4.1.11)
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olsun. Burada & =kn+ct+w (i=1,2) dir. Acik¢a (3.4.1.9)-(3.4.1.11) denklemleri (3.4.8)-

(3.4.10) denklemleri ile aym formdadir. (3.4.1.9)-(3.4.1.11) denklemlerini (3.4.1.3)

denkleminde yerine yazilir ve yukaridaki gibi benzer islemler yapilarak asagidaki degerler elde

edilir.
.k .k,
a,, =2b,sinh—, a, =2b,sinh—=,
2 2
(3.4.1.12)
B, .. K . Kk,
a,, =2bb,e" (sinh—++sinh =),
2 2
B ko
b, =bbe™, c = 2smh5 (i=1,2),
(3.4.1.13)
sinh? @
eBIZ — s
sinh? @
Boylece (3.4.1.12) ve (3.4.1.13) yardimiyla (3.4.1.1) denkleminin 2 -soliton ¢dziimii
asagidaki gibi bulunur.

b, sinh Kigd s b, sinh Koga ) bb, (sinh K 4 sinh ﬁ)eﬁ'*fﬁf‘lz
eX,Han _1 — 2 2 2 2 2

1+be” +be> +bbed ="

= In(1+be” +b,e” +hb,et =) ] | (3.4.1.14)

t

.k :
Burada & = kin+281nh5't+Wi (i=12), b, b, k, Kk, w vew, keyfi sabitler, e

ifadesi de (3.4.1.13) de tanimlidur.



3-Soliton:

Kabul edelim ki 3 -soliton ¢oziim,

fl,n (5196823983)

b =— ’
u, (x,t) TN
U, (X, 1) = le’nfl(ggl’é’és) ,
f5n(8,6,8)

0 (1) = ne(61:62:63)

f 22,n+1 (661 > §2 > 683) ,

olsun. Burada & =kn+ct+w, (i=1,2,3) ve

dir.

fl,n (‘fl’ 62963) = a100€§l + a01oe§2 + a001e§3 + a‘llOe§l+§2

G163 263 GH6+&
+a,€e"" " +4a,,e” > +a,€e"""",

fZ,n (é:] ) 529 §3) = 1 + bleé1 + bzeg2 + b:;ei3 + b4e§1+§z

+h,e""® +he™ +h e,

—k —k —k —k,—k
fl,n—l (51’52753) = a-10065l ] +a010e52 P+ a001e§3 ’ +a”0e§,+§2 b

&+&—k -k &+E -k, —k & +E+& K —ky —k;
+a10161 37K 3+a0”ez 37Ky 3+a1”el 2T63 7K =Ky z’

f2,n—l (é:l’ 52’53) =1+ bleffl*kl + b2e§2*k2 + bsefs—ks + b4e§1+§z*k1*k2

& +& -k —k &+& -k, —k & +& +& -k —k, -k
+b5e1 37K 3+b6e2 37Ky 3+b7e1 2 o3 =K =Ky 3,

+k; +k,

_ & +k & +k &+k E+E
fl,n+1(§1’§2’§3) - a100e s +a()1oe P +a001€ e +a110e b

+&3 4k, +&, +&3+k; +Ky +K3

& +ki & +&3+K, +kq &
+aIOIe' *+a011e2 3T *+ame1

f2,n71 (&,6,,8) =1+ ble§1+kl + bzegﬁk2 + bseé+k3 + b4e§1+‘§2+k1+k2

&+&+k +k & +E+k,y +k & +&E +&+k +k, +k
_+_bse| 3K 3+b6ez 31Ky 3+b7e1 PR A bS] 3,

b
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(3.4.1.15)

(3.4.1.16)

(3.4.1.17)
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Acikca gorildiigii gibi (3.4.1.15)-(3.4.1.17) denklemleri (3.4.11)-(3.4.13) denklemleri
ile aynm1 formdadir. (3.4.1.15)-(3.4.1.17) denklemlerini (3.4.1.3) denkleminde yerine yazilir ve

benzer islemler yapilarak asagidaki degerler elde edilir.

8, =2b, sinh%, 8,0 = 2b, sinh%, 8y, = 2D, sinh%, (3.4.1.18)
B, KooK By KooK
a,,, =2bb,e (smh; +sinh ?), a,,, =2bb,e™ (s1nh5 +sinh ?), (3.4.1.19)

Q= 2b2bseBZ3 (Sinh% +sinh %),

(3.4.1.20)
B, +B;;+B . kl . k2 . k3
a,,, = 2bb,b,e™> """ (sinh 1+ sinh —= + sinh =),
2 2 2
b, =bb,e®, b, =bb,e®, b, =bbe®, b, =bbbe? B (3.4.1.21)
k. —K.
K sinh* -
¢ =2sinh— (i=123), e¥=——2_ (I<i<j<3) (3.4.1.22)
2 2 ki +K;
sinh™ ——

(3.4.1.18)-(3.4.1.22) degerlerini (3.4.1.1) denklemde yerine yazilirsa 3 -soliton ¢oziim asagidaki

gibi bulunur.

e —1=[In(1+be" +b,e” +h,e” +bb,eT " 1 hhes s

b b §2+§3+B23 b b b §1+§2+§3+BIZ+BIS+BB (34123)
+0,0,€ +0,0,0,€ )]m

Burada ¢ :kin+2sinh%t+wi (i=1,2,3), b,b, b,k,k, Kk, w,w, vew, keyfi

sabitler, By (1<i< J<3) degeri, (3.4.1.22) de tanimlidur.
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N >4 durumun da benzer sekilde islemler yapilmaya devam edilirse N -soliton
¢oziimler elde edilir. Bu benzer islemler en yiliksek mertebeden lineer olmayan {istel
fonksiyonlarini sifira esitledigimizde denklem daha basit hale gelmektedir. (3.4.1.8),(3.4.1.14)
ve (3.4.1.23)deki elde edilen ¢oziimleri analiz ederek N -soliton ¢oziimlerin genel formiili

asagidaki gibi elde edilir.

N N
eanl—Xn 1= |: In[ Z Hb#iiezizlﬂiéﬁzlgiqm#iﬂjBu' ]:| , (3'4.1'24)

#=0,1 i=1 it

Burada ozetle Zﬂ:m her biri i1=12,..,N i¢in 2 =0,1 tim kombinasyonlari

_ (ki _kj)2
(ki +k;)?

k. ' L
gosterir, & = kin+ 2Sinh5't +W, e (< 1, )=12,...,N) olmaktadir. Eger

b, =b, =b, =1 almir ise (3.4.1.24) ile gosterilen ¢6ziim ile [41] da bulunan sonucu birbirine

benzerdir.
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4. BOLUM

4.1 Giris

Bu boliimde yapilan tez galigmasindan elde edilen sonuglar ve Oneriler ayrintili bir

sekilde verilmigtir.

4.2 Sonug ve Oneriler

Bu tezde lineer olmayan farkli KdV denklemlerinin tam ¢6ziimleri iistel fonksiyon
yontemiyle bulunmustur. Ayrica lineer olmayan olusum denklemlerinin 1-soliton, 2-soliton, 3-
soliton ve bu yontemi daha da genellestirerek N -soliton ¢oziimleri elde edilmistir. Boylece

N -soliton ¢oziimlerin varligi da denklemin integrallenebilir oldugunu gostermektedir.

Benzer sekilde iistel fonksiyon yontemi farkli lineer olmayan kismi tiirevli denklemlere,
denklem sistemlerine ve diferensiyel fark denklemlerine de uygulanabilir. Elde edilen sonuglar
literatiirdeki sonuglarla karsilastirilabilir. Bu sonuglar baz1 miithendislik ve fiziksel problemlerin

¢Oziimleri icin temel teskil edecektir.

Bu tez ¢alismasindaki tim hesaplamalar MAPLE paket programi ile yapilmistir. Yine
MAPLE paket programi yardimiyla alt programlar yazilarak farkli denklemlerin ¢éztimleri elde
edilebilir. Yapilan literatiir caligmalarinda denklemlerin ¢oziimleri i¢in kullanilan program
kodlar1 ¢ogunlukla agik sekilde verilmemektedir. Bu nedenle yazilacak olan alt programlarla

buna aciklik getirilebilir.

Ustel fonksiyon yontemi ile elde edilen ¢dziimlerin, tanh ve siniis-cosiniis

yontemlerinden daha genis ¢6ziimlere sahip oldugu soylenebilir.
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