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HAMILTONIAN SISTEMLER ICIN AYRIK ZAMANLI DAYANIKLI
KONTROLOR TASARIMI

OZET

Bu doktora c¢alismasi kapsaminda; Ilk olarak, toplu-parametreli Hamiltonian
sistemlerin, dogrudan ayrik kontrolor tasarim yontemleri gelistirmeye elverisli ayrik
zamanlt modelinin eldesi i¢in, sistemin siirekli modelinin bilindigi varsayilarak ve
ayrik-gradyan kavramui ile ileri Euler ayriklastirmasi kullanilarak gradyan temelli bir
yontem gelistirilmistir. Ug farkli yeni ayrik-gradyan ifadesi onerilmis ve bu
gradyanlar kullanilarak elde edilen ayrik zamanli modeller verilmistir. Bu modellerin
bazi kosullar altinda enerji korunumlu olduklar1 ve simplektik fark sistemi
(simplectic difference system) tanimladiklar1 gosterilmistir. Ayrica, tiiretilen
modeller, kayipli ve kayipsiz iyi-bilinen c¢esitli Hamiltonian sistemler ig¢in
benzetimler yapilarak smanmistir. Benzetim sonuglari, bu caligmada tiiretilen
modellerin, dogrudan sayisal kontrol tasarim yontemleri gelistirme amaciyla
kullanilabilecegini gostermistir.

Daha sonra, siirekli Hamiltonian sistemler i¢cin gelistirilmis olan ve PBC (Passivity
Based Control) teknigi olarak bilinen yontemin, dogrudan ayrik zaman karsiligi n-
serbestlik dereceli mekanik sistemler i¢in elde edilmistir. Dogrudan ayrik zaman
tasarim yonteminde, enerji bicimlendirme ve sonliim atama islemlerini yapan kontrol
kurallari, agik ¢evrimli ve istenen kapali gevrimli sistemlerin ayrik zamanli modelleri
- bu tez ¢alismasinda Onerilen yontemle elde edilen - kullanilarak tiiretilmistir. Bu
tezde, sadece eksik-siiriilmiis sistemler igin kontrol kurallari tiiretilirken, istenen
kapali ¢evrimli sistemin siirekli modelinin bilindigi varsayilmistir. Eksik siirtilmiis
sistemler olarak araba-sarkag ve top-¢ubuk sistemleri ile tam siiriilmiis sistem olarak
cift sarkac¢ sistemi i¢in benzetim yolu ile kontrol uygulamalar1 yapilarak onerilen
yontemin basaris1 sinanmistir. Benzetimlerde kullanilan 6rnekleme periyotlar: igin,
ayrik kontrolor siirekli kontrolore ¢ok yakin bir basarim gostermis, siirekli
kontroloriin emiilatorii ise kapali ¢evrim sistemi kararsiz yapmistir. Ayrik kontrol
kurallarinin  hesap karmasikligi hemen hemen emiilatoriin ki ile ayni mertebeden
oldugunu vurgulamak yerinde olacaktir.

Ardindan, n-serbestlik dereceli mekanik sistemler i¢in ayrik zamanli bozucu bastirma
problemi ele alinmis, sistemin ayrik zamanli Hamiltonian modeli i¢in problemin
formulasyonu yapilmis ve problemin ¢oziim kosulu bir teorem ile verilmistir. Genel
dogrusal olmayan sistemler i¢in problemin ¢dzlimiiniin varlik kosulu, Hamilton-
Jacobi-Issacs (HJI) kismi diferansiyel esitsizligi bi¢iminde verilirken, Hamiltonian
sistemler i¢in problemin ¢dziimiiniin varlik kosulu, daha kullanigh bir kosul olan
cebirsel bir HJI esitsizligi biciminde elde edilmistir. ilgili teorem kullanilarak elde
edilen kontrol kuralinin basarisi, ¢ift sarkac sistemi {izerinde, benzetim yolu ile
uygulanarak smanmistir. Benzetim sonuclari, bu calismada onerilen ayrik kontrol
kuralinin, emiilator kontrol kuralina gore daha basarilt oldugunu gostermistir. Segilen
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ornekleme zamani i¢in emiilatdr kontrol kurali kapali ¢evrimli sistemi kararsiz
yapmuistir.

Bu doktora g¢alismasinda, parametrelerinde belirsizlik i¢eren n-serbestlik dereceli
mekanik sistemler i¢in ayrik zamanli dayanikli bozucu bastirma problemi de ele
alimmastir. n-serbestlik dereceli sistemlerin dayanikli kontrol probleminin, 6zel bir
kontrol yapis1 kullanildiginda, bozucu bastirma problemine indirgenebildigi
gosterilerek, dayanikli bozucu bastirma probleminin dogrudan ayrik tasarimla
¢coziimii bir yeter kosulla verilmistir. Problemin ¢6ziimiiniin varligina iliskin yeter
kosulun, parametre belirsizlikleri géz ard1 edilerek yapilan bozucu bastirma problemi
icin elde edilen yeter kosuldan daha siki oldugu gosterilmistir. YOntemin ¢ift sarkag
sistemine uygulanmasina iliskin yapilan benzetimlerde, belirsizlikler goz ardi
edilerek yapilan tasarim sonucu elde edilen kontrol kuralinin kapali ¢evrimli sistemi
kararsiz yapabilecegi gézlenmistir.

Ayrica, Navarro-Lopez (2002a) tarafindan, genel dogrusal olmayan sistemlerin yerel
kararlilik probleminin ¢dziimii i¢in sunulmus olan, kayipli olma kuramina dayanan
yontem, Hamiltonian sistemlerin ayrik zaman modelleri kullanilarak yeniden
yazilmistir. Bu sonug, ayrik zamanli PBC tasarimi ile elde edilen sonugla
karsilastirilmistir. Elde edilen kontrol kuralinin, PBC tasarimui ile elde edilen séniim
atama kontrol kurali ile ayn1 oldugu goriilmiistiir. Ayrica, Navarro-Lopez (2002a)’in
sunmus oldugu kayipli olma tanimi, bozucu bastirma probleminin ¢oziimii i¢in de
kullanilmis ve daha 6nce elde edilen yeter kosuldan daha kullanigh bir kosul elde
edilmigtir. Sistemin parametrelerinin bir kosulu saglamasi durumunda basit bir
cebirsel hesap ile kontrol kuralinin insaasinin olanakli oldugu gosterilmistir.

Son olarak, gezer kopriilii vinglerde yiikiin konumlandirilmasi ve koprii hareketinden
kaynaklanan salinimin azaltilmasi problemi i¢in bu ¢alismada 6nerilen PBC yontemi
ile dogrudan ayrik zamanli kontrolor tasarimi ve gergegine uygun insa edilmis bir
gezer ving diizenegi tizerinde, ulasilabilir ticari endiistriyel donanimlar ile uygulama
yapilmistir. Deney sonuglari, onerilen ayrik zamanli PBC yonteminin, yiikii hedef
noktaya kontrolsliz duruma gore sistem hizini azaltmadan gotiiriip, hedef noktaya
ulastiktan sonra olusan salinimlar1 6nemli 6l¢iide azalttigin1 gostermistir.
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DISCRETE-TIME ROBUST CONTROL OF HAMILTONIAN SYSTEMS

SUMMARY

The problem of discrete-time modelling of the lumped-parameter Hamiltonian
systems is considered and a novel gradient-based method is presented considering
the discrete gradient concept and the forward Euler discretization under the
assumption of the continuous Hamiltonian model is known. It has been proven that
the proposed discrete-time model defines a symplectic difference system and has the
energy conserving property under some conditions. In order to provide alternate
discrete time models, three different discrete-gradient definitions are given. All
models are considered for several well-known Hamiltonian systems and tested by
simulations. The results are demonstrated that all these models are convenient to
utilize for discrete-time controller design purposes.

After then, the direct discrete time control of the Port Controlled Hamiltonian
Systems (PCHS) in the sense of energy shaping and damping injection is considered.
The discrete-time counterpart of PBC technique is developed for n-degree of
freedom mechanical systems using this proposed discrete-time model. The discrete-
time control rules which correspond to potential energy shaping and damping
assignment are designed directly using the discrete time model of the desired system
and the discrete time model of the open loop systems. The performance of the
proposed method is applied to under-actuated card-pendulum and ball-beam systems
and fully-actuated double pendulum systems and its performance is tested by
simulations. The simulation results showed that the discrete control rule has almost
same performance with the continuous controller, however, the emulator controller
destabilizes the closed loop system. Besides, the computational complexity of
discrete controller is similar to the complexity of the emulator.

Next, the discrete-time disturbance attenuation problem for the n-dof freedom
mechanical systems is investigated. The problem is formulated for the discrete-time
Hamiltonian model of the system and a sufficient condition on the existence of the
solution is given as a theorem. While, the existence of the solution of the problem for
the general nonlinear system is given as a HJI partial differential inequality in
litrature, it has been shown in this study that the existence condition of the solution
of the problem for the Hamiltonian systems can be reduced to an algebric HJI
inequality which is a more feasible condition. The performance of the controller
obtained by utilizing the theorem presented in this dissertion is tested by simulations
on the double pendulum system. Simulations results demonstrated that the controller
obtained using the method developed in this paper has better performance than the
emulator controller for sampled data Hamiltonian systems. The emulator controller
unstabilizes the system for the considered sampling period.

Furthermore, the discrete-time robust disturbance attenuation problem for n-dof
mechanical systems with energy function uncertainty is considered. First, it is shown
that the robust control problem of the n-dof mechanical systems can be reduced to
the disturbance attenuation problem when a specific type of control rule is used.
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Then, the solution of robust disturbance attenuation problem via direct-discrete time
design is given as a sufficient condition. This suficient condition is more strict than
the one which is obtained when the uncertainties is ignored. Also, the simulations
verified that the control rule which is designed ignoring uncertainties makes the
closed loop system unstable.

Furthermore, the method presented by Navarro-Lopez (2002a) for the solution on
the stability problem of general nonlinear systems, which is based on dissipativity
theory, is rewritten for the discrete-model of Hamiltonian systems proposed this
dissertation. The result is compared with the damping injection control rule obtained
by the discrete-time PBC design and it is seen that both control rule is same.
Besides, the dissipativity definition presented by Navarro-Lopez (2002a) is utilized
for the disturbance attenuation problem of Hamiltonian systems. A more feasible
new result is obtained. It is shown that, due to this new result, the construction of the
control rule is possible by a simple algebraic computation.

Finally, the problem of precise positioning of the load and reducing the oscillations
arise from the movement of the bridge or trolley, in the industrial overhead crane
systems is considered. For the solution of the problem the discrete-time PBC
method proposed in this study is utilized. The implementation and experiments are
carried out with standard technological equipments on the mechanism which is built
in the context of this study at the ratio of 1/20 according to original industrial
overhead crane systems. The experiment results demonstrated that the controller
obtained via the discrete-time PBC method render the correct positioning of the load
as fast as uncontrolled case and considerably reduce the oscillations after reaching
the destination point.
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1. GIRIS

Mekanik ve elektrik alt sistemlerin birlesiminden olusan karmasik sistemlerin
modellenmesi, analizi ve kontrolii, sistem-kontrol bilimi ve miihendisliginin énemli
calisma konularindandir. Bu tiir sistemler, dogalar1 geregi dogrusal olmayan
karmagik dinamiklere sahiptir. Dogrusal olmayan sistemlerin oldukca genel bir
smifina iliskin analiz ve kontrol yontemleri, dogrusal sistemler i¢in izlenen yoldan
gidilerek gelistirilmeye calisilmistir. Kontrol edilebilirlik, gbzlenebilirlik gibi temel
tanim, kavramlar ve analiz teknikleri acisindan olduk¢a basarili sonuclar elde
edilmesine ragmen kontrolor tasarimi konusunda elde edilen sonuglarin tatminkar
oldugunu soylemek zordur. Gelismenin en fazla oldugu alan kararlilik olmasina
ragmen, genel kararli kilma teknikleri bile ancak dogrusal olmayan sistemlerin bazi
6zel smiflar1 icin verilebilmistir. Bunun sebebi, tiim dogrusal olmayan sistemler icin
gecerli bir teknik gelistirmek amaglandiginda, bu karmasik dinamikleri yekpare bir
calisma zeminine yerlestirmenin zorlugudur. Dogrusal olmayan sistemler igin,
dogrusal sistemlere iligkin tasarim tekniklerinin esnekligine sahip bir tasarim teknigi
gelistirebilmek i¢in iyi-tanimlanmis bir yapr ile tasarima baslamak ve sonra bu siif
sistem i¢in genel bir tasarim tekni8i gelistirmek gerekir (Ortega ve dig.,1998).
1990’larda, 1yi tanimlanmis dogrusal olmayan sistem sinifi olarak, Euler-Lagrange
ve esdeger olarak Hamiltonian sistem sinifi secilmis, bu sistemlerin i¢ baglanti, kayip
ve enerji fonksiyonlarini degistirerek basta sistemi kararli kilma teknikleri daha sonra
da ¢esitli kontrol amaglarin1 yerine getiren kontrol kurali insaa yontemleri

gelistirilmistir (Ortega ve dig.,1998; Van der Schaft, 2000).

Hamiltonian sistemlerle, cogunlukla dogrusal olmayan genis bir sinif fizik sistemin -
elektrik, elektro-mekanik, robotik ve karmasik sebeke sistemleri v.d.- matematik
modeli olarak karsilagilir. Siirekli Hamiltonian sistemlere iliskin temel teoriye
Marsden (1992), Meyer ve Glen (1992), Van der Schaft (2000), kitaplarindan ve

buralarda belirtilen kaynaklardan ulasilabilir.

Serbest sistem modeli Hamiltonian sistem yapisinda olan sistemlere, kontrolor

tasarlamak amaciyla, uygun bir yapt -kap1 yapisi- lizerinden giris ve ¢ikis



degiskenleri eklenir, elde edilen bu yeni sisteme kap1 kontrollii Hamiltonian (Port-
controlled Hamiltonian (PCH)) sistem ad1 verilmektedir. Literatiirde, bu sistemlerin
analizi ve kontroliine iliskin ¢ok sayida c¢alisma vardir, 6rnek olarak Van der Schaft,
(2000), Ortega ve dig., (2002), Ortega ve Garcia-Canseco, (2004) verilebilir.

Dogrusal olmayan sistemlerin davranisini, 6zellikle kararliligini, incelemek igin,
dogrusal sistemlerde kullanilan araglar yetersiz kaldigindan, sistemin enerjisinin
zamana gore degisimi, kayipli olma (dissipativity) ve kayipli olmanin 6zel durumu
olan pasif olma (passivity) kavramlarina dayanan yeni teknikler gelistirilmistir.
Sistemlerin  giris-cikis ve i¢ davramisi, kayipli olma kavrami ve enerji
fonksiyonlarmin o6zellikleri ile  iliskilendirilebilir. Sistemin Hamitonian modeli,
dogrusal olmayan sistemlerin kararlilik analizi i¢in gerekli olan Lyapunov
fonksiyonunu ve kararli kilma probleminin ¢6ziimii i¢in gerekli olan kayip
fonksiyonunu, yapisi geregi igerir. (Byrnes ve Lin, 1994, Lin ve Byrnes, 1995a; Lin
ve Byrnes, 1995b; Lin ve Byrnes, 1995c; Lin ve Byrnes, 1995d; Sengor, 1995; Pavel
ve Fairman, 1997; Goknar ve Sengér, 1998; Isidori ve Lin, 1998; Van der Schaft,
2000; Navarro-Lopez, 2002a; Laila ve dig., 2002; Lewis, 2004).

Kapi-kontrolli Hamiltonian sistemlerin kararli kilinmast ve konum kontrolii i¢in
pasif olma temelli kontrol (Passivity-based Control (PBC)) teknikleri gelistirilmistir.
PBC yaklagimi, hem Euler-Lagrange ve hem de PCH sistemlerin kontrolii igin
sunulmus gii¢lii bir tasarim metodudur (Ortega, ve dig., 1998). PBC tekniginin temel
ilkesi; sistemin enerji fonksiyonunu istenen bigime getiren kontrol kuralin1 ve bu
fonksiyonun minumum oldugu degerde sistemi asimptotik kararli kilan — soniim
atama- kontrol kuralini, birbirlerinden bagimsiz olarak tiiretmek olarak 6zetlenebilir.
Literatiirde, siirekli Hamiltonian sistemler i¢in enerji bicimlendirme ve séniim atama
ilkelerine dayanan kontrol yontemleri iizerine cesitli calismalar bulunmaktadir
(Ortega ve Spong, 2000; Gomez-Estern, 2001; Ortega ve dig., 2002a; Ortega ve dig.,
2002b; Ortega ve dig., 2004; Acosta ve dig, 2005; Viola ve dig., 2007; Sandoval ve
dig., 2008).

Gilinltimiizde, sayisal islemci teknolojilerindeki gelismeler sonucu, bilgisayarli kontrol
sistemleri miithendislik uygulamalarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu nedenle,
dogrusal olmayan sistemler i¢in ayrik zamanli modelleme, analiz ve kontrol
yontemlerinin gelistirilmesi 6nemli olmustur. Ayrik zamanli dogrusal olmayan

sistemler ile ilgili ¢esitli ¢aligmalar bulunmaktadir; Bunlardan bazilari, kayipsiz olma



(losslessness), geribesleme esdegerligi (feedback equivalance)  kavramlarina
dayanan, ayrik zamanl sistemlerin global kararlilig1 tizerine yStemler igermektedir
(Byrnes ve Lin, 1994; Lin ve Byrnes, 1995b; Sengor, 1995; Goknar ve Sengor, 1998;
Navarro-Lopez, 2002a; Navarro-Lopez ve dig., 2002b). Bazilar1 ise, sistemlerin tam

(exact) ayrik zaman modelleri kullanilarak, siirekli sistemler i¢in gelistirilmis H

kontrol tekniklerinin ayrik zamanli esdegerlerinin tiiretilmesine iliskindir (Lin ve
Byrnes, 1994; Lin ve Byrnes, 1995c; Lin ve Byrnes, 1996). Dogrusal olmayan
orneklenmis-veri sistemlerinin kararlilik problemleri {izerine kapsamli ¢aligmalar ve
bu sistemlerin yaklasik modelleri kullanilarak elde edilen sonuglar literatiirde yer
almaktadir (Nesic ve dig., 1999; Teel ve Kokotovic, 1999; Nesic ve Angeli, 2002;
Nesic ve Teel, 2004).

Ideal olarak, siirekli bir Hamiltonian sisteme iliskin ayrik zamanli modelin
Hamiltonian sistemlerin belirleyici 6zellikleri olan enerji korunumlu ve simplektik
olma Ozelligini korumast beklenir (Shibberu, 1997). Matematik literatiirde cesitli
amaglar icin ayrik Hamiltonian sistemler lizerine ¢alisilmistir. Bu c¢alismalarin bir
bolimiinde, ayrik Hamiltonian sistemler, simplektik fark sistemleri (symplectic
difference systems) ya da ayrik simplektik sistemler (discrete symplectic systems)
baslig1 altinda degerlendirilmis ve ¢esitli incelemeler yapilmistir (Kratz, 2003;
Hilscher ve Zeidan, 2003; Shi, 2006; Bohner, 1996). Bu konu ile ilgili ¢aligmalarin
diger boliimi ise, standart entegrasyon yontemlerinin yetersiz kalmasi nedeni ile
Hamiltonian sistemlere uygun sayisal entegrasyon yontemleri gelistirme iizerinedir.
Bu entegrasyon yontemlerinin incelemesinin yapildigi, en kapsamli c¢aligmalardan
biri olarak (McLachlan ve dig., 1998) verilebilir. Ayrica, Hamiltonian sistemlerin
dinamiklerini yliksek dogrulukta betimleyen, islemsel olarak dayanikli algoritmalar
gelistirme konusunda da ¢esitli ¢alismalar vardir (Gonzalez, 1996; Marsden ve
West, 2001; Sanz-Serna ve Calvo, 1994; Stuart ve Humphries, 1996). Bu
algoritmalar1 temel alarak elde edilen ayrik zamanli modellerin ¢ogu, kontrolor

tasariminda kullanilamayacak kadar karmasiktir.

Kontrol literatiiriinde ise, Hamiltonian sistemlerin yaklasik ayrik zamanli bir
modelini kullanarak, dogrudan ayrik zamanli PBC (Passivitiy Based Control)
kontrol yontemi sunan, bilindigi kadar1 ile, yegane ¢alisma Astolfi ve Laila
tarafindan yapilmistir (Laila ve Astolfi, 2005; Laila ve Astolfi, 2006a; Laila ve

Astolfi, 2006b). Bu calismalarda kullanilan ayrik zamanli model, ileri Euler yontemi



ile elde edilmis ¢ok yaklasik bir modeldir. Hamiltonian sistemlerin degismezleri
olan, enerji korunumlu olma ve simplektik olma 6zelliklerine sahip degildir (Laila,
2004; Laila ve Astolfi, 2006a). Kap1 kontrollii Hamiltonian sistemlerin ayrik zamanli
modellinin elde edilmesi i¢in bir bagka yaklasim ise, modellemeyi dogrudan ayrik

seviyede ele alan, Talasila ve dig. (2006) tarafindan sunulmus ¢alismadir.

Hem dogrusal hem de dogrusal olmayan sistemler i¢cin 6nemli kontrol miithendisligi
problemlerinden olan, bozucu bastirma ve belirsizlikler altinda dayanikli kontrol6r

tasarimi problemlerinin ¢éziimiinde, H_ kontrol yaklagimi kullanilmaktadir (Astolfi

1993; Isidori, 1994; Isidori ve Astolfi, 1992; Isidori ve Kang, 1995; Isidori ve Lin,
1998; Van der Schaft, 1991; Van der Schaft,1992a; Van der Schaft 1992b; Lu ve
Doyle, 1994a; Pavel ve Fairman, 1997; Yung ve dig., 1996; Yung ve dig., 1997,
Yung ve dig., 1998; Lu ve dig., 1996; Lu ve dig., 2000; Lee ve Smith, 2000; Ezal ve
dig., 2001; Djoudi ve Zames, 2002; Ito ve Jiang, 2004; Wu ve Lee, 2004,
Saengdejing ve Qu, 2005; Wu ve dig., 2006; Fu ve dig., 2006). Dogrusal sistemler

icin  H_ kontrol problemlerinin hemen hemen tiimiiniin matematiksel olarak

¢Oziilmiis oldugu sdylenebilir, ¢oziilmemis olanlarin biiyiik bir cogunlugu endiistriyel
uygulamalardan gelen gereksinimleri karsilamak {izerinedir; 6rnegin diisiik mertebeli
kontroldr tasarimi, var olan ¢oziimlerin zaman gecikmeli sistemlere uyarlanmasi

problemleri gibi. Siirekli dogrusal olmayan sistemlerin H_ amag odlgiitii ile yerel

bozucu bastirma problemi ayrintili olarak incelenmistir ve bu konuda Isidori ve
Astolfi (1992), Isidori ve Kang (1995), Shen ve Tamura (1995), Lu ve dig. (2000)

kaynaklarina bagvurulabilir. Siirekli Hamiltonian sistemler i¢in baz1 H_ kontrol

problemleri Xi ve Cheng, (2000), Mei ve dig. (2005) gibi calismalarda tanimlanmig
ve bu problemlerin ¢Ozlimiiniin varliginin yeter kosullar1 verilmistir. Bozucu
bastirma problemi, genel olarak sistemin L, kazanci ile karakterize edilir ve genel
dogrusal olmayan sistemler i¢in problemin ¢oziimiine iliskin varlik kosullari,
¢ozlimleri hayli zor olan, Hamilton-Jacobs-Issacs (HJI) kismi diferansiyel esitsizligi
ile verilir. Oysa sistem, Hamiltonian sistem olarak modellenebiliyorsa, aym
problemin ¢oziimiinlin varlik kosullari, ¢oziimleri daha kolay olan, cebirsel HJI

esitsizligi olarak elde edilebilmektedir.

Ayrik zamanli dogrusal olmayan sistemlerde bozucu bastirma problemli ile ilgili

temel calismalar, Lin ve Brynes (1994), Lin ve Brynes (1995c), Lin ve Brynes



(1996)’a aittir. Lin ve Brynes’in (1996)’da verdigi durum geri beslemesi ile bozucu
bastirma probleminin ¢oéziimiiniin varlik kosulunun kullanilabilmesi i¢in, iki adet
kismi diferansiyel esitlikleri ile birlikte ayrik zamanli bir Hamiltonian-Jacobi-lsaacs
esitliginin ¢oziilmesi gerekir. Bu varlik probleminin tam ¢oziimiinii elde etmek
oldukea gii¢ oldugundan, Lin ve Brynes (1996), literatiirde ¢esitli yaklasik ¢oziimler
onerilmistir (Huang, 1999; Deng ve Huang, 2003). Literatiirde, bilindigi kadar ile,
ayrik zamanli Hamiltonian sistemler i¢in bozucu bastirma problemine ve herhangi

bir ¢6zlim Onerisine rastlanmamustir.

Bu doktara ¢alismasinda yapilanlar ve elde edilen sonuglarin sunulmasinda izlenen

yol soyle 0zetlenebilir;

Boliim 2’de dogrusal olmayan sistemlerin kararliligi ve kontrolii i¢in kullanilan

kayipli olma, pasif olma, kayipsiz olma gibi tanimlar ile H_ optimal kontolor

tasariminda yararlanilmis olan temel kavramlar ve Hamilton sistemlerin 6zellikleri

verilmistir.

Boliim 3’de, siirekli modeli ve enerji fonksiyonu verilen Hamiltonian sistemlerin
dogrudan sayisal kontrol tasarimina uygun ayrik zamanli bir modelinin elde edilmesi
i¢in bir yontem Onerilmistir. Gelistirilen yontem, gradyan temelli olup, yine bu tez
caligmasinda Onerilen {i¢ ayr1 ayrik-gradyan ifadesi ve tlirev operatérii i¢in ileri Euler
ayriklastirmast kullanilarak tiretilmistir (Yal¢in ve Goren-Siimer, 2007; Goren-
Stiimer ve Yalgin, 2008). Bu yontem kullanilarak elde edilen modelin, hangi kosullar
altinda bir simplektik fark sistemi tanimladig1 ve enerji korunumlu oldugu iizerine bir
analiz yapilmistir. Onerilen {i¢ ayrik-gradyandan biri, Quadratic Approximation
Lemma, Diewert (1976), kullanilarak tiiretilmistir ve herhangi bir kisit olmaksizin
tiim enerji fonksiyonlar1 i¢in kullanilabilme ozelligindedir. Onerilen {i¢ ayrik-
gradyan kullanilarak, Hamiltonian sistemler i¢in ii¢ ayr1 ayrik zamanli model elde
edilmistir. Onerilen modellerin sznanmas1 amaciyla, kayipli ve kayipsiz iyi bilinen
cesitli Hamiltonian sistemlerin  ayrik zamanli modelleri tiiretilmis, benzetimler

yapilmis ve benzetim sonuglar1 karsilagtirmali olarak verilmistir.

Boliim 4°de, kap1 kontrollii siirekli Hamiltonian sistemler igin gelistirilmis olan i¢
baglant1 ve soniim atama ile pasif olma temelli kontrol (IDA-PBC) tekniginin, ayrik
zamanl karsihigr tiiretilmistir (Goren-Siimer ve Yalcin, 2008; Yal¢in, ve Goren-

Stimer, 2009a). Enerji bi¢cimlendirme ve soniim atama islemlerine karsit diisen



kontrol kurallari, agik ¢evrimli sistemin ve istenen kapali ¢evrimli sistemin bu tez

calismasinda Onerilen ayrik zaman modelleri kullanilarak elde edilmistir.

Boliim 5°de, dogrusal olmayan H_ optimal kontrol yaklasimina iliskin bir literatiir

Ozeti verildikten sonra, Once belirsizlik icermeyen Hamiltonian-sistemlerin ayrik
zamanli kontrol kurali ile bozucu bastirma probleminin ¢6ziimiine iliskin varlik
kosullar, arkasindan belirsizlik iceren Hamiltonian sistemler i¢in ayrik zamanlh
dayanikli bozucu bastirma probleminin ¢dziimiine iligkin varlik kosullart tiiretilmistir

(Yal¢in ve Goren-Siimer, 2008; Yal¢in ve Goren-Siimer, 2009b).

Bolim 6°de, genel dogrusal olmayan sistemler igin Navarro-Lopez (2002a)’da
Onerilen kararli kilma yoOnteminin, Hamiltonian sistemlerin ayrik modelleri
kullanilarak yeniden yazilmasiyla elde edilen sonuglar incelenmis, Bolim 4’de elde
edilenler ile karsilagtirllmistir. Bu siire¢ sirasinda, ayni yol izlenerek bozucu bastirma
problemi i¢in de bir ¢oziim elde edilebilecegi goriilmiis ve bozucu bastirma

problemi i¢in Boliim 5°de verilen ¢6ziime katki yapan ek bir sonug da elde edilmistir.

Boliim 7°de ise, gezer kopriilii vingler i¢in yiikiin dogru konumlandirilmast ve koprii
hareketinden kaynaklanan salinimin azaltilmasi sorunu igin bu ¢alismada Onerilen
ayrik zamanli PBC yontemi ile dogrudan ayrik kontroldr tasarimi ve bu g¢alisma
kapsaminda ger¢egine uygun insa edilmis bir gezer ving diizenegi lizerinde,
ulagilabilir ticari endiistriyel donanimlar ile yapilan uygulamanin sonuglari

sunulmustur.



2. ONBILGI

2.1 Temel Tanim ve Kavramlar

2.1.1 Siirekli zaman tanim bolgesinde tanim ve kavramlar

Durum uzay1 gosterilimi,

x=f(x,u), ueU
P (2.1)
y=h(x,u), yeY

bi¢iminde olan sistem ele alinsin. Burada, X =(X,......, X,) € X < R" sistemin yerel
koordinatlar1 ve U ile Y sirasiyla m ve p boyutlu lineer uzaylar olmak iizere u
giris ve y ise ¢ikis vektoridiir. s:U XY — R katki fonksiyonu (supply rate) olarak

adlandirilan gercek degerli bir fonksiyon olsun. Bu sistemin kayipli (dissipative)
olma 6zelligi asagidaki tanim ile verilir.

Tamm 2.1: Xx(t,), X(t,)= X, baslangi¢c kosulundan u(.) kontrol kurali ile ulagilan
sistem durumunun t, anindaki degeri olmak iizere, tim X, € X, tim t;, > t, ve tim

u giris fonksiyonlart i¢in,
V(x(t)) < V(X(to))+IS(U(t), y(t))dt (2.2)

esitsizligini saglayan ve depo fonksiyonu (storage function) olarak adlandirilan
V (0) =0 6zelliginde bir V : X &> R* fonksiyonu varsa, durum uzayi sistemi X,
katki fonksiyonu S’ye gore kayplhdir (dissipative) denir. Burada 5R+=[0,oo)
bigimindedir (Van der Schaft, 2000). o

Mliski (2.2)’de verilen esitsizlige kayipli olma esitsizligi (dissipation inequality) adi
verilir (Willems, 1972). Bu esitsizligin saglanmasi, t; aninda sistemde depolanan
enerjinin, sistemin baslangictaki (t, anindaki) enerjisi ile, [t,,t;] araliginda sisteme

disaridan verilen enerjinin toplamina en fazla esit olabilecegi - bir enerji liretiminin



olmadigi, sadece bir enerji tiiketiminin oldugu- anlamina gelir (Van der Schaft,

2000).

Asagida kayipsiz olma (lossless) ve pasif (passive) olma tanimlar1 verilmistir.

Tamim 2.2: Eger (2.2) tim X,, t; >t, ve tim u(.) kontrol girisleri i¢in esitlik
bigiminde saglaniyorsa X, sistemi S’ye gore kayipsizdir (lossless) denir (Van der

Schaft, 2000).

Tanim 2.3: U =Y =R" olmak iizere, 2, durum uzayi sistemine,
e s(u,y)=u"y katki fonksiyonuna gére kayipli ise pasiftir (passive),

e s(uy)=u'y-6 ||u||2 ’e gore kayipli yapan 8 >0 varsa kesin giris pasiftir

(strictly input passive)

e s(uy)= uTy—g|| y||2 ’e gore kayiph yapan € >0 varsa kesin ¢ikis pasiftir

(strictly output pasive)
e s(u,y)=u"y ’ye gore kayipsiz ise enerji korunumludur (conservative),
denir (Van der Schaft, 2000). o

Tanum 2.4: Belirli bir y e R™ verilmis olsun. Denklemleri (2.1) ile verilen sistemin
X(0)=0 baslangi¢ kosulundan baslayan ¢ikis yoriingeleri, eger Vue LZ[O,T],

0<T < igin,

P 2 P 2

[yl dt <[ Ju) dt (2.3)
0 0

esitsizligini sagliyorsa, girisu’dan ¢ikig y’ye sistemin L, kazanci, y € R*’dan

kiiciik ya da esittir denir (Isidori ve Astolfi, 1992, Van der Schaft, 2000). o

Sistemin L, kazancinin y € R*’dan kiigiik ya da esit olmasi, belirli bir katki
fonksiyonuna gore kayipli olmasi ile iliskilendirilebilmektedir. Isidori ve Kang
(1995) bu iliskiyi su sekilde vermistir; dogrusal olmayan (2.1) sistemi, ( X =0 denge
noktasinda) yerel asimptotik kararli ise ve s(u,y)=y’ ||u||2 —|| y||2 katk1
fonksiyonuna goére kayipl ise yeterince kiigiik tiim girigler icin X(0)=0 baslangi¢

kosulundan baslayan sistem ¢ikislar1 tiim t >0 igin,



0<V(x() <[ ¢ Ju)f - y(s))ds (2.4)

iligkisini saglar. Bu sonug, sistemin L, kazancmin y € R*’dan kiigiik ya da esit

oldugu anlamina gelir.

Asagida ise dogrusal olmayan siirekli sistemler ic¢in sifir-durum sezilebilir olma

tanimi verilmistir.
Tanum 2.5: Verilen bir x= f(x), y=h(x) sistemi i¢in, sistem ¢ikis1 h(x(t))=0
oldugunda, X(t) durum yoriingesi !im X(t)=0 ozelliginde ise sifir-durum

sezilebilirdir (zero-state detectable) denir (Isidori ve Kang, 1995). o

2.1.2 Ayrik zaman tamim bélgesinde tanim ve kavramlar

Dinamik denklemleri,

5. x(k+1)= f(x(k),u(k)), xeXc®R", ueUcR"

(2.5)
y(k) = h(x(k), u(k)), yeY cRP

ile verilmis dogrusal olmayan ayrik zamanli sistem ele alinsin. Burada, X € X < R"

sistemin yerel koordinatlart ve U ile Y sirasiyla m ve p boyutlu lineer uzaylar
olmak tlizere u giris ve Yy ise ¢ikis vektoridiir. S:UXY =R katki fonksiyonu

(supply rate) olarak adlandirilan bir ger¢ek degerli bir fonksiyon olsun.

Tamim 2.6: X, sistemi igin, eger tim  X(0), tim ue®R™ ve tim

keZz,={0,1,2,..} icin,
V(x(k +1)) =V (x(k)) < s (y(k), u(k)) (2.6)

kosulunu saglayan depo fonksiyonu olarak adlandirilan V (0) =0 6zelliginde pozitif

bir V:R" > R" fonksiyonu varsa, katki fonksiyonu S’e gére kayipldir
(dissipative) denir (Byrnes ve Lin, 1994; Lin ve Byrnes, 1995c; Lin ve Byrnes, 1996;
Sengor, 1995; Navarro-Lopez, 2002a). o

Esitsizlik (2.6), ancak ve ancak, ayrik zamanda kayipli olma esitsizligi (dissipation

inequality) olarak adlandirilan,

V(x(k+1))-V(x(0)) < Zk:s(y(i),u(i)), Vk,Vu(k) ve ¥x(0) (2.7)



esitsizliginin saglanmasi durumunda saglanir (Byrnes ve Lin, 1994). o

Ayrik zamanl dogrusal olmayan bir sisteme - %, sistemine- iliskin pasif olma tanimi

ise su bicimdedir.

Tamim 2.7: X, sistemi, eger V(0)=0 oOzelligini saglayan depo fonksiyonu V ile,
katk1 fonksiyonu s(y(k),u(k))=y" (k)u(k)'e gore kayipli ise yani eger ,

V (x(k+1)=V(x(k)) < y"(K)u(k), Yu(k) e R™ ve VK (2.8)

kosulunu saglayan V(0)=0 ozelliginde pozitif bir V : R" — R fonksiyonu varsa,

pasiftir denir (Byrnes ve Lin, 1994). o

Esitsizlik (2.8)’in,

V (x(k +1)) =V (x(0)) < zk: y(i)Tu(i), Yu(k), ¥x(0) ve Yk (2.9)

esitsizligine esdeger oldugu gosterilmistir (Byrnes ve Lin, 1994).
Tanum 2.8: Pasif bir 2, sisteminin depo fonksiyonu V (x),
V(x(k+1))-V(x(k)) < y"(k)u(k), Yu(k),keZ, (2.10)

esitsizligini, X(k) sifira esit olmadig: siirece sagliyorsa, X, sistemi kesin pasiftir

denir, ya da esdeger olarak,
V (x(k+1)=V (x(k)) < y" (K)u(k)=S(x(k)), Vu(k)ve Vk (2.11)

esitsizligi saglanacak sekilde bir kesin pozitif S:R" —> R varsa X, kesin pasiftir

denir (Byrnes ve Lin, 1994). o

Tanmum 2.9: Pasif bir X, sisteminin depo fonksiyonu V (X),
V(x(k+1)=V(x(k))=y" (k)u(k)  Vu(k)ve Vk (2.12)
iliskisini sagliyorsa sistem kayipsizdir (lossless) denir (Byrnes ve Lin, 1994). o

Depo fonksiyonu V olan bir X, sistemi, ancak ve ancak,

V (x(k+1)) =V (x(0)) = zk: y"(i)u(i), Vue®R", ¥x(0)ve Vk (2.13)
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ise kayipsiz olacaktir (Byrnes ve Lin, 1994).

Ayrik zamanli dogrusal olmayan bir sistemin - X, sisteminin - sonlu bir L,

kazancina sahip olmasina iligkin tanim asagida verilmistir

Tanum 2.10 : Belirli bir y € R verilmis olsun. Denklemleri (2.5)’de verilen ayrik

zamanlt dogrusal olmayan sistemin -2\ - c¢ikis yoriingeleri, eger VN e Z, ve

vu, € L,[0,N] i¢in,

N N
TSN (2.14)

esitsizligini sagliyorsa, giris u, ’dan ¢ikis Y, ’ya sistemin L, kazanci y ’dan kiigiik

ya da esittir denir (Lin ve Byrnes, 1994; Lin ve Byrnes, 1995c; Lin ve Byrnes, 1996).

O

Ayrik zamanh bir sistemin L, kazanci ile sistemin %(72||yk||2—||uk||2) katki

fonksiyonuna gore kayipli olma 6zelligi arasindaki iligki Sinirli Reel Lemma ile
verilir.

Lemma 2.1 (Sinwrlt Reel Lemma) :

Denklemleri (2.5)’da verilen ayrik zamanli sistemin depo fonksiyonu V olsun ve

sistem x=0’da yerel asimptotik kararli bir denge noktasina sahip olsun. Sistem
1
(2.5) -2, -, katki fonksiyonu E(}/znyknz—”uknz)‘ye gore kayipl ise, sistemin L;

kazanc1 y ’dan kiiciik ya da esittir. Tersine, eger sistem X =0’ dan erisilebilir ve

sistemin L, kazanci, y’dan kiiciik ya da esit ise sistem katki fonksiyonu
1 . .
E(}/2 lul” =1y |[) *ye gore kayiphdir (Lin ve Byrnes, 1994; Lin ve Byrnes, 1995c;

Lin ve Byrnes, 1996). o

Tamm 2.11: X, = f(x.), Y.=h(x,) biciminde verilen bir dogrusal olmayan

sistem i¢in,

Y =h(x)=h(f*(x))=0 Vk=0 = limx=0 (2.15)

k—o0
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iliskisi saglayaniyorsa sifir durum sezilebilirdir (zero-state detectable) denir (Lin ve
Byrnes, 1995c¢; Lin ve Byrnes, 1996). o

2.2 Hamiltonian Sistemler

Dis kuvvetlerin etkisinde olmayan, kayipsiz (enerji korunumlu) toplu parametreli bir

sistem i¢in genellestirilmis koordinatlarda tanimlanmis Hamiltonian sistem, €(x)

. _03(q, p)
=%
(2.16)
. 0%t
p=—a—(q, p)
q

bicimindedir (Van der Schaft, 2000). Burada, q=(q,,....... ,0.)"  genellestirilmis

konumlar ve M(q)=MT(q)>0 genellestirilmis eylemsizlik matrisi olmak iizere,

p=M(q)q genellestirilmis momentumlardir. Acgik ifadesi asagida verilen,

FE: R - R ise sisteminin toplam enerji fonksiyonudur.

F(q, p)=% p"M™ () p+P(q)
(2.17)

= M@4+P(@)

Burada, P(q) sistemin potansiyel enerjisidir.

Hamiltonian sistemin (2.16) denklemleri matris formda yazilirsa,

Hy b -

elde edilir.

Sistem (2.18)’e, giris ve ¢ikis degiskenleri eklenerek, ue R"™ giris, y e R" cikis ve

G(q) e R™™ kuvvet girisi matrisi (input force matrix) - kap1 matrisi - olmak tizere,

{q} v, #(a, p) { 0 }
C=J + u
p vV, #(a,p)| [G(a) (2.19)

y(t)=G" (q)V ,%(q, p)
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biciminde elde edilen sistem, kapi-kontollii Hamiltonian sistem (port-controlled
Hamiltonian (PCH) system) olarak adlandirilir (Van der Schaft, 2000). G(q)u

terimi, u girisi sonucunda sisteme uygulanan genellestirilmis dis kuvvetleri temsil
etmektedir. J matrisi, (2.20)’de verilen standart ters-simetrik (skew-symmetric)

matristir.

3= O h 2.20
=I_1 o (2.20)

V., 3¢, enerji fonksiyonu F€(q, p) 'nin (e) degiskenlerine gore gradyan vektoriini

gostermektedir.

Kayipl bir sisteme iligskin kap1 kontrollii Hamiltonian sistem ise,

q v, %, p) [ 0 }

=(J - R(q,
{D} (I-RE 'D))[Vpﬂfé(q,p)}r c(a)]" (2.21)
y(t)=G" (q)V ,%(q, p)

bigiminde verilir. Burada, R(q, p)=R'(q, p)=0 o&zelligindedir ve sistemin kayip
yapisini temsil etmektedir.

Genellestirilmis koordinatlarda tanimlanmis, (2.19-2.20)’da verilen Hamiltonian
sistem, yerel koordinatlar kullanilarak daha genel bir bigime getirilebilir. Bu
genellestirme, X =(X,,....,X,), N boyutlu durum uzayr X ’de yerel koordinatlar,
u(t)eR™ giris ve y(t)e R" cikis vektorleri ve G(X) kuvvet girisi matrisi olmak

uzere,

X=J(X)VFH(X)+G(x)u, xeR",ueR"

(2.22)
y=G (X)VH(X), yeR"
bi¢imindedir. Burada J(x), nxnboyutlu,
J(xX)==3"(x) (2.23)

ozelliginde ters-simetrik bir matrisdir. J(X) i¢ baglant1 matrisi olarak adlandirilir ve

FE(X), sistemin toplam enerjisini gOstermek {izere, sistemin Hamitonian

fonksiyonudur (Van der Schaft, 2000).
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Kayipli bir sisteme iliskin kap1 kontrollii Hamiltonian sistem ise, R(X)=R"(x)>0

sistemin kayip yapisi olmak iizere, yerel koordinatlarda,

% =[I(x)=R(x)]VF(x) +G(x)u(t)

y(t)=G" (x) V.H(x)

(2.24)

bi¢iminde verilir (Van der Schaft, 2000).

2.2.1 Ayrik Hamiltonian sistemler

Ayrik Hamiltonian sistemler, simplektik fark sistemleri (simplectic difference
systems) veya ayrik simplektik  sistemler (discrete-simplektik sistemler) basligi
altinda incelenirler. Bu sistemler asagidaki gibi tanimlanir (Bohner, 1996; Hilscher
ve Zeidan, 2003).

Tanmum 2.12: (2n x 2n)  boyutlu simplektik fark sistemi;
z(k+1)=S, z(k), kel (2.25)
seklinde tanimlanir, burada S, simplektik bir matristir yani tiim k degerleri i¢in,

3= O h 2.26
-5 @29

seklinde J =—J" 6zelliginde bir matris olmak iizere,
S,'JS.,=J yadaesdegerolarak S JS; =J (2.27)
iligkisini saglar. o

Simplektik sistemlerin 6zelliklerine iliskin bilgiler i¢in Ahlbrandt ve Peterson,

(1996) kaynagina basvurulabilir. Baz1 6nemli 6zellikleri sunlardir; her S simplektik
matrisinin S™ =JS"J" biciminde bir tersi vardir ve ayrica, S'ile S™ matrisleri

de simplektik matrislerdir.
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3. HAMILTONIAN SIiSTEMLERIN AYRIK ZAMANLI MODELI

3.1 Giris

Bu bolimde, Hamiltonian sistemlerin ayrik zamanli modellenmesi problemi ele
alinmis, sistemin slirekli modellinin bilindigi varsayimi altinda dogrudan sayisal
kontrol tasarim yontemleri gelistirilmeye elverisli gradyan temelli bir ayrik zamanli
modelleme yontemi verilmis, bu yontemde kullanilan ayrik-gradyan ifadeleri i¢in ti¢
farkli Oneri yapilmig, bu ayrik-gradyanlar kullanilarak elde edilen modeller

sunulmustur.

Hamiltonian sistem yapisinin belirleyici 6zellikleri enerji korunumlu ve simplektik
olmasidir (Shibberu, 1997; Marsden, 1992; Meyer ve Glen, 1992; Ahlbrandt ve
Peterson, 1996; Bohner, 1996; Hilscher ve Zeidan, 2003). Ideal olarak bir siirekli
Hamiltonian sistemin ayrik zamanli modelinin de bu o6zellikleri tasiyor olmasi
beklenir. Bu tezin Giris boliimiinde s6z edildigi gibi matematik literatiirde ¢esitli
amaglar i¢in ayrik zamanli Hamiltonian sistemler konusu ele alinmistir. Hamiltonian
yapisinin degismezleri olan simplektik ve enerji korunumlu olma 6zelliginin aym
anda saglanmasimin gii¢liigii ve var olan sayisal entegrasyon yontemlerinin yetersiz
kalmasi nedeni ile ¢aligmalarin 6nemli bir boliimii Hamiltonian sistemlerin sayisal
entegrasyona iliskindir. Ancak, bu modellerin ¢ogu ayrik zamanli kontrolor
tasariminda kullanilamayacak kadar karmasiktir. Bu nedenle bu ¢alismada oncelikle
Hamiltonian sistemler i¢in ayrik zamanh kontrol kurallar1 gelistirmeye elverisli ayrik

zamanh model elde etme sorunu ele alinmstir.

Ote yandan, kontrol literatiirinde, Hamiltonian sistemler i¢in ayrik zamanli bir
model kullanan sinirhi sayida ¢alisma Laila ve Astolfi (2005a), Laila ve Astolfi
(2006a), Laila ve Astolfi (2006b) tarafindan yapilmistir. Bu g¢alismalarda, sistemin
ayrik modelini elde etmek ig¢in tiirev Opetardriiniin ayrik karsiligi olarak Euler
yontemi kullanilmistir. Laila ve Astolfi (2006a), Laila ve Astolfi (2006b), tarafindan
da deginildigi gibi bu yontem, siirekli sisteme iliskin diferansiyel denklem yapisini

koruyan, basit ancak ¢ok yaklasik bir modeldir. Bu yontem kullanilarak elde edilen
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ayrik zamanli model, Hamiltonian sistemlerin degismezleri olan, enerji korunumlu
olma ve simplektik olma o6zelliklerini tasimaktan uzaktir. Ornegin, ileri Euler
yontemi orjinal faz uzayr hacmini 6nemli 6l¢iide artirirken, geri Euler yontemi bu
hacmi O6nemli Ol¢iide azaltmaktadir yani ayriklastirma sistemin simplektik olma

ozelligini bozmaktadir (Ascher, 2006).

Bu tez calismasinda Onerilen yontemde ise tiirev Operatorii igin ileri Euler
ayriklastirmasi sec¢ilmekle birlikte, gradyan terimi i¢in de ayrik-gradyan kavrami
kullanilmistir. Bu kapsamda, degisik ayrik zamanli modeller 6nerebilmek igin, ii¢
farkli yeni ayrik-gradyan Onerisi yapilmistir. Ayrica, bazi kosullar altinda bu
calismada oOnerilen yontemle elde edilen modellerin simplektik fark sistemi
(simplectic difference system) tanimladigi ve enerji korunumlu olma o6zelligini
tasidign  gosterilmistir. Onerilen ydntem kayipli ve kayipsiz cesitli iyi-bilinen
Hamiltonian sistemlere uygulanarak, burada sunulmus olan her yeni ayrik-gradyan
icin ayrik zamanli modeller elde edilmis, benzetim yoluyla smanmis ve benzetim

sonuclar karsilastirmali olarak verilmistir.

3.2. Ayrik Zamanh Modelleme Yo6ntemi

Asagidaki siirekli-zamanli Hamiltonian sistem ele alinsin,
x(t) =[I(x)—R(x)] VF(X) (3.1)

burada x € R" durum degiskenleri vektorii ve J(X)=-J"(X) , R(X)=R'(x)>0
ozelliginde matrisler olsunlar. Bu ifadede, VJ€(x) vektorii skaler fonksiyon F€(X)
‘in X’e gore gradyan vektoriinii temsil etmektedir.

Sistem (3.1)’e iliskin gradyan temelli bir ayrik zamanli model elde etmek i¢in siirekli
gradyan vektorii yerine ayrik gradyan vektorii kullanilmasi diisiiniildiigiinden genel

bir ayrik-gradyan vektoriiniin saglamasi gereken kosullar1 belirten Gonzales,

(1996b), tarafindan yapilmis olan tanim asagida alintilanmastir.
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Tamim 3.1: $€(X), X’e¢ gore tirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

VH (x(k), x(k + 1)) siirekli ise ve,

VTH(x(K), x(k + 1))[ x(k +1) = x(k)]

(3.2)
= %(X(k +1))- Jé(x(k))
VH(x(k), x(k)) = VF(x(k)) (3.3)
iligkilerini sagliyorsa bir ayrik-gradyandir. Burada,
T
VH(X) ;= grad F(x) = agf agf , X=[x" X"] (3.4)
0 X 0 X
bigiminde bir vektor, yani F(X) ’in (siirekli) gradyanidir o
Sistem (3.1)’in durum degiskenlerinin tiirevlerine ileri Euler yontemi ile,
o~ R — Xy
X = 35
T (3.5)

yaklagikligt  yapildiginda ve V#(x) yerine ayrik-gradyan notasyonu

VH(x(K), x(k+1)) kullanildiginda, T ornekleme peryodu olmak iizere, sisteme

iligkin bir ayrik zamanli model,
Xisg =% =T I:J(Xk)_R(Xk):I VH (3.6)
bi¢iminde elde edilir.

R(x,)=0 igin, eger F€(X)’in ayrik-gradyam VH Tamim 3.1°de verilen ayrik
gradyan olma kosullarini tam olarak sagliyorsa sistem (3.6) enerji korunumlu olma
ozelliginde olacak ve sisteme iliskin i¢ baglantt matrisi (2.20)’de verilmis olan
standart ters-simetrik (skew-simetrik) matris, yani J(x,)=J, ise ve kullanilan ayrik
gradyan da belirli bir 6zel yapiya sahipse simplektik fark sistemi (simplectic
difference system) tanimlayacaktir. Bu oOzellikler asagida iki ayri1 teorem ile
verilmistir. Onerme 3.1 sistem (3.6)’nin simpletik olma 6zelligi {izerine olan Teorem

3.1’in ispatinda kullanilacaktir.
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Onerme 3.1: Bir F matrisi, J (2.20)’de verilen standart ters-simetrik matris ve P

bir simetrik matris, yani P =P" , olmak iizere,
F=[1-JP] [1+3P] (3.7)
bigiminde yazilabiliyorsa, bir simplektik matristir.

Ispat: F matrisinin (2.27)’de verilen FJFT' =J iliskisini sagladigi kolayca

gosterilebilir. Soyle ki;

[1+3P]I[1-PI]=3-JPIPI =[1-JP]I[1+PJ] (3.8)
olduguna gore,

FIFT=[1-JP] " [1+IP]a[1+IP] [1-3P] " =1 (3.9)
iliskisinin dogrulugu, bu ifadenin asagidaki gibi yeniden diizenlenmesi,

[1-3PT [1+3P]3[1-PI][1+PIT =1
[1+3P]I[1-PI]=[1-JP]I[1+PJ]

ve ifade (3.8) ile birlikte gosterilmis olur. o

Teorem 3.1: x=JVH(X) Hamiltonian sistemi ele alinsin. F€(X)’in ayrik-

gradyani, @, simetrik bir matris olmak tizere,

VH(X) =@, [ X + X, | (3.10)
yapisinda ise, Hamiltonian sistemin ayrik zamanli modeli,

F=[-TI® ' [1+TI®,] (3.11a)
olmak iizere,

X1 = F X, (3.11b)

bigiminde elde edilir ve bu ayrik sistem bir simplektik fark sistemi tanimlar. Burada

T 6rnekleme periyodudur.

Ispat:  (3.10)’de verilen ayrik gradyan, (3.6)’de verilen ayrik zamanli modelde

yerine konuldugunda R(X,)=0 i¢in agsagidaki ifade kolayca yazilir.

o = TI B[ Xyr + X, | + %, (3.12)
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Yukaridaki ifadeden, bir kag cebrik islemden sonra (3.11) fark denklemi elde edilir.
Bu sonug sistem (3.2)’nin simplektik fark sistemi tamimladigini, Onerme 3.1 ile

beraber kanitlar. o

Asagida verilen teorem ise, R(X,)=0 icin (3.6)’de verilen ayrik zamanli modelin

enerji korunumlu olma 6zelligi tizerinedir.

Teorem 3.2: x=J(X)VF(x) Hamiltonian sistemi ele alinsin ve FE(X) enerji

fonksiyonun ayrik-gradyan1 VH ’in, Tamim 3.1°de verilen kosullari tam olarak
sagladigi kabul edilsin. Bu durumda asagidaki ayrik zamanli sistem enerji

korunumludur.

X1 — % =T JI(x,)VH (3.13)
Burada T 6rnekleme peryodudur.

Ispat: Esitlik (3.13) soldan V' H ile carpilirsa,

V'H [ X1 =% |=TV'HI(x,)VH (3.14)
elde edilir ve Tanim 3.1’in ilk kosulu kullanilarak,

%(Xkﬂ) - %(Xk)

T =V 'HJ(x,)VH =0 (3.15)

iliskisi elde edilir, J(X,) matrisinin ters-simetrik olmasi sav1 kanitlar. o

Teorem 3.1 ve Teorem 3.2°den asagidaki sonug¢ dogrudan elde edilir.

Sonucg 3.1: Bu calismada onerilen yontemle elde edilen ayrik zamanli model, siirekli
sisteme iliskin yap1 matrisi (2.20)’de verilmis olan standart ters-simetrik matris -
J(x,)=J-ise ve F(x) enerji fonksiyonun ayrik gradyani (3.10)’de verilen yapida
ise simplektik fark sistemi tanimlayacaktir. Ayn1 zamanda, J€(x) fonksiyonun ayrik
gradyani Tanim 3.1°de verilen kosullar1 sagladig: siirece elde edilen ayrik zamanh
model her zaman enerji korunumlu olacaktir. O

Soniimlii - (3.6)’da R(X,)#0 olmasi durumu - Hamiltonian sistemlerin ayrik

zamanli modellerinin (3.10)’da verilen yapida bir ayrik gradyan tanimi kullanilarak

bu ¢aligmada gelistirilen yontem ile,
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X =[1-T @, -R)BI[1+T (I, -R)D,] X, (3.16)

biciminde elde edilebilecegi de kolayca goriilebilir. Bu ifadedeki J, =J(X,) ve
R, = R(x, ) dir.

Birazdan, R(x,)=0 - (3.11) - yada R(x,)#0 - (3.16) - i¢in verilen yapida ayrik
zamanli modellerin tiiretilmesi saglayan (3.10)’deki yapiya sahip iki farkli yeni
ayrik-gradyan Onerisi yapilacaktir. Bu ayrik-gradyan ifadelerinin, sadece siirekli
gradyant VJE(X)=Q(X)X bigiminde yazilabilen enerji fonksiyonlar1 igin

kullanilabilecegini vurgulamak yerinde olur.

Ortalama Deger Teoremi (Mean value theorem)’den (Thomas ve Finney, 1998) ve
Tanim 3.1°de verilen ayrik-gradyan kosullarinin ilkinden esinlenerek (3.10)’daki
yaptya sahip, kontrolor tasarimina uygun bir ayrik zamanli model veren, birbirinden

cok az farkli iki ayrik-gradyan ifadesi asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanmim 3.2: F€(X), X’e gore tirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve gradyani
V#H(x)=Q(X)X bi¢iminde yazilabilir olsun. F(X) fonksiyonun ayrik gradyani

VH(X,,X,,,) olarak,
6l_l(xkvxkﬂ):d)k I:Xk+1+ Xk:l (3.17)
seklinde tanimlansin, bu ifadede,

@, =5[Qx..)+Q(x,)] 3.18)

bi¢imindedir. O
Tanmim 3.3: H(X), Xe gore tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve gradyani
VH(x)=Q(x)X bi¢iminde yazilabilir olsun, F(X) fonksiyonun ayrik gradyani

VH(X,,X,,,) olarak,
VH (X, Xip1) = By [ Xews + %, | (3.19)

seklinde tanimlansin, bu ifadede,
1
@k = EQ(X)|Xk+1+xk (320)
2

bigimindedir.o
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Tanim 3.3°de verilen ayrik-gradyan, orta nokta (middpoint) kavramina dayanan

Gonzalez (1996b) tarafindan sunulan ayrik-gradyandan biraz farklidir.

Bu iki ayrik-gradyanin Tanim 3.1°de verilen ayrik-gradyan kosullarin1 saglayip

saglamadigini belirlemek amaciyla asagidaki incelemeyi yapmak yararl olacaktir.

Z(X)=Z"(x) ve Q(x)=QT(x) olmak iizere enerji fonksiyonu FE(X) ve

gradyan1 V() asagidaki bicimde tanimlanmis fonksiyonlar olsun.
%(x):%XTZ(x) X,  VH(X)=Q(x)x (3.21)

Bu durumda, enerji fonksiyonunun zamana gore tiirevi,

‘L—gt‘ = X"A% = X" Q(X)X (3.22)

biciminde yazilabilir. Enerji fonksiyonunun, yoriinge lizerindeki iki ayr1 noktada
aldig1 degerler arasindaki fark ise asagida gosterildigi gibi iki ayr1 bi¢imde

yazilabilir;

H(x) - 9t(x,)= 5 X2 (%)%, = X Z(x)%, 629

FE(x,)— FE(x,) = (%7 = X, )O(X,, X, )(X, + X,)/ 2
1 14 1 4 (3.24)
= Esz(Xv Xz)xz - Exl Q(X1’ XZ)Xl

Birinci iliskinin dogrudan enerji fonksiyonu ifadesi kullamilarak, digerinin ise
(3.22)’den hareketle enerji fonksiyonunun gradyanindan yararlanilarak elde edildigi

kolaylikla goriilebilir. Ikinci iliskinin dogrulugu X,,X, noktalarinin birbirine
yakinhig1 ve Q(Xl,xz) matris degerli fonksiyonun uygun se¢imi ile iliskilidir.
Ancak, sonsuz kii¢iik farklar i¢in iki iliski birbirine esdegerdir.

Simdi, (3.10) yapisina sahip herhangi bir ayrik-gradyan i¢in Tanim 3.1°de verilen

(3.2) kosulunun sol tarafin1 yazalim.
[X-kr+1 - Xl]ﬁH (Xk+l’ Xk): [XI+1 - XI]Qk [Xk+l + Xk:l (3-25)

Bu ifadede,
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1 A
P, =2 Q(Xar %) (3.26)

notasyonu kullanilirsa,

I:Xk+1 X ]VH(Xk+l’X) [Xk+l X ]Q(Xm,x )|: Xicr1 + Xy j|

1 A ~
=5 XI+1Q(X|<+1' Xk)Xk+1 - XIQ(Xk+1’ Xk)xk (3-27)

2
= '%(Xkﬂ)_'%(xk)

N |

elde edilir. Bu iligskinin dogrulugu, (3.24) esitligi goz Oniine alindiginda secilen

Qk (X, X,,,) matrisine baglidur.

Yukaridaki incelemeden, Tanim 3.2 ve Tanim 3.3’de verilen ayrik gradyanlarin (3.2)
kosulunu saglama durumlarina iligkin bir 6ngorii yapilabilir. Bu konuyla ilgili daha
ayrintili sonuclar ise, (3.3) kosulunun her zaman saglandigin1 gdsteren sonuglarla

birlikte, simdi sunulacak olan Onerme 3.2 ve Onerme 3.3’de yer almaktadir.

Onerme 3.2: Ozellikleri (3.21)’de verilen enerji fonksiyonunu ele alalim. Tanim
3.2’de (3.17) ve (3.18) iliskileri ile verilen ayrik-gradyan, Tanim 3.1°de verilen

kosullart Z(X)=2Z o6zel durumu igin tam saglar, genel durumda ise ilk kosulu

saglamaz.

Ispat: (3.2) kosulunun sag tarafi, yani ardisik k anlarinda enerji fonksiyonun aldig1

degerler arasindaki fark,
1
F(X,\1) = H(X, )= Xk+1Z(Xk+1)Xk+1 > = X Z(%, )X, (3.28)

biciminde yazilabilir. (3.2) kosulunun sol tarafi ise Tanim 3.2’de verilen ayrik-

gradyan kullanilirsa,

[ = XEIVH (X %) = X [Q) + Q)] X =
(3.29)

- [0 Q0] %,

biciminde elde edilecektir. Burada,
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VH=Q(X)x=Z(X)Xx+ X=Z(X)X+ S(X)X

iligkisi gbz Oniine alinarak (3.29)’da Q(X) igin,
Q(X) = Z(x)+ S(x) (3.30)
yazilir ve (3.29) asagidaki gibi yeniden diizenlenirse,
(X=X 1TH = 26 (2004 S(X)+ 206+ S(%)) Ko =
- %XI (Z(Xear) + S(Xpu) + Z(X )+ S(X,)) X,
= K (200004 Z060) X = 3 X (2R +ZX) %,

1 1
+ZX:+1(S(Xk+1)+ S(Xk)) X1 ZX: (S(Xk+l)+ S(Xk)) Xy

_ 1 Z(X,.,)+Z(X) 1 1 Z(Xe)+Z(X,)
[X:+1—XI]VH=EXI+1( klz « Xk+l_EX: k12 ) Xy (3.31)

+&;

elde edilir. Burada,
1+ 1
=7 Xar (S (Xiey1) + S(X)) X — 7% (S(Xpn) + S(X)) X, (3.32)
fark ifadesidir. iliski (3.31), asagidaki gibi yeni bir diizenleme ile,
T T1v 1 T 1 T
[Xk+1 = Xy JVH = E Xk+1Z(Xk+l)Xk+l _E Xy Z(Xk)xk -
1
_Z XI+1(Z(Xk+l)_ Z(Xk)) Xk+1 -
1
_Zx;(z(><k+1)—2(xk))xk+g1 (3.33)
= E Xis1 Z (Xiy1) Xiern _E X Z(X )X, +& —¢&,
= 2 X1 Z (Xis1) Xiern 5 X Z(X )X +&

biciminde yazilabilir. Burada,
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ez—i X (Z(2) = Z(%) Xt ixI(Z(xm)—Z(xk))xk (334)

olmak iizere €=g¢, —¢&, bigiminde tanimlanmistir. (3.33) ifadesi ile (3.28) enerji
ifadesi arasinda & kadar fark oldugu agikg¢a goriilmektedir. Z(X)=2Z 06zel durumu
icin & =0 ve g, =0 olacag1 hemen sdylenebilir. Yani bu durumda (3.2) kosulu tam

olarak saglanmaktadir. Ote yandan, genel durumda (3.2) kosulunun saglanmadig
goriilmektedir. Tanim 3.1'de verilen ayrik-gradyan olma kosullarindan ikincisinin
saglandigina iliskin dogrulama su bi¢cimde verilebilir. Tanim 3.1’in ikinci kosulu,

(3.3) ifadesinin sol tarafi, (3.17) ve (3.18) ile verilen ayrik-gradyan igin yazilirsa,

VH(X(K), X(K)) = @, [ X0 + %, ]= [Q(XK)ZQW][XK t, } _

= Q(Xk)Xk = Q(X)XL(:XK = Vﬂ(Xk)
seklinde dogrulanmis olur. O

Onerme 3.3: Ozellikleri (3.21)’de verilen enerji fonksiyonunu ele alalim. Tanim
3.3’de (3.19) ve (3.20) iliskileri ile verilen ayrik-gradyan tanimi Tanim 3.1°de verilen

kosullart Z(X)=2Z o6zel durumu igin tam saglar, genel durumda ise ilk kosulu

saglamaz.

Ispat: Onerme 3.2’in ispatina benzer bigimde (3.2) kosulunun sol tarafinda Tanim

3.3’de verilen ayrik-gradyan kullanilirsa,

[Xk+1 X ]VH(Xk+11 )_ k+1Q( k+1 k)Xk+1

Q( k+1 + Xk)x

ve bu ifadede Q(x) igin (3.30) iliskisi yazilirsa,

1 X1 + X X
[Xk+l X ]VH_E k+1[ ( k12 k)+S( kl )] k+1

1 ; X 1+ X X, .1+ X
- —X Z k+1 k +S k+1 k X
> ( (Pt =)+ (2 )] k

X X X X

= % X;+1Z(k+17+k) Xiy1— %XIZ(kHT”)Xk
+ X 1 + X

X S( k+1 k) k

1 Xis
+ E XI+1S (%) Xk+1 2
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elde edilir. Son ifade asagidaki gibi yeniden diizenlenirse,
1 1 -
[Xk+1 —X ]VH - 2 Xk+1Z(Xk+1)Xk+l - E Xy Z(Xk)xk -

k+1[Z(Xk+1) Z(—H— k*l )) (3.35)

1 X + X
_EXI [Z(%)_Z(Xk)]xk-i_gl

yazilabilir. Burada,

1 + X 1 X, ., + X

Xy, .
£, = 5 X S RN, =~ XIS(HLTR, (3.36)
terimlerine kars1 diismektedir. (3.35) iliskisi,
21 + X,
g 2 k+1 (Z(Xk+l) Z( k+l )) k+l
(3.37)

1 X, ..+ X
+§xl[2(%>—2(xk))xk

tanimlamasi ile,

1 1
[Xk+1 X ]VH = 2 X:+1Z(Xk+1)xk+1 - E XIZ(Xk)Xk té -¢

1 1 (3.38)
X1 Z (K1) Xiepr = 2XI-<rZ(Xk)Xk+g
bi¢iminde yazilabilir. Bu noktada, (3.38) ifadesinde Onerme 3.2’nin ispatinda

verilmis olan (3.28) gercek enerji farkindan &£=¢g, —¢, kadar sapma oldugu
goriilmektedir. Z(X)=2Z o6zel durumu igin & =0 ve g, =0 olacag dogrudan

soylenebilir. Oyleyse, bu durumda (3.2) kosulu tam olarak saglanmaktadir. Ancak,
genel durumda (3.2) kosulu saglanmaz. Yine Onerme 3.2°dekine benzer bigimde
ayrik-gradyan ikinci kosulunun saglandigma iligkin dogrulama asagidaki gibi
verilebilir. Tanim 3.1°de verilen (3.3) ikinci kosulu (3.19) ve (3.20) ile verilen ayrik-

gradyan i¢in yazilirsa,

VH(X(K), X(K)) = B, [ Xy, + %, ]= Q(X + X )[X + X }z
=Q(Xk)Xk =Q(X)X|X=xk =V*%(Xk)

seklinde bu kosulun saglandigi dogrulanmis olur. o
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Sonug¢ 3.2: Sisteme iligkin enerji fonksiyonu F(X)= % x"Z(x)x ve dzel olarak

Z(X)=Z, yani bir nxn sabit matris, oldugunda Tanim 3.2 ve Tanim 3.3’de verilen

ayrik-gradyanlar Tanim 3.1°de verilen her iki ayrik-gradyan kosulunu da saglar. Bu
durum karesel potansiyel enerjili seperable mekanik sistemlere karsi diismektedir.
Ote yandan, genel olarak, bu ayrik-gradyanlar Tanim 3.1 de verilen ilk kosulu
saglamamaktadir. Bunun igin, bu tanimlar1 kullanarak elde edilen modeller genel
durum i¢in enerji korunumlu olmamaktadirlar ancak s6z konusu enerji sapmasi

ornekleme peryodu kiiciildiik¢e giderek azalacaktir. o

Yukarida tanimlanan ve Ozellikleri incelenen iki ayrik-gradyan Onerisinin temel
eksikligi, enerji fonksiyonunun ve/veya gradyaninin 6zel yapida olmasi zorunlulugu
olarak ozetlenebilir. Siirekli olan -ki bu enerji fonksiyonlarmin genel bir 6zelligidir-
tim enerji fonksiyonlari i¢in kullanilabilecek bir ayrik-gradyan ifadesi elde
edebilmek amaciyla asagida Karesel Yaklasiklik Lemmas: (Quadratic

Approximation Lemma, QAL) verilmistir.

Lemma 3.1 (Karesel yaklasiklik):

2" noktasinda sisteme iligkin gradyan Vf(z") olmak tizere,
f(z')- f(z°)=%[Vf(zl)+ Vf(zo)]T(zl—zo) (3.39)
iliskisinin saglanmasinin gerek ve yeter kosulu f(z) ’in,

f(z)=a, + aTz+%zTAz , A=A (3.40)

bi¢ciminde bir karesel fonksiyon olmasidir (Diewert,1976). o
Tanim 3.1’in ilk kosulu, yani (3.2), ile Karesel Yaklasiklik Lemmasi’ndaki (3.39)
iligkisi arasindaki esdegerlikten yola c¢ikarak, eger enerji fonksiyonu (X)),

(3.40)’deki genel karesel yapiya sahipse, bu enerji fonksiyonu i¢in Tanim 3.1’in ilk
kosulunu tam olarak saglayan bir ayrik-gradyanin var oldugu soéylenebilir. Bu

durumda ayrik-gradyan ifadesi elde etmek igin, F(X) yerine F(X)’in ikinci

dereceden Taylor seri agilimi kullanmak uygun olacaktir. F(x) fonksiyonu
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FE(X)’in ikinci dereceden Taylor seri agilimi ile edilen yaklasikligi olmak iizere,

FE(X) in ayrik-gradyant,

_ 1r .
VH = E[Vyc(xk+l)+w'.¢,(xk)] (3.41)

seklinde onerilebilir. Burada HE(X), X S<X< X, i¢in, F(X), F(X)

fonksiyonun Hessian matrisi olmak {izere,

- 1
FE(x) = *%(Xk)"'VT'%(Xk)(X_ Xk)+ E(X - Xk)Tg(‘Hess(Xk)(X - Xk) (3.42)
iliskisi ile verilir. Bu analizin bir sonucu olarak asagidaki gibi yeni bir ayrik-gradyan
ifadesi verilebilir.
Tanim 3.4: JE(X), X’e gore turevlenebilir bir fonksiyon olsun. #(x) fonksiyonu
i¢in,
= 1
VH (Xk J Xk+1) = V%(Xk) + E‘%Hess(xk) (Xk+1 - Xk) (3.43)

ifadeleri ile verilen VH(X,, X,,,) fonksiyonu bir ayrik-gradyan olarak tanimlansin.

Burada %€, (Xx), F(x) fonksiyonun Hessian matrisidir. o

ess

(3.43) ile verilen ayrik-gradyan, (3.3)’de yerine yazildiginda bir kag cebrik islem

sonunda asagidaki ayrik zamanli model elde edilir.

Xir1 = X +T |:| _g (Jk - Rk) ngess(Xk)j|_ (‘Jk - Rk)vgé(xk) (3-44)

Burada J, =J(X,) ve R, = R(X,) dir.

Bu noktada, (3.44)’de verilen ayrik zamanli modelin enerji fonksiyonun H ( X,)
oldugu ve bu enerjinin R(X,)=0 i¢in korunacagi, Karesel yaklasikitk lemmasindan

(Lemma 3.1) dogrudan goriilebilir. Ayrica, (3.44)’de verilen model genel olarak bir

simplektik fark sistemi tanimlamasa da, 6zel olarak J(X,) ters-simetrik matrisi

(2.20)’deki standart yapida oldugu ve enerji fonksiyonun Z(X)=Z, yani nxn sabit
matris, olmak tlizere F(X)= % X"Z(x) X 0Ozel yapisina sahip oldugu durum icin

simplektik fark sistemi tanimladigi kolayca gosterilebilir. Bu bolimde son olarak,

onerilen ayrik-gradyanlar kullanilarak elde edilen tiim modellerin basarimlar: iyi-
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bilinen Hamiltonian sistemler i¢in sinanmasi ve karsilastirilmasi yapilacaktir. Bu tez
calismasinda ayrik zamanli modeller, Hamiltonian sistemler i¢in ayrik zamanl
kontrol algoritmalar1 gelistirmek amaciyla tiiretildigi i¢in bu asamadan sonra kap1

kontrollii Hamiltonian sistemler iizerinde ¢alisilacaktir.

Kap1 kontrollii Hamiltonian sistemlere iliskin ayrik zamanli modeller, VH(X,, X, )

herhangi bir ayrik-gradyani gostermek iizere,

a1 = % =T [J(X)=R(X)] VH(X)+T G(x)u(t)

~ (3.45)
Y, = G (X)VH(x)

bi¢iminde elde edilir.

3.3 Sayisal Deneyler

Bu alt boliim, tez ¢calismasinda onerilen yontemle elde edilen modellerin basarimini
smnamak i¢in yapilan benzetimlere ayrilmigtir. Biitiinliigii saglamak amaciyla, elde

edilen modeller topluca asagida verilmistir.

o VH(X)=Q(x)Xx varsayimi altinda Tanim 3.2 ve Tanim 3.3 kullanilarak elde

edilen ilk iki model,
Xis1 =[| -T ('Jk - Rk )Qk]_l[l +T(‘]k - Rk)djk] Xy (3-46)

ortak bicimindedir. Burada @, sirasiyla,
: 1
I D, = Z[Q(xk+l)+Q(xk):|

.. 1
1. djk :EQ(X)|XK+1+XK
2

e Tanim 3.4 kullanilarak elde edilen model ise asagidaki gibidir.
T -1
Xepr = X +T |:I ) J,.-R) %ess(xk)] I, —-R,) V&H(X,) (3.47)

Burada . (X) , F(x) fonksiyonun Hessian matrisidir. o

ess

Orneklerde ilk iki modelde @, = @(x,,,,x,) = D(X,,,,X,) 'nin hesabinda X,,, igin

X1 Z Rypr = F (X)X, (3.48)

yaklasiklig1 kullanilmistir.
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Ornek 1 (Van der Pol osilatorii):

Bilindigi gibi Van der Pol 6silatoriiniin dinamik denklemleri,

X, =X
S (3.49)
X, = p(1=X;)X, — X,

seklinde verilir. Sistemin Hamiltonian modeli, enerji fonksiyonu,

0 0

gc(x)=%xT|2X ve soniim yapisi R(X):[o ~p(1-x?)
1

i| olmak iizere,

x=[J-R(x)] V% (3.50)

seklindedir. Enerji fonksiyonunun gradyant,

V3= Q(X)x, Q(X)=[(1) (ﬂ (3.50)

bi¢iminde yani Q(X) matrisi sabit bir matristir. Bilindigi gibi bu durumda
tanimlanan ii¢ ayrik-gradyan birbirine esdeger olacagindan elde edilen modeller de

ayni olacaktir.

Baslangi¢ kosulu X, = [ 0.5 0.5] ve T =0.01s ornekleme peryodu ile g=1 igin

elde edilen benzetim sonuglari, faz portresi ve durum degiskenlerinin zamana gore

degisimi karsilastirmali olarak, sirastyla Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 ‘de verilmistir.

Surekli
s Ayrik

3

x2
o

C

~ I | | I
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.6 2 25

Sekil 3.1 : Van der Pol osilatoriiniin siirekli ve ayrik faz portresi.
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x1Srekli
x1 Ayrik
x2 Surekli
x2 Ayrik

X712

0 5 10 15 20
Zaman [s]

Sekil 3.2 : Van der Pol osilatoriiniin siirekli ve ayrik degiskenlerinin zamana gore
degisimi.

Ornek 2 (Henon-Heiles sistemi):
Henon-Heiles sisteminin dinamik denklemleri,

X==x=-2Xxy

.. )2 (3.52)
y=-y-x*+y

bicimindedir. Bu sisteme iliskin enerji fonksiyonu ise p, =X, p, =Y olmak iizere
asagidaki gibi yazilabilir.

1 1 1
F=2 (PI+P))+P(X,Y), P(x,y) =5 (C+y)+ Xy =2y’ (3.53)

Benzetimler x,=[0.0 0.20.03 0.4] ilk kosulu, yani enerji seviyesi F€=0.0778,

ve T =0.002s ornekleme peryodu ile yliriitiilmiistiir. Sonuglar, Sekil 3.3-3.5°de

verilmistir.
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Sekil 3.3 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) veTanim 3.4 (c)’ de verilen ayrik-
gradyanlar icin elde edilen ayrik modellerin ve siirekli Henon Heiles
sisteminin X ve y degiskenlerinin faz portreleri.
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(©)
Sekil 3.4 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) ve Tanim 3.4 (¢)’de verilen ayrik-gradyanlar

icin elde edilen ayrik modellerin ve siirekli Henon Heiles sisteminin X ve
px degiskenlerinin faz portreleri.
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Sekil 3.5 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) ve Tanim 3.4 (c)’de verilen ayrik-gradyanlar
icin elde edilen ayrik modellerin ve siirekli Henon Heiles sisteminin y ve
py degiskenlerinin faz portreleri.
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Ornek 3 ( Cift sarkag sistemi ):

Sekil 3.6’da verilen c¢ift sarka¢ sisteminin Hamiltonian gosterilimi eylemsizlik

matrisi,

M =[ 12(m, +m,) mzlllzcos(ql—qz)}
mzlllzcos(ql_qz) I22mz

ve potansiyel enerji fonksiyonu,
P(q) =—(m,l,l,cosq, +(m, +m,)gl,cosq,)

olmak iizere,

F(q, p)=% p"M(q) p+P(a)

bi¢imindeki toplam enerji fonksiyonu ile ve kayip matrisi,

0 0
R =
[o o.mj

alinarak elde edilmistir.

LIS

Sekil 3.6 : Cift sarkag sistemi.

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Sisteme iliskin parametreler m,=m,=1kg, I, =0.2m, 1,=0.3m, g =0.98 ms?

alinmis ve  genellestirilmis konum degiskenleri q,=86,,

g, =6, biciminde

tamimlanmstir. Benzetimler x, =[ 0.5 0.3 0.005 0.005 ] ilk kosulu ve T =0.0055s

ornekleme peryodu i¢in yiiriitiilmiistiir. Sonuglar Sekil 3.7, Sekil 3.8 ve Sekil 3.9°da

gosterilmistir.
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0.5 T T T T T T

............. Ayrik
Stirekli

041

0.3r

0.21

0.1F

q2
o

T4 03 02 -01 0 0.1 02 03 04 05
ql

(@)

0.5

04+ 2 Surekli
0.3f
0.2r

01F

q2
o

(b)

0.5

04 = Siirekli

03F

02r

01F

q2
o

-04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 03 04 0.5
ql

(©

Sekil 3.7 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) ve Tanim 3.4 (c)’ de verilen ayrik-
gradyanlar icin elde edilen ayrik modellerin ve siirekli ¢ift sarkag
sisteminin q; ve g2 degiskenlerinin faz portreleri.
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0.25

02F

0.15F

01F

0.051

p1
o

-0.05F

-01r

-0.151

-02r

-0.25
04 03 -02 -01 0 0.1 02 0.3 0.4 0.5

0.2f

0.15+

01f

0.05-

p1
o

(b)

0.25

0.2r

015

01

0.05-

p1
o

-0.051

01r

-0.151

Sekil 3.8 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) ve Tanim 3.4 (c) ‘de verilen ayrik-
gradyanlar i¢in elde edilen ayrik modellerin ve siirekli ¢ift sarkag
sisteminin q; ve p; degiskenlerinin faz portreleri.
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011
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0.1F

-0.21

0.3+

Siirekli

-0.5 0 0.5

03

0z2r

01r
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01t

021

0.3+

-05 0 05
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Sekil 3.9 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) ve Tanim 3.4 (c¢) ‘de verilen ayrik-
gradyanlar i¢in elde edilen ayrik modellerin ve siirekli ¢ift sarkag
sisteminin g, ve p, degiskenlerinin faz portreleri.
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Ornek 4 (Araba-sarkac sistemi):

Bu 6rnekte Sekil 3.10’da gosterilmis olan araba-sarkag sistemi ele alinmistir (Bloch
ve dig., 1997). Sistemin enerji fonksiyonu,

F(q, p)=% p"M(q)p+P(a)

M :[ ml? mlcos(ql)} (3.57)
mlcos(q,) M,+m
P(q) = mglcos(a,) (3.58)

bi¢imindedir. Burada, g, =@ yukari durusa gore sarkag agis1 ve , =S ise arabanin
konumudur. Sistemin asagidaki gibi bir kayip yapisinin oldugu kabul edilmistir.

O L I S 3.59
0 R] PO K, (3.59)
L=0.2m, M,=0.15kg, m=0.45kg, g=9.8ms™ K, =0.02, K, =0.01 sistem

parametreleri, ~ x,=[0.7 2.0 0.005 0.03] baslangi¢ kosulu ve T =0.005s

ornekleme peryodu i¢in benzetim sonuglart Sekil 3.11-3.13de verilmistir.

QO O
7 7 7 7 7T 7
q
2+

Sekil 3.10 : Araba-sarkag sistemi.
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Sekil 3.11 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) ve Tanim 3.4 (c) ‘de verilen ayrik-
gradyanlar i¢in elde edilen ayrik modellerin ve siirekli araba-sarkag
sisteminin q; ve gz degiskenlerinin faz portreleri.
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Sekil 3.12 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) ve Tanim 3.4 (c¢) ‘de verilen ayrik-
gradyanlar i¢in elde edilen ayrik modellerin ve siirekli araba-sarkag
sisteminin q; ve p; degiskenlerinin faz portreleri.
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Sekil 3.13 : Tanim 3.2 (a), Tanim 3.3 (b) ve Tanim 3.4 (c) ‘de verilen ayrik-

gradyanlar i¢in elde edilen ayrik modellerin ve siirekli araba-sarkac
sisteminin g, ve p, degiskenlerinin faz portreleri.
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3.4 Sonuclar

Bu boliimde 6nerilmis olan yontem toplu-parametreli Hamiltonian sistemlerin ayrik

zamanli modellenmesini saglamaktadir. Elde edilen modeller, €(x) fonksiyonunun

ayrik-gradyani, yani VH , Tanim 3.1°de verilen kosullar1 tam olarak sagladig siirece
enerji korunumlu olma 6zelligine sahiptirler. Ek olarak, sisteme iligkin yap1 matrisi
standart ters-simetrik matris ve kullanilan ayrik gradyanlar da (3.10)’de verilen 6zel
yapida ise elde edilen modeller simplektik fark sistemi tanimlamaktadirlar.Simplektik
yapiy1 ve enerji korunumlu olma 6zelligini ayn1 anda saglayan ayrik zamanli bir
modelin elde edilmesinin imkansiz oldugu (McLachlan ve dig., 1998)’de
vurgulanmigtir. Bu bélimde sunulan ilk iki gradyan —Tanim 3.2 ve 3.3-
V#H(x)= Q(x)x kisitlamasi ile tanimlanmigtir. Ayni1 yapida modeller veren -
(3.11) - bu birbirinden ¢ok az farkli ayrik-gradyanlar Ortalama Deger Teoreminden
(Mean Value Teorem) ve orta nokta kavramindan esinlenerek verilmistir. Bu
modellerin 6zellikleri Sonug 3.2°de 6zetlenmistir. Bu boliimde, Karesel Yaklasiklik
Lemma’sindan hareketle yeni bir ayrik-gradyan daha onerilmistir. Bu ayrik-gradyan
ifadesi kullanilarak elde edilen modelin ozelliklerine iliskin analizler yapilmstir.

Sisteme iliskin enerji fonksiyonu Z(X)= Z, yani nxn boyutlu sabit matris, olmak
lizere F€(X)= % x"Z(X)Xx bigiminde ise Onerilen iic model esdegerdir. Bu

calismada Onerilen modellerin gecerliligini gostermek icin, yontem ¢esitli dogrusal

olmayan sistemlere uygulanarak sayisal sinamalar yapilmistir.
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4. KAPI KONTROLLU HAMILTONIAN SISTEMLERIN DOGRUDAN
AYRIK ZAMANLI KONTROLU

4.1 Giris

Bu bolimde, Kapi-kontrollii siirekli Hamiltonian (Port-controlled Hamiltonian
(PCH)) sistemlerin kararli kilinmasi ve konum kontrolii i¢in literatiirde bulunan pasif
olma temelli kontrol (Passivity-based Control (PBC)) tekniginin n-serbestlik dereceli
mekanik sistemler i¢cin dogrudan ayrik tasarimi sunulacaktir. PBC, hem Euler-
Lagrange ve hem de PCH sistemlerin kararli kilinmasi ve konum kontrolii i¢in
gelistirilmis gii¢lic bir tasarim teknigidir (Ortega ve dig., 1998). Kapi-kontrollii
Hamiltonian sistem gosterilimi ise karmasik dogrusal olmayan sistemler - 6zellikle
elektirik ve mekanik alt sistemlerin birlikte bulundugu dogrusal olmayan sistemler-
icin Onerilmis 6nemli kontrol modellerinden biridir. Son yillarda, literatiirde bu
konuda ¢ok sayida ¢alisma bulunmaktadir. Bu modelin tercih edilmesinin en énemli
nedeni, sisteme iligkin Hamiltonian fonksiyonun, sistem ic¢in bir Lyapunov
fonksiyonu olarak kullanilabilmesi ve bu yaklasimin kontrol kurali tasariminda bazi
kolayliklar saglamasidir (Van der Schaft, 2000; Ortega ve dig., 2002a; Ortega ve
Garcia-Canseco, 2004).

Bunun yanisira miihendislik uygulamalarinda, gercekleme kolayliklar1 ve
esneklikleri nedeni ile endiistriyel islemcileri kullanan bilgisayar kontrollii sistemler
yeglenmektedir. Bu durum, dogrusal olmayan ayrik zamanh sistemlerin
modellenmesi ve kontrolii i¢in yontemler gelistirmenin Onemini giderek

artirmaktadir.

Bilgisayar kontrollii sistemler olarak da adlandirilan 6rneklenmis veri-sistemleri,
ornekleme ve tutucu elemanlar ile bir araya getirilmis siirekli sistem ve sayisal
kontrolorden olusurlar. Dogrusal olmayan orneklenmis-veri sistemlerine kontrolor
tasarlamak i¢in ti¢ farkli yaklasim bulunmaktadir (Laila ve dig., 2005; Laila ve
Astolfi, 2006a).

Emiilator Tasarimi (Emulation design): Bu yaklasimda kontrolor tasarimi siirekli

zamanda siirekli sistem modeli lizerinde ¢alisilarak yapilir ve sayisal gercekleme icin
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elde edilen siirekli-zamanli bu kontrolor ayriklagtirilir (Khalil, 1996; Laila ve dig.,
2002). Cesitli siirekli kontrol kurali tasarim tekniklerinin varligi nedeni ile bu
yonteme siklikla bagvurulur. Ancak, bu yontemde ayriklastirma isleminde kontrolore
bir yaklagiklik yapilmasi s6z konusudur. Bu nedenle, elde edilen ayrik zamanli
kontroldr, sadece kiiglik 6rnekleme peryodlari igin, siirekli-zamanli kontrol altindaki
sistem davranigina yakin bir davranig elde edilebilmektedir. Bazen bu gereksinim
eldeki donanim sinirlarin1 agmaktadir. Diger taraftan biiylik 6rnekleme zamanlar
¢ogunlukla sistemin kararsizlasmasina neden olmaktadir (Laila ve dig., 2005; Laila
ve Astolfi, 2006a).

Dogrudan ayrik zamanli tasarim (Direct discrete-time design): Sisteme iliskin bir
ayrik zamanhi (tam ya da yaklasik) model kullanilarak kontrolér tasariminin
dogrudan ayrik zamanda yapilmasidir (Nesic ve Laila, 2002; Nesic ve Teel, 2004).
Bu yaklagimda sistemin 6rnek anlari arasindaki davranigi ihmal edilir. Bu yontemde
ise ¢ogunlukla modelde bir yaklasiklik bulunmaktadir ancak kararliligi korumak igin
hizli 6rneklemeye gerek duyulmamaktadir. Bununla birlikte, 6rnek-arasi davranis
tasarimda gz Oniinde bulundurulmadigindan sistemin davranisi beklendigi gibi

olmayabilir (Laila ve dig., 2005; Laila ve Astolfi, 2006a).

Orneklenmis-veri tasarimi: Sistemin tam &rneklenmis-veri modeli kullanilarak
yapilan ayrik zamanli tasarim yontemidir. Bu yontemde modelde bir yaklagiklik
yapilmamaktadir. Sistemin tam Srneklenmig-veri modeli kullanilarak hem kararlilig
hem de istenen performansi garantilemek miimkiin olmaktadir. Yontemin hata
icermemesine karsin kullanilan dogrusal olmayan oOrneklenmis-veri modellerinin
karmagiklig1 bu yontemle kontrol tasarimi yapmayi zorlastirmaktadir (Laila ve dig.,

2005; Laila ve Astolfi, 2006a).

Yukarida belirtilen nedenlerle Orneklenmis-veri kontrol sistemlerinde ikinci
yaklasimin kullanilmasi uygun goziikmektedir. Bir dogrusal olmayan 6rneklenmis-
veri kontrol sisteminde dogrudan ayrik zamanli tasarim yoOnteminin basarisi
tasarimda kullanilacak iyi bir ayrik zamanli modelin bulunmasina baghdir. Ne yazik
ki, sistemin siirekli modeli bilinse de genellikle dogrusal olmayan diferansiyel
denklemlerin acgik (explicit) analitik ¢Oziimiinii gerektirdiginden sistemin ayrik
zamanl tam modeli hesaplanamamaktadir. Bu nedenle kontrol tasarimina elverisli

yaklagik modeller kullanilir (Laila ve dig., 2005).
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Dogrusal olmayan drneklenmig-veri sistemlerinin, bu sistemlerin yaklasik modelleri
kullanilarak kararli kilinmast problemine iliskin bazi genel inceleme ve sonuglar
Nesic ve dig. (1999), Nesic ve Angeli (2002), Nesic ve Laila (2002), Nesic ve Teel
(2004) calismalarinda bulunabilir. Literatirde “Runge-Kutta” ve “multistep
methods”  gibi numerik algoritmalar  yaklasik modeller elde etmek igin

kullanilmaktadir (Stuart ve Humphries, 1996; Laila ve dig., 2005).

Ayrica, eksik-siiriilmiis mekanik sistemlerin kararli kilinmasi 6nemli kontrol
problemlerindendir (Spong, 1997; Fantoni ve Lozano, 2002; Auckly ve dig, 2000;
Auckly ve Kapitanski, 2002) ve son yillarda bu sistemlerin enerji fonksiyonlarini
bicimlendirme yoluyla kararli kilinmasi teknigi (PBC) kontrol aragtirmacilar
tarafindan gelistirilmistir. Tam siiriilmiis sistemlere geribesleme yolu ile herhangi bir
istenen potansiyel enerji fonksiyonunu kazandirmak miimkiin oldugundan sistem
istenilen her denge noktasinda kararli kilinabilmektedir. Ancak, eksik-siiriilmiis
sistemlerde genel olarak bu her zaman olanakli olmamakla birlikte, baz1 &zel
durumlarda kinetik enerji fonksiyonu da degistirilerek bu sorunun iistesinden gelmek
miimkiin olabilmektedir. Bu yontem, Ailon ve Ortega (1993)’de sunulan toplam
enerji fonksiyonunu degistirme yontemi olarak bilinir. Toplam enerji fonksiyonunun
degistirilmesinde iki ana yaklasim vardir; “Controlled Lagrangians” (Bloch ve dig.,
1999; Bloch ve dig., 2000; Blankenstein ve dig., 2002; Chang ve dig., 2002; Chang,
2005) yontemi ve i¢ baglanti ve soniim atama ile pasif olma temelli kontrol
“Interconnection and damping assignment passivity-based control (IDA-PBC)” diir
(Ortega ve Spong, 2000; Fujimoto ve Sugie, 2001; Gomez-Estern ve dig., 2001;
Ortega ve dig., 2002a; Ortega ve dig., 2002b). Her iki yontemde de istenen bir denge
noktasinin kararli kilinmasi geribesleme yolu ile elde edilebilecek sistem sinifinin
belirlenmesi ile — ilk yontemde Lagrangian, IDA-PBC’de ise Hamiltonian -
basarilmaktadir. Boyle bir geribesleme kuralinin varligina iliskin kosullara eslesme
kosullar1 (matching conditions) ad1 verilir (Viola ve dig., 2007). Bu kosullar bir dizi
dogrusal olmayan kismi tlirevli diferansiyel denklemden (PDE) olusmaktadir (Ortega
ve Spong, 2000; Gomez-Estern ve dig., 2001; Auckly ve Kapitanski, 2002). Bu
denklemler coziilebiliyorsa 0Ozgiin kontrol sistemi ile hedef dinamik sistem
esleslenebilirdir denir. Bloch ve dig. (2000), Ortega ve dig. (2002a), Ortega ve dig.
(2002b), Ortega ve Garcia-Canseco (2004), Acosta ve dig., (2005), Viola ve dig.
(2007) caligmalarinda IDA-PBC tasariminda ortaya ¢ikan PDE’lerin ¢oziilebilir
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oldugu sistemler ve atanabilir eylemsizlik matrisleri hakkinda bazi bilgiler
vermisglerdir. Ayrica, PDE’leri ¢6zmeye iliskin bazi teknikler Auckly ve dig., (2000)
ve  Blankenstein ve dig., (2002) yaymlarinda anlatilmistir. Ek olarak, bu
denklemlerin bazi1 geometrik Ozellikleri Bullo ve Lewis (2004), tarafindan
incelenmistir. Bu problem, siiriilme mertebesi sadece bir eksik olan sistemler igin
Auckly ve Kapitanski (2002) ve Ortega ve dig. (2004), Acosta ve dig. (2005)
caligmalarinda ayrintili incelenmistir. Son ¢alismada, bazi 6zelliklere sahip eksik
siriilmiis sistemlerde ortaya c¢ikan PDE’lerin ¢d6ziilebilirligi gosterilmistir. Bu
Ozellikler ise; slrilme mertebesi bir eksik olma, genellestirilmis eylemsizlik
matrisinin ve potansiyel enerji tarafindan olusturan kuvvetin, siiriilmeyen

koordinattan bagimsiz olmasi seklindedir.

Viola ve dig. (2007)’da ise, tasarim sirasinda ortaya c¢ikan PDE’lerin ¢dziimlerini
veren bir yontem sunulmustur. IDA-PBC tasariminda elde edilen denklemler,
dogrusal ve homojen degildir, ayrica ¢ozliim olan eylemsizlik matrisinin kesin pozitif
olmasi gerekmektedir. S0zl edilen ¢alismada, problemin ¢oziimiinde ortaya ¢ikan
PDE’leri homojen hale getiren ve eylemsizlik matrisi tizerindeki kesin pozitiflik
kosulunu kaldiran koordinat donilisiim sinift ve bu homojen PDE’lerin ¢dziimiine

iligkin bir yontem verilmistir.

Eksik siirlilmiis siirekli sistemlerin kararli kilinmas1 problemine iliskin yukarida s6z
edilen pasif olma temelli kontrol tekniginin yani sira Lyapunov teorisi, geribesleme
yolu ile lineerlestirme, kayan-kipli kontrol gibi farkli yaklasimlara dayanarak
tasarlanan ¢esitli kontrol kurallar1 bulunmaktadir. Eksik-siiriilmiis sistemler her-
zaman geribesleme ile dogrusallastirilamazlar (Fantoni ve Lozano, 2002). Ayrica,
geribesleme ile dogrusallagtirmaya dayanan kontrol yontemleri pasiflik temelli

kontrol tekniklerine gére ¢ok daha karmasiktir.

Eksik siiriilmiis Hamiltonian sistemler i¢in IDA-PBC tasarim yonteminin ayrik
zamanli karsiligi tizerine ise literatirde az sayida ¢alisma bulunmaktadir.
Hamiltonian sistemin yaklasik bir ayrik zamanli modelini kullanarak bir dogrudan
ayrik zaman PBC kontrol yontemi Laila ve Astolfi (2005, 2006a, 2006b) tarafindan
gelistirilmistir. Kontrol literatiiriinde bildigimiz kadar1 ile Hamiltonian sistemlerin
ayrik zamanli modellerini kontrol uygulamalari i¢in kullanan yegane ¢alismalar yine
bu arastirmacilarin belirtilen ¢aligsmalaridir. Laila ve Astolfi, (2005)’de, sadece

“seperable” Hamiltonian sistemleri ele alirken, Laila ve Astolfi (2006b)
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caligmalarinda yoOntemlerinin “non-separable” sistemlere de genellestirmislerdir.
Laila ve Astolfi (2006b)’de ayrik zamanli kontrolorii elde etmek igin Euler yaklasik
modelleri kullanilmistir. Bu modeller yazarlarinin da belirti§i ¢ok yaklasik
modellerdir, enerji korunumlu ve simplektik fark sistemi olma 6&zelliginde
degillerdir. Kontroloriin insaasinda ise matematik literatiirde bulunan “coordinate
discrete-gradient” ayrik-gradyani kullanilmigtir. Bu yaklasimda elde edilen kontrol6r
siirekli zamanli kontrolloriin emiilatoriinde basit bir diizeltme olarak goriilebilir.
Ayrica, Laila ve Astolfi’nin ¢aligmalarinda denge noktasi civarinda dar bir aralikta
kontrol yapilmis ve sistem durumlarmin ilgilenilen denge noktasina ayr1 bir kontrol

kural1 ile stiriildiigii varsayilmaistir.

Daha 6nce belirtildigi gibi Ortega ve dig., (1998) tarafindan Hamiltonian sistemlerin
istenen bir izole denge noktasinda kararli kilinmasi problemi i¢in gelistirilmis olan
PBC tasarimi siirekli zamanda iki asamada yapilir; 6nce enerji sekillendirmeye

iliskin kontrol kurali u,(t) yani istenen enerji fonksiyonunu sisteme kazandiran

kontrol kurali tasarlanir, daha sonra istenen denge noktasinda sistemi asimptotik

kararl1 kilacak kayip fonksiyonunu sisteme atayan kontrol kurali u,(t) tasarlanir.

Istenen denge noktas: sisteme atanan enerji fonksiyonunun kesin ve izole minimum
noktasidir. Bu konuya iliskin ayrintili bilgi Van der Schaft (2000), Ortega ve dig.
(1998) ve Ortega ve Garcia-Canseco (2004)’de bulunabilir. Bu tez ¢alismasinda,

enerji bigimlendirme ve s6niim atamaya kars1 diisen u (k) and u, (k) ayrik zamanl

kontrol kurallar1 agik ¢evrim ve istenen kapali g¢evrim sistemin ayrik zamanli
modelleri kullanilarak tiiretilmis, sadece eksik-siirlilmiis sistemler icin istenen kapali
cevrim sistemin siirekli zamanli modelinin bilindigi varsayilmistir.  Gelistirilen
tasarim yonteminin etkinligini géstermek igin, yontem iki iyi bilinen eksik-siiriilmiis
sistemler olan araba-sarka¢ ile top-cubuk sistemleri ve tam siiriilmiis ¢ift-sarkag
sistemi i¢in uygulanmis ve benzetim yolu ile smnanmistir. Elde edilen sonuglar,
stirekli kontrol kurali ve emiilatér kontrol kurali-siirekli kontrol kuralinin 6rnek
anlarindaki degerlerinin sisteme uygulanmasi- ile elde edilen yanitlar ile

karsilastirilmistir.
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4.2 On Bilgi

N-serbestlik dereceli mekanik sistemler igin bilinen siirekli PBC tasarim tekniginin
burada Ozetlenmesinde yarar olacaktir. Bir Kapi-kontrollii Hamiltonian sistem

standart koordinatlarda (4.1)’de gosterildigi gibi ifade edilir.

{q} v #(a, p) { 0 }

C=J + u

p vV, #(a,p)| [G(a) (4.1)
y(t)=G" (q)V ,%(q, p)

Burada (q, p) e X < R*" sistemin genellestirilmis koordinatlari, ue R™ kontrol
girig vektorii, y e R"™ sistem ¢ikis vektori, G(q) € R™™ kuvvet girisi matrisi (input
force matrix) ve J i¢ baglanti matrisi (4.2)’de verilmis olan standart ters-simetrik

yapidadir.

J= 0 s 4.2
= o 4.2)

Ayrica, V  J€ notasyonu F(q, p) skaler fonksiyonun (e) degiskenlerine gore

gradyan vektdriinii gdstermektedir. Hamiltonian fonksiyonu J€:R*" — R sistemin

toplam enerji fonksiyonu olup,

5(a, p) = 5(a, P)+P(@) = > P"M (@) p+P(0) 4.3)

bi¢iminde ifade edilir. Bu ifadede K'(q, p) kinetik enerji ve P(q) potansiyel enerji
fonksiyonlaridir. Bu iliskide M(Q) matrisi simetrik ve pozitif olma 6zelliginde,
M(g)=M(q)" > 0, sistemin genellestirilmis eylemsizlik matrisidir. Eger
M(q)=M e R™ ise sisteme dogrusal (seperable) Hamiltonian sistem adi verilir.
(4.2) sisteminde m=n ve rank G(q)=n ise sisteme tam siiriilmiis (fully-actuated),

rank G(q) < n ise sisteme eksik siiriilmiis (Uunder-actuated) ad1 verilir.

IDA-PBC tekniginin temel fikri, (q* \ 0) noktasinda minimumu olan,

5,0, )= 56,0, P)+ 2, (0) = 5 P7M, (@) P+, (0) ”
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yapida bir istenen enerji fonksiyonunu kapali ¢evrim sisteme kazandiran ve kararl

kilan bir kontrolor tasarlamaktir.

Tam stiriilmis sistemler i¢in bu problem sadece potansiyel enerji atamasi ve soniim
atamasi ile ¢oziilebilmektedir. Eksik siiriilmiis Hamiltonian sistemleri kararli kilma
problemi ise ¢ok zor bir problem olarak bilinir (Ortega ve Spong, 2000; Fujimoto ve
Sugie, 2001; Gomez-Estern ve dig., 2001; Ortega ve dig., 2002a, Ortega ve dig.,
2002b). Bu problemin ¢6ziimii potansiyel enerji fonksiyonunun degistirilmesine ek
olarak kinetik enerji fonksiyonunun ve sistemin yapi matrisinin de degistirilmesini
gerektirmektedir. Problemin ¢6ziim kosullari, istenen enerji fonksiyonuna sahip
sistemin Hamiltonian formulasyonunu elde edip, kapali ¢evrim sistem ile bu sistem
arasinda model esleme yapilarak elde edilir. Literatiirde ¢cogunlukla, istenen enerji

fonksiyonuna sahip kapali ¢evrimli sistem,

o —r)| 0% | s RSO 4.5

LJ—( «—Ry) v, | 2 (0 P) =2 "M, (@)™ P+ Py (4) (4.5)
0 MM, Jo o0

Jd:[—MdM‘l J, } R“{o GKVGT} (*48)

ifadeleri ile verilir ve surekli IDA-PBC tasariminda istenen sistem olarak alinir
(Ortega ve Spong, 2000; Ortega ve dig., 2002a; Ortega ve dig., 2002b; Ortega ve
Garcia-Canseco, 2004; Acosta ve dig., 2005; Viola ve dig., 2007). Burada

J,@,p)==-3,(a,p), R(@p)=R;(@p), K,=K]>0 &zelliklerinde uygun
boyutlu matrislerdir. Problemin ¢6ziimii, M, ve J,’nin uygun se¢imi ile
saglanmaktadir.  Ancak, eslesme kosullarni (PDE’ler) saglayan M, ve J,

matrislerinin tasarimi oldukca zor bir problem olarak bilinir.

Enerji bicimlendirme kontrol kurali U, acik ¢evrim sistem dinamiklerine iliskin

es?
(4.1) ifadesinin sag tarafi ile istenen sistem ifadelerinin (4.5-4.6) sag taraflari

birbirine esitlenerek elde edilir.

{o |HHVQ5£} { 0 } [ 0 M*MdHVqﬂd}
+ u, = o 4.7)
-1, o]|v,%| |G ~M,M 3, ||v,%

Dogrusal Hamiltonian sistemler i¢in J, matrisi sifir alinabilir (Ortega ve dig.,

2002a; Ortega ve dig., 2002b). G(q) matrisinin rank: siitiin sayisindan az -yani eksik
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stirtimlii-Dogrusal olmayan Hamiltonian sistemler i¢cin ise, enerji bigcimlendirme

kontrol kurali u__, ancak,

GH{V, H— M, (@M (@)V F +I,(a, )M; (@) p} =0 (4.8)

iliskisini saglayan M, (q) matrisi ve P, (q) fonksiyonu var olmasi kosulu altinda

bulunabilir. Bu kosul,
GH(@){ VP - M, (@M (@VP,} =0 (4.9)

potansiyel enerji kosulu ve,

Gl(q){vq(p M~(q)p) - My (@)M (@Y, (p"M; |o)+}=0 @.10)

+2J,(a, )M (q) p

Kinetik enerji kosulu olmak iizere ikiye ayristirilarak da yazilabilir. Bu ifadelerde
bulunan G* matrisi G *nin bir tam rankl1 sol yokedicisidir (annihilator). Bu kismi

diferansiyel denklemlerin saglayan M, ve J, matrisleri varsa enerji bicimlendirme

kontrol kurali,
U, = (GTG)"GT{ V - M, ()M @)V, H, +3,(d D)V % } (4.11)

bi¢iminde ingsaa edilebilir. Bu kontrol kurali altinda elde edilen sistem de bir
Hamiltonian sistem oldugundan kapali ¢evrim sistemi asimptotik kararli kilan soniim

atama kontrol kurali,
u; =—K,G'V % , K,>0 (4.12)

seklinde elde edilir.

4.3 IDA-PBC Tasariminin Ayrik Zaman Karsihgi

Bu alt béliimde, 6n bilgi boliimiinde kisaca 6zetlenen IDA-PBC tekniginin dogrudan
ayrik zamanli esdegeri gelistirilecektir. Bunun i¢in Once, ele alinan agik ¢evrimli ve
istenen kapali ¢evrimli sistemlerin ayrik zamanli modelleri elde edilmelidir. Bu
amagla, Bolim 3’de Onerilen yontem kullanilacaktir. Sistem (4.1)’e iliskin ayrik

zamanli model, sistemin durum degiskenlerinin tiirevleri yerine,
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qk+1 - qk

- pk+1 - pk
, = 4.13
T p (4.13)

q= T

yaklasik ifadeleri ve gradyan ifadeleri yerine de herhangi bir ayrik-gradyan
VH(x(K), x(k+1)), x={qg, pyeR*" kullanilarak bu sisteme iliskin ayrik zamanli

model,

- V_H 0
|:qk+l U :|=TJ ca +-|-|: :|u’ (4.14)
Prsr — Py VpH G(qk)

biciminde (3.46)’daki yapida elde edilir. Ayrica, istenen sisteme iliskin ayrik zamanl

model ise ayn1 yontemle,

- V.H, |
{qk“ q"}zT(Jd—Rd) o (4.15)
P — Py \% Hd_

p

0 M™M, [0 0
‘]d = -1 ' Rd = T
~M,M J, [0 GK,G

gibi yazilir. Eger (4.14)’nin sag tarafi ile (4.15)’lin sag tarafi birbirine esitlenirse

enerji bicimlendirmeden sorumlu kontrol kurali,

u _(GTG)1GT{VC]H_Md(qk)M_l(qk)§qu}

N (4.16)
+‘J2(Qk, pk)VpHd

biciminde elde edilir ve soniim atama kontrol kurali ise (4.12)’daki yapida ancak

gradyan terimi yerine ayrik-gradyan gelmis olarak asagidaki gibi yazilabilir.
u; =—K,G'V_H, (4.17)

Elde edilen ayrik zamanli kontrol kurallar1 (4.16) ve (4.17), istenen kapali ¢evrim
sistemin siirekli-zamanli modelinin bilindigi varsayimi altinda tiiretilmistir. Bu

kontrol kurallarinin insaasi i¢in  F€(Q, p) enerji fonksiyonun herhangi bir ayrik-

gradyanmin - VH(x(K), x(k+ 1)), x={q, p} € R*"- kullanilmas1 gereklidir. Boliim

3°de verildigi gibi baz1 6zel durumlarda ayrik-gradyan kosullarini tam saglayan ama
genel durum i¢in yaklasik saglayan ayrik-gradyanlardan biri kullanilacaksa asagida

verilecek olan kararlilik incelemesi goz 6nilinde bulundurulmalidir.
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Ayrik-gradyan olmanin ilk kosulu (3.2)’nin yaklasik saglandigi durum i¢in kararlilik

analizi vermek iizere agsagidaki soniimlii ve girisli Hamiltonian sistemi ele alalim,
x(t) =[I(x)— R(X)] VF(x) +G(X)u(t) (4.18)

burada xeR" yerel durum degiskenlerini ue®R™ kontrol girislerini ve
J(X)==3T(X), R(X)=R"(x)>0, ozellikte matrisler ise sirasiyla sistemin ig-

baglant1 ve kayip yap1 matrislerini gostermektedir.

Bu tezde onerilen ve Boliim 3 de sunulan yontemle, sistemin ayrik zamanlt modeli

asagidaki gibi insa edilir,

Xear = % = T [I(%) = R(X,) [ VH + T G(x, )u(k) (4.19)
burada T 6rnekleme periyodudur.

F(x) enerji fonksiyonu x = X" ’de yerel (global) kesin minimuma sahipse (4.1)
sistemi R(x)>0 ve u(t)=0 igin X noktasinda bir yerel (global) denge noktasina
sahip olacaktir (Van der Shcaft, 2000) ve asagidaki iliski gegerli olacaktir.

F(t) =V H(x)[I(x)-R(X)]VIH(x) <0 (4.20)
Diger taraftan siirekli ve ayrik durum arasindaki benzerlikten ayrik zamanli modele
iligkin enerji iliskisi (4.19) ifadesi kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir.

VIH [ X =% =T VTHX) [I(%,)=R(x,) ] VH(x) (4.21)
Baz1 cebirsel islemlerden sonra, dnerilen ayrik zamanli model i¢in,

*%(Xku) - %(Xk)
T

=V'H [J(%)=R(X) ] VH +&(X,1, %) (4.22)

seklinde bir enerji iliskisi elde edilebilir.

Tanim 3.2 ve Tanim 3.3 kullanildiginda elde edilen (4.22)’de bulunan
(X, .1, %) € R ’ye kars1 diisen ifadeler Boliim 3’de verilmistir. (4.22) iliskisi bize,
&(X, .1, %) €R teriminin isaretine gore, ya ayrik zamanli modelin siirekli sistemin

sahip oldugu enerjiden daha fazla bir enerjiye, ya da daha fazla bir kayba sahip
oldugunu soyler. Asikar olarak T — 0 ig¢in bu fazladan terim sifira yakinsar

(e(X,,1» X.)—0). Bu analizin bir sonucu olarak, siirekli Hamiltonian sistemlerin
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dogrudan ayrik zaman modeli kullanilarak gelistirilecek kararli kilan kontrol
kuralinin tiiretilmesinde dikkat edilmesi gereken oOzellikler asagidaki Uyari’da

Ozetlenmistir.

Uyart 4.1: Siirekli-zamanli lineer olmayan Hamiltonian bir sistemin kararli kilinmasi
amaciyla (4.19)’de verilen ayrik zamanli model bir ayrik kontrol kurali

tiretilmesinde kullanilacaksa, ek terim eger &(X,,,,X,)<0 ise - yani ayrik model

stirekli sistemden daha fazla enerjiye sahip ise- bu model kullanilarak elde edilen
kontroldr siirekli sistemi kesinlikle kararli kilacaktir. Ote yandan, eger ayrik model

siirekli sistemden daha fazla kayba sahip ise - &(X,,,,X,)>0-. Bu durumda,

tasarimda kullanilan istenen kayip yapisi siirekli sistemi kararli kilmak i¢in yeterli
olmayabilir, bu nedenle istenen kayip yapisi olast eksikligi giderecek sekilde

secilmelidir. Bu durumun genellikle yavas 6rnekleme durumunda ortaya cikacagi

asikardir. Ayrica, (4.11) ve (4.12) ile verilen u(t) = U, (t)+ Uy (t) kontrol kurali

stirekli-zamanli  asimptotik kararli kilan -AS (Asymptotically Stabilizing)- bir
kontrolor oldugu bilindigine gore (Ortega ve Spong, 2000) ve ayrik zamanli kontrol
kurallar1 (4.16) ile (4.17),

.Il_mg ues(kT) - ues (t) ' .II_Ing udi (kT) - l"Idi (t) (423)
ozelliginde oldugundan (4.16) ile (4.17) ayrik zamanli kontrol kurallarinin

uygulamada asimptotik kararli kilan (Practically AS property) ozelliginde olmasi
garantilenmis olur (Nesic ve dig., 2004). o

(4.16) ile (4.17) ayrik-kontrol kurallarin1 elde etmek i¢in F(q, p) fonksiyonun
ayrik-gradyaninin ingaasi gereklidir. #(q, p) 'nin Boliim 3’de verilen Tanim 3.2 ve
Tanim 3.3 bigimindeki ayrik-gradyanlarini elde etmek igin Oncelikle F€(q, p)

fonksiyonun,

1 _
(0, p) =% (4, P)+P(a) = p"M™(q)p+P(a) (4.24)
bigiminde oldugu bilindigine ve P, (q) matrisi ise,

VP(Q) =P, (a)q (4.25)

bigiminde tanimlandigina gore, F€(q, p) fonksiyonun gradyant,
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| Pe(@ S@p)|[al_ g
VH(q,p)—{ 0 M_l(q)}{p}—Q(q,p){p} (4.26)

{pT M- (q)}

S(a,p)= (4.27)

seklinde yazilabilir. Bu durumda, #(q, p) 'nin ayrik-gradyan ifadeleri Q(q, p)
matrisi (4.26) ve (4.27)’den elde edilerek Tanim 3.2 i¢in,

D, =%(Q(qk’ pk)+Q(qk+l7 pk+l)) (4.28)

ve Tanim 3.3 iginse,

1 qk+l + qk pk+l + pk
D =— \ 4.29
=50 ) (4.29)

olmak iizere,

— Ocs1 tC

VH (011, Gcr Pesrs P) =D, (k+1,k){ ! k} (4.30)
pk+1 + pk

bi¢giminde ingaa edilebilir.

Ayrica, Tanim 3.4 kullanilarak,

— 1 Ok t0

VH (01, G Pests P) = V(G P+ 5 Hoie (0 pk){ R } (4.31)
2 pk+1 + pk

bi¢ciminde ingaa edilebilir.

Istenen kapali gevrimli sisteme iliskin enerji fonksiyonu da (4.24)’deki yapida
oldugundan, bu fonksiyona iliskin ayrik-gradyan ifadeleri de benzer bicimde Tanim

3.2 i¢in,

@, (k+1’k)=%(Qd (qk’ pk)+Qd (Qk+11 pk+1)) (4.32)
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ve Tanim 3.3 iginse,

@d (k + 1, k) — %Qd (qk+12+ qk , pk+12+ pk ) (433)

ve VI, (q,p)=0Q,(a, p)[ﬂ olmak {izere,

(4.34)

— O, 0
VHd(qk+1’qk’pk+l’pk):¢d(k+1’k)|: b k:|

pk+1 + pk
biciminde insaa edilebilir.

Kapali ¢evrimli sistemin enerji fonksiyonuna iliskin ayrik-gradyan ifadesini elde

etmek i¢cin Tanim 3.4 kullanildiginda ise,

ng(qk+l’qk’ Prs1 pk) =V‘7£d (qk’ pk)

1
+ _ﬁd Hess (qk ! pk)

s 40, (4.35)
2

pk+1 + pk
ifadesi elde edilir.

Boylece ayrik zamanli kontrol kurallari, u. (k) ve u,(k) sirasiyla enerji

bigimlendirme ve soniim atama kontrol kurallari, agik ¢evrim sistemin ve istenilen
sistemin dogrudan ayrik zaman modeli kullanilarak, (4.16) ile (4.17)’den insaa
edilir.

Daha once de vurgulandigi gibi, (4.16) ile (4.17) kontrol kurallar1 sadece eksik
stiriilmiis sistemler i¢in istenilen siirekli sistemin bilindigi varsayimui ile tliretilmistir.
Tam siiriilmiis sistemler igin enerji bigimlendirme kontrol kurali (4.16) sadece
potansiyel enerji atamasi yapilarak elde edilebilir. Bu durumda My;=M ve J, =0
olmaktadir ve bu durumda enerji bigimlendirme kontrol kurali (4.16) 6zgiin sistem
ve istenen sistemin potansiyel enerji fonksiyonlarinin ayrik-gradyanlar1 kullanilarak

insaa edilebilecegi gosterilebilir. Bu amacla,
(4.36)

ifadeleri g6z Oniine alinarak (4.14) sistem denklemleri,
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qk+l qk 0 In Vq H O
- =T _ +T u(k)
pk+1 pk _In O V H G(qk)
_ _ i _ (4.37)
T VoK T 0 (k)
_ _ + u
_VqK _qu(q) _G(qk)_

bigiminde tekrar yazilsin. Hamiltonian sistem (4.37)’yi q" noktasinda bir kararli

denge noktasina sahip hale getirebilmek igin uygun bir kapali ¢evrim enerji

fonksiyonu,

(0, p)=F(q, p) +P,(q) =

4.38
=%(pTM‘l(q>p+(q—q*)TKp<q—¢>) -

seklindedir; burada K = K; >0 ozelliginde bir matristir. Boylece kapali ¢evrimli

sistem i¢in dngoriilen yani istenen Hamiltonian sistem asagidaki gibi yazilir.

q 0 In Vq%d
{p]:[_l . HV ﬂd} (4.39)

Sonug olarak kapali cevrimli sistemin gradyan temelli ayrik modeli i¢in,

|:Qk+lj|_|:qkj|:-|-|: O Inj| ﬁqu_
pk+l pk _In 0 ﬁpHd

: (4.40)

VK ]
=T| _ _
-V,K-V P, (q)_
Eger (4.37) esitliginin sag tarafi (4.40) esitliginin sag tarafina esitlenirse enerji
bi¢imlendirme islevini yapacak olan ayrik kontrol kurali u,(k), dogrudan agik

cevrimli ve kapali ¢evrimli sistemin ayrik zamanli modelinin parametreleri cinsinden

asagidaki gibi elde edilir;
u, (k)=-— c;-l(qk)(ﬁqpd —6qp) (4.41)

Bu ifadelerdeki ayrik gradyanlarin elde edilmesi islemleri yapilirsa; Tanim 3.2°de

onerilen ayrik-gradyan ifadesi kullanildiginda,

V. P@)=p,(a)q

(4.43)
By (1) = 5 (P 0+, @)
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olmak tizere,

§q P= ¢p (qk+1 ) qk )(qk+1 + qk)

_ 1 . (4.44)
qud = Kp(E(qk+l +0,)—q j
iliskileri ile verilebilir. Bu ifadelerdeki q,,, terimi y(k) degerleri,

_ T Y/ _ T (qk+1 B qk)
y(k)=G'(q,)V,H=G (qk)f (4.45)
kullanilarak asagidaki gibi elde edilir,
Ger =T G (q)y(K)+0, (4.46)

Bu iliski g6z Oniine alinarak, (4.44) ayrik-gradyan ifadeleri (4.41) ifadesinde
yerlerine yazilirsa enerji bicimlendirme isleminden sorumlu ayrik zamanli kontrol

kurali,

K
Uy (K)=— G‘l(qk){T [—2" - ¢p(qk+1,qk)}G‘T @)y, +
(4.47)

K, .
+ 7_¢p(qk+1’qk) Q¢ — qu

bigiminde verilebilir. Ayrica, sonliim atama islemini yapacak olan ug(k) kontrol

kuraly, istenen séniim R, =G(q) K ,G' (q) olmak iizere, kapali gevrimli sistem,

] 0 1 0 O vV, ¥
NE " |- v (4.48)
p -1, 0 0 Ry )|V, %,

seklinde secilerek ve sistemin Yy(K) ¢ikis degiskeni (4.45) kullanilarak,

Uy (K) = _KVGT (qk)ﬁpHd =-K,y(k) (4.49)

bi¢iminde elde edilebilir. Tam siiriilmiis sistemler i¢in kullanilabilecek, bu - enerji
bicimlendirme (4.47) ve soniim atama (4.49) - kontrol kurallar1 izleyen sayisal
deneyler boliimiinde ¢ift-sarkag sisteminin ayrik zamanli kontrolii i¢in uygulanmis ve

Smanmigtir.
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4.4 Sayisal Deneyler

Literatiirde eksik siiriilmiis sistemlerin IDA-PBC teknigi ile kontrolii iizerine ¢esitli
caligmalar vardir ve bu c¢alismalarda teknik cesitli dogrusal olmayan sistemlere
uygulanmistir (Ortega ve dig., 2002a, 2002b, Ortega ve Garcia-Conseco, 2004,
Gordillo, ve dig., 2002, Viola ve dig., 2007, Acosta ve dig., 2005, Mahindrakar ve
dig., 2006, Sandoval ve dig., 2008, Morillo ve dig., 2008). Belirtilen ¢alismalarda ele
aliman Hamiltonian sistemlerin siirekli-zamanli IDA-BPC kontrolii i¢in (4.9) ve
(4.10)’da verilen kismi differansiyel esitlik kosullarin1 saglayan bazi istenilen sistem
smiflar verilmistir. Bu tez ¢alismasinda araba- sarka¢ ve top-¢ubuk gibi iyi bilinen
iki eksik-siiriilmiis ve tam siiriilmiis oldugu varsayimi ile ¢ift sarkag sistemlerinin
dogrudan ayrik zamanl kontrolii ele alimmustir. Orneklerde nedenselligi saglamak

icin agagidaki yaklasikliklar kullanilmistir.

6H(qk+1v Prr1r s Py) zﬁH(qk’ P G_1s Piy)

_ _ (4.50)
VH, (Gyy1s Prsrs s P) = VH (A P Ay Pey)

Ayrik-gradyan kullanilarak elde edilen ayrik zamanli kontrol kuralinin hesap
karmagikligi emulatoriin hesap karmasikligi ile ayni mertebedendir. Bu o6zellik
endiistriyel uygulamalar i¢in énemlidir. Orneklerde kullanilan &rnekleme peryodlari
icin ayrik-kontrol kurali ile kontrol edilen sistemin basarimi ¢ok iyi oldugu halde

emiilator ayrik kontrol kurali ile kontrol edilen sistemin kararsiz oldugu gozlenmistir.
Ornek 1 (Araba-Sarkag):

Araba-sarkag sistemin enerji fonksiyonu,
1 -
(. p)== P'M(a)" p+P(a) (4.51)

~ [ 1 bcos(q,)

beosq) ¢ } P(q)=acos(q,)

(4.52)
g 1 M+m

a==>, b==, c=—
I I ml

ve kap1 matrisi G =¢, bi¢imindedir (Viola ve dig., 2007). Burada (, sarkacin dikey

ile yapt1g1 ag1, g, araba konumu, m sarkag¢in kiitlesi, | sarkacin boyu, M arabanin

kiitlesi ve ¢ yer ¢ekimi ivmesidir. Bu 6rnekte kontroliin amaci arabayi istenilen bir
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konuma gortiirmek ve ayni zamanda sarkaci dikey olarak dengede tutmaktir. Yani

kararli kilinmak istenilen denge noktast q,. =0 ve herhangi bir q,. degeridir.

Sekil 4.1 : Araba-sarkag sistemi

Bu calismada 6nerilen yontemde ayrik zamanli enerji bigimlendirme ve sonlim atama

kontrol kurallar1 agagidaki gibi elde edilmisti.

u =(GTG)_1GT{§QH_Md(qk)M1(qk)§qu}

~ (4.53)
+J2(Qk, pk)VpHd

uy =-K,G'V H,

Bu kontrol kurallarindaki ayrik-gradyan terimi i¢in Tanim 3.3’de verilen ayrik-
gradyan tammu kullanilmistir. Ote yandan, bu Srnekte %€ (q, p) ve J,(q py)
literatiirde verilen ve asagida kisaca Ozetlenmis olan bir siirekli-zamanli tasarim
yonteminin Viola ve dig., (2007) ¢dziimiinden alinmistir. S6z edilen ¢aligmada M,
P, ve J, nin tasarimi bir koordinat doniisiimii kullanilarak yapilmaktadir. Eski ve

yeni koordinatlar arasindaki iliskiler asagida verilmistir.

T=M, S=V/(Tp), p=T(q)p
M,=TMT", Pp,=p
Jz(q,I0)=T52(q,T‘1p)TT+S(q,T‘1p)M‘lT|\7|dTT

~TM,T"™MS™(q,Tp)

(4.54)
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burada T koordinat doniisiim matrisidir ve T = M alinmustir ve |\7|d , f)d ve J , yeni

koordinat takimindaki tasarim parametreleridir. mJ, > 0 serbest parametre olmak

~ ~

tizere M, ve J,,

2
&COSS(ql) BLUPAE (a,)
=| 3 2 (4.55)

—%0052 (a,) kcosq, +my,

G

bigiminde almmistir. M, ve J, matrisleri (4.54 - 4.56)’de verilen iligkiler
kullanilarak elde edilmistir. Skaler k>0 serbest parametre olmak iizere a,(q) ve

a,(q) fonksiyonlar: Viola ve dig. (2007)’deki gibi,
=—k?b* cos*(q,)sin(q,)/ 12, a, = k’b* cos*(q,)sin(q,) / 12 (4.57)

biciminde alinmistir. Bdylece |\7|d ‘nin  Q, e(— /2, 7/ 2) araliginda pozitifligi
garantilenmistir (Acosta ve dig., 2005; Viola ve dig., 2007). Istenen potansiyel enerji

fonksiyonu ise P, ,

2

3
i 3a K, qz—q2*+BIn(secql+tanql)

=4+ —
Pe kb’cos’q, 2| 6md,
+k—btanq1

(4.58)

bi¢imindedir (Viola ve dig., 2007). K ;>0 ve q, kararli kilinmak istenen araba
konumudur.
Benzetimlerde sistem parametreleri g=9.81ms™?, I=1m, M =5kg, m=1kg

biciminde alinmis ve ayrik zamanli kontroloér tasarim parametreleri olarak

K,=0.5, Kp =10, k=0.1, mgz =0.002 secilmistir. Benzetimler istenen araba
konumu q,.= 20 olmak tizere T =0.01s Ornekleme peryodu ve

(q(0), p(0))=(x/4,-0.1,0.1,0.5) ilk kosulu ile yiiriitilmiistiir. Benzetim sonuglari

dogrudan ayrik zamanl ve siirekli zamanli kontrol altindaki kapali ¢cevrim sistemin
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degiskenlerinin zamana gore degisimi karsilastirma amaci ile Sekil 4.2 ve Sekil
4.3 de birlikte verilmislerdir. Sekil 4.4 ve Sekil 4.5°de ise sirastyla kontrol isaretinin

zamanla degisimi ve sistemin faz portresi gosterilmistir.

25 ; ; ; ; ; ; ;

i 5 10 15 20 25 30 35 40
Zaman [s]

Sekil 4.2 : Araba konumunun zamana bagl degisimi.

08 : : : :

q1

08 i i i i
0 5 10 15 20 25
Zaman [s]

Sekil 4.3 : Sarkag acisinin zamana bagli degisimi.
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200 ! ! ) !

Kontral 15areti

-200 L
0 5 10 15 20 25

Zaman [s]

Sekil 4.4 : Siirekli ve ayrik kontrol kurallari.

25

g (m)

Sekil 4.5: g, ve g, degiskenlerine faz portresi.

Ornek 2 (Top-Cubuk):

Bu 6rnekte g, top konumu, g, ¢ubuk agis1 ve gubuk boyu olmak tizere Hamiltonian

modeli

1 0 ) T
M ={0 ¥ +qf} P(a)=gq,sin(a,).G=[0 1] (4.59)

bi¢iminde verilen top ve gubuk sistemi ele alinmistir (Ortega ve dig., 2002Db).
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Sekil 4.6: Top-gubuk sistemi.

Top ve gubuk sistemini (],. =(,. =0 noktasinda kararli kilmak istenmektedir. Ayrik

zamanli kontrol kuralinin tasariminda literatiirde bulunan Ortega ve dig., (2002b)

calismasinda verilen siirekli-zamanli sistem kullanilmistir. Eylemsizlik matrisi M,

ve sistem baglant1 yap: matrisi J, ve potansiyel enerji fonksiyonu P, kapali gevrim

sisteme iligkin dinamikleri

. 2 K
J=ql[p1—4/mp2], <1D(Z)=7”z2 (4.60)
1

ve z (q) =(, —arcsin h(?_l) / V2 olmak iizere asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

L2 1
M, =(L+q)[ VL +a

d 1 2(L2+qf)
J,(a, p)=[_j(op’q) j(z’q)} (4.61)

P, ()= g(1~cos(q,))+@(z(a))

Benzetimlerde g =9.81 ms?, L=10m sistem parametreleri i¢in kontroldr tasarim
parametreleri K, =50, K,=10, k=0.1 olarak secilmistir.
(q(0), p(0)) =(210.0,0.0,0.0,0.0) ilk kosulu, T =0.01s ornekleme peryodu ve

q.- =0 istenen top konumu ile yiiriitiilen benzetime iliskin sonuglar Sekil 4.7-

4.10°da verilmistir. Ayrik zamanli ve siirekli-zamanli kontrol kurallar1 altindaki

kapali ¢evrim sisteme iliskin zaman-tanim bolgesi yanitlart karsilastirma amaciyla
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Sekil 4.7 ve Sekil 4.8’de birlikte verilmistir. Sekil 4.9 ve Sekil 4.10°da sirasiyla

kontrol igaretinin zamanla degisimi ve sisteme iliskin faz portresi verilmistir.

q1

50 100 150 200 250 300
Zaman [s]

Sekil 4.7: Top konumunun zamanla degisimi.

008 i i i i i
0 50 100 150 200 250 300
Zaman [s]

Sekil 4.8: Cubuk agisinin zamanla degisimi.
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200 T T T T T

T

Kontral Isareti

100 i i i i i
0 50 100 150 200 250 300

Zaman [s]

Sekil 4.9: Siirekli ve ayrik kontrol isaretleri.

q2 (rad)

ql

Sekil 4.10: g, ve g, degiskenlerine iliskin siirekli ve ayrik faz diyagramlari.

Burada ele alinan her iki ornek i¢in elde edilen sonuglar - eksik-siiriilmiis duruma
iliskin- bu tez ¢alismasinda onerilen yontemle elde edilen ayrik zamanl kontrol
kuralinin, siirekli kontrol kurali yerine kullanilabilecegini gdstermistir. Ote yandan,
her iki 6rnek igin siirekli kontrol isaretinin ayrik anlardaki degerleri -emiilasyon yolu
ile ayrik kontrol kurali- uygulanmis, ancak secilen 6rnekleme periyotlari i¢in kapali

¢evrimli sistemler kararsiz olmuslardir.

Asagidaki ornekte ise ¢ift-sarka¢ sistemi tam siirilmiis bir sistem olarak

degerlendirilmis ve (4.47) ve (4.49) kontrol kurallarinin basarimi bu sistem tizerinde

Smanmigtir.
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Ornek 4.3 (Cift sarkac):

Dinamik denklemleri asagida verilen ¢ift sarkag sistemini ele alalim,

m ~IVH, %#(q,p) =§ p"M(q)™ p+P(q) (4.62)

burada,

[ (mm,) Ll cos(q, ~;)
m2|1|2 COS(ql_qz) I22mz
(4.63)

P(q) =-[m,gl,cosq, +(m, +m,)gl, cosq, |
seklinde elde edilir. Benzetim igin sistem parametreleri m, =m, =1Kg,

l,=02m,1,=03m, g:0.98ms'2, ornekleme periyodu ise T =0.025s alinmustir.
Kontrol amaci olarak sistemin [qI Q@ P p;] = [3.14 157 0 O] noktasinda

asimptotik  kararli  kilinmasi1  alinmistir.  Tasarim  parametreleri  olarak

K,=501,,R; =151, secilmistir.

Sekil 4.11°de |:q10 Oy Pio p20:|=[0.5 0.2 0.1 0.1] baslangi¢ durumunda

bulunan sistemin ayrik kontrol kurali ve siirekli kontrol kurali ile elde edilmis
yoriingeleri karsilastirmali olarak gosterilmistir. Goriildiigii gibi elde edilen ayrik
zamanlt kontrol kurali siirekli kontrol kurali ile hemen hemen ayni1 bagarima sahiptir
ve bu ornekte de emiilator, se¢ilen drnekleme peryodu i¢in, kapali ¢evrim sistemi

kararsiz yapmuigtir.
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&

o Surekli zaman tasarimi

d, Surekli zaman tasarimi

—:—:-g, Ayrik zaman tasarimi

== -1, Ayrik zaman tasarimi

I 1 i 1
a 183 1 15 2 245 3
Zaman [s]

Sekil 4.11 : Cift sarkag¢ sisteminin siirekli ve dogrudan ayrik kontrol kurali altinda
cevaplari.

4.5 Sonuglar

PBC tekniginin n-serbestlik dereceli mekanik sistemler i¢in ayrik zamanl esdegeri
gelistirilmistir. Enerji bigcimlendirme ve soniim atama kontrol kurallari ele alinan agik
cevrim sistem ile istenen kapali ¢gevrim sistemlerin dogrudan ayrik zamanli modelleri
kullanilarak elde edilmistir. Onerilen ydntemin kararlilik incelemesi enerji iliskileri
tizerinden yapilmistir. Yontemin etkinligini simnamak i¢in eksik-siiriilmiis araba-
cubuk ile top-¢ubuk sistemleri ve tam siiriilmiis ¢ift-sarkac sistemine uygulanmis ve
benzetimleri yapilmistir. Her iic 6rnek icin elde edilen benzetim sonuglari, bu
calismada gelistirilen dogrudan ayrik zamanli PBC tekniginin basarili oldugunu
gostermistir. Ayrik kontrolor siirekli kontroldre yakin bir bagarim gosterirken stirekli

kontroloriin emiilatorii her ti¢ 6rnekte de kapali cevrim sistemi kararsiz yapmaistir.
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5. HAMILTONIAN SISTEMLERDE AYRIK ZAMANLI H_ OPTIMAL
KONTROL

5.1 Giris

Bu boliimde, Hamiltonian sistemlerin bir smifi olan n-serbestlik dereceli mekanik
sistemler i¢in, bozucu bastirma ve dayanikli bozucu bastirma problemleri ele alinmig
ve ayrik zamanli statik durum geribeslemesi kullanildiginda problemin ¢dzlimiinii

veren dogrudan ayrik zamanli bir tasarim yontemi sunulmustur.

Hamiltonian sistemler, enerji fonksiyonu iizerinden tanimlanan bir model oldugu
icin, Hamiltonian fonksiyonu sistem ig¢in bir Lyapunov fonksiyonu olarak
kullanilabilir. Ayrica, i¢ baglanti matrisi J(X) ve kayip matrisi R(X)’in 6zel
yapilara sahip olmasi, Hamiltonian sistemlerin H_ optimal konrol probleminin

¢Oziimiinlin elde edilmesi, genel dogrusal olmayan sistemlere gore daha kolay ve

yalin olmaktadir (Van der Schaft, 2000; Mei ve dig., 2005). L, kazanci lizerinden

tanimlanan bozucu bastirma probleminin ¢6ziimii genel dogrusal olmayan sistemler
icin Hamilton-Jacobi-Issacs (HJI) kismi diferansiyel esitsizliginin ¢6ziimiini
gerektirirken, ayn1 problemin Hamiltonian sistemler i¢in ¢6ziimii sadece cebirsel bir
HJI denkleminin ¢6ziimiine indirgenebilmektedir. Xi ve Cheng, (2000), Shen ve dig.,
(2000), Mei ve dig., (2005) gibi calismalarda siirekli Hamiltonian sistemler i¢in bazi

H_ kontrol problemleri ele alinmis ve bu problemlerin ¢oziimii siirekli-zamanl

¢Oziimii lizerine bazi sonuglar sunulmustur. Ancak ayrik zamanli Hamiltonian
sistemler i¢in bilindigi kadar ile literatiirde tanimlanmis bozucu bastirma problemi
ve iligkin ¢6ziim Onerisi bulunmamaktadir. Bu tez c¢alismasinda, ayrik zamanl
Hamiltonian sistemler icin bozucu bastirma ve dayanikli bozucu bastirma
problemleri ele alinmistir. Bolim 4’de sunulan IDA-BPC tasariminin dogrudan
ayrik zaman karsilii ile veya baska bir kontrol islemi ile kararli kilinmis oldugu

kabul edilmistir.

Bu boliimiin igerigi sdyle ozetlenebilir; Blim 5.2°de dogrusal olmayan H., optimal

kontrol yaklagimina iligkin literatiir 6zetine yer verilmistir. B6lim 5.3°de n-serbestlik
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dereceli mekanik sistemler i¢in bozucu bastirma problemi ele alinmig ve problem
ayrik zamanda ifade edilmistir. Ele alinan sistemin ayrik zamanli modeli Boliim 3’de
verilen yontemle tiiretilmistir. Tanimlanan problemin statik durum geribeslemesi ile
¢Ozlimiiniin varlik kosulu, yeter kosul olarak elde edilmis ve sonuglar bir teorem ile
sunulmustur. Onerilen dogrudan ayrik tasarim yontemi, ¢ift sarkag sisteminin
bozucu bastirma probleminin ¢dziimiinde kullanilmis ve benzetim yoluyla basarimi
sinanmistir.  Ardindan, Bolim 5.4°de ele alinan Hamiltonian  sistemin
parametrelerinde - kiitle, uzunluk v.d. - belirsizlik bulundugu durum igin ayrik
zamanlh dayanikli bozucu bastirma problemi ele alinmistir. Bu amagla, énce n-
serbestlik dereceli stirekli Hamiltonian sistemlerin dayanikli kontrol probleminin,
6zel bir kontrol yapis1 kullanildiginda bir bozucu bastirma problemine
indirgenebildigi gosterilmistir. Elde edilen bu sonug¢ kullanilarak, dayanikli bozucu
bastirma probleminin dogrudan ayrik tasarimi verilmistir. Gelistirilen bu dogrudan
ayrik zamanli tasarim yontemi ¢ift sarkac sistemine uygulanarak smanmistir ve
benzetim sonuglar1 lizerinden irdelenmistir. Benzetimlerde kontrol kurallari
gerceklenirken gerekli olan ayrik-gradyan insaasi i¢gin Tanim 3.2 ve Tanim 3.3 ‘de

sunulmus olan ayrik-gradyan tanimlart kullanilmaistir.

5.2 Dogrusal Olmayan H_ Optimal Kontrol Literatiir Ozeti

Bozucu bastirma problemi ve 6zellikle belirsizlikler (parametrik ve/veya yapisal)
altinda problemi ¢6zen kontrol kuralinin tasarimi hem dogrusal hem de dogrusal
olmayan sistemler i¢in onemli kontrol miihendisligi problemlerinden biri olarak

bilinir. H_ optimal kontrol kurami ve teknikleri, belirsizliklere sahip sistemlere

iligskin ¢esitli kontrol problemlerinin ¢6ziimii i¢in gelistirilmistir ve 6zellikle dogrusal
zamanla degismeyen sistemler icin Onerilmis yoOntemler, yaygin olarak
kullanilmaktadir. lgili literatiirde, bir ¢ok kontrol probleminin bozucu bastirma
problemine esdeger kilinabildigi gosterildigi i¢in, bozucu bastirma problemi kontrol
kurami i¢inde 6nemli bir yere sahiptir (Doyle ve dig., 1989; Gahinet ve Apkarian,
1994). Dogrusal olmayan sistemlerin dayanikli bozucu bastirma probleminin

¢oztimiinde H_ kurami ve tekniklerini kullanan oldukga fazla sayida ¢aligma vardir.

Astolfi, (1993), Isidori, (1994), Isidori ve Astolfi, (1992), Isidori ve Kang, (1995),
Isidori ve Lin, (1998), Van der Schaft, (1991), Van der Schaft, (1992a), Van der
Schaft, (1992b), Lu ve Doyle, (1994a), Pavel ve Fairman, (1997), Yung ve dig.
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(1996), Yung, ve dig., (1997), Yung ve dig., (1998), Lu ve dig., (1996), Lu ve dig.,
(2000), Lee ve Smith, (2000), Ezal ve dig., (2001), Djoudi ve Zames, (2002) , Ito ve
Jiang, (2004), Wu ve Lee, (2004), Saengdejing ve Qu, (2005), Wu, ve dig., (2006),
Fu ve dig., (2006) gibi yaymlarda siirekli dogrusal olmayan sistemler icin H_
optimal kontrol problemleri ele almmistir. Ozel olarak, siirekli-zamanlhi dogrusal
olmayan sistemlerin yerel bozucu bastirma problemi Ball ve Helton, (1989), Isidori,
(1991), Isidori ve Astolif, (1992), Van der Schaft, (1991), Van der Schaft, (1992a),
Isidori, (1993), Lai ve Hauser, (1993), Ball ve dig., (1993), Isidori ve Kang, (1995)
caligmalarinda kapsamli olarak ele alinmistir. Belirsizlik igeren sistemler igin
standart durum uzayi yapist kullanilarak durum geri beslemesi ve ¢ikis geribeslemesi
ile H_ optimal kontrol problemine iligkin ¢oziimler igin, Shen ve Tamura, (1995),
Lu ve dig., (2000), Djouadi ve Zames, (2002), Wu ve Lee, (2004), Zheng ve Lu,
(2005), yayimnlaria bagvurulabilir. Belirsizlikler igeren siirekli Hamiltonian sistemler
icin ise Mei ve dig., (2005) tarafindan, durum geribeslemesi ile dayanikli bozucu
bastirma problemi lizerinde ¢alisilmistir. Dogrusal olmayan sistemlerin ele alindigi

yukarida sozii edilen c¢alismalarin c¢ogu, ele aldiklarn ~ H_ optimal kontrol

problemlerinin ¢6ziimii {izerine yeter kosullar sunmaktadir ve bu kosullar Hamilton-
Jacobi esitligi ya da esitsizligi bigimindedir.
Ayrica, Lin ve Xie, (1998) yilindaki caligmalarinda, “affine” ayrik zamanlh

sistemlerin, dogrusal olmayan H_ kontrolii ile, bu tiir sistemlerin bir nokta civarinda
dogrusallastirilmasi ile elde edilen sistemlerin, dogrusal H_ kontrolii arasindaki
iliskiler incelemistir. S6z konusu ¢alismada, sistemin bir nokta civarindaki dogrusal
modelini temel alarak, sistemin L, kazancini herhangi pozitif ger¢cek bir sayidan

daha kiiciik yapacak sekilde tasarlanan kontrol kuralinin, dogrusal olmayan sistemin

L, kazancini da yerel olarak ayn1 yapacag: gosterilmistir.

Siirekli-zamanda, dogrusal olmayan H_ kontrol problemi {izerine bir ¢ok c¢alisma

olmasma karsm, ayrik zamanh H_ kontrol probleminin ¢o6ziimiine iliskin

[c)

arastirmalar Lin ve Brynes, (1994), Lin ve Brynes, (1995c), Lin ve Brynes, (1996)
caligmalar ile baglamistir. Lin ve Byrnes, (1995c) ve Lin ve Byrnes, (1996)
caligmalarinda ayrik zamanli dogrusal olmayan sistemlerin, dogrusal olmayan ¢ikis

geribeslemesi ile H_ kontrol probleminin ¢éziimiiniin de bir Hamilton-Jacobi kismi
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diferansiyel esitsizliginin ¢oziimiinden elde edilebilecegini gostermistir. Lin ve
Brynes, (1996)’daki caligmalarinda ayrik zamanli bozucu bastirma probleminin
¢ozumini, (i) tam bilgi geribeslemesi (full information feedback, i.e. hem bozucu
hem durum), (ii) durum geribeslemesi ve (iii) dinamik ¢ikis geribeslemesi igin

sunmuglardir. Belirsizlikler igeren ayrik zamanli dogrusal olmayan sistemlerin H_

kontroliine iliskin az sayida ¢alisma vardir (Haddad ve dig., 2000; lbrir, 2000;
Coutinho ve dig., 2004, Wu ve dig, 2006). Hamiltonian sistemler i¢in ise, ayrik
zamanli bozucu bastirma probleminin ele alindig1 herhangi bir caligmaya literatiirde

rastlanmamuistir.

Bu literatiir 6zet alt boliimiiniin izleyen kisminda, genel dogrusal olmayan sistemler

igin siirekli-zamanli H_ optimal kontrol probleminin literatiirde var olan tanimu,

belirsizlik icermeyen ve belirsizlik igeren sistemler i¢in durum geribeslemesi ile
bozucu bastirma probleminin ¢odziimlerinin bulundugu temel ¢alismalarda elde
edilen sonuglar verilmistir. Ayrica, bu doktara ¢alismasinda ayrik karsiligi ele alinan
ve tiiretilen, belirsizlik iceren siirekli Hamiltonian sistemler i¢in durum geribeslemesi
ile bozucu bastirma probleminin ¢oziimii, ilgili literatiirden 6zetle aktarilmistir. Son
olarak, ayrik-zamanli dogrusal olmayan sistemlerde bozucu bastirma probleminin
genel tanimi1 ve durum geribeslemesi ile ¢6ziimiine iliskin temel ¢alismalarda verilen

sonuglar kisaca 6zetlenmistir.

5.2.1 Siirekli zamanh H_ optimal bozucu bastirma problemi

Dinamik denklemleri,

X =F(x,w,u)
z=7(x,u,w) (5.1)
y=Y(x,w)

bigiminde verilen dogrusal olmayan sistem ele alinsin. Burada, ue R", weR'",
zeR’, yeR’ boyutlu vektérler ve F(x,w,u), Y(x,w), Z(x,u,w)
R"xR'xR"™ sifir civarinda tanimlanmus, F(0,0,0)=0, Z(0,0,0)=0, Y(0,0)=0
ozelliginde fonksiyonlardir. Bu gosterilimde, w dis bozucular1 ve izlenmesi istenilen
isaretleri de igerebilen dis girislere, z ise ceza degiskenine (penalty signal) karsi

diiser. Kontroliin iki amaci vardir; kapali ¢evrimli sistemin i¢ kararliligini saglamak

ve W girisinin, Z ¢ikist lizerindeki etkisini azaltmaktir. Bir baska sdyleyisle; H

0
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optimal bozucu bastirma problemi, sistemin W ’dan z’ye L, kazancini, bozucu
bastirma seviyesi olarak adlandirilan pozitif skaler gergek bir y sayisindan kiiglik

yapan, yani,
}ZT(S)Z(S)d(S) < yZIWT(s)W(s)ds (5.2)

iligkisini saglayan bir kontrol kuralini tasarlamak olarak tanimlanir (Isidori ve Kang,
1995). Bolim 2’de soz edildigi gibi, kapali ¢evrimli sistemin, (5.2)’de verilen L,
kazang kosulunu saglamasi, s(u,y)=y’ ||u||2 | y||2 katki fonksiyonuna gére kayiplt
olmasi ile iliskilendirilebilir ve bu iliski dogrusal olmayan sistemler igin H_

optimal bozucu bastirma probleminin ¢éziimiinde anahtar rol oynamaktadir.

5.2.1.1 Durum geribeslemesi ile ¢oziim

Denklemleri (5.1)’de verilen dogrusal olmayan sisteme, a(X) bi¢iminde bir durum
geribeslemesi uygulandiginda,

X=F(X,w,a(x))

z2=27(x,w,a(x)) (53)

seklinde bir kapali ¢evrimli sistem elde edilir. Isidori ve Astolfi, (1992), Isidori ve
Kang, (1995) tarafindan, (5.3)’de wverilen kapali ¢evrim sisteminin durum
geribeslemesi ile bozucu bastirma problemi, sistemi S(w,z)=y? ||W||2 —||Z||2 katk1
fonksiyonuna gore kayipli (dissipative) kilan, u=a(x) kontrol kuralini bulma
problemine esdeger oldugu gosterilmis ve ¢oziilmistiir. Kontrol kurali a(X),

dogrusal olmayan statik bir durum geribeslemesidir. Bu tezin izleyen bdliimlerinde
durum geribeslemesi sozii ile statik durum geribeslemesi kastedilmektedir. Isidori ve
Astolfi, (1992) caligmalarinda dogrusal olmayan “affine” sistemler i¢in bozucu
bastirma probleminin, durum geribeslemesi kullanilarak ¢6ziilmesi konusunu

incelemislerdir. S6z edilen ¢alismada,

x=f(x)+0,(xX)w+g,(x)u
z=h(X)+k,;(x)w+k,(X)u (5.4)
y= hz(x)+ k21(X)W

denklemlerleri ile verilen sistem ele alinmistir ve bazi varsayimlar altinda, eger,
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V, £(x)+ hT (0, (0 + 5V, g, (x)gT (V.
47 (5.5)
—%ngz(x)gl(x)vi <0

Hamilton-Jacobi kismi diferansiyel esitsizligini saglayan yar1 kesin pozitif bir V (X)

fonksiyonu varsa,
1
u=a(x)=- gV, (5.6)

kontrol kuralinin, (5.4) sistemi i¢in H_ optimal bozucu bastirma problemini,
bozucu bastirma seviyesi y olacak sekilde ¢ozdiiglii gosterilmistir. Yukardaki
ifadelerde V,(x), V(x) fonksiyonunun X’e gére kismi tiirevlerinin yer aldig1 bir

satir vektordiir.

5.2.1.2 Belirsizlik iceren sistemler icin durum geribeslemesi ile ¢oziim
Shen ve Tamura, (1995) ise,

X=f(X)+Af(x)+9g,(x)d+g,(x)u

z=h,(xX)+k,(x)u 6.7)

biciminde verilen belirsizlik igeren sistemin, dayamikli H_ bozucu bastirma
probleminin durum geribeslemesi ile ¢oziimiine iliskin bir yontem onermislerdir. Bu
gosterilimde, X € R" durum vektorii, ue R" kontrol girisi, d e R" bozucu girisi,
zeR" ceza degisken vektori ve f,9,,0,,h ,k,, f(0)=0 ile h(0)=0

ozelliginde, tiirevlenebilir bilinen doniisiimler ve son olarak Af(X) tiirevlenebilir

ancak bilinmeyen — sistem belirsizliklerine kars1 diisen- bir dontistimdiir.

S6z edilen ¢alismada; Af(x) belirsiz doniisiimiiniin, € :R" — R™™ tiirevlenebilir
bilinen bir doniigiim ve & : R" — R™ tiirevlenebilir bilinmeyen bir déniigiim olmak
tizere, Af(x)=e(x)d(x) bigciminde oldugu ve wW:R" —R® verilen bir agirhk

doniisiimii olmak tizere,
Q = {410 8(0)=0, [6(x)| < |w(x)[ ¥xe X } (5.8)

biciminde tanimlanmis sinirli bir kiimenin i¢inde kaldig1 kabul edilmistir. Bu ve

baska bazi varsayimlar altinda,
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(087 (x)+ A2(e(x)e" ()] &"
SO T e T

gZ gZ (59)
1 T T
+§{h1 (x)hl(x)+/12(x)w (x)w(x)}so

Hamilton Jacobi esitsizliginin V(X) 20 (V(0)=0) bi¢imde bir ¢6ziime sahip
olmasini saglayan, bir 4(x)>0 06l¢ek fonksiyonu varsa,

T

v (x) (5.10)

a(=- ()

kontrol kuralinin, ele aliman H_ kontrol probleminin - dayamikli H_ bozucu

e}

bastirma probleminin durum geribeslemesi ile - bir ¢6ziimii oldugu gosterilmistir.

5.2.1.3 Belirsizlik i¢eren siirekli Hamiltonian sistemler i¢in durum geribeslemesi
ile ¢6zitm

Belirsizlik iceren siirekli Hamiltonian sistemlerin dayanikli H_ bozucu bastirma
problemi iizerine ise literatiirde Mei, ve dig., (2005) tarafindan yapilan ¢alisma
bulunmaktadir. Mei ve dig., (2005) c¢alismalarinda Hamiltonian modeli verilen
dogrusal olmayan bir sistem smifi icin s6z konusu problemin ¢oziimiiniin
Hamiltonian Jacobi kismi diferansiyel esitsizliginin ¢ézlimiine gerek olmadan elde

edilebilecegini gostermislerdir. So6z edilen ¢alismada belirsizlikler iceren dogrusal

olmayan sistemin modeli,

x=[J(x)- R(x)]%—ié+A f(x)+g,(X)w+g,(x)u
(5.11)

o (0%
y=9, (x) ™

bi¢iminde alinmistir. Burada, W bozucu girisi ve Yy sistem ¢ikisi, J(X) ters-
simetrik i¢ baglanti matrisi, R(X) yari-kesin pozitif kayip matrisi ve F(x) sistemin
enerji fonksiyonudur (Mei ve dig., 2005). Af(x) ise J(X) ve R(x)’deki parametre

belirsizliklerini ve modelleme hatalarini temsil etmektedir. 4 f (x) fonksiyonunun,

2= {Af(x) =e(X)8(x)|6(0)=0,|5(x)| <

m(x)z—iéH,VXE X} (5.12)
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kiimesi i¢inde kaldigi kabul edilmistir. Bu tanimda yer alan e(Xx) ve m(x) bilinen

diizgiin doniisiimler, §(x) bilinmeyen bir dontlisiimdiir (Mei ve dig., 2005).

Bozucu bastima basarim 6lgiitii olarak,

sup IJ{yTy+ uTM(x)u}dt SyZIOT ||W(t)||2dt (5.13)

Afe,x9=0

almmistir. Burada, M(x) matrisi, d(x) tam rankli bir matris olmak {iizere
M(x)=dT (x)d(x)6zelliginde bilindigi varsayilan bir agirhik matrisi ve >0 ise

bozucu bastirma seviyesidir (Mei ve dig., 2005).

Ceza degiskeni z,

y gT aﬁ 0
= {d(x)u} = Oax + [d(x)} u (5.14)

biciminde tanimlanmistir. Problemin ¢6ziimii (Mei ve dig., 2005) calismalarinda bir

teorem ile sunulmustur, bu teorem asagida verilmistir.

Teorem 5.1: (5.11)-(5.14) iliskileri ile tanimlanan sistemin,

a) Herhangi Af €2 igin, (5.11) sisteminin, Yy ¢ikisina gore sifir-durum

sezilebilir oldugu,

b) d(x) matrisi tam siitiin rankl1 oldugu,

C) H(x) enerji fonksiyonu, X =0 ’da kesin bir yerel minimuma sahip oldugu,
varsayilsin. Bu varsayimlar altinda, eger VX € X igin,
T (X, A(X),7)—2aR(x)+ S(x,A(X)) <0 (5.15)

kosulunu saglayan pozitif bir @ sayis1 ve A(X)>0 6zelliginde bir 6lgek fonksiyonu

varsa,
u=c(x)=-a{d" (x)d(x)}" gg(x)aa—‘f (5.16)

seklinde insaa edilen kontrol kurali, ele alinan H_ optimal kontrol probleminin -

hamiltonian sistemlerde dayanikli H_ bozucu bastirma probleminin- bir ¢oziimiidiir.

Burada,
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T(X,A(X),7) =77 9,(x)g; (X)+ A7 (X)e(x)e" (x) -

1 (5.17)
~g,(0{d"()d(x)} " g3 (%)

S(x,A(x)) = g,(x)g; (x)+ m’ (x)m(x) (5.18)

A%(x)
seklinde tanimlanmis matrislerdir (Mei ve dig., 2005). o

Kolayca goriilebildigi gibi Shen ve Tamura, (1995)’nin genel dogrusal olmayan
sistemler i¢in sunduklar1 ¢6ziimde elde edilen yeter kosul (5.9), genel olarak ¢6ziim
yontemi olmayan bir HJI kismi diferansiyel esitsizligi iken, Hamiltonian sistemler
0zelinde problemi ele alan Mei ve dig., tarafindan elde edilen (5.15) yeter kosulu

cebirsel bir HII esitsizligidir.
5.2.2 Ayrik zamanh H. optimal bozucu bastirma problemi

Ayrik zamanl dogrusal olmayan bir sistem,

Xiepr = T (0 Uy, Wy )

Zk =Z(Xk1uk’wk) (519)
Y = Y(Xi, Wy )

ile verilsin, burada x, € R" durum vektori, y, e R’ ¢ikig vektori, z, e R® ceza
degiskeni ve W, eR',u eR™ sirasiyla bozucu ve kontrol girisleridir ve
f(0,0,0)=0, z(0,0,0)=0, y(0,0)=0 6zelligindedir (Lin ve Brynes, 1996)

Ayrik zamanli bozucu bastirma problemi, siirekli-zamanda oldugu gibi, kapali
¢evrim sistemin L, kazancini bir bozucu bastirma seviyesi y € R* 'ne esit ya da
kiiclik yapan (Tanim 2.10) bir kontrol kurali bulma problemi olarak tanimlanir (Lin
ve Brynes, 1995c, Lin ve Brynes, 1996). Ayrica, ayrik zamanda da, bozucu bastirma

problemi, kapali ¢evrimli sistemin belirli bir - S=%(}/2 ||Wk||2—||zk||2) - katki

fonksiyonuna gore Kayipli olma ozelligi ile ifade edilebilmektedir ve bu iliski

Lemma 2.1°de (Sinirli Reel Lemma) verilmistir.
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5.2.2.1 Durum geribeslemesi ile ¢6ziim

Ayrik zamanli dogrusal olmayan sistemlerde bozucu bastirma problemli ile ilgili
temel calismalar, Lin ve Brynes (1994, 1995c, 1996)’a aittir. Lin ve Brynes

(1996)’da durum geri beslemesi ile bozucu bastirma probleminin ¢oziimiinii

X, = A(X, )+ B(x)u, + E(X,)w,

z, =C(x,)+ D, (x)u, + D, (x,)w, (5.20)
Y = H(X )+ Q(x, )w,

sistemi i¢in vermiglerdir. Burada X, e R" durum vektorii, y, e R” sistem cikisi,
z, €N dig girisleri ve bozuculart da icerebilen ceza degiskenleri ve
w, e R',u, e R"™ sirastyla, bozucu ve kontrol girisleridir. Ayrica, A(X), B(X),
C(x), E(x), D;(x), D,(x), H(x),Q(x) fonksiyonlari, sifir civarinda
tirevlenebilir uygun boyutlu fonksiyonlar ve A(0)=0, C(0)=0, H(0)=0
ozelligindedir.

Lin ve Brynes, eger,

d B(X)+(C(x)+ D,(x)u+ D,(x)w)" D,(x) =0 (5.21)
aa a=A(X)+B(x)u+E(x)w

Al E(X)+(C(x)+ D, (x)u+

aa a=A(X)+B(x)u+E(x)w (522)

+D,(x)w)" D,(x)—y°w" =0
seklindeki denklemlerin ¢oziimleri olan u"(Xx) ve W' (x) fonksiyonlari ile yazilmus,

H =V (A(X)+ B(x)u"(x)+ E(x)W’(x)) =V (x) +

? o\l 5.23
+%(HC(X)+ D, (X)u” (x)+ D, ()W ()| = 77w’ (x)] )=o (5.23)

bi¢gimindeki ayrik zamanli Hamilton-Jacobi-Isaacs denklemini saglayan pozitif

taniml1 bir V (X) fonksiyonu - Xx=0 civarinda yerel tanimli tiirevlenebilir- varsa,

u= k(Xk,Wk)=*u (Xk)t HL:u(Xtiu (X)W (X)) (5.24)
x H,, (X, u (%), W (X ))w (X, )
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bi¢imindeki bir geribesleme kontrol kuralmnin, kapali ¢evrimli sistemin W, ’dan
z,’ya L, kazancin1 y ’dan kiiciik ya da esit kildigin1 gostermistir. Kontrol kurali

(5.24)’de, H,, ve H_, matrisleri, Hamiltonian fonksiyonun H’nmn, u ve w

degiskenlerine gore kismi tiirevler matrislerini gostermektedir. Problemin
¢Ozlimiiniin varligin1 belirlemek i¢in (5.21) ve (5.22) kismi diferansiyel esitlikleri ile
birlikte (5.23) ayrik zamanli Hamiltonian-Jacobi-Isaacs esitliginin ¢6ziimii gereklidir.
Bu varlik probleminin tam ¢6ziimiinii elde etmek oldukca gili¢ oldugundan (Lin ve
Brynes, 1996), literatlirde ¢esitli yaklasik ¢oziimler onerilmistir (Huang, 1999; Deng
ve Huang, 2003).

Stirekli Hamiltonian sistemler i¢in, bozucu bastirma probleminin ¢6zimii i¢in
literatiirde verilen varlik kosulu, genel dogrusal olmayan sistemler i¢in ayni
probleminin ¢oziimii i¢in verilen varlik  kosulundan daha kullanighh oldugu
belirtilmisti. Benzer 6zelligin, ayrik zamanl sistemler i¢in tanimlanmis ayni problem
icin de var olabilecegi diisiiniiliirek, Hamiltonian sistemler i¢in ayrik zamanli bozucu

bastirma ve dayanikli bozucu bastirma problemleri bu tez ¢alismasinda ele alinmistir

5.3. Hamiltonian Sistemlerde Dogrudan Ayrik Tasarim ile Bozucu Bastirma

Dinamik denklemleri,

al__
M_(J R(d, P)VIQ, P)+ G, (Q)W-+G,(q)u (5.25)

y(t)=G; (q)VH(q, p)

seklinde verilen Hamiltonian sistemi ele alalim. Burada (g, p)e X c R*™*"
genellestirilmis koordinatlar, y,w e R™ siras1 ile bozucu girisi ve sistem ¢ikisi,

ueR™ kontrol girisi, J standart ters-simetrik i¢ baglanti matrisi ve

R(q, p) e R*™*" yari kesin pozitif simetrik bir matristir. Bu matrisler,

J= o L R _|° 0 5.26
- ol @9=5 & @p) (5.26)

R, (g, p)e R™ >0

bi¢imindedir. g,(q) e R™™, g,(q) e R™™ olmak iizere, bozucu ve kontrol giris

matrisleri — kap1 yapilari- ise,
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0 0

ile tanimlanir. Bu sistem genellestirilmis koordinatlarda tanimlanmis, bozucu altinda

bir Kapi-kontrolli Hamiltonian sistemdir. Bilindigi gibi (5.25) sisteminin enerji
fonksiyonu  F:R*" >R, -Hamiltonian fonksiyonu-  M(q)=M(q)" >0

genellestirilmis kiitle matrisi olmak tizere,

5@ p) = P"M(@)" p+P(0) (5.28)

ile belirlenir. Bozucu bastirma probleminin ¢oziimii, siirekli sistemin gradyan

temelli ayrik zamanli modeli kullanilarak elde edilecektir. Coziim kosullari, ayrik

zamanli modelde kullanilan ayrik-gradyanin -VH(x(k), x(k+1)) ,

x ={q, p} € R*™*"- Tamim 3.1°de verilen kosullar1 tam olarak sagladigi varsayimi

altinda tiliretilmistir. Bu kosullarin saglanmamasi durumu igin enerji iliskileri

tizerinden bir irdeleme de yapilmistir.

Bolim 3’de oOnerilen yontem kullanilirsa  (5.25-5.27) sisteminin ayrik zamanli

modeli T 6rnekleme peryodu olmak iizere,

|: Oirr — Ui

Prr1 — Py

}:T (J —R(gy, p))VH +T G, (g, )w

+TG,(q,) u (5.29)
Yy = GlT (qk )§H

seklinde elde edilir. Sistem i¢in bir ceza degiskeni (penalty signal),

_ Yk
z(0y, pk)—[d @ pk)uk} (5.30)

seklinde tanimlansin ve bozucu bastirma ol¢iitii ise

N T T 2 S 2
2V Y+ U D(@, PIU IS 72w | (5.31)
k=0 k=0

segilsin.  Burada  d(q,,p,) tam rankli bir matris olmak iizere

D@, p,)=d" (g, p,)d(q,, p.) verilmis bir agirlik matrisidir ve ¥ bozucu bastirma

seviyesine kars1 diisen gergek degerli pozitif bir skalerdir. Bozucu bastirma problemi,

sistem (5.29)’u asimptotik kararli birakan ve bozucu giris W’nin, z ceza degiskeni
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tizerindeki etkisini, L, anlaminda en azlayacak u, =c(q,,p,) secklinde bir

geribesleme kontrol kurali insaa etmektir. Yukaridaki (5.29-5.31) iliskileri ile
tanimlanan bozucu bastirma probleminin ¢éziimiine iliskin, bu doktora ¢alismasinda

tiiretilen kosullar, Teorem 5.2 de verilmistir.

Teorem 5.2: (5.29) ile verilen ayrik zamanli kap1 kontrollii Hamiltonian sistemi ve
(5.29-5.31) ile tamimlanan bozucu bastirma problemi ele alinsin. Asagidaki

kosullarin saglandig varsayilsin,

I. Sistem, y, cikisina gore sifir-durum sezilebilirdir.
Il.  Agirlik matrisi d(q,, p,) tam siitiin ranklidir.

I1l. Denge noktas1 X" =0, F(x) ’in bir kesin yerel minimumudur.

IV. Tanim 3.1°deki kosullar1 tam olarak saglayan bir ayrik-gradyan
VH(x(k), x(k+1)) x={q, p}e R*™*" vardr.

Onceden verilmis bir bozucu bastirma seviyesi ¥ igin, eger,

oy T°9,(0.) 9] (@) -a’T°g, (0){d]d, F 6] (a,)

. (5.32)
—-2aTR, (9, p)+9,(a,)9; (@) <0

bigimindeki Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI) esitsizligini saglayan bir pozitif gercek
a sayisi var ise, giris W’dan, ¢ikis z’ye L, kazancini en fazla y yapan bir statik

geribesleme kontrol kurali vardir ve bu kontrol kurali u, =c(q,, p,);

u =-aT{dd}"g, (q)V H (5.33)
bi¢imindedir. O

Ispat: Buradaki ispat (5.33) kontrol kuralimin kapali ¢evrimli sistemi
%(}/2 ||yk ||2—||uk ||2) katki1 fonksiyonuna gore kayipli kildigi yani kapali ¢evrim

sistemin Tanim 2.6’da verilen kayipli olma o6zelliginde oldugu gosterilerek
verilecektir. Bu durumda, Lemma 2.1 geregi (5.31) bozucu basarim 6l¢iitii saglanmis

olmaktadir.
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(5.32)’de verilen HJI esitsizligini saglayan bir « var olsun. (5.29) ifadesi soldan

V'H ile carpilir ve ayrik-gradyan taniminmn ilk kosulu kullanilirsa asagidaki iliski

elde edilebilir,
6qH ' Ui — Ok
F(k+1)-F(k)=| _ *
VpH pk+l_ pk

=-VIHT R(q. p)V,H+V HT g, (q)w, (5.34)
+VIHT g,(q,)u,

J ters-simetrik bir matris oldugundan V'H JVH =0 ’dir. Kesin pozitif bir V (k)

fonksiyonu,
V (k) = a€(k) (5.35)
tanimlandiginda, (5.34)’den,

V(k+1)-V(k)=—aV HTR,(q,,p,)V H

- . (5.36)
+aV HTg,(q)w, +aV HT g,(q,)u,

iliskisi yazilabilir. Esitsizlik (5.32)’den R, terimi ¢ekildiginde elde edilen esitsizlik,
(5.36) iliskisi ile birlikte degerlendirildiginde,

aZ —2T2 _ _
V(k+1)-V (k)< -=L -V H 0,(0,)9] (6,)V ,H

2T 2

aT T = _ —
+ ViH g,(g,){d:d.}"g; (q)V H

(5.37)
1 _ _ —

=5 ViH 8:(0)91 (4)V, H+aViHTg, (@)w,

+aT VLng(qk)uk

yazilabilir ve bazi cebir islemlerden sonra,

1 2

T _
Vik+D=V(K) <=3 1= 0l @IV H -,

2

1 _ 1
a T{d;d,} 29,(q,) xV H+{dd} 2u, (5.38)

1
+_
2

2
1
+77||Wk||2 -5y udidu}
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esitsizligi elde edilir. Bu iligkinin sag tarafindaki ilk terim her zaman negatifdir ve
kontrol kurali (5.33) ikinci terimde yerine yazildiginda bu terim sifir olmaktadir.

Sonug olarak, bu esitsizlikten,
72 2 1. - TT
V(k+1)=V (k)< T w "= S{ycyic+uedideu (5.39)

kayipli olma esitsizligi elde edilir. Burada, (5.30)’da verilen z, tanimi kullanilirsa,

bu esitsizligin,
2
1
V(k+1)-V (k) < 77||wk||2 Sl (5.40)

esitsizligine esdeger oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece, (5.29-5.30) ile verilen
sistem, (5.33) ile verilen kontrol kurali kullanilarak elde edilen kapali g¢evrimli

sistemin, belirli bir bozucu bastirma seviyesi ¥’ y1, - L, kazanci anlaminda bozucu
bastirma Olciitiinii - saglandig1 gosterilmis olur. o
Daha 6nce deginildigi gibi, Teorem 5.2°’nin Tanim 3.1 kosullarin1 tam saglayan bir

ayrik-gradyanin var oldugu varsayimi ile verildigine dikkat edilmelidir. Bu

kosullarin tam olarak saglanmamasi durumu Uyari 5.1°de irdelenmistir.

Uyari 5.1: Teorem 5.2°de kullanilan, VH(x(K),x(k+1)), x={q, p}eR*™*",

ayrik-gradyanin Tanim 3.1 ile verilen kosullarin ikincisini tam olarak sagladigin
ancak birinci kosulu tam olarak saglamadigi durum ele alinsin Bu durumda, ayrik

enerji fonksiyonu siirekli sistemin enerji fonksiyonundan farkli olacaktir. Ayrik

enerji fonksiyonu I:|(xk) olmak tizere,

|:I(Xk+1)_ |:| (Xk)
T

V'H[J-R(x,)]VH =-V"H R(x,)VH = (5.41)

iligkisi yazabilir. Eger (5.41)’in sag tarafi - enerji farki- siirekli sisteme iligkin enerji
fonksiyonu cinsinden,

H (X))~ H (%) F(X,)— F(X)
T - T

+&(Xie1s %) (5.42)

bi¢ciminde ifade edilebilirse,

‘%(Xku) - %(Xk)
T

V'H [J - fe(xk)]ﬁH = (5.43)
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esitligini saglayan bir IQ(Xk)’in var oldugu sdylenebilir. Sonug¢ olarak, o6zellikle
disiik ornekleme peryodu ile calisildiginda, Teorem 5.2°deki HIJI kosulu
kullanilirken, bu irdeleme g6z Oniinde bulundurulmalidir. T -0 i¢in (5.42)

iliskisindeki fazla terimin sifira gidecegi agiktir- £(X,,,, X, )= 0 -.0

Ayrik kontrol kurali (5.33)’ti elde etmek igin F€(q, p) fonksiyonun ayrik-

gradyaninin ingaast yapilmalidir. Stirekli sistemin (5.28)’de verilen enerji fonksiyonu
F€(q, p) 'nin Tanim 3.3’de verilen ayrik-gradyaninin, asagidaki gibi insaa edildigi

Bolim 4’de sunulmustur;

VP(a) =P, (9)q (5.44)
Py (@) S(a, p) q} H
VIH(x)(Q, p) = =Q(q, 5.45
(%,)(a, p) { 0 M‘l(q)}{p Q(q, p) ) (5.45)
[ oM@
{p oq, }
{N6M4mq
S, p)= 0q, (5.46)
rdM7(q)
[ %]

bi¢iminde tanimlanmis olmak tizere,

D(k+1, k)=1Q(qk+1+qk , Pess + pk) (5.47)
2 2 2
— 0,1 tQ
VHmHym,mﬂ,m)=¢W+1k4:kl k} (5.48)
pk+1 + pk

seklinde elde edilir. Bu ifadeler,

_ ata - gt

O ka1 = fsa ¥ Y » Prker = Bn ¥ B (5.49)
2 2

tanimlamalar ile,

Y/ = —= qk,k+l

VH = Q(qk,k+ly pk,k+l)|:— :| (5.50)

pk,k+1
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biciminde de yazilabilir.

Kontrol kurali ifadesinde - (5.33) - sadece ﬁpH terimi bulundugu i¢in, ayrik-

gradyan VH ifadesini,

ﬁH — pQr (qk,k+1' r)k,k+1) S_(lqk_,kﬂ' Elik+1)
0 M (qk,k+1’ pk,k+1)

- (5.51)
|:qk,k+l:|
X| _
pk,k+1
6q H = 6q K +§q P = qu (q_k,k+l’ ?k,k+l)q_k,k+1 (552)
+ S(qk,k+1' pk,k+1) Py k+1
ﬁpH = ﬁpK = M_l(qk,k+l’ pk,k+1)pk,k+1 (5.53)

seklinde ayristirmak uygun olacaktir. Elde edilen bu ifadelerdeki q,,, ve p,,, ’larn

hesabinda,

Pesr = P+ (P = Pecy) = 2P — Py

(5.54)
Oep1 = O + (0 =G ) =20, — Oy 4
= 3P =Pt o 30, —
Pk = %’ Ok ki1 = % (5.55)
yaklagikliklar kullanilirsa, (5.53) ifadesi,
V H= M-1(3qk —0ca ’ 3 P — pk—l) 3 P = Pt (5.56)
P 2 2 2

seklinde yazilabilir. Kontrol kurali (5.33)’lin hesabinda, ﬁpH terimi i¢in (5.56)

ifadesi kullanilirsa, bu kuralin hesap karmasikligi, emiilator kontrolorii ile yaklagik

ayni olacagindan, endiistriyel uygulamalar i¢in uygundur.
5.3.1 Sayisal deney

Onerilen dogrudan ayrik tasarim ydnteminin basarimimi inceleyebilmek igin kapi
kontrollii stirekli Hamiltonian modeli asagidaki gibi olan ¢ift sarka¢ sistemi ele

alinmistir.
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q_ _ 0 0
[ D} =(-R@ PV, p)+[gl(q)}w+[gz(q)} ’ (5.57)
y®)=[0 g,"(@)]VFa.p)

0 0
gl(q)=|2192(q)=lz,R=[o 0.5|] (5.58)

Bu sisteme iligkin Hamiltonian fonksiyonu,

F(q, p)=% p'M(a)" p+P(q)

(5.59) eylemsizlik matrisi ve (5.60) sistemin potansiyel enerjisi olmak tizere,

M =|: Ilz(ml+m2) m2|1|2 Cos(ql_qZ):| (5.59)
mzlllz Cos(ql_qz) |22m2)
p(q)=—|:nglzcosq2+(ml+m2)gllcosq1:| (5.60)

ifadeleri ile verilir. Sistemin parametreleri, m, =m, =1kg, |, =02m, I,=0.3m
ve g=0.98ms olarak alinmistir. Ceza degiskenindeki (z) agirlik katsayilart
d, =1, ve T=0.04 secilmistir, bu kosullarda (5.32)’deki HJI'yi saglayan a =28

olarak bulunmustur. Son olarak kontrol kurali,
u =-1.12V _H (5.61)

bigiminde elde edilmistir.

Benzetimlerde sistem denge durumunda iken 1-3 sn araliklarinda bozucu olarak
w=35N genlikli basamak isareti uygulanmistir. Acik ¢evrimli sistemin
momentum ve konum degiskenlerinin bozucu atindaki zamana gore degisimi, Sekil

5.1 ve Sekil 5.2°de verilmistir.

Dogrudan ayrik tasarimla elde edilen kontrol kurali, siirekli kontrol kurali ve
emiilator kontrol kurali kullanilarak elde edilen kapali c¢evrimli sistemin

degiskenlerinin zamana gore degisimi, Sekil 5.3-Sekil 5.6 ile verilmistir.
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pl. p2

08 I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman [s]

Sekil 5.1 : Bozucunun, agik ¢evrimli ¢ift sarkag¢ sisteminin momentum
degiskenlerindeki etkisi.

q1.92

Zaman [s]

Sekil 5.2 : Bozucunun, acik ¢evrimli ¢ift sarkag sisteminin konum degiskenlerindeki
etkisi.
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04 i i i i i i i i i i

Zaman [s]

Sekil 5.3 : Kontrol altindaki cift sarkag sisteminin p, durum degiskenin zamana
gore degisimi.

Zaman [s]

Sekil 5.4 : Kontrol altindaki ¢ift sarkag¢ sisteminin p, durum degiskenin zamana
gore degisimi.
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O R S NN R B
0

Zaman [s]

Sekil 5.5 : Kontrol altindaki ¢ift sarkag sisteminin g, durum degiskenin zamana
gore degisimi.

Zaman [s]

Sekil 5.6 : Kontrol altindaki ¢ift sarka¢ sisteminin ¢, durum degiskenin zamana
gore degisimi.

Kontrol igaretlerinin zamana gore degisimi ise, Sekil 5.7 ve Sekil 5.8’de goriilebilir.
Bu sonuglar, bu tezde gelistirilen yontem kullanilarak elde edilen kontroloriin

emulatdr kontroldre gore daha ytliksek basarima sahip oldugunu gostermektedir.

89



Zaman(sn)

Sekil 5.7 : Kontrol isareti u, ’in zamana gore degisimi.

Zaman [s]

Sekil 5.8 : Kontrol girisi u, 'nin zaman gore degisimi.

5.4. Hamiltonian Sistemlerde Dogrudan Ayrik Tasarim ile Dayanikh Bozucu

Bastirma Problemi

Bolim 5.3’de n-serbestlik dereceli Hamiltonian sistemler igin bozucu bastirma
problemi ele almmistir, bu béliimde ise paremetrelerinde belirsizlik igeren n-
serbestlik dereceli mekanik sistemler i¢in ayrik zamanli bozucu bastirma problemi
tizerinde calisilacaktir. Parametrelerinde - kiitle, uzunluk v.d. - belirsizlik bulunan

bozucu girise sahip Kapi-kontrollii stirekli Hamiltonian sistem,

[(ﬂ =T (3= R(@@, p)VFH+G,(q)w(t)+G,(q)u(t) (5.62)

90



y(t)=G] (q)VH,

seklinde verilir. Burada (g, p)e X c R*™®"  genellestirilmis  koordinatlar,
y,W e R™ siras1 ile bozucu girisi ve sistem ¢ikisi, Ue€ R ™ kontrol girisi, J standart

ters-simetrik i¢ baglanti matrisi ve R(q, p) € R*™*" yar1 kesin pozitif simetrik bir

matristir. Bu matrisler,

1= % "lr@p=l P 5.63
Lo, o) F9P =0 R p) 569

R, (g, p)e R™ >0

bi¢imindedir. g,(q) e R™™, g,(q) e R™™ olmak iizere, bozucu ve kontrol giris

matrisileri — kap1 yapilari- ise,

0 0
&)= [gl(q)}’ &.(0)= {gz(q)} (564

ile tanimlanir. Bu sistemin belirsizlikleri igermeyen enerji fonksiyonu,

F:R*" >R M(q)=M(q)" >0 olmak iizere,

Ft(a, p)=% p'M(a)™ p+P(a)

bicimindedir. Belirsizlikler igeren sistemin enerji fonksiyonu ise F€ = 6 — AFE
ifadesi ile temsil edilmis olsun. Burada A%€ sistem paremetrelerindeki belirsizligin

enerji fonksiyonundaki etkisini gostermek iizere,

AJ(9, )= PTAM (@) p+ AP(Q) (5.65)
gibi yazilabilir. Bozucu girisi olmayan ancak belirsizliklere sahip,

[‘ﬂ ~(3-R(@, IV +G(q)u(t) (5.66)

sistemini ele alahm ve bu sistem igin belirsizlikleri icermeyen enerji fonksiyonu

cinsinden,

ut)=4(q, p)v (5.67)
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biciminde bir statik geribesleme kontrol kurali tasarlanmis olsun. Bu kontrol kurali

ile elde edilen kapali ¢evrimli sistem,

[ﬂ:(J—R(q,p))Vfc{ 0 ]V(ﬁmzc)

p g(@)B

T . (5.68)
=(J - R(q, FE y (i
O-R@pV J{g(q)}w (t){g(q)}u(t)

bi¢giminde olacaktir. Burada,

= AF€),  G(t)=B(q, H 69
AQ) {ﬂ(q,p)}V( ) t(t)=B(a, p)V, (5.69)

w,(t) bozucu girisi olarak, CG(t) ise g - gercek sistemin enerji fonksiyonu-
kullanilarak ingaa edilmis kontrol girisi olarak degerlendirilir. Bozucu giris w(t) ’nin,
V(4%€) € L, oldugu g6z oniinde bulundurulursa sonlu enerjili bir bozucu isaret kars1
diisiiriilmiis olur. Bu inceleme sistem parametrelerindeki belirsizliklerin sisteme olan

etkisinin, bozucu etkisi ile modellenebilecegini gdstermistir.

Parametrelerinde belirsizlik bulunan bozucu girise sahip Kapi-kontrollii siirekli

Hamiltonian sistem,

[(ﬂ =(J —R(q, p))VF+G, (q)w,(t)+

+TG, (Qw, (1) +TG,(a) u(t)

(5.70)

y(t)=[G,(a) G,(a)]' v

seklinde, belirsizliklerin sisteme olan etkisi, bozucu etkisi ile modellenmis olarak

ifade edilsin. Burada w, (t) ve w,(t), sirasiyla, belirsizliklere kars1 diisen bozucu ve

dis bozucu girisidir. G,(q) ve G, (q) yapist asagida verilmis olan matrislerdir.

0 0
Gu(9) :[QU(Q)] Gul@ :[gw(q)} &.71)

ve J€(q,p) gercek sistemin - belirsizliklere sahip sistemin - enerji fonksiyonudur.

Asagidaki tanimlarla,

G, (=[G, G,@].G,@=6, @  wt)=[w,®) w,)] (5.72)
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(6.48)’de verilen sistem,

m =(J = R(, ))VF+G, (q) W(t)+G,(q) u(t)

y(t)=G; (q)VF

(5.73)

bi¢iminde yeniden yazilabilir. Bu sistemin ayrik zamanli modeli ise,

Gl(qk)z[Gu(qk) Gw(qk):la Gz(qk)=Gu(qk)

0 0
Gu(qk)=|:g (q ):|v Gw(qk)=|:g (q ):| (5.74)

olmak iizere,

|: qk+l — O

pk+l = Py

}:T(J —R(t, P))VH +TG,(q,) W,

+G,(q,) u, (5.75)
Y = G1T (qk )ﬁH

bi¢iminde elde edilir. Goriildiigii gibi (5.73) sistemi Teorem 5.2°de ele alinan sistem
ile aym1 yapidadir. (5.74)’de verilen notasyonlar (5.32) ve (5.33)’de yerlerine

yazildiginda, dayanikli bozucu bastirma probleminin
u, =-aT{dd}"g, (q)V H (5.76)

biciminde bir statik geribesleme kontrol kurali ile ¢6ziimiiniin varligina iliskin yeter

kosul,

&’y T (0,090 (A)+ 9, (@) o0 (a)) -
_aszgu(qk){dl-(rdk}_l 93 (a.) - (5.77)
—-2aTR(q,, p)+ gu(qk)gI (a.)+ gw(qk)gvTv(qk) <0

elde edilir.

Teorem 5.2°de verilen esitsizlik, g, = ¢, ve 0, = ¢, alinarak yazilirsa,

'y %9, (@95 (6) 2" T°0, (G Hd 0] (6. -

] (5.78)
-2aTR, (9, p)+9,(9,)9,(q,)<0

elde edilir. Bu kosul ile (5.77) kosulu karsilastirildiginda, (5.77) kosulunda (5.78)’de

olmayan, pozitif isaretli a’yT*g,(q,)d;(q,) ve 9,(q.)g.(q,) terimlerinin var
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oldugu goriiliir. Beklendigi gibi, (5.77) kosulu, (5.78)’den daha siki bir kosuldur,
baska bir deyisle, (5.78) kosulunu saglayan bazi a degerleri, (5.77)’i

saglamayabilecektir.

Onerilen yontemin basaris1 bozucu bastirma probleminin ele alindig1 ¢ift sarkag
sistemi ilizerinde sinanmistir. Sonuglar sayisal deneyler béliimiinde sunulmustur.
5.4.1. Sayisal deney

Dayanikli bozucu bastirma problemini ¢oziimii olarak, bu c¢aligmada Onerilen
dogrudan ayrik tasarim yonteminin basarimini inceleyebilmek i¢in dis bozuculari

olan ve sarkag kiitlelerinde belirsizliklere sahip ¢ift sarkag sistemi ele alinmustir.

Ele alinan ¢ift sarkag sisteminin modeli,

ql_,._ - 0 | 0

{p} =(J = R(q, p))VH(q, p){ 0,(0)) vv+[ 0. (q)}u (5.79)
=1 =1 R—O 0

9,(@)=1,, g,(a)=1,, R= 0 051,

seklindedir, burada M(q) = M(q)+AM(q) ile P(q)=P(q)+AP(q) olmak iizere,

F(q, p)==p M(a)" p+P(q)

N

(5.80)

belirsizliklere sahip sistemin enerji fonksiyonudur. Yani,

7, p) = 5(q, P)+AF(,P) Ve AJ(G,p)= PAM@) p+AP@)  (581)

bigimindedir.
Sisteme iligkin genellestirilmis kiitle matrisi ve potansiyel enerji fonksiyonu asagida

verilmistir.

M _|: |12(m1+m2) m2|1|2 Cos(q1_Q2):| (5.82)

- 2
m2|1|2 COS(ql_qz) Izmz

P(q) =-[m,gl, cosq, +(m, +m,)gl, cosq, |

Sistem kiitlelerindeki belirsizligin bu ifadelerdeki karsiliklari,
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12(4Am,+4m,)  Am,l1,cos(q, —d,)
Am2I1I2 Cos(ql - qz) I22Am2

Ap(q) =—(Am,gl, cosg, +(Am, + Am, )gl, cosq, )

(5.83)

bigiminde olacaktir. Sistem parametrelerinin nominal degerleri m, =m, =1kg,
l,=02m, 1,=03m ve g=0.98m/s’olarak alinmistir. Kiitlelerde en fazla

Am, = Am, =1kg biyikligiinde belirsizliklerin bulunabilecegi kabul edilmistir.

Sekil  5.9-Sekil  5.10’da  kontrol  edilmemis ¢ift sarkag  sisteminin
w = 3.5 N biiyiikliigiindeki bozucuya kars1 verdigi yanitlar goriilmektedir.

0.8

0.6

0.4

0.2

0

pl. p2

-0.2
-04
-0.6
08 I I I I I I I I I
0
Zaman [s]

Sekil 5.9 : Bozucunun, agik cevrimli ¢ift sarkag sisteminin momentum
degiskenlerindeki etkisi.

q1.q2

Zaman [s]

Sekil 5.10 : Bozucunun, agik c¢evrimli ¢ift sarkag sisteminin  konum
degiskenlerindeki etkisi.
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Sekil 5.11-5.14’de verilen sekillerde yesil egrilerle, belirsizlik igermeyen sistem i¢in
bozucu bastirma tasarimi ile elde edilen kontrol kuralinin uygulandig: kapali ¢evrimli
sistemin konum ve momentum degiskenlerinin zamanla degisimi gosterilmektedir.
Ayni sekillerdeki pembe egriler, belirsizlik igeren sisteme bozucu bastirma tasarimi
ile elde edilen kontrol kuralinin uygulanmasi elde edilen kapali ¢evrimli sistemin
konum ve momentum degiskenlerinin zamanla degisimi gostermektedir. Bu
sekillerdeki mavi egriler ise, ‘dayanikli’ bozucu bastirma tasarimi ile elde edilen
kontrol kuralinin uygulandigi kapali ¢evrimli sistemin konum ve momentum
degiskenlerinin zamanla degisimi gostermektedir. Uygulanan bozucu kuvvetler
belirsizlik bolgesindeki farkli kiitleler i¢in farkli yer degistirmelere neden olacaktir.
Ancak momentum degiskenleri lizerindeki etkileri ayn1 olacaktir. Bu nedenle Sekil
5.11 ve Sekil 5.12’de verilen momentum degiskenleri incelenerek basarimlarin
karsilagtiritlmast daha kolay yapilabilir. Sekil 5.15 ve 5.16°da ise s6z konusu ii¢

durum i¢in kontrol isaretleri goriilebilir ve karsilastirilabilir.

0-4 1 1 1 1 1 1 1
: : —— Davanikli bastirma
] 2 S SO S Bastirma (belirsizlik var)
H Bastirma (belirsizlik yok)
1)) :___ o N S SR S ]
i Bastirma (belirsizlik yok)
PP A A o PN Dayanikli bastirma
0 . [Jiecss -
‘5_ '
T AR
Y S S A
T .
04 i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 T b
Zaman [s]

Sekil 5.11 : Kontrol altindaki ¢ift sarka¢ sisteminin p, momentum degikeninin
zamana gore degisimi.
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I I I I
Dayanikl bastirma
Bastirma (belirsizlik var)
Bastirma (belirsizlik yok)

B}astlrma (ioelirsizlik' var)

P P
' '
' '
' '
+ +

04 i i
0

Sekil 5.12 : Kontrol altindaki cift
zamana gore degisimi.

Zaman [s]

sarkag¢ sisteminin momentum degikeninin

P,

1.2 T T
L R :
0.8k---- Dayamkll bastirma

0.6

q1

04

0.2

T I I I I

: Dayanikh bastirma
Bastirma (belirsizlik var)
Bastirma (belirsizlik yok)

------- |- Bastirma (belirsizlik yok) ==~

.........
[,
:
|
|
|
|

02 L A R S
0 1 2 3 4 ] 6 i 8

Zaman [s]

Sekil 5.13 : Kontrol altindaki ¢ift sarka¢ sisteminin g, konum degiskeninin zamana

gore degisimi.
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I I
Dayanikl bastirma
L Bastirma (belirsizlik var)
14 Bastirma (belirsizlik yok)

0.2 i i i i i I I
0

Zaman [s]

Sekil 5.14 : Kontrol altindaki ¢ift sarkag sisteminin g, konum degiskeninin zamana
gore degisimi.

1 T T T T T
Bastirma (belirsizlik var) . ! Dayanikli bastirma
[ P (R R, - St -
] E— — SR |, S R
04r---------- e SRR [RRRRRREREE
) I— -\ A
_ O R
=1
)] S (o i
Py — N TS UOUO NUO NO
-] wp Dayanikli bastrma ~ |.________ i
: Bastirma (belirsizlik var)
)] S ' SRR Bastirma (belirsizlik yok) ~ [--------- -
P i i i i i
0 1 2 3 4 5 6
Zaman [s]

Sekil 5.15 : u, kontrol isaretinin zamana gore degisimi.
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u2

7] NRRNRNRRRR S, ) Dayanikl bastrma ~ |._.___ _
Bastirma (belirsizlik var)
Bastirma (belirsizlik yok)

i i i
3 4 5 6
Zaman [s]

[=1
sy
[Xy-

Sekil 5.16 : u, kontrol isareti zamana gore degisimi.

5.5 Sonuglar

N-serbestik dereceli mekanik sistemler igin bozucu bastirma ve sistem
parametrelerinde belirsizlik bulunmasit durumu igin dayanikli bozucu bastirma
problemleri ele alinmigtir. Her iki problemin de ayrik zamanli statik durum
geribesleme kontrol kurali kullanildiginda ¢6zlimlerinin varhigina iliskin yeter
kosullar verilmistir. Kontrol kurallart ¢ift sarka¢ sistemine uygulanarak benzetim
yoluyla basarimlart sinanmistir. Benzetim sonuglari, bu ¢alismada 6nerilen dogrudan
ayrik tasarim ile elde edilen ayrik zamanli bozucu bastirma kontrol kuralinin
emulatdr kontrol kuralina gore daha yiiksek basarima sahip oldugunu gdstermektedir.
Ayrica Onerilen kontrol kuralinin hesap karmasikligi, emulatér kontroliin
karmasiklig1 ile hemen hemen aynidir. Bu 6zellik Onerilen yontemin endiistriyel
uygulamalarda kullanimi agisindan 6nemlidir. Dayanikli bozucu bastirma kontrol
kuralinin smanmasi igin yapilan benzetimlerde belirsizlikler goz ardi edilerek
yapilan kontrolér tasarimi sonucu elde edilen kontrol kuralinin kapali g¢evrim
sistemin kararsiz olmasina neden oldugu goriilmiistiir. Bu durum, daha 6nce yapilan
teorik incelemeler geregi beklenen bir sonucgtur. Boylece, onerilen dayanikli kontrol

tasarim yonteminin gerekliligi ve bagarimi sayisal deneyle de kanitlanmistir.
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6. KARSILASTIRMALAR

6.1 Giris

Bu boliimde, ayrik zamanli genel dogrusal olmayan sistemler i¢in Navarro-Lopez,
(2002a)’de sunulan, kayipli olma kavrami ve ilgili tanmimlar - Bolim 2 de
verilenlerden biraz daha farkli olan - kulanilarak, ayrik zamanli Hamiltonian
sistemlerin sadece kararli kilma ve bozucu bastirma problemlerinin dogrudan bir
kontrol kurali ile ¢oziimii, bu doktara calismasinda elde edilen sonuglarin
karsilastirilmast amaciyla tekrar ele alinmistir. Dogrusal olmayan sistemlerin kayipl
olma ozelligi ile ilgili -bir ¢cogu c¢ok-giris cok-¢ikish sistemleri de kapsayacak
bicimde - bazi tanimlar Navarro-Lopez (2002a)’de sunulmustur. Ancak, Onerilen
kontrol yontemleri tek-giris tek-c¢ikishi sistemler i¢indir. Hatirlanacagi gibi,
Hamiltonian sistemlerin istenen bir denge noktasinda kararli kilma probleminin,
dogrudan ayrik tasarim ile ¢oziimii Bolim 4’de verilmisti. Sunulan bu ¢6ziim
yontemi, kisaca PBC tekniginin ayrik zamanl karsiligi olarak degerlendirilebilir ve
temel olarak enerji sekillendirme ve kayip atama islemlerini yerine getiren ayrik
kontrol kurallarini, agik c¢evrimli ve istenen kapali c¢evrimli sistemin ayrik

modellerini kullanarak elde etme ilkesine dayanir.

Bu boliimde, genel dogrusal olmayan sistemler i¢cin Navarro-Lopez (2002a)’de
Onerilen yontem, Hamiltonian sistemlerin ayrik modelleri kullanilarak yeniden
yazildiginda elde edilen sonuglar incelenmis ve Bolim 4’de elde edilenler ile

karsilastirilmis ve ayni sonuglara ulasildig goriilmiistir.

Bu siire¢ sirasinda, ayni yol izlenerek bozucu bastirma problemi i¢in de bir ¢oziim
elde edilebilecegi goriilmiis ve bozucu bastirma problemi i¢cin Boliim 6’da verilen
¢coziime katki yapan ek bir sonu¢ da elde edilmistir. Bu sonug¢ bir teorem ile

sunulmustur.
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6.2 On Bilgi

Asagidaki tiim tanimlar,

y. kD= T0C.uk). xeXe R uel R 6.1)

y(k) =h(x(k),u(k)), yeYcR"
seklinde verilmis olan genel dogrusal olmayan sistem i¢in verilmistir.

Kayipli sistemler i¢in Lin ve Byrnes, (1994) tarafindan sunulan tanimdan - Bolim 2
Tanim 2.10 -bagka bir tanim, (Lopez, 2002a) da kayipli olma esitsizligi bir esitlikle
degistirilerek elde edilmistir.

Tanim 6.1: ¥ dinamik denklemleri ile verilen bir sisteme, tim X(0) baslangig

kosullari, tim (x(K),u(k)) e XxU vetim ke Z, :={ 0,1,2, } igin,

V (x(k+1)) =V (x(k)) = s(y(k), u(k)) — @(x(k), u(k)) (6.2)
kosulunu saglayan depo fonksiyonu olarak adlandirilan V (0) =0 o6zelliginde pozitif
bir V:X —> R" fonksiyonu ve her ueU igin ¢@(.,u) pozitif olan bir siirekli
@: XxU—>R" fonksiyonu varsa s katki fonksiyonuna gore  kayplhdir
(dissipative) denir (Navarro-Lopez, 2002a). o

Burada her ueU igin ¢@(.,u) (kesin) pozitif ve ¢(0,0)=0 o6zelliginde olan
@ XxU > R" fonksiyonu (kesin) kayp oran: ((strict) dissipation rate) fonksiyonu

olarak Hill ve Moylan tarafindan tanimlanmistir (Navarro-Lopez, 2002a).

Asagida, kayipli olmaya iliskin Navarro-Lopez’de sunulmus yeni bir tanim olan

(V,s) - kayipli olma ((V, s)-dissipative) tanimi verilmistir.

Tanim 6.2: XY dinamik denklemleri ile verilen bir sisteme iliskin depo fonksiyonu

V (x) ve katki fonksiyonu s(y(k),u(k)) bilinsin. Bu sisteme,
V(f(x,u))=V(x)=s(h(x,u),u)—e(x,u),V(x,u)e XxU (6.3)

kosulu saglanacak bigcimde bir ¢ (kesin) kayp orami ((strict) dissipation rate)
fonksiyonu varsa (kesin) (V,s)- kayiplidir ((strictly) (V,s)- dissipative) denir
(Navarro-Lopez, 2002a). O
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u=ea(x,v), veU bi¢iminde bir dogrusal olmayan durum geribesleme kontrol

kural1 ele alinsin. @ : X xU —U tiirevlenebilir ve (0,0)=0 olsun.
X(k+1) = f(x(k), a(x(k),v (k))) (6.4)

sistemi, geribesleme ile doniistiiriilmiis sistem (feedback transformed system) olarak
adlandirnlir. Bu sistem X(K+1)= f(x(k),v(k)) biciminde de yazilabilir. Ayrica,
h(x,v) fonksiyonu h(x,a(x,v)) doniistiriilmiis (transformed) ¢ikis ifadesini

gostermektedir (Navarro-Lopez, 2002a). o

Asagida bir dogrusal olmayan sistemin durum geribeslemesi ile kayiph
kilinabilirligine iliskin geribesleme-ile-kayipli (feedback-dissipative) olma tanimi

verilmigtir.

Tanmim 6.3: X dinamik denklemleri ile verilen bir sistem ve iki skaler fonksiyon
V (x) ve s(y,Vv), sirasiyla bir depo fonksiyonu ve bir katki fonksiyonu, ele alinsin.
Geribesleme ile doniistiiriilmiis sistemi (V,s)-kayipli (kesin (V,S)-kayipli) kilacak,
u=ea(X,v) bi¢ciminde bir statik durum geribesleme kontrol kurali varsa, 2 sistemi
icin, V. ve s fonksiyonlar1 ile (kesin) geribesleme-ile-kayplidir (feedback-
dissipative (strictly feedback-dissipative)) denir. Burada, v yeni girisdir (Navarro-
Lopez, 2002a). o

Navarro-Lopez, (2002a), kapali ¢evrimli sistemi (V,s)-kayipl kilacak, u=a(X,V)

biciminde bir kontrol kuralinin varliginin yeter kosulunun,
V(f(x,u))=V(x)=s(h(x,u),v)—e@(x,u) (6.5)

esitligini saglayan bir kontrol girisi U’nun var olmasi oldugunu sdylemistir. Aym
calismada, s katki fonksiyonu Tanim 6.4’de verilen 6zellikte olmak tizere, kapali
cevrimli sistemi (kesin) (V,S)-kayipli kilan (Vv yeni giris olmak {iizere, X=0
civarinda tanimli u=ea(X,Vv)) bir geribesleme kontrol kurali var ise, u=ea(X,0)
kontrol kuralimin sistemi X=0 noktasinda kararli (asimptotik) kilacagi da
gosterilmistir.

Tanim 6.4: Katki fonksiyonu s(y,u) igin,

s(0,u)=0 YueU ve s(y,0)=0 VyeY (6.6)
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kosullar1 saglaniyorsa sifir-giris-¢ikis (zero-input-output (Z10)) o6zelligini sagliyor

denir. O

Ayrica, Navarro-Lopez, (2002a)’de genel (tek giris-tek ¢ikis) dogrusal olmayan

sistemleri kararli kilma problemini,
V (f(x,a(x(k),0))) -V (x) = - (x,a(x(k),0)) (6.7)

kosulunu saglayacak bir u=a(X,0) kontrol kuralini arama problemi olarak

degerlendirilmistir. Verilen bu sonugtan, bu tez ¢alismasinda Hamiltonian sistemlerin
dogrudan ayrik tasarim ile kararli kilimmasi probleminin ¢oziimii igin

yararlanilacaktir.

6.3 Kararh Kilma

Asagida verilen kapi-kontrollii Hamiltonian sistemin, sadece kararli kilinma

problemi ele alinsin.

Ok =0 |_ V.H 0 | o 1,
{pm—DJ_TJ{ﬁpH}FT[G(qk)}U’J_[—ln O} (6.8)

_ 1 ~
Y, =G'V H, J(a, =3 pTM(a)™ p+P(q)

Kayipli olma esitligi (6.7)’yi herhangi bir ¢ i¢in saglayacak kontrol kural
aranmaktadir. Lyapunov  fonksiyonu olarak sistemin enerji  fonksiyonu

kullanildiginda ve @(X,u) ’nin bir 6zel se¢imi igin problemin ¢éziimii su teoremle

verilebilir.

Teorem 6.1: (6.8)’da verilen kap1 kontrollii Hamiltonian sistemi ele alalm. K, >0

bir matris olmak lizere,
u=-K,G'(q,)V H (6.9)

kontrol kurali sistemi sifir civarinda yerel asimptotik kararli kilar. o

Ispat: (6.7) esitligi, V = € alimp, Tanim 2.1°de verilen ayrik-gradyan kosullarinin

ilki kullanilarak (6.8) sistemi i¢in yazilirsa,
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F(k+1)-3(k) =-4((qy. P ). u)

-T

6 H qk+1

TH | [ Ps- pJ —o((A. Py ) Uy )

'_ T/ _ (6.10)
VoH TJVH+T 0 « [=—0(( ), u,)

V,H V|7 6@ )T T e B

TVTpHG(qk)uk ==¢ ((d, P)s Uy )
elde edilir. Burada,

¢ ((q,, pk)’uk)=T§;HG(qk)KvGT(qk)§pH (6.11)

alinir ve

ﬁzH G(a,)u, = _6;H G(qk)KvGT(qk)§pH
ViHG(g) (u + K,GT(q,)V,H) =0

bigiminde diizenlenirse U, =—K,G"(q, )§pH kontrol kuralnin (6.10)’u
geribesleme ile kayipli olma iligkisini— sagladigi agikca goriiliir. o

Uyar1 6.1: Kontrol kurali (6.9)’un, B6liim 4’de sunulan soniim atama kontrol kurali
u, =-K,G"(q, )§DH ile ayn1 oldugu kolaylikla goriilebilir. Bolim 4’de, uj
kontrol kurali, acik ¢evrim sistem ile, istenen soniime sahip kapali ¢cevrim sistemin

modelleri eslenerek elde edilmisti, bu bdliimde ise, kapali ¢evrim sistemi kayiph

kilacak kontrol kural1 aranarak elde edilmistir. O

6.4 Bozucu Bastirma

Bu tez calismasinin 6. boliimiinde, n-serbestlik dereceli Hamiltonian sistemler i¢in
ayrik zamanli bozucu bastirma problemi ele alinmis, problemin ¢dziimiiniin varligina
iliskin yeter kosul Lin ve Byrnes, (1995¢), Lin ve Byrnes, (1996), tarafindan sunulan
kayipli olma tanimi (Tanim 2.10) kullanilarak bir cebirsel HIJI esitsizligi olarak
tiiretilmis ve elde edilen sonu¢ Teorem 6.1’de sunulmustu. Bu boéliimde ise kapali
cevrim sistemin kayipli olma 6zelligine iliskin Navarro-Lopez, (2002a)’da sunulan
tanim kullanildiginda, aymi problem i¢in hangi sonuglarin tiiretilebilecegi
arastirilirken elde edilen sonuglara yer verilmistir. Bu arastirma sirasinda, once

Tanim 6.4’de verilen esitlik (6.2)’de yer alan serbest segilebilen bir ¢@(X,u)
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“dissipation rate” fonksiyonun varliginin probleme ¢6ziim iiretme sirasinda bir

esneklik saglayacagi kanisina varilmigtir. Daha sonra ise, @(X,u)’nin belirli bir

secimi ile Teorem 6.1°de esitsizlik olarak verilen yeter kosulun, esitlik olarak elde
edilebilecegi goriilmiistiir. Bu siire¢ birazdan ayrintilariyla sunulacaktir. Buna ek
olarak, Teorem 6.1’de verilen esitsizlikten daha kullanishh bir kosul verecek

@(X,u) 'nin varlig1 aragtirtlmis, uygun bir @(X,Uu) se¢imi ile bunun miimkiin oldugu

goriilmiis ve elde edilen bu yeni sonug¢ Teorem 6.1°de verilmistir.

Hatirlanacagi gibi Boliim 6°da ele alinan sistem,

|: Oxs1 — Gk

pk+1 — Py

:|=T (3 —R(d,, p.))VH +T G, (g, )W

+TG,(q,) u (6.12)
Y = GlT (qk )ﬁH

seklinde idi, problem tanimindaki ceza degiskeni,

_ Yi
z(0y, pk)—[dk(qk, pk)uk} (6.13)

olarak sec¢ilmisti ve bozucu bastirma basarimi ise,

N T T 2 S 2
VY + U D@, pIU IS 72w (6.14)
k=0 k=0

biciminde tanimlanmisti. Bolim 6’da  bu  problemin  ¢oziimi  i¢in
U =-aT{d;d }"9,"(q)V H statik durum geribeslemesi dnerilmis ve ¢dziime
iliskin yeter kosul asagidaki cebirsel HJI esitsizligi ile verilmisti.

&’y ?T%g,(a9)9; (@)-a’T?g, (g {did Y9, (ay)

. (6.15)
—-2aTR, (9, p)+9,(a,)9; (@) <0

Ayni problemin ¢dzlimii i¢in, Tanim 6.1°de esitlik bi¢ciminde verilen kayipli olma

tanimi kullanilirsa ve ¢ kayip oranmi fonksiyonu,
¢ =[raT V' HG, —yw| (6.16)

biciminde segilirse, (6.15)’in esitlik haline ulasilacagi hemen goriiliir.

Bozucu bastirma problemi i¢in, Tanim 6.1’de verilen kayipli olma tanimindan

yararlanilarak elde edilen yeni sonug ise asagidaki teorem ile verilmistir.
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Teorem 6.2: Ayrik zamanl kapi kontrollii Hamiltonian sistem - (6.12) ile verilen -
ve (6.12-6.14) ile tanimlanan bozucu bastirma problemi ele alinsin. Asagidaki

kosullarin saglandig1 varsayilsin,

I. Sistem, y, cikisina gore sifir-durum sezilebilirdir.
1. Agirhik matrisi d(q,, p,) tam siitiin ranklidur.

I1l. Denge noktas1 X" =0, F(x) ’in bir kesin yerel minimumudur.

IV. Tanim 3.1°deki kosullar1 tam olarak saglayan bir ayrik-gradyan
VH(x(k), x(k+1)) x={q, p}e R*™*" vardur.

Onceden verilmis bir ¥ bozucu bastirma seviyesi icin bozucu bastirma problemini

¢Oziimiiniin varliginin bir yeter kosulu,

sup|o, (a6 @R (@ p, < 2l (6.17)

+y72T?)
seklindedir. Eger (6.17) kosulu saglaniyorsa, verilmis bir y bozucu bastirma
seviyesini veren kontrol kurali u, =-T £ {d/d, }"g, (q, )ﬁpH seklinde olacaktir.
Burada,

oT B 22 T _ 12
[V H(2T R (@ p)- (1477 T?) 6,69} (6)) V, H
T?VH g,(q){dyd,}"9; (q)V H

(6.18)

iliskisinden elde edilir. o

Ispat: Sisteme iliskin Lyapunov fonksiyonu olarak sistemin enerji fonksiyonu

alinsin. (6.2) kayipli olma esitligi, V =% ve s= %(72 ||Wk ||2 - ||Zk||2) icin,

Fe(k+1)=96(K) = 2 7 [w, [ = |2, ') - (x(K), u(k), w() (6.19)

bi¢ciminde yazilsin. Sistem (6.12) icin (6.19) esitligi yazilirsa,
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_ T
¥ H _

F(k+1)— Fe(K) = ¢ [qk“ qk}
VpH Prsr = Py

——TV"HR (g, )V ,H -
+TV7 Hg, (@)W, + TV Hg, (g,)u,

1
= E(}’ZWTW_ yTy_quTdu)_¢((qk1 Pe)s U, W, )
elde edilir ve kayipli olma fonksiyonu olarak,
o=[r*TVIHG, —yw| +28T*VIH g,{d]d,}*g]V H

secilir ardindan, bu fonksiyon (6.20)’de yerine yazilirsa,
—2TV HR (q,, p)V,H+B*T?VIHg,(q){dd }"g;(q)V H+

+y7 T*VH g,(0)9; @)V, H+V;H 9,(a,)9; (a)V,H =0
esitligi elde edilir. Bu esitlik £ ‘li terimlerin katsayilari1 gruplanarak,
ap’+c=0

gibi diizenlenebilir. Burada,
a=T?’ ﬁzH g.(a){d;d, }"g; (qk)§pH
c=ViH{-2TR (.. p) +77T° 9,(@)01 (4)+9,(a.)9] (a)}V,H

bi¢ciminde tanimlanmig parametrelerdir.

Simdi, (6.17) ile verilen yeter kosul,

SupHgl(qk)gI (Qk)R_l(qu pk)”00 S ﬁ

saglansin, bu durumda,

| _(A+r7TY)

o7 9,(a,)9; (@)R™(ay, p,) 20

iliskisi de saglanacaktir. Bu esitsizlik,

—2T R (O, P) +(1+772T?) 9,(q,)9; (,)< 0

biciminde diizenlenir ve soldan ﬁTp H ve sagdan V o H ile carpilirsa,

ﬁ;H {_ZT R (G, p) +77°T7 gl(qk)gI(qk)+gl(qk)g-lr(qk)}ﬁpH <0
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elde edilir. Goriildiigi gibi, (6.28)’in sol tarafi (6.25) ile tanimlananc parametresine
esittir. Yani teoremin iddiasi olan yeter kosul (6.17) saglandiginda, ¢ parametresi

€ < 0 ozelliginde olacaktir. Ayrica, her zaman a > 0 6zelliginde oldugu bilindigine
gore, (6.23) esitliginin pozitif bir f ¢6ziimi oldugu ve bunun (6.18)’e esit olacagi
asikardir. O

Uyart 6.1 : Istenilen herhangi bir bozucu bastirma seviyesi y y1 veren kontrol
kuralinin sisteme uygun bir séniim R (q,, p,) - Boliim 4’de tiiretilen soniim atama

kontrol kural1 ile- atamas1 yapilarak basarilabilecegi Teorem 6.2°den goriilebilir. o

6.5 Sonuglar

Genel dogrusal olmayan sistemlerin yerel kararlilik probleminin ¢oziimii igin
Navarro-Lopez (2002a) tarafindan sunulmus olan yoéntem, Hamiltonian sistemlerin
ayrik modelleri kullanilarak yeniden yazildiginda elde edilen sonuglar incelenmis ve
Boliim 4’de elde edilen sonuglar ile karsilagtirilmistir. Geribesleme ile kayipli olma
taniminda yer alan kayip orani fonksiyonu ¢(X,u) "nin belirli bir Se¢imi kullanilarak
elde edilen kontrol kuralinin, Bolim 4’de sunulan soniim atama kontrol kurali ile

ayni oldugu gosterilmistir.

Ayni1 yol izlenerek bozucu bastirma problemi i¢in de bir ¢6ziim elde edilebilecegi
gorilmiis ve Teorem 5.2°de verilen esitsizlikten daha kullanish bir kosul verecek
@(X,Uu) ’nin varhi@ arastirilmis, uygun bir @(X,u) secimi ile Bolim 5’de verilen

¢oziime katki yapan ek bir sonug da elde edilmistir.
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7. UYGULAMA SONUCLARI

7.1 Giris

Bu boliimde, gezer kopriilii vingler i¢in ylikiin en az hatayla konumlandirilmasi ve
koprii hareketi nedeniyle olusan salimimin azaltilmasi sorunun ¢oziimii i¢cin Boliim
4’de Onerilen ayrik zamanl pasif olma temelli kontrol (PBC) teknigi kullanilmistir.
Bu amagla gercegine uygun olarak 1/20 oranminda insa edilmis olan I.T.U.
Endiistriyel Otomasyon Laboratuarinda bulunan gezer ving dilizenegi lizerinde
calisilmistir. Hareketi servo siiriiciilerle saglanan bu sistem i¢in elde edilen kontrol
kurallar1 bir programlanabilir lojik kontrolor (PLC) lizerinde gerceklenmis ve elde

edilen gercek zamanli deney sonuglart sunulmustur.

Vingler diinyada binlerce limanda, insaat alanlarinda, ambarlarda ve siireg
otomasyonunda kullanilmaktadir. Bu yapilarin giivenli ve siiregte verimliligi
saglayacak bigimde hareketi endiistriyel iiretkenlik bakimimdan 6énemlidir. Vinglerde
yiikiin keskin bir dogrulukla istenilen konuma goétiiriilmesi zordur. Bu sistemlerde
kopriiniin veya tasiyicinin hareketi ile ya da dis etkenler nedeni ile biiyilik salinimlar
olusabilmektedir. Koprii istenilen hedef noktaya ulastiktan sonra da askidaki yiik
salinmaya devam etmektedir. Ayrica, riizgar gibi dis bozucular da 6nemli salinimlara
neden olmaktadir. Vingler genellikle ving operatorleri tarafindan kumanda
edilmektedir. Bu sekilde yiikiin dogru bi¢imde konumlandirilmasi zaman alici olup,
deneyim ve beceri gerektiren bir istir. Ote yandan, yiikiin salimmi 6nemli bir
giivenlik tehlikesi olusturmaktadir. Vinglerin yaygin olarak kullanimi1 bu istenmeyen
salinimlarin azaltilmas1 yoniinde ¢ok sayida arastirmaya konu olmustur (Sorensen ve
dig., 2007a; Sorensen ve dig.,2007b; Kim ve dig., 2004; Abdel-Rahman ve dig.,
2003; Gustafsson ve Heidenback, 2002; Cho ve Lee, 2002; Fang ve dig., 2001;
Moustafa, 2001; Park ve dig., 2000; Méndez ve dig., 1999; Park ve Chang, 1998;
Singer ve dig., 1997; Noakes ve Jansen, 1992; Butler ve dig., 1991; Singer ve
Seering, 1990; Auernig ve Troger, 1987; Sakawa ve Shindo, 1982; Besston, 1969).
Literatiirde bu konu ile ilgili zaman-optimal kontrol (time-optimal control) teknikleri,

giris bicimlendirme (input shaping) ve geribeslemeli kontrol teknikler ile ¢oziimler
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onerilmistir. Ancak, bu kontrol tekniklerinin cogunun varolan endiistriyel teknolojik
donanimlarla gergeklenmesi giigtiir. Ornegin, zaman-optimal kontrol tekniklerinin
ticari sistemlerde bilinen bir uygulamasi yoktur (Gustafsson ve Heidenback, 2002).
Giris bicimlendirme teknigi, referans isaretinin salimmmi azaltacak yonde uygun
bigimde degistirilmesi islemidir ve gergek-zamanda uygulana uygulanabilmektedir
(Singer ve Seering, 1990). Ancak, giris bigimlendirme islemi bir geribesleme
mekanizmasina sahip degildir, bu nedenle bir geribesleme kontrol kurali ile birlikte
kullanilmas1 gerekmektedir. Bununla birlikte, geleneksel ve modern kontrol
teknikleri ile sorunu c¢ozmeye c¢alisan ¢ok sayida arastirmada, yiikiin dogru
konumlandirilmasi i¢in uygun c¢oziimler sunulmakla birlikte, salinimi azaltma

konusunda sunulan ¢oziimlerde kontrol tasarimi ¢ok karmasiktir (Gustafsson ve

Heidenback, 2002).

Sekil 7.1 : Gezer kopriilii ving.

Bu c¢alismada Sekil 7.1°de bir Ornegi goriilen gezer kopriilii vinglerin konum
kontrolii ve koprii ya da tasiyict hareketi ile olusan salinimi azaltma problemi ele
alinmistir. Gezer kopriilii ving 2-serbestlik dereceli eksik siiriilmiis bir sistemdir.
Kontrolor tasariminda sistemin matematik modeli olarak PCH modeli, sistemin
kararli kilinmas1 ve konum kontrolii i¢gin PBC tekniginin Boliim 4’de 6nerilen ayrik

zamanli karsilig1 kullanilmistir.

7.2 Gezer Kopriilii Ving Sisteminin Ayrik Zamanh PBC Yontemi ile Kontrolii

Ilkesel semas1 Sekil 7.2°de goriilen 2-serbestlik dereceli eksik siiriilmiis bir sistem

olan gezer kopriilii ving sisteminin enerji fonksiyonu,
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5, p) =7 P"M (@) p+P(@) (7.0

M - M, L? M, Lcos(q,)

M, Lcos(q,) M;+M, (7.2)
P(q)=-M,gLcos(q,)
ve G =[0 1] e, bi¢iminde yazilabilir. Burada ¢, = e yiikiin dikey ile yaptig1 a¢1, q,
koprii konumu, M, yikin kitlesi, L halatin boyu, M; kopriinin (tastyicinin)

kiitlesi ve g yer cekimi ivmesidir. Tasarlanacak kontrol siteminin amaci,

olabildigince kisa siirede ve az salimim ile yiikii istenilen konuma tasimaktir. Bu

bilgilerle sistemin Hamiltonian modelinin,

{q}_{ 0 h} v, %, p) J{ 0 }u
pl |1, 0 ||V, %@ p)| [G(@) (7.3)
y(t)=G"(q)V ,%(q, p)

biciminde elde edildigi bilinmektedir.

Kontrol tasariminda, siiriicii ve motorun dogrusal olmayan dinamikleri ihmal
edilmistir. Koprii hareketinde kaymanin olmadigi varsayilmistir. Yik noktasal bir
kiitle olarak degerlendirilmis, halatin kiitlesinin 6nemsiz oldugu ve esnek olmadigi

kabul edilmistir.

Sekil 7.2 : Gezer kopriilii ving sistemi ilkesel semasi.

Sistemin salinimsiz olarak yerlesmesi istenen nokta olan g, = 0, sistemin kararh

denge noktasidir. Bu nedenle, kinetik enerji fonksiyonunun bi¢imlendirilmesine
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gerek yoktur. Yiikiin tasinmak istedigi konum X" olmak iizere, yiikii bu konuma
gotiirmek i¢in; kapali gevrimli sistemin ¢, dinamigine iliskin denge noktast g, = X"
olacak bi¢imde sistemin potansiyel enerjisini, PBC teknigi ile degistirmek yeterli

olmaktadir. Buna gére tasarim parametreleri, My =M ve J,=0 alinabilir
(Banavar ve dig., 2006) ve kapali q, cevrimli sisteme iliskin uygun bir enerji

fonksiyonu,

3¢, (g, p) = K(q, p)+P,(q)
=% p"M™(a)p+P(q) (7.4)

1 " *
+5(q2 —0,)" K, (d, - a;)

bigiminde segilebilir. Burada K = pozitif bir sayidir. Boylece kapali ¢evrimli sistem

igin 6ngoriilen, yani istenen Hamiltonian sistem, asagidaki gibi yazilir.

g]_[ o I,]f Ve 25
|:pj|_ _In 0 Vpgéd 79

Ayrica, enerji bigimlendirme kontrol kuralinin, agik g¢evrimli sistemin ve istenen
kapali ¢evrimli sistemin potansiyel enerji fonksiyonlarinin ayrik-gradyanlar

kullanilarak insaa edilebilecegi agagidaki gibi gosterilebilir. Bu amagla, 6nce,

<l

K+V,P(q)
< (7.6)

<l

H=V,
H=V,

ifadeleri goz Oniine alinarak Boliim 3°de Onerilen yontemle (7.3) sisteminin ayrik

modeli,
o 1 ||V,H 0
|:qk+l:|_|:qk:|=-l- n:| _q +T U(k)
Prs1 Py |~ I n 0 VpH _G(qk )_

_ _ - ~ _ (7.7)
V,K 0
=T| _ _ +T u(k)
_Vq K _Vq P(q) _G(qk)_

bigiminde Ve Kapali cevrimli sistemin gradyan temelli ayrik modeli ise,
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L
Pyi1 Py _In 0 6pHd

- (7.8)

biciminde yazilir. Sonra, enerji bi¢imlendirme islevini yapacak olan ayrik kontrol
kurali, (7.7) esitliginin sag tarafi ile (7.8) esitliginin sag tarafi esitlenerek, dogrudan
acik ¢evrimli ve kapali ¢evrimli sistemin ayrik zamanli modellerinin (7.1), (7.2) ve

(7.4) ile verilen parametreleri cinsinden,

P(A)=-M, gLcos(c,) (7.9
P (@) =—M,gLeos(a) + (6 )" K, (6, ~;) (7.10)
ues(k)=_G_l(qk)(§qu _§qp) (711)

bi¢iminde elde edilir. Burada G =€, oldugundan,

U, () ==(V,,P, =V, P) =K, (d,~7;) (7.12)

ifadesi yazilabilir ve sénlim atama kontrol kural1 (4.12) ise,
— = (1
u, =-KG'V H, =-KV_ (E pTM‘l(q)p) (7.13)

bi¢iminde ifade edilebilir.

Bu kontrol kurallari, Sekil 7.3’de goriilen ILT.U. Endiistriyel Otomasyon
Laboratuar’inda bulunan gezer ving diizenegi tlizerinde smanmistir. Diizenek
gergegine uygun olarak 1/20 oraninda kiiciilmiis olarak inga edi big¢iminde
secilmigtir. Diizenek iizerinde yapilan deneylere iliskin sonuglar Sekil 7.4-7.7°de
verilmistir. Bu sonuglardan goriildiigii gibi kontrol altindaki sistem yiikii hizli bir
bicimde hedefe ulastirmakta ve bu noktadaki salinimlar1 biiyilk oranda
zayiflatmaktadir. Ayrica, salinimi azaltmak iizere tasarlanan kontrol kuralinin sistem

K, =0.19 hizin1 azaltmadigi goriilmektedir.
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Sekil 7.3 : ITU Endiistriyel Otomasyon Laboratuari’nda bulunan gezer képriilii ving

diizenegi.
04

q1 [rad]

()] SRS

Kontrol yok

— PBC kontrol | |

0.4
0

Sekil 7.4: Kontrolsiiz olarak ve PBC kontrolii ile kopriiniin 0.06m konumundan 1.0m
konumuna hareketi nedeniyle olusan salinim egrileri.

15
Zaman [s]
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1.4 T T T T T
: : : Kontrol yok
. : | — PBC kontrol
E
R
1 I I 1

10 15 20 25
Zaman [s]

Sekil 7.5: Kontrolsiiz olarak ve PBC kontrolii ile kopriiniin 0.06m konumundan 1.0m
konumuna gétiiriilmesi.

05

Kontrol yok
— PBC kontol

e S

q1 [rad]

04 i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zaman [s]

Sekil 7.6: Kontrolsiiz olarak ve PBC kontrolii ile kopriiniin 1m konumundan 0.35m
konumuna hareketi nedeniyle olusan salinim egrileri
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: : : i| ——— Komtral ok
] E : : PEBEC kontrol
1k .
| !
1 It W
= |l ; : : 5
S | ] : ' !
L | : : :
] : : : : :
) 1 g i i ]
i e ECOTEEIPEEE R E e Rt A EEPPLPRE T TETERETY 4
\ : 5 ;
| 5 z
04F--4 e e e T —
0z | L |. | J
0 1 i 15 20 25 k||
Taman |s]

Sekil 7.7: Kontrolsiiz olarak ve PBC kontrolii ile kopriiniin Im konumundan 0.35m
konumuna gotiiriilmesi.

7.3 Sonuclar

Gezer kopriilii vingler i¢in yiikiin keskin bir dogrulukta konumlandirilmast ve koprii
hareketinden kaynaklanan salimimin azaltilmasi problemi i¢in PBC teknigi
kullanilarak dogrudan ayrik zamanli kontrolor tasarimi yapilmistir. Uygulama,
gercegine uygun insa edilmis bir gezer ving diizenegi iizerinde, ulasilabilir ticari
endiistriyel donanimlar ile yapilmistir. Deney sonuglari, dnerilen kontrol kuralinin,

yiikii hedef noktaya kontrolsiiz duruma gore sistem hizini azaltmadan gétiiriip, hedef

noktaya ulastiktan sonra olusan salinimlar1 6nemli 6l¢iide azaltligin1 gostermistir.
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8. SONUCLAR

Toplu-parametreli Hamiltonian sistemlerin dogrudan sayisal kontrol tasarimina
uygun bir ayrik zamanli modellinin elde edilmesi i¢in bu tezde Onerilen yontem,
sistemin siirekli modellinin bilindigi varsaymmi altinda gelistirilmistir. Onerilen
yontem, gradyan temellidir ve elde edilen modeller, kullanilan ayrik-gradyan ifadesi
ayrik-gradyan olma kosullarini tam olarak sagladigi siirece enerji korunumlu olma
Ozelligini tasir. Ayrica, sisteme iligkin i¢ baglant1 matrisi standart ters-simetrik matris
ve kullanilan ayrik-gradyan ifadeleri 6zel bir yapida ise elde edilen modeller
simplektik fark sistemi tanimlamaktadir. Ilgili literatiirde, Hamiltonian sistemlerin
ayrik modellerinin, hem simplektik ve enerji korunumlu olma 6zelligini ayn1 anda
saglayacak bi¢cimde elde etmenin olanaksiz oldugu vurgulanmistir (McLachlan ve
dig., 1998).

Hamiltonian sistemlerin gradyan temelli ayrik zamanli modellini olusturmak igin bu
tezde oOnerilen ayrik-gradyan ifadelerinden ikisi -Tanim 3.2 ve 3.3- modeli elde
edilecek sistemin enerji fonksiyonu ilizerinde bir kisitin saglanmasini gerektirir. Bu
ayrik-gradyan ifadeleri kullanilarak elde edilen ayrik modellerin birbirlerinden farki
cok azdir. Karesel Yaklasiklik Lemma’sina dayanan igiincii ayrik-gradyan ifadesi
ise, enerji fonksiyonlar: lizerine herhangi bir kisit getirmeyen, elde edilmesi kolay ve
kullanigli bir yapiya sahiptir. Sisteme iliskin enerji fonksiyonu karesel ve agirlik -
genellestirilmis eylemsizlik matrisi- sabit ise elde edilen ii¢ model esdegerdir. Ilk iki
ayrik-gradyan ifadesi, Ortalama Deger Teoreminden (Mean Value Teorem) ve orta
nokta kavramindan esinlenerek, son ayrik-gradyan ise, Diewert (1976)’da verilen
Karasel Yaklagiklik Lemma’st yardimiyla, siirekli Hamiltonian sistemin enerji
fonksiyonunun ikinci dereceden Taylor seri yaklasikligi kullamilarak tiiretilmistir.
Sisteme iligkin enerji fonksiyonu karesel ve agirlik matrisi sabit ise, Onerilen tiim
ayrik-gradyan ifadeleri ayrik-gradyan olma kosularinin her ikisini de sagladig: halde,
bu 6zellige sahip olmayan enerji fonksiyonlar1 i¢in, bu ifadeler sadece ikinci kosulu
tam olarak saglamakta, fakat birinci kosulu saglamamaktadir. Ayrica, ilk iki ayrik-

gradyan ifadesi kullanilarak elde edilen ayrik zamanli modellerin enerji fonksiyonlari
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stirekli sisteminki ile ayn1 olmadigi gibi modelin enerji fonksiyonun ifadesine
ulagmak da her zaman miimkiin degildir. Ancak siirekli sistemin ve modelin enerji
fonksiyonlar1 arasindaki farkin hesabi miimkiin olmakla birlikte, ilgili bdliimde
sunulan ifadelerden de goriilebilecegi gibi, bu enerji farkinin hesaplanmasi karmasik
ve gii¢ islemleri gerektirmektedir. Ote yandan, drnekleme peryodu kiigiildiikge,
enerjiler arasindaki fark azalmakta ve peryod sifira yakinsadiginda, fark da sifir
olmaktadir. Siirekli Hamiltonian sistemin enerji fonksiyonunun yaklasik ifadesini
kullanan, tgilincii ayrik-gradyan ifadesi, enerji fonksiyonu bilinen bir ayrik zamanl
model elde etme olanagi saglamistir. Elde edilen ayrik zaman modelin ve sistemin
enerji fonksiyonlar1 arasindaki fark bilinmekte ve siirekli enerji fonksiyonunun
ikinci dereceden Taylor agilimindaki 2. dereceden biiyiik dereceli terimlerin toplami
olarak hesaplanabilmektedir. Yapilan benzetimlerde, kayip fonksiyonu sifir
olmadik¢a, her ii¢ ayrik-gradyan ifadesi kullanilarak elde edilen modellerin
hatalarinin kabul edilebilir sinirlar i¢inde kaldigi gozlendigi i¢in, bu modellerin
dogrudan ayrik kontrolor tasarim yontemleri gelistirmeye uygun oldugu kararina

varilmstir.

Hamiltonian sistemlere kontrollor tasarlamak amaci ile kullanilan tek ayrik zamanl
model, Laila ve Astolfi (2005a), Laila ve Astolfi, (2006) ¢alismalarinda bulunan
modeldir. Bu ¢alismada kullanilan ayrik zamanli model bu tez ¢alismasinda 6nerilen
modele gore ¢ok daha yaklasik bir model olup, kendilerinin de ifade ettigi gibi faz
uzayinda 6nemli bozulmalara neden olmaktadir. Laila ve Astolfi, bu modeli IDA-
PBC tekniginin ayrik karsiligini tiiretirken 6nermis ve kullanmis olmalarina ragmen,
sistemi sadece denge noktasi civarinda - yani dogrusal bir Hamiltonian sistem
modelinin gegerli oldugu - dar bir aralikta kontrol edebilen bir kontrol kurali

tiretebilmislerdir.

Bu tez calismasinda, enerji bigimlendirme ve soniim atama islemlerini yapan kontrol
kurallari, ele alinan acik ¢evrim ve istenen kapali ¢evrim sistemlerin dogrudan ayrik
zamanli modelleri kullanilarak elde edilmistir. Bu modeller bu tezde Onerilen
modelleme yontemi kullanilarak elde edilmistir. Siirekli Hamiltonian sistemler i¢in
onerilmis olan IDA-PBC tekniginde, eger sistem eksik siiriilmiis ise, istenen
Ozelliklere sahip kapali ¢evrimli sistemin tasarimi 6nemli ve genel ¢6ziimii ¢ok zor
bir problemdir. Bu nedenle, bu tezde, sadece eksik-siiriilmiis sistemler igin kontrol

kurallar tiiretilirken, istenen kapali ¢evrimli sistemin siirekli modelinin bilindigi
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varsayllmigtir. Modelleme hatalarinin  kararlilik {izerine etkisi enerji iligkileri

kullanilarak incelenmistir.

Bu tez ¢calismasinda tiiretilen, enerji sekillendirme ve soniim atama ile sistemi istenen
noktada kararli kilan ayrik kontrol kurallarinin basarimini sinamak igin, eksik
stiriilmiis sistemler olarak araba-sarka¢ ve top-g¢ubuk sistemi, tam siiriilmiis sistem
olarak da ¢ift sarka¢ sistemi secilmis ve bu sistemler i¢cin benzetim yolu ile kontrol
uygulamalari yapilmistir. Bu sayisal deneylerde kullanilan 6rnekleme peryodlart igin,
ayrik kontrolor siirekli kontrolére ¢ok yakin bir basarim gdosterirken siirekli
kontroloriin emiilatorii kapali ¢evrim sistemi kararsiz yapmistir. Bir bagka deyisle,
calismada Onerilen yontemle elde edilen ayrik zamanli kontrol kuralinin siirekli
kontrol kuralinin yerine kullanilabilecegi goriilmiistiir. Ayrik kontrol kurallarinin
hesap karmasikliginin hemen hemen emiilatoriinki ile ayn1 mertebede oldugunu ve
bu nedenle endiistriyel uygulamalar i¢in de Onerilen yontemin kullanisliligin
vurgulamak gerekir. Bilindigi kadari, IDA-PBC tekniginin ayrik zamanli karsiliginin
oOnerildigi tek caligma olan Laila ve Astolfi, (2006a)’da tiiretilen kontrol kurali, top-
cubuk sistemi’ne denge noktasi civarinda uygulanabilmis, kendilerin de ifade ettigi
gibi, sistem denge noktasina baska bir kontrol kurali ile getirilmistir. Oysa, bu tez
calismasinda 6nerilen kontrol kurali, ayni parametrelere sahip top-¢ubuk sistemine
-90 ile +90 derece araligindaki baslangi¢c kosullar1 i¢in uygulanmis ve basaril

sonuglar elde edilmistir.

Hamiltonian sistemlerin — n serbestlik dereceli mekanik sistemler- bozucu bastirma
probleminin ayrik zamanl statik durum geribeslemesi ile ¢6ziimiine iliskin varlik
kosulu bir cebirsel HJI esitsizligi olarak elde edilmistir. Bu tezde daha once de
vurgulandig1 gibi, genel dogrusal olmayan sistemler ig¢in problemin ¢oziimiiniin
varlik kosulu, Hamilton-Jacobi-Issacs (HJI) kismi diferansiyel esitsizligi bigiminde
verilirken, Hamiltonian sistemler i¢in problemin ¢oziimiiniin varlik kosulu, daha
kullanigh bir kosul olan cebirsel bir HJI esitsizligi bi¢iminde elde edilmistir. Ayrica,
benzetim sonuglari, bu ¢alismada Onerilen ayrik kontrol kuralinin, emulator kontrol
kuralina gore daha yiiksek basarima sahip oldugunu gostermektedir. Ciinkii, seg¢ilen
ornekleme zamani i¢in emiilator kontrol kurali kapali ¢evrimli sistemin kararsiz

olmasina neden olmustur.

Parametrelerinde belirsizlik igceren Hamiltonian sistemlerin dayanikli bozucu

bastirma probleminin ¢oziimiiniin varlik kosulunun tiiretilmesi i¢in; once, parametre
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belirsizliklerinin etkisinin  sisteme gelen ek bir bozucu ile modellenebilecegi
gosterilmis, sonra, bozucu bastirma problemi i¢in bu tezde elde edilen sonuglar
dayanikli bozucu bastirma probleminin ¢6ziim kosulunu elde etmek icin
kullanilmistir. Problemin ¢6zlimiiniin varligina iliskin yeter kosulun, parametre
belirsizlikleri géz ardi edilerek yapilan bozucu bastirma problemi i¢in elde edilen
yeter kosuldan daha siki oldugu gosterilmistir. Ayrica, dayanikli kontrol tasarimin
gerekliligi ve basarimi sayisal deneyler {izerinde de smanmistir. Yapilan
benzetimlerde, belirsizlikler g6z ardi edilerek yapilan tasarim sonucu elde edilen

kontrol kuralinin kapali ¢evrimli sistemin kararsiz yaptig1 gozlenmistir.

Navarro-Lopez (2002a) tarafindan, genel dogrusal olmayan sistemlerin yerel
kararlilik probleminin ¢6ziimii i¢cin sunulmus olan, kayipli olma kuramina dayanan
yontem, Hamiltonian sistemlerin, bu tezde onerilen ayrik modelleri kullanilarak
yeniden yazilmistir. Elde edilen sonug, ayrik zamanli PBC tasarimu ile elde edilen
sonugla karsilagtirilmistir. Navarro-Lopez (2002a)’in sunmus oldugu geribesleme ile
kayipli olma taniminda yer alan kayip orami fonksiyonun belirli bir se¢imi
kullanilarak elde edilen kontrol kuralinin, PBC tasarimi ile elde edilen soniim atama

kontrol kural1 ile ayn1 oldugu goriilmiistiir.

Navarro-Lopez (2002a)’in sunmus oldugu kayipli olma tanimimin bozucu bastirma
probleminin ¢6ziimiine de bir katki yapabilecegi goriilmiis ve daha 6nce Teorem
6.1°de verilen esitsizlikten daha kullanisli bir kosul verecek kayip orani fonksiyonun
varlig1 arastirilmistir. Uygun bir kayip orami fonksiyonu se¢imi ile bunun miimkiin
oldugu ve sistemin parametrelerinin bir kosulu saglamasi durumunda basit bir

cebirsel hesap ile kontrol kuralinin ingaasinin miimkiin oldugu gosterilmistir.

Son olarak, gezer kopriilii vinglerde yiikiin en az hatayla konumlandirilmasi ve koprii
hareketi nedeniyle olusan salinimin azaltilmasi sorunun ¢6ziimii i¢in bu ¢alismada
onerilen PBC yontemi ile dogrudan ayrik zamanli kontrolor tasarimi ve uygulamasi
yapilmigtir. Uygulama, yine bu ¢aligma kapsaminda gercegine uygun insa edilmis bir
gezer ving diizenegi iizerinde, ulasilabilir ticari endiistriyel donanimlar ile
gerceklestirilmistir. Diizenek iizerinde yapilan deneylere iliskin sonuglar, dnerilen
ayrik zamanli PBC yontemi ile elde edilen kontrol kurali altinda, yiikiin hizli bir
bi¢imde hedefe ulastirildigini ve bu noktadaki salinimlarin biiyiik 6lgiide azaltilgini
gostermistir. Burada, salimimi azaltmak iizere tasarlanan kontrol kuralinin sistem

hizin1 azaltmadig1 vurgulanmalidir.
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