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Boliim 1

Temel Kavramlar

1.1 Giris

Bu béliimde tezde kullanilacak olan, simplisel cebir, Moore kompleksi, ¢aprazlanmis modiil,

bisimplisel cebir ve bir bisimplisel cebirin Moore bikompleksi kavramlari tanitilacaktir.

1.2. Caprazlanms Modiiller ve Simplisel Cebirler

Tamm 1.2.1. K birimli ve degismeli bir halka olmak tizere R ve S de K-cebirler olsun. § nin
R uzerindeki cebir etkisi,
RXS— R
(r,s) —>res
ile gosterilen ve asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyondur.
1. r, I, ER ves€S igin,
(rm+mr)es=res +ryes
2. r € Rve sy, S, €S igin
re(s;+s,)=res; +res,
3. r,r, ER Ves €S igin,
(rry) es=rye(rp09)
4, ri, I, ER Vvesy, s, €S igin,
re(sis) =(resi)es;
5. #Ek, rER,sES icgin
f(res)=(Ar)es=re(sh)
dir.
Bu etkiyle birlikte R bir S —cebir olur.

Tamm 1.2.2. R ve S hirer k-cebir ve § nin R iizerine cebir etkisi var olsun.

0: R — § bir cebir homomorfizmasi olsun.

Egerherr e R ves€ S ig¢in,

CM1) a(r e s) = a(r)s oluyorsa @ ya On-Caprazlanmis Modiil ad1 verilir.

Eger ek olarak her 7,7’ € R igin



CM2) r e d(r") = rr' oluyorsa d ya Caprazlanmms Modiil denir.

Simdi objeleri d;: Ry — §; ve 0,: R, — S, gibi ¢aprazlanmig modiiller olan ¢aprazlanmig

modiiller kategorisini olusturalim.

Bu kategorinin (d;: R; — §;) den (9,: R, — §,) ye giden morfizmleri,

01
R4 !
az aq
v v
RZ ! 52
0,

diyagramim degismeli yapan (yani a0, = 0,a;) , @ = (a4, @ ) seklindeki cebir homo-

morfizmleridir.

Ayrica su ozellik saglanir.

rq € Rl,rz € Rz,sl € 51 1g:1n

ay(ry o s1) = ay(ry) * oy (sy)

olmalidir.

Caprazlanmig modiillerin olusturdugu bu kategoriyi CModile gosterecegiz. Aslinda
capraz-lanmis modiiller ilk olarak J.H.C Whitehead [2] tarafindan homotopi tipi 2-tip olan
baglantil1 topolojik uzaylara karsilik gelen bir cebirsel yap1 olarak tanimlanmistir. Bu tanim bir
X basit baglantili topolojik uzayinin ; ve m, 1.homotopi ve 2.homotopi gruplarina karsilik

gelmektedir.

Degismeli cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil ise T.Porter [3] tarafindan

tammlanmustir.

1.2.3. Simplisel Cebirler

n € N olmak tizere [n] = {0 <1< 2..<n} swrah kiimesini géz Oniine alalim. Objeleri
[n] sirali kiimeleri, morfizmleri ise n,m € N olmak fiizere f:[n] — [m] sira koruyan yani

i <j oldugunda f (i) < f(j) olan adi fonksiyonlar olan A[n] kategorisini goz Oniine alalim.



Bilindigi gibi objeler aym kalmak sartiyla morfizmlerin yoniinii degistirerek olusturdugumuz

yeni kategoriye, baslangicta alinan kategorinin Oppozit Kategorisi denir.

Tamm 1.2.4. C veD herhangi iki kategori olmak lizere F: C — D
1. VA,B € 0b(C) igin F(A), F(B) € 0b(D)
2. Vf:A — B € More(4, B) i¢in F(f): F(A) — F(B) € Morp(F(A), F(B))
3. f,9 € More igin F(f o g) =F(f)oF(g) ve F(Ud,) = Idp,

ozellikleri saglanir. Bu veriler saglanirsa F ye € den D ye bir Funktor denir.

C herhangi bir kategori olsun. A°P[n] kategorisinin C kategorisine bir F:A°P[n] — C
funktorunun var oldugunu kabul edelim. Bu funktoru asagidaki gibi tanimlayalim.
Her bir [n] € Ob(A°P[n] ) igin F([n]) = F, € Ob(C) olmak iizere C kategorisindeki simplisel

obje (Fj,d;,s;) seklinde bir iigliidiir ve d; ve s; ler bilinen simplisel 6zdeslikleri saglarlar.

Tamm 1.2.5. Ceb, degismeli k-cebirler kategorisi olsun. A°?[n] den Ceb’e tanimli bir E funk-

toruna Simplisel Cebir denir. Bu E simplisel cebirini,

—d
di do
E: .. Ez d2 E1 d% Eo
st s?
4—5‘11— —

diyagramu ile gosterebiliriz. Burada d; ve s; ler birer cebir homomorfizmi (E;);cy lerde birer

k- cebirdir. Ayrica d; Ve s; ler bilinen simplisel 6zdeslikleri saglarlar.

Bu 6zdeslikler,
1) A edf =di o dl, i<j<nise

2) sfosttt =5t o siY i< j<nise

3) din+1°Sjn=id[n] , i=] veyai=j+1 ise

4) dl' o s = dj?l_—llos{l , [<j<mnise
5) dif o sf=s"" odl, , j+1 <i<nise
seklindedir.

Simdi objeleri E ve F gibi simplisel cebirler olan kategoriyi olusturalim. Bu kategorinin

f= (f(),fl,.......)i E —F



seklinde morfizmleri ise,

do
d, do
E: EnEz T El d, Eo
. ¢ So ¢ So
f fa foi fi fo
v v v v v
dy >
i d
FF.F:..F —a& > E — & > E
S5 S
<S5

diyagramim degismeli yapacak sekildeki
fit Ei = F

cebir homomorfizmleri ile tanimlidir. Olusturulan bu kategoriyi &imC€eb ile gosterecegiz.
1.3. Bisimplisel Cebirler

Bir bisimplisel cebir E,. : A°?[n] x A°’[n] — Ceb ile gosterilen bir funktordur. Burada

([n], [m]) € 4°P[n] x A°P[n] objesinin bu funktor altindaki gériintiisiinii,
EO,O([n]I [m]) = En,m

ile gosterelim. Burada 4°P[n] x A°P[n] yi asagidaki diyagramla ifade edebiliriz.

[1] x [1] 5! [1] x [0]

v v 4 v v e
8y | 67| a6 8 | 67 | g6

[0] x [1] 5 [0] x [0]



O halde bu yapiya karsilik gelen bisimplisel cebir,

Ezq E3o
dy | dv| d3 | s¢|s?] dg| di| d3| sg| st
do |
dh dh
— 1 » — 0
Eip —dz Eiq dp Eio
—1
4—53— s
4—
sy
4—
dg [dy | d3 | sof si dy | df| so] dy | at |ss
_d
_d _dy
Eo» d} Eon dp Eoo
e e T
8 L
S1
<—

seklinde olur.

Burada her bir n. kolon ve her bir m. satir birer simplisel cebirdir. Ornegin,

dp > duh
En,l: _dlh_> En,l d? > En,l
4_51h_ sy
<—

bir simplisel cebirdir.
1.3.1. Bir simplisel Cebirin Moore Kompleksi

Tamm 1.3.2 E = ((Ey)en ,d;,sj) bir simplisel cebir olsun.

n—-1
NE, = ﬂ Cekd}
i=0
ve hern € Nigind,: NE, — NE,_; olmak iizere, dj, : E, — E,,_; ile homomorfizmin

kisitlanisi olarak tanimlansin.

10
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Bu durumda,

(NE,9): ... o, . NE, a,

»

NE, 2, _NE,

»
» Ll

seklinde k-cebirlerin bir kompleksi elde edilir. Yani 9,,0,,;1 = 0 dur.

Burada NE, = E, , NE, = Cekd} ,0, =di: NE; — NE, , NE; = Cekd3 n Cekd? ......
seklindedir.

Eger k = n+ 1 igin NE, = 0 oluyorsa bu simplisel cebire Moore kompleksin boyu < n olan

Simplisel Cebir denir.
1.3.3. Bir Bisimplisel Cebirin Moore Bikompleksi

E.. bisimplisel cebir olsun. Bu bisimlisel cebirin Moore bikompleksi,

oy op
NE,, ———— NE,, —  » NEj,
07 07 97
oy op

NEy, — NE,;, —> NEgy,

seklindedir. Burada,
(n-1,m-1)
NEp;m = ﬂ (Cekd] nCekd?)
©7)=(0,0)
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seklinde tanimli olup,

ol NE;; — NE;;_,
d]h operatorti ile ve

0;;:NE;; — NE;_,;

d? operatorii ile tanimlanan dontisiimlerdir. Buna gore diisiik boyutlarda,
NEgo=Eqo = NE;o=Cekdy , NE,o=Cekd},  NE;,=Cekd}nCekd}
NE,o = Cekdy n Cekd? , NE,, = Cekd? n Cekd} olur.
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Boliim 2
2. BISIMPLIiSEL CEBIRLER VE CAPRAZLANMIS MODULLER

Caprazlanmig modiiller kategorisi ile Moore kompleksin boyutu < 1 olan simplisel cebirler

kategorisinin denk oldugu bilinmektedir. Bu denklik i¢in [4] ‘e bakiniz.

Bu boliimde bir E,. bisimplisel cebiri ile ¢aprazlanmus modiil arasindaki iligkiyi

verecegiz.

E bir simplisel cebir oldugunda eger n > 2i¢in NE, = {0} ise 8,:NE; — NE,
homomorfizmi NE, in NE; tlzerine x € NE, vey € NE; olmak ilizere x oy = s¢(X)y

etkisiyle birlikte bir ¢aprazlanmig modiildiir.
2.1. Bisimplisel Cebirlerden Caprazlanmis Modiillere

Bisimplisel cebirler kategorisinden simplisel cebirler kategorisine tanimli iki funktor
vardir. Bunlardan biri kosegen funktoru, digeri ise Artin-Mazur[5] tarafindan tanimlanan
bilesik kosegen funktorudur. Aslinda bir E,. bisimplisel cebirinin Moore bikompleksinde gok
az stfirdan farkli terim vardir. p veya q dan biri 1 den biiyiik oldugunda, E.. bisimplisel
cebirine karsilik gelen NE,, , bikomplesi sifir olacaktir. Eger kdsegen funktoru kullanilirsa elde
edilen simplisel cebirin terimleri olduk¢a uzun ve yiiz ve dejenere operatorlerinin tanimlanmasi
ise ¢ok karmasik olur. Biz burada, ilk olarak Arvasi tarafindan kullanilan, bisimplisel
cebirlerden simplisel cebirlere, Artin-Mazur bilesik kosegen funktorunu kullamlarak simplisel

cebir elde edecegiz.

E.. bir bisimplisel cebir olsun. Her bir n igin,

©)

= E
ptq=n""1

Emn)

seklinde cebirlerin direkt toplami olan bir cebir tanimlayalim. Simdi E ) i¢inde bir V(E )
idealini tanimlayalim.
x = (X9, %1, ... ,Xp) € Emy
ve
Xp € Epnyp
olsun.

Bu durumda x € V(E(,)) olmasiigin gerek ve yeter sart her bir p = 0,1, ... ... ,n—1icin
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v _— Jh
Oxp - dp+1xp+1

olmasidir.

Bu V(E () idealleri, V(E) seklinde bir simplisel cebir olusturur. Bu simplisel cebirin yiiz
operatdrleri

dj = dV:V(E)p — V(E)pr |
X = (X, X1, ... ,Xp) V€ dgxp = dzﬂxpﬂ olmak tlizere 0 < j < n igin,
d}?( g) = (d %o, dj_1 %1, ...,d?xj,d?xjﬂ, . d]hxn)

di(x) = (dhxy, dixy, ..., dixy)
ve

d?(x) = (d%xo, d5_1%1, ., d¥%p_1)

seklinde olup, dejenereise, 0 < i < n igin
v — (V v v h h
S{ (g) = (8 X0, Sj_1X1, » S0 X1, S; Xip ves S Xp)

seklindedir.

Onerme 2.1.1. [6] E. . bir bisimplisel cebir olsun. Herhangi bir p i¢in g > 2 iken N(E,.)e =0
ve yine herhangi bir q i¢in p > 2 iken N(E. 4), = 0 ise n > 3 i¢in N(V(E)),, = 0 olur.

Ispat: E.. bir bisimplisel cebirinin Moore bikompleksinin boyutunun < 2 oldugunu
gosterelim. E, . bir bisimplisel cebir ve herhangi bir p i¢in E,. 1n Moore kompleksinin boyutu
<1 ve herhangi bir q icin E,, nun Moore kompleksinin boyutu <1 olsun. Bu halde,
N(V(E)), nin boyutunun < 2 oldugunu gosterecegiz.

n = 3i¢in x € N(V(E)),, elemanini inceleyelim. do(g) = 0 oldugundan p > 0 i¢in
Xp = Cekdp
elde ederiz.
Her bir 0 < j < n igin d]”( g) = 0 olur. Dolayisiyla,
dixg=dj_ 1x; = =djx;_1 =0
ve buradan



15

h — — qh —
dlxj+1 _ = d] Xn — 0

elde edilir. Diger yandan j = 0,1, ...,n — 1 i¢in d}'xn = 0 oldugundan x,, € N(E. o), olur. Eger

n = 2 ise bu cebir sifir cebiri olup x,, = 0 bulunur.

Ayni zamanda,
h — Vv
dnxn - doxn—l

oldugundan dgx,_; = 0 bulunur.

Diger yandan, x,,_1 € E;,_4 ¢ oldugundan dlx,_, = 0olur. d]‘-7 tanimindan j = 0,1, ...,n — 2

igin d* (xp—1) = 0 bulunur.

Yani,
Xn-1 € N(E*,l)n—l

olur. n>3 i¢in n—1=2 olacagindan N(E,1),-1 =0 yani x,_4 =0 ve dolayisiyla
d§x,-1 = 0 bulunur.
Bu sekilde devam edilerek k > 2 i¢in x;, = 0 oldugu goriiliir.

Ayrica j < k — 1 igin ve k = 2 i¢in,
d}’xk =0
Yani xj € N(E.,—k) oldugunu biliyoruz. O halde x, Ve x; elemanlari i¢in
vx, =dix, =0

ve buradan d;x; = 0 bulunur.

Benzer sekilde d]‘-7+1( g) = 0 tammindan tekrar x; € N(Eq.),—1 Olur ki n —1 > 2 i¢in sifirdur.
Yani x; = 0 ve dolayistyla djx, = 0 olur. Sonug olarak biitin 0 < j <n i¢in df ( g) =0
oldugundan d;xo = 0 olur ve xq € N(Eg.), = 0 bulunur. Eger E.. dnermedeki sartlari sag-

layan bir bisimplisel cebir ise x = (xo,x1,x;) € N(V(E)), icin x, € N(E.) = 0 oldugun-
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danx, = 0 olur. Yani E,. bisimplisel cebirinin Moore bikompleksi ig¢in N(V(E)), =0
bulunur ki, bu da Moore bikompleksin boyutunun 2 olmasi demektir.

Simdi asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 2.1.2. E,, bir bisimplisel cebir olsun. Eger p = q ve p,q = 1 iken NE, , = {0} ve
p #qvep,q = 2iken NE, , = {0} ise bu durumda birbirine izomorf iki farkl

0{:NE;o — NEy,
Ve

81 NEg, — NEgy

seklinde ¢aprazlanmig modiil elde edilir ve ayrica bir 6nceki 6nermeye gore

dy
N(V(Em))) — N(V(E@))

da bir ¢aprazlanmis modiildiir.

Ispat: Once 0Y:NE; o = Cekdy — NE,, bir caprazlanmig modiil oldugunu gosterelim.
x € NEgo m bir a € Cekdy tizerine olan cebir etkisini x - a = s§(x)a ile tanimlayalim. Bu
etki cebir etkisidir. Bu durumda

07 (x.a) = d¥(sg(x)a) = xd¥(a) = x07{(a)
olup 07 6n-gaprazlanmis modiil aksiyomunu saglar. a,a’ € Cekdy alalim.
Bu durumda,
07(a).a’ = sgd?(a)a’
seklinde olur. Simdi a.a’ — s§dy(a)a’ € Cekd} elemanini gbz 6niine alalim.
Burada sy as{a' —sgasia’ € NE,, olur.
NE,o = Gekd§ n Cekd?} olup,
di(s{asia"—s§asja’) = a.a’" — (s§dia)a’

ve NE, o = {0} oldugundan s a sy a’ — s§ asfa’ = 0 olur.
Yani,

di(s{as{a’"—s§asia’) =0=a.a’" — (s§dia)a’

bulunur. Buradan da 97 (a).a’ = s§di(a)a’ = aa’ bulunur. Bu da ¢aprazlanmis modiiliin 2.
aksiyomudur. Yani 0{:NE;, — NE,, bir ¢aprazlanmis modiil olur.
Benzer sekilde oM N Eo1 — NE;, da bir ¢aprazlanmig modiildiir. Burada da x € NEyo m

a € NEy, Tlzerine etkisi x.a = (s¥x)a seklinde tanimlidir.
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Simdi N (V(E (1))) d—lv> N (V(E (0))) m bir ¢aprazlanmig modiil oldugunu gosterelim. p = q
ve p,q =1 iken NE, , = {0} oldugundan p # q ve p,q = 2 oldugunda NE,, = {0} oldu-
gundan Ulualan [6] tarafindan ispatlanan ve yukarida verdigimiz Onerme 2.1.1 geregince
n=2igin N (V(E (n)) = {0} olacaktir. Burada Artin-Mazur es diagonal funktoruna gore,
V(E(o)) = {(xo'xﬂ € E10 X Egq:dg(x) = d?(xﬂ}
olup
d§: V(Ew) = V(Ew) = Eoo
dg (xo, x1) = dg (x0)
dy (xo, x1) = df (xo)
56 (x0) = (5§%0, 6 %0)

seklinde tanimlidir.

dg
_—

Simdi V(E(y)) d_lv, V(E(.)) nmn More Kompleksine bakalim.

v

So
V(Ew) = Cekdp = {(x,x1): df(xp) = {0}}
= {(x0,x1): x0 € Cekdy = NEy,}
= {(x0,x1): X0 € NE10}

olur. Burada Artin-Mazur es diagonal funktoru tanimindan d (x,) = d?(x;) olur ve
X € Cekd} oldugundan d§(x,) = {0} ve buradan d?(x,;) = {0} bulunur.
Yani x; € NE, olur. O halde

N(VE())1 = {(x0,%1): xo € NE19,x; € NEg1}

= NE;o X NEg,

olur.

Simdi N(VE o)) = Egon NE;o X NEj lizerine olan etkisini tanimlayalim.
Xo € Egg Ve (x9,x1) € NE;o X NEg; olmak iizere x. (xg, %) = (s§ (x)xo, s (x)x7) etki
tanimlanabilir.
0Y:NEyo X NEy; — NEg,
(xo . %) — 07(x0)+0f (%)
olsun.

a7 (x. (x0, x1)) = 87 (s§ (x)x0, & (x)x1)
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= 07 s§(x) 07 (xo) + 07 s (x) 07 (%1)
= x 0 (Xo) + x 0f'(x1)

= x( 95 (x0) + 07 (x1))

= x (01 (%0, 1))

olup 87 bir 6n caprazlanmus olur.

Simdi ¢aprazlanmis modiil olma sartina bakalim. Teorem 2.1.2 deki kabuliimiize gore,
NEy; = NEg, = NE5o = {0} olur.
(x0,%1), (xg,x1) € NE;g X NEg, alahm.
O (xo, x1), (xh, x7) = (87 (o) + 01 (x1) ) - (g, 1)
= (5 OV (x0) %o + 5§ OF(xy).xp s OV (o) %5 + sh OR(x)). %)
= (xo%g , x1%1) = (%0, %1), (X0, X7)
dir.
Xo € NEqy 1 Ve x; € NE o olmak iizere six,. 54 x; € NE; ; dir. NE;; = {0} oldugundan
Stxe.58 %, =0
olmalidir.

df ve 8 homomorfizmleri goz Gniine ahinirsa,

B{l(s(’}xo.s}f x1)=0

ve
0¥ (shxg.58 x1) =0

olmalidir.
O halde,

Xo. S50 x; =0
ve

hav —

Sp07 X9.x1 =0

olacaktir.

Burada d¥ bir caprazlanmis modiil oldugundan sy 87 (x,).xy = XXy Ve yine o'  bir
¢aprazlanmis modiil oldugundan s? 8% (x,).x; = x,x;  dir. Burada Artin-Mazur es diagonal

funktoruna gore yeniden diizenleyecek olursak; (xo,x1) € NE;o X NE,, dir. Fakat
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Xo € NE1o = d¥(xo) ={0},x, € NEg; = df(x;) = {0} dir. Ancak Artin-Mazura gore
dy(xy) = d?(x,) oldugundan d?(x;) = {0} dur.

Yani
af:NELO X NEO,l — NEO,O

af( xo, xl) == ai)(xO) + a{l(xl) = af(xO)
0

seklinde olmaktadir. Buna gore,
s§ R (x)). x5 =0 ve st a¥(xy).x; =0

olmalidir. Sonug olarak 8 bir ¢aprazlanmis modiil olur.
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Boliim 3
3. CAPRAZLANMIS MODULLERDEN BiSIMPLISEL CEBIRLERE

Bu boliimde verilen bir ¢aprazlanmis modiilden bir bisimplisel cebir elde edecegiz.

01:M — N bir ¢aprazlanmig modiil olsun. N nin M {lizerindeki cebir etkisini kullanarak M x N
yar1 direk ¢arpim cebirini tanimlayalim. Ey4 = M % P olsun.
Buradan Ey o = N olmak iizere

dgim,n) =n

0/(m,n) =0;m+n

so(m) = (0,n)

olarak alalim.
M = {(my,* 9;(m;): m; € M}

olsun.
Bu durumda,
0:M — N
(m,n) — d;m

doniisiimii de bir ¢aprazlanmis modiil olur. Burada N nin M iizerindeki cebir etkisi,

n e (m,n) = (n em,n'n)
seklinde tanimlanabilir. M kiimesi,

(m,n)(m’,n") = (mm’,nn")
direk garpima gére N-cebirdir.
Bu etkiye gore,
6((m, n)e n’) =d(men’,nn")
= 0;(men’)

= d,(m).n

= d,(m,n).n'



olur.
Benzer sekilde,
(m,n) ¢ 9,(m’,n’) = (m,n) * 9, (m")
= (m e 9,(m"),0,(m")n)
= (mm’,0,(m")n)
= (mm',+n'n)
= (m,n)(m',n’)

olup 0 bir ¢aprazlanmig modiil olur.

N nin
M={(m,d;m):meM}

kiimesine olan cebir etkisine gére Eq; = M X N yari-direk ¢arpim cebirini tanimlarsak,

dh((m,0,m),n) =n
d?((m,8;m),n) = d;m +n
s&(n) = (0,0,n)

buluruz. Bu tanimlamalara gére NEg ; = M ve NE,; o = M bulunur.
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O halde NE; o = M »x (M x N) ve NE, ; =M »x (M x N) dersek NE, ; = NE, o = {0} bulunur.

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem3.1l. p=qvep,q=1iken NE,, = {0} vep # q vep,q = 2 iken NE, , = {0} olan

bisimplisel cebirler kategorisi ile ¢aprazlanmis modiiller kategorisi denktir.

Ispat: Yukarida XMod — BisimpliselCeb.; seklinde ¢aprazlanmis modiillerden bisimplisel

cebirlere funktor tanimladik. Ayrica Teorem 2.1.2. de tersini tamimladik. Boylece her iki

funktordan ispat tamamlanmis olur.
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4.Béliim
4, BISIMPLISEL CEBIRLER VE CAPRAZLANMIS KARELER

Caprazlanmus kareler gruplar tizerinde 3-tip cebirsel model olarak Loday [7] tarafindan
tanimlanmustir. Degismeli cebirler tizerinde ise Ellis [8] tarafindan tanimlanmistir. Asagidaki

tanim Ellis [8] den alinmustir.

4.1. Tamm: Degismeli cebirlerin,

L — 3 M

N—— R

diyagramim géz oniine alalim.

R nin L, M ve N iizerine olan etkisiyle birlikte, M nin L ve N tizerine g vasitastyla ve N
ninde L ve M iizerine 9 vasitastyla olan etkileri vardir. Ayrica h-doniisiim olarak adlandirilan
h:M x N — L ve asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir doniisiim vardir. Bu X karesine h-

doniisiim ile birlikte Caprazlanms Kare denir.

1. 2,2, uved nin her biri birer ¢aprazlanmis modildiir.
2. Ave A’ doniisiimleri R nin etkilerini korurlar.
3. k € Kolmak iizere
kh(m,n) = h(km,n) = h(m, kn)
esitligi her (m,n) € M X N i¢in dogrudur.
4., m,m' € Mven € N igin
h(m + m',n) = h(m,n) + h(m',n)
dir.
5. meMven,n' €N igin
h(m,n+n") = h(m,n) + h(m,n")
dir.
6. reh(mn)=h(rem,n)=h(m,ren) esitligi her r € R i¢in dogrudur.
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7. m€e€ Mven € N igin,
Ah(m,n) =men =meJ(n) dir.
8. A'h(m,n) =nem=nepyu(m)dir.
9. leLvemeMigin h(mA'f)=mel
10. h(AL,n) = n el dir.

Tiim caprazlannus karelerin kategorisini Crs? ile gosterecegiz. Bu boliimde bisimplisel

cebirler ile caprazlanmis kareler arasindaki iliski verilecektir.
4.2. Bisimplisel Cebirlerden Caprazlanms Karelere
Bu boliimde bisimplisel cebirlerden gaprazlanmis karelere bir funktor tanimlayacagiz.

4.2.1. Teorem: E,, bir bisimplisel cebir ve Moore kompleksi p = 2 i¢in NE,, = {0} ve

q = 2 iken NE, , = {0} olsun. Bu durumda

NE ah NE

1,1 1 1,0

oy oy
ar

NE,y —» NEj,

Yapis1 asagida tanimli h-doniisiimle birlikte bir caprazlanmis kare olur.
y € NE;,, x € NEj, olmak iizere,

h: NEO,l X NEl,O _)NEl,l

(x , y)—skx).sg(y) dir.
Ispat: Caprazlanmis kare aksiyomlarini saglatacagiz.

1.  Onceki boliimlerde,

oy or
NEO,l _—> NEO,O ve NE1’0—> NEO,O

yapilarinin her ikisinin de birer ¢caprazlanmis modiil olduklarini gosterdik.

Simdi 8{1:NE1_1 — NEy, ve 07{:NE;; — NE;, yapilarinin ¢aprazlanmig modiil olduk-
larmi gosterelim.

x € NEg; ve a € NE;, igin xea =s}(x)a
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ve
Yy € NE;y ve a € NE;4 i¢in yea =s3(y)a
seklinde etkileri tammlidir. Bu etkilere gore,
97 (x+a) = 07 (s§ ()a) = x97'(a)
ve benzer sekilde
07 (y e a)=0{(sg(y)a) = x0{(a)

olarak bulunur. Yani 8! ve 07 birer 6n-gaprazlanmig modiildiir. Ayrica; a,a’ € NE;, igin

ot (a)ea’ = st (af(a)) a’ bulunur.

a,a’ € NE;; igin sh(a) (s(’}(a’) — s{‘(a’)) € NE;, dir. O halde bu elemanin a2 altindaki

goriintiisit NE 1 dir.

Kabule gore NE,; = {0} oldugundan st(a) (sé‘ (a") — st (a')) = 0 ve bu elemanin % altin-

daki goriintisii de sifir olur.

Yani,
0=0% (s{’(a) (s(’}(a') — s (a’)))
=a e (sktof(a)—a’)

Yani,

aestol(a) =aa

bulunur. Yania,a’ € NE;; igin

aedf(a) =astol(a’) = aa’
veya
ol (a) e a’ =skol(a)a’ = aa’

bulunur. Yani 8f: NE;; — NE,, bir ¢aprazlanmis modiil olur.

Benzer sekilde x,y € NE;; ve s¥(x)(s§(y) —s?(y)) € NE,, olur. NE;, = {0} oldugundan

bu eleman 0’a esit ve 83 altindaki goriintiisii yine 0 olur. Bu sebeple,
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03 (sY (st ) — Y (1)) )=x(s50Y () — y) = 0

olup x(s(‘)’af(y)) = xy bulunur.

0] halde X,y € NEl,l igin,
x ¢ 07 (y) = x. (5507 (y)) = xy
bulunur.

Yani 0{:NE;; — NE;, da bir ¢aprazlanmis modiil olur.
NEyo m NE; ; lizerine etkisi x € NEyove a € NE;; olmak iizere
xea=(sks¥(x)).a

veya

xea=si(st(x)).a

seklinde tanimlanabilir. NEy, m NE; 1 ve NE; o tzerine olan etkileri 07 vasitasiyla ve NEj,

inda NE; ; ve NE; ; lizerine olan etkileri o vasitastyla olur. Boylece 1.aksiyom saglamis olur.

2. 97 ve 8} doniisiimleri NEq o in NE; ; iizerine olan etkilerini korudugunu gdstermeliyiz.

X € NEgove a € NE;; olmak lizere,
o1 (x+a) =07 (s5(s§ () a)

= s§(x)87(a)
=x e 0l (a)
ve
0y (x+a) = ¢ (st (s§ () a)
= s¢ (x)07 (a)
=xe097(a)
bulunur.

3. h(x,y) =sd(x).s§(y)olup k € K olmak iizere
Kh(x,y) = k (sh (). s8 ()

= s¢ (kex). s3 ()
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= h(kx,y)

= sf(x).s§ (ky)

= h(x, ky)
bulunur.

4. x,x' € NEy, vey € NE; o olmak iizere,
h(x +x',y) = st(x +x').s5(y)
= (s (x) + 55 (x')-s§ )
= (sg(0)s§ ) +s¢(x')-s§ W)
= h(x,y) + h(x',y)

olur.

5. x € NEyq vey,y € NE;, olmak iizere
hCoy +y) = sg(0).s§(v +y")
=55 () (s5 () + 50"
= (s¢ (0)s§ ) + ¢ (x). s§ ")
= h(x,y) + h(x,y")
bulunur.

6. 7€ NEg, igin

reh(ry) =7 (s800.55®))
= si(s§(M)sg(x) s§ )
= s5¢(s6 (1)x) s§ ()
=55 (rex).s5(y)
= h(r+x,)

ve benzer sekilde
reh(ry) =re(stG).s5»))
= 5§ (s4)) sE G sE )
= st (). s§(sk ()y)

=si(x).s§(rey)



olur.

= h(x,7*y)

Sonug olarak,

reh(x,y) =h(rex,y) =h(x,rey)

bulunur.

7.

olur.

8.

olur.

9.

olup

X € NEy, vey € NE;, olmak lizere,
o (h(x ) = o} (s (). s5(»))
= xs§ (01 (¥)
=xe a{l ()
=x)ey

A'h(m,n) = n e m olmalidrr.
A" =07 olup: x € NEy, vey € NE; o olmak iizere
0 (h(x)) = a7 (s (). s8())
= s3(37 (x))y
=07(x) ey
=xe(y)

? € NE;, vex € NE, i¢in

stsg (x). (sg€ — s1€) € NE

olup NE;; = {0} oldugundan bu elemanin 8} altindaki goriintiisii NE, ; de sifirdur.

Yani,

0=} (sPsh@). ((she—se))
= st (x)(sgdv ¢ — £)
= sP(x)sgdv e — (st (x)?

h(x,2'€) = h(x,87 (#))

27
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= st (x).s5 (07 (£))
= s¢(x)¢
=sp(s§(07 () = £
=xef

olur.

10 fE NEl,l ve y € NELO lgln
s1SoY(sgf — s7¥) € NEy,
olup NE; ; = {0} oldugundan bu elemanimn 9 altindaki gériintiisii de NE, 4 de sifirdir.

Yani,
0 =05 (s7s¢y. (sg€ — s7¥))
= s§(Y)(sgdi€—£)
= (s0Y)f — 55¥50(91%)

olup sPysy(d2€) =(syy)£ bulunur. O halde,

h(2t,y) = h(0f(£),y )
S ACHGIREC)
= (soy)t
= sy(st (01 (3)) o

:y.—f

Sonug olarak Moore Bikompleksi p = 2 i¢in NE, , = {0} ve q = 2 iken NE, , = {0} olan

herhangi bir bisimplisel cebirden bir ¢aprazlanmis kare elde etmis oluruz.

Yani,

A: BisimpCeb.; — Crs?

seklinde bir funktor tanimlamis oluruz.
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4.3. Caprazlanmus Karelerden Bisimplisel Cebirlere

Onceki bolimde E. . bir bisimplisel cebir ve p > 2 oldugunda NE,, = {0} ve q =2
oldugunda NE, , = {0}, (p,q # 1 sart1 disinda ) yapisindan bir bisimplisel cebir elde ettik. Bu
boliimde verilen bir c¢aprazlanmig kareden bisimplisel cebir elde ederek asagidaki teoremi

ispatlayacagiz.

4.3.1. Teorem: p = 2 oldugunda Moore bikompleksi NE, , = {0} ve q = 2 oldugunda yine
Moore bikompleksi NE, ; = {0} olan bisimplisel cebirler kategorisi ile ¢aprazlanmus kareler

kategorisi denktir.

Ispat: Teorem 2.1.2. de E.. bir bisimplisel cebir ve p =2 , ¢ =2 oldugunda ayr1 ayri
NE, , = {0} olan bir yapidan,

NE; 4 or NE; o
e
oy o
or
NE, g —» NEy,

yapisinin bir ¢aprazlanmis kare oldugunu gordiik.

A: BisimpCeb., — Crs?

seklinde bir funktor tanimlamistik.

Tersine h: M X N — L doniisiimii ile birlikte,

A
L — 3 M

N———> P
)

bir gaprazlanmig kare olsun. A,A’,u ve 9 nin her biri birer gaprazlanms modiil olduklarini

biliyoruz. Bu yapidan bir bisimlisel cebir elde edecegiz. Eqo = P diyelim.



30

P nin M tizerindeki cebir etkisini kullanarak m, m’ € M ve p,p’ € P olmak {izere,
(mp)+ (m',p") = (m+m',p+p")
ve

(m,p).(m/,p") = (mm' + mep’ +p'em,pp")

islemine gore M X P kiimesi bir P-cebir olur. Bu P-cebire Yari-Direk Cebiri denir.

Buradan Ey; = M > P diyelim.

Simdi dg, dy: Eg1 — Ego Ve sg: Ego — Eo1 yiiz ve dejenere operatorlerini tanimlayalim.
(m,p) E M X P igin
dg(mp) =p
di(m,p) = p(m) +p
s () = (0,p)

olarak alalim. Bu durumda,

d§sg(p) =d§0,p) =p
yani
dgsg = id
diss(p) =070, p)=pu(m)+p=p
Yani

Ysg =id

olup simplisel 6zdeslikler saglanir.

Ayrica M x P yari-direk garpim cebirinin, M cebiri tizerine (m,p) € M x P ve m’ € M olmak
tzere (m,p)em’ = (u(m)+p).m’ seklinde bir etkisi vardir. Bu etkiden yararlanarak
M x (M % P) yari-direk carpim cebirini tanimlayabiliriz.

Buradaki islemler,
mq, my,my, my; € M ve p,,p3 € P

olmak iizere,

(m4, (mz:Pz)) + (my, (mﬁ.Pﬁ)) = (my + mj, (my + my, p; + p3))
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ve
(myq, (mz»Pz))- (mj, (mé'Pé)) = (mym] + (my, p2) e my + (M3, p3) * My, (My, p2). (M3, P3))
= (mymy + (u(my) + p2)mi + (u(my) + p3).mq, (mymy + py e My + py © My, Pap3)

= (mymj + u(my)mi + py my + p(my)my + pymy, (muymj + py e my + p; © My, P2p3)
seklindedirler.

Eop =M »x (M x P) diyelim. Simdi Eq, ve Eyq arasindaki yiiz ve dejenere operatorlerini

tanimlayalim. Bunlar

dg: Eop — Eoq , db’(mz, (my, P)) = (mgy, u(my) + p)
dy:Egp — Egq , dlf(mz' (my, P)) = (my +my,p)
dz:Egp — Eoq . d3(my, (my,p)) = (my,p)

s Eo1 — Eop . sg(m,p) = (m,0,p)

s1:Eo1 — Eop . sy(m,p) = (0,m,p)

olarak tanimlanir. Bu tammlamalara gore dg, dY¥,d5, s§, sy operatorleri birer cebir homomor-

fizmleri olup, simplisel 6zdeslikleri saglarlar.

Gergekten de,
dgsg (m,p) = dg(m, 0,p)= (m, u(0) + p)=(m,p)

olup

6sg =id
ve yine

disg(m,p) = di(m,0,p)= (m + 0,p)=(m,p)

yani

Vsg =id
olur.

Burada Ey, = M > (M x P) elde edecegimiz olan bisimplisel cebirin bir terimi oldugunda,

NE,, = Cekdy N Cekd] yapisimi inceleyelim.
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(my, (mq,p))€E Ey olsun.

d§(my, (my,p)) = (M, u(my) + p)
oldugundan bu elemanin Cekdg da olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

(mz, p(m4) +p) =(0,0)

olmasi yani
m; = 0, Au'(ml) =-p

olmasidir.

Ayrica ayni elemanin Cekd? da olmasi i¢in gerek ve yeter sart

df (my, (i, p)) = (m + my,p)=(0,0)
yani
my,+my=0,p=0

olmasidir.
Buradan (m,, (m4, p)) nin Gekd$ N Gekd? da olmast igin,

my; =0,u(m) =—p, my+m; =0,p=0
Yanim, =0, m; =0, p = 0 olur. O halde

Cekd§ n Gekd? = NE,, = {(0,0,0)} = 0

bulunur.

Dolaystyla elde edecegimiz bisimplisel cebirin Moore bikompleksinde g > 2 igin NE, , = {0}
bulunur. Ayrica Ey;q = M % P oldugundan,
do(m, p)=p
olup
NE,; = Cekdg = {(m, p): dg(m, p)=p=0}
={(m,0): me M}



33

IR
<

olur.

Benzer sekilde P nin N iizerindeki etkisini kullanarak E; o = N X P yi tanimlayalim.

Burada
dg(n,p) =p
di(n,p) =9(n) +p
s¢(p) = (0,p)
alabiliriz.

N = P nin N tizerindeki etkisi de; (n,p) € N x P ve p’ € P olmak iizere
(np)ep’ = @™ +p)p’
olarak tamimlanabilir. Bu etkiye gére de E; o = N X (N X P) yi tanimlayalim. E,, ile E;,

arasindaki yiiz ve dejenere operatérleri (nz, (n4, p)) € E, o olmak iizere,

dl:Eyo — Erg  , dl(ng, (ny,p)) = (n3,9(ny) +p)
dt:E,g — Evg ) d{l(nz; (ny, P)) = (ny +ny,p)
di:Eyo —Erg , d¥(ngy, (nq,p)) = (ny,p)

s6: E1o — Ezp . sg(n,p) = (n,0,p)

st E1o — Eapg . st(n,p) = (0,n,p)

olarak tanimlayalim. Yine bu tanimlamaya gore;

NE,o = Gekdg n Cekd? ={((n, (ny,p)): d§(na, (14, p)) = (0,0) = df (nz, (ny,p))}
={((n2, (n1,p)): (n2, 9(n1) +p) = (0,0) = (2 + 11, p)}
={(n2,(n1,p)): n, =0,9(ny) = —p,n, = —ny,p = 0}
={(n2,(n1,p)): n, =0,n, =0,p = 0}
={(0,0,0)} olur.

Benzer sekilde,
NE; o = {(n, p): d(’;‘ (n, p)=p=0}
={(n,0): ne N}
=N
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bulunur.

Dolayisiyla q = 2 igin NE, ; = {0} olmalidr.
Simdi E;; i tanimlayalim. N nin L tzerindeki etkisini kullanarak A":L — N gaprazlanmis
modiil oldugundan L X N yari-direk carpim cebirini tamimlayabiliriz. Ayrica Mx P kiimesi
L> N lizeri-ne (m,p) € M < P ve (£,n) € L x N olmak iizere,

(mp).(&,n) = (pef+pu(m)ef+h(mn),pen+u(m)en)
seklinde bir etki eder.
Bu etkiye gore,

E;1=(L>xN)>x(MxP)

yari-direk ¢arpim cebirini tanimlayalim. Once dff, d*: E 1,1 — Eo,1 operatoriinii tanimlayalim.

Burada,
dg (£,n,m,p) = (m,p)
d{l(f, n,m,p) = (A +m,9(n) +p)
s¢(€,n,m,p) = (0,0,m,p)
olur.

Bu tanimlamalara gore,

dis¢(m,p) = d}(0,0,m,p) = (A(0) + m,9(0) + p)

= (m,p)
olup
dhsh =id
ve
dgsg(m,p) = d§(0,0,m,p) = (m, p)
olup

dlst =id

bulunur. Yani bu homomorfizmler simplisel 6zdeslikleri saglarlar.

Simdi E;; ve E;, arasinda dikey operatorleri yani dg, df,s; homomorfizmlerini
tanimlayalim.
dg(¢,n,m,p) = (n,p)
di(¢,n,m,p) = (A€ +n,u(m) +p)
so(n,p) = (0,n,0,p)

olur. Benzer sekilde bu operatdrler de simplisel 6zdeslikleri saglarlar.



Yani

olur. Boylece

dy |di |dz]| s5| st

diyagramim elde etmis oluruz.

Burada,

yani

seklindedir.

Benzer olarak,

yani
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6sg =id ve disg =id

Eq Ezo
dg | dy| d3 | sq'|st dy | dy| d7 | sq |s?
dg
dh dh
—1 » — 0
_d£'_, Eiq dp , Eio
S « s
sy
‘_
dy | a7l s¢ dy | d7| s¢
_a
dr ar
—
d} ) Eo1 dp ) Eo,o
sghh sp
«—
Egp=M"xP
EO'leNP

EO'ZZMN(MNP)
Eoz =M > (M x (M xP))

Eno=N"xP
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ELOZNNP
EZ’OZNX(NXP)
Ezo= N> (N> (NxP))

seklindedir.

Ayrica
E12=(L>xXN)x((L>xN)x(MxP))
ve
Ey1=((LxXL)>N)>x(Mx(Mx P))dir.
Daha genel olarak
E,q = (L® x N)@ 3 (M® x P)
dir.

Buradap > 2 i¢in NE, o = {0} ve q = 2 i¢in NE,, = {0} oldugunu gosterdik. Benzer sekilde
NE;, = {0} ve NE, ; = {0} olduklar1 da goriilebilir.

Sonugta asagidaki gibi bir bisimplisel cebir elde etmis oluruz.

E2'1=(LL><IN))><I(M><IP) E2,0=N>°(N><'P)
dg|dy| dy | s§|st d§| dfl ay| s§| sy
dh
— 0
dh h
—_—l —D_>
Ei, = (IN)x (LN x MP) dh Ei;1=(LXN)x(MxP) dr E o =M xP)
, > , > ,
sk s¢
4—0— 4—
DI
dg| dy|d3| sof st ag| di’ | sq dy| di| sq
dg
>
dr dr
—_1 — 0
Ey, = N> (N xP) dh Ey1 = (N>xP) ar Ego =P
— e
sk sh
0
— —
S1



37

Burada LN = L~ N ,I} = L x L dir. Yukaridaki hesaplamalara bu bisimplisel cebirin Moore

bikompleksi,

op
0 —— NE,;, —— NE,
oy oy
ar

0 — > NEy, —> NEy

seklinde oldugunu gordiik.
Ayrica
NEygo = P, NEy, =M, NE;, =N

olduklarint gosterdik.

Simdi NE; ; yapisini inceleyelim.
Ei1 =(@XN)>x(MxP)
olup
NE; 1 = Gekd} n Cekd}
oldugundan
dg(¢,n,m,p) = (n,p)
dg(£,n,m,p) = (m,p)
oldugunu biliyoruz. O halde

NE;1 = Cekdl n Cekdy ={(,n,m,p): dy(&,n,m,p) = (np)=(0,0) ve
dg¢(¢,n,mp) = (m,p) = (0,0) }



={(¢{,n,m,p):p=0, m=0,n= 0}
={(#,0,0,0): £ € L}
=L
bulunur. Sonug olarak elde ettigimiz bisimplisel cebirin Moore bikompleksi asagidaki

diyagrama izomorf olur.

|

Yani basta ele aldigimiz ¢aprazlanmis kareye izomorftur.

NE,; =L, NEy, =M, NE =N

1izomorflar1 altinda,

07:NEo, — NE, 4 ;07 (m,0) = p(m)

oldugundan,

IR

o7 p

NEy
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diyagramindan 87 = u ve yine 8: NE; o — NEgo ; 9%(n,p) = 9(n) olarak alinir. Benzer
sekilde, a1 — M ; d(£) = A(£) Ve dl:L — N: 9¥(£) = N(£) olur.

Béylece N: Crs? — BisimpCeb.4 seklinde bir funktor tammlamis oluruz.

Yukarida,

L - M L - M
s N(l l) E<l l)
N — P N — P

oldugunu gosterdik. Benzer sekilde NA(E..) = E.. oldugu da gosterilebilir. Sonug olarak bu

iki kategori denktir. Dolayistyla ispat tamamlanmis olur.
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5.BOLUM
5. Bisimplisel Cebirler ve 2- Caprazlanmms Modiiller

Bu béliimde 2-gaprazlanmis modiiller ile bisimplisel cebirler arasindaki iliski verilecektir.
Gruplar tizerinde 2-¢aprazlanmis modiil yapis1 Conduché [9]tarafindan 3-tip baglantili homotopi
uzaylarina cebirsel model olarak 1987 yilinda tanimlanmistir. Conduché[9] ¢aligmasinda 2-¢ap-
razlanmig modiiller ile Moore kompleksinin boyu < 2 olan simplisel gruplarin denk oldugunu

gostermistir. Bu denklik daha sonra Mutlu ve Porter[10] tarafindan F, g fonksiyonlarmn

kullamimu ile yeniden gosterilmistir. Bu fonksiyonlara ilk olarak, degismeli cebirler iizerinde
simplisel cebirler i¢in Z. Arvasi doktora tezinde incelemis olup makale olarak Z.Arvasi ve

T.Porter tarafindan [11] yayinlanmustir.

Degismeli cebirler iizerinde 2-¢aprazlanmis modiiller Grandjean ve Vale[12] tarafindan

tammlanmgtir.  Z.Arvasi ve T.Porter degismeli cebirler igin C, g fonksiyonlar1 kullanarak 2-
caprazlanmis modiiller ile Moore kompleksinin boyu < 2 olan simplisel degismeli cebirlerin

denk oldugunu gostermislerdir. Ilk dnce [12]’den 2-¢aprazlanmis modiil tanimi verelim.

5.1. Tamm: C, cebirlerin asagidaki gibi bir kompleksini (d;09, = 0) gbz oniine alalim.

92 01
G—6G—0G

Burada 0,ve 0, birer C, —cebir homomorfizmi ve C, kendisi lizerine kendi ¢arpim iglemi ile
etki eder.  C; ise Cyiizerine C, vasitasiyla etki eder ve ayrica Peiffer doniisimi diye
adlandirilan {— ® —}: C;®C; — €, seklinde bir €, —bilineer doniigiimii vardir ve asagidaki
ozellikler saglanir.
PLL:  0{yo®y1} = Yo¥1 — Yo * (0131)
PL2: {0,x,®0,x,} = x1%;
PL3:  {y0®y1¥2} = {y0y1®y2} + 01¥2 ¢ {¥o®y1}
PL4: @) {0,x®y}=yex— (01y1)x

b) {y®dx}=yex

PLS: {yo®y1}ez=1{yo*z@®y1} = {yo®y, ¢z}
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Burada vy ,v:,Y2,Y €EC , x,%x1,%; € C, Ve z € Cy olur. Bu 2-¢aprazlanmis modiilii kisaca
(C,,Cq,Co,01,0,) ile gosterelim.
(Cy,Cy,Co,0,,05) Ve (G ,C,',Co' 0, ,0,") 2-caprazlannus modiilleri arasmdaki morfizmi
f =z, f1,fo) seklinde olup,

d, 04

GG —> G —> G

f2 h fo

9, 9,
Czl _— Cll—> COI

Diyagrami degismeli yapar. Yani fed; =9, f; Ve f10, =9, f, dir. Ayricabu f5,fi,fo
homomorfizmleri Cy’1n etkilerini korurlar ve Peiffer dontisiimleri ile uyumludurlar.
Yani Co € CO , €1 € C]_ Ve ¢, € CZ 1g:1n

fi(co ® c1) = fo (co) * f1 (c1)

ve
falco e c2) = fo (co) » f2 (¢2)
dir. Ayrica
{-®-} : (h®f) — L{-® -}
dir.

Bu obje ve morfizmlerin olusturdugu kategoriyi X,Mod ile gosterecegiz. Bu kategoriye 2-

caprazlanmis modiiller kategorisi denir.
5.2. Bisimplisel Cebirlerden 2- Caprazlannms Modiillere

Bu boliimde Moore bikompleksin ozelliklerini kullanarak ve Z.Arvasi’nin [13] de yaptigi
caprazlanmis kareler ve 2-caprazlanmig modiiller arasindaki iligkiyi veren sonucunu kullanarak

direk olarak bisimplisel cebirlerden 2-¢aprazlanmis modiillere bir funktor olusturacagiz.

Onerme 5.2.1. E., Moore bikompleksi NE,,, olan bir bisimplisel cebir olsun. p =g =1
durumu hari¢ olmak iizere p> 1 oldugunda NE,, = {0} ve q =1 oldugunda NE,, = {0} ise

bu bisimplisel cebirden 2-¢aprazlanmig modiil elde edilebilir.



42

Ispat: E. . bir bisimplisel cebir olsun.

NEy, = Cekdy , NE;q = Cekd? oldugunu biliyoruz. NE, kiimesi NE, o iizerine 87 ile
etki eder. Bu etkiyi kullanarak C; = NEy, < NE;, yar direk ¢arpim cebirini olusturabiliriz.
Co = NEy, olsun. Cy m C; iizerine etkisi (sg, s&) vasitasiyla olur. Yani ¢y € Cy , (x,Y) € C;
icin

Co s (x,¥) = (s§(co)x, 55 (co)y)
seklindedir. Bu etkiye gore,
0,:C; — Gy
01(x,y) = df(x) +di ()

dontisiimii bir 6n ¢aprazlanmis modiil olur.

Gergekten de,
01(co» (x,¥)) = 0:1(s§(co)x, s§ (co)y)
= d¥(s8 (co)x) + d (s (co)y)
= cod? (%) + cod? (y)
= co (A7) + aAf ()

=coe0:(x,y)
olur.

Simdi C; ve 0,: C; — € homomorfizmi tanimlayalim.

C, = NE;, = Cekd} n Cekd§ olsun.

62: NEl,l — NEO,l X NE1,0 donusumunu {e NEl,l i(;in,
0,(8) = (—af(£),d (D))

seklinde tanimlayabiliriz. Bu tanimlamaya gore,

010,(£) = 9, (—d (), a3 (£))

= — (avat(®) + (dhaz (&)
=0+0=0

olup,

9; 91
C— 6 — G
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seklinde Cy —cebirlerin bir kompleksini elde ederiz ve burada 0,: C; — C, yapisi bir pre-
caprazlanmig modildiir. Geriye {—® —}: (;®C; — C, seklinde bir C, —bilineer Peiffer

doniisiimii tanmimlamak kalir. Bu doniisiimii asagidaki gibi tanimlayalim.

(X,y) ,(X',y') €EC; = NEO,l X NEl,O olsun.
{0, )", ¥y} = s§ (). sE (yy")

seklinde tanimlayabiliriz. Bu tanimlamalara gére C; deki (m,n) ve (c,a) gibi iki elemanin

Peiffer carpimu,
((mn), (c,a)) = (—0f (na) e m, 87 (m) * na)

seklindedir. Buna gore 2-¢aprazlanmis modiil yapisini elde etmis oluruz. Simdi 2-¢aprazlanmig
modiiliin birkag¢ aksiyomunun saglandigini gosterelim. Burada C; deki ¢arpim m,c € NE, ; ve

n,a € NE; o olmak tizere,
(m,n) ¢ (c,a) = (A} (n) o c + 01 (a) e m + mc,na)
seklindedir. Buna gore,

PL1: (m,n) € C; ve (c,a) € (; i¢in
9,{(m, n)®(c, @)} = 2,(sg (m). s§ (na)
= (07 (si(m). s§ (na)), 87 (s§ (m) s§ (na))
= (-m e 07 (s§(na)), 07 (s§ (M) * (na))
= (=07 (na) e m, 87 (m) «na)
=((m,n),(c,a))
PL2: ¢,,£, € NE, ;1 olsun.
{0,6,00,2,} = {(—01€,,07,)®(—01£,,074,)}
= (=sb(01¢1))  s8(@7 (£:1£2))
olup, p =1veq =1icgin NE,, = {0} oldugunu kullanacagiz.
(=s5(@141)) * sE(OF (£142)) = —0F (£1) » (£1£2)
= 2,4,
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olur. Buna gore,
{821?1@52{2} =414,

bulunur.

Diger Peiffer liffing aksiyomlar1 da benzer sekilde gosterilebilir. Boylece E.. bir bisimplisel
cebir oldugunda p > 1ve q = 1i¢in p = q¢ = 1 durumu hari¢ NE,, = {0} oldugunda

(-o1.97) o7 +a7
NE;; —— NEg; % NE; o —— NEg

yapisi bir 2-¢aprazlanmg modiil olur.

Sonug olarak
A: BisimpCeb.; — X, Mod

seklinde bir funktor tamimlamis oluruz.

Bu funktor, A(Eqq) =NEgq, A(E1o) =NEg; X NE;o , A(Eg;) =NEg; x NE;, Ve

A(E1,1) = NE; ; seklinde tammlanmus olur.

5.3. 2-Caprazlanms Modiillerden Bisimplisel Cebirler

Bu bolimde verilen bir 2-¢aprazlanmis modiilden bir bisimplisel cebir elde edecegiz
ve bu bisimplisel cebirin Moore bikompleksinde NE; , ve NE, ; bilesenlerinin sifir oldugunu

gosterecegiz.

yapisi {—® —} M®M — L Peiffer Lifting doniisiimii ile 2-¢aprazlanmis modiil olsun. Bu
yapidan E, . seklinde bir bisimplisel cebir elde edelim.

Bu 2-¢aprazlanmig modiile karsilik gelen 2-pargalanmus simplisel cebir,

dj
_
d? ds
_ _
(LXM)x(MxN) % (MxN)_%4 N
sb sg
— —
s1
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seklinde olup burada
og(m,n) =n
0t(m,n) =0m+n

S(())(n) = (0, n)

dir. Ayrica,
di(¢,m’,m,n) = (mn)
d3(¢,m’,m,n) = (m’ +m,n)
d2(¢,m’,m,n) = (m’,0;m + n)
sg(m,n) = (0,0,m,n)
st(m,n) = (0,m,0,n)
dir.

Arvasi ve Porter’in [11] de yaptig1 ispata gore bu simplisel cebir i¢cin Moore kompleksin boyutu

< 2 olur.

Simdi bu simplisel cebire bir ¢aprazlanmis kare elde etmek i¢in Arvasi [13] nin tanimladig1

M(-, 2) funktorunu uygulayalim.

Bu funktor altinda,

yapis1 bir ¢aprazlanmis karedir. Burada,

M={(mn) EMxN: d;m+n=0}
ve
d(m,n) = (m,n)
9'(m) = (m,0)
92(£) = (0:¢,0)

seklinde tanimlidir.



Simdi bu elde ettigimiz ¢aprazlanmis kareden bir bisimplisel cebir elde edecegiz.
Eoo =M x N olsun. M % N kiimesi bir N-cebirdir. Eq; = M < (M x N) diyelim. Burada,
dg(m,m',n) = (m',n)
di(m,m',n) = (0'(m),0) + (m',n)
=(m+m',n)

sg(m,n) = (0,m,n)

seklinde tanimlanabilir. Bu tanimlamaya gore,

NEy, = Cekdg ={(m,m’,n): dg(m,m’,n) = (m',n) = (0,0) }
={(m,0,0):m € M}
=M

olur.

Eop =M > (M= (M > N))

olarak alirsak gectigimiz boliimlerde gosterdigimiz gibi NE, , = {0} olacaktir.

M = {(m,— d;m): m € M} oldugunda M » N nin M iizerindeki etkisini kullanarak,

ELO:M)Q(MXIN)

diyelim. Burada,
at(m’,ny, (m,n)) = (m,n)
d*(m',ny, (m,n)) = (m',ny) + (m, n)
=(m+m',ng+n)
s¢ ((m,n)) = (0,0,m,n)

seklinde tanimlayalim.

Buradan,
dlsh(m,n) = d?(0,0,m,n) = (m,n)
yani

dish =id

46
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ve
drsh(m,n) = d*0,0,m,n) = (0+m,0+n) = (m+n)
yani
dhsh = id
bulunur.

O halde bu operatorler simplisel 6zdeslikleri saglarlar. Bu tammlamaya gore,

NE; = Cekdd ={{(m’,n,, (m,n): d}}((m’,nl, (m, n)) = (m,n) =(0,0), n, = —9d;m’}
={(m’,n,0,0):n; = —9;m'}
= M x {0} x {0}

M

R

olur.
Benzer sekilde Ey g = M 0 (M % (M x N)) olarak alimrsa NE, o = {0} oldugu gériilebilir.

Ey1 = (L>xM)x (M (M N)) diyelim.
dg (£, (mq, 1), (M2, M3, 1)) = (M5, M, nz)
d{l((& (mq,ny), (M, m’z,nz)) = (0,2 + my, my + My, nq +1ny)

ve
dg(£, (my,ny), (My, M3, ny) = (Mg, Ny, My, M3)
dy (¢, (my,ny), (Mg, my,ny) = (02%,0) + (my,ny),d(my) + (M3, 1))
= (02, my, ng, My + M3, My)
ve
so((m2, ny),(mz, nz)) = (0, (M2, ny1), (M3, nz))
olur.

Bu tamimlamaya gore,
NE;, = Gekd} n GCekd}
= {({’, (mq,ny), (mz,m’z,nz)): (m,,mj5,n,) = (0,0,0) ve (my, n;, mj, n,) = (0,0,0,0)}

= {(f, (mq,ny), (mz,m’z,nz)): m,=0,m; =0,n, =0,n; =0, m; = 0}
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={(£,000),(00,0)):£ €L}
=)

bulunur.

Boylece

seklinde bisimplisel cebir elde ederiz ve burada

NEyo=MxN ,NEy; =M,NE; o =M ,NE;; =Lolup p=2i¢in NE,, = {0} ve q =2
icin NEq, = {0} bulunur.

Boylece
X,Mod — BisimpCeb
seklinde bir funktor tammlamig oluruz. Buraya kadar yaptiklarimz asagidaki teoremin

ispatidir.

5.4. Teorem: p = 2 oldugunda Moore bikompleksi NE, , = {0} ve ¢ = 2 oldugunda yine
Moore bikompleksi NE, , = {0} olanp # 1,q # 1 olmak iizere bisimplisel cebirler kategorisi

ile 2-caprazlanmmg modiiller kategorisi denktirler.
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