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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

COK DEGERLIi TOPOLOJIiK YAPILAR UZERINE

Utku GURDAL
Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Bu caligmanin amaci ¢ok degerli topolojik uzaylar teorisi hakkinda bir derleme
sunmaktir. Girig boliimiiniin ardindan gesitli tam grupoid yapilari, siizgegler, ¢ok
degerli siizgecler ve kategori teorisine ait bazi1 kavramlar tanitilmigtir. Son boliim ¢ok
degerli topolojik uzaylara ayrilmig, ¢cok degerli topoloji tanimi ¢ok degerli komguluk
sistemi, kesin escekirdek, ¢ok degerli siizgecler ailesi ve ¢ok degerli siizge¢ monadi
vasitasiyla verilmis ve &,-grupoidler icin tabakal ¢ok degerli topolojik uzay tanimi

yapilarak bazi topolojik kavramlarin ¢cok degerli benzerlerine deginilmistir.

Anahtar Kelimeler : Tam grupoid, Kuantal, GL-monoid, Cok degerli topoloji,
Tabakalilik, Cok degerli siizgeg, Monad

Damgman : Yrd. Doc¢. Dr. Mutlu GULOGLU, Akdeniz Universitesi, Matematik
Boliimii, Topoloji Anabilim Dali
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

ON MANY VALUED TOPOLOGICAL STRUCTURES

Utku GURDAL
Mehmet Akif Ersoy University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

The purpose of this study is to present a compilation about the theory of
many valued topological spaces. After an introduction chapter, various complete
groupiod structures, filters, many valued filters and some concepts of category
theory are introduced. In the last chapter is devoted to many valued topological
spaces. Definition of many valued topology is given via many valued neighborhood
system, strict conucleus, familiy of many valued filters and many valued filter monad.
Stratified many valued topological spaces are defined for &,-groupoids and many

valued analogues of some topological concepts are developed.
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1 GIRIS

Genellegtirilmis mantik kuramlar: iizerindeki ¢aligilmalarin merkezinde yer alan
tam grupoidler, en genel olarak iizerinde sirakorur bir ikili islem bulunan tam kafesler
olarak tanimlanirlar. Kuvvet kiimesi kafesi ve kesigim isleminin olusturdugu ikili de
bir tam grupoid belirlediginden tam grupoidleri kiimelerin bir genellegtirmesi olarak
gormek miimkiindiir. Zadeh (1965) tarafindan tanimlanan belirtisiz kiimeler ile
Goguen (1967)’in tammladig L-belirtisiz kiimeler de tam grupoidlerce genellegtirilen
yapilar arasindadir.

Chang (1968), belirtisiz kiimelerden yola c¢ikarak tarihsel adiyla belirtisiz
topolojik uzaylar1 tammlamig, Lowen (1976) Chang'in tanimina bir kosul daha
ekleyerek bircok amac¢ icin daha kullanigh olan diizenli bir yap1 elde etmeyi
bagsarmigtir. Bununla birlikte her iki yapida da alt kiimeler belirtisiz alinirken
topolojinin kendisi klasik bir kiime olarak kalmis, topolojinin belirtisizlestirilmesi
ise Sostak (1985) tarafindan gergeklegtirilmigtir. Goguen’in L-belirtisiz kiimeleri de
benzer bir siiregle gelisim gostermigtir.

Tam grupoid degerli fonksiyonlardan yararlanilarak c¢ok degerli topolojik
uzaylarin tamimlanmasi, belirtisiz kiimelerden belirtisiz topolojik uzaylarin
tanimlanmasi1 veya IL-belirtisiz kiimelerden L-belirtisiz topolojik uzaylarin
tamimlanmasiyla temel olarak aymi tarzda yapilir. Lowen (1976)’in yaklagimi
takip edilerek bazi 6zel cok degerli topolojik uzaylar icin tabakalilik kavrami
tanimlanabilir. Sostak (1986)"1n izledigi yolun bir benzeri takip edildiginde ise, bu
¢alismanin konusu olmayan cok degerli belirtisiz topolojik uzay kavramina ulagilir.

Tam grupoid yapisinin, sagladigi 6zellikler bakimindan zayif bir yapi oldugu
soylenebilir.  Bu nedenle, genel tam grupoidlerden daha iyi o6zelliklere sahip
olmalariyla kendilerini 6ne ¢ikaran bazi 6zel yapilar, hem tam grupoidlerin
kendi teorisinin, hem de c¢ok degerli topolojik uzaylarda kurulabilecek yapilarin
aragtirilmasinda onemli bir yer tutmaktadir. Kuantaller, tam Heyting cebirleri,
siki karekokli bir GL-monoidin monoidal ortalama operatoriince belirlenen
cl-grupoidler, tam MV-cebirler ve dogal olarak tam Boole cebirleri bu 6zel yapilarin

en ¢ok one cikanlaridir.



Cok degerli topolojinin c¢alisgilmasinda 6nemli yeri olan yapilardan biri de
siizgeclerdir. Klasik topolojik uzaylar: yakinsaklik yardimiyla belirleyebildikleri gibi
bir ¢ok topolojik 6zellik i¢in de giizel karakterizasyonlar saglayan siizgecler, topolojik
uzaylarin éntopolojik (pretopological) uzaylar, limit yapilar: ve Cauchy uzaylar1 gibi
baz1 genellestirmelerinin tanimlanmasinda temel modeller olarak kullanilmiglardir
(Chicourrat, 2010).

Ik olarak Cartan (1937) tarafindan tammlanan siizgecler, topolojik uzaylarla
ilgili ¢aligmalarda genellikle kuvvet kiimesi iizerindeki yapilar bi¢iminde ortaya
¢ikmakla birlikte, herhangi bir kismi sirali kiime veya herhangi bir tam grupoid
iizerine de genellegtirilebilirler. Tam grupoid degerli fonksiyonlarin sagladigi tam
grupoid yapisi iizerinde verilen siizgegler (cok degerli siizgegler), bazi topolojik
kavramlarin ¢ok degerli topolojideki karsiliklarim1 tanimlamada oldukca yararh
olabilen araclardir. Cok degerli topolojik uzaylar, hem bu tiir genellegtirilmis
stizgeclerin, hem de klasik siizgeclerin yakinsaklik teorisinden bahsetme imkani
sunmaktadir.

Stizgecler ile topolojik uzaylar arasindaki diger bir baglanti ise kategori teorisi
iizerinden saglanmir. Bir kiime iizerindeki biitiin siizgeclerin ailesi, kiimenin her
bir o6gesi, o Ogeyi igeren biitiin kiimelerden olusan siizgecle bir tutularak ve
noktay siizgece tasiyan doniisiimler arasinda klon bilegske denen bileske benzeri bir
ara¢ tanimlanarak siizge¢ monadi adi verilen bir araca doniistiiriiliirler.  Siizgeg
monadinin bir o6rnegini tegkil ettigi monadlar, herhangi bir kategori {iizerinde
kurulabilen 6zel bir yap1 olup bu yapinin her bir 6rnegi Eilenberg-Moore kategorisi ve
Kleisli kategorisi ad1 verilen iki ayr1 kategori elde etmek icin kullanilabilir. Kiimeler
kategorisi tizerinde kurulmusg olan siizge¢ monadinin énemi, bu monad yardimiyla
elde edilen Kleisli kategorisinin, topolojik uzaylar kategorisine karsilik gelmesidir.

Stizge¢ monadinin tanimlanigina benzer olarak kiimeler kategorisinde, bir kiime
iizerindeki biitiin ¢ok degerli siizgeclerin ailesi ele alinarak ¢ok degerli siizge¢ monadi
adi1 verilen bir yap1 tanimlanabilir ve ¢ok degerli siizge¢ monadiyla elde edilen Kleisli
kategorisi, ¢ok degerli topolojik uzaylarin kategorisine karsilik gelir. Bu bakig acisi
bir yandan cok degerli topolojinin kategorik araglarla ¢alisilmasina olanak verirken,

diger yandan ¢ok degerli topolojik uzaylar kategorisinin incelenmesini kolaylagtirir.



Bir kiimenin kuvvet kiimesinin 6zel bir alt kiimesi yerine, o kiimeden tanimlanan
tam grupoid degerli fonksiyonlarin belirledigi tam grupoidin klasik anlamdaki
topoloji aksiyomlarina paralel 6zellikleri saglayan bir alt kiimesi olarak tanimlanan
cok degerli topoloji, yukarida bahsedildigi bi¢imde ¢ok degerli siizge¢ monadindan,
klasik i¢ operatoriiniin bir benzeri olan ¢ok degerli i¢ operatoriinden veya kiimenin
ogeleriyle damgalanmis 6zel bir cok degerli siizgecler ailesi olan ¢ok degerli komguluk
sisteminden yola cikilarak belirlenebilir.

Uzerinde calisilan tam grupoid yapisi, bilinen topolojik yapilara 6zgii tanimlarin
cok degerli topolojik uzaylara anlamli bicimde taginabilir olup olmadig1l sorusunun
yanmtinda ¢ogu kez belirleyici rol oynar. Ornegin, bir G = (L, <, *) siki karekoklii
GL-monoidinin monoidal ortalama operatoriiniin belirledigi cl-grupoid yapisi, Lowen
anlamindaki belirtisiz topoloji kavraminin (Lowen, 1976) ¢ok degerli bir benzerinin
tanimlanabilmesinin oniinii agmaktadir. Bu caligma boyunca genel olarak &, ile
gosterilen bu tiir cl-grupoidler yardimiyla Lowen ozelliginin tabakalilik ve zayif
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tabakalilik ad1 verilen iki farkli genellemesi yapilabilir. “*” igleminin ebas iglemine
esit olmasi durumunda bu iki genelleme arasindaki fark ortadan kalkar.

Klasik ve belirtisiz topolojilerdeki durumun aksine, c¢ok degerli topolojik
uzaylarda kapalilik kavramindan bahsetmek genel olarak miimkiin olmamaktadir.
Uzerinde caligilan tam grupoidin uygun bir tiimleme benzeri yap1 baridirmasinin
gerekmemesi ve tam grupoid isleminin herhangi sayidaki eleman iizerine tek
tiirlii genellestirilebilir olmamasi1 bu durumun temel nedenleri olarak goriilebilir.
MV-cebirlerde yeterince diizgiin bir tiimleme yapisi bulunmakla birlikte, tiimlemeyi

ayrica tanimlayarak teoriyi zenginlestirmek de miimkiindiir. Belirtisiz kiimeler bu

tiir yapilarin bir érnegini olusturur.



2 TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1 Kafes Teorisi

Tanim 2.1.1 X herhangi bir kiime olmak iizere, X iizerinde verilmis ve her z,y, z €

X icin
(P1) r<zx (Yansima)
(P2) r<yvey<gzisexr =y (Ters Simetri)
(P3) r<yvey<ziser <z (Gegigme)

ozelliklerini saglayan bir < bagintisina X {izerinde bir kismi siralama bagintisi,
(X, <) ikilisine de bir kismi sirali kiime adi verilir (Birkhoff, 1995).
Bir X kiimesi tizerinde herhangi bir < kismi siralama bagintis1 verildiginde, her
z,y € X icin
r<y <= x<yver#y
r2>2y <~ y=suz

T>y <= x>yver#y

bi¢iminde tanimlanan <, > ve > bagmntilarinin da verilmis oldugu kabul edilir.
Tanim 2.1.2 (X, <) bir kismi sirali kiime ve A C X olmak iizere, her a € A i¢in
x < a ozelligine sahip z € X 6gelerinin en biiyiigiine A 'nin en biiyiik alt sinir1 (ebas,
infimum); her a € A i¢in a < z olmasini saglayan x € X 6gelerinin en kiigiigiine ise
A ’nin en kiigiik iist sirt (ekiis, supremum) ad verilir (Birkhoff, 1995).

Ters simetri ozelligi geregi bir kiimenin en ¢ok bir en biiyiik alt siir1 ve en ¢ok

bir en kiiciik iist sinir1 bulunabilir. Bununla birlikte herhangi bir alt kiime ic¢in bir
en biiyiik alt sinirin veya bir en kiigiik iist sinirin bulunmasi sart degildir Bu durum,
kismi sirali kiimeleri simflandirmak icin énemli bir olgiit saglar.
Tamm 2.1.3 Iki 6geli her alt kiimesinin bir en biiyiik alt sinir1 ve bir en kiiciik st
smir1 bulunan bir (L, <) kismi sirali kiimesine kafes denir. Bir (L, <) kafesinde, bir
{a,b} C L iki 6geli alt kiimesinin en kiigiik {ist sinir1 a V b, en biiyiik alt siir1 a A b
ile gosterilir (Birkhoff, 1995).

Bos kiime ve tek elemanli bir kiime iizerinde de kafes yapisi kurulabilmekle
birlikte (Birkhoff, 1995), bu ¢aligma boyunca ele alinan biitiin kafeslerin en az iki

farkl 6ge icerdigi kabul edilmekte ve genel sonuclar buna gore kanitlanmaktadir.



Onerme 2.1.1 Bir (L, <) kafesindeki V : L x L — L ve A : L x L — L ikili
iglemleri, her a, b, c € L i¢in agagidaki ozellikleri saglarlar (Birkhoff, 1995).

(LO) a<b <= aANb=a < aVb=1D (Tutarlilik)
(L1) aNa=a, aVa=a (Esgtigliiliik)
(L2) aNb=bAa, aVb=bVa (Degigme)
(L3) aN(bAc)=(aNb)Ne, aV (bVe)=(aVb)Vc (Birlegme)
(L4) aN(aVvb)=aV(aAb)=a (Sogurma)

Onerme 2.1.2 Bir L kiimesi iizerinde V : L x L — L ve A : L x L — L ikili
islemleri (L1), (L2), (L3), (L4) kosullarim saglasinlar ve L iizerinde bir < bagmtis
(LO) kosulu yardimiyla tammlansin. Bu durumda (L, <) bir kafestir ve V ile A ikili
islemleri bu kafes tizerindeki ikili ekiis ve ikili ebas iglemlerine karsilikli olarak egit
olur (Birkhoff, 1995).

Tanim 2.1.4 Asagidaki kogullar1 saglayan bir (L, <) kafesine sinirh kafes denir.

(LBO) H0el,VacL, 0<a

(LB1) Jel,Vac L, a<1
0 € L ve 1 € L 6geleri sirasiyla L 'nin en kiiciik 6gesi ve L 'nin en biiyiik 6gesi
olarak adlandirilir (Birkhoff, 1995).

Bir kafesin en az iki farkh 6ge igerdigi kabuliiniin, her sinirli kafeste 0 # 1 olmasini
gerekecegi aciktir.

Tek 6geli kiimelerin en biiyiik alt sinir1 ve en kiigiik iist sinirinin her zaman
var olacagi da dikkate alindiginda, bir (L, <) kafesinde bos olmayan her sonlu
alt kiimenin bir en biiyiik alt sinir1 ve en kiigiik {ist sinirinin var oldugu birlegsme
ozelliginden elde edilir. Bir A = {a; | i € I} alt kiimesinin en biiyiik alt siir1 A A,
N\ a veya A a; ile, en kiigiik iist st \/ A, \/ a veya \/ q; ile gosterilir. A 'nin
acA iel acA iel
bos olmayan sonlu bir alt kiime olmamasi durumunda A A ve \/ A 6gelerinden biri
veya her ikisi var olmayabilir (Birkhoff, 1995).

Tamim 2.1.5 (L, <) bir kafes olsun.

(LC) Her A C L alt kiimesi i¢in \/ A ve A A vardir.
ozelligi gegerliyse (L, <) ’e bir tam kafes denir (Birkhoff, 1995).

@ C L alt kiimesi ele alindiginda, her a € L igin \/ @ < a < A\ O esitsizligi

saglanacagindan her tam kafes bir smirh kafestir ve bu durumda \/ @ ve A @



sirasiyla, kafesin en kiiciik ve en biiyiik 6geleri olan 0 ve 1 ’e esittir.

Ornek 2.1.1 2 = {0, 1} kiimesi tizerinde < = {(0,0),(0,1),(1,1)} kismi siralama
bagmtisi verilsin, yani 0 < 0, 0 < 1, 1 < 1 ama 1 £ 0 olsun. Bu durumda (2, <)
ikilisi bir tam kafestir. Uygunluk agisindan, (2, <) kafesi iizerindeki V ve A ikili
iglemleri sirasiyla Y ve A ile gosterilecektir. Bu islemlerin tablolarinin asagidaki

gibi olacag1 kolayca goriiliir.

Y| O0]1 A O |1
0] 01 0010
111 1 )0]1

Teorem 2.1.1 (L, <) bir kafes olsun.

(LCY) Her A C L alt kiimesi i¢in \/ A mevcuttur.

(LC,) Her A C L alt kiimesi i¢in /\ A mevcuttur.

kosullarindan herhangi biri (LC) ’yi gerektirir (Birkhoff, 1995).
Kamt. (LC*= LC) : Ekiislerin varh@ kabul edildiginden yalmzca ebaslarin
varhgimin goriilmesi yeterlidir. Her a € L igin \/ @ < a <'\/ L olacagindan L simirh
kafestir. A C L olsun ve By = {c € L | ¢ < a, Va € A} kiimesi tamimlansm. 0 € A
oldugundan By # @ ’dir. Her ¢ € By, a € A i¢in ¢ < a oldugundan her a € A
icin \/ B4 < a olup \/ B4 A 'nin bir alt ssmiridir. b, A 'nin bagka bir alt simir1 ise
b € By, olacagindan b < '\/ B, olur. Dolayisiyla \/ B4 = /\ A olup, her A C L igin
/\ A mevcuttur.

(LC, = LC) : Benzer bigimde gosterilir. =
Tanim 2.1.6 (L, <) bir kafes K C L olsun. L ’deki V ve A ikili iglemlerine gore
her a,b € K igin aVb € K, a ANb € K olmas: saglaniyorsa (K, <) ikilisine (L, <)
kafesinin bir alt kafesi denir (Birkhoff, 1995).

Yukaridaki tanmimda K iizerinde verilmis olan siralama, < bagintisinin K x K
kiimesine kisitlamigt olan <|k«x bagmtisina esgit olmakla birlikte, herhangi bir
karigikliga neden olmayacagindan < ile gosterilmis ve ilerleyen boliimlerde de aksi
gerekmedikce benzer kullanima gidilmistir.

Uyar: 2.1.1 (L, <) bir kafes ve K C L olmak tizere (K, <) ’in, (L, <) ’in bir alt
kafesi olmayan bir kafes olmasi miimkiindiir.

Ornek 2.1.2 L = {0,1,a,b,c} kiimesi {izerinde < siralamas1 0 ve 1 en kiiciik ve
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en biiyiik ogeler olmak tizere, a < ¢, b < ¢ olacak ve a ile b karsilagtirilamayacak
sekilde verilsin ve K = {0, 1, a, b} olsun. Bu durumda hem (L, <) hem de (X, <) bir
kafestir ancak L ’deki V ikili iglemine gore a,b € K igin a Vb = ¢ ¢ K oldugundan
(K, <), (L, <) ’in bir alt kafesi degildir. L ’de aVb = ciken K 'de aVb = 1 olduguna
dikkat edilmelidir.
Uyar1 2.1.2 (L, <) bir tam kafes, (K, <) onun bir tam alt kafesi olsun. Bu durumda
V ve A, K ve L ’de kargilikli olarak aym anlamlara gelmekle birlikte, K ’deki \/ ve
/\, L ’dekilerden farklh olabilir.
Tamim 2.1.7 X herhangi bir kiime olmak ve P (X), X ’in biitiin alt kiimelerinin
kiimesini gostermek tizere 7 C P (X)) olsun.

(i) Xer

(ii) GHer —= GNHer

(i) A{G;|liel}Ct = UG;er

i€l
kogullar1 gercekleniyorsa 7 "ya X iizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine de bir topolojik
uzay denir.(Bourbaki, 1966).

U G; = @ oldugundan bir (X, 7) topolojik uzayinda @ € 7 olmasi her zaman
saglzzizlr. Boliim 2.3’te deginilecek olan kategori teorisinin yaklagimina uygun olarak,
topolojik uzay tamiminda X # & olmasi kisitlamasina gidilmemistir.

Ornek 2.1.3 X herhangi bir kiime olsun. Bu durumda (P (X),C) bir tam kafes
olur ve bu kafes igin Vv, A, \/ ve A sirasiyla kiime teorisindeki U, N, |J ve [
simgelerine kargilik gelir. Ayrica 7, X iizerinde bir topoloji ise, 7 C P (X) olmasimin
yanminda her A,B € 7 igin AUB € 7ve AN B € 7 olup (r,C), (P(X),<) 'nin bir

alt kafesidir. Bunun yaninda, her {A4;}._, C 7 i¢in |J 4; € 7 oldugundan (7, Q),

el

(LC") kosulunu saglar, yani bir tam kafestir. Ancak 7 'daki A, P (X) ’teki ) ile

iel

ayni olmak zorunda degildir. 7 iizerinde

A4 = \[{Cer|CCA, Viel}

iel i€l
= J{cer|cca, viel}
el
iel i€l iel



olup genel anlamda /\ A = (ﬂ Ai) # [ A; olmasi miimkiindiir.

icl iel iel
Tamim 2.1.8 Bir (L, <) kafesinde
(L5) aN(bVe)=(anb)V(aAc), Ya,byc€ L
ozelligi gegerliyse (L, <) ’e bir dagilmh kafes denir (Birkhoff, 1995).
Onerme 2.1.3 Bir (L, <) kafesinde
(L5) aN(bVe)=(anb)V(aNc), Ya,b,c€ L
(L5)  av(Ac)=(aVb)A(aVec), Ya,b,c€ L
ozelliklerinin biri digerini gerektirir (Birkhoff, 1995).
Onerme 2.1.4 Bir (L, <) dagihml kafesinde herhangi sabit bir ¢ € L icin
cNa=cNb ve cVa=cVb
esitlikleri saglaniyorsa a = b ’dir (Birkhoff, 1995).
Tanim 2.1.9 (L, <) bir kismi sirali kiime ve ®, L {izerinde bir ikili iglem olsun.
ap<a; = a1 ®b<ay®b, Vay,ay,be L
kosulu saglaniyorsa ® ikili igleminin ilk bilesene gore sira korudugu,
ap<ay = aua®b<a;®b, Vay,as,be L
kosulu saglaniyorsa ® ikili isleminin ilk bilesene gore siray: tersine gevirdigi soylenir.
Benzer gekilde, b; < by olmasi a®b; < a®by olmasini gerektiriyorsa ® iglemine ikinci
bilesene gore sira koruyan, b; < by olmasi a ® by < a ® b; olmasimi gerektiriyorsa
® iglemine ikinci bilegene gore siray1 tersine ceviren denir. ® iglemi her iki bilegene
gore de sira koruyorsa, kisaca sira koruyan (izoton) oldugu sdylenir.
Onerme 2.1.5 Herhangi bir (L, <) kafesindeki V ve A ikili iglemleri sira koruyan
ozelliktedir (Birkhoff, 1995).
Tanim 2.1.10 L ve X herhangi iki kiime olsun. L {izerinde bir < kismi siralama
bagmtisi, biitiin f : X — L fonksiyonlarmin kiimesi olan L¥ {izerine
f<g <= flx)<g(x), Voe X, Vfgel*
biciminde yiikseltilir. Benzer olarak, L tizerindeki bir ® ikili islemi L tizerine
(f®g)(@)=f(r)®g(x), VreX, Vfgel®
tamimiyla yiikseltilir ve 6zel olarak bir fonksiyonun L ’deki bir a sabitiyle soldan
garpimi

(a® f)(x)=a® f(x), VreX,VfelX



ile, sagdan carpimi ise
(f®a)(z)=f(z)®a, YreX,Vfel®
biciminde tanimlanir. (L, <) bir kafes ise V ve A, L~ ’e ikili iglemler olarak tagmur.

Herhangi bir { f;},.; € L* alt kiimesi ve her € X icin L ’de \/ [fi(z)] ve A [fi (z)]
iel el
mevcut ise \/ f; ve A f; fonksiyonlar
icl icl

(\/ﬁ) () =V Ifi @] . (/\fi> @=AUi@), Yoex

ile tanimlanirlar. @ € L olmak {izere her z € X 6gesini a degerine tasiyan sabit
fonksiyon ax ile gosterilir. Ayrica, L 'nin 1 ile gosterilen bir en biiyiik 6gesi varsa ve
A C X ise, her x € A icin 1 ve X ’teki diger 6geler icin 0 degerini veren fonksiyon
14 ile gosterilir ve A 'min karakteristik fonksiyonu adim alir (Hohle ve Sostak, 1999).

L ’nin 0 ile gosterilen bir en kiigiik 6gesi ve 1 ile gosterilen bir en biiyiik 6gesi var
olsun. 1x yaziminin hem ay hem de 1, gosterim tarzi altinda ayni anlama geldigi
ve Ox = 1y oldugu kolayca goriiliir. Ox ve 1x fonksiyonlar1 LX ’in sirasiyla en kiiciik
ve en biiyiik dgeleri olur vehera € L, f € LY icina® f =ax @ f, f®a= fQax
esitlikleri saglanir. Tamimdaki esitliklere giivenilerek uygun durumlarda parantezler
kaldirlip \/ f; (z) ve A fi (z) sadelestirilmis yazimlar1 kullanilabilir.

L ﬁze;ierlldeki su"al:I[na bagintisinin veya cebirsel islemin belirledigi yapilar ve
sagladiklan 6zellikler cogu zaman L% icin de gecerlidir. L iizerinde bulunmasima
ragmen genel olarak LY ’e yiikseltilemeyen ozelliklere ornek olarak, siralama
bagintilar i¢in tam siralilik, ikili islemler i¢in sadelestirilebilirlik verilebilir. Bununla
birlikte, bu c¢alisma boyunca tanitilan yapilar icin boyle bir olumsuz durum soz
konusu degildir.

Onerme 2.1.6 (L, <) bir kismi sirali kiime, X ve Y herhangi kiimeler, ¢ : X — Y

bir fonksiyon olsun. g € LY ise go ¢ € L™ ’tir. Ayrica {g;},.; € L olmak iizere

(\/ gz‘) op ="V (giop) esitligi vardir.

i€l iel
Kamit. g € LY olmasi ¢ min Y ’den L ’ye bir fonksiyon olmasi anlamina

geleceginden go ¢ : X — L olur, yani g o ¢ € L* ’tir. Ayrica her z € X icin

[(\/m) w] (@) =\ gi (@) =\ (giow) ()

icl iel iel



olacagindan <\/ gi) op ="V (gioyp) esitligi vardir. m

icl iel
Yukarida elde edilen sonuctan, (\/ gi> op ve \/ (g; o p) yazamlari yerine \/ g;op
iel iel icl
ortak yaziminin kullanilmasinda herhangi bir sakinca olmadigy goriiliir.

2.1.1 Tam Grupoidler

Tanim 2.1.1.1 (L, <) bir kismi sirali kiime ve ®, L iizerinde sira koruyan bir ikili
islem olmak iizere ® = (L, <, ®) tigliisii bir kismi sirali grupoid olarak adlandirilir.
(L, <) kismi sairali kiimesi ayni1 zamanda bir tam kafes ise & ’ye bir tam grupoid
denir (Hohle ve Sostak, 1999).
Ornek 2.1.1.1 (L, <) bir kafes ise £ = (L, <, A) {igliisii bir kismi sirali grupoiddir.
Ozel olarak, Ornek 2.1.1’de tamitilan gosterimler altinda 2 = (2, <, A) iicliisii bir
tam grupoid olur.
Tanim 2.1.1.2 § = (M, <',®') en biiyiik 6gesi 1’ olan ve ® = (L, <,®) en biiyiik
ogesi 1 olan birer tam grupoid olsun.

(i) h(l)=1

(ii) h(m® n)=h(m)®@h(n), YmmneM

(i) h (\/ ml) —V h(m) , Y{mie, M

i€l iel
kogullarini saglayan bir h : M — L doniigiimiine § "ten & ’ye bir kesin tam grupoid
homomorfizmi denir (Hohle ve Sostak, 1999).

Tamm 2.1.10’da verilen genellestirmeler ile birlikte bir & = (L,<,®) tam
grupoidine karsilik gelen &% = (LY, <, ®) {icliisiiniin de bir tam grupoid olacag
goriilebilir. Bu durumun genelligi agagidaki uyar ile ifade edilmistir.

Uyar: 2.1.1.1 & = (L, <, %) bu galigma igerisinde tammlanacak olan tam grupoid
tiirlerinden herhangi biri (cl-grupoid, siki kareksklii kuantal, kesin GL-monoid vb.)
olsun. Bu durumda &% = (LX < %) iicliisii de aym tam grupoid yapisina sahip
olur. Bu gergek, her tam grupoid tiirii i¢in ayr1 ayr1 kanitlanmayacak ve caligma
boyunca ayrica ifade edilmeden siirekli olarak kullanilacaktir.

Ornek 2.1.1.2 X bir kiime olsun ve 2 = (2, <, A) tam grupoidi gbz oniine
alinsim. X ’in her bir A alt kiimesi 1, karakteristik fonksiyonuna ¢zdes olarak

diigiiniildiigiinde, 2X = {f | f:X — 2 fonksiyon} kiimesi, X ’in biitiin alt
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kiimelerinin kiimesi olan P (X) ’e kargihk gelir. Ustelik her A, B € 2% i¢gin
A=<B <= A(x)=2B(z), VzeX
— (A(x)=1 = B(x)=1),Vere X
— (€A = z€B),VreX

~— ACB

olduguna dikkat edildiginde, 2% {izerine 2 ’den gelen =< bagintisinin, kuvvet kiimesi

tizerindeki alt kiime olma bagintisiyla ayni1 anlama geldigi goriiliir. Benzer sekilde,
r€AAB << (AAB)(z)=A(x)LB(x)=1
<~ A(x)=B(z)=1
< xc€AvexreB

— € ANB

olacagindan 2 ’den gelen A islemi de kiimeler iizerindeki bilinen kesisim iglemi ile
aymidir. Ayrica, 2 = (2, <, A) bir tam grupoid oldugundan 2% = (ZX, =, )\) de bir
tam grupoiddir.

Yukaridaki ornekte ortaya cikan esitlikler dikkate alinarak c¢alismanin geri

kalaninda, 2 ve 2% tam grupoidleri icin tanimlanan <, A ve Y simgelerinin yerine
sirastyla C, N ve U simgeleri kullanilacaktir.
Tanim 2.1.1.3 & = (L, <,®) bir tam grupoid olmak iizere her a € Ligina < a®1
ve a < 1® a olmasi saglaniyorsa & ’ye bir cqm-kafes denir (Hohle ve Sostak, 1999).
Ornek 2.1.1.3 Tam grupoidlerin her durumda cqm-kafes olan iki 6nemli tiirii
vardir. & = (L, <, ®) bir tam grupoid olsun.

a) ® iglemi igin bir e € L birimi varsa her a € L i¢gin a < a ve e < 1 olacagindan
a=a®e<a®lvea=e®a<1®aolup & bir cqm-kafes olur.

b) ® islemi esgiiglii ise, yani her a € L igin a ® a = a oluyorsa, her a € L igin
a=a®a<1®avea=a®a < a® 1 olmas: da saglanacagindan & yine bir
cqm-kafes olur (Hohle ve Sostak, 1999).

Tanim 2.1.1.4 (L, <) bir tam kafes olsun ve L iizerinde bir ® ikili iglemi verilsin.

Her a € L ve {a;},.; C L, I # & igin

iel =
a® \ a;=YV (a®a;) ve (\/ ai) ®a=\ (a0; ®a)
iel iel il il
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kosullar1 saglaniyorsa, yani & ikili islemi bog olmayan bir kiime {izerinden alinan
ekiis tizerine dagiliyorsa ® = (L, <, ®) iigliisiine bir cl-grupoid ad verilir (Hshle ve
Sostak, 1999).
Onerme 2.1.1.1 & = (L, <, ®) cl-grupoid ise ® islemi sira koruyandur.
Kanit. a,by,by € L, by < by olsun. Bu durumda b, V by = by ’dir ve buradan
(a®@b)V(a®by) =a® (b Vb)=a® by
elde edileceginden a ® b; < a ® by olur. L 'de a; < ay olmasi durumunda ise
(a1 ®b)V (a2 ®b) = (a3 Vay) @b =ay®b
yazilabileceginden benzer gekilde a; ® b < ay ® b elde edilir. =
Sonug 2.1.1.1 Her cl-gupoid bir tam grupoiddir.
Tanim 2.1.1.5 Ayni zamanda cqm-kafes olan bir cl-grupoide cl-kuasi monoid ad1
verilir (Hohle ve Sostak, 1999).
Ornek 2.1.1.4 <, T = [0,1] aralig iizerindeki bilinen gercel say1 siralamasini
gostersin ve @ : I x I — I ikili islemi a & b = %2 ile verilsin. Bu durumda (I, <, &)

ticliistintin bir cl-kuasi monoid olacag: goriilebilir.

2.1.2 Kuantaller

Bir L kiimesi ile bu kiime iizerinde tanimli olan ve
Va,y,z € Liginax* (bxc) = (ax*xb)*c (Birlesme)
ozelligini saglayan bir * : L x L — L ikili igleminin olusturdugu (L, %) ikilisine bir
yar1 grup adi verildigi hatirlanarak agagidaki tanim yapilabilir.
Tamim 2.1.2.1 (L, <) bir tam kafes, (L,x) bir yar1 grup olsun. Her a € L ve
{ai}ic; © L igin

ax\ a;=\ (a*a) ve (\/ai)*a: \ (a: * a)

iel iel iel iel
kogulu saglaniyorsa Q = (L, <, ) tigliisiine kuantal (quantale) adi verilir (Hohle,
1998).
Ornek 2.1.1.4 ile verilen @ islemi birlesmeli olmadigmdan (I,®) yar1 grup
degildir. Dolayisiyla bir cl-grupoidin kuantal olmasi gerekmez.
Ikili islemin birlesmeli olmasi zorunlulugu disinda kuantallerin cl-grupoidlerden
bagka bir tistiinliigii, kuantal ikili igleminin cl-grupoidlerdeki dagilma ¢zelligine ek

olarak bog kiime iizerinden de dagilimli olmasi gerekliligidir. Boylece her a € @ igin
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a*Oza*\/ai:\/(a*ai)zo

ico ico
esitligi yazilabilir.  Benzer bicimde 0 *x a = 0 olmasi gerektigi de goriiliir
(Hohle, 1998). Buna kargin @ ’'nun 1 ile gosterilen en biiyiik 6gesinin bir
birim eleman gibi davranmasi gerekmez. Dahasi, kuantal ve cqm-kafes tanimlar:
zayiflik-giicliilik bakimindan birbirleriyle kargilagtirilabilir degildir. Diger taraftan
her kuantalin ayni zamanda bir cl-grupoid oldugu, tanimlarin karsilagtirilmasiyla
kolayca goriilmektedir. Bu nedenle Onerme 2.1.1.1 kuantaller icin asagidaki gibi
tekrar ifade edilebilir.
Sonug 2.1.2.1 @ = (L, <, *) bir kuantal olsun ise * iglemi sira koruyandir.
Bir kuantal verildiginde * iglemi diginda iyi tanimli ve énemli olan iki tane daha
ikili igslem yapr igerisinde kendiliginden gelmektedir.
Tamim 2.1.2.2 @ = (L, <, %) bir kuantal olsun. Her a,b € L igin
a—; b = \/{xEL!x*agb}
bi¢iminde tanimlanan —; islemine sol rezidii iglemi,
a—,b = \/{mEL!a*be}
ile tanimlanan —, iglemine ise sag rezidii iglemi denir (Hohle ve Sostak, 1999).
Bu calisma boyunca sadelik agisindan a —; b yerine a — b, a —, b yerine ise
a — b yazilir, sol ve sag reziidii islemlerinin birbirine egit oldugu durumlarda da
a — bve a — b’yi ayn1 anda belirtmek i¢in a — b ortak gosterimi kullanilir ve
buradaki igleme ¢ift yanh rezidii islemi denir. Kuantal igleminin degismeli olmasi
halinde rezidii igleminin ¢ift yanh olacag: agiktr.
Onerme 2.1.2.1 Q = (L,<,) bir kuantal ve a,b,c € L olsun. Bu durumda
agagidaki ozellikler gecerlidir (Hohle ve Sostak, 1999).
a)axb<c < a<b—c
b)axb<c < b<a—c
Kanit. a) axb<cisea € {xr € L | x*b < ¢} olur. Tanim geregi,
b—c = \V{zrel|xzxb<c}
oldugundan a < b — ¢ 'dir.

a < b — ¢ olmas1 durumundaysa, * isleminin sira koruyanlig1 ve ekiis iizerine
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dagilimh olmas: kullanilarak
axb < (b—c)xb
= \/{xeL|x*b§c}*b
= \/{x*b|x*b§c}§c

oldugu elde edilir.

b) Benzer bicimde goriiliir. =
Sonug 2.1.2.2 @ = (L, <,x) bir kuantal ise her a,b € L i¢in (a = b) xa < b ve
ax* (a— b) <bolur.

Onerme 2.1.2.2 Q = (L, <, %) bir kuantal olmak iizere — ve — ilk bilegsene gore
siray1 tersine geviren ve ikinci bilegsene gore sira koruyan iglemlerdir.
Kanit. a,aq,a9,b,b1,b9 € L, a1 < as ve by < by olsun.

@ bir kuantal ve a; < ay oldugundan her x € L i¢in x * a; < x % as olur. Boylece
{reLl|x*xay<b} C{xe€L|xxa <b} vedolaysiyla as — b < a; — b oldugu
goriiliir ve — igleminin ilk bilesene gore siray1 tersine cevirdigi sonucuna ulagisir.
Diger yandan b; < by olmasi {z € L | zxa <b} C {x € L | zxa < by} olmasim
gerektirdiginden a — b; < a — by olup — ikinci bilegsene gore sira koruyandir.

Ayni sonuglar — iglemi igin de benzer bigimde elde edilir. m
Tanim 2.1.2.3 @ = (L, <,*) ve R = (M,<',«) birer kuantal, ¢ : L. — M bir
fonksiyon olsun.

i) e)=1
(i) plaxb)=p(a)x (), Va,belL

i) o (Va)=Ve@) . viahact

iel iel
kosullar1 saglaniyorsa ¢ 'nin ) ’dan R ’ye taniml bir kuantal homomorfizmi oldugu
soylenir (Hohle ve Sostak, 1999).
Tanmim 2.1.2.4 Q) = (L, <, %) bir kuantal olsun. @ ’ya

a) Her a € L i¢gin a * 1 < a oluyorsa sag yanli,

b) Her a € L igin 1 * a < a oluyorsa sol yanl,

¢) Hem sag yanli, hem sol yanli ise ¢ift yanli,

d) Her a € L igin a * 1 = a oluyorsa kesin sag yanli,

e) Her a € L igin 1 x a = a oluyorsa kesin sol yanli,
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f) Hem kesin sag yanli, hem kesin sol yanl ise kesin ¢ift yanh (veya birimli),

g) Her a,b € Ligin a <b <= FJc € L, a = b+ c oluyorsa sag boliinebilir,

h) Her a,b € Ligin a < b <= dc € L, a = c¢* b oluyorsa sol boliinebilir,

i) Hem sag boliinebilir, hem sol béliinebilir ise boliinebilir,

j) Her a,b,c € L igin a % b* ¢ = a % ¢ x b oluyorsa sag simetrik,

k) Her a,b,c € L igin a * b* ¢ = b * a * ¢ oluyorsa sol simetrik,

1) Her a,b € L igin a * b = b % a oluyorsa degismeli,

m) Her a € L i¢in a * a = a oluyorsa esgiiclii
kuantal adi verilir (Hohle ve Sostak, 1999).
Onerme 2.1.2.3 Sag yanl ve sag boliinebilir bir Q = (L, <, *) kuantalinde, her
a,b € Ligin a ANb=ax (a— b) esitligi gegerlidir (Hohle, 1998).
Kanit. @ sag boliinebilir oldugundan a * (a — b) < a ’dir. Ayrica Sonug 2.1.2.2
geregi a x (a — b) < b olup, bu ikisinden a * (a — b) < a A b esitsizligi elde edilir.

a N\ b < a oldugundan sag boliinebilirlik, a A b = a * ¢ olacak bigimde bir ¢ € L

bulunabilmesini gerektirir. Ayrica a A b < b oldugundan
axc<b —= c<a—b
— axc<ax*(a—Db)
— aAb<ax(a—0D)

yazilabilir ve istenilen egitlik boylece elde edilmis olur. =

2.1.3 Gelfand Kuantalleri ve Heyting Cebirleri

Tanim 2.1.3.1 Sag yanli ve esgiiclii bir kuantal sag Gelfand kuantali olarak
adlandirilir. Degigmeli bir sag Gelfand kuantaline kisaca degismeli Gelfand kuantali
denir (Hohle, 1998).
Onerme 2.1.3.1 Bir kuantalin bir sag Gelfand kuantali olmasi, kesin sag yanh ve
sag simetrik olmasim gerektirir (Hohle, 1998).
Kanit. @ = (L, <, %) bir sag Gelfand kuantali olsun.

@ sag yanlh oldugundan her a € L i¢in ax1 < a 'dir. Ayrica esgiicliiliik ve kuantal
sleminin sira koruyanligindan a = a*xa < ax*1 olup kesin sag yanlilik anlamina gelen

a* 1 = a esitligi goriilmiis olur.
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* igsleminin birlegsmeli, esgiiclii ve sira koruyan olmasi ile yukarida elde edilen

kesin sag yanlilik kullanilirsa, her a, b, c € L igin
axbxc = ax(bxc)x*(bxc)
< axlxcxbx1l

= axcx*xb

ve benzer sekilde a x ¢ x b < a * b x ¢ oldugu goriilerek sag simetriklik tanimindaki
esitlige ulagilir. m
Tanim 2.1.3.2 (L, <) bir simirh kafes, — L iizerinde bir ikili iglem olsun. Her
a,b,c € L igin agagidaki kogullar saglaniyorsa H = (L, <, —) iicliisiine bir Heyting
cebiri denir.

(H1) a—a=1

(H2) aN(a—b)=aANb

(H3) bA(a—b)=b

(H4) a— (bAc)=(a—b)A(a— c)
(L, <) tam kafes ise H ’ye tam Heyting cebiri denir (Gabbay ve dig., 2009).
Ornek 2.1.3.1 (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda (7,C,—) bir tam

Heyting cebiri belirler. G, H € 7 ve {U;},.; € 7 olmak iizere bu yapida

iel i€l iel iel
ve G — H = (G°U H)° olmas1 gerektigi goriilebilir.
Onerme 2.1.3.2 Bir Heyting cebirinin ikili iglemi ikinci bilesene gore sira
koruyandir.
Kanit. H = (L,<,—) bir Heyting cebiri, a,b;,bo € L, by < by olsun. (H4)
yardimiyla

a—b = a—(biAb) = (a—=b)A(a—b) < a— by
yazilabileceginden a — by < a — by olur. m
Teorem 2.1.3.1 Bir (L,<) smirh kafesi iizerinde bir Heyting cebiri yapisi
kurulabilmesi igin gerek ve yeter kosul, her a,b € Li¢in A,y = {x € L | a ANz < b}
kiimesinin bir en biiyiik elemaninin var olmasidir (Gabbay ve dig., 2009).
Kamt. (=) : (L, <, —) bir Heyting cebiri ve a,b € L olsun. (H2),

aN(a—b) = anb<b
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olmasini gerektirdiginden a — b € A, dir.

x € Ayp olsun. aAz < boldugundan Onerme 2.1.3.2 geregia — (a Ax) < a — b

olur. Ayrica sirasiyla (H4) ve (H1)’den,

a—(ahNz) = (a—a)AN(a—z) = IN(a—2T) = a—=
bulunacagindan a — = < a — b ’dir. Bu esitsizlik (H3) ve sira koruma ozelligi ile
birlikte yorumlandiginda = = z A (a — z) < z A (a — b) olur ve buradan z < a — b
oldugu goriiliir. Sonug olarak her z € A, icin x < a — b € A, oldugundan A,
kiimesinin en biiyiik 6gesi vardir ve bu 6ge a — b 'ye esittir.

(<) : Her a,b € L i¢in A, kiimesinin en biiyiik 6gesi bulunsun. Bu durumda
her bir a,b € L i¢in a — b =\/ A, ile bir — : L x L — L ikili islemi tanimlanabilir.
(L, <, —) tigliisiiniin bir Heyting cebiri oldugu goriiliirse kanit tamamlanir.

H1) a € Aolsun. a A1 = a olacagindan 1 € A,, ’dir. 1 L 'nin ve dolayisiyla
Ao 'min en biiyiik 6gesi oldugundan a — a =1 ’dir.

H2) a — b ’'nin tanimi geregi a A (a — b) < b’dir. Aynm zamanda aA(a — b) <a
oldugundan a A (a — b) < a A b olur. Ayrica a A b < b oldugundan b € A, ve
dolayisiyla b < a — b ’dir. Buradan da a A b < a A (a — b) elde edeceginden
aA(a—b)=aAb esitligi vardir.

H3) a Ab < boldugundan b € A,y olup b < a — b ’dir. Buradan bA (a — b) =
oldugu goriiliir.

H4) aN[(a—=b)A(a—c)=[aN(a—Db)]A(a—c)<bA(a— c)ve (L2)nin

kullamimiyla benzer olarak a A [(a — b) A (a — ¢)] < ¢ A (a — b) olacagindan
aAN[la—=b)A(a—c)] < [bA(a—)]AlcA (a—Db)

= [bA(a—=b)]AcA (a— c)

IA

bAc
olup (a — b) A (a — ¢) € Agpae 'dir ve dolayisiyla (a — b) A (a —¢) < a— (bAc)
olmalidir. Esitsizligin diger yonii ise

aNfa— (bAC)]<bAc<b = a— (bAc)<a—b

ve benzer bi¢cimde a — (b A ¢) < a — ¢ olmasindan goriiliir. m
Yukaridaki teoremle elde edilen sonu¢ Heyting cebiri taniminin, “her a,b € L

icin Ayp = {xr € L|aAxz<b} kiimesinin en biiylik 6gesi bulunan sinirh kafes”
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bi¢iminde de verilebilecegi anlamina gelir. Bunun bir sonucu olarak herhangi bir
sinirli kafes tizerinde birbirinden farkli birden ¢ok Heyting cebiri yapisi bulunamasz.
Dolayisiyla bir Heyting cebirinin — ikili islemi kafes yapisiyla belirlenebilir olup,
Heyting cebirleri yalmzca 6zel bir sinirh kafes tiirii olarak goriilebilir. Agagidaki
iki onerme tam Heyting cebirleri stz konusu oldugunda bu 6zel kafes tiiriiniin neye
kargilik geldigini kesin olarak anlamanin yolunu a¢gmaktadir.

Onerme 2.1.3.3 H = (L, <, —) bir tam Heyting cebiri olsun. Her a € L ve her
{ai},ic; € Licina A\ a; =\ (aAa;) 'dir (Gabbay ve dig., 2009).

Kamt. [ = o ise,al/e\[\/ a; ila A0 =0=V (aAa;) esitligi vardir. I # @ olsun.
Her i e I icin a A a; < ch Ive ala; <a; oldugindan

Viena) <a ve \(aha) < Vo
icl iel il

\/(a/\ai) < a/\\/ai

el i€l

olur ve buradan

esitsizligine ulagilir. Diger taraftan, her i € I i¢in a A a; < \/ (a A a;) dir ve ayrica
iel
a— \/ (a Aa;), Teorem 2.1.3.1 geregi L 'de
icl
a <a—> V (a/\ai)> < V (aAa)
iel icl

kogulunu gercekleyen en kiigiik 6gedir. Dolayisiylaheri € I'i¢ina; <a — \/ (a A a;)

i€l
olmaldir. Buradan \/ a; <a — \/ (a A a;) olup (H2) den
iel el
a/\\/ai < aA <a—>\/(a/\ai)> = a/\\/(a/\ai) < \/(a/\ai)
il i€l i€l il

elde edilir ve boylece esitsizligin diger yonii de goriilmiis olur. m

Yukaridaki énermede Heyting cebirinin tamhgy \/ a; ve \/ (a A a;) 6gelerinin
varligin1 garanti altina almak amaciyla 6ne sﬁrﬁlmiilgtlﬁr. Aylreli iglemler tam olan
veya olmayan herhangi bir Heyting cebirinde yalnizca bir ve iki elemanh [ kiimeleri
i¢in tekrarlanirsa, her a, a1, as € L icin

a(arVag)=(aNay)V(aAay)

olacagi goriiliir. Dolayisiyla her Heyting cebiri bir dagilimli kafes iizerinde kuruludur.

a N \/Iaz- = \/I (a A a;) esitliginin gegerli oldugu tam kafeslere cati (frame) adi

ic ic

verilir. Onerme 2.1.3.3’ten her tam Heyting cebirinin bir cati oldugu goriiliir.
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Aksine, her catida

aANV{reLl|lanz<b} = V{aAzeL|anz<b}
esitligi saglanacagindan, Teorem 2.1.3.1 her catinin bir Heyting cebiri yapisi
vermesini gerektirir. Ustelik bu teoremin kanmtmdan, bu yapimin tek tiirlii olarak
belirlendigi anlagilmaktadir. Boylece tam Heyting cebirleri ve ¢atilarin denk yapilar

oldugu sonucuna varilir. Bu nedenle baz1 kaynaklarda tam Heyting cebirleri

aNVa =\ (aAa)

iel i€l
esitliginin gegerli oldugu tam kafesler olarak tanimlanirlar (Hohle, 2007).
Onerme 2.1.3.4 Bir Q = (L, <, *) sag Gelfand kuantalinin degismeli olmasi icin
gerek ve yeter kogul * = A olmasidir (Hohle, 1998).
Kamt. @ = (L, <,*) bir degismeli Gelfand kuantali ise her a,b € L igin
axb < a*xl = a ve axb < 1xb = bx1 = b
olacagindan a *b < a Abolur. a Ab < aveaAb<bolmasindan da
aNb = (aANb)*(aANb) < axb

elde edilir. Boylece her a,b € L i¢in a *b = a A b olup * = A ’dir.

Diger taraftan ) = (L, <,x*) bir sag Gelfand kuantali ve * = A iken () 'nun
degismeli olacag (L2)’den goriiliir. m

Bu o6nermeye gore degismeli Gelfand kuantalleri tam olarak * = A olacak
bigimdeki Gelfand kuantalleridir. Bu nedenle, bir degismeli Gelfand kuantalinden
bahsederken kafes yapisi tarafindan tek tiirlii olarak belirlendigi bilinen * iglemine
ayrica vurgu yapmaya gerek yoktur.
Teorem 2.1.3.2 (L, <) bir kafes olsun. @ = (L, <,A) iicliisiiniin bir degigmeli
Gelfand kuantali olmas i¢in gerek ve yeter kosul (L, <) ’in bir tam Heyting cebiri
yapist tagimasidir (Hohle, 1998).
Kanit. (=) : Q = (L, <, A) degismeli Gelfand kuantali olsun. Degigmelilikten
dolay1 @) ’da ciift yanh rezidii iglemi vardir ve bu iglemin tanimi, her a,b € L icin

€Ny <= aN2<b <= x<a—b

olmasim gerektirir. Boylece a — b =\/ A, olup (L, <, —) bir Heyting cebiridir ve
kuantaller tam kafes iizerine kurulduklarindan bu Heyting cebiri tamdir.

(<) : H = (L,<,—) bir tam Heyting cebiri olsun. H tam oldugundan (L, <)
tam kafestir ve (L3)’ten dolay1 (L, A) bir yar1 gruptur. Boylece @ = (L, <, A) 'nin
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bir kuantal olmasi (L2) ve Onerme 2.1.3.3’ten elde edilir. Bu kuantalin sag yanlh,
esgiiclii ve degismeli olmasi A igsleminin 6zelliklerinin anlik bir sonucudur. Dolayisiyla
@ bir degismeli Gelfand kuantalidir. =

Teorem 2.1.3.1 bir tam kafes tizerinde en ¢ok bir Heyting cebiri yapisi olmasini
gerektirir. Buna benzer olarak Onerme 2.1.3.4’ten, bir tam kafes iizerinde en cok
bir degismeli Gelfand kuantali yapisi bulunabilecegi sonucuna varilabilir. Buna gore
yukaridaki teoremi tam Heyting cebiri ve degismeli Gelfand kuantali kavramlarinin

birbirine denk oldugu bi¢iminde yorumlamak miimki{indiir.

2.1.4 GL-Monoidler ve GL-Kuantaller

Tanim 2.1.4.1 Degismeli, kesin ¢ift yanli, boliinebilir bir kuantale GL-monoid adi
verilir (Pu ve Zhang, 2011).

Her GL-monoidin ayni1 zamanda bir cl-kuasi monoid olacagi tanimdan kolayca
goriiliir.

Ornek 2.1.4.1 * = A esitliginin gecerli oldugu her Q@ = (L, <,A) kuantali bir

GL-monoiddir. Bu gergek, kafes igerisindeki A igleminin Va,b € L i¢cin a Ab = bAa,

Vae LicmaANl=a,1Na=avea<b< a=>bA a ozelliklerini saglamasindan

goriiliir.

Onerme 2.1.4.1 Her degismeli Gelfand kuantali (tam Heyting cebiri) aym

zamanda bir GL-monoiddir (Hohle, 1998).

Kanit. Onerme 2.1.3.4 ve Ornek 2.1.4.1’in acik bir sonucudur. m

Tamim 2.1.4.2 @ = (L, <, %) bir kuantal, M C L, 1 € M olsun. Her a,b € M i¢in

axbe M ve her {a;},.;, € M igin \/Iai € M oluyorsa R = (M, <,*) ’a () 'nun bir
1€

alt kuantali denir (Hohle ve Sostak, 1999).

Q = (L, <,#) bir kuantal ve R = (M, <,%) @ 'nun bir alt kuantali olsun. Bu
durumda M kiimesi * ve herhangi sayidaki V iglemlerine gore kapalidir. Dolayisiyla
Teorem 2.1.1 geregi (M, <) bir tam kafestir. Ancak L ’deki ebas iglemi A ile,
M *deki ebas islemi A" arasinda uyumsuzluk olabilir.

Ornek 2.1.4.2 X herhangi bir kiime olmak tizere Q = (P (X), C,N) bir kuantaldir
ve T C P (X), X iizerinde bir topoloji olmak iizere Ornek 2.1.3.1’deki H = (7,C, —)

Heyting cebirine denk olan R = (7, C, N) degismeli Gelfand kuantali, agik kiimelerin
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sagladigi ozelliklerden dolayr () 'nun bir alt kuantalidir. Ancak buradaki durum
Ornek 2.1.3 ile karsilastirldiginda, @@ ve R iizerindeki herhangi sayida ebas alma
islemlerinin birbirinden farkli olduklar goriiliir.

@ = (L,<,%) bir kuantal olsun. @ esgiiclii veya (kesin) sag, sol veya cift
yanli olmasa bile L 'de bu ozelliklere ait esitlikleri saglayan elemanlar bulunabilir.
Boylece bir kuantalde tek bir elemanin eggiicliiliigiinden veya (kesin) sag / sol / ¢ift
yanliligindan bahsetmek anlamli olur.

Onerme 2.1.4.2 Q = (L,<,*) kesin sag yanh, sag simetrik bir kuantal olsun.
S(L)={1xxz | z € L} ile verilen kiime, L ’deki biitiin kesin ¢ift yanh elemanlarinn
kiimesidir ve S (Q) = (S (L), <,*), @ 'nun bir alt kuantalidir. Ayrica, her a € L
i¢in j (a) = 1x*a ile tanimlanan j : Q — S (Q) doniisiimii bir kuantal homomorfizmi
olur (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamt. a € L kesin ¢ift yanh ise a = 1 % a olacagindan a € S (L) dir. a € S (L)
olsun. Bu durumda a = 1 * ¢ olacak bicimde bir ¢ € L vardir. @ kesin sag yanlh
oldugundan a kesin sag yanhdir. @ 'nin kesin sol yanliligi ise 1 € L 6gesinin kesin
sag yanhiliginin kullanilmasiyla

lxa=1*x(1xc)=(1lx1)xc=1xc=a
biciminde elde edilir. Dolaysiyla S (L), L ’deki biitiin ¢ift yanh elemanlarin
kiimesidir.

Kesin sag yanlilik 11 = 1 olmasim gerektirdiginden 1 € S (L) ’dir. a,b € S (L)
olsun. a = 1% ¢, b =1 * d olacak bigimde ¢,d € L vardir. Buradan

Ix(axb)=1x[1xc)*x(I1*d)]=[(1*x1)*xc|]*x(1xd)=axb
oldugu goriilebilir olup a * b € S (L) *dir. {a;};c; € S(L) olsun. I = @ durumu
agiktir. [ # @ ise her bir ¢ € [ igin a; = 1%¢; olacak bigimde birer ¢; € L bulunabilir.
Kuantale 6zgii dagilma kurali ve * igleminin birlegmeliligi kullanilirsa buradan

1*\/@2\/(1*6@)2\/(1*1*@):v(l*ci):\/ai

i€l i€l iel i€l iel
elde edilir. Sonug olarak S (@), @ 'nun bir alt kuantalidir.
J 'nin kuantal homomorfizmi olmasi, S (@) 'nun alt kuantal olmasina olduk¢a

benzer bir bicimde gosterilir. m

Bundan sonra bir Q = (L, <, *) kuantali verildiginde S (Q), Onerme 2.1.4.2'nin
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ifadesinde tamitilan (S (L), <,*) alt kuantalini gosterecektir.
Tanim 2.1.4.3 Asgagidaki kogullar gergekleyen bir Q) = (L, <, *) kesin sag yanli,
sag simetrik kuantaline bir sag genellestirilmis mantik kuantali veya kisaca bir sag
GL-kuantal denir (Hohle, 1998).

(GL1) Her a € L igin (@ — a) * a = a 'dur.

(GL2) S (@) alt kuantali bir GL-monoiddir.
Onerme 2.1.4.3 Her GL-monoid bir sag GL-kuantaldir (Hshle, 1998).
Kanit. G = (L, <,%) bir GL-monoid, yani degismeli, kesin ¢ift yanl, boliinebilir
bir kuantal olsun. G ’'nin kesin sag yanlhiligi, kesin ¢ift yanhliktan, sag simetrikligi
de degismeli olmasindan gelir. Ayrica G kesin ¢ift yanl oldugundan S (G) = G olup
(GL2) de hemen goriiliir.

a € L olsun. Kesin ¢ift yanhliktan 1*a =aolup 1 € {z € L | zxa < a} ’dir.

Boylece

(a—a)xa=\{reLlL|zxa<a}lxa=1xa=a
elde edilir ve istenen gosterilmis olur. m
Onerme 2.1.4.4 Her sag Gelfand kuantali bir sag GL-kuantaldir (Hohle, 1998).
Kanit. @ = (L, <, %) bir sag Gelfand kuantali olsun. ¢ 'nun kesin sag yanlihg ve
sag simetrikligi Onerme 2.1.3.1’den goriiliir.

a € L olsun. Bu durumda,

(a—a)xa = \{zel|xzxa<a}xa < a
olmas1 kuantale 6zgii dagilma 6zelliginin sonucudur. Ayrica sag Gelfand kuantalinin
eggiicliiliigiinden dolay1 a € {x € L | x * a < a} olacagindan
a=axa < \{zeLl|xxa<a}*xa = (a—a)xa
'dir. Boylece (GL1) elde edilmis olur.

() 'mun sag yanlilk ve eggiicliiliik o6zelliklerinin S (Q) alt kuantaline de
kalacaginda dikkat edilirse, S (()) 'nun da bir sag Gelfand kuantali oldugu goriiliir.
S (Q) tanmu geregi kesin ¢ift yanh oldugundan simetriklikten her a,b € S (L) igin

axb=1xaxb=1xbxa=bxa
oldugu goriiliir. Boylece S (Q) bir degismeli Gelfand kuantalidir ve istenen sonug

Onerme 2.1.4.1 ve Onerme 2.1.4.3’ten elde edilir. m
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2.1.5 Karekoklii Kuantaller

Bir Q = (L, <, *) kuantalinde her bir a € L igin a! = a ve n € N, n > 2 olmak
tizere a™ = a"! x a kisaltmalar1 kullanilir.
Tanim 2.1.5.1 @ = (L, <, %) bir kuantal olsun.

(S1) Her a € L icin [S (a)]> = a

(S2)  a,beLveb®*<aiseb<S(a)
kogullar1 saglanacak bicimde bir S : L — L doniigiimii varsa ) ’'ya bir karekoklii
kuantal denir (Hohle ve Sostak, 1999).

Onerme 2.1.5.1 Q = (L, <, *) bir karekoklii kuantal ise (S1) ve (S2) kogullarim
gercekleyen bir tek S : L — L fonksiyonu vardir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamit. @ karekoklii bir kuantal oldugundan boyle bir fonksiyon vardir.

Si: L — LveSy: L — L (S1)ve (S2) kosulunu gergekleyen iki fonksiyon
olsun. Sy icin (S1), Sy icin (S2) kosulu ele almrsa, her a € L icin [S (a)]* = a < a
olmasindan S; (a) < S5 (a) elde edilir. Benzer sekilde S, igin (S1), S; igin (S2) ele
alinarak egitsizligin diger yonii de elde edilir ve S; = S5 oldugu bulunur. =

Bu 6nermeye gore karekokliiliik varsa, kuantal yapisinin i¢inden tek tiirlii olarak
gelen bir nitelik olup karekokleri veren S doniigtimiiniin kuantal yapisina eklenmesi
gereksizdir. Bu nedenle, herhangi bir karekoklii kuantal verildiginde S déniigiimiine
ayrica vurgu yapilmaz ve bir a € L 6gesinin karekokii olarak adlandirilan S (a) € L
ogesi cogu zaman a'/? veya +/a ile gosterilir. Gerekli durumlarda

—0 o
a®> =avehern € Nicin a

2=t _ /o5

kisaltmalar1 kullanilir.

Ornek 2.1.5.1 Her esgiiclii kuantal, b*> = ¢ <= b = a esitligi gecerli olacagimdan
dolay1 karekokliidiir ve kafesin her a 6gesi icin y/a = a dir. Ozel olarak bu durum,
tanim geregi esgiiclii olan sag Gelfand kuantallerinin tiimii i¢in gecerlidir.

Ornek 2.1.5.2 T = [0, 1] aralig1 iizerinde tanimli, birimi 1 olan birlegmeli, degismeli
ve bilegenlerine gore artan bir isleme {icgensel norm veya kisaca t-norm adi verilir.
I xI ’dan T ’ya tanimlh siirekli bir fonksiyona karsilik gelen t-normlar ise siirekli
t-norm adim alir (Lai ve Zhang, 2006). Her siirekli t-norm I aralig iizerinde, aligilmig

siralamayla birlikte verilen bir karekoklii kuantal yapisi belirler. Asagida, bu bigimde

ortayan cikan ii¢ temel kuantal, kendilerine karsilik gelen karekok formiilleriyle
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birlikte verilmektedir (Hohle ve Sostak, 1999).

a) I = (I, <, A) olsun. Bu durumda @ bir eggiiclii kuantal olacagindan I ’daki
her bir 6genin karekokii kendisine egit olur.

b) - adi garpma iglemini gostermek iizere P = (I, <, -) olsun. Bu durumda P ’ye
gore kuantal karekokii T tizerindeki adi cebirsel karekoke denk diiger.

c)  iglemi her a,b € L'i¢in axb = (a + b — 1) V0 bi¢iminde verilsin. Bu durumda
T = (I, <, %) kuantalindeki kareksk doniistimii her @ € I i¢in /a = 23! bi¢iminde
tanimh olur.
Onerme 2.1.5.2 Bir karekoklii kuantalde a < b ise /a < /b ’dir.
Kanit. a < bolsun. Bu durumda (S1) (v/a)® = a < b olmasim gerektirir ve (S2)’den
Va < Vb elde edilir. m
Onerme 2.1.5.3 Q = (L,<,%) bir kuantal olsun. @ ’'nun karekoklii olmasi icin
gerek ve yeter sart

(i) Her a € L igin a = b* olacak sekilde bir b € B vardr.
(i) Hera,b€ Liginaxb<a?Vbh?

kosullarinin saglanmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamt. (=) : @ karekoklii olsun. Her bir a € L i¢in b = /a segilerek (i) kogulu
saglanmig olur.

a,b € L olsun. a? < a® V b? oldugundan a < Va2V b2 ’dir. Benzer sekilde
b < Va2 Vv b2 olur. Bu ikisinden

axb<Va2VvVbxva2Vb:=a2Vh?

elde edilir.
(<):Hera € Ligin R, = {z € L | z*> < a} kiimesi tammlansmn ve S : L — L

doniigiimii S (a) = \/ =« ile verilsin. Bu durumda »? < a olmas1 b € R, olmasimi,
TER,

b € R, olmasi da b < S (a) olmasini gerektireceginden (S2) hemen goriiliir.

a € L olsun. (i) kosulu b®* = a olacak bigimde bir b € L &gesinin varhgim
gerektirir. Daha 6nce elde edilen (S2) geregi b < S (a) olacagmndan a = b*> < S (a)’
'dir. Diger taraftan (kisalik igin dagilmalarla ilgili gereksiz parantezler yazilmadan)
asagidaki islemler yapilirsa esitsizligin diger yonii de elde edilir:

S(a)? = S(a)*\/x = \/S(a)*x = \/ \/y*x

rER, TER, r€R, YyER,
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<V VvtV (V) es

TE€ER, YyERq r€R, \YyERq

< \/a\/x2:a\/\/x2§a\/a:a

ﬁERa IER&

Boylece (S1) de goriilmiig olur. =
Tanim 2.1.5.2 Q) = (L, <, %) bir karekoklii kuantal olsun.

(83) Hera,be Licin vVaxb= (\/a*\/z) v /0
oluyorsa @ ’ya bir siki (tight) karekoklii kuantal denir (Hohle ve Sostak, 1999).
Ornek 2.1.5.3 Ornek 2.1.5.2’de verilen kuantallerin hepsi siki karakokliidiir.
Ornek 2.1.5.4 T iizerindeki * islemi

(a+b—1)V3i, ab>1ise
axb= (a—l—b—%)\/(), a,bﬁ%ise
alb, diger durumlarda

bi¢iminde verilsin. Bu durumda @ = (I, <, ), karekoklerin

a+l 1 :
Ja— 5 5 <a<lise
=1 atl

1.
5=, 0<a<3ise

kuralina gore ortaya ciktigi bir karekoklii kuantal olur. Ancak, érnegin a = g, b= %
ogeleri icin (S3) saglanmadigindan @ siki karekoklii degildir (Hohle ve Sostak, 1999).
Onerme 2.1.5.4 Q = (L,<,%) bir siki kareksklii kuantal, n € N, n > 2 ve
ai,as, ..., a, € L olsun. Asagidaki esitsizlikler gecerlidir (Hohle ve Sostak, 1999).
a) \/Q1 ¥ \fQg % -+ % \[Qy < \Jay kg k- k ay
2 4 (an)Q_n
Kanit. a) n = 2 i¢in esitsizlik (S3)’ten direkt olarak

Vi@ < (Vs i) VO = Jar s s

—n

b) (ay -+ *a,_1) < (ay*--*ap_1%ay)

bigiminde goriiliir.
Va1 x \fag x - x \Ja, < \/ay x az x -+ * a, oldugu varsayilsm. aj,..., a1 € L

olmak {iizere bu varsayima n = 2 icin elde edilen sonucun uygunlanmasiyla, kuantal

isleminin birlesmeliligi ve sira koruyanligindan

Vag k- kg ¥ g <Ay % g ke k Gy kA

< Varxag kK G K Qg

elde edilir.
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b) n = 2 durumundaki /a1 * \/az < \/a; * az esitsizligi (a)’dan goriiliir.
n > 2 ve her ay,as,...,a, € L icin
(ag * - - % an_l)zw * (an)zin <(ap*- % ap_1* an)zin
oldugu varsayilsin.

a1,0Q2,...,0,11 € L n = 2 i¢in elde edilen sonucun, tiimevarim varsayiminin ve

karekokiin sira korumasimin sonucu olarak

—(n+1) —(n+1) —n —n
(ap % - % a,)? s (ans1)” = \/(a1 woka,)’ ok \/(an+1)2
= \/(al % -0 % an)Q—n * (an+1)2_n
= V(@ ra) s ra s ()

< \/((al K A) % K Ay K A1)

—n

= (ap* - *a, *xapy1)

elde edilir. =

Onerme 2.1.5.5 Q = (L,<,*) bir siki karekoklii kuantal ise her {ai}c; € L,
I#@igin [\ a;=\/ \/a; 'dir (Hohle ve Sostak, 1999).
i€l i€l
Kanit. Q) = (L, <, *) siki karekoklii kuantal, I # @, {a;},.; € L olsun. ¢ = \/ \/a;
i€l

olmak tizere Onerme 2.1.5.3’teki (ii) 6zelliginin de kullanilmasiyla

A = cx (\/@) :\/(c*\/a_l-)

y((ye)- ) -y (e o)
< V[Vl vm) =y (Vieve)

=V (V) o) = (o) o (ve) = o

olup \/ a; = (\/ \/a_z> * <\/ \/a_z) esitligi vardir. Her iki tarafin karekokiiniin alinip
iel il iel
(S3)’iin uygulanmasiyla

\/E: \ vai [\ Vai v\f:<\/\/a_i>v\/5

icl iel el
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elde edilir. Ancak her ¢ € [ i¢in 0 < a; oldugundan Vo < Va; 'dir ve I # @
olmasmdan 0 < \/ a; = [V a;= <\/ \/a_z) v+v0 =\ a bulunur. m

iel iel icl il
Onerme 2.1.5.6 Q = (L, <, ) siki karekoklii ve degismeli bir kuantal olsun. Bu
durumda her a,b € L icin va — b = y/a — /b 'dir (Hohle ve Sostak, 1999).

Kanit. a,b € L olsun.

(o = (i
\/a

N
>
i

oldugundan (\/5 — \/1—9)2 < a — b ’dir. Bu esitsizlige (S2)’nin uygulanmasiyla
Vva — Vb < Va — b elde edilir.
(a — b)*a < boldugundan Onerme 2.1.5.2 geregi 1/(a — b) * a < v/b olur. (S3)
\/m = (\/m * \/E> V v/0 olmasini gerektirdiginden
Va—=bsva< (Va—bsya) vVo<vh
dir. Bu ise via — b < \/a — /b olmasi anlamina gelir.
Tanim 2.1.5.3 @ = (L, <,x*) bir karekoklii kuantal olmak iizere her a,b € L igin
a®b=/ax Vb biciminde tanimlanan L iizerindeki ® iglemine monoid ortalama
operatorii adi verilir (Hohle ve Sostak, 1999).
Monoid ortalama operatorii agsagidaki onermede siralanan kosgullar yardimiyla
aksiyomatik olarak belirlenebilir.
Onerme 2.1.5.7 (a) ve (b) kosullar1 birbirine denktir (Hohle ve Sostak, 1999).
a) Asagidaki ozellikler saglanir:
i) (L,<,®) bir cqm-kafestir.
ii) (L, <, %) bir kuantaldir.

(
(
(iii) Her ay, as,b1,by € L igin (a1 ® by) * (a2 ® by) < (a1 * az) @ (by * by)

(iv) Hera,be Ligin (1®a)*(1®b)=a®b

(v) Hera € Ligin (1®a)x1=1®a

(vij HeraeLignha®a=a

b) (L, <, *) bir kesin ¢ift yanl, degismeli, karekoklii kuantaldir ve ® = ® ’duir.
Kanmit. (a = b):a € L olsun. (vi) ve (iv)’in kullanilmasiyla

Ix(1®a)=(1®1)*(1®a) =(1®a)
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oldugu goriiliir. Ayrica (v)’'ten (1 ® a)*1 = 1 ® a oldugundan 1 ® a 6gesi kesin ¢ift
yanlidir. Bundan yararlanilarak her a € L igin,
axl=(a®a)x1=10a)*x(l®a)*x1=(1RRa)*x(1®a)=a®a=a,
lxa=1%(a®a)=1%x(1Ra)*(1®a)=(1Ra)*(1®a)=aRa=a
elde edilir. Dolaysiyla (L, <, %) kuantali kesin ¢ift yanhdir.
Hera€ Ligna®1=(1®a)*x(1®1)=(1®a)*x1 =1® a oldugu, (L, <, *)

kuantalinin kesin ¢ift yanliligi ve (i) — (vi) arasindaki 6zelliklerin kullanilmasiyla her

a,b € L icin

axb = (a®a)x*(b®Db)
= 1®a)*(1®a)*x(1b)*(1®b)=10a)*(1®a)*x(b®1)*(1®b)
< 1®a)*[(1xb)@(ax)]*x(1®b)=(1®a)*x(b®a)*x(1RDb)
= 1®a)*(1eb)*(1®a)*x(10h)=10a)*x(bx1)*x(1®a)*(b®1)
< [(Ixh)@(ax D]+ [(1xb)@(ax1)] = (b@a)x(b®a)
= (1®)+*(1®a)*x(1®b)*x(1®a)=(100)+x(1®a)*(b®1)*(l®a)

)
(1)« [(1xbh)®@(ax1)]*x(1®a)=100)*xb®a)*(1®a)
= 1e)*x(10b)*(1®a)*x(1®a)=(b®b)*(a®a)

b

*

oldugu goriiliir. a ile b 'nin yeri degistirilerek ayni islemlerin tekrariyla bxa < a*b
oldugu da elde edilir ve buradan (L, <,*) kuantalinin degismeli oldugu sonucuna
varilir.

S : L — L fonksiyonu her a € L i¢in S (a) = 1 ® a olacak bigimde tanimlansin.
Her a € L ic¢in

Sa=01®ad*x(1®ad=a®a=a
olup (S1) kosulu saglanir. a,b € L ve b* < a olmas1 durumunda ise,
b=0Rb=(100)+«(12b0) < (1*x1)@(bxb)=100¥<1®a=S5(a)
olup (S2) de saglanir, yani (L, <,x*) kuantali karekokliidiir ve her bir a € L 6gesi
i¢cin \/a = 1 ® a seklindedir. Ayrica her a,b € L igin
a®b=+axVb=(12a)*(1®b) =a®b

esitligi gecerli oldugundan ® = ® olur.
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(b = a): (L, <, %) kesin ¢ift yanh, degismeli ve karekoklii bir kuantal ve ® = &
olsun.

i) (L, <,%) bir kuantal oldugundan (L, <) bir tam kafestir. aq,aq,b1,by € L
olmak tizere a; < by ve ay < by ise, Sonuc 2.1.2.1 ve Onerme 2.1.5.2 yardimiyla

a1 @ ag = a1 ® az = \/ay * \/az < /by * /by = by ® by = by @ by
elde edilir ve (L, <,®) bir tam grupoid olur.

a € L olsun. (L,<,®) bir tam grupoid ve a < 1 oldugundan ¢ ® a < 1 ® a ve
a®a<a®l’dirvea®a=a®a = +/a*x+/a=aolmasimmdan a < 1®avea < a®1
elde edilir. Boylece (L, <,®) tigliisii bir cqm-kafes olur.

ii) (L, <,*) 'm bir kuantal oldugu (b)’de verilmigtir.

iii) ay,aq,b1,be € L olsun. (L, <, %) i degigmeliligi

(Var* /a2)" = @i /@ # /a1 * \fag = a1 /i + /i3 % /a3 = ay % az
olmasini gerektirdiginden (S2)’den \/a; * \/az < \/a; * ay elde edilir. Benzer sekilde
Vb1 * /by < /by * by olacag1 da kullanilirsa

(a1 ®@b1) * (a2 ®@bz) = (a1 ® by) x (a2 ® by)
N TN TN Y Y Y I Y
< m*m:(al*a2)®<bl*b2)
= (a1 xag) ® (by * by)
oldugu gortiliir.
iv) a,b € L olsun. (L, <, *) m kesin ¢ift yanliligima ve v/1 = 1 olacagina dikkat
edilirse istenen egitlik
(1®a)*x(100) = (1®a)*x(1®D)
= \/I*\/E*\/I*\/l_)zl*\/a*l*\/l_)
= VaxVb=a®b=a®b
biciminde elde edilir.

v) (L, <, *) kuantalinin kesin ¢ift yanhliginin sonucudur.

vi)Hera € Ligina®a =a®a = +\/a*+/a=aolur. m
Onerme 2.1.5.8 Q = (L, <,*) bir siki karekoklii kuantal olsun. Bu durumda
(L, <,®) bir cl-kuasi monoiddir (Hohle ve Sostak, 1999).
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Kamit. (L, <,®) n bir cqm-kafes olmasi Onerme 2.1.5.7°den goriiliir.
I # @, {a;};c; C L, a € Lolsun. Onerme 2.1.5.5 geregi [\ a; = \/ \/a; 'dir ve

i€l i€l
buradan
a®\/a;=vax [\[ai=vVax\/Vai=\/ Vaxya)=\/(a®a)
el el el el el

bulunur. Dagilmanin diger yonii benzer sekilde goriilerek istenen sonuca ulagilir. m
Onceki iki 6nerme goz oniine alinarak, 6zellikle cok degerli topolojik uzaylarin

calisilmasinda biiyiik bir éneme sahip olan 6zel bir tam grupoidler sinifi agagidaki

gosterim yardimiyla belirlenmektedir.

Gosterim 2.1.5.1 G = (L, <, *) bir siki karekskliit GL-monoid olsun. Bu durumda

(L, <,®) tam grupoidi &, ile gosterilir.

Bu ve sonraki boliimlerde &, = (L, <,®) bi¢iminde herhangi bir tam grupoid
verildiginde, G = (L, <,x) iigliisiiniin bir siki karekoklii GL-monoid oldugu ve
® = ® esitliginin saglandig1 ifade edilmeksizin bilinecektir. &, iizerinde c¢aligilirken
kullanilacak karekoklerin &, ’a (yani ® islemine) gore degil G ’ye (yani * iglemine)
gore alindig1 kabul edilecektir.

Gosterim 2.1.5.2 ) = (L, <, %) bir degigmeli kuantal ve a € L olmak iizere a — 0
yerine kisaca at yazlr.

Bu gosterim altinda her zaman 0+ = 1 ve Q 'nun kesin cift yanli olmasi ek kosulu
altinda 1+ = 0 esitliklerin var olacagimm gérmek kolaydir.

Onerme 2.1.5.9 Gosterim 2.1.5.2 ile tanimlanan - doniisiimii siray1 tersine cevirir.
Kanit. @ = (L, <, %) bir degigmeli kuantal, a,b € L ve a < b olsun.

ax(b—0) < bx(b—0)=0
olacagmmdan b — 0 < a — 0, yani b+ < a* olur. Dolayisiyla - operatorii esitsizligin
yoniinii degigtirir. m

Yukaridaki 6nermede verilen 6zelligin karsit yonii genel olarak dogru degildir.
Ornegin, I = (I, <,A) kuantalinde (%)L =0 < 0 = 1" olmasma karsin 1 < %
esitsizligi dogru degildir.

Onerme 2.1.5.10 Q = (L, <, *) bir degismeli kuantal olmak iizere her a € L icin
a< (aL)L esitsizligi gecerlidir (Hohle ve Sostak, 1999).

Kanit. a xat = a* (a — 0) = 0 oldugundan a < a+ — 0 = (aL)L 'dir. =
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" 1
Onerme 2.1.5.11 Bir &, tam grupoidinde [(\/G)L] =40 esitligi her zaman

saglanmir (Hohle ve Sostak, 1999).
L
Kamt. 0 < [(Vﬁ)ﬂ esitsizligi 6nceki 6nermenin bir sonucudur. VO x+v/0 =0

oldugundan V0<V0—-0= (\/6)L 'dir. Onerme 2.1.5.9’dan [(\/6)L]L < (\/6)

oldugu goriiliir. Boylece

(08

L

1

do) ] = (o) <o)

IA
S
~—

elde edilir ve bu egitsizlige (S2)'nin uygulanmasiyla [(\/ﬁ)l]L < /0 oldugu
sonucuna ulagilir. m

Yukaridaki onermeyi, 0 in ardi ardina alinan karekokleri igin genellestirmek
miimkiind{ir.

Onerme 2.1.5.12 &, = (L, <,®) bicimindeki her tam grupoidde her bir n € N
INE y
icin [(Oz_n> } = 02" esitligi vardir (Hohle ve Sostak, 1999).

Kanit. n = 0 igin (OL)L = 0 oldugu G = (L,<,*) kuantalinin kesin gift

yanliligindan kolayca goriiliir.

1L
Herhangi bir n € N i¢in [(02n) } = 027" egitliginin dogrulugu varsayilsin.
9~ (n+1) N < s - S ;
0 < 1(0 oldugu agiktir. Onceki 6nerme ve Onerme 2.1.5.6’ten
1L
)] = [5) ~o] o

= \/(02_" —0)—0
= (o] = Ve e

bi¢iminde esitsizligin 6biir yonii de elde edilir. =

En azindan sag veya sol yanl oldugu bilinen bir karekoklii kuantalde v/1 = 1
esitligi her zaman gecerli olmasma karsin, v/0 cok gelismis kuantal yapilarinda bile
0 ’dan farkh bir deger alabilir. Bu durum kuantaller igin baska bir siniflandirma

olciitli daha saglar.
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Q = (L, <, *) degismeli bir karekoklii kuantal olsun. V0 % v/0 = 0 oldugundan
V0 < (\/6)l olmasi her zaman saglanir. Buna gore, bir kuantalde V0 n alabilecegi

L

en biiyiik deger, varsa a— = a egitligini saglayan a € L 6gelerinden biri olmalidir.

L = ¢ olmasi a * a < 0 olmasim gerektirdiginden, boyle bir durumda /0

Ayrica a
bu tiir a 6gelerinin en biiyiigiine esit olur. Diger taraftan I = (I, <, A) gibi /0 = 0
esitliginin saglandig1 kuantaller de bulundugundan 0, v/0 'm alabildigi bir degerdir.
Dolayisiyla v/0 'mn degeri icin sabit bir alt sinir ve degisken bir iist sir vardir. v/0 in
bu iki u¢ degerden birini aldig1 karekoklii kuantalleri digerlerinden ayirarak bunlarin
kendilerine 6zgii yapilarini incelemek miimkiindiir. Bu caligmanin kapsami diginda
birakilmakla birlikte, Tanim 2.1.5.5’te tanitilacak olan dengeli GL-monoidlerin bu
iki tiir yapidan biri veya bunlarin bir carpimi olarak karakterize edilebilecegi iyi
bilinen bir gercektir (Hohle ve Sostak, 1999). Bu nedenle bu kuantal yapilar
herhangi degismeli kuantallerden ziyade GL-monoidler i¢in tanimlanir ve 6zellikleri
GL-monoidlerin sagladig: ek olanaklar altinda aragtirilir.

Aym zamanda bir GL-monoid olan (siki) karekoklii bir kuantale (siki) karekoklii
GL-monoid ad1 verilir.

Tanim 2.1.5.4 G = (L, <, %) bir karekoklii GL-monoid olsun.

a) V0 = 0 ise G ’ye piirtizsiiz (smooth) GL-monoid,

b) (\/6)l = /0 oluyorsa G 'nin kesin (strict) GL-monoid
denir (Hohle ve Sostak, 1999).

Piirtizstiz GL-monoid ve kesin GL-monoid kavramlari, hem piiriizsiiz hem kesin
bir karekoklii GL-monoid bulunmamasi bakimindan ayrik kavramlardir. Gergekten,
her kuantalde 0+ = 0 — 0 = \/ {reL|xz+0<0} =1 olacagina dikkat edilirse,
(G bir piiriizsiiz GL-monoid iken (\/ﬁ)l =0t=1#0= V0 olacagindan bir kesin
GL-monoid olmaz. G ’'nin bir kesin GL-monoid olmas: durumunda ise (\/6)l =40
ama 0~ = 1 # 0 olacagindan /0 # 0 olup G bir piirtizsiiz GL-monoid degildir.
Ornek 2.1.5.5 Ornek 2.1.5.2’de tanitilan T = (I, <, A) ve P = (I, <, -) kuantaleri
birer piiriizsiiz GL-monoid iken 7" = (I, <, %) kuantali bir kesin GL-monoiddir (Hohle
ve Sostak, 1999).

Asagida baz1 durumlarda karekoklii kuantallerin saglamasi beklenen kullanigh ek

ozelliklerden bir bagkas1 tamitilmaktadir.
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Tanim 2.1.5.5 G = (L, <, *) bir karekoklii GL-monoid olsun. @ iizerinde

2 2\ +
s [0 ]v([T) -1
ozelligi saglaniyorsa G ’ye dengeli (balanced) denir (Hohle, 2001).

e 2
Ornek 2.1.5.6 Piiriizsiiz GL-monoidlerde [(\/6) L} = 1 ve kesin GL-monoidlerde

o\ L
([(x/ﬁ)L] > = 1 esitlikleri her zaman bulunacagindan, her piiriizsiiz GL-monoid

ve her kesin GL-monoid ayni1 zamanda bir dengeli GL-monoiddir.

2.1.6 MV-Cebirler ve Boole Cebirleri

Tanmim geregi a™ = a — 0 6gesi a ile isleme girdiginde 0 sonucunu veren

L . L — L doniisiimii

L o6gelerinin en biiyiigiidiir. Bu acidan bakildiginda,
kuantal iglemine gore bir cesgit tiimleme olarak diigiiniilebilir. Bu doniisiim
genel olarak tiimlemenin saglamasi beklenen bir cok 6zellikten yoksun olmakla
birlikte, kuantalleri bu doniisiimiin sagladigi bazi tiimleme benzeri 6zelliklere gore
siniflandirmak miimkiindiir.

Tanim 2.1.6.1 @ = (L, <, *) bir GL-monoid olsun. Her a € L igin (aL)L = qa ise
Q ’ya bir tam MV-cebir denir (Hohle ve Sostak, 1999).

Tam MV-cebir kavrami, MV-cebir ad1 verilen ve tam olmasi gerekmeyen daha
ilkel bir yapiya dayanmakla birlikte (Belluce, 1992), ¢ok degerli topolojik yapilarin
calisilmasinda pratik bir yarar saglamadigindan bu calismada bu yapiin ayrica
tanimlanmasina gerek goriilmemistir.

Aym zamanda (siki) karekoklii bir kuantal olan bir tam MV-cebire (siki)
karekoklii MV-cebir, piiriizsiiz GL-monoid olan bir tam MV-cebire piiriizsiiz
MV-cebir, kesin GL-monoid olan bir tam MV-cebire ise kesin MV-cebir ad1 verilir.
Kisalik agisindan bu adlandirmalarda MV-cebirin tamhigina vurgu yapilmamigtir.

Ornek 2.1.6.1 T = (I, <, %) bir tam MV-cebirdir. Ger¢ekten her a € T icin

at=a—0 = \/{xE]H:c*agO}

- \/{xE]I|(x+a—1)\/O:0}
= \/{zellz+a-1<0}
— \/{xeﬂ|x§1—a}:1—a
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olup

(ai)Lzl—alzl—(l—a):a
‘dir. Ayrica Ornek 2.1.5.5'ten 7" 'nin bir kesin MV-cebir oldugu anlagihr. Piiriizsiiz
MV-cebir érnegi elde etmek icin, daha sonra verilecek olan Ornek 2.1.6.4’ti Sonug
2.1.6.1 15181 altinda incelemek yeterli olacaktir.
Ornek 2.1.6.2 P = (I, <, ), MV-cebir olmayan bir GL-monoid érnregidir. P ’nin
MV-cebir olmadig: ((%)L>L = 1 esitliginden goriiliir.

X bir kiime olsun. Bir p, : X — I fonksiyonuna X {izerinde bir belirtisiz kiime
adi verilir (Zadeh, 1965).

Bir belirtisiz kiimeler ailesi tizerindeki “kapsama” bagintisi ile “birlesim” ve
“arakesit” iglemleri tamimlanirken (I, <) kafesi temel almir. Yalmz bu acgidan
bakildiginda, belirtisiz kiimeler teorisinin I = (I, <, A) GL-monoidi ile belirlendigi
diisiiniilebilirse de bu iki yap1 arasinda ¢nemli bir ayrim vardir. Belirtisiz kiimeler
i¢in tiimleme tamimi, (I, <) kafesinde a’ = 1 — a oldugu 6n kabuliine bagh olarak
yapilir. Halbuki, aksini gerektiren bir ek yapi tanimlanmadikca bir degismeli
kuantalde gercek anlamda bir tiimleme yapisi bulunmaz. Bunun ilging bir sonucu,
belirtisiz kiimeler icin yapilan tanim altinda acik olarak (a’)' = a esitliginin
var olmasina ragmen, asagidaki ornekte de ifade edilecegi gibi I = (I,<,A)
GL-monoidinin bir MV-cebir olmamasidir.

Ornek 2.1.6.3 I = (I, <,A) GL-monoidi bir MV-cebir degildir. a € T ve a # 0

olmak {izere
at = \/{xE]Hx/\agO}
= \/{0} =000t =0—-0

= \/{zellzr0<0}

= \/I=1

olacagina dikkat edilirse, her a € I, a # 0 igin (aL)l = 1 olup genel anlamda
(aJ‘)l = a egitligi saglanmaz.
Onerme 2.1.6.1 Bir MV-cebirde - déniigtimii

)r=at Abtve (aAD)T =at Vbt

(aVb

ile verilen De Morgan esitliklerini saglar (Hohle ve Sostak, 1999).
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Kanit. Q = (L, <, %) bir MV-cebir, a,b € @ olsun. — iglemi ilk bilesene gore siray:

tersine cevirdiginden
a<aVbveb<aVvVb = (aVb)—-0<a—0ve (aVb)—-0<b—0
= (a\/b)l < at ve (a\/b)L < bt
— (aVb)' <atAbt
bulunur. Diger yandan benzer bicimde
at Abt<atveat ADE <V = (CLJ')J_ < (aL /\bL)L ve (bL)L < (aL /\bL)L
= a< (aL/\bL)L ve b< (cﬁ/\bl)L
— aVb< (CLJ‘/\bJ‘)J—
— atADE<(aVb)*

olacagindan (a VvV b)" = a* A bt dir. (a AD)T = at V bt olmasi da elde edilen bu
esitlik kullanilarak dogrulanabilir. m
Tamim 2.1.6.2 (L, <) bir sinirh, dagilhmh kafes olmak ve ' : L — L doniigiimii
Va € Ligin aAa =0 veaVad =1 olmas: kogulunu gergeklemek iizere (L, <, )
iigliisiine bir Boole cebiri ad1 verilir. Bir tam kafes tizerine kurulu Boole cebiri, tam
Boole cebiri admi alir (Birkhoff, 1995).
Ornek 2.1.6.4 Herhangi bir X kiimesinin alt kiimelerince olugturulan
(P(X),C, ) iglisti en iyi bilinen tam Boole cebiri orneklerinden biridir.
Ozel olarak 2 = (2,C,N) tam grupoidi ele almirsa, 0' = 1 ve 1’ = 0 olmak {izere
(2,C, ") iigliisii bir tam Boole cebiri olur ve (P (X),C, ©) iigliisiiniin (2,C,’) 'nin
2% e yiikseltilmesi olarak yorumlanabilecegi goriilebilir. By = {0,a,b,1} kiimesi
tizerinde

< =1{(0,0),(0,a),(0,b),(0,1),(a,a),(a,1),(b,b),(b,1),(1,1)} C By x By
siralama bagintisiyla birlikte 0 = 1, ' = b, ¥ = a ve 1’ = 0 oldugu verilirse
(B4, <,’) tigliisii bir tam Boole cebiri olur. Tam Boole cebirlerinin bagka bir érnegi
ise, H bir kompleks Hilbert uzay:1 olmak iizere H ’nin biitiin kapal alt uzaylarinin
kiimesi olan £ (H), P (H) tizerindeki C siralama bagntisi ve her A € £ (H) igin

At ={x € H |hera € Aigin < z,a > =0}

1

ile verilen ortagonal tiimleyen (veya dikey) operatoriiniin olugturdugu
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(L(H),C,*) tcliisiidiir (Hohle, 2001).

Asagidaki 6nerme yardimiyla (P (X),C, ©), (2,C, "), (Bs, <, ") ve (L(H),C, 1Y)
yerine sirasiyla kisaca (P (X)), C), (2,C), (B, <) ve (L (H), C) yazlabilir.
Onerme 2.1.6.2 B, = (L,<, ") ve By = (L, <, ") aym kafes tizerine kurulmus iki
Boole cebiri olsun. Bu durumda B; = B; 'dir (Qoker ve dig., 2008).

Kanit. a € L olsun. Boole cebiri tanimindan
aNad*=0=aANd?>veaVad'=1=aVa"?

elde edilir. Ayrica yine Boole cebiri tanimi geregi (L, <) bir dagilimh kafestir ve

boylece Onerme 2.1.4 uygulanarak a* = a2 elde edilir. Her a € L icin a* = a2

oldugundan * = 2 ve dolayisiyla By = By 'dir. =

Onerme 2.1.6.2"ye gére bir (L, <) kafesinin tizerinde, (L, <, ) ticliisiinii bir Boole
cebiri yapacak bir ’ : L — L doniigiimii varsa, tek tiirlii belirlidir. Dolayisiyla bir
Boole cebirini belirlemek i¢in yalnizca kafes yapisini vermek yeterlidir. Bu ise Boole
cebiri adli yapiin 6zel bir kafes tiirii olarak diisiiniilebilecegi anlamina gelir. Boole
cebirleri bu ozellikleriyle Heyting cebirlerine benzerler. Bunun yaninda, bu iki yap1
tiirii arasinda bir zayiflik-giicliiliik iligkisi de vardir.

Onerme 2.1.6.3 Boole cebiri yapisi tasiyan her kafes aym zamanda bir Heyting
cebiri yapisi tagir (Borceux, 1994).

Kanit. (L, <) Boole cebiri yapisi tagiyan bir kafes olsun ve L {izerindeki tiimleme
doniigiimii ' : L — L ile verilsin. a,b,¢ € L olsun ve — : L x [ — L ikili iglemi
her a,b € L igin a — b = d’ V b bi¢giminde tammlansim. Bu durumda (L, <, —)
tigliistintin bir Heyting cebiri oldugu,

(H1) a—a=dVa=1

(H2) aN(a—b)=aN(dVb)=(@@ANnd)V(aAb)=0V(aAb)=aAb

(H3) bA(a—b)=bA(d VD) =0OBANd)VbAL)=((bANd)Vb=b

(H4) a— (bAc)=d V(bAc)=(ad VD A(dVc)=(a—Db)A(a—c)
esitliklerinden goriiliir. =
Onerme 2.1.6.4 (L, <) bir tam Boole cebiri yapisi tagiyorsa B = (L, <, A) bir
piiriizsiiz MV-cebirdir (Hohle ve Sostak, 1999).

Kamt. B 'nin bir kuantal oldugu Onerme 2.1.6.3 ve Teorem 2.1.3.2'nin bir

sonucudur. B 'nin piiriizsiiz GL-monoid olmasi ise Ornek 2.1.4.1 ve Ornek 2.1.5.1°in
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sonucu olarak goriilebilir ve geriye B 'nin MV-cebir oldugunun gosterilmesi kalir.

"+ L — L ile verilsin ve a € L olsun. a A

(L, <) kafesi iizerindeki tiimleme
a’ =0 oldugundan ¢’ € {r € L | x Aa <0} olup a* = \/{xE]I |z Na <0} >d
bulunur. Diger yandan a V@' = 1 ve ' < a* oldugundan a V a* = 1 olmak
zorundadir ve boylece Onerme 2.1.4’ten a’ = a* oldugu goriiliir. Ayrica bu durumda
(aL)L Vat=(a)Vva =1ve (CLL)L Aat = (a') Ad' = 0 olacagimdan, yine Onerme
2.1.4’{in bir sonucu olarak (al)L = q esitligi elde edilir. m
Onerme 2.1.6.5 Q = (L, <, %) bir piiriizsiiz MV-cebir olsun. Bu durumda (L, <)
bir tam Boole cebiri yapisi tagir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kanit. (L, <) bir tam kafes oldugundan aym zamanda bir simirli kafestir.

Her MV-cebir bir GL-monoid ve her GL-monoid kesin ¢ift yanl ve boliinebilir
oldugundan Onerme 2.1.2.3 geregi her a,b € L icin a Ab = a* (a — b) esitligi vardir.

Bu durumda her a, b, c € L igin
aN(bVe) = (bVe)Aa

= (bVe)x((bVe)—a)

= [bx((bVe)—a)]Viex((bVc)— a)

< [bx(b—a)]Vicx(c— a)]

= (bAa)V(cAa)

= (aNb)V(aAc)
olurveaAb<aA(bVe),aNc<aA(bVc)olmasindan da

(anb)V(ance) < an(bVe)
elde edilir. Buradan (L, <) kafesinin aymi zamanda dagilml oldugu goriiliir.

Dolayisiyla her bir a € L i¢in a A o’ = 0 ve a V @’ = 1 olacak bi¢imde bir o’ € L

bulmak (L, <) kafesinin bir Boole cebiri yapisi tagidigim gostermek icin yeterlidir.

Q ’daki * islemine gore at = a — 0 biciminde tammmlanan * : L x L — L
doniisiimii ele alinsin. Her a € L icin
(a/\aL) * (a/\aL) <axat =ax(a—0)=aAN0
oldugundan (a/\aL)2 < 0 ’dir. Diger taraftan ) piiriizsiiz MV-cebir oldugu
icin karekokliidiir ve v/0 = 0 ’dir. Boylece (S2)’nin (a/\aL)2 < 0 esitsizligine
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uygulanmasiyla a A at < /0, yani a A at = 0 elde edilir. @V at = 1 esitligi
ise Onerme 2.1.6.1 yardimiyla goriiliir. Dolayisiyla B = (L, g,i) bir tam Boole
cebiridir. m

Sonug 2.1.6.1 Tam Boole cebiri ve piiriizsiiz MV-cebir kavramlar: yapisal acidan

birbirine denk kavramlardir (Hohle ve Sostak, 1999).

2.2 Yakinsaklik

Tanmim 2.2.1 X bir kiime olmak iizere, asagidaki kosullar saglayan bir F C 2%
kiime takimina X iizerinde bir siizge¢ denir (Willard, 2004).

0) XeF

1) AeFve ACBCX = BeF

F2) AeFveBeF = ANBeF

F3) o¢F

(F
(F
(
(

Bir X kiimesi iizerinde tammlanabilen biitiin siizgeglerin kiimesi §q (X) ile
gosterilir.
Ornek 2.2.1 X bir kiime ve p € X ise{A C X | p € A} kiime ailesi X tizerinde bir
stizgectir. Bu stizgece X ’te bir esas siizgec denir ve p € X noktasina karsilik gelen
esas siizgeg p ile gosterilir (Willard, 2004).
Ornek 2.2.2 (X,7) bir topolojik uzay olsun. Her bir z € X icin, 2 ’in biitiin
komguluklarinin kiimesi olan N, = {AC X |3G €7, GC A} X iizerinde bir
stizgegtir. N, ’e, 7 topolojisine gore x ’'in komguluklar siizgeci denir (Willard, 2004).
Tamim 2.2.2 X bir kiime, B C 2% olmak {izere

(FB1) oEB+D

(FB2) AeBveBeB = 3CeB, CCANB
kosullar1 saglaniyorsa B 'ye X igin bir siizge¢ tabani denir (Willard, 2004).
Tanmim 2.2.3 B bir X kiimesi i¢in bir siizge¢ tabani olsun.

F={ACX |3CeB, CCA}

kiimesine B siizge¢ tabaninin iirettigi siizge¢ adi verilir (Willard, 2004).

Bir stizgeg¢ tabaninin iirettigi siizgegin, gergekten bir siizgeg olacag: agiktir.
Ornek 2.2.3 (1,) = (21,2, ...) bir X kiimesi tizerinde bir dizi olsun ve her n € N

icin X,, = {z} | n <k € N} kiimeleri tamimlansin. Bu durumda B = {X,, | n € N},

38



X iizerinde bir siizge¢ tabani olur. B ’'nin iirettigi siizgece (z,,) dizisinin bilesen
siizgeci ad1 verilir (Ashim, 2004).

X ve Y iki kiime ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. f aym zamanda X ’in her
bir A alt kiimesini Y 'nin bir f[A] = {f (z) | v € A} alt kiimesine doniigtiiriir.
Ancak bir fonksiyonun birden ¢ok tanim ve deger kiimesi olamayacagindan bu yeni
doniigiimii belirtmek icin ayr1 bir gosterim kullanilmasi uygun olacaktir. Benzer
durum f ’in sagladigs f~1[B] = {x | f (z) € B} on goriintiileri igin de gegerlidir.
Tanim 2.2.4 X ve Y iki kiime olsun. f : X — Y bir fonksiyon olmak iizere
[7:P(X)=PY)ve f7:P(Y)— P(X) fonksiyonlar:

[TA) = {fm) eV |ze A}, VACK
fo(B)={re X |f()e B}, ¥BCY
bigiminde tanimlanir (Rodabaugh, 1999).

X ve Y kiimeler, f : X — Y bir fonksiyon ve B X iizerinde bir siizgeg tabani
(veya siizgeg) ise f~7(B) = {f~ (B) | B € B} kiimesinin Y iizerinde bir siizgeg
tabam olacagimi gormek kolaydir (Willard, 2004).

Tanim 2.2.5 X veY kiimeler, f : X — Y bir fonksiyon ve F X kiimesi iizerinde bir
siizgeg (veya siizgeg tabani) olsun. Y iizerindeki f~— (F) siizgeg tabammin iirettigi
siizgece F ’in f altindaki goriintii siizgeci denir ve Y iizerindeki bu siizgeg f (F) ile
gosterilir (Willard, 2004).
Tanim 2.2.6 X bir kiime ve 7 C §5 (X) x X olsun.

(Cl) (d,z)eT, VrelX

(C2) F,GeF2(X), FCG, (Fo)eT = (Gv)eT

(C3) Fe2X), FpelT = (Fni,x)eT
kosullarii saglayan bir 7 kiimesine X iizerinde bir (Kent anlaminda) yakinsaklik
yapisi, bu sekildeki bir (X, 7) ikilisine ise (Kent anlaminda) bir yakinsaklik uzay:
adi verilir (Chicourrat, 2010).

Bir X kiimesi iizerindeki bir 7 yakinsaklik yapisi igin (F, x) € 7 ise F siizgecinin
T ’ye gore x € X noktasina yakisadigi soylenir.

Tanim 2.2.7 (X, 77) ve (Y, 7;) yakinsaklik uzaylari, f : X — Y bir fonksiyon olsun.
(F,z) € Ty olmas: (f (F), f(x)) € T3 olmasim gerektiriyorsa f fonksiyonunun 7;
ve 7y yakinsaklik yapilarina gore siirekli oldugu soylenir (Hohle, 2001).

39



Teorem 2.2.1 (X, 7)), (Y,T5), (Z,7;) yakinsaklik uzaylar, f : X - Y, g:Y — 7
fonksiyonlar olsun. f, 73 ve 73 ’ye; g, 7o ve 73 ’e gore siirekli ise go f : X — Z
fonksiyonu da 77 ve 73 ’e gore siireklidir.

Kamt. X iizerinde 77 ’e gore bir x € X noktasina yakisayan bir F siizgeci
verilsin. Yiikseltilmig fonksiyon tanimindan (go f)™ (F) = ¢~ (f 77 (F)) olup
(go f) 7 (F)veg~ (f~ (F)) siizgeg tabanlar esittir. Esit siizge¢ tabanlar: aym
siizgeci tireteceklerinden (g o f) (F) = g (f (F)) olur ve f ve g 'nin ilgili yakinsaklik

yapilara gore siirekliliklerinden
(Fox)ehh — (f(F),f(@) e
= (9{[(F)),9(f(2) €Ts
— ((go f)(F),(go f)(x)) €T

bulunur. =

2.2.1 -Degerli Siizgecler

X bir kiime ve F, X iizerinde bir siizgec olsun. Ornek 2.1.1.2°’de yapilana
benzer bicimde 2 = (2, C,N) tam grupoidinden yola cikilarak 2% = (QX , C, ﬂ) tam
grupoidi olusturulur ve X ’in her alt kiimesi, 2% ’te kendisine tek tiirlii karsihik
gelen karakteristik fonksiyona ¢zdes olarak diisiiniiliirse her bir A C X kiimesi bir
A : X — 2 fonksiyonu gibi goriilebilir. Ozel olarak X ’in kendisi, her noktada 1 € 2
degerini alan 1x : X — 2 sabit fonksiyonuna, @ ise her noktada 0 € 2 degerini alan
Ox : X — 2 sabit fonksiyonuna karsilik gelir. Bunun yanimda bir de 2% ’in bir kiime
olarak ele alinmasiyla 2(2%) = (2(2X), C, ﬂ) tam grupoidi elde edilebilir ve siizgeg
tanimi geregi F C 2% oldugundan F : 2% — 2 bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir.
Bu gosterimler altinda F0, 1, F2 ve F3 kosullarinin agagidaki dort kosula kargilikl
olarak denk olacaginm gormek zor degildir:

(FO) F(lx)=1
(F1) ACB = F(A)CF(B), VA Be2¥
(F2) F(ANFB)CFANB), VA Be2¥
(F3)  F0x)=0

Siizge¢ tammimin, yalmzea 2 = (2,C,N) tam grupoidinin sagladigi imkanlardan
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yararlanilarak verilebildigi bu yeni yazim tarziyla net olarak goriilebilmektedir. Bir
adim daha ileri giderek herhangi bir tam grupoid iizerinde buna benzer bir tanim
yapmak miimkiindiir.
Tanim 2.2.1.1 X herhangi bir kiime, & = (L,<,®) bir tam grupoid olsun.
Asagidaki 6zellikleri saglayan bir v : LX — L doniisiimiine X iizerinde bir &-degerli
siizgeg (veya kisaca G-siizgeg) adi verilir.

(FO) v(ly)=1

(F1)  f<g= v(f)<v(g, Vfigel

(F2)  v(flevi=<v(feg), Vfgel®

(F3)  v(0x) =0
Bir X kiimesi iizerinde tanimlanabilen biitiin &-degerli siizgeglerin kiimesi Fg (X)
ile gosterilir. §¢ (&) = {@} oldugu kabul edilir (Hohle, 2001).

Se (X) C L(F%) oldugundan, L ’den L(F%) izerine yiikseltilen < bagintisi,
Se (X) iizerinde de mevcuttur.

Tanim 2.2.1 ile verilen klasik siizgecler ile, 2 = (2, C,N) tam grupoidi tizerinde
tanimlanan 2-degerli siizgecler birbirine denk kavramlardir.
Onerme 2.2.1.1 ¢ : X — Y bir fonksiyon olsun. v : L*X — L, X iizerinde bir
B-siizgeg ise her g € LY igin [p (v)] (g9) = v (g o ) ile tammlanan ¢ (v) : LY — L
doniigiimii Y {izerinde bir ®-siizgectir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kanit. (FO) [p(v)](1y)=v(lyop)=v(lx) =1

(F1) f,g € LY, f < g olsun. Her z € X i¢in [f o ¢] (z) < [g0 ¢] (z) olduguna
dikkat edilirse [ (v)] (f) = v (fop) <v(gop) = [p(v)](g) elde edilir.

(F2) f,g € LY olsun. Tamim 2.1.10’a gore her z € X icin

[(fep)@(gep)l(z) = fe@)@g(p(r) = [(f@g)o¢](z)

yazlabileceginden aranan esitlik agagidaki bicimde elde edilebilir,
eI @pW)](g) = v(fop)@r(goyp)
< v[(fep)®(go9)

= v[(f®g)oy]

= leW(f®yg)

(F3) [p ()] (Oy) =v(0y 0p) =v(0x) =0 m
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Onerme 2.2.1.2 ¢ : X — Y bir 6rten fonksiyon ve v : LY — L, Y iizerinde bir
&-siizgeg olsun. Her f € LY icin [p ' ()] (f) = V{v(9) | g€ LY, gop < f}
ile tanimlanan ¢! (v) : LY — L déniisiimii X tizerinde bir &-siizgegtir (Hohle ve
Sostak, 1999).

Kamit. (F0) Her g € LY icin g o ¢ € L olur ve dolayisiyla g o ¢ < 1x kosulu

saglanir. Ayrica v (F1) kogulu geregi artan oldugundan

e )] (x) = V{r() lgel”, gop<ix}
= V{v@g lgel’}=v(y) =1
yazilabilir.

(F1) f1, fo € L*, fi < f, olsun. Bu durumda

{vlg) lgel”, gop<fi} C{v(g) |gel” gop< fo}
olacagindan [p~! (V)] (f1) < [~ (v)] (f2) olur.

(F2) f1, f» € L¥ olsun. Tam grupoid islemi sira korudugundan g; o o < f ve
920 < fo olmast durumunda (g1 ® ga) o = (g1 0 ©) ® (g2 0 @) < f1 ® f esitsizligi
vardir. v igin (F1) ve (F2)’nin de kullanilmasiyla

[t W)@l W] (f2) < [ W] (f1® fo)
esitsizligi birkac adimda elde edilir.

(F3) g€ LY ve gop < 0y olsun. y € Y ise ¢ (z) = y olacak bicimde bir z € X
vardir. Buradan ¢ (y) = g (¢ (z)) < 0 elde edilerek g = 0x oldugu goriiliir. Boylece
{v(g) | g€ LY, gop <0x}={v(0x)} olur ve buradan [~ ()] (0x) = 0 oldugu
goriiliir. m

Yukaridaki 6nermelerde kullamilan ¢ (v) ve ¢! (v) gosterimlerinin, bilinen
fonksiyon gosteriminden farkli anlamlarda kullanildiklarina dikkat edilmelidir. Ikinci
onermedeki ¢ 'nin érten olma kogulu (F3)’iin saglanmasini gerektirmek amaciyla sart
kogulmustur.

Tamim 2.2.1.2 a) ¢ : X — Y bir fonksiyon ve v : LY — L, X {izerinde bir
®-siizgec olmak iizere v 'niin ¢ altindaki goriintiisii her g € LY icin
e ()] (9) = v(gow)
ile tammlanir (Hohle ve Sostak, 1999).
b) ¢ : X — Y bir 6rten fonksiyon ve v : LY — L, Y iizerinde bir &-siizgeg olmak
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tizere v 'niin ¢ altindaki 6n goriintiisii her f € LY icin
et () = V{r(g) lgel”, gop < f}

ile tanimlanir (Hohle ve Sostak, 1999).
Onerme 2.2.1.3 ¢ : X — Y bir fonksiyon, vi,vs € Fe (X) ve v1 < vy ise
¢ (1) < ¢ (v2) olur.
Kamt. Her g € L icin [p(11)](9) = vi(gop) < va(gop) = [p(r2)](9)
olmasindan goriiliir. m
Onerme 2.2.1.4 ¢ : X — Y bir 6rten fonksiyon ve v : LY — L, Y iizerinde bir
®-siizgeg olsun. Bu durumda ¢ (¢! (v)) = v esitligi vardir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamt. g € LY olsun. h € LY ve hoyp < go ise, ¢ 'nin értenliginden dolay1 her bir
y € Y icin ¢ (x) = y olacak bicimde bir z, € X bulunabildiginden, her y € Y i¢in
h(y) = (hoy)(z,) < (go¢)(x,) = g(y) yazlabilir. Buradan h < g ve dolayisiyla
v (h) < v (g) oldugu elde edilir ve boylece

e ) (9) = [ W) (go9) =V {v(h) |he LY, hop < goy} =v(g)
esitligine ulagilir. m
Tamim 2.2.1.3 G = (L, <,%) bir siki karekoklii GL-monoid ve &, = (L, <, ®)
olmak iizere X iizerinde bir v : L* — L &,-degerli siizgeci verilsin.

a) Her f € LY i¢cin A f(x) < v (f) oluyorsa v ’ye zayif tabakali (weakly
stratified) &,-siizgec, <

b) Her a € L ve her f € LX i¢in ax v (f) < v(ax* f) oluyorsa v ’ye tabakali
(stratified) &,-siizge¢ denir. Bir X kiimesi iizerindeki biitiin tabakali &,-degerli
siizgeclerin kiimesi SS) (X) ile gosterilir (Hohle ve Sostak, 1999).

Onerme 2.2.1.5 a) Bir tabakali &,-siizgecin goriintiisii de tabakalidir.

b) Bir tabakali &,-siizgecin 6n goriintiisii de tabakaldir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamit. a) v bir X kiimesi iizerinde bir tabakali &,-siizgec, ¢ : X — Y bir fonksiyon,
a € L ve g€ LY olsun. Bu durumda ¢ (v) 'nin tabakaliligi

axlp(W)](9) =axv(gop)=v(ax(goy))=v((axg)op)=Ip)(ax*g)
esitliklerinden goriiliir.

b) ¢ : X — Y bir 6rten fonksiyon olsun ve Y iizerinde tabakal bir v &,-siizgeci
verilsin. Ayrica a € L ve f € LX olsun.

geELY vegop < fiseaxge LY ve (axg)op =ax*(gop) < ax* f olacag
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aciktir. a * g = h yazilmasiyla buradan h € LY ve ho ¢ < a * f oldugu elde edilir.

Boylece

ax et W)](f) = ax\/{v(9) gL’ gop< [}
= \/{axv(g) |gel” gop<f}
)
)

< \V{vlaxg) [gel”, gop < f}
< \/{V(a*g laxge LY, (a*g)ogoga*f}
< V{v) |hel” hop<axf}

= [¢7 )] (axf)
bulunur. m
Onerme 2.2.1.6 v bir X kiimesi iizerinde bir tabakall &,-siizgec ise her f € L~
icin asagidaki esitsizlik saglanmir (Hohle ve Sostak, 1999).

N f@) <v(f) < K\/ f(fv)> e0] —0

reX reX

Kanit. /A f(z) = a olsun. Bu durumda ayx < f olacagindan
a—arl = asv(ly) < viaxly) = viay) < v(f)
esitsizligi saglanir.
Benzer sekilde, \/ f(x) = b denirse f < by ve dolaywisiyla by — 0 < f — Ox

rzeX
olacagindan

(b—=0)xv(f) < (b—=0)xv(f) < v((b—0)*f)
= v((b—=0)xxf) = v((bx = 0x)*f)
< v((f=0x)xf) = v(0x) =0
olur. Buise v (f) < (b — 0) — 0 oldugunu gosterir. m
Onerme 2.2.1.7 Bir X kiimesi {izerindeki her bir v tabakali &, -siizgeci
v [(\/ﬁ) X] < V0 esitsizligini saglar (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamit. v 'niin tabakalihgl, G 'deki birlesme, degisme, kesin ¢ift yanhlk ve (F3)
/((V0), )+ (V))<= v]r((v0),) = (v0) |
() e
vy ((\/6)X * \/6> * IX]
= vjv(0x)*x1lx]=v0x*x1x)=v(0x)=0

IN
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yazilabilmesini saglar.  Karekoklii kuantaller ig¢in (S2)’nin uygulanmasiyla da
v ((\/G)X) <0 oldugu goriiliir. m

Onerme 2.2.1.8 v bir X kiimesi iizerinde v [(\/ﬁ) X] < /0 kogulunu saglayan bir
®,-stizgec olsun. f, g € LX olmak tizere f * g = Ox ise v (f) * v (g) = 0 *dir (Hohle
ve Sostak, 1999).

Kanit. Onerme 2.1.5.4 geregi f ® g < +/f * g olduguna dikkat edilerek sirasiyla
(S1), G = (L, <,*) 'in degismeliligi, (F2), (F1), f*xg = 0x ve v [(\/6))(] <0

olmasi kullanilirsa

v(f)xvig) = V()= () Vr(g) V(g
= wHevigll(f)®vig)l

< p(fegxv(f®g)

< [ (Visg)|« [ (Vieg)]
= [ ((v0) )]« [ ((v0),)]
< V0xvV0=0

esitsizligi elde edilir ve buradan v (f) * v (¢) = 0 oldugu goriiliir. =
Yukaridaki 6zellik sonlu sayidaki fonksiyon i¢in genellestirilebilir.
Onerme 2.2.1.9 Bir X kiimesi iizerinde v [(\/6) X] <10 kosulunu saglayan bir v
®,-siizgeci verilsin ve fi, fa, ..., fn € LX olsun.
a) [v (fl)]2_n koo [V (fn)]Z_n <v ((fl Kook fn)Z_n> egitsizligi gecerlidir.
b) fi* fox--* f, = 0x ise v (f1)* v (fo) - * v (f,) = 0 dir (Hohle ve Sostak,
1999).
Kanit. a) G ve dolayisiyla G kesin ¢ift yanh bir kuantal oldugundan her f; € LX
icin
V() = Vel = Ve(f)=V1
= v(fi)®l = v(fi)®r(lx)
< v(fi®lx) = V(x/ﬁ*@)
C(Tn) - (V)

olmasi saglanir. Dolayisiyla n = 1 igin istenen [v ( fl)]T1 <v (( fl)Tl) esitsizligi

elde edilmis olur.
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[v (fl)]zfn k ocee ok [V (fn)]zfn < v ((f1 K ook fn)zfn) esitsizliginin saglandigi

varsayllsimn. Onerme 2.1.5.4’ten

Vs 7 G " Gt fur fund)

oldugu goriiliir. Buradan istenen esitlik agagidaki bicimde elde edilir.

W sk )T = I GOP T s (fasn) P

VI EP s sl (B2 o o))

(f
Jr (seee ) o o (Gaen™)

i

/

IN

IN

< fo)? )@u«nﬂf”)
< v K fn (fn+1)27n>

( .-
((
::V(me< b e )
< u(\/ -*fn*fn+1)2_">

= v (U fa ) )

b) (a)’da elde edilen sonucun Onerme 2.2.1.6 ve Onerme 2.1.5.12 ile birlikte

1%

kullanilmasiyla
2n on

v(fi)x kv (fn) = :[y(fl)]r"} **[[V(fn)]fn]
S A TS

bulunur. m
Onerme 2.2.1.10 Bir X kiimesi iizerinde v; ve v, gibi iki tabakall &,-siizgec
verilsin. v; < v3 ve vy < vz olacak bicimde bir v3 tabakali &,-siizgecinin var
olmasi icin gerek ve yeter kosul

fxg=0x = vi(f)*xva(g) =0, Vf,gelL¥

gerektirmesinin saglanmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).
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Kanit. (=) : Boyle bir v3 tabakall &,-stizgeci varsa Onerme 2.2.1.7 ve Onerme
2.2.1.8’in bir sonucu olarak f x g = 0x olmasi v3 (f) *v3(g) = 0 olmasim gerektirir.
vy < vz ve v < vz oldugundan vy (f) * v (g) = 0 olmasi da saglanir.

(<=) : Istenen kosulun gerceklendigi varsayilsm ve vz : LX — L doniisiimii
v3(h) =V {vi(f) xv2(g9) | f*g < h} ile tammlansin.

Her h € LY igin h* 1x = h ve vy (h) x5 (1x) = v1 (h) * 1 = vy (h) oldugundan
vi(h) € {v1 (f) *va(g) | f*g < h} olur ve buradan v; < v3 elde edilir. vy < v3
oldugu da benzer sekilde goriiliir ve geriye v3 ’tin bir tabakalh &,-siizge¢ oldugunu
gostermek kalir.

v3 ’iin (FO) ve (F1)'i gergekledigini gormek kolaydir. hy, hy € LY ve fix g1 < hy,
fa * go < hs olsun. (S3) geregi

[(VO) v (VI * va)]” = (VI )" = fiegr < o
oldugundan (1/0) «V (Vi */g1) < +/hy "dir. Benzer sekilde
(VO) v (Vo + V) < Vo
elde edilir. Iki esitsizligin taraf tarafa carpilmasiyla
[(f1® f2) % (91 ® g2)] V [(/1 ® 1x) * (91 ® 0x)] V [(1x ® f2) * (Ox ® g2)] < h1 ® hs

bulunur ve v ’iin tanimia dikkat edilerek (S3)’tin tekrar kullanilmasiyla
1 (f1) xv2 (g1)] @ [v1 (f2) xv2 (92)] = Vw1 (f1) % va(91) * /1 (f2) * v2 (g2)
= [(\/Vl (fl)*\/V2(91)) ] K\/m */V2 (g2) )v\/ﬁ]

= [\/Vl fi) * /va(9) \/Vl(fz)*\/Vz(gz)} V [\/Vl(fl)*\/’/z(gl)*\/ﬁ]
V VO Vi () + Ve (g2)| V0
= (1 (fr) ®@v1(f2) * (V2 (1) ®v2(g2))] V [(v1 (1) ® 1 (Lx)) * (2 (91) ® v2 (0x))]
V (v (1x) @ v1 (f2)) * (v2 (0x) ® v2 (92))]
< (h®f)xva(gi®g)] V v (fi ®1x) *v2 (g1 ® Ox)]
V v (1x ® fo) xv2 (0x ® g2)]
< vz (h1 ® ho)

elde edilir. Onerme 2.1.5.5 kullanilarak bu esitsizligin sol tarafinda gerekli olan

ekiislerin almmasiyla (F2)’ye ulagilir. f * g < Ox olmasim saglayan her f,g € LX
i¢cin f % g = 0y olacagindan kabul geregi vy (f) * v (g) = 0 olur. Buise v3 (0x) =0

olmasini gerektirir. Boylece (F3) de gerceklenir ve v3 bir &,-siizge¢ olur.
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a € L, h € L¥ olsun.
f,geLX, fxg<h = (axf)xg<axh
yazilabileceginden, kuantal isleminin ekiise dagilmasi ve v ile v5 'nin tabakaliligi
kullanilarak a * v3 (h) < vz (a * h) esitsizligi elde edilir ve buradan v3 &,-siizgecinin
tabakali oldugu sonucuna ulagilir. m
Onerme 2.2.1.11 Bir X kiimesi iizerinde v1,vs,...,v, gibi n tane tabakal
&, -stizgec verildiginde,
V1 < Uptt, Vo S Upaty ovvy Vn < Upyt
olacak bicimde bir 7,1 tabakall &,-slizgecinin var olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
her f1, fo,..., fn € LX icin
fixfox-oxfru=0x = vi(f1)*xva(fo)*x---xv,(fn) =0
gerektirmesinin saglanmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kanit. (= ) : Onerme 2.2.1.10’un kanitinda Onerme 2.2.1.8’in kullanimina benzer
sekilde, Onerme 2.2.1.9 (b)’nin kullanmlmasiyla kolayca goriiliir.

(=) : Vi1 (h) = \V{va (f1) x - xvp (fu) | fr®- % f, < h} tamm yapilsin.
Istenen sonucu elde etmek icin 7, ’in bir tabakali &,-siizge¢ oldugunu gostermek
yeterlidir. n = 1 i¢in 75 = vy oldugu, n = 2 olmasi1 durumunda ise bu sekilde
tanimlanacak 73 ’tin Onerme 2.2.1.10’un kanitinda varhig ispatlanan v3 tabakal
& ,-siizgecine esit olacagi goriiliir.

Simdi, istenen gerektirmeyi saglayan vy, vs, ..., v, 1 gibi n-1 tabakali &,-siizgeg
verildiginde,

Un () =N A{v1 (f1) % xvpoy (fum1) | frx-oo* famr < B}
ile tamimlanan 7,, ’'in bir tabakali &,-siizge¢ oldugu varsayilsin.

X iizerinde vy, v, ..., v, tabakal &,-siizgecleri verilsin. Tiimevarim varsayimi
geregi,

on (h) = VA (fi) * - s vmaa (foea) [ oo % foa < B}
ile tanimlanan 7, bir tabakali ®&,-siizgectir. Onerme 2.2.1.10 7, ve v, icin
uygulanirsa
Vni1 () = VAP (f) xvn (9) | f g < hj
doniistimiiniin X tizerinde tabakali bir & ,-siizge¢ belirledigi goriiliir ve v,,,1 'in bagta

tanimlanan 7,7 ’e esit oldugu gosterilirse kanit tamamlanmis olur. Bu esitligi
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gerektiren esitsizliklerin bir yonii

Va1 (h) = \H{Dn (f) xvn (g) | f* g < h}
= VIV w1 (f1) %5 vna (fat) [ froo % faor S fhxvn(g) [ fxg < h}
= VIVHvL (f1) %+ x vy (fae1) *vn () [ oo faor S f} [ fxg < R}
< VAV () - s vnea(fa1) 5 vn(g) oo famix g < fxgh [f g < h}
< VAV (f) - s vna (famr) #vn (9) | frso o % fami v g < WY}
= V{vi (f1) %+ x vy (fam1) *vn (fa) [ froe % faor = fu < B}
= Ups1 (h)

bi¢iminde elde edilir. Diger esitsizlik ise 7,, ’in taniminin

vi (fu) * sk vpen (fam1) S On (free % fooa)
olmasini gerektirdigine dikkat edilerek
Unpa(h) = VAvi(fo) % --xvn (fu) [ froe-x fo < R}
VAD (frsox fomr) 2 v (Fa) | (frxeeo faoa) * fo < B}
< VA () *valg) | fxg<h}
= Vps1(h)

IN

bi¢iminde ¢ikar. m

Bir A kiimesinin # (A) ile gosterilen kardinalitesi, A ’dan birebir 6rten bir
fonksiyon tanimlanabilen biitiin kiimelerin olusturdugu smuf olarak tanimlanir (smif
kavramina Boliim 2.3’te deginilecektir). A kiimesinden B kiimesine tanimli birebir
orten bir fonksiyon varsa # (A) = # (B) olacagim gormek kolaydir. A ’dan B
‘nin bir alt kiimesine tamml birebir 6rten bir fonksiyon varsa # (A) < # (B)
yazilir. # (A) < #(B) ve #(A) # # (B) durumlarim bir arada belirtmek icin
# (A) < # (B) kisaltmasi kullanilir.

N kiimesinin elemanlari ile sonlu kiimelerin belirttikleri kardinalite siniflar1 dogal
bir sekilde birbirine karsilik gelir. Bu nedenle her bir n € N sayisini, n elemanl bir
kiimenin kardinalitesiyle es tutmak miimkiindiir. Boylece # (@) = 0, # ({0}) = 1,
# ({0,1}) = 2 ve genel olarak # ({0,1,...,n —1}) = n gosterimleri kullanilabilir.
Bunun yaninda # (N), X, ile gosterilir. Bir A kiimesinin sonlu olmasi igin gerek ve

yeter kogul # (A) < Xy olmasidir (Willard, 2004).
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Asagidaki teorem, Onerme 2.2.1.10 ve Onerme 2.2.1.11°i, herhangi sayida eleman
iceren tabakali &,-siizgec ailelerine genellemektedir.

Teorem 2.2.1.1 {v; | i € I} bir X kiimesi iizerindeki tabakali &,-siizgeglerin bir
ailesi olsun. Bu tabakali &,-siizge¢ ailesinin bir tabakali iist sinir1 bulunmasi igin
gerek ve yeter gart, [ 'min bog olmayan her sonlu {iy,...,4,} alt kiimesi i¢in

Jiyx ook fi, =0x = vy, (fi,)%-*vy (fi,) =0, Yfi,,...,f;, € LX
kogulunun saglanmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kanit. (=) : Boyle bir {ist siur varsa, bu iist stmira Onerme 2.2.1.9 (b)’nin
uygulanmasiyla bu gerektirmenin dogrulugu kolayca goriiliir.

(<=) : Onerme 2.2.1.11 geregi I 'min bog olmayan her bir sonlu J alt kiimesine
karsihk, her j € J i¢in v; < v; olacak bicimde bir v; tabakah &,-stizgeci
bulunabilir. 7;, J kiimesinin 6gelerince damgalanan tabakali &,-stizgeclerin bir
tist sinir1 oldugundan, I 'nin bos olmayan alt kiimeleri icin J C K olmas1 v; < vk
olmasini gerektirir.

I 'nmin bog olmayan sonlu alt kiimelerinin

S(I)y={J|JCI, J#2, Jsonlu}
ailesi ve en az iki 6geli sonlu alt kiimelerinden olusan
So(I)={J|JCI, 2<#(J) <Ny}
ailesi verilsin. 7o, = \/ {7, | J € § (1)} tanim yapilsin. 7, 'un (F0), (F1) ve (F3)’u
gergekledigi her bir 7; 'nin bir tabakal & ,-siizge¢ olmasindan hemen goriiliir. Ayrica
Vizs | TeS)} =V, | JTeS: (1)}

olduguna dikkat edilip Onerme 2.1.5.5'un kullanilmasiyla her f, g € L¥ icin

Voo (f) ® Do (g) = ¢ v i) \/ V 7(9)

JeS1 JESl(I)

Jes1(I) \Kesi (D)
< vV ( V Dk (f) ® Dok (9))
Jes(I) \ KeS(I)
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< V ( V DJUK(f®g))

JeSi1(I) \KeSi1(1)

= V w(feyg)

JESa(I)
= Ux(f®9)

oldugu sonucuna ulagihr. Boylece (F2) gosterilip 7o,’un bir &,-siizge¢ oldugu
goriilmiis olur. 7., 'un tabakalilig1 ise kuantal igsleminin ekiis iizerine dagilmasinin
olagan bir sonucudur. m
Onerme 2.2.1.12 v bir X kiimesi tizerinde bir tabakali &,-siizge¢ ise,

v(fi)k-x0(fa) SU(fre---xfo) . Vi, fi, € LF
kosulunu saglayan v < v olacak bi¢imde bir 7 tabakalh &,-siizgeci bulunabilir (Hohle
ve Sostak, 1999).
Kanit. Onerme 2.2.1.9 (b) geregi, her i € I icin v; = v olacak bicimde verilen
{v | i € I} tabakal ®,-siizge¢ ailesi, I 'nin bos olmayan her sonlu alt kiimesi igin
Teorem 2.2.1.1°in ifadesinde verilen kosulu saglar. Ozel olarak, I 'min n elemanh
bir J alt kiimesi i¢in, {v | ¢ € J} kiimesine iist siur olarak v ’'niin kendisi yerine,
Onerme 2.2.1.11’in kanitinda tanimlanan 7,, tabakal ®,-siizgeci alinirsa, her n € N*
igin 7,11 (h) =\ {v(fi)*- - xv(fa) | fix-*fo <h} , Vh € LX ile tammh bir
tabakali & ,-siizgeg elde edilmis olur.

n € NT olmak iizere

Tt () = \/{v(f) % (fa) | frxeoox fo < h}
= V() ssv(f)sv () | froeos fuxlx <h)
\/{V(fl)*"'*V(fn)*y(fwrl)’fl*"'*fn*fnJrlSh}

S Dn+2 (h)

IN

yazilabileceginden (7,,41),,.y+ tabakall & -siizgeclerin artan bir dizisidir. Ozel olarak
U9 = v olacagindan, her n € NT i¢in v < 1, dir.

v=\{ln1 |neN} € L) fonksiyonu tamimlansin. 7, Teorem 2.2.1.1'in
kanitinda tanimlanan 7., ’a karsilik geldiginden bir tabakali &,-siizgectir ve her
n € Nt i¢in v < 7,1 oldugundan v < 7 olmasi saglanir.

2 (f)x0a(g) = v(f)xv(g) <\ () xv(f) | fixfa< frgh=ws(f*g)

oldugundan n = 1 igin Dgn-1,1 (f) * Dan-141 (9) < Danyy (f * g) esitsizligi dogrudur.
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Herhangi bir n € N7 igin Dyn-1,1 (f) * Ugn-111(9) < Danyq (f % g) oldugu kabul

edilsin. Bu durumda

Uyng1 (f) * Danga (9) = \/ {v (fi)*-xv(fan)} = \/ {v(g1) % *v(gn)}

frkekfon < f g1*xxgon <g

= \/ {v(fi)*-xv(fon) xv(g1) * - xv(gan)}
fixxfon <f
gixxgon <g

<\ {r)s e v (o)

hiskeshop 11 < frg
= Vgnirgr (f*g)
esitsizligi de gegerli olur. Her n € N i¢in v, 1 < 7 oldugundan, tiimevarimla elde
edilen yukaridaki esitsizlikten, her n € N7 icin
Van-141 (f) % Van-141 (9) <V (f * g)
oldugu goriiliir. Diger taraftan, (7,,41),cy+ dizisi artan oldugundan
VAPna [n e NT} =V {Daig [ n € NT}
yazilabilir. Boylece yukaridaki esitsizligin sol tarafindaki ifadelerin ekiisii alinarak
v(f)xv(g) <v(fx*g)
elde edilir. Herhangi n € N7 icin
U(fo) sk v (fa) SU(frxeox f)

esitsizligi ise, ikili egitsizlikten, * igleminin birlesmeliligi tekrar tekrar kullanilarak
elde edilir. m

(L, <) bir kismi sirali kiime @ € L olsun. a < b olacak bicimde bir b € L yoksa
a ’ya L ’nin bir maksimal (biiyiikge) 6gesi, ¢ < a olacak bigimde ¢ € L yoksa a 'ya
L ’nin bir minimal (kiigiikge) 6gesi denir (Willard, 2004).
Tamim 2.2.1.4 a) (Fe (X),<) kismi sirali kiimesinin maksimal bir 6gesine X
tizerinde bir &-ultrasiizgeg denir.

b) (Sés) (X), §> kismi kiimesinin maksimal bir 6gesine X iizerinde bir tabakali
®,-ultrasiizge¢ denir (Hohle ve Sostak, 1999).
Uyar: 2.2.1.1 v bir tabakall &,-ultrasiizge¢ ise ¥ < v olacak bicimde bir v
tabakali &,-siizgeci yoktur. Ancak bu, v < ¥ olacak (tabakali olmasi gerekmeyen)
bir 7 &,-siizgecinin bulunmamasi1 anlamina gelmez. Dolayisiyla bir tabakali
&, -ultrasiizgecin, bir &,-ultrasiizgec olmasi gerekmez. Diger taraftan, ayni zamanda

tabakali olan bir &,-ultrasiizgecin bir tabakal &,-ultrasiizgeg olacag: agiktir.
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Tabakali &,-ultrasiizgec tanimiyla Onerme 2.2.1.12 kargilagtirilarak asagidaki
sonuca varilabilir.

Sonug 2.2.1.1 Her tabakali &,-ultrasiizgec
v(fi)*xv(fa) Sv(fireex fo)
esitsizligini saglar (Hohle ve Sostak, 1999).

(L, <) bir kismi sirali kiimeyse ve her a,b € L igin a < b ve b < a durumlarindan
en az biri gegerliyse < bagintisina L iizerinde bir tam siralama bagintisi, (L, <)
ikilisine de bir tam swrali kiime denir. (L, <) bir kismi sirali kiime, M C L ise
ve L iizerindeki < bagmtisinin M iizerine kisitlanigi M iizerinde bir tam siralama
bagintisi veriyorsa, M 'nin L ’de (veya L igerisinde) bir zincir oldugu sylenir. Bos
olmayan bir (L, <) kismi sirali kiimesi igerisindeki bog olmayan her zincirin L ’de
bir iist sinir1 var oldugunda, L 'nin en az bir maksimal 6gesinin bulunacagini ifade
eden Zorn Lemmasinin, bos olmayan kiimelerden olusan ve kendisi de bos olmayan
bir kiime ailesindeki kiimelerin kartezyen carpiminin hicbir zaman bos kiimeyi
vermeyecegini 6ne siiren Se¢gme Aksiyomuna denk oldugu gosterilebilir (Willard,
2004). Bu galigmada Se¢gme Aksiyomunun dogru oldugu kabul edilmektedir.
Teorem 2.2.1.2 a) & bir cl-grupoid olmak iizere, X iizerindeki her bir v &-siizgeci
icin ¥ < v olacak bi¢cimde en az bir v &-ultrasiizgeci vardir.

b) X iizerindeki her bir v tabakali &,-siizgeci i¢in v < 7 olacak bigimde en az
bir tabakali 7 &,-ultrasiizgeci vardir (Hohle ve Sostak, 1999).

Kanit. a) v X iizerinde bir &-siizgeg olsun ve & = {1/ € Fo (X) | v < '} kiimesi
tammlansin. € = {y; | i € I}, € iginde bog olmayan bir zincir (< bagmtisinin
kisitlamasina gore tam sirali alt kiime) olsun ve vy, : LY — L doniigiimii

v () = Vv ()
ile tanimlansin.

v < Vo oldugu ve v, 'un (F0), (F1) ve (F3) kosullarim sagladig aciktir. Ayrica
¢ tam sirali oldugundan her 7,5 € [ i¢in v; < v; veya v; < v; 'dir ve boylece ®
isleminin sira korurlugu ve (F1)’den her i, € I, f,g € L icin ya

vi(f)@v;lg) <v;(f)@v;(g)
ya da
vi(f)®@vi(g) <vi(f) @vilg)
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olur. Dolayisiyla

vi(f)@vi(g) < wi(f)@vi(g)V (v; (f) @v;(9))

esitsizligi her durumda saglanir ve cl-grupoid isleminin ekiis tizerine dagihmliligi da

kullamlarak

o = (V ui<f>>®(jgluj <g>)
- V(nne (jgluj <g>)>
- V(vmes <g>>>
< V(Vitene) v ey (g))])
< \G/I J\e/f[vi(f@@g)vl/j(f@g)])
= \G/I Vi(f®9)vj\e/lyj(f®9)>
- (vuiron)v (v i (f g>)

= Voo (fR9) Ve (f®9) = Voo (f ® 9)

esitsizligi goriiliir. Sonug olarak v, € € oldugu elde edilerek € icin € ’de bir iist
sinir bulunmug olur. € igindeki bos olmayan her zincirin € icinde bir {ist sinir1
bulundugundan Zorn Lemmasi geregi € 'nin bir 7 maksimal 6gesi vardir. Ayrica
¢ 'nin tammi geregi v 'nin Fe (X) ’te de bir maksimal 6ge, yani bir B-ultrasiizgeg
oldugu aciktir.

b) € = {1/’ € S(@s*) (X) vV } tamimi yapilip € icinde bog olmayan bir
¢ = {v; | i € I} zincirinin alinmasiyla (a)’dakine benzer sekilde tamimlanan v,
doniistimiiniin bir &,-siizge¢ oldugu elde edilir. Ayrica € ’deki &,-siizgeclerin
tabakaliigimdan her a € L, f € L icin

axvee(f) = ax\[vi(f) = axvi(N)] < \Ivilax ) = veo(axf)
iel iel iel

olup v, € Séss*) (X) ve ozel olarak v, € € oldugu goriiliir. Zorn Lemmasmin

uygulanmasiyla v ’yii kapsayan bir v tabakali &,-ultrasiizgeci elde edilir. m
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Teorem 2.2.1.3 G = (L, <, *) bir dengeli siki karekokliit GL-monoid ise bir tabakali

®,-ultrasiizgecin goriintiisii de tabakal &,-ultrasiizgectir (Hohle ve Sostak, 1999).
GL-monoidler teorisinin burada amaclanandan ¢ok daha kapsamli olarak

calisgtlmasini gerektirdiginden bu teoremin kaniti burada ele alinmamigtir. Kanita

giden yoldaki tanim ve teorem zincirinin takip edilebilecegi referanslar Hohle ve

Sostak (1999)’ta bulunabilir.

2.3 Kategori Teorisi

Matematigin bir¢ok farkli dalinda farkli tamimlarla ortaya cikan ancak
benzer nitelikler gosteren yapilar bulunur. Ornegin, tammlar farkhi olmasina
karsin topolojik uzaylar i¢in homeomorfizmler, gruplar icin grup izomorfizmleri,
vektor uzaylari icin lineer izomorfizmler ve kiimeler icin birebir-érten fonksiyonlar
birbirlerine benzer olarak birer egyap: doniisiimii rolii tistlenirler. Topolojik uzaylar
icin siirekli fonksiyonlar, halkalar icin halka homomorfizmleri, metrik uzaylar igin
daralma doniigiimleri ve kismi sirali kiimeler i¢in sira koruyan doniistimler ise yapiy1
tam olarak korumamakla birlikte farkli nesneler arasinda anlamli bir gegis yapmak
icin uygun birer ara¢ olarak goriiliirler. Topolojik uzaylarin, gruplarin, vektor
uzaylarmin ve kiimelerin (direkt) garpimlar: da farkh bigimlerde tanimli olmalarina
karsin benzer ozellikler gosterirler. Matematiksel yapilar tanimlamaya devam
edildikge, yeni yapilarda yukaridakilerine benzer kavramlarin bir kargiliginin bulunup
bulunmadiginin aragtirilmasi ve varsa bu kavramlarin tanimlarinin yapilmasi
gereksinimi dogmaktadir. Bu tanimlama siirecinin ve tanimlarin bir standarda
kavugturulabilmesi ise yeteri derecede genel bir matematiksel yapi taniminin
verilmesi ve bu tamimin bilinen yapilar igerisinde karsilasilan benzer kavramlarin
uygun birer genellemesine giden uzantilarinin sunulmasina baghdir. Kategori teorisi
yukarida bahsedilen gereksinimleri karsilayacak bir genel bakig agisini, herhangi bir
matematiksel yap1 gesidinin biitiin 6rneklerini ve bu yap: birimleri arasindaki gecis
yollarimi belirli kurallara bagh kalan bir “kategori” icerisinde ele alarak sunarken,
farkli yap tiirleri arasinda giivenilir bir gecigin yapilmasini da olanakl kilmaktadir.

Uygulamada en sik kargilagilan kategoriler kiimeler tizerinde tanimlanmig

matematiksel yapilarla ilgili olanlardir. Bu tiir kategoriler genel olarak ilgili
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matematiksel yapinin biitiin 6rneklerini bir arada ele aldiklarindan kiime olamayacak
derecede genis parcalar icermek zorundadirlar. Ornegin kiimelerin kategorisi
iizerinde calismak icin biitiin kiimelerin toplulugundan bahsedilmesi gerekmekte,
ancak boyle bir toplulugun kiime olarak kabul edilmesi cesitli celigkilere neden
olmaktadir. Cantor ve Russell paradokslar: bu tiir ¢eligkilere basit birer térnek tesgkil
eder. Boyle tehlikeli derecede kapsamli genelliklerde caligilirken, olasi celigkilerden
kacinmay1 miimkiin kilmak ic¢in sinif kavrami ortaya atilmigtir. Burada kiime ve simif
kavramlarinin aksiyomatik altyapilarina ayrintih olarak deginilmeyecek, yalnizca
sinif kavramindan kisaca ve sezgisel bir yaklagimla bahsedilecektir. Bu kavramlarin
matematiksel tammlar1 i¢gin Devlin (1993) veya herhangi bir diger aksiyomatik
kiimeler kurami kitabina bagvurulabilir.

Genel olarak bir smif, kiimelerin herhangi bir toplulugu olarak diigiiniilebilir.
Kiime teorisindeki €, ¢, {}, | ve C benzeri simgeler, simflar i¢in de benzer anlamlara
gelirler. a bir simf ve X € a ise X bir kiime olmak zorundadir. p(x) bir agk
onerme, a bir simf olmak tizere {X € a | p (X)} simfi her zaman iyi tanimhdir. a ve
b simiflar1 verildiginde kiime teorisindekilere benzer bicimde aUb, anb ve ax b simiflar
olugturulabilir. Dolayisiyla siniflar arasinda bagintilar ve fonksiyonlar tanimlamakta
herhangi bir sikint1 yoktur. Bir kiime ile damgalanmig kiime ailelerine benzer
olarak, siif ile damgalanmig kiime aileleri tanimlanabilir. a;, ¢ = 1,2, ..., n simiflar
olmak iizere (ai, as, ..., a,) siralisinin da bir siif oldugu kabul edilir. Her ne kadar
uygulamalarda ¢ogu zaman ihmal edilse de, teknik nedenlerden dolay1 bir kiimenin
biitiin 6gelerinin yine birer kiime oldugu varsayilir. Bu bakimdan her kiime ayni
zamanda bir siniftir, ancak her sinifin bir kiime olmasi gerekmez. Bir kiimeden kiime
olmayan bir siifa orten fonksiyon tanimlamak olasi degildir. Kapsama bagintisina
gore genel anlamda bir en biiyiik kiime bulunmamasina karsin bir en biiyiik siif
vardir ve u ile gosterilen bu sif, biitiin kiimelerin sinifidir (Adédmek ve dig., 2004).

Biiyiik kiime topluluklarinin kiime oldugunun kabuliinden kaynaklanan bazi
geligkilerin simiflarin kullanimiyla nasil onlendikleri Russell Paradoksu iizerinde
orneklenebilir. u biitiin kiimelerin sinifi olmak tizere v = {X | X cuve X ¢ X}
oldugu kabul edilsin. Hicbir X kiimesi i¢cin X € X olmayacag1 diizenlilik aksiyomu

gibi kiime aksiyomlar:1 ile garanti altina alindigindan ve her kiime u 'nun 6gesi
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oldugundan v biitiin kiimeleri icerir, yani v = u olup v bir kiime degildir. Buradan
“p € u” ve onun “ve” baglaciyla giiclendirilmisi olan “v € u ve v ¢ v” 6nermesinin
yanls oldugu ortaya cikar. Boylece v ’nin tanimlayici 6zelliginden dolay1 v ¢ v
oldugu goriiliir ve bu durum “biitiin kiimelerin kiimesi” {izerinde goriilen celigkinin

bir benzerinin biitiin kiimelerin sinifi {izerinde goriilmesini engeller.

2.3.1 Kategoriler

Kategoriler ¢ok genel yapilar olabildiklerinden kategori teorisindeki bazi
kavramlarin simiflar iizerinden tanmimlanmalari gerekir. Bu smiflar ayn1 zamanda
birer kiime olduklarinda, ilgili kavramdan “kiiciik” sifatiyla birlikte soz edilebilir.
Baz1 kavramlar ise geleneksel olarak kiimeler iizerinde tanimlanageldiginden,
bunlarin kiime olmayan bir smif iizerinde de tanmimlanmig olabileceklerinin
vurgulanmasi gerektiginde “genis” sozciigii kullanilir.

Tanim 2.3.1.1 Asagidaki kogullar1 saglayan bir K = (|K| ,h(I){m,I, -) dortliisiine
bir kategori denir (Addamek ve dig., 2004).
(i) |K| bir simftir.
(ii) Her A, B € |K]| ikilisi i¢in h(I){m (A, B) bir kiimedir.
(ii) (A,B) # (C,D) ise h%m (A,B)N h(I){m(C,D) =o,VA, B,C, D € K|
(iv)  Her A, B,C € |K]| igin ano h%m (B,C) x h%m (A, B) — h%m (A,C),

(9, f) — ac (9, f) =g e f bir doniigiimdiir.
(V) Her A,B,C,D € K|, f € h%m(A, B), g€ h(I)(m(B,C’), h € h%m (C, D)

icinh - (g, f)=(_ 9 - f
(vi)  Her B € |K] igin bir Iz € h%m (B, B) vardir oyle ki, Vf € h%m (A, B)
icin Ip s f=fveherge h%m(B, () igin g e Ip=g
K = (K| ,h%m,l, -) bir kategori olmak {iizere |K| simifinin 6gelerine K-nesne
(veya kisaca nesne) denir. h%m (A, B) kiimesi K kategorisinde A ’dan B ’ye
morfizmlerin kiimesi olarak adlandirihir. Kategoriye vurgu yapilmasina gerek
olmadiginda h(I){m (A, B) yerine hom (A, B) yazilabilir. f € hom (A, B) ise f ’in

A ’dan B ’ye bir K-morfizm (veya kisaca morfizm) oldugu stylenir ve bu durum

f A < B, A % B veya kategoriye vurgu yapilmadan f : A — B, A J. B
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gosterimlerinden biri ile ifade edilir. A . B olmasi durumunda A 'va f ’in
tanim nesnesi, B ’ye f ’in deger nesnesi denir. (iii) kogulu her bir morfizmin tam
olarak birer tane tanim ve deger nesnesinin bulundugunu ifade eder. Genel olarak
herhangi bir karigikliga sebep olmayacagindan bileske semboliiniin altina nesne adlar:
yazilmaz, boylece ane? 200 A% gibi gosterimlerin yerine -, o, e basitlestirilmis
simgeleri kullanilir. Iz morfizmine B igin birim morfizm adi verilir. Her ne kadar
morfizmler ile kategorik bilegke, fonksiyonlar ile klasik bileskenin bir benzeri olarak
tasarlanmigsa da, bir morfizmin her zaman bir fonksiyon olmasi, béyle oldugunda
da bilegkenin bilinen bilegkeyle ayni olmasi gerekmez (Adamek ve dig., 2004).
Belirli durumlarda birden ¢ok morfizmin gosterilmesinde diyagram adi verilen
gosterim bigimi kullanilabilir. Genelde dogrusal bir diyagram yalnizca morfizmlerin

tanim ve deger nesneleri hakkinda bilgi verirken, icerisinde dongiiler veya

dallanmalar olan diyagramlar morfizmler arasindaki iligkileri de aciklar. Ornegin
ALp L cp
dogrusal diyagrami yalnizca f : A — B, g: B — C ve h : C' — D morfizmlerinin

varligini belirtirken
A-L.p

0| |7
C’TD

diyagrami f : A — B,g: A— C,h: B — Dvek: C — D morfizmlerinin varligini
bildirmenin yaninda h- f = k-g esitliginin var oldugunu da soyler. Diyagram iizerinde

birim morfizmleri belirtmek i¢gin ¢ift ¢izgi kullanilir. Buna gore

A fl
s
B p— B

diyagramindan Ip - f1 =I5 - f3 yani f1 = fo,
AL p2.c
N

A B C
f g
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diyagramindan ise [’ = jg - f - ja ve ¢ = ¢ - jp oldugu anlagiir. Ayni nesne
giftleri arasinda ok yoniindeki herhangi iki yolun egit oldugu anlami tasiyan bu
tiir diyagramlara degisimli diyagram denir. Bu ¢alismada aksi belirtilmedikc¢e her
diyagramin degisimli oldugu kabul edilecektir (Addmek ve dig., 2004).

Herhangi bir kategoriyi belirtmek i¢in J, K, L gibi harfler kullanilabilir. Bununla
birlikte, baz1 ¢nemli kategoriler icin birden cok harften olusan 6zel gosterimler
atanmigtir.

Ornek 2.3.1.1 En temel kategorilerden biri olan SET = (u, %%rTn, I,0) kategorisi
kiimeler ve fonksiyonlarin kategorisi adini alir. Burada |[SET| = u biitiin kiimelerin
simifidir, yani SET kategorisinin nesneleri kiimelerdir. Herhangi A ve B kiimeleri
i¢in }é%gl (A, B), A ’dan B ’ye biitiin fonksiyonlarin kiimesidir. Bagka bir deyisle
SET-morfizm ve fonksiyon denk kavramlardir. Bir B kiimesi i¢in Iz : B — B
birim morfizmi 6zdeslik fonksiyonu olarak alinir ve o bilegkesi fonksiyonlarin aligilmig
bilegkesidir (Adamek ve dig., 2004).

Ornek 2.3.1.2 Topolojik uzaylar ve siirekli fonksiyonlarin kategorisi TOP ile
gosterilir. TOP-nesneler topolojik uzaylardir ve herhangi (X, 7),(Y,v) € |TOP|
igin hom (X, 7),(Y,v)) kilmesi X ’ten Y ’ye tamumli ve 7 ile v topolojileri altinda
stirekli ((f<)™ (v) C 7 ozelligine sahip) fonksiyonlardan olugur, yani TOP-morfizm
ve siirekli fonksiyon kavramlar1 birbirine denktir. TOP kategorisindeki birim
morfizmler 6zdeslik fonksiyonlari, kategorik bileske ise fonksiyon bilegkesidir
(Addmek ve dig., 2004).

Ornek 2.3.1.3 1lgili yapilara gore birim doniisiimlerin de siirekli olacaklarina
dikkat edilerek, (Kent anlamindaki) yakinsaklik uzaylari ve bu uzaylar altinda
tanimlanan siirekli fonksiyonlarin bir kategori belirledigi Teorem 2.2.1 15181 altinda
kolayca goriilebilir. Bu kategori CONYV ile gosterilir (Addmek ve dig., 2004).

Bu ¢alisma boyunca kullanilan veya genel anlamda 6nemli olan kategorilerden
bazilar1 gosterimleriyle birlikte agagida tanimlanmigtar.

Tanim 2.3.1.2 Gruplar ve grup homomorfizmlerinin  kategorisi GRP,
degismeli gruplar ve grup homomorfizmlerinin kategorisi AB, halkalar ve
halka homomorfizmlerinin kategorisi RNG, gercel vektor uzaylari ve lineer

doniigiimlerin - kategorisi VEC, metrik uzaylar ve daralma doniigiimlerinin
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(d(f(x), f(y) < d(z,y) ozelligine sahip fonksiyonlar) kategorisi MET, Banach
uzaylart ve lineer daralma doniigsiimlerinin kategorisi BAN, diizgiin uzaylar ve
diizgiin siirekli fonksiyonlarin kategorisi UNIF', kismi sirali kiimeler ve sira koruyan
fonksiyonlarin kategorisi POS, kafesler ve kafes homomorfizmlerinin (A ve V ikili
igslemlerini koruyan fonksiyonlarin) kategorisi LAT, tam kafesler ve herhangi sayida
oge tizerinden alinan ebas ve ekiisii koruyan doniigsiimlerin kategorisi CLAT, tam
grupoidler ve kesin tam grupoid homomorfizmlerinin kategorisi CGR ile gosterilir.
Bu kategorilerin tiimiinde birim morfizmler 6zdeglik fonksiyonlarina, kategorik
bilegke fonksiyon bilegkesine kargilik gelir (Addmek ve dig., 2004).

Bir kategoride morfizmlerin fonksiyon bigiminde olmasi gerekmez. Asagida bu
tiir kategorilerin iki 6rnegi verilmistir.
Ornek 2.3.1.4 Pozitif tamsayilar ve gercel matrislerin kategorisi olarak
adlandirilan MAT = (N, Mg, I, %) kategorisinin nesneleri pozitif tamsayilardir.
Her m,n € N* icin m ’den n ’ye bir MAT-morfizm, m x n tipindeki bir gercel
matris olarak tammlanr. Boylece hom (m,n) = Mg (m, n) olur. n € N nesnesine
kargilik gelen I,, birim morfizmi n x n tipindeki birim matristir ve - matris ¢arpimini
gostermek {izere uygun iki morfizmin bilegkesi g * f = f - g bigiminde tanimhdir
(Adamek ve dig., 2004).
Ornek 2.3.1.5 Bir (L, <) kismi sirali kiimesine L = (L, < N{_},¢,-) bicimindeki
bir kategori goziiyle bakilabilir. Burada kategorinin nesneleri L kiimesinin 6geleridir.
< bagitis1 < = {(a,b) | a < b} bigimindeki kiime olarak ele alinmak iizere her a,b €
L i¢in a 'dan b 'ye tamimli L-morfizmlerin kiimesi < N {(a,b)} olarak tanimlanir.

Buna gore,
hom (a,) = {(a,b)}, a <bise
L @, a % b ise
olup iki nesne arasinda en ¢ok bir morfizm bulunabilir. Birim morfizimler §, = (a, a)
bigimindedir ve a < b, b < ¢ oldugu durumlarda bilegke iglemi (b, ¢) - (a,b) = (a,c)
kuraliyla verilir (Addmek ve dig., 2004).
Tamim 2.3.1.3 K bir kategori ve A € |K]| olsun. Bir A L, A morfizmine A 'nn bir

endomorfizmi denir. A 'nin biitiin endomorfizmlerinin kiimesi EII<1d (A) veya kisaca

End (A) ile gosterilir (Addmek ve dig., 2004).
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Bu tamima gore End (A) = hom (A, A) oldugu aciktir.
Tamim 2.3.1.4 K = (|K]| ,h%m,l,-) bir kategori olsun. Her A, B € |K| igin
h%m (A,B) = h%m(B,A) ve her A,B,C € |K|, her f € h%m (A, B), her
g € hom (B,C) igin g~ f = f - g olarak tamimlanmak tizere K = (|K|,hom,i,~)
kategoI:isine K kategorisinin karsit1 (duali) denir (Addmek ve dig., 2004). )
Tanmimdan goriilecegi gibi bir kategorinin kargitinin nesneleri kategorinin kendi

nesneleriyle aynidir, yani

K’ = |K| 'dir. Karsit kategoriye gecildiginde morfizmlerin
tanim ve deger nesneleri birbiriyle yer degistirir. Bu durum kisaca

AL Be— L4

K K

seklinde ifade edilebilir. Yeni bileskenin her durumda taniml olabilmesi i¢in tanim
ve deger nesnelerindeki degisikligin islem sirasinda da yapilmas: gerekir. Herhangi
bir K kategorisi i¢in K=K olacag aciktir.
Ornek 2.3.1.6 SET = (u,hom, I,6) kategorisinin nesneleri yine biitiin kiimeler

SET

olmakla birlikte, A kiimesinden B kiimesine bir f Sfﬁ‘-morﬁzmi, bir f: B — A

fonksiyonuna karsilik gelir. A = {a}, B = {z,y} olmak tizere iki farkh A SEL% B

. . f .
morfizmi bulunmasina karsin, yalmzca bir tek A — B morfizmi vardir.
SET

2.3.2 Fonktorler
Iki kategori arasinda anlamli bir gecis yapilabilmesini saglayan temel araclar

fonktor adini alir.  Bir fonktér bir kategorinin nesnelerini diger kategorinin
nesnelerine, morfizmlerini diger kategorinin morfizmlerine doniistiiriirken ayni
zamanda tanmim ve deger nesnelerini, birim morfizmleri ve bilegke iglemini de
yeterince koruyacak bicimde tanimlanir.
Tanim 2.3.2.1 K = (|K]| ,h%m,l,~) ve L = (|L] ,h(im,l,o) iki kategori olmak
iizere agagidaki kogullar1 saglayan bir F kuralina K ’den L ’ye bir fonktoér denir ve
bu durum F : K — L bigiminde belirtilir (Addmek ve dig., 2004).

(i) Aec K| = F(A) e |L]

(ii) f:A;B:>}"(f):.7:(A)E>.7:(B)

(i) Flg-f)=7F(9)oF(f),Vf €hom(A,B);g € hom(B,C); A, B,C € [K]|

(iv)  F(Ia) =Irn , VA€ K|
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Ornek 2.3.2.1 Her (X,7) € |TOP| igin U (X,7) = X ve her f : (X,7) — (Y,v)
TOP-morfizmi (siirekli fonksiyonu) icinU (f) : X = Y, (U (f)) (x) = f(x),Vx € X
bigiminde tanimlanirsa ¢/ : TOP — SET bir fonktor olur. Bu fonktor vasitasiyla
topolojik uzaylar, iizerinde kurulu olduklar1 kiimeye doniisiirken, siirekli fonksiyonlar
formiilleri ayn1 olan siradan fonksiyonlar halini alir (Addmek ve dig., 2004).
Ornek 2.3.2.2 K bir kategori olmak iizere her A € |K| icin Zx (A) = A ve her
f A — B K-morfizmi igin Zg (f) = f kurah ile bir Zx : K — K fonktorii
tammmlanir. Zk ’ye K igin birim fonktor adi verilir (Addmek ve dig., 2004).
Ornek 2.3.2.3 Her bir X kiimesi i¢in 7 (X) X ’in biitiin alt kiimelerinin kiimesini
gostersin ve her bir f : X — Y fonksiyonu igin P (f) = f— olarak tanimlansin.
Bu durumda P : SET — SET bir fonktordiir. Gergekten, her X € |SET| icin
P(X) € |[SET| ve her f: X p— Y fonksiyonu icin P (f) = f~ : P (X) p— P(Y)
olur. Ayrica SET kategorisindeki her X oy 4 Z dwrumu ve VA € P (X) igin
(go f)7(A) = {(gof)(z) |z €A}

= {9(f (@) |z € A}

= {9 lyef (A}

= g (/7 (4)

= (970 f7)(4)
oldugundan P (go f) = P(g) o P (f) esitligi gegerlidir. Son olarak, herhangi bir
X € |SET| ve A € P(X) icin

[P (Ix)] (A) =TIy (A) = {Ix (z) |z € A} = A =1Ip(x) (4)
oldugundan P (Ix) = Ip(x) olur (Addmek ve dig., 2004).
Yukaridaki érnekle tamitilan P : SET — SET fonktoriine (kovaryant) kuvvet
kiime fonktorii ad1 verilir.
Tanim ve deger kategorileri karsilikli olarak ayni olan ve nesne ve morfizmleri

kargilikli olarak ayni nesne ve morfizmlere tagiyan iki fonktoriin birbirine esit oldugu
sOylenir.

Onerme 2.3.2.1 K, L ve M kategoriler, F : K — L ve G : L — M birer fonktor
olsun. Bu durumda her A € |K| igin (G- F)(A) = G(F(A)) veher f : A — B
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K-morfizmi igin (G - F) (f) = G (F (f)) kurali ile verilen G - F, K ’den M ’ye tanimli
bir fonktordiir (Addmek ve dig., 2004).

Onerme 2.3.2.2 K, L, M, N kategoriler, F : K - L, G:L—-M, H: M — N
fonktorler olsunlar. H- (G- F) : K — N ve (H-G)-F : K — N fonktorleri birbirine
esittir (Addmek ve dig., 2004).

Yukaridaki iki onermenin kanit1 fonktor tamimi yardimiyla zorlanmadan elde
edilir. Buradaki G-F fonktoriine G ve F fonktorlerinin bileskesi adi verilir.
H-(G-F) ve (H-G)-F yerine H -G - F yazlabilir. K bir kategori, F : K —» K
bir fonktdr olmak tizere F - F : K — K fonktori F2, F2.F = F - F? fonktorii ise
F3 ile gosterilir.

Tanmim 2.3.2.2 K ve L kategoriler, 7 : K — L ve G : K — L iki fonktor olsun.
Asgagidaki iki kogulu saglayan bir j = {74 | A € |K|} simfina F ’den G ’ye bir dogal
déniigiim denir ve bu durum j: F — G ile gosterilir (Addmek ve dig., 2004).

(i) Her A € |K| igin j4 : F (A) — G (A) bir L-morfizmdir.

(i)  Her f: A — B K-morfizmi i¢in 35 - F (f) = G (f) - 74 'dur.

Bu tanima gore, 7 : F — G olmasi her A % B morfizmi i¢in L ’de

F(4) 1 ()

olmasi anlamina gelmektedir.

Ornek 2.3.2.4 Tygc : VEC — VEC gercel vektor uzaylar ve lineer doniigtimler
kategorisinin birim fonktorii olsun. R kendi iizerindeki vektor uzayr olarak
diigiiniilmek iizere herhangi bir V' gergel degerli vektor uzayi i¢in V* = hom (V,R)
ve her bir ¢ € hom (V,W), g € W* igin ¢* (g9) = g o ¢ olarak tamimlansin. Bu

durumda ¢* € hom (W*, V*) olacag1 gosterilebilir ve

D(V)=(V")", VYV € |[VEC|; D (p) = (¢*)", Ve € hom (V,W)
kurali bir D : VEC — VEC fonktorii belirler. Bu kogullar altinda her V' € [VEC|
icin gy : Zyec (V) =V — D (V) doniigiimii

v @) (f) = f(z), Ve e X, VfeV”
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bigiminde tammlanirsa her bir V' € |VEC| i¢in jy € hom (V,D(V)) ve her bir
¢ € hom (V, W) igin

v 2 D)
wl JD(VD)
W — D(W)

olur. Dolaysiyla ) : Zyvgc — D bir dogal doniisiimdiir (Addmek ve dig., 2004).
Tanim 2.3.2.3 F : K — L bir fonktor, X € |L| olsun.
a) U € K| ve u: X — F(U) bir L-morfizm olmak iizere, her bir A € |K| ve
f: X — F(A) L-morfizmi igin
X 2= F(U)
T
X — F(A)
olacak bicimde bir ve yalnizca bir f, : U — A K-morfizmi varsa u 'ya X ’ten F ’e

bir baglangi¢c morfizmi denir.

b) U € [K| ve u: F (U) — X bir L-morfizm olmak iizere
f

Fla) — x
vA€ K|, vF(A) L X, 34 L0 s |
FU) — X

kosulu gercekleniyorsa u morfizmine F ’den X ’e bir sonu¢ morfizmi adi verilir
(Addmek ve dig., 2004).
Tanim 2.3.2.4 F : K — L bir fonktor olsun. Her bir X € |L| nesnesine karsilik
bir ny : X — F(X.) baglangic morfizmi bulunabiliyorsa F ’e bir sag adjoint
fonktor denir. Her X € |L| igin bir ex : F(X*) — X sonug¢ morfizminin var
olmasi durumunda ise F ’e bir sol adjoint fonktér denir (Adamek ve dig., 2004).
Sag ve sol adjoint fonktor kavramlar: birbirinden bagimsiz degildir. Gergekten,
verilen her bir sag (sol) adjoint fonktore, tek tiirlii olarak belirlenen bir sol (sag)
adjoint fonktor baglanabilir.
Teorem 2.3.2.1 a) F : K — L bir sag adjoint fonktor olsun ve her bir X € |L| i¢in
bir ny : X — F (X.) baslangi¢ morfizmi segilsin. Her X € |L| i¢in, n : Zy, — F - F.,
bir dogal déniisiim ve F, (X) = X, olacak bigimde bir tek F, : L — K fonktorii

vardir.
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b) F : K — L bir sol adjoint fonkttr olsun ve her bir X € |L| nesnesi i¢in
bir ex : F(X*) — X sonug morfizmi segilsin. Her X € |L| i¢in, ¢ : F - F*— Tk
dogal doniigiim ve F* (X) = X* olacak bi¢imde bir tek F* : L — K fonktorii vardir
(Addmek ve dig., 2004).

Kanit. a) F : K — L bir sag adjoint fonktér olsun, her bir X € |L| igin bir
ny : X — F(X.) baslangi¢ morfizmi segilsin ve bir f : X - Y morfizmi verilsin.
Bu durumda 7y : Y — F (Y.) olacagindan

ny - f: X = F(Y.)

olur ve 7y baslangic morfizmi oludugundan h = (ny - f), : X, ~ Y, morfizmi

X X, F(X,)
|

lf(h)

X — FYL)

ny-f
diyagramini degisimli yapacak tek morfizmdir. Bu kogullar altinda,

Fe(X) =X, vX e [L], £ (f) =y - f., ¥f € hom(X,Y), ¥X,Y € [L|

ile iyi tanimh bir tek F, kurali verilebilir. L kategorisindeki birim morfizmleri ve
bilegkeyi korudugu gosterilirse F, in fonktor oldugu goriilmiis olur.

X € |L] ve Iy : X — X birim morfizm olsun.

X 25 F(X,)
|

lf(h)

X — F(X,)

nx-Ix

diyagramini degisimli yapan tek bir h = (5 - Ix), : X. = X, morfizmi vardir ve
F. 'm tamm geregi h = F, (Ix) ’tir. Diger yandan, yalnizca 1y = 17y oldugunu

gostermesinden dolay1
X X F(X,

)

nx-Ix

diyagrami da degisimlidir. F fonktor oldugundan Izx,) = F (Ix,) olur ve h 'nin
tekliginden dolay1 o = Ix, olmaldir. Boylece F, (Ix) = Iz, (x) oldugu goriilmiis

olur.
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L'de X 1, Y -2 Z morfizmleri verilsin ve h : X, ? Y., k:Y, ? 7.

X X5 F(X,) Yy 2 F(Y)

N

X —— F(.) Y —— F(Z,)
ny-f Nz9

diyagramlarini degigimli yapan morfizmler olsun. Bu durumda
Fu(f)=h, Filg) =k
olur ve F (h) - nx =ny - f, F (k) - ny =n, - g esitlikleri saglanir. Buradan

Fk-h)-ny=Fk)-Fh)-nx=FE)-ny-f=nz-9-f

elde edileceginden
x X, (X.)

H |t

X —— F(Z,)
nz-(9-f)

diyagrami da degisimli olur ve boylece F. (g- f) = k- h = F.(g) - Fi (f) oldugu
goriiliir. Dolayisiyla F, : L — K bir fonktordiir. Diger yandan her bir X % Y igin
ny - = F (F.(f)) - nx oldugundan
Iy (X) === (F- F)(X)
IL(f)J l(f-f*)(f)
L) — (F-F)Y)
diyagrami degisimli olur.

b) (a)’da yapilana benzer olarak
F(X)=X*" VX e|L|, F*(f)=(f-ex)", Vfe h(im(X,Y), VXY € |L|

ile tanimh bir 7* : L — K fonktoriiniin alinmasiyla istenilen sonuclar elde edilir. m
Bundan sonra F bir sag adjoint fonktor oldugunda F,, sol adjoint fonktor
oldugunda ise F* gosterimi, Teorem 2.3.2.1 ile elde edilen fonktorleri belirtmek igin
kullanilacaktir.
Teorem 2.3.2.2 a) F : K — L bir sag adjoint fonktor ise, F, : K — L bir sol
adjoint fonktordiir.
b) F : K — L bir sol adjoint fonktor ise, F* : K — L sag adjoint fonktordiir
(Addmek ve dig., 2004).

66



2.3.3 Alt Kategoriler

Tanim 2.3.3.1 J = (|J| ,h%m,l,-) ve K = (|K| ,h%m,l,-) kategorileri verilsin.
|J| C |K| ve her A, B € |J| igin h%m (A,B) C h%m (A, B) ise J ye K ’nin bir alt
kategorisi denir. Her A, B € |J| i¢in h%m (A, B) = h%m (A, B) esitligi varsa J 'nin
K ’nin bir eksiksiz alt kategorisi (full subcategory) oldugu séylenir (Addmek ve dig.,
2004).

Alt kategori tanimi, alt kategoride bulunan nesneler igin birim morfizm ve
bilegke islemlerinin iist kategoridekilerle ayni olmasimi gerektirir. Ana kategorideki
morfizm kavramina dokunulmaksizin yalnizca nesne sinifi daraltilarak elde edilen
alt kategoriler eksiksizdir. Eksiksiz olmayan bir alt kategori elde etmek igin
alt kategoriye ait olacak nesneler arasindaki morfizmlerin sayisinda da eksiltmeye
gidilmesi gerekir.

Ornek 2.3.3.1 Her Hausdorff uzay1 bir topolojik uzay oldugundan ve Hausdorff
uzaylar1 arasindaki siirekli fonksiyon kavrami, topolojik uzaylar arasindakiyle ayni
oldugundan, nesneleri Hausdorff uzaylar1 morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan
HAUS kategorisi, nesneleri topolojik uzaylar morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan
TOP kategorisinin bir eksiksiz alt kategorisidir (Adédmek ve dig., 2004).
Ornek 2.3.3.2 POS nesneleri kismi sirali kiimeler ve morfizmleri sira koruyan
fonksiyonlar olan kategori, LAT kafesler ve kafes homomorfizmlerinin (A ve V ikili
iglemlerini koruyan fonksiyonlarin) kategorisi olsun. Her kafes bir kismi sirali kiime
oldugundan |LAT| C |POS]| olur. (L,<),(M,=) € |LAT| ve f: (L,<) — (M, =X)
bir LAT-morfizm olsun. Bu durumda her z,y € L i¢in
r<y = x=xANYy

— [(@)=[f(zAy)

— flo)=[ (@) A [fy)

—  f(x) 2 f(y)
yazilabileceginden f bir POS morfizm olur. Buradan

hom ((L, <), (M, X)) C hom (L, <), (M, =))

LAT

oldugu goriiliir. Diger yandan X = {a,b} olsun. C ve < gosterimleri aligilmig

anlamlarinda kullanilmak tizere f : (P (X),C) — ([0, 1], <) fonksiyonu f (&) = 0,
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f{a}) = 3, f({b}) = 3, f(X) = 1 ile tammlansm. Her C,D € P (X) icin,
CCD = f(C)< f(D) onermesi saglandigindan f bir POS-morfizmdir ancak
f{a}n{b}) =0# L = f({a})A f({b}) oldugundan bir LAT-morfizm degildir.
Sonug olarak, LAT kategorisi POS kategorisinin bir alt kategorisi olmakla birlikte
eksiksiz bir alt kategorisi degildir (Addmek ve dig., 2004).

Ornek 2.3.3.3 Nesneleri metrik uzaylar, morfizmleri daralma doniistimleri (segilen
her bir nokta ikilisinin goriintiileri arasindaki uzakligin, kendi aralarindaki
uzakliktan biiyiik olmamasini saglayan fonksiyonlar) olan MET, TOP kategorisinin
bir alt kategorisi degildir, ¢iinkii ayn1 topolojik uzaya karsilik gelen bir ¢ok farklh
metrik uzay bulundugundan |MET| C |TOP| olmasi saglanmaz. Diger yandan,
nesneleri metriklenebilir topolojik uzaylar, morfizmleri siirekli doniigiimler olan
TOPy\ kategorisi, TOP kategorisinin bir eksiksiz alt kategorisi olur (Addmek ve
dig., 2004).

Tamm 2.3.3.2 K bir kategori, J K ’'nin bir alt kategorisi, 4 € |K| olsun. A € |J]|
ve ry A?Aolmak iizere her B € |J| ve f: A ?B icin

A AL A

|

A —— B
f

diyagramini degisimli yapacak bir f A - B morfizmi varsa r4 'ya A icin bir
J-yansima adi verilir. Her A € |K]| igin bir J-yansima varsa J ’ye K ’nin bir
yansimali alt kategorisi denir (Addmek ve dig., 2004).

Tanim 2.3.3.3 K bir kategori, J K "nin bir alt kategorisi, A € |K| olsun. A € |J|

ve cA:A?AolmakiizereherBE |J| Vef:B?Aigin

BLA

i

A ——
cA
diyagramim degisimli yapacak bir f : B - A morfizmi varsa ¢4 ’ya A icin bir
J-egyansima adi verilir. Her A € |K]| igin bir J-egyansima varsa J ’ye K ’nin

egyansimali alt kategorisi denir (Addmek ve dig., 2004).
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2.3.4 Monadlar

Tanmim 2.3.4.1 K bir kategori, 7 : K — K bir fonktér, n : Zx — 7 ve u: 72 — T
birer dogal doniisiim olsun.
Her A € K| i¢in pig - 74y = pa - 7 (n4) = I7a) (Birimlilik)
Her A € [K] i¢in puy - pgay = pia - T (114) (Birlegme)
kogullar saglaniyorsa (7,7, u) iigliisiiniin K kategorisi iizerinde bir monad oldugu
soylenir (Hohle, 2001).

Birimlilik ve birlesme kosullar1 agagidaki iki diyagramla ifade edilebilir:

T(A) 279, 24) Z00 T (a) T3(4) 2 T2(4)
I =
T(A) —— T(A) —— T(A) T°(4) — T(4)

Bir (7,7n,1) monadinda n ’ya birim dogal doniigiimii, u ’ye carpim dogal
doniistimii denir (Hohle, 2001).
Ornek 2.3.4.1 Zggr : SET — SET birim fonktor ve P : SET — SET Ornek
2.3.2.3 ile verilen kuvvet kiime fonktorii olsun ve her bir A € |[SET| igin bir
z = s (x) ={r}
fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda her f : A — B fonksiyonu ve her x € A icin

(P(f)ona) () =P(f) (na (@) =7 {z}) ={f (@)} = 05 (f () = (np o [) (x)

oldugundan

lP(f)

B

A=Tsgr(A) 2 P(A)
f:ISET(f)J/
B

diyagrami degisimlidir ve 7 : Zggr — P bir dogal doniisiim olur. Benzer olarak her
bir A € |[SET] igin bir
pa @ P2(A) — P(A)
A NA($>:UA: U X

XeA
fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda yine her f : A — B fonksiyonu ve her bir X' €
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P? (A) kiime ailesi igin bilinen goriintii kiimesi 6zellikleri de kullamlarak

(15 o P2 () (X) = g ((P*(f)) (X))
pp (P (f)) " (X))

= pup((f7)7 (X))
pe ({7 (X) [ X e &)

:Uf—>

XekXx

- (gf>

= (P(f) (U X)

Xex

= (P() (na (X))
= (P(f)opa)(X)

olacagindan

P(A) === P(4)

PQ(f)l Jp(f)

P*(B) —— P(B)
Iz
diyagrami degigimlidir ve p : P? — P bir dogal doniigiim olur. Verilen 1 ve p
dogal déniisiimleri ile birlikte (P, n, ) tigliisit SET kategorisi iizerinde bir monaddir.
Gercekten her bir A € [SET| ve X € P (A) icin
(MA o 777>(A)) (X) =14 (777>(A) (X)) pa ({X}) = U X}=X= Lpa) (X)

ve

(haoP (n4)) (X) = pal

= pa(ny (X))
= pa({na(2) |z € X})
= ma({{z} |z € X})
= Uz} |z eX)

= X

= 1p (X)
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olacagindan fi4 0 nzsy = g © P(n4) = Ipay olup birimlilik saglanr. Birlesme

kogulu ise, her X € P3 (A) i¢in
(a0 P (pa) (X) = pa(py (X))
= pia ({pa (X) | X € X})
= Jua(x)

Xex

~(U)

= Ha (MP(A) (%))

= (#A ° NP(A)) (%)
olmasindan elde edilir (Hohle, 2001).

Yukaridaki ornekte ele alinan, SET kategorisi iizerindeki (P,7, ) monadina

kuvvet kiime monadi ad1 verilir (Hohle, 2001).
Tanim 2.3.4.2 (Klon Bileske) (7,7n,u) bir K kategorisi iizerinde bir monad
olsun. Her A,B,C € |K| ve her f: A — T (B), g : B — T (C') K-morfizmleri
icinge f=pus-7(g)- file tammlanan ge f : A — 7 (C') K-morfizmine g ve f ’in
(7, n, 1) monadina gore klon bilegkesi denir (Hohle, 2001).
Ornek 2.3.4.2 SET iizerindeki (P,7, 1) kuvvet kiime monadi ele almsm.
A,B,C € |SET| olmak iizere A Joop (B), B X P(C) fonksiyonlarimim
ge f: A— P(C) klon bilegkesinin her bir 2z € A i¢in

(gof)(z) = (pcoP(g)of)(x)
= uc (g™ (f (2)))
= pe{g) lyef(x)})

degerini aldig1 goriiliir (Hohle, 2001).
Onerme 2.3.4.1 (7,7, ) bir K kategorisi {izerinde bir monad ve A AN 7T (B),
B+ T(0),C N (D), A % B ise asagidaki esitlikler saglanir (Hohle, 2001).
(M1)  he(gef)=(heg)ef
(M2) npef=1/
(M3)  ge(np-9)=g-¢
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Kanit. ;i : 72 — 7T bir dogal déniisiim oldugundan C' — T (D) igin
T2(C) L T(0)

T2(h)l lT(h)

T*(T(D)) —— T(T(D))

HT(D)
diyagrami degisimlidir, yani 7 (k) - ic = fig(py -T2 (h).esitligi vardir. Buradan, klon
bilegske taniminin yerine yazilmasiyla
he(gef) = he(uc-T(9)-f)
= wp-T(h)-(pe-T(9)-f)
= Hp - HT(D) -T? (h)-T(g) f
elde edilir. Diger yandan birlesme kosulu jip - pr(py = pip - 7 (up) olmasim
gerektireceginden, -7 (h) - g: B — T (D) olduguna dikkat edilerek
(heg)ef = (up-T(h)-g)ef
= pp-T(pp-T(h)-g)-f
= pp T (up) - T(T(h) T (9)-f
= pp - prpy - T(h)-T (g)- f
bulunur ve boylece (M1) esitligi elde edilmis olur.

(M2) esitligi, birim kogulunun B nesnesi i¢in yazilmasiyla
nB.f::U'B'T(nB)'f:IT(B)'f:f
bi¢ciminde goriiliir.
n : Ik — 7 bir dogal doniigiim oldugundan,
B 2, T(B)
| e

)
7(C) — T(T(C))

nTc)
diyagrami degismeli olup
T(9) 15 ="7c)" 9
esitligi vardir. C' nesnesi i¢in birim kosulu da kullanilirsa
geg o) =pc-T(9) p-¥)=tc N7y 9-¢=lrec) g-¢=9g-¢

bigiminde (M3) esitligi de goriilmiig olur. m
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Tamim 2.3.4.3 K bir kategori, 7 : |K| — |K| K kategorisinin nesneler simfi
iizerinde tamiml bir fonksiyon olsun. Her bir A € |K| igin bir n, : A — 7 (A)
K-morfizmi verilsin ve “o” K ’de A SN (B), B -2 T (C) bicimindeki her

morfizm ikilisine kargilik bir A ELR (C') morfizmi versin.

(M1)  he(gef)=(heg)ef

(M2)  ngef=/f

(M3) ge(np-¢)=g-¢
kogullar1 saglaniyorsa (77,7, ) iicliisiiniin K iizerinde klon bi¢imli bir monad oldugu
soylenir (Hshle, 2001).
Onerme 2.3.4.2 (Uglii Carpim Kurali) Bir K kategorisi iizerinde bir (7,7, 1)
monadi veya bir (7,7, e) klon bigimli monadi verilmig olsun. K ’de A 5 B,
B L T (C) ve C -5 T (D) olmak iizere

he(g-¢)=(heg) ¢
esitligi vardir (Hohle, 2001).
Kanit. Sirasiyla (M3), (M1) ve (M3) kullanilirsa
he(g-¢)=he(ge(ng-¢))=(heg)e(ng-¢)=(heg) ¢

bulunur. m
Onerme 2.3.4.3 (Fonktore Tamamlama) (7,7, e) bir K kategorisi tizerinde bir
klon bigimli monad olsun ve 7 nesne fonksiyonunun tanimi her X ¥V K-morfizmi
icin 7 (f) = (ny - f) @ Ir(x) olacak bicimde genisletilsin. Bu durumda 7 : K — K
bir fonktor, n : Zxg — 7 bir dogal doniigiim olur (Hshle, 2001).
Kanit. (M1), (M3) ve iiclii carpim kuralinin uygulanmasiyla K ’deki her X I, Y,

Y -4 Z durumu icin

T(g-f) = (z-(g-f))elrx

= (nz-9) ey - f)elrx
(nz-9) & (Irvy - ((ny - f) o I7(x)))

= ((nz-9) o Izrm)) - ((ny - f) o Ir(x))

= T(9)-T(f)

bulunur. Ayrica (M2) yardimiyla, her A € |K| igin

T (Ia) = (na-La) @ L7y = 14 @ LI7(a) = I ()
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olacagindan 7 : K — K bir fonktér olur ve her X . v K-morfizmi icin

T(f)'nx = ((UY'f)’IT(X))'UX
(ny - f) o (Irx) - nx)
= (ny-f)e(ny Ix)
(

Ny - f) - Ix

Ny - f
olup
X X 7(X)
l T(s
Y —— T(Y)
diyagrami degisimlidir. Dolayisiyla ) : Zx — 7 bir dogal doniigiim olur. =
Bu onerme herhangi bir (7,7,e) klon bi¢gimli monadindaki 7 nesne
fonksiyonunu, 1 : Zx — 7 bir dogal doniigiim olacak bigimde bir 7 : K — K
fonktoriine tamamlamak i¢in bir yol sunmaktadir. Buna ek olarak bir (7,7, e) klon
bi¢imli monadi yardimiyla, (7,7, 1) bir monad olacak bigimde bir p : 72 — 7 dogal
doniisiimii tanimlamak miimkiindiir.
Onerme 2.3.4.4 (7,7, e) bir K kategorisi iizerinde bir klon bicimli monad olsun
ve T nesne fonksiyonu Onerme 2.3.4.3teki tarzda bir 7 : K — K fonktoriine
tamamlanmug olarak ele alinsin. Her bir A € K| i¢in py = I7(a) @ Ir2(4) yazilirsa
p:T? — T bir dogal doniisiim olur (Hohle, 2001).
Kanit. A % B olsun. g @ T2(A) — T (T (A)) ve Iy : T (A) — T (A)
oldugundan p, : 72 (A) — 7T (A) bir K-morfizmdir. Aymi zamanda buna benzer
olarak 72 (B) M—}? 7 (B) olur ve tamimlarla birlikte (M1), (M3) ve iiclii ¢arpim

kuralinin uygulanmasiyla goriilen
g -T(T(f) = (Irw *lrem)  ((nrm) - T (f)) @ Irzay)
= Trs) @ (Ir2s) - ((n7s) - T () @ Ir2())
= Iz e (777(3) T (f)) o Lr2(a
= Ir) T (f) @l
= T (f)olra
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= (g f) o Ir(a)) @ Iz2(a)
= (5 f) e (Ircay - (Izca) ® I2(ay))
= ((z-f) olr) - (Irea) o Ir2a)
= T(f) pa

esitliklerinden p : 72 — 7 oldugunu gosteren

T*(A) == T(4)

TQ(f)l J{T(f)

T7%(B) —— T(B)

HB

diyagrami elde edilir. m

Teorem 2.3.4.1 (7,7, e), K iizerinde klon bi¢imli monad ve 7 Onerme 2.3.4.3 teki,
p Onerme 2.3.4.4’teki gibi tammliysa (7,7, i), K iizerinde monaddir (Hohle, 2001).
Kanit. (7,7, p) igin birimlilik ve birlesme kogullarimin dogrulanmasi yeterlidir.

Verilen herhangi bir A € |K| nesnesi i¢in birimlilik kogulunu gerektiren

T(A) 9, 7204y T0 7

H e
T(A) —— T(A) —— T(A)
diyagrama,
Ha Ny = (Tr(a) ® Ir2(a)) “N1(4)
= Iz o (Ir2a) - 7))
= Ir)e (nT(A) Tr(a)

= Irw) - Irw

pa-T(na) = (Iry o lrzwy) - ((nreay - ma) @ Ira)
= Irca) o (Ir20a) - (((a) * 1a) @17 ()
= Irca) o (72 " 14) ® I7(a)
= (Iry ® (n7(a) - 14)) ® Ira)
= (Iza - 14) Iz
= naelr

= Iz
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esitliklerinden, birlesme kosulunu belirten

HT(A)
—_—

diyagraminin degisimliligi ise,

patiry = (rw o Irw) - (raw) @ lraw))
= Iz o (I - (I @ Irs(n)))
= Iz ol o I
= g ®lys
= (Ireay - p1a) o Irs(a)
= (I o (nreay - 1a) @ Irsca)
= Treay o (7 - 11a) o Tr()
= Iz o (I - ((17a) - 14) @ Tr3(0)))
= (I o Ir2w) - () - a) @ Trzaay)
= pa-T (pa)
esitliklerinden elde edilir. =

Teorem 2.3.4.1, her klon bi¢imli monadin Tanim 2.3.4.1 anlaminda bir monad
tirettigi sonucunu verir. Aksine Onerme 2.3.4.1, her bir (7,7, 1) monadina bir
klon bigimli monad olarak bakilabilecegini soyler. Siradaki teorem ise, tekrar eden
gecisglerin ilgili yapilar1 bozmayacagini ifade eder ve boylece monadlar ile klon bigimli
monadlarin denk kavramlar olduklar: sonucuna ulasilir.

Teorem 2.3.4.2 K bir kategori olsun.

a) (7,n, 1) K iizerinde bir monad ve e bu monad iizerindeki klon bilegke olmak
iizere 7 : K — K fonktoriiniin nesnelere kisitlanmasiyla elde edilen nesne fonksiyonu
7" . |K| — |K] ile gosterilsin. (7,7, e) klon bi¢imli monadinin iirettigi (7*,n, u*)
monadi baglangictaki (77,7, 1) monadina egittir.

b) (7,1, ) K kategorisi iizerinde bir klon bigimli monad olsun ve iirettigi monad
(7,7, 1), bu monadin klon bilegkesi ise * ile gosterilsin. (7,7, 1) ye karsilik gelen
(7, m, ) klon bi¢imli monad: baglangigtaki klon bigimli monada esittir (Hohle, 2001).
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Kamt. a) Tamimlar arasindaki gegisler, fonktor ozellikleri ve birimlilik kogulunun

kullanilmasiyla her bir f : X — Y K-morfizmi ic¢in

T°(f) = (y-f) o I7(x)
= py Ty f) lrx)
= py T (ny)-T(f)

ve her X € |K]| i¢in

px = lrco oLz
= pux-T (IT*(X)) Lia2x)
= px - lrrx)
= Hx
esitligi elde edilir. Boylece birer sirah tiglii olduklar1 dikkate alindiginda (77, n, u*)
ve (7,7, 1) monadlarimin birbirlerine esit olduklar: goriiliir.
b) 7 fonktoérii 7 nesne fonksiyonunun bir geniglemesi oldugundan, sonugta elde

edilen nesne fonksiyonunun ilkiyle ayni olacagi aciktir. Ayrica K kategorisindeki her

bir X L5 T V), Y -2 7 (Z) durumu igin

gxf = pz-T(g9) - f

elde edileceginden bu iki klon bigimli monad egittir. =
Sonug 2.3.4.1 Monad ve klon bi¢gimli monad kavramlar: birbirine denktir. Verilen

bir (7,7, x) monadi, her bir X 7, T(Y),Y - T (Z) durumu igin
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gef=pz-T(9)-f
tanimiyla verilen klon bileske kullanilarak bir klon bicimli monad olarak ele
alimabilir. Tersine her bir (7,7, e) klon bigimli monadi, 7 nesne fonksiyonunun
her A~ B morfizmi igin
T(f)=mg-[f)elru
degerini verecek bir fonktore genisletilmesi ve her A nesnesi i¢in
pa =1z ¢ lr2(a)

tanmminin yapilmasiyla bir (7,7, ;1) monadi olarak diisiiniilebilir.

Bu asamadan sonra monad ve klon bicimli monad kavramlar: arasinda
adlandirma diginda bir ayrim yapilmayacak ve gerekli durumlarda iki tanimin
bilegenleri birbiri yerine kullanilabilecektir.

Asagidaki gosterimler kiimeler ve fonksiyonlar kategorisi itizerindeki ©nemli
monadlardan biri olan ¢ifte kiime monadinin daha kolay bir bicimde tanitilmasina
yardimci olur.

Gosterim 2.3.4.1 a) A, B ve C kiimeler olmak {izere, AB° gosterimi A(BY)
kiimesini belirtmek i¢in kullanilir.

b) f: X — B C YZ bir fonksiyon ve z € Z sabit bir 6ge olsun. Bu durumda
[f (—)] (2) : X = Y fonksiyonu

biciminde tanimlanir.

Asgagidaki ornekte, cifte kuvvet kiime monadi adiyla bilinen yapir klon bi¢imli
olarak tanitilir.
Ornek 2.3.4.3 (Cifte Kuvvet Kiime Monadi) 2 = {0,1} olmak iizere SET
iizerinde 75 : [SET| — |SET| nesne fonksiyonu her bir A € |SET| kiimesi icin
T (A) = 22" olarak tammlansin. Ayrica

n4(a)] (@) =a(a), VA € |SET|, Va € A, Va € 24

olsun. Bu durumda a : A — 2 bir fonksiyon ve a € A oldugundan her o € 24 icin
4 (a)] (@) = a(a) € 2 olup 1, (a) : 24 — 2 bir fonksiyon veya diger bir yazimla
n4(a) € 22" olur. Dolayisiyla her A kiimesi i¢in 7, : A — 22" bir fonksiyondur.
SET kategorisinde her fonksiyon bir morfizm oldugundan, her bir A € |SET| kiimesi
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i¢in bir n, : A — 73 (A) morfizmi bulunmug olur. SET kategorisindeki her bir
AL (B), B - T, (C) durumu igin
[(go ) ()] () =[f(@](g(=)](7), YaeA, Vye20

tanimi yapilsin. Burada, ¢ : B — 22° ve v € 2° oldugundan [g(=)](v): B — 2,
yani [g (=) (7) € 2B olur. f : A — 22” ve a € A olmasindan f(a) : 28 — 2
ve [(go f)(a)] (7) = [f (a)] ([g(—=)] (7)) € 2 oldugu elde edilir. Boylece her a € A
icin (ge f)(a) : 2 — 2 bir fonksiyon olur ve buradan da ge f : A — 229 yani
A2 g (C) oldugu goriiliir. Bu tammlar ile verilen (73,7, e) iicliisiiniin SET
kategorisi tizerinde bir (klon bi¢imli) monad oldugunun goériilmesi igin (M1), (M2) ve
(M3) kosullarimin saglatilmasi gereklidir. Kullanilan fonksiyonlarin tamim ve deger
kiimelerinin uyumuna dikkat edilmek iizere, (M1) kosulu SET kategorisindeki her
AL T,(B), B-% T,(C), C - T, (D) durumu ve her a € A, § € 22 icin

[(he(gef))(@](©) = [(gef)(@)]([h(-)]())
F(@)] (lg (9] ([h ()] (3)))
f(@)]([(heg) ()] (3))
(e g)e f)(a)(d)

olmasindan, (M2) her A —> 7 (B) durumu ve her a € A, b € B, 3 € 25 icin

(5 (0)](8) = 8(b) = [np (=)](B) =5

[
[
= |
[

ve dolayisiyla

[(np e ) (@)](B) = [f(@)]([nz(=)](5))
= [ (a)](P)

olmasindan, (M3) ise her A = B, B -2+ T, (C) durumu ve her a € A, v € 2¢ igin

[(ge (ngow))(a)(y) =

olmasindan elde edilir. Boylece (73,7,e) SET iizerinde bir klon bi¢imli monad
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olur. Bu monada cifte kuvvet kiime monad: adi verilir. Cifte kuvvet kiime monadi
klon bigimli olmayan bir monad bi¢iminde yazilmak istendiginde gerekli gecisler

yapilarak, 75 nesne fonksiyonunun her bir A . B morfizmine karsilik

(T (A (F)(B)=F (Bof), YFe2?' vge2P

bi¢iminde tanimli bir 75 (A) 2Y) 75 (B) morfizm veren bir fonktore tamamlandigi

ve carpim dogal doniisiimiiniin her bir A kiimesi icin
224
14 (@)] (@) = @ ([Inay ()] (@), VO €2, Ve 2!

ile tammli 4 : 722 (A) — T3 (A) morfizmleri ile belirlendigi goriilebilir (Hohle, 2001).

Cifte kuvvet kiime monadi tamminda 2 = {0, 1} kiimesi yerine bog olmayan
herhangi bir L kiimesi alinirsa yine SET kategorisi iizerinde bir monad elde edilmis
olur.
Ornek 2.3.4.4 L # @ sabit bir kiime olmak iizere. 77 : [SET| — |SET| nesne
fonksiyonu

T, (A) = L", YA € |SET)|
bi¢iminde tanimlansin ve
n4(a)] () = a(a), YA € |SET|, Va € A, YVa € LA
olsun. Ayrica SET kategorisindeki her bir A N (B), B - 71, (C) durumu icin
AL 71, (C) klon bileske morfizmi
[(ge ) @] () =[f(@](g(=)](), Yae A, Vye L

ile tanimlansin. Bu durumda (77, 7, e) iigliisiiniin SET kategorisi iizerinde bir (klon
bi¢imli) monad olacagi goriilebilir. Bu monad SET iizerinde gifte L-kuvvet kiime
monad: adini alir (Hohle, 2001).

Asagida, topolojik uzay kavraminin monadlar yardimi ile tanimlanmasinda

onemli bir rolii bulunan siizge¢ monadi tanitilmaktadir.
Ornek 2.3.4.5 (Siizgeg¢ Monad1) §, : |[SET| — |SET| nesne fonksiyonu her bir
X kiimesini, X iizerinde tanimlanabilen biitiin siizgeglerin kiimesi olan §a (X) ’e
tagisin ve her X € |SET| igin ny : X — F2 (X) fonksiyonu

ny(@)=t={ACX |zeA}eF(X), Vx e X
bigiminde tanimlansin. Ayrica her bir f : X — F2(Y), g : Y — §2(Z) fonksiyon

ikilisi igin g @ f : X — F2 (Z) klon bilegkesi
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(gof)(z)={CCZ|{yeY |[Ceyly}ef(z)}, Ve eX

ile verilsin. Bu durumda (F2,7,e) iigliisiiniin SET kategorisi iizerinde bir klon
bi¢imli monad oldugu gosterilebilir. Bu monada siizge¢ monadi adi verilir (Hohle,
2001).

Herhangi bir kategori ve onun {izerinde verilmis bir monad yardimiyla Kleisli
kategorisi ad1 verilen yeni bir kategori olusturmak miimkiindiir.
Tamim 2.3.4.4 T =(7,7,e), bir K kategorisi iizerinde (klon bigimli) bir monad
olsun. hlgin, her XY € |K| igin hlg;n (X,)Y) = h%m (X,7 (Y)) olacak bigimde
tammlanirsa Kt = (|K]| ,hlgin, n, ) dortliisii de bir kategori olur. Bu kategoriye K

kategorisi iizerinde T monadiyla iiretilen Kleisli kategorisi denir (Hohle, 2001).
Bu tanima gore Kt kategorisinin nesneleri K kategorisinin nesneleriyle ayni olup
iki kategori arasindaki temel fark morfizmlerde ortaya gikmaktadir. Ky Kleisli

kategorisinde f : A P B olmasmin anlami, K kategorisinde f : A ~ 7 (B)
T
olmasidir. A -5 B ve B - C, yani A L, T (B) ve B -% T (C) olmasi
Kt Kr K K
durumunda klon bilegke tanimi geregi A LKf> 7 (C) ve dolayisiyla A %f> C olur.

Boylece klon bilegke, Kleisli kategorisinde normal bilegke olarak anlam kazanir. (M1)
kogulu bu bilegkenin birlesmeliligini garanti eder. Her A € |K]iginn, : A - 7 (A)

oldugundan Kleisli kategorisinde 7, : A P A ’dir. Ustelik her A Ki; B igin (M2)

kosulu geregi n; o f = f olur ve (M3) iin de kullanilmasiyla
fona=fens-La)=f-Ta=f

elde edilir. Dolayisiyla n,, Kt kategorisinde A nesnesinin birim morfizmine kargilik

gelir.

Kleisli kategorileri topoloji benzeri yapilarin tanimlanmasinda kullanighdir.
Agagidaki ornekte klasik topolojik uzay yapisi, 6zel bir Kleisli kategorisi yardimiyla
yeniden verilmektedir.

Ornek 2.3.4.6 F, = (82,7, ), SET iizerindeki siizge¢ monadin1 gostersin. Bir X
kiimesi verilsin ve u X ’in SETy, Kleisli kategorisine gore bir endomorfizmi, yani
u € ]&I%(iz(X) = ?E()Trilz(X, X) = hom (X, 52 (X)) olsun. Ayrica §3 (X) iizerindeki C

siralamasindan yararlanilarak End (X)) tizerinde
SETp,
fCg < f(r)Cyg(x), Ve eX
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bagintisi tanimlansin. Bu durumda,

(i) wCny

(ii)) uweuCu
kogullar1 saglaniyorsa u, X igin klasik anlamda bir komguluk sitemi olur. Gergekten
X {izerindeki bir komguluk sisteminin, her bir x € X icin

(NO) X eN (z)

(N1) AeN(z) = z€A

(N2) AeN(z)ve ACB — BeN ()

(N3) A BeN (z) = ANBeN(x)

(Nd)  AeN(z) = FUeN (z)oylekiUC AveVyeUiginU € N (y)

kogullarim  gergekleyen bir {AN (z)} C P?(X) ailesi oldugu hatirlanarak

zeX
{u(r)},cx ailesinin de X fiizerinde bir komsuluk sistemine karsihk geldigi
gosterilebilir.  (Daha genel bir durum Teorem 3.3.1 altinda kamitlanmaktadir).
Ayrica X iizerindeki komsuluk sistemleri ve topolojiler arasinda bire bir
orten bir esleme bulundugundan, yukaridaki iki kosulu saglayan her bir u

SETgy,-endomorfizmi, tanimli oldugu kiime iizerinde bir topoloji belirler ve kosullari

gercekleyen herhangi iki X —— X ve Y ——— Y endomorfizminin belirledigi
SETF, SETF,

topolojilere gore bir f : X — Y fonksiyonunun siirekli olmasi icin gerek ve yeter

kosulun

(vo f)(x) Cl(ny o f)eul(z), Vo e X
olmasi oldugu goriilebilir (Hohle, 2001).
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3 COK DEGERLI TOPOLOJIiK YAPILAR

3.1 Cok Degerli Topolojik Uzaylar

Tanim 3.1.1 X herhangi bir kiime, & = (L, <,®) bir tam grupoid ve 7 C LX
olsun.

(01) Iy er

(02) frgeT = fger

(03)  A{fitig ST = Vfier

iel
kosullar1 saglaniyorsa 7 ’ya X iizerinde bir &-degerli topoloji (veya kisaca
&-topoloji), (X, 7) ikilisine bir &-degerli topolojik uzay (veya kisaca ®-topolojik
uzay) denir. Belirli bir tam grupoid adi verilmek istenmediginde bu tiir yapilar
sirastyla ¢ok degerli topoloji (many valued topology) ve ¢ok degerli topolojik uzay
bigiminde adlandirihir (Hohle ve Sostak, 1999).

Bos kiime @ : @ — L bos fonksiyonu olarak da ele alinabildiginden X = &
olmast durumunda L? = {@} esitligi vardir. Ozel olarak, Vo € @, @ (z) = 1
onermesi 15 = & olmasim gerektirdiginden 7 = {@} C L7 icin (O1) gegerlidir.
Benzer olarak @ ® @ = & egitligi elde edilebilir. L? tek 6geli oldugundan (O3)’iin
saglandigi da aciktir. Boylece X = & olmasi durumunda X iizerindeki tek
®-topoloji 7 = {@} &-topolojisi olur (Hohle ve Sostak, 1999). (02)’de kullamlan
® iglemi, ® = (L,<,®) tam grupoidindeki iglemin Tamm 2.1.10’a gore yapilan
geniglemesidir. (O3)’teki ekiis alm1 da LY kafesi igerisinde gergeklesmektedir. X
iizerinde verilen herhangi bir 7 &-topolojisi i¢cin & C 7 ve \/ fi = Ox olacagindan
Ox € 7 olmasi her zaman saglanir (Hohle ve Sostak, 199;)?% Tanim 3.1.1°de 6zel
olarak & = 2 = (2,C,N) tam grupoidi aliirsa, elde edilecek yapmin bir klasik
topolojiye karsilik gelecegi goriilebilir. Aksine, bir kiime tizerindeki klasik anlamdaki
her bir topoloji, bir 2-degerli topoloji olarak diisiiniilebilir. Bir X kiimesi iizerindeki
biitiin B-topolojilerin ailesi T (X) ile gosterilir. T (X) ailesinin herhangi sayidaki
kesisim altinda kapal oldugunu gérmek kolaydir (Hohle ve Sostak, 1999).

Tamim 3.1.2 X bir kiime, & bir tam grupoid, o # @ ve o C L* olsun. X {izerindeki
T, ={7 € % (X) | 0 C 7} B-topolojisine p 'nun X iizerinde iirettigi B-topoloji

denir ve ¢ 'nun 7, i¢in bir alt taban oldugu soylenir (Hohle ve Sostak, 1999).
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Belirli bir X kiimesi ve ®-tam grupoidi i¢in T (X) ailesinin C bagintisina gore
bir kafes olacagi agiktir. X iizerindeki 71 ve 7o gibi iki &-topolojinin kesigimi
X iizerinde yine bir &-topoloji olacagindan bu kafeste 79 A 79 = 71 N 75 'dir.
Kafesin ekiis islemi ise Tanim 3.1.2’deki gosterim altinda 71 V 79 = 7,,,, biciminde
gelir. Ayrica, herhangi sayida B-topolojinin kesigimi yine bir &-topoloji oldugundan
Teorem 2.1.1’deki (LC,) kosulu saglanir ve (T (X), C) bir tam kafes olur (Hohle
ve Sostak, 1999).

Ornek 3.1.1 Her & = (L,<,®) tam grupoidi ve her X kiimesi i¢in L ’in X
iizerinde bir ®&-topoloji olacag1 goriilebilir. Bu ®&-topoloji 74; ile gosterilir ve
(T (X), C) kafesinin en biiyiik 6gesidir. Tam grupoid iglemi 1y ® Ox € {Ox, 1x}
olmasini gerektirmediginden {0y, 1y} kiimesi X {iizerinde bir &-topoloji olmayabilir.
Ancak bu kiime Tanim 3.1.2’deki sekilde bir ®-topoloji iiretir. (Tg (X), C) kafesinin
en kiiciik 6gesi olan bu &-topoloji Ting ile gosterilir (Hohle ve Sostak, 1999).
Ornek 3.1.2 (T (X), C) kafesinin 6zel dgelerinden biri de Ti(fc)l = {ax |a € L}
kiimesidir. Tanim 2.1.10 gosterimleri altinda her a,b € L icin ax ® by = (a ®b)
ve her {a;},.; € L icin '\/I(Gi) ¥ = (%ai> olacagima dikkat edilirse gergekten
Ti(i)i € Tp (X) oldugu g(jrﬁleliir (Hohle Veegosta)li 1999).

Genel olarak 7i,q = {0y, 1x} olmasi gerekmemekle birlikte 7,9 C Tl(nc)l olmasi her
zaman saglanir. Ayrica X ’in en az iki farkli 6gesi bulunmasi durumunda herhangi
bir 2o € X i¢in f (x) = {1’ v

0, ;é T
Tl(:c)i S Tais olur. Dolayisiyla iki veya daha ¢ok eleman bulunan bir kiime tizerinde

* ile tanmmlanan f € L icin f ¢ de olacagimdan

Tind Ve Tqis ®-topolojileri her zaman birbirinden farklidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Tanim 3.1.3 X herhangi bir kiime, & = (L,<,®) bir tam grupoid olsun.
Asagidaki kogullar saglayan bir v : X — (=) doniisiimiine X icin bir &-degerli
komguluk sistemi (veya kisaca &-komsuluk sistemi) denir (Hohle, 2001).

(U0)  [v(@)](lx)=1, VexeX

(U)  f<g = @) <k@]), Vfgel¥ VreX

U2)  p@INHek@](@<v@](feg), Vfgelt veeX
(U3) @] (f) < flx),VeeX

(U4) @) <V{lv@]h) [helX hy) <[v@](f) Yy e X},

Ve LX Vr e X
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Onerme 3.1.1 v: X — L(ZY) doniistimii bir X kiimesi i¢in bir &-degerli komguluk
sistemi ise, her bir x € X i¢in v (z) : L* — L doniisiimii bir &-degerli stizgectir
(Hohle ve Sostak, 1999).
Kanit. (U3) 0x € LY igin uygulanirsa [v (7)] (0x) < 0x (x) = 0 elde edileceginden,
her z € X icin v (z) € L¥*) 5gesi (F3) belitini saglar. (U0), (UL) ve (U2)'nin de
sirasiyla (F0), (F1) ve (F2)’ye karsilik geldikleri hemen goriiliir. =

Bir X kiimesi icin bir v &-komsuluk sistemi verildiginde her bir f € L ogesi
icin f, () = [v(2)] (f), Vo € X bigiminde bir f, € L fonksiyonu tanimlanabilir.
Bu gosterim yardimiyla &-degerli komsuluk sistemi belitlerini agagidaki gibi daha
sade bir bi¢gimde ifade etmek miimkiindiir:

(V0)  (1y), =1

(U1) f<g = fo<gv, VfgelL¥

U2)  fo®g <(f®g),, VfgelX

(U3)  fu<f, VfelX

(U4)  fo<V{h |helX h<fo}, Vfel®

Gosterim 2.3.4.1 altinda f, = [v(—)] (f) olduguna dikkat edilebilir.
Teorem 3.1.1 Bir = (L, <, ®) tam grupoidi ve bir X kiimesi verilsin. X {izerinde
bir 7 &-topolojisi verildiginde, her f € LY igin f,. = \/{h €7 | h < f} olacak
bigimde tanimlanan v, X icin bir &-komsuluk sistemidir. Benzer sekilde, herhangi
bir v : X — LEY) &-komsuluk sistemi i¢in 7, = {f ceLX| f< fv} kiimesi X
tizerinde bir &-topoloji olur. Bunun yaninda her bir 7 &-topolojisi i¢in 7, = 7 ve
her v ®-komsuluk sistemi icin v,, = v esitlikleri vardir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamt. X iizerinde bir 7 &-topolojisi verilsin ve v,, f,, = VV{he71|h < f}
bigiminde tammlansin. v, igin (U0)'m saglandigr (O1)’den, (Ul)’in saglandig
ekiisiin sira korurlugundan, (U3)’iin saglandigi v, 'nun tanimindan goriiliir.

Yukarida gecerliligi elde edilen (U3)’ten, herhangi f,g € L% fonksiyonlar i¢in
fo. < fy go, < g oldugu goriiliir. Ayrica (O3)’ten dolay1 f,_,g,. € 7, (02)’den
dolay1 f, ® g,. € T ve ® isleminin sira korurlugundan dolay1 da f, ® g, < f®g
olur ve buradan f, ® g,. € {h € 7| h < f® g} elde edilir. Dolayisiyla,

fo,®go, <V{heT|h< fRgl=(f®9g),

olup (U2) elde edilir.

85



f € L¥ olsun. Bu durumda (f,,), € {hy, |heL* h<f, } olur. Ancak
(03) f,. € 7 olmasmm gerektirdiginden f,. € {h €7 |h < f, } ’dir. Buradan
foo = N{her|h<f.} = (f.),. esitligi ve fo, € {ho, [he ¥, h<f.}
oldugu goriiliir. Boylece f, <'\/ {h'v., | he LX, h< fv} olup (U4) de elde edilir.

Diger taraftan X icin herhangi birv : X — () B-komsuluk sistemi verilsin ve
7o ={f €LY | f<f,} kiimesi tammlansin. Bu durumda 7, nun (O1)i sagladigy
(U0)’dan, (02)’yi sagladig1 (U2)’den ve ® igleminin sira korurlugundan goriiliir.

{fitic; € Ty olsun. I = @ ise \/ f; = Ox olup (U3)’ten dolay1 \/ f; € 7, 'dur.

iel iel
I # @ veheri € [igin f; € 7, ise 7, 'nun tanimi yaninda, (U1) geregi her ¢ € I igin
.= (V)
il /.,

olacag kullanilirsa

Vi5i<V), < (\/ fi)

i€l i€l AN
esitizligine ulagilir. Boylece \/ f; € T, olup 7, (03)’ii de saglar.

i€l

7 X iizerinde bir B-topoloji olsun. Her f € L¥ ve her z € X icin

Viver|h<fi<f
olacagma dikkat edilip (O3) kullanilirsa

fer, <= [f</fu,
= f<\/{her|h<f)
= f=\/{her|n<f}
— fer

elde edileceginden 7, = 7 'dur.

Son olarak, X icin bir v &-komsuluk sistemi verilsin. Her f € L icin

for,=NViher, [ h< fy=V{he€L* |h<h, h<f}
olur. (U4) ve (Ul)den f, < \/{h, | heL¥, h< f,} < (f,), oldugu goriiliir.
Ayrica (U3)’ten dolayr f, < f ’tir. Boylece f, € {h e LX | h<h, h< f} olur ve
fo < fo,, esitsizligi elde edilir. Diger taraftan her h € {h € L | h < h,, h < f}
icin (U1) yardimiyla h < h,, < f,, olacag goriiliir ve
V{he L¥ | h <hy, h< f} < fy

bulunur. Her f € L icin fv., = fu olmasmdan v,, = v esitligine ulagihr. =
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Yukaridaki teoremde elde edilen sonuglara dayanilarak, bir X kiimesi tizerindeki
bir &-topoloji ile bu B-topolojiye kargilik gelen &-komsuluk sistemi bir tutulabilir.
Tanim 3.1.4 X bir kiime, = (L, <, ®) bir tam grupoid olsun. Asagidaki kogullari
gercekleyen bir 7 : L* — LX doniistimiine X iizerinde & ’ye gore bir kesin escekirdek
(strict conucleus) veya bir &-i¢ operatorii adi verilir (Hohle, 2001).
) IT(1lx)=1
) f<g = TI(f)<I(9), Vfgel*
2)  T(HeI()<I(fog), YfgelX
) I()<f, ¥felX
) T(HSTE(f), Vel
Teorem 3.1.2 Bir = (L, <, ®) tam grupoidi ve bir X kiimesi verilsin. X iizerinde
® 'ye gore bir Z kesin esgekirdegi verildiginde, her f € LY i¢in f,, = Z (f) olacak
bicimde tanimlanan vz, X icin bir &-komguluk sistemidir. Aksine, X i¢in bir v
®-komsuluk sistemine karsilik, her f € LY i¢in Z, (f) = f, bi¢iminde tanimlanan
7 doniigiimii X iizerinde bir kesin eggekirdektir. Ayrica her 7 kesin eggekirdegi icin
T, = I, her v -komsuluk sistemi i¢in vz, = v olur (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamit. Verilen gegisler altinda Z,,, = 7, vz, = v esitliklerinin varhigi ve (10), (I1),
(12), (I3)%in swrasiyla (U0), (U1), (U2), (U3)’e egdeger olmasi kolayca goriiliir.

Her f € LX i¢in f, < \/{hy | h € L*, h < f,} olsun. Bu durumda,

Z,(f) <VA{Z. (h) | he L, h <T,(f)}

oldugundan ve h < Z,(f) olmas1 Z, (h) < Z,(Z, (h)) olmasim gerektirdiginden
Z,(f) <Z,(Z, (h)) elde edilir ve (U4)’tin (I4)"i gerektirdigi goriiliir.

Tersine, her f € L* igin Z (f) < Z(Z (f)) oldugu kabul edilirse f,, < ( for)y, ve
(for)u, € {hog | h€ LY, h < fy,} olacagmmdan f,, < \/{hy, | he LX, h<f,,}
olur. Dolayisiyla (I4) de (U4)’ti gerektirir. m

Teorem 3.1.1 ve yukaridaki teorem 1s1ginda & ’ye gore kesin esgekirdek ve
B-degerli topoloji kavramlarimin birbirlerine denk oldugu soylenebilir. Bunlar
arasindaki gecis &-degerli komguluk sistemleri vasitasiyla yapilir ve gerektiginde
Ty, yerine 7z, 7, yerine de Z, yazilir. Ayrica 7 bir X kiimesi tizerinde bir &-degerli
topolojik uzay ve g € LY ise Z, (¢g) yerine, g 'nin i¢i olarak okunan ¢° yazimi da

kullamhr. ¢° =\/{h € 7 | h < g} oldugunu gérmek kolaydir.
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3.1.1 &.-Degerli Topolojik Uzaylar

G = (L,<,%) bir siki karekoklii GL-monoid olsun. Bu durumda Gosterim
2.1.5.1 ile tamtilan &, = (L,<,®) tglisiiniin bir cl-kuasi monoid belirledigi
Onerme 2.1.5.8’den bilinmektedir. ~ Bu boliimiin amaci, bu bicimde ortaya
¢ikan tam grupoidler tizerinde kurulan cok degerli topolojilerin daha gelismis bir
simiflandirmasini yapmak ve bunlarin genele iistiin ¢zelliklerinin aragtirilmasina
zemin hazirlamaktir.

Herhangi cok degerli topolojik uzaylar iizerinde ¢aligildiginda sabit fonksiyonlarin
stirekli olmalar1 gerekmez. Bu durumun bir ¢rnegi, ¢ok degerli topolojik uzaylar
arasindaki fonksiyonlar icin siireklilik kavrami tammlandiktan sonra Ornek 3.2.1.1
ile verilecektir. Genelde istenmeyen bu durumun iistesinden gelmenin yollarindan
biri agagidaki tamimlamalara gitmektir.

Tanim 3.1.1.1 X bir kiime, 7 X iizerinde bir &,-degerli topoloji olsun ve her bir
a € L igin, ax : X — L ile her noktada a degerini alan sabit fonksiyon gosterilsin.

a) Her a € L igin ax € 7 oluyorsa 7 'nun zayif tabakal oldugu sylenir.

b) Her g € 7 ve her a € L i¢in a x g € T ise 7 'ya tabakal denir (Hohle, 2001).

®,-degerli topolojik uzaymn (zayif) tabakali olmasi, uzay1 belirleyen &,-degerli
topolojinin (zayif) tabakali olmasi bigiminde tamimlanir. Bir X kiimesi iizerindeki
biitiin tabakali & ,.-topolojilerin kiimesi ‘Ig’*) (X) ile gosterilir (Hshle, 2001).
Onerme 3.1.1.1 Her tabakali &,-topoloji zayif tabakalidir (Hohle, 2001).

Kanit. (X, 7) tabakali bir &,-degerli topolojik uzay olsun. G = (L, <, %) bir
GL-monoid oldugundan kesin ¢ift yanli olup her bir ¢ € L i¢in a *x 1x = ayx ’tir.
Boylece 7 'nun zayif tabakali olmasi Tamim 3.1.1'in (O1) kogulundan elde edilir. =

Siki karekoklit GL-monoidin ikili iglemi, icerisindeki kafes yapisindan gelen ebas
islemine esit olsun, yani G = (L, <,A) olarak verilsin ve &, = (L,<,(®) olarak
tanmimlansin. G esgiiclii oldugundan her ¢ € L i¢in y/a = a olup ® = A ’dir.
Dolayisiyla &, = (L, <,A) yazilmasinda herhangi bir sakinca yoktur. Boyle bir
tam grupoid iizerinde verilen topolojilerde tabakalilik ve zayif tabakalilik kavramlar
birbirine denktir.

Onerme 3.1.1.2 (X, 7) bir & ,-degerli topolojik uzay olmak {izere, 7 'nun tabakal

olmasi igin gerek ve yeter kogul 7 'nun zayif tabakal olmasidir (Hohle, 2001).
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Kanit. Birinci yon Teorem 3.1.1.1°e karsilik gelir.

7 zayif tabakal, g € 7, a € L olsun. Bu durumda ax € 7 olacagindan (0O2)’den
a/Ng=ax A g €T elde edilir. Dolayisiyla 7 tabakalidir. m
Ornek 3.1.1.1 Bir &, tam grupoidi iizerinde calgiliyor olsun ve bir X kiimesi
verilsin. Bu durumda Ornek 3.1.2’de tanitilan Ti(fg 'in X iizerinde bir tabakali (ve
dolayisiyla zayif tabakali) &,-degerli topoloji olacag goriilebilir. Ustelik Ti(i)i, X
tizerindeki her (zayif) tabakali &,-topolojinin bir alt kiimesidir. Dolayisiyla bir X
kiimesi iizerindeki (zayif) tabakali &,-degerli topolojilerin en kiiciigii vardir ve Ti(fi ‘e
esittir. Ayrica 745 = L~ &,-degerli topolojisi de tabakal olacagindan X {izerindeki
(zay1f) tabakali &,-topolojilerin en biiyiigii de vardir ve 74; ’e esittir (Hohle, 2001).

Bir &,-degerli topolojik uzaymn tabakali veya zayif tabakali olmasim1 Tanim
2.2.1.3’te verilen 6zel &,-siizgec tiirleri yardimiyla belirlemek de miimkiindiir.
Onerme 3.1.1.3 (X, 7) bir &,-topoloji, v, 7 'ya karsihk gelen &,-komsuluk sistemi
olsun. 7 'nun (zayif) tabakal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x € X i¢in v, (x)
&,-slizgecinin (zayif) tabakali olmasidir (Hohle, 2001).
Kanit. (=) : Teorem 3.1.1’e gore, her bir f € L* ve her bir x € X igin
fo, () = [v, (2)] (f) gosterimi altinda v,, her f € LX igin f,, =\/{heT|h<f}
olacak bicimde tanimhidir.

(X, 7) zayif tabakali olsun ve bir f € L¥ fonksiyonu verilsin. a € L ogesi

a = A f(z) bigciminde tammlansin. 7 zayif tabakali oldugundan ax € 7 ’dur.
rzeX
Boylece,
A f@ =ax@ < (Virer|h< ) @) = f. @) = o @] ()
zeX

olup her z € X i¢in v, (z) &,-degerli siizgecinin zayif tabakali oldugu goriiliir.

(X, 7) tabakali olsun. Bu durumda her z € X, f € L¥ igin
axfo; @] () = ax(V{her|n<p})@)

Viaxhi@) [her h< )

< \/{laxh)(@) |her, axh<axf}

< Vik@) |ker, k<axf}

= [ @)](ax )
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olacagindan her € X i¢in v, (z) bir tabakali &,-siizgectir.
(<) : Teorem 3.1.1den 7 = 7,,, = {f € L* | f < f,. } oldugu goriiliir.
Her z € X icin v, (z) &,-stizgeci zayif tabakali olsun. Bu durumda her f € L

icin A\ f(z) <[vs(2)](f) = fo, (x) ’tir ve her bir a € L, z € X i¢in
zeX

ax (@) =a< Na= A ax(@) < (ax),, (@)

zeX rxeX
olmasindan ax € 7 oldugu cikar.

a € L, g € 7olsun. Her z € X igin v, () &,-siizgeci tabakali ise her z € X
igin a * [v, (z)] (9) < [vr (2)] (axg), yani a x g,, < (a*g), olur. Ayrica g € 7
oldugundan g < g, dur ve boylece axg < a*g,, < (ax*g), eldeedilerek axg € 7
oldugu goriiliir. =

Kanit1 acik olan agsagidaki énerme bir &,.-topolojinin tabakalilagtirilmasindan
bahsedilmesini olanakl kilar.

Onerme 3.1.1.4 Belirli bir X kiimesi iizerinde verilen herhangi sayidaki tabakal
&.-topolojinin kesigimi de yine bir tabakali &,-topolojidir (Hohle, 2001).

Bir X kiimesi tizerindeki 745 ®,-degerli topolojisi, X iizerinde verilen her bir
&.-topolojiyi kapsayan bir tabakali &,-topoloji oldugundan, asagidaki tanimda
arakesiti alinacak olan kiime bos degildir.

Tanim 3.1.1.2 7 bir X kiimesi {izerinde bir &,-degerli topoloji olsun. Bu durumda
7 =N {T’ € ng (X) | C7 } &.-topolojisine 7 'nun tabakal kabugu (stratified
hull) ad1 verilir (Hohle, 2001).

7 tabakali ise 70 = 7 oldugunu ve Ti,q ’in tabakali kabugunun gercekten Ti(i)l ‘e
esit oldugunu gormek kolaydir.

Tanim 3.1.1.3 Bir &, tam grupoidi verilsin ve B C LX olsun.

(B1) 1x,0x € B

(B2) fi,.foe€B = fi®feB
kogullar1 saglaniyorsa B 'ye X igin bir tabakali &,-taban denir (Hohle, 2001).
Onerme 3.1.1.5 X bir kiime ve B, X icin bir tabakahh ®,-taban olsun. Bu

durumda,

T<B>={\/(az-*gi) | 31 € |SET|, Vi€, a; € L, gz-eB}

i€l

kiimesi X iizerinde tabakal bir &,-topolojidir (Hshle, 2001).
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Kanit. (O1) kogulu (B1)’den ve her GL-monoidin kesin ¢ift yanh olmasindan gelir.
Ox € B oldugundan Iy = {0}, ag =0, go = Ox almp Ox = 0% 0x = \/ (a; * ;)

i€lp
yazilabilir. Dolayisiyla 7 'nun her bir 6gesi Vi € [ icin a; € L, g; € B olmasim

gercekleyen bir I # @ damga kiimesi iizerinden a; * g; ’lere gore alinan bir ekiis
isleminin sonucu olarak elde edilebilir.

f,herolsun. Viel, a, € L, g; € B,Vje J bjeL, kjeBvef=1\ (a*g),
i€l
h =\ (b; * k;) olacak bi¢imde I,J # @ damga kiimeleri vardir. Boylece (02)
jeJ

kosulu, Onerme 2.1.5.5, (S3) ve (B2) kullamlarak asagidaki sekilde elde edilir:

f@g= [V (ai*xg)* [\ (bj*kj)

- Q((@*¢2>vﬁ)*\4((ﬂ*%)V@>
\/ ((vas @vf)je (Vo vE) v )
5 8 8) 05 ) (50
e

(03) kogulu ve 7 'nun tabakaliligi ise 7 'nun tanmiminin direkt sonucudur. =
Tanim 3.1.1.4 X bir kiime, B X icin bir tabakali &,-taban olmak tizere Onerme
3.1.1.5’te verilen 7z topolojisine B ’nin iirettigi tabakall &,-topoloji denir.
Herhangi bir 7 &,-topolojisi i¢in 7 = 7z ise B 'nin 7 i¢in bir taban oldugu stylenir
(Hohle, 2001).

Onerme 3.1.1.6 (X,7) bir &,-degerli topolojik uzay ise 7, X icin bir tabakal
&,-tabandir ve 7., = 78 *dir (Hohle, 2001).
Kanit. 7 'nun tabakali &,-taban oldugu &,-degerli topoloji tanimindan kolayca
goriiliir. Boylece Onerme 3.1.1.5ten T(ry 'nun 7 'yu kapsayan tabakal bir &,-degerli
topoloji oldugu goriilerek 7(8) C T (ry elde edilir.

7" X tizerinde tabakali bir &,-topoloji ve 7 C 7’ olsun. f € 7 ise her i € I
icin a; € L, g; € 7 ve f = \/ (a; * g;) olacak bigimde bir I # @ damga kiimesi

iel
bulunabilir. Her i € [ i¢in g; € 7 C 7' ve 7' tabakal oldugundan her i € [ igin

91



a; x g; € 7" olur ve (O3)’'ten \/ (a; * g;) € 7' elde edilir. Boylece X iizerindeki her
il
bir 7 tabakali &,-degerli topolojisi i¢in 7(;) C 7 olup

Ty C ﬂ {7" € ‘I(;*) (X) | 7C T'} =7®

oldugu da elde edilmis olur. m
Tanim 3.1.1.5 (X,7) tabakali bir &,-topolojik uzay olsun. g € 7 ve g < 0y
olmasi (\/6X — g)2 € 7 olmasim gerektiriyorsa 7 'nun bir kati (rigid) &.-degerli
topoloji oldugu stylenir. (X, 7) nun kat1 olmasi, 7 'nun kati olmasi olarak tanimlanir
(Hohle, 2001).

Yukaridaki tammda /0 +, L™ kiimesinin X ’in her noktasinda VoeL degerini
alan 6gesini gostermektedir.
Ornek 3.1.1.2 a) Her bir X kiimesi icin (X, 74;5) 'in bir kat1 &,-degerli topolojik
uzay olacag agiktir.

b) Herhangi bir X kiimesi iizerinde Ti(fc)l = {ax | a € L} &,-degerli topolojisi

verilsin. g € 7 ise g = ax olacak bicimde bir a € L vardir ve boylece

9=V = a<V0 = (Vix =)' = (Vix —ax)" = [(V0—a)’]| €7
olup Ti(fg katidir (Hohle, 2001).

Son olarak bu boliimde klasik carpim uzayr kavraminin tabakali &,-degerli
topolojik uzaylardaki bir benzeri tamimlanacaktir. Herhangi ®-degerli topolojik
uzaylarin ¢arpimi da kategori teorisinin imkanlar1 yardimiyla tanimlanabilir olmakla
birlikte, ¢ok degerli carpim uzaylarinin o6zelliklerinin bu calismada boyle bir
genellikte incelenmesine gerek duyulmamigtir.

Sadeligi saglamak amaciyla asagidaki énermede ve sonrasinda a; * as * - - - * a,
coklu kuantal islemi kisaca Z_ ;7;:1 a; biciminde yazilacaktir.

Onerme 3.1.1.7 {(X;,7;) | i € I} tabakal &,-degerli topolojik uzaylarm bir ailesi
olsun. X = H X;, {X; | i € I'} kiime ailesinin ¢arpimmini; m;, : X — X;,, carpim
kiimesinden tZ;rInmlanan izdiistim fonksiyonlarimi gostersin. X kiimesindeki her bir
X = (x;),c; noktasi ve her h € L~ icin,
0] () =V { ¥ [r, (@)l (fi) | ¥ (fi, om,) <hve'Vk,1 <k <nigin

fin € L5, iy ia, ... in} CI,n €N}
ile tammlanan v : X — L) doniigtimii [] X; kiimesi iizerinde bir &,-degerli

el
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komguluk sistemidir ve v ’a karsihk gelen (X,7,) ®.-degerli topolojik uzay:
tabakalidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamt. x = (z;),.; € X olsun. Herhangi bir i; € I ve her y = (v;),.; € X i¢in

(1Xil- © 7Ti1) (Y) = 1Xi1 (yn) =1<1=1x (Y)

oldugundan
1

& o ()](Ley) = [om, (@] (Lx,) = 1

degeri [v (x)] (1x) i veren ekiis hesabina katilir. Dolayisiyla [v (x)] (1x) = 1 olmak
zorundadir, yani (U0) saglanir. (Ul)’in gegerliligi de kolayca goriiliir. (U2) Teorem
2.2.1.1’de (F2)’nin gosterilisine benzer bigimde elde edilir. kil (fi, omi,) < hise, her
bir v, i¢in (U3)’tin kullanilmastyla

¥ (faom) () < h(x)

bulunur ve (U3)’iin v igin saglandigl, bu esitsizliklerin ekiis altinda korunacag:

k

gergeginden goriiliir. (U4)’ii elde etmek igin, ekiise katilacak 6zelliklere sahip her
{i1,42,...,i,} C I damga kiimesi i¢in

n n

kil[UTik (l‘lk)] (flk) < \/{jil[vﬂ'j (xzj)] (gi]-) | gi; < (fz’j)vm__ , )= 17“’”}
< V{Fpoloem) |k (g om)<h}

*
k=1 k=1
oldugunun gozlenmesi yeterlidir. Boylece v 'un bir &,-degerli komsuluk sistemi

n

oldugu gosterilmis olur.
v ’a karsilik gelen &,-topolojinin tabakali oldugunu gormek icin Onerme 3.1.1.3%¢
basvurularak her x € X, h € LX, a € L icin
ax[v(x)](h) < [vx)](axh)
oldugunun gosterilmesi yeterli olur. Bu esitsizlik ise kuantal isleminin ekiise
dagilmasindan, ¢arpan uzaylarin tabakalihgindan ve
kgl (fiy omiy) <h = (axf;)* <k£2 (fir 07%)> <axh
gerektirmesinden yararlanilarak elde edilebilir. m
Tamim 3.1.1.6 Onerme 3.1.1.7°de {(X;,7;) |i € I} tabakal &,-degerli topolojik
uzaylart yardimiyla HIXZ- iizerinde tanimlanan tabakali &.-topolojiye tabakal
i€
®,-carpim topolojisi adi verilir (Hohle ve Sostak, 1999).
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3.2 Bazi Cok Degerli Topolojik Kavramlar

3.2.1 Siireklilik

Tanim 3.2.1.1 & bir tam grupoid, (X,71) ve (Y, 79) &-degerli topolojik uzaylar
olmak tizere, g € 79 = go ¢ € 71 kosulu gergekleniyorsa ¢ : X — Y
fonksiyonunun siirekli oldugu soylenir (Hohle ve Sostak, 1999).
Siireklilik taniminin &-degerli komguluk sistemleri tiiriinden ifadesi agagidaki

teoremle verilmektedir.
Teorem 3.2.1.1 & = (L,<,®) bir tam grupoid, (X,71) ve (Y,72) &-degerli
topolojik uzaylar olsunlar ve bir ¢ : X — Y doniisiimii verilsin. Agagidaki ifadeler
birbirine denktir: (Hohle ve Sostak, 1999)

(i) g€Ts = gopem

(i)  go,o9<(909), . YgeL¥
Kamt. (i = ii) : g € LY olsun. (i) kabul edildiginden h € 75 olmas1 ho ¢ € 7,

olmasini gerektirir ve buradan

Gory O = (\/{hETz | h§9}> o
= \{hop|her, h<g}
< VH{klker, k<goy}
= (90¢).,,

elde edilir.

(ii = i) : g € 7o iken g,,, = V{h € 72| h<g} = g olacagindan (ii)'nin
kullanilmasiyla g o ¢ = g,,,, 0 p < (go gp)vT1 yazilabilir ve Teorem 3.1.1 yardimiyla
gope{felX|f<f, }=ru, =71 oldugu gorilir. m
Teorem 3.2.1.2 & bir tam grupoid, (X, 71), (Y, 72) ve (Z,73) B-degerli topolojik
uzaylar ve ¢ : X — Y, v:Y — Z verilen &-topolojilere gore siirekli fonksiyonlar
ise 70 ¢ : X — Z fonksiyonu da siireklidir (Hohle ve Sostak, 1999).

Kanit. h € 73 = hovy €71y = (hovy)ogp = ho(yoy) € 71 olmasindan
hemen goriiliir. =

Genel olarak &-degerli topolojik uzaylar arasindaki sabit fonksiyonlarin siirekli

olmasi gerekmez. Agagida bu duruma bir 6rnek verilmistir.
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Ornek 3.2.1.1 Ornek 2.1.5.2 (a)’da verilen I = (I, <, A) kuantali ele alinsin ve

X ={a,b}, 71 ={0x,1x} ve Y ={c,d}, 7o = {Oy, Ly, (%)y}
olmak iizere (X,71) ve (Y,75) I-degerli topolojik uzaylar1 verilsin. ¢ : X — Y

fonksiyonu her € X icin ¢ (z) = ¢ olarak tanimlanirsa (%)Y € 75 olmasina kargin

(3)y o9 = (3)y & ™1 olacagmdan ¢ : (X, 71) — (Y, 72) stirekli degildir.

Ornek 2.1.5.3 ve Ornek 2.1.5.5 geregi I = (I,<,A) bir siki karekoklii
GL-monoiddir. [ i¢gin monoid ortalama operatoriiniin yine A ’ye egit olacagina dikkat
edilirse / 'nin kendisine egit olan J, = (I, <, A) tam grupoidini belirledigi goriiliir.
Dolayisiyla, &,-degerli topolojik uzaylar arasinda tanimlanmig sabit fonksiyonlar da
siirekli olmayabilirler. Ancak, tanim kiimesindeki &,-topolojinin en azindan zayif
tabakali olmasi durumunda, sabit fonksiyonlar her zaman siirekli olurlar. Bu gercek
agagidaki 6nerme ile ifade edilmektedir.
Onerme 3.2.1.1 (X,7,) ve (Y,75) &,-degerli topolojik uzaylar ve ¢, Y ’de sabit
bir nokta olsun. (X, 71) uzay: zayif tabakal ise ¢ () = ¢ ile tamimlanan ¢ : X — Y
sabit fonksiyonu siireklidir.
Kamt. g € 75 olsun. Her z € X icin (g o ¢) () = ¢ (c) oldugundan goy = (g (¢)) y
olur. (X,7) ’in zayif tabakalilginin (g (c))y € 71 olmasim gerektirmesinden de
g o ¢ € 71 oldugu goriiliir. Dolayisiyla ¢ siireklidir. =

Asagidaki teorem tabakali &,-carpim topololojisi taniminin kategorik anlamda
iyl oldugu anlamina gelir.
Teorem 3.2.1.3 {(X;,7;) | i € I} tabakali &,-degerli topolojik uzaylarin bir ailesi
ve T, X = H X, tizerindeki tabakali &,-carpim topololojisi olsun. Bu durumda her
bir m; : X ’i X; fonksiyonu siireklidir. Ayrica ¢ X iizerindeki bagka bir tabakali
®.-topoloji ve her bir 7; fonksiyonu o ’ya gore siirekli ise 7 C o ’dir (Hohle ve
Sostak, 1999).
Kanit. Onerme 3.2.1.1 geregi, her i € I icin 7; 'nin siirekli oldugu, her g € L% icin
Go,, 0T < (g o), oldugunu gostererek kantlanabilir.

X = (23);c; € X olsun. (U3) geregi 9v,, < g oldugundan kil Go,0mi < gom;

1

olur ve dolayisiyla g,, o m; = ¥ 9u.,© i Garpim [Ur (x)] (g om;) 'yi veren ekiise

katilir. Buradan (go,o0m) (z) < [v, (x)](gom) elde edilir ve aranan esitsizlige
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[vr (x)] (g o mi) = (g om;), (x) olmasmdan ulagilr.
X iigerinde, biitiin 7; izdiisiim fonksiyonlarini siirekli yapan bir o tabakali
®,-topolojisi verilsin. 7 C o oldugunu gostermek igin
TCo <= Vhel® ({ger|g<h}C{gea|g<h})
e el (\{gerlgsn<\igeolg<n})
< VYheL® (h, <hy,)
— VheL® vxeX ([v;(x)](h) <[v,(x)](R))
olduguna dikkat ederek son satirdaki énermenin dogrulugunu gostermek yeterlidir.
Her 7; izdiistimii o ’ya gore siirekli oldugundan, her i € I, her f € L% ve her
x € X igin (fo, om) (x) < (fom),, (x) = [vs(x)](fom) esitsizligi gegerli olur.

Dolayisiyla IE X (fi, omi,) < h ise

x [UTik (Ilk)] (flk) =

k=1

(o, (2)

Eod
—

I
Eonl
| %3 1l %3 1| *¥3

—~~
—~~
Ed
S~—
<

(@]
3
>
N—
—~~
»
N—

IA
o

IN
=
§

®

= [ve ()] ()

olur ve esitsizligin sol tarafindaki terimler iizerinden ekiis alinarak

[vr (x)] (h) < [vs (x)] (R)

oldugu sonucuna ulagilir. =

3.2.2 Kapalilik ve Yogunluk

Herhangi bir = (L, <, ®) tam grupoidinde tiimlemeden bahsetmek her zaman
miimkiin degildir. & ’'nin bir degismeli kuantal olmasi durumunda bir gesit carpik
tiimleme mekanizmasi mevcut olsa da bu tiimleme ancak ¢ok 6zel tam grupoid tiirleri
olan Boole cebirlerinde kendisinden beklenen iyi 6zelliklere sahip olur. Dolayisiyla
bir X kiimesi iizerinde verilen bir &-degerli topolojiye gore LX ’in kapal 6gelerini
&X tam grupoidindeki tiimlemeye dayali olarak belirlemek genel olarak uygun
degildir. Ustelik, tam grupoidlerde ebas isleminin yerini alan ve normal kosullarda

birlesmeli veya degismeli olmasi dahi gerekmeyen & ikili islemi herhangi sayidaki
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oge tizerine tek tiirlii olarak genisletilemeyeceginden L* iizerinde, ilgili topolojiden
kaynakli dogal bir kapanig operatorii tanimlamak da olasi degildir. Bu nedenle,
cok degerli topolojik uzaylarin caligilmasinda kapalilik kavraminin kaydadeger bir
yeri yoktur. Benzer olarak, yogunluk kavrami da L¥ iizerinde kullanigh bir bicimde
tanimlanamaz.

Yukarida bahsi gecen kavramlar ¢ok degerli topolojik uzaylara uygun bicimde
genellestirilememelerine karsin, bir X kiimesi iizerindeki herhangi bir ¢ok degerli
topolojik yapiya gore X ’in adi alt kiimelerinin yogunlugundan ve buradan yola
gikarak X ’in alt kiimelerinin kapalihgindan bahsetmek miimkiindiir. P (X)) iizerine
kondurulan bu kapalilik kavrami, X iizerinde bir topoloji belirleyecek eksiksiz
bir kapanig operatorii saglamasa da, iki acik kiimenin kesigiminin agik olmasinin
gerekmemesi mantigina dayali olan bir genellestirililmig topoloji belirler. Buna
karsin, iizerinde calisgilan tam grupoid sabit tutulsa bile, bir ¢ok degerli topoloji
tarafindan belirlenen genellesgtirilmis topoloji yapisi, kendisini veren ¢ok degerli
topolojiyi tek tiirlii olarak karakterize edecek giice sahip degildir. Dolayisiyla
topolojik 6zelliklerin kapalilik kavramina dayanan bircok kullanigh karakterizasyonu,
cok degerli topolojik uzaylar teorisine yansitilamaz (Hohle ve Sostak, 1999).
Tanim 3.2.2.1 (X, 7) bir &-topolojik uzay, A C X olsun.

a) Her g € 7 icin

Ve A g(z)<0®1 = VreX, g(z)<0®1
onermesi dogruysa A 'nin X icinde yogun oldugu soylenir (Hohle ve Sostak, 1999).

b) (14¢)° = Ox oluyorsa A 'min X i¢inde Rodabaugh anlaminda yogun oldugu
soylenir (Hshle, 2001).

c) Her g € 7 ve her x € X i¢in g (z) < \/{g(y) | y € A} esitsizligi gegerliyse A
'ya X icinde kesin yogun (strictly dense) denir (Hohle ve Sostak, 1999).

(X, 7) bir &-topolojik uzay olmak iizere X ’in kendi igerisinde her zaman kesin
yogun olacagi tanimdan hemen goriiliir. Ayrica 0 ® 1 = 0 olmasi durumunda
yogunluk ve Rodabaugh anlaminda yogunluk ayni1 anlama gelir. & 'nin bir kuantal
olmasi veya ® = A olmasi durumlarinin 0 ® 1 = 0 olmasini gerektirecegi agiktur.
Onerme 3.2.2.1 Kesin yogunluk, hem yogunlugu hem de Rodabaugh anlaminda

yogunlugu gerektirir (Hohle ve Sostak, 1999; Hohle, 2001).
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Kanit. A kiimesi X icerisinde kesin yogun olsun. Her y € A i¢in ¢g(y) < 0® 1
olmasi \/{g(y) | y € A} < 0® 1 olmasim gerektirir. Boylece bir g € 7 6gesi, her
y € Aicgin g (y) < 0® 1 olmasim gergeklediginde, her x € X i¢in

g(x) < V{gly) [ye A} < 01
yazilabilir ve A 'nin X igerisinde yogun oldugu goriilmiis olur.

Rodabaugh anlaminda yogunlugu gormek icin g < 14 olacak bicimde bir g € 7
ogesi almsin. Bu durumda her y € A igin ¢ (y) = 0 olmas:i saglanacagindan, her
z € X icin g(z) < V{g(y) | y€ A} =0, yani ¢ = Ox olmak zorundadir. Bu ise
(14¢)° = 0x oldugu anlamina gelir. =
Onerme 3.2.2.2 (X, 7) bir tabakal &,-degerli topolojik uzay olsun. Bu dururmda
bir A C X alt kiimesinin X igerisinde Rodabaugh anlaminda yogun olmasi ig¢in

gerekli ve yeterli kogul her g € 7 ve her x € X icin

9@ < (Vigwlye A )
olmasidir (Hohle, 2001).
Kanit. (=) : g € 7 olsun. (X,7) bir tabakali &,-topolojik uzay oldugundan
V{g(y)|y € A} = a olmak iizere a* * g € 7 yazlabilir. Ayrica her x € A igin
(at*g) (z) = (a—0)* g(z) < (a — 0) xa = 0 oldugundan a® * g < 14 olur ve
(14¢)° = 0x olmasindan a* x g = Oy elde edilir. Buradan g < (¢ — 0) — 0 bulunur
ve istenen egitsizlige ulagilir.

(<) : Her g € 7 ve her x € X igin

g@) < (Vs e ap)t)

olsun. g € 7 ve g < 14 ise

9@ < ((Vigw) lye At) = (09"
olur. &, grupoidinin tanim geregi G = (L, <, %) bir degismeli kuantal oldugundan
(OL)l = 0 ’dir ve buradan g = Ox elde edilir. Dolayisiyla (14¢)° = 0x olur. m
Teorem 3.2.2.1 G = (L, <, ) bir siki karekokliit MV-cebir ve A C X olsun. (X, 7)
bir tabakall &,-degerli topolojik uzay ise agagidakiler denktir: (Hohle, 2001)
i) A kiimesi X igerisinde yogundur.
ii) A kiimesi X igerisinde Rodabaugh anlaminda yogundur.

iii) A kiimesi X igerisinde kesin yogundur.
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Kanit. (i = ii): g € 7 ve g(x) < 14 olsun. Bu durumda her z € A i¢in
g () = 0 olacagindan, her x € A i¢in (¢ ® 1x) (x) < 0® 1 elde edilir. (O1) ve
(02) geregi g ® 1x € 7 oldugundan A 'nin X iginde yogun olmasi her x € X
icin (g® 1x) () < 0 ® 1 olmasim gerektirir ve G 'nin degismeliligi ve kesin ¢ift
yanlihigimdan her € X icin g (z) = [(¢ ® 1x) (2)]> < (0® 1)* = 0 oldugu bulunur.
Boylece (14¢)° = 0y olur.

(ii = iii) : G bir MV-cebir oldugundan her a € L igin (aL)L = a esitligi
saglanir. Boylece istenen, Onerme 3.2.2.2°den elde edilir.

(iii = i) : Onerme 3.2.2.1’den goriiliir. m
3.2.3 Yakinsaklik

Yakinsaklikla ilgili bazi amaclarin kargilanmasi igin bu boliim boyunca
klasik stizgeclerin yakinsakligindan bahsedilirken bir cl-grupoid {izerinde ¢aligildig:
varsayilir. Boliim 3.1.1’de ele alman &, tam grupoidleri Onerme 2.1.5.8 geregi bir
cl-kuasi monoid ve dolayisiyla bir cl-grupoid olacagindan bu béliimde elde edilecek
biitiin sonuclar 6zel olarak tim &,.-topolojiler icin gegerli olacaktir. ®&-degerli
stizgeclerin yakinsakligiyla ilgili tanimlarda ise tam grupoid {izerinde herhangi bir
kisitlamaya gidilmemigtir.

Bir X kiimesi iizerindeki bir (klasik) siizge¢ veya dizinin bu kiime iizerindeki bir
B-topolojiye gore X ’in bir noktasina yakinsamasi durumu agagidaki gibi tanimlanir.
Tanim 3.2.3.1 (X, 7) bir &-topolojik uzay ve p € X olsun. X iizerindeki bir F
stizgeci i¢in

LI <\ N\f), vfel®

FeF zcF

esitsizligi saglaniyorsa, bu F siizgecinin 7 ’ya gore p ’'ye yakinsadigi soylenir. Bir
(x,,) dizisinin yakisakligi, bu dizinin bilegen siizgecinin yakinsakligi ile denk tutulur
(Hohle, 2001).

Onerme 3.2.3.1 (X, 7) bir &-topolojik uzay olmak iizere X iizerindeki bir (z,)
dizisinin 7 'ya gore p 'ye yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul

@I <\ N Flan), vieLlX

m=1n=m

olmasidir (Hohle, 2001).
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Kanit. F, (x,) dizisinin bilegen siizgeci olmak iizere

VAr@=\ A f), vfeLX

FeF zeF m=1n=m
oldugunu gostermek yeterlidir.

F siizgecini {ireten siizgeg taban1 B = {X,,, | m € N} bigimindedir ve her f € L*

icin
VAr@=\V N f@=\ A f)

esitligi vardir. B C F oldugundan

VANr@<\ AFf@

FeBazclF FeF zeF
olur. Ayrica her F' € F i¢in Br C F olacak bi¢imde en az bir Bp € B vardir. Bu

kiimeler iizerinden alinan ebaslar arasinda

Af@< N\ f)

zeF IL'EBF

bi¢iminde bir iligki bulunacagindan

VAr@<\ Af@

FeF xeF FeBazel
olur ve aranan egitlik buradan elde edilir. m

Teorem 3.2.3.1 (X, 7) bir B-topolojik uzay olsun. X {izerindeki bir F siizgecinin
bir p € X noktasina 7 ’ya gore yakinsamasi icin gerek ve yeter kosul, her bir f € 7
icin

<V Af@

FeF xeF

esitsizliginin saglanmasidir (Hohle, 2001).
Kanit. F, p ’ye yakinsasin. v, 'nun tammi ve (U3) geregi f € 7 olmas1 f, = f

olmasini gerektireceginden

f(p):fv7<p)— Ur \//\f

FeF xzeF
olur.

Her f € 7igin f(p) < V A f () esitsizligi gecerli olsun. Her f € L¥ igin,
FeF zeF

(O3) geregi f,. = \/ {h €1 | h< f} e olacagindan,

() = fo. ) <\ N f (@)

FeF zeF
esitsizligi elde edilir ve F, p ’ye yakinsamig olur. m
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Ornek 3.2.3.1 Bir & = (L, <, A\) tam Boole cebiri verilsin ve I, : L — L, L kiimesi
i¢in birim doéniisiim olmak tizere 7, = {1 0,00, 11, (1 L)L} C L' alt kiimesi ele alinsin.
Bu durumda 7, L iizerinde bir &-degerli topolojidir ve bir F siizgecinin 7, 'ye gore
bir a € L noktasina yakinsamasi icin gerek ve yeter kosul

AVFas VAP

FeF FeF
esitsizliginin saglanmasi, baska bir ifadeyle F 'nin a ’ya sira yakinsak olmasidir

(Hohle, 2001).
B-topolojik uzaylarda ortaya c¢ikan yakinsamanin 6zellikleri, Kent anlamindaki
yakinsaklik yapisi tanimiyla uyumludur.
Teorem 3.2.3.2 (X, 7) bir &-topolojik uzay olsun. Bu durumda
T, ={(F,p) € F2(X) x X | F 7 ’ya gore p 'ye yakinsar}
kiimesi X iizerinde Kent anlaminda bir yakinsaklik yapisidir (Hshle, 2001).
Kanit. Her bir f € 7 icin

Fo =\ Af@<V A=V A

F={p}zeF peF xelF Fepzel

olacagindan, her p € X i¢in p, 7 'ya gore p ’ye yakinsar ve (C1) saglanmig olur.

F,GeF2(X), FCG, (F,p) €7 yani

Fo) <V Nf@), vier

FeF zel
olsun. Bu durumda F C G oldugundan \/ A f(z) < VV A f(x)olurve (G,p) €
FEF weF FeG zeF

7, olmas1 saglanir.

F e F2(X), (F,p) € T, olsun. Herhangi bir f € 7 i¢in

VAr@<s V Af@

FeF xcF FeFnpxeF

olmasaydi, buna ancak F € F, E ¢ F N p olacak bigimdeki bir E kiimesi neden
olabilirdi. Boyle bir F kiimesi i¢in p ¢ F ve EU{p} € F Np olmasi saglanacagindan
sozkonusu esitsizligin var olmamasi igin

ANf@< AN fl)= (/\ f(x)) A (p)

el zeEU{p} el

esitsizliginin de gegerli olmamasi gerekirdi. Halbuki, (F,p) € 7, olmasindan dolay1
f) <V A f(x) tir ve buradan

FeF zeF
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(/\f@))Af(p) < </\f(:c)> (\/x/e\Ff ) = A [«

elde edileceginden boyle bir durumun gergeklesmesi miimkiin degildir, yani

VAr@s V Arf@

FEF z€F FEFNp zeF

olmalidir. Buradan

<V Af@< V Af@

FeF zeF FeFnp z€F

oldugu elde edilir ve boylece (C3) kogulu da saglanmig olur. m

Asagidaki teorem yakinsakligin siireklilik altinda korundugunu ifade eder.
Teorem 3.2.3.3 (X,71) ve (Y,72) ®-topolojik uzay, ¢ : X — Y verilen
&-topolojilere gore siirekli ise ¢, 7., ve 7., 'ye gore de siireklidir (Hohle, 2001).
Kamt. (F,z) € 7,, ve g € LY olsun. Tanim 3.2.3.1 ve Teorem 3.2.1.1 geregi

ey (0 ()] (9) = go., (¢ (2))

(g00),, (@)

IA

= [vr (@) (gop)

< V Aoo) (@)

FeF xeF

-V A

FeF yep—(F)

[ (¢ ( <V Ayl

GEcp Yy yeG

olup buradan

oldugu goriiliir. Dolayisiyla 7o ’'ye gore ¢ (F) siizgeci ¢ (z) ’e yakinsar, yani
(0 (F),p(x) €T, 'dir. =

B-topolojik uzaylarda klasik siizgeglerin yanisira &-degerli siizgeglerin
yakinsakligindan da soz edilebilir. B-siizgeglerin  yakinsaklhigi  &-topolojik
uzaylardaki kompaktligin arastirilmasinda énemli bir rol oynar.
Tanim 3.2.3.2 (X, 7) bir &-topolojik uzay, v X iizerinde bir &-siizge¢ ve z € X
olsun.

a) X tizerinde 7[(0® 1) ] <0® 1, v <7 ve v, () < 7 olmasim saglayan bir v
®-siizgeci bulunabiliyorsa = ’e v ’'niin bir kaplama noktasi (adherent point) denir.

b) v, (z) < v oluyorsa z ’e v 'niin bir limit noktas1 denir (Hohle ve Sostak, 1999).

102



Onerme 3.2.3.2 (X, 7) bir &-topolojik uzay, v bir &-siizgeg olsun.

a) v 'niin bir kaplama noktas: varsa v (0 ® 1)] < 0® 1 esitsizligi saglanir.

b) v[(0®1)y] < 0® 1 esitsizligi saglaniyorsa v ’niin her limit noktas: ayni
zamanda bir kaplama noktasi olur (Hohle ve Sostak, 1999).

Kamit. a) v 'niin bir kaplama noktasi varsa, bir 7 &-stizgeciicin 7 [(0® 1) ] < 0®1
ve v < V olmasi saglanir ve istenen egitsizlik buradan gelir.

b) v[(0®1)y] < 0® 1 esitsizligi saglansin ve x € X v ’'niin bir limit noktas
olsun. Bu durumda v, (z) < v olur. v < v olmasi da saglandigindan v = v secilmesi
2 'in v 'niin bir kaplama noktas1 olmasini gerektirmeye yeterdir. m

v[(0®1),] <0®1 esitsizligi cok degerli topolojik uzaylar tizerindeki kompaktlik
tanimlarinda merkezi bir konuma sahiptir. Asagidaki nerme tabakali siizgeclerde
bu esitsizligin ayrica arastirilmasina gerek olmadigini gostermektedir.

Onerme 3.2.3.3 (X, 7) bir tabakali &,-degerli topolojik uzay ve v, X {izerinde bir
tabakali &,-siizge¢ ve x € X olsun. z ’in v ’niin bir kaplama noktasi olmasi igin
gerek ve yeter kogul X iizerinde, v < v ve v, (z) < v kogullarii gergekleyen bir v
tabakali &,-siizgeci bulunabilmesidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamit. (= ) : z, v 'niin bir kaplama noktasi ise

Vel <0®1l, v<v, v(z) <V
olmasim saglayan bir v/ : LY — L &,-siizgeci vardir. 0 ® 1 = /0 oldugundan
Onerme 2.2.1.8 ve Onerme 2.2.1.10 geregi v/ < v olacak bicimde bir 7 tabakali
&,-siizgeci bulunabilir.

(<=) : Istenen ozellikleri saglayan bir 7 tabakali &,-siizgeci varsa x ’in v 'niin
bir kaplama noktasi oldugu Onerme 2.2.1.7 yardimiyla hemen goriiliir. m

Bir X kiimesi {iizerindeki tabakali &,-ultrasiizgecler, tabakali &,-stizgecler
ailesindeki maksimal elemanlar olduklarindan bir v tabakali &,-ultrasiizgeci icin
v < v olacak bicimde bir v tabakali &,-siizgeci bulunabilmesi ¥ = 7 olmasim
gerektirir. Boylece Tanmim 3.2.3.2 ve Onerme 3.2.3.3’ten asagidaki sonuca varilir.
Sonug 3.2.3.1 (X, 7) bir tabakali &,-degerli topolojik uzay ve v X iizerinde bir
tabakali &,-ultrasiizgeg ise v 'niin her bir kaplama noktasi ayni1 zamanda bir limit

noktasidir (Hohle ve Sostak, 1999).
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3.2.4 Ayirma Belitleri

Bu boliim boyunca aksi belirtilmedikee iizerinde galigilan & = (L, <, ®) tam
grupoidinin en azindan bir cl-kuasi monoid oldugu kabul edilecektir.

(X, 7) bir &-topoloji olsun. Her bir g € 7 6gesi 6zel bir g* € T 6gesine agagidaki
bi¢imde karsilik gelir.

Tanim 3.2.4.1 & = (L, <,®) bir cl-kuasi monoid, (X, 7) bir &-degerli topolojik
uzay, g € 7 olsun. Bu durumda ¢g* € L* 6gesi g* = \V{h €T | h®g<0x® 1x}
ile tamimlanir (Hohle ve Sostak, 1999).

(03) geregi g* € 7 olacagr agiktir. Ayrica her cl-kuasi monoid bir cl-grupoid
oldugundan ® islemi bos olmayan kiime iizerinden alinan ekiis iizerine dagilir ve
Teorem 2.1.1.1 geregi

Ox €e{heT|h®g<0x®1lx}#9
olup ¢* ® g < 0x ® 1x olmasi her zaman saglanir.
Tanim 3.2.4.2 (X, 7) bir B-topolojik uzay olsun. Her x,y € X, = # y ikilisine
kargihk g (z) # ¢(y) olacak bigimde bir ¢ € 7 bulunabiliyorsa (X,7) nun bir
Kolmogoroff (veya Tj) &-topolojik uzay1 veya &-degerli Kolmogoroff (Tj) uzay:
oldugu soylenir (Hohle ve Sostak, 1999).
Tanim 3.2.4.3 (X, 7) bir &-topolojik uzay olmak iizere, her z,y € X, xz # y
i¢in, ¢* () ® g (y) £ 0 ® 1 olacak bi¢imde bir g € 7 bulunabiliyorsa (X, 7) ’ya bir
Hausdorff (veya Ty) &-topolojik uzayr veya &-degerli Hausdorff (Ty) uzayr denir
(Hohle ve Sostak, 1999).
Onerme 3.2.4.1 Her ®-degerli Hausdorff uzayr aym zamanda bir ®-degerli
Kolmogoroff uzayidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamt. (X,7) bir Hausdorff &-topolojik uzayi, z,y € X ve x # y olsun. Bu
durumda ¢* () ® g (y) £ 0® 1 olacak bigimde bir g € 7 vardir. g (z) = g (y) olsayds

gF@)egly) = g @) eg@) =(9"®g)(v)

Viher | h®g<0x®1x}®g)(z)

(
< (0x®1lx)(z)=0®1

olurdu ve bu ¢* (z) ® g (y) £ 0 ® 1 olmasiyla gelisirdi. Oyleyse g (z) # g (y) olup
(X, 7) bir Kolmogoroff &-topolojik uzayidir. =
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Tanim 3.2.4.4 Her h € 7icin h = \/{g € 7| ¢ Vh=1x} esitliginin saglandig:
bir (X,7) ®&-degerli topolojik uzayma diizenli (regular) ®-topolojik uzay veya
®-degerli diizenli uzay denir (Hohle ve Sostak, 1999).
Onerme 3.2.4.2 & = (L, <,®) cl-kuasi monoidi her a,b € L igin
1Ra<b®1l — a<b

olmasi ek kosulunu gergeklesin. Bu durumda her diizenli &-degerli Kolmogoroff
uzay1 bir ®-degerli Hausdorff uzayidir (Hohle ve Sostak, 1999).

Q = (L, <, %) bir karekoklii GL-monoid olsun. v/1 = 1 olacagina dikkat edilirse
l®a=+1x\a=+a, b®1=+boldugu goriiliir ve buradan,

1®a<b®1l = Va<Vb = a<b
elde edilir. Boylece agsagidaki sonug ifade edilebilir.
Sonug 3.2.4.1 Diizenli &,-topolojik uzaylar icin Ty ve Ty belitleri birbirine denktir
(Hohle ve Sostak, 1999).
Onerme 3.2.4.3 (X, 7) bir &,-degerli topolojik uzay olsun. Her g € 7 icin
g = V{her|hxg=0x}
esitligi vardir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kanit. &,-degerli bir topolojik uzayda ® = ® oldugundan
g = Vi{her|h®g<O0x®lx}
yazilabilir. (h & g)2 = hx*xgve Oy ® 1x = /0y esitlikleri &, "1 belirleyen Q
kuantalinin bir GL-monoid olmasindan kolayca goriiliir. Boylece, h € 7 olmak
iizere h® g < 0x ® 1y = h* g = 0x elde edilir ve buradan
{herT|h®g<0x®1lx} C {heT|h*xg=0x}

oldugu goriiliir. Diger taraftan hx g =0x = (h®¢g)’ <0x = h®g < +0x
oldugundan kapsamamin diger yonii de gecerlidir. Istenen esitlik ekiisii alinan
kiimelerin esitliginden elde edilir. =

Ty ozelliginin &,-degerli topolojik uzaylar i¢in 6nemli bir karakterizasyonu
asagidaki teoremle verilir.
Teorem 3.2.4.1 (X,7) bir &,-degerli topolojik uzay olsun. (X,7) ’nun bir
®,-degerli Hausdorff uzayi olmasi igin gerek ve yeter kogul her x,y € X, x # y
icin, g1 * g2 = Ox ve g1 (x) * g2 (y) # 0 olacak sekilde g1, ¢g> € 7 bulunabilmesidir
(Hohle ve Sostak, 1999).
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Kanit. (=) : z,y € X, x # y olsun ancak g; * go = Ox ve g1 () * g2 (y) # 0
olacak bi¢imde ¢;, go € 7 bulunamasin. g; * go = Ox olacak bigimdeki her g;,g2 € T
icin g1 () * g2 (y) = 0 olur.

g € T olsun. 0®1 = /0 olacagina dikkat edilerek g* = \/ {h eET|h®g< \/@}
yazilabilir. Ayrica &, tam grupoidinin temelindeki G kuantali bir siki karekoklii
GL-monoid oldugundan G 'nin degigmeliligi kullanilarak

heg<Vix = Vhxg<V0x
— h* /g * Vh * Vg < 0x
— hxg=0x
elde edilir. 0y € {h ET|h®g< \/G} + @ olmas: sayesinde Onerme 2.1.5.5
uygulanabileceginden ¢g* x ¢ = Ox olur ve varsayim geregi bu, ¢*(z) * g(y) = 0
olmasini gerektirir. (S3)’iin de kullanilmasiyla
g (@) xgly) =0 = Vg (x)xg(y) =
— (Vo @+l
= Vg () \/ (y
<

= ¢ (1)®g(y)

)
0®1
bulunur. Bu her g € 7 igin gegerli oldugundan (X, 7) bir &,-degerli Hausdorff uzay1
degildir.
(<) :Herx,y € X, x # yigin, g1 % g2 = Ox ve g1 (z)* g2 (y) # 0 olacak bigimde
g1, g2 € 7 bulunabilsin. Bu durumda
G®g = Vo1 */92

< (Vo= vg) vV V0x

= Voi*g

= V0x

= Ox®l1x

olacagindan

gle{hET‘h@)gQSOX@lX}
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olur ve buradan ¢g; < g5 oldugu goriiliir. Boylece

G@)®epl) <0®l = /g5(1)* /92 (y) < V0
— (V@) =V () v VO =0
= 9 (7) * g2 (y) = VO

= g5 (
(

)

= g (2)*g2(y) =0
olacagimdan ¢; () * g2 (y) # 0 varsaymm g5 () ® g2 (y) £ 0 ® 1 olmasim gerektirir.
Dolayisiyla (X, 7) bir &,-degerli Hausdorff uzayidir. m
Teorem 3.2.4.2 Bir (X, 7) tabakall ®,-topolojik uzaymimn &,-degerli Hausdorff
uzayl olmasi icin gerek ve yeter kosul X iizerindeki her tabakali &,-siizgecin en
cok bir tane limit noktasinin bulunmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamit. (= ) : (X, 7) bir tabakali &,—degerli Hausdorff uzay: olsun. v € 3’&58) (X)
oldugu ve z,y € X olmak {izere x ve y 'nin v 'niin birer limit noktas1 oldugu kabul
edilsin ve o # y oldugu varsayilsin. Onceki teorem f * g = Ox ve f (z) * g(y) # 0
olacak bigimde f,g € 7 bulunabilmesini gerektirir. Boylece Teorem 3.1.1 geregi
[ < for ve g < gon ohurve £ (2) < fur (2) = [vr (@] (F)s 9 (4) < gur (1) = [v2 1) (9)
yazilabilir. x ve y, v ’niin limit noktasi oldugundan v, (z) < v ve v, (y) < v
esitsizlikleri vardir ve buradan f (z) < v (f), g(y) < v (g) oldugu goriiliir. Ayrica
f*g = Ox esitligine Onerme 2.2.1.7 ve Onerme 2.2.1.8 uygulanarak v (f)*v (g) = 0
elde edilir ve 0 # f (z) x g (y) < v (f) *v(g) = 0 celigkisine ulagilir. Dolayisiyla
x # y varsayimi yanligtir, yani v 'niin birden ¢ok limit noktasi var olamaz.

(<) : X iizerindeki her tabakall &,-siizgecin en ¢ok bir tane limit noktas
bulunsun ve z,y € X, x # y olsun. Bu durumda v, (z) < v, v, (y) < v olacak
bigimde v € 3558) (X) bulunamaz ve Onerme 3.1.1.3 geregi v, (1) ,v, (y) € Sés) (X)
oldugundan, Onerme 2.2.1.10’dan

frg=0x = [v- @] (f)*[v- (] (g) =0, VfgeLl®
onermesinin yanls oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla, f % g = 0x olmakla birlikte
[vr (2)] (f) * [vr ()] (9) # 0 olacak bigimde f,g € LY vardw. f,, < f, g.. < g

oldugundan f,_* g, = O0x olmasi da saglanir. Ayrica

oo () % 9o, (y) = o ()] (f) * [vr ()] (9) # 0
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olur ve f,. = \/{he1|h< [}, go, = VV{h €7 | h <g} oldugundan (O3) kosulu
geregi f, ,g,, € 7 ’dur. Boylece f, ve g, Teorem 3.2.4.1’de istenen kosgullari
saglamig olur. x ile y keyfi oldugundan (X, 7) bir &,-degerli Hausdorff uzayidir. m

&,-degerli Hausdorff uzaylar: ultrasiizgecler yardimiyla da belirlenebilir.
Onerme 3.2.4.4 Bir (X,7) tabakali &,-degerli topolojik uzaymin &,-degerli
Hausdorff uzayr olmasi igin gerek ve yeter kosul X iizerindeki her tabakal
®,-ultrasiizgecin en ¢ok bir limit noktasimin bulunmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kanit. ( = ) : Teorem 3.2.4.2 ve Onerme 3.2.5.1’in sonucudur.

(«<=) : v X iizerinde bir tabakali &,-siizge¢ olsun ve v 'niin z, y € X gibi iki limit
noktasi bulundugu varsayilsin. Bu durumda v, (z) < v ve v, (y) < v olur. Teorem
2.2.1.2 (b) geregi v < v olacak bigimde bir 7 tabakali & ,-ultrasiizgeci bulunabilir ve
v < U olmasi x ve y 'nin ¥ 'nin de limit noktalar1 olmasini gerektirir. ¥ bir tabakali
&, -ultrasiizge¢ oldugundan hipotezden x = y elde edilir. Dolayisiyla X {iizerindeki
tabakali bir &,-stizgecin birden ¢ok limit noktasi bulunamaz ve X ’in bir &,-degerli
Hausdorff uzay1 oldugu Teorem 3.2.4.2’'nin bir sonucu olarak goriiliir. m

Elde edilen sonuglar altinda asagidaki teoremin kanitlanmasi miimkiindiir.
Teorem 3.2.4.3 {(X;,7;) | i € I} tabakali &,-degerli topolojik uzaylarin bir ailesi
ve 7, X = H X, carpim kiimesi tizerindeki tabakali &,-carpim topolojisi olsun.
(X, 7) 'nun Q;ifdegerli Hausdorff uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart her bir (X;, 7;)

carpan uzayinin bir &,-degerli Hausdorff uzay1 olmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).

3.2.5 Kompaktlik

Tamm 3.2.5.1 a) (X, 7) bir &-degerli topolojik uzay olsun. v [(0®1),] < 0®1
esitsizligini saglayan her v ®-siizgecinin en az bir kaplama noktas1 varsa (X, )
uzayinin kompakt oldugu stylenir.

b) (X, 7) bir tabakali &,-degerli topolojik uzay olsun. X iizerindeki her bir
tabakali &,-siizgecin en az bir kaplama noktasi varsa (X, 7) uzayma yildiz (star)
kompakt veya kisaca S-kompakt denir (Hohle ve Sostak, 1999).

Tabakali &,-degerli topolojik uzaylar iizerinde ¢ahgildiginda kompakthgin yildiz
kompaktligr gerektirdigi 0 ® 1 = /0 esitligi yardimiyla Onerme 2.2.1.7°den goriiliir.

Burada, ¢ok degerli topolojilerin geneline hitap eden kompaktlik kavramindan ¢ok,

108



tabakali &,-degerli topolojik uzaylar i¢in iyi 6zelliklere sahip olan yildiz kompaktlik
tizerinde durulmaktadir.

S-kompaktlik ultrasiizgegler yardimiyla karakterize edilebilir.
Onerme 3.2.5.1 Bir (X, 7) tabakall &,-topolojik uzaymin S-kompakt olmasi igin
gerek ve yeter kosul X iizerindeki her tabakali &,-ultrasiizgecin en az bir limit
noktasimin bulunmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kanit. (=) : Tamum 3.2.5.1 (b) ve Sonug 3.2.3.1’in sonucudur.

(<=) : v X iizerinde bir tabakali &,-siizge¢ olsun. Teorem 2.2.1.2 (b) geregi
v < v olacak bicimde bir tabakali 7 &,-ultrasiizgeci bulunabilir ve hipotezden dolay1
7 'nin X ’te bir p limit noktasi vardir. Bu durumda v, (p) < v olacagimmdan v < v
ve v, (p) < v oldugu elde edilir ki, bu p 'nin v ’niin bir kaplama noktas1 oldugu
anlamina gelir. Dolayisiyla X {iizerinde verilen her tabakali &,-siizgecin en az bir
kaplama noktas1 vardir, yani (X, 7) S-kompakttir. m
Teorem 3.2.5.1 (X, 7) bir S-kompakt ve tabakali &,-topolojik uzay ve (Y, o) bir
tabakali &,-topolojik uzay olsun. ¢ : X — Y siirekli ve 6rten bir fonksiyon ise (Y, o)
uzay1 da S-kompakttir (Hohle ve Sostak, 1999).
Kamit. v : LY — L bir tabakali ®,-siizgeg olsun. Onerme 2.2.1.5 (b)’den p~! (v)
X iizerinde bir tabakal &,-siizgeg olur. (X, 7) S-kompakt oldugundan ¢! (v) ’'niin
en az bir p € X kaplama noktas1 vardir. Onerme 3.2.3.3 geregi bu, p~! (v) < 7 ve
v, (p) < 7 olmasim saglayan bir © tabakali &,-siizgecinin bulunabilmesi anlamina
gelir.

v=p(p () < ¢[@) oldugu Onerme 2.2.1.3 ve Onerme 2.2.1.4’ten goriiliir.
Diger taraftan ¢ siirekli oldugundan Teorem 3.2.1.1 geregi her ¢ € LY icin
Gv, 0 < (go ), esitsizligi vardir. Buradan (g, o ) (p) < (go ), (p) veya
bagka bir yazimla [v, (¢ (p))] (9) < [vr (p)] (9 © ) oldugu sonucuna ulagilir. Goriintii
stizgeci tanimu geregi [v, (p)] (9o ¢) = [¢ (vr (p))] (g) olur. v, (p) < ¥ oldugundan
[o (vr ()] (9) < [¢(7)] (g) ve bbylece her g € LY icin [v, (¢ ()] (9) < [ ()] (9)
olup v, (¢ (p)) < ¢ (P) elde edilir.

v < (), vy (p(p) < ¢(¥) ve Onerme 2.2.1.5 (a) geregi o (V) € ngs) (Y)
oldugundan ¢ (p) v ’niin bir kaplama noktasidir. v keyfi olarak se¢ildiginden (Y, o)
S-kompakttir. m
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Teorem 3.2.5.2 {(X;,7;) | i € [} tabakali &,-degerli topolojik uzaylarin bir ailesi
ve T, X = HXi tizerindeki tabakali &,-¢arpim topololojisi olsun. (X, 7) 'nun
S-kompakt oifrllaa icin gerek ve yeter kogul her bir (X;,7;) uzaymimn S-kompakt
olmasidir (Hohle ve Sostak, 1999).

Kamit. (= ) : Teorem 3.2.1.3 ve Teorem 3.2.5.1’in direkt sonucudur.

(<) : Her bir (X;,7;) tabakal ®&,-topolojik uzaymin S-kompakt oldugu
varsayilsin ve v X tizerinde bir tabakali &,-ultrasiizgeg olsun. Teorem 2.2.1.3, her
i € I'igin v; := m; (v) 'nin X iizerinde bir tabakal & ,-ultrasiizgeg olmasini gerektirir.
Her bir (X;, 7;) S-kompakt oldugundan, her bir v; ultrasiizgecinin bir x; € X; limit
noktast vardir. Boylece her i € [ icin v, (x;) < v; olur.

x € X noktas1 x = (x;),; olarak tammlansin ve herhangi bir A € L* alnsmn.

k%l (fi, ©mi,.) < h oldugunda Sonug 2.2.1.1’den,

e, @)l (f) < % v ()
= * [m (0] (fi)

k=1
v (flk © Wik)

(fie073,))

[\
<
— |l ¥3

< v(h

elde edilir ve sol tarafta ilgili ekiistin alinmasiyla [v, (x)] (k) < v (h) oldugu sonucuna

ulagilir. Dolayisiyla x v 'niin bir limit noktasi olup (X, 7) S-kompakttir. m

3.3 (Cok Degerli Topolojik Uzaylarin Kategorisi

Cok degerli topolojik uzaylarin, kendileri arasinda tanimlanan siirekli
fonksiyonlarla, bir kategori olusturacak derecede uyumlu olduklarimi gormek zor
degildir. Bu gercek, kanit1 acik olan agagidaki onerme ile ifade edilmektedir.
Onerme 3.3.1 & bir tam grupoid olmak iizere, &-degerli topolojik uzaylar ve
bunlar i¢in tanimlanmug siirekli fonksiyonlar, aligilmig bilegske ve birim fonksiyonlar
ile birlikte bir kategori olugturur (Hohle, 2001).

Tanmim 3.3.1 Bir & tam grupoidi i¢in, &-topolojik uzaylar ve bunlara gore siirekli
doniisiimlerin kategorisi &-TOP ile gosterilir. Bu kategorinin birim morfizmleri

ozdeglik doniigiimlerine, bilegkesi fonksiyon bilegkesine kargilik gelir (Hohle, 2001).
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B-TOP kategorisinin, SET kategorisinden yola c¢ikarak, kategorik olarak
kurulabilecegini gormek ilginctir. Bunu basarmak icin, Ornek 2.3.4.6’da klasik
topoloji kavramini yeniden elde etmekte kullanilan bakis acisin1 korumak kaydiyla
gerekli degisgiklikleri yapmak yeterli olacaktir. Sozkonusu ornek, topolojik uzay
taniminin bir Kleisli kategorisi yardimiyla yeniden verilebildigini gostermekteydi.
Bu, herhangi bir K kategorisi ile K iizerindeki bir T = (7,7, ) monadina karsilik
gelen keyfi bir Kt Kleisli kategorisinde benzer bir yaklagim yapilarak, K-nesneler
iizerinde topoloji benzeri yapilar tanimlanip tanimlanamayacagi sorusunu akla
getirir. Bu sorunun yaniti genel anlamda olumsuzdur (Hohle, 2001). Ornegin,
Ornek 2.3.4.6’daki (i) kosulunun bir benzerinden bahsedilebilmesi icin her seyden
once belirli bir siralama olgiitiine sahip olunmasi gerekmektedir. Bununla birlikte
bazi ek yapilar ve ozelliklerin bulunmasi halinde Kt kategorisindeki uygun
endomorfizmler yardimiyla topolojiye benzer bir yapi tanimlamanin miimkiin oldugu
bilinmektedir. Burada, bu yapilarin kendilerine has ozelliklerinin arastirilmasi
kapsam dig1 birakilarak yalnizca bazi kategorik ozelliklerin elde edilmesi ve ok
degerli topolojilerin de bu tiir yapilardan biri oldugunun gosterilmesi {izerinde
durulmustur.

& bir tam grupoid olmak iizere ®-degerli topoloji taniminin elde edilmesinde
kullanilacak monad, asagidaki énerme ile tanitilmig olmaktadir.

Onerme 3.3.2 & = (L, <,®) bir tam grupoid olsun ve §e : |[SET| — |[SET| nesne
fonksiyonu her X kiimesini, X iizerinde tanimlanabilen biitiin &-stizgeclerin kiimesi

olan Fe (X) kiimesine tagisin. Her X € |SET| icin 7y : X — §g (X) fonksiyonu

nx (@) (f) = f(2), VfELX, Ve e X

bigiminde tammlansin ve her bir ¢ : X — Fe (V), ¥ : Y — Fg (Z) fonksiyon ifti
icin ¢ @ o : X — §g (Z) klon bilegkesi

(o) (@)](h) = lp @) ([ ()] (h), Yh € L, Vo e X

ile verilsin. Bu durumda (s, 7, @) iicliisiit SET kategorisi tizerinde bir (klon bigimli)
monad olur (Hohle, 2001).
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Kamit. M1) SET kategorisinde X —% Fe (Y), Y -5 Fe (Z), Z —— o (W) olsun.

Bu durumda her x € X ve her k € LY icin

[(Co (o) (@)](k) = [(¥ep)(@)](¢(-)] (k)
o ()] (¥ ()] ([C (=)] (K)))
= lp@)]([(Cov) (=)] (k)
[((C 1) @) (2)] (k)
olacagindan ¢ e (1) e ) = (C 1) ®  esitligi elde edilir.

M2) X -2 T (Y) olsun. Her y € Y ve her g € LY igin

Iy ()] (9) =g (y) = [y ()] (9) =g

ve boylece her x € X ve her g € LY icin

[(ny @) ()] (9) = [ ()] ([ny ()] (9)) = [¢ ()] (9)

olmasindan 7y @ ¢ = ¢ bulunur.

M3) X N Y, Y N S (Z) olsun. Bu durumda her x € X ve her g € LY i¢in

(¢ @ (ny 0 9)) (2)](9) =

oldugundan v e (1, 0 @) = 1) o ¢ esitligine ulagilr. m
Tanim 3.3.2 (B-Siizgeg¢ Monadi) 6 = (L, <,®) bir tam grupoid olsun. SET
kategorisi tizerinde bir (klon bicimli) monad oldugu Onerme 3.3.2 ile kanitlanan
Fs = (§6,n, o) tigliisii, &-degerli siizgeg monadi veya kisaca B-siizge¢ monadi olarak
adlandirihr (Hohle, 2001).
Tanim 3.3.3 X bir kiime & = (L, <, ®) bir tam grupoid ve Fg = (Fs,7n, o), SET
kategorisi tizerindeki ®&-siizge¢ monadi olsun. v € EEI%%@(X ), So (X) iizerindeki <
siralamasina gore

(T1) U STy

(T2) v<veuv
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kosullarii saglayan bir SETg, endomorfizmi olmak tizere, v 'a X {izerinde bir
SETF, -topolojik nesne, (X,v) ikilisine ise bir SETF,-topolojik uzay nesnesi adi
verilir (Hohle, 2001).

Teorem 3.3.1 (X, v) bir SET§, -topolojik uzay nesnesi olsun. Bu durumda

O(r)=v(x), Vx e X

ile tammlanan ¢ : X — L(£Y) doniisiimii X tizerinde bir &-degerli komsguluk sistemi
olur (Hohle, 2001).

Kanit. Her z € X icin 0 (2) = v () € §e (X) oldugundan (U0), (Ul) ve (U2)
sirasiyla (F0), (F1) ve (F2)’den hemen gikar. (U3), &-siizge¢ monadindaki 77 tanimi
ile (T1)’in, her z € X, f € L¥ igin

0@ () = @)

(0@ () = [v@)]()

= [v@)](v(=)])
olur ve v : X — J (X) C L), f e LX olmasmdan v ()] (f): X oo L elde
edilir. Ayrca her y € X igin [[v (=) (/)] (y) = [v(®](f) = [0 (y)](f) olmas: da
saglandigindan
[ (@)] (v () {0 @] (R) | he L™, hiy) <[o@)](f),Vy e X}

"dir ve buradan

[0 ()] (f)

IN

v (@)] ([v (=) (/)
< VA{b@I®) [he L, hy) <[0w)(f). Yy e X}
olup (U4) de elde edilmis olur. m
Kategorik anlamda bir morfizmin deger nesnesi (SET Xkategorisi igin, bir
fonksiyonun deger kiimesi) tek tiirlii belirlenebildiginden, aslinda her yerde aym

degerleri alan iki “esit” fonksiyon icin v : X — e (X) ve 0 : X — L) gibi iki
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farkl gosterime gidilmistir. Karsit durum ile ilgili bilgi veren agagidaki teoremde de
buna benzer bir teknik ayrim yapilmaktadir.

Teorem 3.3.2 Bir X kiimesi fizerinde bir v : X — LEY) B-degerli komsuluk
sistemi verilsin. Bu durumda her bir x € X i¢in v (z) € Fe (X) olur ve her zz € X
i¢in ¥ (z) = v (z) olacak bi¢imde tanimlanan ¥ : X — Fe (X) dontigiimii, X iizerinde
bir SET, -topolojik nesnedir (Hohle, 2001).

Kanit. Onerme 3.1.1 geregi her bir # € X icin v(r) € Fe(X) olur ve
boylece v ile her bir noktada esit deger alacak bir v : X — Fg (X) fonksiyonu
tanimlanabilir. Kleisli kategorisi tanimi, v fonksiyonunun bir SETF, -endomorfizm

olmasim gerektirir. (U3) her z € X, f € L¥ icin

(@] (f) = [v@)](f)
< fl(x)
= [nx (@] (f)

olmasini gerektirecegincen v < 7y olup (T1) elde edilir. (T2) ise (U4) ve (Ul)

belitlerinin kullamlmasiyla her « € X, f € LX icin

@I = [v@)]()

VAN
~—
)
=
=
>=
m
t~
“><
>=
S
IA
=)
—~
s
=
<
<
m
S
——

olmasindan goriiliir. m

Bir fonksiyonun deger kiimesinin, ©nce genisletilip sonra tekrar eski
durumuna getirilmesi veya goriintii kiimesini kapsayacak bicimde daraltiralak
tekrar genisletilmesi fonksiyonun alacagi degerlerde herhangi bir degisime sebep
olamayacagindan, Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 birlikte yorumlanarak asagidaki
sonug ifade edilebilir.
Sonug 3.3.1 X bir kiime, ® = (L, <, ®) bir tam grupoid olmak iizere X {izerindeki

her bir SET, -topolojik nesnesi, deger kiimesi LY e genisletilerek X tizerinde bir
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B-komsguluk sistemine dontigtiiriilebilir. Tersine X iizerindeki her bir &-komsguluk
sistemi, deger kiimesi §¢ (X) ’e daraltilarak X iizerindeki bir SETF,-topolojik
nesnesine doniistiiriilebilir.

Yukaridaki sonuca gore ozetle “®-komsuluk sistemi” ve “SETg,-topolojik
nesne” kavramlar: birbirine denktir. Buna ek olarak, deger kiimesiyle ilgili teknik
ayrint1 gozardi edilirse bu iki yap1 tamamen ayni olur. Bu sonug¢ Teorem 3.1.1 ile
birlikte ele alindiginda ise “SETF,-topolojik uzay nesnesi” ve “®&-topolojik uzay”
kavramlarinin birbirine bagh olduklar1 goriiliir. Bu bag, bir yandan cok degerli
topolojik uzaylarin kategorik ozelliklerinin arastirilmasini kolaylastirirken, diger
taraftan bir &-topolojik uzaya tek tiirlii olarak karsihik gelen bir SETg, -topolojik
uzay nesnesinden bahsedilmesini miimkiin kilarak ¢ok degerli topolojik uzaylar ile
ilgili kavramlar i¢in kategorik temelli alternatif tanimlar elde edilmesini saglar.
Asgagida bu durumun bir 6rnegine yer verilmektedir.

Teorem 3.3.3 & bir tam grupoid, (X, 1) ve (Y, 75) &-degerli topolojik uzaylar ve
(X, v1) ve (Y, v2) bu uzaylara sirasiyla karsilik gelen SET'g,, -topolojik uzay nesneleri
olsunlar. Bu durumda bir ¢ : X — Y doniigiimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul

v @ (1y 0 @) < (1y o) eu
olmasidir (Hohle, 2001).
Kanit. Teorem 3.2.1.1 geregi ¢ 'nin siirekli olmasi i¢in komsuluk sistemleri tiirtinden

gerek ve yeter kosul
G, O P < (9090>le , Vg e LY

olmasidir. Gosterim olarak f, = [v (—)] (f) oldugundan bu kogul

[[vr, (5)] (9) 0 @] (2) < [[vry ()] (go9)] (2), Vo € X, Vg€ LY
veya

[vr, (0 (2))] (9) < [vr, ()] (g0 ¢), Yo € X, Vg€ LY

biciminde yazilabilir. &-komsuluk siizgecleriyle SETg,, -topolojik uzay nesneleri esit

IN

degerler aldiklarindan yukaridaki ifadeyi v; ve vy tiiriinden

[(v209) (2)](9) < [v1 ()] (g0 9), Yo € X, Vg€ LY

bi¢iminde yazmak da miimkiindiir.
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Fg monadi icin birim dogal doniigiimii tanimindan her x € X i¢in

[(ny 0@) (D) (9] () = [(ny o) (@)](9)
=y (¢ (@)l (9)
= g(p())

oldugundan [(ny o ) (—)] (g9) = gop 'dir. Fg 'nin klon bilegke tanimi da kullanihirsa

1 (@)](gog) = [vr(@)]((ny o @) (=)](9))
= [l(ny o p) @] ()] (9)

oldugu goriiliir. vy 0 = vy @ (1y 0 @) esitligi ise (M3)’ten gikar. Boylece
[(v209) ()] (9) < [v1 ()] (go ), Vo € X, Vg€ L"
esitsizligi
(V2@ (ny 0 9) ()] (9) < [[(ny o) e v1] ()] (9), Vo € X, Vge LY

bi¢imine doniistiiriilmiis olur. Bu ise

vy @ (ny 0p) < (nyop)ev

olmasi anlamina gelir. m

Agagida herhangi bir &,-TOP kategorisi igin iki o6nemli alt kategori
tanimlanmaktadir.
Tanim 3.3.4 a) Bir &, tam grupoidi i¢in &,-TOP kategorisinin, biitiin zayif
tabakali &,-toplojik uzaylardan olusan eksiksiz alt kategorisi WS®&,-TOP ile
gosterilir.

b) Bir WS&,-TOP kategorisinin biitiin tabakali &,-toplojik uzaylardan olugan
eksiksiz alt kategorisi S®,-TOP ile gosterilir (Hohle ve Sostak, 1999; Hohle, 2001).

S&,-TOP kategorisinin aynm1 zamanda &,-TOP kategorisinin de bir eksiksiz
alt kategorisi oldugu ilgili tanimlardan dolay1 aciktir. Buna ek olarak asagida,
S6,-TOP 'un &,-TOP kategorisinin bir esyansimali alt kategorisi oldugu
gosterilmektedir.
Teorem 3.3.4 Herhangi bir &, tam grupoidi igin S&,-TOP, &,-TOP

kategorisinin bir egyansimal alt kategorisidir.

116



Kamt. Keyfi bir A = (X,7) € |®,-TOP| nesnesi verilsin ve buna karsihk
gelecek A € |SG,-TOP| nesnesi A = (X, 7)) olarak secilsin. c4 : X — X, X
kiimesi icin birim fonksiyonu gostersin. Tabakali kabuk tanmi 7 C 7 olmasini

S)

gerektirdiginden, g € 7 = gocy = g € 7 yazilabilir. Dolayisiyla cy

stirekli olup, ¢4 : (X, 7)) o top (X, 7) bigimindeki bir &,-TOP morfizmi olarak
diigiiniilebilir.

Herhangi bir B = (Y,0) € |S®,-TOP| tabakali &,-topolojik uzay1 ve bir
f:(Y,0) o 1or (X, 7) morfizmi verilsin, f : Y — X fonksiyonu, f morfizminin
temsil ettigi fonksiyona esit olarak secilsin ve ¢ € 7 olsun. Onerme 3.1.1.6
geregi T, = 78 oldugundan, her i € I icin a; € L ve ¢; € 7 olmak tizere
g= \/ (a; * g;) olacak bigimde bir I damga kiimesi vardir. Boylece, Teorem 2.1.6’nin
da dﬁ{lkate alimmasiyla g o f = \/ [(a; * g;) o f] yazilabilir. Her i € [ igin g; € T ve
f:(Y,o0) — (X,7) siirekli olzdeligundan gio f € o ’dir. o 'min tabakalilig ise
a; x (g; o f) € o olmasim gerektirir ve a; * (g; o f) = (a; x g;) o f olacag1 gercegi de
goz oniinde bulundurularak (O3) aksiyomunun uygulanmasiyla g o f € ¢ oldugu
sonucuna ulagilir. f fonksiyonu f ’e esit olarak secildiginden g o f € & olup
f:(Y,0) — (X, 7) siireklidir ve S&,-TOP kategorisinin eksiksiz olmasmdan dolay1
f bir 8&,-TOP-morfizmidir. Ustelik ¢4 birim fonksiyon ve f ile f aym degerleri
alan fonksiyonlar oldugundan c4 o f = f olup

B—L.4

Lo
A—— A
ca

diyagramini degigimlidir. Bu ise ¢4 mn A = (X,7) nesnesi icin bir
S&,.-TOP-egyansima oldugunu gosterir. A keyfi oldugundan, S&,-TOP, &,-TOP
‘un bir egyansimali alt kategorisidir. m

B-TOP kategorisiyle adjointlik iligkisi bulunan bazi 6nemli kategoriler de
mevcuttur. & nin en azindan bir cl-grupoid olmasi kosuluyla bunlardan biri, Ornek
2.3.1.3 ile tanitilan CONYV kategorisidir.

Teorem 3.2.3.2'nin bir sonucu olarak, & bir cl-grupoid ise her bir (X,7)

®-topolojik uzayimna bir (X, 7;) yakinsaklik uzay: kargilik gelir. Boylece &-TOP ve
CONYV kategorileri arasinda bir gecis elde edilir. Ozet olarak ®-degerli topolojik
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uzaylar icin yakinsaklhigin siireklilik altinda korudugunu ifade eden Teorem 3.2.3.3
ise iki kategori arasindaki bu gecisin bir fonktore kargilik gelecegi sonucunu verir.
Sonug 3.3.2 & bir cl-grupoid olmak iizere her bir (X,7) &-topolojik uzay1 ve

B-degerli topolojilere gore siirekli olan her ¢ fonksiyonu icin
T (X,7)=(X,T7),  Telp)=¢
kurali ile verilen Ty : -TOP — CONYV bir fonktordiir (Hohle, 2001).

Te fonktoriiniin bir sol adjointi vardir. Bu konuma aday bir fonktoriin
tanimlanabilirligi asagidaki teoremler ile elde edildikten sonra iki fonktor arasindaki
adjointlik iligkisi ele alinacaktir.

Teorem 3.3.5 (X, 7) bir yakinsaklik uzay1 ve & = (L, <, ®) bir cl-grupoid olsun.

T?Z{QGLXW(IE)S \/ /\g(a), V(]—“,x)eT}

AcF acA
ile tamimlanan 7%, X tizerinde bir &-degerli topolojidir (Hohle, 2001).

Kanit. 1 <1 olmasindan (O1) hemen goriiliir.

f,g € 5 olsun. Her (F,z) e Ticin f(x) < \/ A f(a)veg(x) < \/ A g(a)
AcF acA AcF acA
olur. ® igleminin sira koruyanligi, A € ¥ = A # & oldugu, & ’nin cl-grupoid

olmasi ve klasik siizgecler igin (F2) belitine dikkat edilirse her (F,z) € 7 igin
(f@g) (@) = flz)®g(2)

< (\/ /\f<b>>®(\/ /\g(c))

oy [(\/ /\f<b>>®/\g<c>]
HRVAY (Af<b>)®(Ag<c>)]
< VV (/\ f(b)>®< A g(c))]

BAORD)
-V IA (f(a)®g(a))]

AeF LacA

= VAUe9©

AEF acA
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olup f ® g € 7% ’dir ve boylece (02) de elde edilmis olur.

I = @ olmas1 durumunde (O3)’iin saglanacag1 agiktir. I # & olmas1 durumunda
ise istenen esitsizlik farkli damgalarla ard arda uygulanan iki ekiis igleminin birbiriyle
yer degistirebilecegi gerceginden goriiliir. m
Teorem 3.3.6 (X,7;) ve (Y,75) birer yakinsaklik uzay, ¢ : X — Y 7 ile 75 ye
gore bir siirekli fonksiyon ve & = (L, <, ®) bir cl-grupoid olsun. 7%. ve 77, &-degerli
topolojileri Teorem 3.3.57teki gibi tanimlanmug ise ¢ fonksiyonu 7% ile 77 "ye gore
de siireklidir (Hohle, 2001).

Kamt. g € 73, ve (F,z) € T; olsun. ¢ yakinsakhk yapilarma gore siirekli
oldugundan (¢ (F), ¢ (x)) € 75 dir.

Herhangi bir A € F seilsin. g € 77 oldugundan

gle@) <\ Ng®
Beyp(F) beB
dir. Ozel olarak ¢~ (A) € ¢ (F) kiimesi ele alinirsa

gle@)< N g = N\glp@)

bep— (A) acA

oldugu goriiliir. Bu esitsizlik her bir A € F i¢in gegerli olacagindan

(gop) (@) < \/ A (909 (a)

AEF acA
elde edilip g o ¢ € 77, oldugu goriiliir ve o, 77, ile 77, ’ye gore de siirekli olur. m

Sonug 3.3.3 & bir cl-grupoid olmak iizere her bir (X,7) yakinsaklik uzay1 ve

yakinsaklik yapilar1 altinda siirekli her ¢ fonksiyonu i¢in
66(X’T):(Xa7-§’)a 26(90):‘;0

kurali ile verilen G : CONV — B-TOP bir fonktordiir (Hohle, 2001).

Simdi Ty ve &g fonktorleri arasindaki adjointlik iligkisi ifade edilebilir.
Teorem 3.3.7 & bir cl-grupoid olmak iizere Sy 4 T 'dir (Hohle, 2001).
Kanit. Her bir (X,7) € [CONV] i¢in Ix : X — X fonksiyonu ele alinsin ve
(F,z) € T olsun. Bu durumda her bir g € 7% i¢in g () < \/ A g¢(a) olacagindan
F, 77 'ye gore x 'e yakmsar ve (F,r) € 7. olur. A

(F,x) = (Ix(F),Ix (z) ve (X,Tr:) = Te(Ss(X,T)) olduguna dikkat
edilirse, CONV kategorisinde Ix : (X,7) — T (Sg (X,7)) oldugu goriiliir.
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Ayrica (Y,7') € |®-TOP| olmak iizere herhangi bir ¢ : (X,7) — T (Y, 7)
CONYV-morfizmi verildiginde
(X,7) e Ts (6o (X, 7))

‘ l‘IQS (‘P*)

(X.T) —  To(Y;7)

diyagramini degisimli yapan bir ¢, : &g (X,7) — (Y,7') -TOP-morfizminin
bulunabildigi de gosterilirse Ix 'in X ’ten Ty ’ye bir basglangic morfizmi oldugu
goriilmiis olur.

Herhangi bir (F,z) € 7 siizgeci alinsin ve g € 7/ olsun. ¢ : (X,7) — T (Y, 7')
stirekliliginden (¢ (F), ¢ (x)) € 7. olup

<V Aswy=V /\ ® =\ /\(gow) ()

Bey(F) beB AEF bep— AEF a€A

esitsizligi vardir ve Gg 'nin tanimi geregi bu esitsizlik g o ¢ € 7% oldugu
anlamina gelir ve ¢, sadece bir fonksiyon olarak bakildiginda ¢, = ¢ olacak
bigimde tanimlanarak istenen diyagram degisimli yapan ¢, : 6 (X,7) — (Y, 7)

B-TOP-morfizmi bulunmus olur. =
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4 TARTISMA VE SONUC

Bu ¢aligmada cok degerli topolojik uzaylara temel saglayan bazi tam grupoid
yapilar1 tanitildi ve bu tiir yapilar iizerine kurulmus cok degerli topolojik yapilar
incelendi.

Sozkonusu kurami cesitli yonlerden zenginlestirmek miimkiindiir. Ornek olarak,
bu caligmadakine benzer bir inceleme kiimenin yaninda topolojinin de bir tam
grupoidle yapilandirilmasi mantigina dayanan ¢ok degerli topolojik uzaylar i¢in de
yapilabilir. Farkli tam grupoidler iizerinde tanimh ¢ok degerli topolojik uzaylar
arasinda bag kuracak anlamli bir morfizm kavrami olusturularak, biitiin ¢ok degerli
topolojik uzaylar ayni tiir nesneler olarak ele aliabilir ve boylece ¢ok degerli
topolojik uzay ve tam grupoid teorileri birlestirilebilir. Uzerinde calisilan tam
grupoid, tiimleme gibi ek yapilarla donatilarak daha zengin bir teori elde edilebilir.
Kapanis operatorii benzeri bir ara¢ yardimiyla herhangi bir smirhi kismi siral
kiimeye tam grupoid benzeri bir yap1 kazandirilip bunun iizerinde bir topoloji kurami
gelistirmek de basgka bir aragtirma konusu olabilir.

(alismada elde edilen diger bir sonug, 6zel bir Kleisli kategorisi yardimiyla ¢ok
degerli topolojik uzaylar teorisine kategorik olarak ulasilabilinmesidir. Bazi 6zel
ek yapilar yardimiyla herhangi bir Kleisli kategorisinde bu olusumu taklit etmek
miimkiindiir. Bu sekilde elde edilen ¢ok degerli topoloji benzeri yapilarin en genel
anlamda incelenmesinde simdiye kadar c¢ok az yol alinabilmistir. Bu yapilarin

aragtirilmasi da yeni caligmalar i¢in oldukga uygun bir secim olarak diisiiniilmektedir.
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