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4 TARTIŞMA VE SONUÇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5 KAYNAKLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ÇOK DE¼GERL·I TOPOLOJ·IK YAPILAR ÜZER·INE

Utku GÜRDAL

Mehmet Akif Ersoy Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Bu çal¬̧sman¬n amac¬çok de¼gerli topolojik uzaylar teorisi hakk¬nda bir derleme

sunmakt¬r. Giri̧s bölümünün ard¬ndan çeşitli tam grupoid yap¬lar¬, süzgeçler, çok

de¼gerli süzgeçler ve kategori teorisine ait baz¬kavramlar tan¬t¬lm¬̧st¬r. Son bölüm çok

de¼gerli topolojik uzaylara ayr¬lm¬̧s, çok de¼gerli topoloji tan¬m¬çok de¼gerli komşuluk

sistemi, kesin eşçekirdek, çok de¼gerli süzgeçler ailesi ve çok de¼gerli süzgeç monad¬

vas¬tas¬yla verilmi̧s ve G�-grupoidler için tabakal¬çok de¼gerli topolojik uzay tan¬m¬

yap¬larak baz¬topolojik kavramlar¬n çok de¼gerli benzerlerine de¼ginilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler : Tam grupoid, Kuantal, GL-monoid, Çok de¼gerli topoloji,

Tabakal¬l¬k, Çok de¼gerli süzgeç, Monad

Dan¬̧sman : Yrd.Doç.Dr.Mutlu GÜLO¼GLU, Akdeniz Üniversitesi, Matematik

Bölümü, Topoloji Anabilim Dal¬
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ON MANY VALUED TOPOLOGICAL STRUCTURES

Utku GÜRDAL

Mehmet Akif Ersoy University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

The purpose of this study is to present a compilation about the theory of

many valued topological spaces. After an introduction chapter, various complete

groupiod structures, �lters, many valued �lters and some concepts of category

theory are introduced. In the last chapter is devoted to many valued topological

spaces. De�nition of many valued topology is given via many valued neighborhood

system, strict conucleus, familiy of many valued �lters and many valued �lter monad.

Strati�ed many valued topological spaces are de�ned for G�-groupoids and many

valued analogues of some topological concepts are developed.

Keywords : Complete groupoid, Quantale, GL-monoid, Many valued topology,

Strati�ed, Many valued �lter, Monad

Advisor : Assist. Prof.Mutlu GÜLO¼GLU, Akdeniz University, Faculty of Sciences,

Department of Mathematics
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

9 Var

8 Her

=) Gerektirir

() Gerek ve yeter koşul

? Boş küme

A � B A, B kümesinin alt kümesidir

A \B A ve B kümelerinin arakesiti

A [B A ve B kümelerinin birleşimi

A�B A ve B kümelerinin karetezyen çarp¬m¬Q
i2I
Xi fXi j i 2 Ig küme ailesindeki kümelerin kartezyen çarp¬m¬

(xn) (x1; x2; x3; : : :) dizisi

a _ b fa; bg kümesinin en küçük üst s¬n¬r¬

a ^ b fa; bg kümesinin en büyük alt s¬n¬r¬_
A A kümesinin en küçük üst s¬n¬r¬^
A A kümesinin en büyük alt s¬n¬r¬

P (X) X kümesinin bütün alt kümelerinin kümesi

Ac A kümesinin üzerinde çal¬̧s¬lan evrene göre tümleyeni

LX X kümesinden L kümesine tan¬ml¬fonksiyonlar¬n kümesi

1A A kümesinin karakteristik fonksiyonu

aX Her ö¼geyi a de¼gerine taş¬yan sabit fonksiyon

N+ Pozitif tamsay¬lar kümesi

N N+ [ f0g

I [0; 1] kapal¬aral¬¼g¬

R Gerçel say¬lar kümesi

MR (m;n) m;n 2 N+ olmak üzere m� n gerçel matrislerin kümesi

#(A) A kümesinin kardinalitesi

@0 N kümesinin kardinalitesi

GX G = (L;�;
) olmak üzere
�
LX ;�;


�
üçlüsü

2 f0; 1g kümesi

2 (2;�;\) tam grupoidi

vi



* a � x � b olacak biçimdeki en büyük x ö¼gesi

+ x � a � b olacak biçimdeki en büyük x ö¼gesi

!

8<: 1. * = + olmas¬durumunda * ve + i̧slemlerinden her biri

2. Heyting cebiri oku

�a;b a ^ x � b olmas¬n¬sa¼glayan x �lerin kümesi

S (Q) Q �daki kesin çift yanl¬ö¼gelerin oluşturdu¼gu alt kuantal

a~ b
p
a �
p
b

G� G = (L;�; �) s¬k¬karaköklü olmak üzere (L;�;~) üçlüsü
a? a! 0

F2 (X) X üzerindeki bütün süzgeçlerin kümesi

_p p noktas¬n¬içeren bütün alt kümelerin oluşturdu¼gu süzgeç

f! (A) A kümesinin f fonksiyonu alt¬ndaki görüntüsü

f (A) A kümesinin f fonksiyonu alt¬ndaki ön görüntüsü

f hFi F süzgecinin f fonksiyonu alt¬ndaki görüntü süzgeci

FG (X) X üzerindeki bütün G-de¼gerli süzgeçlerin kümesi

' (�) � G-süzgecinin ' fonksiyonu alt¬ndaki görüntü G-süzgeci

'�1 (�) � G-süzgecinin ' fonksiyonu alt¬ndaki ön görüntü G-süzgeci

F
(S)
G�
(X) X üzerindeki bütün tabakal¬G�-de¼gerli süzgeçlerin kümesi

u Bütün kümelerin s¬n¬f¬

IX X kümesi veya nesnesi için özdeşlik dönüşümü

jKj K kategorisindeki nesnelerin s¬n¬f¬

hom
K
(A;B) K kategorisinde A �dan B �ye tan¬ml¬mor�zmlerin kümesi

End
K
(A) A �n¬n K kategorisindeki endomor�zmlerinin kümesi

f � g f ve g mor�zmlerinin bileşkesi

f � g f ve g fonksiyonlar¬n¬n bileşkesi

AB Abel gruplar ve grup homomor�zmlerin kategorisi

BAN Banach uzaylar¬ve lineer daralma dönüşümlerinin kategorisi

CGR Tam grupoidler ve kesin tam grupoid homomor�zmlerinin kategorisi

CLAT Tam kafesler ve key� ebas ve eküs koruyan fonksiyonlar kategorisi

CONV Kent yak¬nsakl¬k uzaylar¬ve sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi

G-TOP G-de¼gerli topolojik uzaylar ve sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi

vii



GRP Gruplar ve grup homomor�zmlerinin kategorisi

HAUS Hausdor¤ uzaylar¬ve sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi

LAT Kafesler ve ikili ebas ve eküsü koruyan fonksiyonlar¬n kategorisi

MET Metrik uzaylar ve daralma dönüşümlerinin kategorisi

POS K¬smi s¬ral¬kümeler ve s¬ra koruyan fonksiyonlar¬n kategorisi

RNG Halkalar ve halka homomor�zmlerinin kategorisi

SET Kümeler ve fonksiyonlar¬n kategorisi

SG�-TOP Tabakal¬G�-topolojik uzaylar ve sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi

TOP Topolojik uzaylar ve sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi

TOPM Metriklenebilir topolojik uzaylar ve sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi

UNIF Düzgün uzaylar ve düzgün sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi

VEC Gerçel de¼gerli vektör uzaylar¬ve lineer dönüşümlerin kategorisi

WSG�-TOP Zay¬f tabakal¬G�-topolojik uzaylar ve sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi

~K K kategorisinin kaŗs¬t kategorisi

IK K kategorisine ait birim fonktör

F � G F ve G fonktörlerinin bileşkesi

f � g f ve g fonksiyonlar¬n¬n klon bileşkesi

KT K kategorisi üzerindeki T monad¬na göre Kleisli kategorisi

F2 SET kategorisi üzerindeki süzgeç monad¬

FG SET kategorisi üzerindeki G-de¼gerli süzgeç monad¬

� % % fonksiyon ailesinin üretti¼gi G-de¼gerli topoloji

� ind En küçük G-de¼gerli topoloji

�dis En büyük G-de¼gerli topoloji

f� Her x için f� (x) = [� (x)] (f) ile tan¬mlanan fonksiyon

�� � G-topolojisine kaŗs¬l¬k gelen G-de¼gerli komşuluk sistemi

�� � G-komşuluk sistemine kaŗs¬l¬k gelen G-de¼gerli topoloji

�I I G-iç operatörüne kaŗs¬l¬k gelen G-komşuluk sistemi

I� � G-komşuluk sistemine kaŗs¬l¬k gelen G-iç operatörü

�I I G-iç operatörüne kaŗs¬l¬k gelen G-topoloji

I� � G-topolojisine kaŗs¬l¬k gelen G-iç operatörü

go g fonksiyonunun üzerinde çal¬̧s¬lan çok de¼gerli topolojiye göre içi
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T
(S)
G�
(X) X üzerindeki bütün tabakal¬G�-de¼gerli topolojilerin ailesi

�
(S)
ind

8<: 1. Sabit fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu G-de¼gerli topoloji

2. En küçük tabakal¬G�-de¼gerli topoloji

� (S) � �nun tabakal¬kabu¼gu

� hBi B tabakal¬G�-taban¬n¬n üretti¼gi tabakal¬G�-topoloji
n�
i=1
ai a1 � a2 � � � � � an sonlu kuantal çarp¬m¬

g�
W
fh 2 � j h
 g � 0X 
 1Xg fonksiyonu
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1 G·IR·IŞ

Genelleştirilmi̧s mant¬k kuramlar¬üzerindeki çal¬̧s¬lmalar¬n merkezinde yer alan

tam grupoidler, en genel olarak üzerinde s¬rakorur bir ikili i̧slem bulunan tam kafesler

olarak tan¬mlan¬rlar. Kuvvet kümesi kafesi ve kesi̧sim i̧sleminin oluşturdu¼gu ikili de

bir tam grupoid belirledi¼ginden tam grupoidleri kümelerin bir genelleştirmesi olarak

görmek mümkündür. Zadeh (1965) taraf¬ndan tan¬mlanan belirtisiz kümeler ile

Goguen (1967)�in tan¬mlad¬¼g¬L-belirtisiz kümeler de tam grupoidlerce genelleştirilen

yap¬lar aras¬ndad¬r.

Chang (1968), belirtisiz kümelerden yola ç¬karak tarihsel ad¬yla belirtisiz

topolojik uzaylar¬ tan¬mlam¬̧s, Lowen (1976) Chang�¬n tan¬m¬na bir koşul daha

ekleyerek birçok amaç için daha kullan¬̧sl¬ olan düzenli bir yap¬ elde etmeyi

başarm¬̧st¬r. Bununla birlikte her iki yap¬da da alt kümeler belirtisiz al¬n¬rken

topolojinin kendisi klasik bir küme olarak kalm¬̧s, topolojinin belirtisizleştirilmesi

ise ¼Sostak (1985) taraf¬ndan gerçekleştirilmi̧stir. Goguen�in L-belirtisiz kümeleri de

benzer bir süreçle geli̧sim göstermi̧stir.

Tam grupoid de¼gerli fonksiyonlardan yararlan¬larak çok de¼gerli topolojik

uzaylar¬n tan¬mlanmas¬, belirtisiz kümelerden belirtisiz topolojik uzaylar¬n

tan¬mlanmas¬ veya L-belirtisiz kümelerden L-belirtisiz topolojik uzaylar¬n

tan¬mlanmas¬yla temel olarak ayn¬ tarzda yap¬l¬r. Lowen (1976)�in yaklaş¬m¬

takip edilerek baz¬ özel çok de¼gerli topolojik uzaylar için tabakal¬l¬k kavram¬

tan¬mlanabilir. ¼Sostak (1986)�¬n izledi¼gi yolun bir benzeri takip edildi¼ginde ise, bu

çal¬̧sman¬n konusu olmayan çok de¼gerli belirtisiz topolojik uzay kavram¬na ulaş¬l¬r.

Tam grupoid yap¬s¬n¬n, sa¼glad¬¼g¬ özellikler bak¬m¬ndan zay¬f bir yap¬ oldu¼gu

söylenebilir. Bu nedenle, genel tam grupoidlerden daha iyi özelliklere sahip

olmalar¬yla kendilerini öne ç¬karan baz¬ özel yap¬lar, hem tam grupoidlerin

kendi teorisinin, hem de çok de¼gerli topolojik uzaylarda kurulabilecek yap¬lar¬n

araşt¬r¬lmas¬nda önemli bir yer tutmaktad¬r. Kuantaller, tam Heyting cebirleri,

s¬k¬ kareköklü bir GL-monoidin monoidal ortalama operatörünce belirlenen

cl-grupoidler, tam MV-cebirler ve do¼gal olarak tam Boole cebirleri bu özel yap¬lar¬n

en çok öne ç¬kanlar¬d¬r.



Çok de¼gerli topolojinin çal¬̧s¬lmas¬nda önemli yeri olan yap¬lardan biri de

süzgeçlerdir. Klasik topolojik uzaylar¬yak¬nsakl¬k yard¬m¬yla belirleyebildikleri gibi

bir çok topolojik özellik için de güzel karakterizasyonlar sa¼glayan süzgeçler, topolojik

uzaylar¬n öntopolojik (pretopological) uzaylar, limit yap¬lar¬ve Cauchy uzaylar¬gibi

baz¬genelleştirmelerinin tan¬mlanmas¬nda temel modeller olarak kullan¬lm¬̧slard¬r

(Chicourrat, 2010).

·Ilk olarak Cartan (1937) taraf¬ndan tan¬mlanan süzgeçler, topolojik uzaylarla

ilgili çal¬̧smalarda genellikle kuvvet kümesi üzerindeki yap¬lar biçiminde ortaya

ç¬kmakla birlikte, herhangi bir k¬smi s¬ral¬ küme veya herhangi bir tam grupoid

üzerine de genelleştirilebilirler. Tam grupoid de¼gerli fonksiyonlar¬n sa¼glad¬¼g¬ tam

grupoid yap¬s¬ üzerinde verilen süzgeçler (çok de¼gerli süzgeçler), baz¬ topolojik

kavramlar¬n çok de¼gerli topolojideki kaŗs¬l¬klar¬n¬ tan¬mlamada oldukça yararl¬

olabilen araçlard¬r. Çok de¼gerli topolojik uzaylar, hem bu tür genelleştirilmi̧s

süzgeçlerin, hem de klasik süzgeçlerin yak¬nsakl¬k teorisinden bahsetme imkan¬

sunmaktad¬r.

Süzgeçler ile topolojik uzaylar aras¬ndaki di¼ger bir ba¼glant¬ise kategori teorisi

üzerinden sa¼glan¬r. Bir küme üzerindeki bütün süzgeçlerin ailesi, kümenin her

bir ö¼gesi, o ö¼geyi içeren bütün kümelerden oluşan süzgeçle bir tutularak ve

noktay¬süzgece taş¬yan dönüşümler aras¬nda klon bileşke denen bileşke benzeri bir

araç tan¬mlanarak süzgeç monad¬ ad¬ verilen bir araca dönüştürülürler. Süzgeç

monad¬n¬n bir örne¼gini teşkil etti¼gi monadlar, herhangi bir kategori üzerinde

kurulabilen özel bir yap¬olup bu yap¬n¬n her bir örne¼gi Eilenberg-Moore kategorisi ve

Kleisli kategorisi ad¬verilen iki ayr¬kategori elde etmek için kullan¬labilir. Kümeler

kategorisi üzerinde kurulmuş olan süzgeç monad¬n¬n önemi, bu monad yard¬m¬yla

elde edilen Kleisli kategorisinin, topolojik uzaylar kategorisine kaŗs¬l¬k gelmesidir.

Süzgeç monad¬n¬n tan¬mlan¬̧s¬na benzer olarak kümeler kategorisinde, bir küme

üzerindeki bütün çok de¼gerli süzgeçlerin ailesi ele al¬narak çok de¼gerli süzgeç monad¬

ad¬verilen bir yap¬tan¬mlanabilir ve çok de¼gerli süzgeç monad¬yla elde edilen Kleisli

kategorisi, çok de¼gerli topolojik uzaylar¬n kategorisine kaŗs¬l¬k gelir. Bu bak¬̧s aç¬s¬

bir yandan çok de¼gerli topolojinin kategorik araçlarla çal¬̧s¬lmas¬na olanak verirken,

di¼ger yandan çok de¼gerli topolojik uzaylar kategorisinin incelenmesini kolaylaşt¬r¬r.
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Bir kümenin kuvvet kümesinin özel bir alt kümesi yerine, o kümeden tan¬mlanan

tam grupoid de¼gerli fonksiyonlar¬n belirledi¼gi tam grupoidin klasik anlamdaki

topoloji aksiyomlar¬na paralel özellikleri sa¼glayan bir alt kümesi olarak tan¬mlanan

çok de¼gerli topoloji, yukar¬da bahsedildi¼gi biçimde çok de¼gerli süzgeç monad¬ndan,

klasik iç operatörünün bir benzeri olan çok de¼gerli iç operatöründen veya kümenin

ö¼geleriyle damgalanm¬̧s özel bir çok de¼gerli süzgeçler ailesi olan çok de¼gerli komşuluk

sisteminden yola ç¬k¬larak belirlenebilir.

Üzerinde çal¬̧s¬lan tam grupoid yap¬s¬, bilinen topolojik yap¬lara özgü tan¬mlar¬n

çok de¼gerli topolojik uzaylara anlaml¬biçimde taş¬nabilir olup olmad¬¼g¬sorusunun

yan¬t¬nda ço¼gu kez belirleyici rol oynar. Örne¼gin, bir G = (L;�; �) s¬k¬kareköklü

GL-monoidinin monoidal ortalama operatörünün belirledi¼gi cl-grupoid yap¬s¬, Lowen

anlam¬ndaki belirtisiz topoloji kavram¬n¬n (Lowen, 1976) çok de¼gerli bir benzerinin

tan¬mlanabilmesinin önünü açmaktad¬r. Bu çal¬̧sma boyunca genel olarak G� ile

gösterilen bu tür cl-grupoidler yard¬m¬yla Lowen özelli¼ginin tabakal¬l¬k ve zay¬f

tabakal¬l¬k ad¬verilen iki farkl¬genellemesi yap¬labilir. ���i̧sleminin ebas i̧slemine

eşit olmas¬durumunda bu iki genelleme aras¬ndaki fark ortadan kalkar.

Klasik ve belirtisiz topolojilerdeki durumun aksine, çok de¼gerli topolojik

uzaylarda kapal¬l¬k kavram¬ndan bahsetmek genel olarak mümkün olmamaktad¬r.

Üzerinde çal¬̧s¬lan tam grupoidin uygun bir tümleme benzeri yap¬bar¬nd¬rmas¬n¬n

gerekmemesi ve tam grupoid i̧sleminin herhangi say¬daki eleman üzerine tek

türlü genelleştirilebilir olmamas¬ bu durumun temel nedenleri olarak görülebilir.

MV-cebirlerde yeterince düzgün bir tümleme yap¬s¬bulunmakla birlikte, tümlemeyi

ayr¬ca tan¬mlayarak teoriyi zenginleştirmek de mümkündür. Belirtisiz kümeler bu

tür yap¬lar¬n bir örne¼gini oluşturur.
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2 TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1 Kafes Teorisi

Tan¬m 2.1.1 X herhangi bir küme olmak üzere, X üzerinde verilmi̧s ve her x; y; z 2

X için

(P1) x � x (Yans¬ma)

(P2) x � y ve y � x ise x = y (Ters Simetri)

(P3) x � y ve y � z ise x � z (Geçi̧sme)

özelliklerini sa¼glayan bir � ba¼g¬nt¬s¬na X üzerinde bir k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬,

(X;�) ikilisine de bir k¬smi s¬ral¬küme ad¬verilir (Birkho¤, 1995).

Bir X kümesi üzerinde herhangi bir � k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬verildi¼ginde, her

x; y 2 X için

x < y () x � y ve x 6= y

x � y () y � x

x > y () x � y ve x 6= y

biçiminde tan¬mlanan <, � ve > ba¼g¬nt¬lar¬n¬n da verilmi̧s oldu¼gu kabul edilir.

Tan¬m 2.1.2 (X;�) bir k¬smi s¬ral¬küme ve A � X olmak üzere, her a 2 A için

x � a özelli¼gine sahip x 2 X ö¼gelerinin en büyü¼güne A �n¬n en büyük alt s¬n¬r¬(ebas,

in�mum); her a 2 A için a � x olmas¬n¬sa¼glayan x 2 X ö¼gelerinin en küçü¼güne ise

A �n¬n en küçük üst s¬n¬r¬(eküs, supremum) ad¬verilir (Birkho¤, 1995).

Ters simetri özelli¼gi gere¼gi bir kümenin en çok bir en büyük alt s¬n¬r¬ve en çok

bir en küçük üst s¬n¬r¬bulunabilir. Bununla birlikte herhangi bir alt küme için bir

en büyük alt s¬n¬r¬n veya bir en küçük üst s¬n¬r¬n bulunmas¬şart de¼gildir Bu durum,

k¬smi s¬ral¬kümeleri s¬n¬�and¬rmak için önemli bir ölçüt sa¼glar.

Tan¬m 2.1.3 ·Iki ö¼geli her alt kümesinin bir en büyük alt s¬n¬r¬ve bir en küçük üst

s¬n¬r¬bulunan bir (L;�) k¬smi s¬ral¬kümesine kafes denir. Bir (L;�) kafesinde, bir

fa; bg � L iki ö¼geli alt kümesinin en küçük üst s¬n¬r¬a _ b, en büyük alt s¬n¬r¬a ^ b

ile gösterilir (Birkho¤, 1995).

Boş küme ve tek elemanl¬ bir küme üzerinde de kafes yap¬s¬ kurulabilmekle

birlikte (Birkho¤, 1995), bu çal¬̧sma boyunca ele al¬nan bütün kafeslerin en az iki

farkl¬ö¼ge içerdi¼gi kabul edilmekte ve genel sonuçlar buna göre kan¬tlanmaktad¬r.
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Önerme 2.1.1 Bir (L;�) kafesindeki _ : L � L ! L ve ^ : L � L ! L ikili

i̧slemleri, her a; b; c 2 L için aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarlar (Birkho¤, 1995).

(L0) a � b () a ^ b = a () a _ b = b (Tutarl¬l¬k)

(L1) a ^ a = a , a _ a = a (Eşgüçlülük)

(L2) a ^ b = b ^ a , a _ b = b _ a (De¼gi̧sme)

(L3) a ^ (b ^ c) = (a ^ b) ^ c, a _ (b _ c) = (a _ b) _ c (Birleşme)

(L4) a ^ (a _ b) = a _ (a ^ b) = a (So¼gurma)

Önerme 2.1.2 Bir L kümesi üzerinde _ : L � L ! L ve ^ : L � L ! L ikili

i̧slemleri (L1), (L2), (L3), (L4) koşullar¬n¬sa¼glas¬nlar ve L üzerinde bir � ba¼g¬nt¬s¬

(L0) koşulu yard¬m¬yla tan¬mlans¬n. Bu durumda (L;�) bir kafestir ve _ ile ^ ikili

i̧slemleri bu kafes üzerindeki ikili eküs ve ikili ebas i̧slemlerine kaŗs¬l¬kl¬olarak eşit

olur (Birkho¤, 1995).

Tan¬m 2.1.4 Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir (L;�) kafesine s¬n¬rl¬kafes denir.

(LB0) 90 2 L; 8a 2 L; 0 � a

(LB1) 91 2 L; 8a 2 L; a � 1

0 2 L ve 1 2 L ö¼geleri s¬ras¬yla L �nin en küçük ö¼gesi ve L �nin en büyük ö¼gesi

olarak adland¬r¬l¬r (Birkho¤, 1995).

Bir kafesin en az iki farkl¬ö¼ge içerdi¼gi kabulünün, her s¬n¬rl¬kafeste 0 6= 1 olmas¬n¬

gerekece¼gi aç¬kt¬r.

Tek ö¼geli kümelerin en büyük alt s¬n¬r¬ ve en küçük üst s¬n¬r¬n¬n her zaman

var olaca¼g¬ da dikkate al¬nd¬¼g¬nda, bir (L;�) kafesinde boş olmayan her sonlu

alt kümenin bir en büyük alt s¬n¬r¬ve en küçük üst s¬n¬r¬n¬n var oldu¼gu birleşme

özelli¼ginden elde edilir. Bir A = fai j i 2 Ig alt kümesinin en büyük alt s¬n¬r¬
V
A,V

a2A
a veya

V
i2I
ai ile, en küçük üst s¬n¬r¬

W
A,

W
a2A

a veya
W
i2I
ai ile gösterilir. A �n¬n

boş olmayan sonlu bir alt küme olmamas¬durumunda
V
A ve

W
A ö¼gelerinden biri

veya her ikisi var olmayabilir (Birkho¤, 1995).

Tan¬m 2.1.5 (L;�) bir kafes olsun.

(LC) Her A � L alt kümesi için
W
A ve

V
A vard¬r.

özelli¼gi geçerliyse (L;�) �e bir tam kafes denir (Birkho¤, 1995).

? � L alt kümesi ele al¬nd¬¼g¬nda, her a 2 L için
W
? � a �

V
? eşitsizli¼gi

sa¼glanaca¼g¬ndan her tam kafes bir s¬n¬rl¬ kafestir ve bu durumda
W
? ve

V
?
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s¬ras¬yla, kafesin en küçük ve en büyük ö¼geleri olan 0 ve 1 �e eşittir.

Örnek 2.1.1 2 = f0; 1g kümesi üzerinde � = f(0; 0) ; (0; 1) ; (1; 1)g k¬smi s¬ralama

ba¼g¬nt¬s¬verilsin, yani 0 � 0, 0 � 1, 1 � 1 ama 1 � 0 olsun. Bu durumda (2;�)

ikilisi bir tam kafestir. Uygunluk aç¬s¬ndan, (2;�) kafesi üzerindeki _ ve ^ ikili

i̧slemleri s¬ras¬yla g ve f ile gösterilecektir. Bu i̧slemlerin tablolar¬n¬n aşa¼g¬daki

gibi olaca¼g¬kolayca görülür.

g 0 1

0 0 1

1 1 1

f 0 1

0 0 0

1 0 1

Teorem 2.1.1 (L;�) bir kafes olsun.

(LC�) Her A � L alt kümesi için
W
A mevcuttur.

(LC�) Her A � L alt kümesi için
V
A mevcuttur.

koşullar¬ndan herhangi biri (LC) �yi gerektirir (Birkho¤, 1995).

Kan¬t. (LC� =) LC) : Eküslerin varl¬¼g¬ kabul edildi¼ginden yaln¬zca ebaslar¬n

varl¬¼g¬n¬n görülmesi yeterlidir. Her a 2 L için
W
? � a �

W
L olaca¼g¬ndan L s¬n¬rl¬

kafestir. A � L olsun ve BA = fc 2 L j c � a; 8a 2 Ag kümesi tan¬mlans¬n. 0 2 A

oldu¼gundan BA 6= ? �dir. Her c 2 BA, a 2 A için c � a oldu¼gundan her a 2 A

için
W
BA � a olup

W
BA A �n¬n bir alt s¬n¬r¬d¬r. b, A �n¬n başka bir alt s¬n¬r¬ise

b 2 BA olaca¼g¬ndan b �
W
BA olur. Dolay¬s¬yla

W
BA =

V
A olup, her A � L içinV

A mevcuttur.

(LC� =) LC) : Benzer biçimde gösterilir.

Tan¬m 2.1.6 (L;�) bir kafes K � L olsun. L �deki _ ve ^ ikili i̧slemlerine göre

her a; b 2 K için a _ b 2 K, a ^ b 2 K olmas¬sa¼glan¬yorsa (K;�) ikilisine (L;�)

kafesinin bir alt kafesi denir (Birkho¤, 1995).

Yukar¬daki tan¬mda K üzerinde verilmi̧s olan s¬ralama, � ba¼g¬nt¬s¬n¬n K � K

kümesine k¬s¬tlan¬̧s¬ olan �jK�K ba¼g¬nt¬s¬na eşit olmakla birlikte, herhangi bir

kar¬̧s¬kl¬¼ga neden olmayaca¼g¬ndan � ile gösterilmi̧s ve ilerleyen bölümlerde de aksi

gerekmedikçe benzer kullan¬ma gidilmi̧stir.

Uyar¬2.1.1 (L;�) bir kafes ve K � L olmak üzere (K;�) �in, (L;�) �in bir alt

kafesi olmayan bir kafes olmas¬mümkündür.

Örnek 2.1.2 L = f0; 1; a; b; cg kümesi üzerinde � s¬ralamas¬0 ve 1 en küçük ve
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en büyük ö¼geler olmak üzere, a � c, b � c olacak ve a ile b kaŗs¬laşt¬r¬lamayacak

şekilde verilsin ve K = f0; 1; a; bg olsun. Bu durumda hem (L;�) hem de (K;�) bir

kafestir ancak L �deki _ ikili i̧slemine göre a; b 2 K için a _ b = c =2 K oldu¼gundan

(K;�), (L;�) �in bir alt kafesi de¼gildir. L �de a_b = c ikenK �de a_b = 1 oldu¼guna

dikkat edilmelidir.

Uyar¬2.1.2 (L;�) bir tam kafes, (K;�) onun bir tam alt kafesi olsun. Bu durumda

_ ve ^, K ve L �de kaŗs¬l¬kl¬olarak ayn¬anlamlara gelmekle birlikte, K �deki
W
veV

, L �dekilerden farkl¬olabilir.

Tan¬m 2.1.7 X herhangi bir küme olmak ve P (X), X �in bütün alt kümelerinin

kümesini göstermek üzere � � P (X) olsun.

(i) X 2 �

(ii) G;H 2 � =) G \H 2 �

(iii) fGi j i 2 Ig � � =)
S
i2I
Gi 2 �

koşullar¬gerçekleniyorsa � �yaX üzerinde bir topoloji, (X; �) ikilisine de bir topolojik

uzay denir.(Bourbaki, 1966).S
i2?

Gi = ? oldu¼gundan bir (X; �) topolojik uzay¬nda ? 2 � olmas¬her zaman

sa¼glan¬r. Bölüm 2.3�te de¼ginilecek olan kategori teorisinin yaklaş¬m¬na uygun olarak,

topolojik uzay tan¬m¬nda X 6= ? olmas¬k¬s¬tlamas¬na gidilmemi̧stir.

Örnek 2.1.3 X herhangi bir küme olsun. Bu durumda (P (X) ;�) bir tam kafes

olur ve bu kafes için _, ^,
W
ve
V
s¬ras¬yla küme teorisindeki [, \,

S
ve
T

simgelerine kaŗs¬l¬k gelir. Ayr¬ca � , X üzerinde bir topoloji ise, � � P (X) olmas¬n¬n

yan¬nda her A,B 2 � için A [ B 2 � ve A \ B 2 � olup (� ;�), (P (X) ;�) �nin bir

alt kafesidir. Bunun yan¬nda, her fAigi2I � � için
S
i2I
Ai 2 � oldu¼gundan (� ;�),

(LC�) koşulunu sa¼glar, yani bir tam kafestir. Ancak � �daki
V
, P (X) �teki

T
ile

ayn¬olmak zorunda de¼gildir. � üzerinde^
i2I
Ai =

_
i2I
fC 2 � j C � Ai; 8i 2 Ig

=
[
i2I
fC 2 � j C � Ai; 8i 2 Ig

=
[
i2I

�
C 2 � j C �

T
i2I
Ai

�
=

 \
i2I
Ai

!o

7



olup genel anlamda
^
i2I
Ai =

�T
i2I
Ai

�o
6=
T
i2I
Ai olmas¬mümkündür.

Tan¬m 2.1.8 Bir (L;�) kafesinde

(L5) a ^ (b _ c) = (a ^ b) _ (a ^ c) ; 8a; b; c 2 L

özelli¼gi geçerliyse (L;�) �e bir da¼g¬l¬ml¬kafes denir (Birkho¤, 1995).

Önerme 2.1.3 Bir (L;�) kafesinde

(L5) a ^ (b _ c) = (a ^ b) _ (a ^ c) ; 8a; b; c 2 L

(L50) a _ (b ^ c) = (a _ b) ^ (a _ c) ; 8a; b; c 2 L

özelliklerinin biri di¼gerini gerektirir (Birkho¤, 1995).

Önerme 2.1.4 Bir (L;�) da¼g¬l¬ml¬kafesinde herhangi sabit bir c 2 L için

c ^ a = c ^ b ve c _ a = c _ b

eşitlikleri sa¼glan¬yorsa a = b �dir (Birkho¤, 1995).

Tan¬m 2.1.9 (L;�) bir k¬smi s¬ral¬küme ve 
, L üzerinde bir ikili i̧slem olsun.

a1 � a2 =) a1 
 b � a2 
 b , 8a1; a2; b 2 L

koşulu sa¼glan¬yorsa 
 ikili i̧sleminin ilk bileşene göre s¬ra korudu¼gu,

a1 � a2 =) a2 
 b � a1 
 b , 8a1; a2; b 2 L

koşulu sa¼glan¬yorsa 
 ikili i̧sleminin ilk bileşene göre s¬ray¬tersine çevirdi¼gi söylenir.

Benzer şekilde, b1 � b2 olmas¬a
b1 � a
b2 olmas¬n¬gerektiriyorsa
 i̧slemine ikinci

bileşene göre s¬ra koruyan, b1 � b2 olmas¬a 
 b2 � a 
 b1 olmas¬n¬gerektiriyorsa


 i̧slemine ikinci bileşene göre s¬ray¬tersine çeviren denir. 
 i̧slemi her iki bileşene

göre de s¬ra koruyorsa, k¬saca s¬ra koruyan (izoton) oldu¼gu söylenir.

Önerme 2.1.5 Herhangi bir (L;�) kafesindeki _ ve ^ ikili i̧slemleri s¬ra koruyan

özelliktedir (Birkho¤, 1995).

Tan¬m 2.1.10 L ve X herhangi iki küme olsun. L üzerinde bir � k¬smi s¬ralama

ba¼g¬nt¬s¬, bütün f : X ! L fonksiyonlar¬n¬n kümesi olan LX üzerine

f � g () f(x) � g(x) , 8x 2 X, 8f; g 2 LX

biçiminde yükseltilir. Benzer olarak, L üzerindeki bir 
 ikili i̧slemi LX üzerine

(f 
 g) (x) = f (x)
 g (x) , 8x 2 X, 8f; g 2 LX

tan¬m¬yla yükseltilir ve özel olarak bir fonksiyonun L �deki bir a sabitiyle soldan

çarp¬m¬

(a
 f) (x) = a
 f (x) , 8x 2 X, 8f 2 LX
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ile, sa¼gdan çarp¬m¬ise

(f 
 a) (x) = f (x)
 a , 8x 2 X, 8f 2 LX

biçiminde tan¬mlan¬r. (L;�) bir kafes ise _ ve ^, LX �e ikili i̧slemler olarak taş¬n¬r.

Herhangi bir ffigi2I � LX alt kümesi ve her x 2 X için L �de
W
i2I
[fi(x)] ve

V
i2I
[fi (x)]

mevcut ise
W
i2I
fi ve

V
i2I
fi fonksiyonlar¬ _

i2I
fi

!
(x) =

_
i2I
[fi (x)] ;

 ^
i2I
fi

!
(x) =

^
i2I
[fi (x)] ; 8x 2 X

ile tan¬mlan¬rlar. a 2 L olmak üzere her x 2 X ö¼gesini a de¼gerine taş¬yan sabit

fonksiyon aX ile gösterilir. Ayr¬ca, L �nin 1 ile gösterilen bir en büyük ö¼gesi varsa ve

A � X ise, her x 2 A için 1 ve X �teki di¼ger ö¼geler için 0 de¼gerini veren fonksiyon

1A ile gösterilir ve A �n¬n karakteristik fonksiyonu ad¬n¬al¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

L �nin 0 ile gösterilen bir en küçük ö¼gesi ve 1 ile gösterilen bir en büyük ö¼gesi var

olsun. 1X yaz¬m¬n¬n hem aX hem de 1A gösterim tarz¬alt¬nda ayn¬anlama geldi¼gi

ve 0X = 1? oldu¼gu kolayca görülür. 0X ve 1X fonksiyonlar¬LX �in s¬ras¬yla en küçük

ve en büyük ö¼geleri olur ve her a 2 L, f 2 LX için a
 f = aX 
 f , f 
 a = f 
 aX
eşitlikleri sa¼glan¬r. Tan¬mdaki eşitliklere güvenilerek uygun durumlarda parantezler

kald¬r¬l¬p
W
i2I
fi (x) ve

V
i2I
fi (x) sadeleştirilmi̧s yaz¬mlar¬kullan¬labilir.

L üzerindeki s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬n¬n veya cebirsel i̧slemin belirledi¼gi yap¬lar ve

sa¼glad¬klar¬özellikler ço¼gu zaman LX için de geçerlidir. L üzerinde bulunmas¬na

ra¼gmen genel olarak LX �e yükseltilemeyen özelliklere örnek olarak, s¬ralama

ba¼g¬nt¬lar¬için tam s¬ral¬l¬k, ikili i̧slemler için sadeleştirilebilirlik verilebilir. Bununla

birlikte, bu çal¬̧sma boyunca tan¬t¬lan yap¬lar için böyle bir olumsuz durum söz

konusu de¼gildir.

Önerme 2.1.6 (L;�) bir k¬smi s¬ral¬küme, X ve Y herhangi kümeler, ' : X ! Y

bir fonksiyon olsun. g 2 LY ise g � ' 2 LX �tir. Ayr¬ca fgigi2I � LY olmak üzere�W
i2I
gi

�
� ' =

W
i2I
(gi � ') eşitli¼gi vard¬r.

Kan¬t. g 2 LY olmas¬ g �nin Y �den L �ye bir fonksiyon olmas¬ anlam¬na

gelece¼ginden g � ' : X ! L olur, yani g � ' 2 LX �tir. Ayr¬ca her x 2 X için" _
i2I
gi

!
� '
#
(x) =

_
i2I
gi (' (x)) =

_
i2I
(gi � ') (x)
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olaca¼g¬ndan
�W
i2I
gi

�
� ' =

W
i2I
(gi � ') eşitli¼gi vard¬r.

Yukar¬da elde edilen sonuçtan,
�W
i2I
gi

�
�' ve

W
i2I
(gi � ') yaz¬mlar¬yerine

W
i2I
gi�'

ortak yaz¬m¬n¬n kullan¬lmas¬nda herhangi bir sak¬nca olmad¬¼g¬görülür.

2.1.1 Tam Grupoidler

Tan¬m 2.1.1.1 (L;�) bir k¬smi s¬ral¬küme ve 
, L üzerinde s¬ra koruyan bir ikili

i̧slem olmak üzere G = (L;�;
) üçlüsü bir k¬smi s¬ral¬grupoid olarak adland¬r¬l¬r.

(L;�) k¬smi sa¬ral¬kümesi ayn¬zamanda bir tam kafes ise G �ye bir tam grupoid

denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Örnek 2.1.1.1 (L;�) bir kafes ise L = (L;�;^) üçlüsü bir k¬smi s¬ral¬grupoiddir.

Özel olarak, Örnek 2.1.1�de tan¬t¬lan gösterimler alt¬nda 2 = (2;�;f) üçlüsü bir
tam grupoid olur.

Tan¬m 2.1.1.2 F = (M;�0;
0) en büyük ö¼gesi 10 olan ve G = (L;�;
) en büyük

ö¼gesi 1 olan birer tam grupoid olsun.

(i) h (10) = 1

(ii) h (m
0 n) = h (m)
 h (n) , 8m;n 2M

(iii) h

� 0W
i2I
mi

�
=
W
i2I
h (mi) , 8 fmigi2I �M

koşullar¬n¬sa¼glayan bir h :M ! L dönüşümüne F �ten G �ye bir kesin tam grupoid

homomor�zmi denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Tan¬m 2.1.10�da verilen genelleştirmeler ile birlikte bir G = (L;�;
) tam

grupoidine kaŗs¬l¬k gelen GX = (LX ;�;
) üçlüsünün de bir tam grupoid olaca¼g¬

görülebilir. Bu durumun genelli¼gi aşa¼g¬daki uyar¬ile ifade edilmi̧stir.

Uyar¬2.1.1.1 G = (L;�; �) bu çal¬̧sma içerisinde tan¬mlanacak olan tam grupoid

türlerinden herhangi biri (cl-grupoid, s¬k¬kareköklü kuantal, kesin GL-monoid vb.)

olsun. Bu durumda GX = (LX ;�; �) üçlüsü de ayn¬tam grupoid yap¬s¬na sahip

olur. Bu gerçek, her tam grupoid türü için ayr¬ayr¬kan¬tlanmayacak ve çal¬̧sma

boyunca ayr¬ca ifade edilmeden sürekli olarak kullan¬lacakt¬r.

Örnek 2.1.1.2 X bir küme olsun ve 2 = (2;�;f) tam grupoidi göz önüne

al¬ns¬n. X �in her bir A alt kümesi 1A karakteristik fonksiyonuna özdeş olarak

düşünüldü¼günde, 2X = ff j f : X ! 2 fonksiyong kümesi, X �in bütün alt
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kümelerinin kümesi olan P (X) �e kaŗs¬l¬k gelir. Üstelik her A;B 2 2X için

A � B () A(x) � B(x); 8x 2 X

() (A (x) = 1 =) B(x) = 1) ; 8x 2 X

() (x 2 A =) x 2 B) ; 8x 2 X

() A � B

oldu¼guna dikkat edildi¼ginde, 2X üzerine 2 �den gelen � ba¼g¬nt¬s¬n¬n, kuvvet kümesi

üzerindeki alt küme olma ba¼g¬nt¬s¬yla ayn¬anlama geldi¼gi görülür. Benzer şekilde,

x 2 AfB () (AfB) (x) = A (x)fB (x) = 1

() A (x) = B (x) = 1

() x 2 A ve x 2 B

() x 2 A \B

olaca¼g¬ndan 2 �den gelen f i̧slemi de kümeler üzerindeki bilinen kesi̧sim i̧slemi ile

ayn¬d¬r. Ayr¬ca, 2 = (2;�;f) bir tam grupoid oldu¼gundan 2X =
�
2X ;�;f

�
de bir

tam grupoiddir.

Yukar¬daki örnekte ortaya ç¬kan eşitlikler dikkate al¬narak çal¬̧sman¬n geri

kalan¬nda, 2 ve 2X tam grupoidleri için tan¬mlanan �, f ve g simgelerinin yerine
s¬ras¬yla �, \ ve [ simgeleri kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.1.1.3 G = (L;�;
) bir tam grupoid olmak üzere her a 2 L için a � a
1

ve a � 1
 a olmas¬sa¼glan¬yorsa G �ye bir cqm-kafes denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Örnek 2.1.1.3 Tam grupoidlerin her durumda cqm-kafes olan iki önemli türü

vard¬r. G = (L;�;
) bir tam grupoid olsun.

a) 
 i̧slemi için bir e 2 L birimi varsa her a 2 L için a � a ve e � 1 olaca¼g¬ndan

a = a
 e � a
 1 ve a = e
 a � 1
 a olup G bir cqm-kafes olur.

b) 
 i̧slemi eşgüçlü ise, yani her a 2 L için a 
 a = a oluyorsa, her a 2 L için

a = a 
 a � 1 
 a ve a = a 
 a � a 
 1 olmas¬da sa¼glanaca¼g¬ndan G yine bir

cqm-kafes olur (Höhle ve �ostak, 1999).

Tan¬m 2.1.1.4 (L;�) bir tam kafes olsun ve L üzerinde bir 
 ikili i̧slemi verilsin.

Her a 2 L ve faigi2I � L, I 6= ? için

a

W
i2I
ai =

W
i2I
(a
 ai) ve

�W
i2I
ai

�

 a =

W
i2I
(ai 
 a)
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koşullar¬ sa¼glan¬yorsa, yani 
 ikili i̧slemi boş olmayan bir küme üzerinden al¬nan

eküs üzerine da¼g¬l¬yorsa G = (L;�;
) üçlüsüne bir cl-grupoid ad¬verilir (Höhle ve

�ostak, 1999).

Önerme 2.1.1.1 G = (L;�;
) cl-grupoid ise 
 i̧slemi s¬ra koruyand¬r.

Kan¬t. a; b1; b2 2 L, b1 � b2 olsun. Bu durumda b1 _ b2 = b2 �dir ve buradan

(a
 b1) _ (a
 b2) = a
 (b1 _ b2) = a
 b2
elde edilece¼ginden a
 b1 � a
 b2 olur. L �de a1 � a2 olmas¬durumunda ise

(a1 
 b) _ (a2 
 b) = (a1 _ a2)
 b = a2 
 b

yaz¬labilece¼ginden benzer şekilde a1 
 b � a2 
 b elde edilir.

Sonuç 2.1.1.1 Her cl-gupoid bir tam grupoiddir.

Tan¬m 2.1.1.5 Ayn¬zamanda cqm-kafes olan bir cl-grupoide cl-kuasi monoid ad¬

verilir (Höhle ve �ostak, 1999).

Örnek 2.1.1.4 �, I = [0; 1] aral¬¼g¬ üzerindeki bilinen gerçel say¬ s¬ralamas¬n¬

göstersin ve � : I� I! I ikili i̧slemi a� b = a+b
2
ile verilsin. Bu durumda (I;�;�)

üçlüsünün bir cl-kuasi monoid olaca¼g¬görülebilir.

2.1.2 Kuantaller

Bir L kümesi ile bu küme üzerinde tan¬ml¬olan ve

8x; y; z 2 L için a � (b � c) = (a � b) � c (Birleşme)

özelli¼gini sa¼glayan bir � : L � L ! L ikili i̧sleminin oluşturdu¼gu (L; �) ikilisine bir

yar¬grup ad¬verildi¼gi hat¬rlanarak aşa¼g¬daki tan¬m yap¬labilir.

Tan¬m 2.1.2.1 (L;�) bir tam kafes, (L; �) bir yar¬ grup olsun. Her a 2 L ve

faigi2I � L için

a �
W
i2I
ai =

W
i2I
(a � ai) ve

�W
i2I
ai

�
� a =

W
i2I
(ai � a)

koşulu sa¼glan¬yorsa Q = (L;�; �) üçlüsüne kuantal (quantale) ad¬verilir (Höhle,

1998).

Örnek 2.1.1.4 ile verilen � i̧slemi birleşmeli olmad¬¼g¬ndan (I;�) yar¬ grup

de¼gildir. Dolay¬s¬yla bir cl-grupoidin kuantal olmas¬gerekmez.

·Ikili i̧slemin birleşmeli olmas¬zorunlulu¼gu d¬̧s¬nda kuantallerin cl-grupoidlerden

başka bir üstünlü¼gü, kuantal ikili i̧sleminin cl-grupoidlerdeki da¼g¬lma özelli¼gine ek

olarak boş küme üzerinden de da¼g¬l¬ml¬olmas¬gereklili¼gidir. Böylece her a 2 Q için
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a � 0 = a �
_
i2?

ai =
_
i2?
(a � ai) = 0

eşitli¼gi yaz¬labilir. Benzer biçimde 0 � a = 0 olmas¬ gerekti¼gi de görülür

(Höhle, 1998). Buna kaŗs¬n Q �nun 1 ile gösterilen en büyük ö¼gesinin bir

birim eleman gibi davranmas¬gerekmez. Dahas¬, kuantal ve cqm-kafes tan¬mlar¬

zay¬�¬k-güçlülük bak¬m¬ndan birbirleriyle kaŗs¬laşt¬r¬labilir de¼gildir. Di¼ger taraftan

her kuantalin ayn¬ zamanda bir cl-grupoid oldu¼gu, tan¬mlar¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬yla

kolayca görülmektedir. Bu nedenle Önerme 2.1.1.1 kuantaller için aşa¼g¬daki gibi

tekrar ifade edilebilir.

Sonuç 2.1.2.1 Q = (L;�; �) bir kuantal olsun ise � i̧slemi s¬ra koruyand¬r.

Bir kuantal verildi¼ginde � i̧slemi d¬̧s¬nda iyi tan¬ml¬ve önemli olan iki tane daha

ikili i̧slem yap¬içerisinde kendili¼ginden gelmektedir.

Tan¬m 2.1.2.2 Q = (L;�; �) bir kuantal olsun. Her a; b 2 L için

a!l b =
_
fx 2 L j x � a � bg

biçiminde tan¬mlanan !l i̧slemine sol rezidü i̧slemi,

a!r b =
_
fx 2 L j a � x � bg

ile tan¬mlanan !r i̧slemine ise sa¼g rezidü i̧slemi denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Bu çal¬̧sma boyunca sadelik aç¬s¬ndan a !l b yerine a * b, a !r b yerine ise

a + b yaz¬l¬r, sol ve sa¼g rezüdü i̧slemlerinin birbirine eşit oldu¼gu durumlarda da

a * b ve a + b �yi ayn¬anda belirtmek için a ! b ortak gösterimi kullan¬l¬r ve

buradaki i̧sleme çift yanl¬rezidü i̧slemi denir. Kuantal i̧sleminin de¼gi̧smeli olmas¬

halinde rezidü i̧sleminin çift yanl¬olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Önerme 2.1.2.1 Q = (L;�; �) bir kuantal ve a; b; c 2 L olsun. Bu durumda

aşa¼g¬daki özellikler geçerlidir (Höhle ve �ostak, 1999).

a) a � b � c () a � b * c

b) a � b � c () b � a + c

Kan¬t. a) a � b � c ise a 2 fx 2 L j x � b � cg olur. Tan¬m gere¼gi,

b * c =
W
fx 2 L j x � b � cg

oldu¼gundan a � b * c �dir.

a � b * c olmas¬durumundaysa, � i̧sleminin s¬ra koruyanl¬¼g¬ve eküs üzerine
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da¼g¬l¬ml¬olmas¬kullan¬larak

a � b � (b * c) � b

=
_
fx 2 L j x � b � cg � b

=
_
fx � b j x � b � cg � c

oldu¼gu elde edilir.

b) Benzer biçimde görülür.

Sonuç 2.1.2.2 Q = (L;�; �) bir kuantal ise her a; b 2 L için (a * b) � a � b ve

a � (a + b) � b olur.

Önerme 2.1.2.2 Q = (L;�; �) bir kuantal olmak üzere * ve + ilk bileşene göre

s¬ray¬tersine çeviren ve ikinci bileşene göre s¬ra koruyan i̧slemlerdir.

Kan¬t. a; a1; a2; b; b1; b2 2 L, a1 � a2 ve b1 � b2 olsun.

Q bir kuantal ve a1 � a2 oldu¼gundan her x 2 L için x � a1 � x � a2 olur. Böylece

fx 2 L j x � a2 � bg � fx 2 L j x � a1 � bg ve dolay¬s¬yla a2 * b � a1 * b oldu¼gu

görülür ve * i̧sleminin ilk bileşene göre s¬ray¬tersine çevirdi¼gi sonucuna ulaş¬̧s¬r.

Di¼ger yandan b1 � b2 olmas¬fx 2 L j x � a � b1g � fx 2 L j x � a � b2g olmas¬n¬

gerektirdi¼ginden a * b1 � a * b2 olup * ikinci bileşene göre s¬ra koruyand¬r.

Ayn¬sonuçlar + i̧slemi için de benzer biçimde elde edilir.

Tan¬m 2.1.2.3 Q = (L;�; �) ve R = (M;�0; �0) birer kuantal, ' : L ! M bir

fonksiyon olsun.

(i) ' (1) = 10

(ii) ' (a � b) = ' (a) �0 ' (b) , 8a; b 2 L

(iii) '

�W
i2I
ai

�
=

0W
i2I
' (ai) , 8 faigi2I � L

koşullar¬sa¼glan¬yorsa ' �nin Q �dan R �ye tan¬ml¬bir kuantal homomor�zmi oldu¼gu

söylenir (Höhle ve �ostak, 1999).

Tan¬m 2.1.2.4 Q = (L;�; �) bir kuantal olsun. Q �ya

a) Her a 2 L için a � 1 � a oluyorsa sa¼g yanl¬,

b) Her a 2 L için 1 � a � a oluyorsa sol yanl¬,

c) Hem sa¼g yanl¬, hem sol yanl¬ise çift yanl¬,

d) Her a 2 L için a � 1 = a oluyorsa kesin sa¼g yanl¬,

e) Her a 2 L için 1 � a = a oluyorsa kesin sol yanl¬,
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f) Hem kesin sa¼g yanl¬, hem kesin sol yanl¬ise kesin çift yanl¬(veya birimli),

g) Her a; b 2 L için a � b () 9c 2 L; a = b � c oluyorsa sa¼g bölünebilir,

h) Her a; b 2 L için a � b () 9c 2 L; a = c � b oluyorsa sol bölünebilir,

i) Hem sa¼g bölünebilir, hem sol bölünebilir ise bölünebilir,

j) Her a; b; c 2 L için a � b � c = a � c � b oluyorsa sa¼g simetrik,

k) Her a; b; c 2 L için a � b � c = b � a � c oluyorsa sol simetrik,

l) Her a; b 2 L için a � b = b � a oluyorsa de¼gi̧smeli,

m) Her a 2 L için a � a = a oluyorsa eşgüçlü

kuantal ad¬verilir (Höhle ve �ostak, 1999).

Önerme 2.1.2.3 Sa¼g yanl¬ve sa¼g bölünebilir bir Q = (L;�; �) kuantalinde, her

a; b 2 L için a ^ b = a � (a + b) eşitli¼gi geçerlidir (Höhle, 1998).

Kan¬t. Q sa¼g bölünebilir oldu¼gundan a � (a + b) � a �d¬r. Ayr¬ca Sonuç 2.1.2.2

gere¼gi a � (a + b) � b olup, bu ikisinden a � (a + b) � a ^ b eşitsizli¼gi elde edilir.

a ^ b � a oldu¼gundan sa¼g bölünebilirlik, a ^ b = a � c olacak biçimde bir c 2 L

bulunabilmesini gerektirir. Ayr¬ca a ^ b � b oldu¼gundan

a � c � b =) c � a + b

=) a � c � a � (a + b)

=) a ^ b � a � (a + b)

yaz¬labilir ve istenilen eşitlik böylece elde edilmi̧s olur.

2.1.3 Gelfand Kuantalleri ve Heyting Cebirleri

Tan¬m 2.1.3.1 Sa¼g yanl¬ ve eşgüçlü bir kuantal sa¼g Gelfand kuantali olarak

adland¬r¬l¬r. De¼gi̧smeli bir sa¼g Gelfand kuantaline k¬saca de¼gi̧smeli Gelfand kuantali

denir (Höhle, 1998).

Önerme 2.1.3.1 Bir kuantalin bir sa¼g Gelfand kuantali olmas¬, kesin sa¼g yanl¬ve

sa¼g simetrik olmas¬n¬gerektirir (Höhle, 1998).

Kan¬t. Q = (L;�; �) bir sa¼g Gelfand kuantali olsun.

Q sa¼g yanl¬oldu¼gundan her a 2 L için a�1 � a �d¬r. Ayr¬ca eşgüçlülük ve kuantal

şleminin s¬ra koruyanl¬¼g¬ndan a = a�a � a�1 olup kesin sa¼g yanl¬l¬k anlam¬na gelen

a � 1 = a eşitli¼gi görülmüş olur.
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� i̧sleminin birleşmeli, eşgüçlü ve s¬ra koruyan olmas¬ ile yukar¬da elde edilen

kesin sa¼g yanl¬l¬k kullan¬l¬rsa, her a; b; c 2 L için

a � b � c = a � (b � c) � (b � c)

� a � 1 � c � b � 1

= a � c � b

ve benzer şekilde a � c � b � a � b � c oldu¼gu görülerek sa¼g simetriklik tan¬m¬ndaki

eşitli¼ge ulaş¬l¬r.

Tan¬m 2.1.3.2 (L;�) bir s¬n¬rl¬ kafes, ! L üzerinde bir ikili i̧slem olsun. Her

a; b; c 2 L için aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yorsa H = (L;�;!) üçlüsüne bir Heyting

cebiri denir.

(H1) a! a = 1

(H2) a ^ (a! b) = a ^ b

(H3) b ^ (a! b) = b

(H4) a! (b ^ c) = (a! b) ^ (a! c)

(L;�) tam kafes ise H �ye tam Heyting cebiri denir (Gabbay ve di¼g., 2009).

Örnek 2.1.3.1 (X; �) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda (� ;�;!) bir tam

Heyting cebiri belirler. G;H 2 � ve fUigi2I � � olmak üzere bu yap¬da

G ^H = G \H , G _H = G [H ,
W
i2I
Ui =

S
i2I
Ui ,

V
i2I
Ui =

�T
i2I
Ui

�o
ve G! H = (Gc [H)o olmas¬gerekti¼gi görülebilir.

Önerme 2.1.3.2 Bir Heyting cebirinin ikili i̧slemi ikinci bileşene göre s¬ra

koruyand¬r.

Kan¬t. H = (L;�;!) bir Heyting cebiri, a; b1; b2 2 L, b1 � b2 olsun. (H4)

yard¬m¬yla

a! b1 = a! (b1 ^ b2) = (a! b1) ^ (a! b2) � a! b2

yaz¬labilece¼ginden a! b1 � a! b2 olur.

Teorem 2.1.3.1 Bir (L;�) s¬n¬rl¬ kafesi üzerinde bir Heyting cebiri yap¬s¬

kurulabilmesi için gerek ve yeter koşul, her a; b 2 L için �a;b = fx 2 L j a ^ x � bg

kümesinin bir en büyük eleman¬n¬n var olmas¬d¬r (Gabbay ve di¼g., 2009).

Kan¬t. ( =) ) : (L;�;!) bir Heyting cebiri ve a; b 2 L olsun. (H2),

a ^ (a! b) = a ^ b � b
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olmas¬n¬gerektirdi¼ginden a! b 2 �a;b �dir.

x 2 �a;b olsun. a^x � b oldu¼gundan Önerme 2.1.3.2 gere¼gi a! (a ^ x) � a! b

olur. Ayr¬ca s¬ras¬yla (H4) ve (H1)�den,

a! (a ^ x) = (a! a) ^ (a! x) = 1 ^ (a! x) = a! x

bulunaca¼g¬ndan a ! x � a ! b �dir. Bu eşitsizlik (H3) ve s¬ra koruma özelli¼gi ile

birlikte yorumland¬¼g¬nda x = x^ (a! x) � x^ (a! b) olur ve buradan x � a! b

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak her x 2 �a;b için x � a ! b 2 �a;b oldu¼gundan �a;b
kümesinin en büyük ö¼gesi vard¬r ve bu ö¼ge a! b �ye eşittir.

((=) : Her a; b 2 L için �a;b kümesinin en büyük ö¼gesi bulunsun. Bu durumda

her bir a; b 2 L için a! b =
W
�a;b ile bir! : L�L! L ikili i̧slemi tan¬mlanabilir.

(L;�;!) üçlüsünün bir Heyting cebiri oldu¼gu görülürse kan¬t tamamlan¬r.

H1) a 2 A olsun. a ^ 1 = a olaca¼g¬ndan 1 2 �a;a �d¬r. 1 L �nin ve dolay¬s¬yla

�a;a �n¬n en büyük ö¼gesi oldu¼gundan a! a = 1 �dir.

H2) a! b �nin tan¬m¬gere¼gi a^(a! b) � b �dir. Ayn¬zamanda a^(a! b) � a

oldu¼gundan a ^ (a! b) � a ^ b olur. Ayr¬ca a ^ b � b oldu¼gundan b 2 �a;b ve

dolay¬s¬yla b � a ! b �dir. Buradan da a ^ b � a ^ (a! b) elde edece¼ginden

a ^ (a! b) = a ^ b eşitli¼gi vard¬r.

H3) a^ b � b oldu¼gundan b 2 �a;b olup b � a! b �dir. Buradan b^ (a! b) = b

oldu¼gu görülür.

H4) a ^ [(a! b) ^ (a! c)] = [a ^ (a! b)] ^ (a! c) � b ^ (a! c) ve (L2)�nin

kullan¬m¬yla benzer olarak a ^ [(a! b) ^ (a! c)] � c ^ (a! b) olaca¼g¬ndan

a ^ [(a! b) ^ (a! c)] � [b ^ (a! c)] ^ [c ^ (a! b)]

= [b ^ (a! b)] ^ [c ^ (a! c)]

� b ^ c

olup (a! b) ^ (a! c) 2 �a;b^c �dir ve dolay¬s¬yla (a! b) ^ (a! c) � a ! (b ^ c)

olmal¬d¬r. Eşitsizli¼gin di¼ger yönü ise

a ^ [a! (b ^ c)] � b ^ c � b =) a! (b ^ c) � a! b

ve benzer biçimde a! (b ^ c) � a! c olmas¬ndan görülür.

Yukar¬daki teoremle elde edilen sonuç Heyting cebiri tan¬m¬n¬n, �her a; b 2 L

için �a;b = fx 2 L j a ^ x � bg kümesinin en büyük ö¼gesi bulunan s¬n¬rl¬ kafes�
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biçiminde de verilebilece¼gi anlam¬na gelir. Bunun bir sonucu olarak herhangi bir

s¬n¬rl¬kafes üzerinde birbirinden farkl¬birden çok Heyting cebiri yap¬s¬bulunamaz.

Dolay¬s¬yla bir Heyting cebirinin ! ikili i̧slemi kafes yap¬s¬yla belirlenebilir olup,

Heyting cebirleri yaln¬zca özel bir s¬n¬rl¬ kafes türü olarak görülebilir. Aşa¼g¬daki

iki önerme tam Heyting cebirleri söz konusu oldu¼gunda bu özel kafes türünün neye

kaŗs¬l¬k geldi¼gini kesin olarak anlaman¬n yolunu açmaktad¬r.

Önerme 2.1.3.3 H = (L;�;!) bir tam Heyting cebiri olsun. Her a 2 L ve her

faigi2I � L için a ^
W
i2I
ai =

W
i2I
(a ^ ai) �dir (Gabbay ve di¼g., 2009).

Kan¬t. I = ? ise,a ^
W
i2I
ai = a ^ 0 = 0 =

W
i2I
(a ^ ai) eşitli¼gi vard¬r. I 6= ? olsun.

Her i 2 I için a ^ ai � a ve a ^ ai � ai oldu¼gundanW
i2I
(a ^ ai) � a ve

W
i2I
(a ^ ai) �

W
i2I
ai

olur ve buradan _
i2I
(a ^ ai) � a ^

_
i2I
ai

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r. Di¼ger taraftan, her i 2 I için a ^ ai �
W
i2I
(a ^ ai) �dir ve ayr¬ca

a!
W
i2I
(a ^ ai), Teorem 2.1.3.1 gere¼gi L �de

a ^
�
a!

W
i2I
(a ^ ai)

�
�
W
i2I
(a ^ ai)

koşulunu gerçekleyen en küçük ö¼gedir. Dolay¬s¬yla her i 2 I için ai � a!
W
i2I
(a ^ ai)

olmal¬d¬r. Buradan
W
i2I
ai � a!

W
i2I
(a ^ ai) olup (H2)�den

a ^
_
i2I
ai � a ^

 
a!

_
i2I
(a ^ ai)

!
= a ^

_
i2I
(a ^ ai) �

_
i2I
(a ^ ai)

elde edilir ve böylece eşitsizli¼gin di¼ger yönü de görülmüş olur.

Yukar¬daki önermede Heyting cebirinin taml¬¼g¬
W
i2I
ai ve

W
i2I
(a ^ ai) ö¼gelerinin

varl¬¼g¬n¬garanti alt¬na almak amac¬yla öne sürülmüştür. Ayn¬ i̧slemler tam olan

veya olmayan herhangi bir Heyting cebirinde yaln¬zca bir ve iki elemanl¬I kümeleri

için tekrarlan¬rsa, her a; a1; a2 2 L için

a ^ (a1 _ a2) = (a ^ a1) _ (a ^ a2)

olaca¼g¬görülür. Dolay¬s¬yla her Heyting cebiri bir da¼g¬l¬ml¬kafes üzerinde kuruludur.

a ^
W
i2I
ai =

W
i2I
(a ^ ai) eşitli¼ginin geçerli oldu¼gu tam kafeslere çat¬(frame) ad¬

verilir. Önerme 2.1.3.3�ten her tam Heyting cebirinin bir çat¬ oldu¼gu görülür.
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Aksine, her çat¬da

a ^
W
fx 2 L j a ^ x � bg =

W
fa ^ x 2 L j a ^ x � bg

eşitli¼gi sa¼glanaca¼g¬ndan, Teorem 2.1.3.1 her çat¬n¬n bir Heyting cebiri yap¬s¬

vermesini gerektirir. Üstelik bu teoremin kan¬t¬ndan, bu yap¬n¬n tek türlü olarak

belirlendi¼gi anlaş¬lmaktad¬r. Böylece tam Heyting cebirleri ve çat¬lar¬n denk yap¬lar

oldu¼gu sonucuna var¬l¬r. Bu nedenle baz¬kaynaklarda tam Heyting cebirleri

a ^
W
i2I
ai =

W
i2I
(a ^ ai)

eşitli¼ginin geçerli oldu¼gu tam kafesler olarak tan¬mlan¬rlar (Höhle, 2007).

Önerme 2.1.3.4 Bir Q = (L;�; �) sa¼g Gelfand kuantalinin de¼gi̧smeli olmas¬için

gerek ve yeter koşul � = ^ olmas¬d¬r (Höhle, 1998).

Kan¬t. Q = (L;�; �) bir de¼gi̧smeli Gelfand kuantali ise her a; b 2 L için

a � b � a � 1 = a ve a � b � 1 � b = b � 1 = b

olaca¼g¬ndan a � b � a ^ b olur. a ^ b � a ve a ^ b � b olmas¬ndan da

a ^ b = (a ^ b) � (a ^ b) � a � b

elde edilir. Böylece her a; b 2 L için a � b = a ^ b olup � = ^ �dir.

Di¼ger taraftan Q = (L;�; �) bir sa¼g Gelfand kuantali ve � = ^ iken Q �nun

de¼gi̧smeli olaca¼g¬(L2)�den görülür.

Bu önermeye göre de¼gi̧smeli Gelfand kuantalleri tam olarak � = ^ olacak

biçimdeki Gelfand kuantalleridir. Bu nedenle, bir de¼gi̧smeli Gelfand kuantalinden

bahsederken kafes yap¬s¬taraf¬ndan tek türlü olarak belirlendi¼gi bilinen � i̧slemine

ayr¬ca vurgu yapmaya gerek yoktur.

Teorem 2.1.3.2 (L;�) bir kafes olsun. Q = (L;�;^) üçlüsünün bir de¼gi̧smeli

Gelfand kuantali olmas¬için gerek ve yeter koşul (L;�) �in bir tam Heyting cebiri

yap¬s¬taş¬mas¬d¬r (Höhle, 1998).

Kan¬t. ( =) ) : Q = (L;�;^) de¼gi̧smeli Gelfand kuantali olsun. De¼gi̧smelilikten

dolay¬Q �da çüft yanl¬rezidü i̧slemi vard¬r ve bu i̧slemin tan¬m¬, her a; b 2 L için

x 2 �a;b () a ^ x � b () x � a! b

olmas¬n¬gerektirir. Böylece a! b =
W
�a;b olup (L;�;!) bir Heyting cebiridir ve

kuantaller tam kafes üzerine kurulduklar¬ndan bu Heyting cebiri tamd¬r.

((=) : H = (L;�;!) bir tam Heyting cebiri olsun. H tam oldu¼gundan (L;�)

tam kafestir ve (L3)�ten dolay¬(L;^) bir yar¬gruptur. Böylece Q = (L;�;^) �nin
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bir kuantal olmas¬(L2) ve Önerme 2.1.3.3�ten elde edilir. Bu kuantalin sa¼g yanl¬,

eşgüçlü ve de¼gi̧smeli olmas¬^ i̧sleminin özelliklerinin anl¬k bir sonucudur. Dolay¬s¬yla

Q bir de¼gi̧smeli Gelfand kuantalidir.

Teorem 2.1.3.1 bir tam kafes üzerinde en çok bir Heyting cebiri yap¬s¬olmas¬n¬

gerektirir. Buna benzer olarak Önerme 2.1.3.4�ten, bir tam kafes üzerinde en çok

bir de¼gi̧smeli Gelfand kuantali yap¬s¬bulunabilece¼gi sonucuna var¬labilir. Buna göre

yukar¬daki teoremi tam Heyting cebiri ve de¼gi̧smeli Gelfand kuantali kavramlar¬n¬n

birbirine denk oldu¼gu biçiminde yorumlamak mümkündür.

2.1.4 GL-Monoidler ve GL-Kuantaller

Tan¬m 2.1.4.1 De¼gi̧smeli, kesin çift yanl¬, bölünebilir bir kuantale GL-monoid ad¬

verilir (Pu ve Zhang, 2011).

Her GL-monoidin ayn¬zamanda bir cl-kuasi monoid olaca¼g¬tan¬mdan kolayca

görülür.

Örnek 2.1.4.1 � = ^ eşitli¼ginin geçerli oldu¼gu her Q = (L;�;^) kuantali bir

GL-monoiddir. Bu gerçek, kafes içerisindeki ^ i̧sleminin 8a; b 2 L için a^ b = b^ a,

8a 2 L için a ^ 1 = a, 1 ^ a = a ve a � b , a = b ^ a özelliklerini sa¼glamas¬ndan

görülür.

Önerme 2.1.4.1 Her de¼gi̧smeli Gelfand kuantali (tam Heyting cebiri) ayn¬

zamanda bir GL-monoiddir (Höhle, 1998).

Kan¬t. Önerme 2.1.3.4 ve Örnek 2.1.4.1�in aç¬k bir sonucudur.

Tan¬m 2.1.4.2 Q = (L;�; �) bir kuantal, M � L, 1 2M olsun. Her a; b 2M için

a � b 2 M ve her faigi2I � M için
W
i2I
ai 2 M oluyorsa R = (M;�; �) �a Q �nun bir

alt kuantali denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Q = (L;�; �) bir kuantal ve R = (M;�; �) Q �nun bir alt kuantali olsun. Bu

durumda M kümesi � ve herhangi say¬daki _ i̧slemlerine göre kapal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

Teorem 2.1.1 gere¼gi (M;�) bir tam kafestir. Ancak L �deki ebas i̧slemi ^ ile,

M �deki ebas i̧slemi ^R aras¬nda uyumsuzluk olabilir.

Örnek 2.1.4.2 X herhangi bir küme olmak üzere Q = (P (X) ;�;\) bir kuantaldir

ve � � P (X), X üzerinde bir topoloji olmak üzere Örnek 2.1.3.1�dekiH = (� ;�;!)

Heyting cebirine denk olan R = (� ;�;\) de¼gi̧smeli Gelfand kuantali, aç¬k kümelerin
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sa¼glad¬¼g¬ özelliklerden dolay¬Q �nun bir alt kuantalidir. Ancak buradaki durum

Örnek 2.1.3 ile kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda, Q ve R üzerindeki herhangi say¬da ebas alma

i̧slemlerinin birbirinden farkl¬olduklar¬görülür.

Q = (L;�; �) bir kuantal olsun. Q eşgüçlü veya (kesin) sa¼g, sol veya çift

yanl¬olmasa bile L �de bu özelliklere ait eşitlikleri sa¼glayan elemanlar bulunabilir.

Böylece bir kuantalde tek bir eleman¬n eşgüçlülü¼günden veya (kesin) sa¼g / sol / çift

yanl¬l¬¼g¬ndan bahsetmek anlaml¬olur.

Önerme 2.1.4.2 Q = (L;�; �) kesin sa¼g yanl¬, sa¼g simetrik bir kuantal olsun.

S (L) = f1 � x j x 2 Lg ile verilen küme, L �deki bütün kesin çift yanl¬elemanlar¬nn

kümesidir ve S (Q) = (S (L) ;�; �), Q �nun bir alt kuantalidir. Ayr¬ca, her a 2 L

için j (a) = 1 � a ile tan¬mlanan j : Q! S (Q) dönüşümü bir kuantal homomor�zmi

olur (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. a 2 L kesin çift yanl¬ise a = 1 � a olaca¼g¬ndan a 2 S (L) �dir. a 2 S (L)

olsun. Bu durumda a = 1 � c olacak biçimde bir c 2 L vard¬r. Q kesin sa¼g yanl¬

oldu¼gundan a kesin sa¼g yanl¬d¬r. a �n¬n kesin sol yanl¬l¬¼g¬ise 1 2 L ö¼gesinin kesin

sa¼g yanl¬l¬¼g¬n¬n kullan¬lmas¬yla

1 � a = 1 � (1 � c) = (1 � 1) � c = 1 � c = a

biçiminde elde edilir. Dolay¬s¬yla S (L), L �deki bütün çift yanl¬ elemanlar¬n

kümesidir.

Kesin sa¼g yanl¬l¬k 1 � 1 = 1 olmas¬n¬gerektirdi¼ginden 1 2 S (L) �dir. a; b 2 S (L)

olsun. a = 1 � c, b = 1 � d olacak biçimde c; d 2 L vard¬r. Buradan

1 � (a � b) = 1 � [(1 � c) � (1 � d)] = [(1 � 1) � c] � (1 � d) = a � b

oldu¼gu görülebilir olup a � b 2 S (L) �dir. faigi2I � S (L) olsun. I = ? durumu

aç¬kt¬r. I 6= ? ise her bir i 2 I için ai = 1�ci olacak biçimde birer ci 2 L bulunabilir.

Kuantale özgü da¼g¬lma kural¬ve � i̧sleminin birleşmelili¼gi kullan¬l¬rsa buradan

1 �
_
i2I
ai =

_
i2I
(1 � ai) =

_
i2I
(1 � 1 � ci) =

_
i2I
(1 � ci) =

_
i2I
ai

elde edilir. Sonuç olarak S (Q), Q �nun bir alt kuantalidir.

j �nin kuantal homomor�zmi olmas¬, S (Q) �nun alt kuantal olmas¬na oldukça

benzer bir biçimde gösterilir.

Bundan sonra bir Q = (L;�; �) kuantali verildi¼ginde S (Q), Önerme 2.1.4.2�nin
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ifadesinde tan¬t¬lan (S (L) ;�; �) alt kuantalini gösterecektir.

Tan¬m 2.1.4.3 Aşa¼g¬daki koşullar¬gerçekleyen bir Q = (L;�; �) kesin sa¼g yanl¬,

sa¼g simetrik kuantaline bir sa¼g genelleştirilmi̧s mant¬k kuantali veya k¬saca bir sa¼g

GL-kuantal denir (Höhle, 1998).

(GL1) Her a 2 L için (a * a) � a = a �d¬r.

(GL2) S (Q) alt kuantali bir GL-monoiddir.

Önerme 2.1.4.3 Her GL-monoid bir sa¼g GL-kuantaldir (Höhle, 1998).

Kan¬t. G = (L;�; �) bir GL-monoid, yani de¼gi̧smeli, kesin çift yanl¬, bölünebilir

bir kuantal olsun. G �nin kesin sa¼g yanl¬l¬¼g¬, kesin çift yanl¬l¬ktan, sa¼g simetrikli¼gi

de de¼gi̧smeli olmas¬ndan gelir. Ayr¬ca G kesin çift yanl¬oldu¼gundan S (G) = G olup

(GL2) de hemen görülür.

a 2 L olsun. Kesin çift yanl¬l¬ktan 1 � a = a olup 1 2 fx 2 L j x � a � ag �d¬r.

Böylece

(a * a) � a =
W
fx 2 L j x � a � ag � a = 1 � a = a

elde edilir ve istenen gösterilmi̧s olur.

Önerme 2.1.4.4 Her sa¼g Gelfand kuantali bir sa¼g GL-kuantaldir (Höhle, 1998).

Kan¬t. Q = (L;�; �) bir sa¼g Gelfand kuantali olsun. Q �nun kesin sa¼g yanl¬l¬¼g¬ve

sa¼g simetrikli¼gi Önerme 2.1.3.1�den görülür.

a 2 L olsun. Bu durumda,

(a * a) � a =
W
fx 2 L j x � a � ag � a � a

olmas¬kuantale özgü da¼g¬lma özelli¼ginin sonucudur. Ayr¬ca sa¼g Gelfand kuantalinin

eşgüçlülü¼günden dolay¬a 2 fx 2 L j x � a � ag olaca¼g¬ndan

a = a � a �
W
fx 2 L j x � a � ag � a = (a * a) � a

�d¬r. Böylece (GL1) elde edilmi̧s olur.

Q �nun sa¼g yanl¬l¬k ve eşgüçlülük özelliklerinin S (Q) alt kuantaline de

kalaca¼g¬nda dikkat edilirse, S (Q) �nun da bir sa¼g Gelfand kuantali oldu¼gu görülür.

S (Q) tan¬m¬gere¼gi kesin çift yanl¬oldu¼gundan simetriklikten her a; b 2 S (L) için

a � b = 1 � a � b = 1 � b � a = b � a

oldu¼gu görülür. Böylece S (Q) bir de¼gi̧smeli Gelfand kuantalidir ve istenen sonuç

Önerme 2.1.4.1 ve Önerme 2.1.4.3�ten elde edilir.
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2.1.5 Kareköklü Kuantaller

Bir Q = (L;�; �) kuantalinde her bir a 2 L için a1 = a ve n 2 N; n � 2 olmak

üzere an = an�1 � a k¬saltmalar¬kullan¬l¬r.

Tan¬m 2.1.5.1 Q = (L;�; �) bir kuantal olsun.

(S1) Her a 2 L için [S (a)]2 = a

(S2) a; b 2 L ve b2 � a ise b � S (a)

koşullar¬sa¼glanacak biçimde bir S : L ! L dönüşümü varsa Q �ya bir kareköklü

kuantal denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Önerme 2.1.5.1 Q = (L;�; �) bir kareköklü kuantal ise (S1) ve (S2) koşullar¬n¬

gerçekleyen bir tek S : L! L fonksiyonu vard¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. Q kareköklü bir kuantal oldu¼gundan böyle bir fonksiyon vard¬r.

S1 : L ! L ve S2 : L ! L (S1) ve (S2) koşulunu gerçekleyen iki fonksiyon

olsun. S1 için (S1), S2 için (S2) koşulu ele al¬n¬rsa, her a 2 L için [S1 (a)]2 = a � a

olmas¬ndan S1 (a) � S2 (a) elde edilir. Benzer şekilde S2 için (S1), S1 için (S2) ele

al¬narak eşitsizli¼gin di¼ger yönü de elde edilir ve S1 = S2 oldu¼gu bulunur.

Bu önermeye göre kareköklülük varsa, kuantal yap¬s¬n¬n içinden tek türlü olarak

gelen bir nitelik olup karekökleri veren S dönüşümünün kuantal yap¬s¬na eklenmesi

gereksizdir. Bu nedenle, herhangi bir kareköklü kuantal verildi¼ginde S dönüşümüne

ayr¬ca vurgu yap¬lmaz ve bir a 2 L ö¼gesinin karekökü olarak adland¬r¬lan S (a) 2 L

ö¼gesi ço¼gu zaman a1=2 veya
p
a ile gösterilir. Gerekli durumlarda

a2
�0
= a ve her n 2 N için a2�(n+1) =

p
a2�n

k¬saltmalar¬kullan¬l¬r.

Örnek 2.1.5.1 Her eşgüçlü kuantal, b2 = a () b = a eşitli¼gi geçerli olaca¼g¬ndan

dolay¬kareköklüdür ve kafesin her a ö¼gesi için
p
a = a �d¬r. Özel olarak bu durum,

tan¬m gere¼gi eşgüçlü olan sa¼g Gelfand kuantallerinin tümü için geçerlidir.

Örnek 2.1.5.2 I = [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬, birimi 1 olan birleşmeli, de¼gi̧smeli

ve bileşenlerine göre artan bir i̧sleme üçgensel norm veya k¬saca t-norm ad¬verilir.

I� I �dan I �ya tan¬ml¬ sürekli bir fonksiyona kaŗs¬l¬k gelen t-normlar ise sürekli

t-norm ad¬n¬al¬r (Lai ve Zhang, 2006). Her sürekli t-norm I aral¬¼g¬üzerinde, al¬̧s¬lm¬̧s

s¬ralamayla birlikte verilen bir kareköklü kuantal yap¬s¬belirler. Aşa¼g¬da, bu biçimde

ortayan ç¬kan üç temel kuantal, kendilerine kaŗs¬l¬k gelen karekök förmülleriyle
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birlikte verilmektedir (Höhle ve �ostak, 1999).

a) I = (I;�;^) olsun. Bu durumda Q bir eşgüçlü kuantal olaca¼g¬ndan I �daki

her bir ö¼genin karekökü kendisine eşit olur.

b) � adi çarpma i̧slemini göstermek üzere P = (I;�; �) olsun. Bu durumda P �ye

göre kuantal karekökü I üzerindeki adi cebirsel kareköke denk düşer.

c) � i̧slemi her a; b 2 I için a�b = (a+ b� 1)_0 biçiminde verilsin. Bu durumda

T = (I;�; �) kuantalindeki karekök dönüşümü her a 2 I için
p
a = a+1

2
biçiminde

tan¬ml¬olur.

Önerme 2.1.5.2 Bir kareköklü kuantalde a � b ise
p
a �
p
b �dir.

Kan¬t. a � b olsun. Bu durumda (S1) (
p
a)
2
= a � b olmas¬n¬gerektirir ve (S2)�den

p
a �
p
b elde edilir.

Önerme 2.1.5.3 Q = (L;�; �) bir kuantal olsun. Q �nun kareköklü olmas¬ için

gerek ve yeter şart

(i) Her a 2 L için a = b2 olacak şekilde bir b 2 B vard¬r.

(ii) Her a; b 2 L için a � b � a2 _ b2

koşullar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. ( =) ) : Q kareköklü olsun. Her bir a 2 L için b =
p
a seçilerek (i) koşulu

sa¼glanm¬̧s olur.

a; b 2 L olsun. a2 � a2 _ b2 oldu¼gundan a �
p
a2 _ b2 �dir. Benzer şekilde

b �
p
a2 _ b2 olur. Bu ikisinden

a � b �
p
a2 _ b2 �

p
a2 _ b2 = a2 _ b2

elde edilir.

((=) : Her a 2 L için Ra = fx 2 L j x2 � ag kümesi tan¬mlans¬n ve S : L! L

dönüşümü S (a) =
W

x2Ra
x ile verilsin. Bu durumda b2 � a olmas¬b 2 Ra olmas¬n¬,

b 2 Ra olmas¬da b � S (a) olmas¬n¬gerektirece¼ginden (S2) hemen görülür.

a 2 L olsun. (i) koşulu b2 = a olacak biçimde bir b 2 L ö¼gesinin varl¬¼g¬n¬

gerektirir. Daha önce elde edilen (S2) gere¼gi b � S (a) olaca¼g¬ndan a = b2 � S (a)2

�dir. Di¼ger taraftan (k¬sal¬k için da¼g¬lmalarla ilgili gereksiz parantezler yaz¬lmadan)

aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬l¬rsa eşitsizli¼gin di¼ger yönü de elde edilir:

S (a)2 = S (a) �
_
x2Ra

x =
_
x2Ra

S (a) � x =
_
x2Ra

_
y2Ra

y � x
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�
_
x2Ra

_
y2Ra

y2 _ x2 =
_
x2Ra

 _
y2Ra

y2

!
_ x2

�
_
x2Ra

a _ x2 = a _
_
x2Ra

x2 � a _ a = a

Böylece (S1) de görülmüş olur.

Tan¬m 2.1.5.2 Q = (L;�; �) bir kareköklü kuantal olsun.

(S3) Her a; b 2 L için
p
a � b =

�p
a �
p
b
�
_
p
0

oluyorsa Q �ya bir s¬k¬(tight) kareköklü kuantal denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Örnek 2.1.5.3 Örnek 2.1.5.2�de verilen kuantallerin hepsi s¬k¬karaköklüdür.

Örnek 2.1.5.4 I üzerindeki � i̧slemi

a � b =

8>>><>>>:
(a+ b� 1) _ 1

2
; a; b � 1

2
ise�

a+ b� 1
2

�
_ 0 ; a; b � 1

2
ise

a ^ b ; di¼ger durumlarda

biçiminde verilsin. Bu durumda Q = (I;�; �), kareköklerin
p
a =

� a+1
2
; 1

2
� a � 1 ise

a+ 1
2

2
; 0 � a � 1

2
ise

kural¬na göre ortaya ç¬kt¬¼g¬bir kareköklü kuantal olur. Ancak, örne¼gin a = 5
8
, b = 3

4

ö¼geleri için (S3) sa¼glanmad¬¼g¬ndan Q s¬k¬kareköklü de¼gildir (Höhle ve �ostak, 1999).

Önerme 2.1.5.4 Q = (L;�; �) bir s¬k¬ kareköklü kuantal, n 2 N, n � 2 ve

a1; a2; : : : ; an 2 L olsun. Aşa¼g¬daki eşitsizlikler geçerlidir (Höhle ve �ostak, 1999).

a)
p
a1 �
p
a2 � � � � �

p
an �

p
a1 � a2 � � � � � an

b) (a1 � � � � � an�1)2
�n
� (an)2

�n
� (a1 � � � � � an�1 � an)2

�n

Kan¬t. a) n = 2 için eşitsizlik (S3)�ten direkt olarak
p
a1 �
p
a2 �

�p
a1 �
p
a2
�
_
p
0 =
p
a1 � a2

biçiminde görülür.
p
a1 �
p
a2 � � � � �

p
an �

p
a1 � a2 � � � � � an oldu¼gu varsay¬ls¬n. a1; : : : ; an+1 2 L

olmak üzere bu varsay¬ma n = 2 için elde edilen sonucun uygunlanmas¬yla, kuantal

i̧sleminin birleşmelili¼gi ve s¬ra koruyanl¬¼g¬ndan

p
a1 � � � � �

p
an �
p
an+1 �

p
a1 � a2 � � � � � an �

p
an+1

� p
a1 � a2 � � � � � an � an+1

elde edilir.
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b) n = 2 durumundaki
p
a1 �
p
a2 �

p
a1 � a2 eşitsizli¼gi (a)�dan görülür.

n � 2 ve her a1; a2; : : : ; an 2 L için

(a1 � � � � � an�1)2
�n
� (an)2

�n
� (a1 � � � � � an�1 � an)2

�n

oldu¼gu varsay¬ls¬n.

a1; a2; : : : ; an+1 2 L n = 2 için elde edilen sonucun, tümevar¬m varsay¬m¬n¬n ve

karekökün s¬ra korumas¬n¬n sonucu olarak

(a1 � � � � � an)2
�(n+1)

� (an+1)2
�(n+1)

=

q
(a1 � � � � � an)2

�n �
q
(an+1)

2�n

=

q
(a1 � � � � � an)2

�n � (an+1)2
�n

=

q
((a1 � a2) � � � � � an)2

�n � (an+1)2
�n

�
q
((a1 � a2) � � � � � an � an+1)2

�n

= (a1 � � � � � an � an+1)2
�n

elde edilir.

Önerme 2.1.5.5 Q = (L;�; �) bir s¬k¬ kareköklü kuantal ise her faigi2I � L,

I 6= ? için
rW

i2I
ai =

W
i2I

p
ai �dir (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. Q = (L;�; �) s¬k¬kareköklü kuantal, I 6= ?, faigi2I � L olsun. c =
W
i2I

p
ai

olmak üzere Önerme 2.1.5.3�teki (ii) özelli¼ginin de kullan¬lmas¬yla

c2 = c �
 _
i2I

p
ai

!
=
_
i2I
(c � pai)

=
_
i2I

  _
j2I

p
aj

!
� pai

!
=
_
i2I

 _
j2I

�p
aj �
p
ai
�!

�
_
i2I

 _
j2I

�p
aj
2 _pai2

�!
=
_
i2I

 _
j2I
(aj _ ai)

!

=
_
i2I

  _
j2I

aj

!
_ ai

!
=

 _
j2I

aj

!
_
 _
i2I
ai

!
=
_
i2I
ai

olup
W
i2I
ai =

�W
i2I

p
ai

�
�
�W
i2I

p
ai

�
eşitli¼gi vard¬r. Her iki taraf¬n karekökünün al¬n¬p

(S3)�ün uygulanmas¬ylas_
i2I
ai =

0@s_
i2I

p
ai �

s_
i2I

p
ai

1A _p0 =  _
i2I

p
ai

!
_
p
0
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elde edilir. Ancak her i 2 I için 0 � ai oldu¼gundan
p
0 � pai �dir ve I 6= ?

olmas¬ndan
p
0 �

W
i2I

p
ai =)

rW
i2I
ai =

�W
i2I

p
ai

�
_
p
0 =

W
i2I

p
ai bulunur.

Önerme 2.1.5.6 Q = (L;�; �) s¬k¬kareköklü ve de¼gi̧smeli bir kuantal olsun. Bu

durumda her a; b 2 L için
p
a! b =

p
a!

p
b �dir (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. a; b 2 L olsun.�p
a!

p
b
�2
� a =

�p
a!

p
b
�
�
�p

a!
p
b
�
�
p
a �
p
a

=
�p

a!
p
b
�
�
p
a �
�p

a!
p
b
�
�
p
a

�
p
b �
p
b = b

oldu¼gundan
�p

a!
p
b
�2
� a ! b �dir. Bu eşitsizli¼ge (S2)�nin uygulanmas¬yla

p
a!

p
b �
p
a! b elde edilir.

(a! b)�a � b oldu¼gundan Önerme 2.1.5.2 gere¼gi
p
(a! b) � a �

p
b olur. (S3)p

(a! b) � a =
�p

a! b �
p
a
�
_
p
0 olmas¬n¬gerektirdi¼ginden

p
a! b �

p
a �

�p
a! b �

p
a
�
_
p
0 �
p
b

�dir. Bu ise
p
a! b �

p
a!

p
b olmas¬anlam¬na gelir.

Tan¬m 2.1.5.3 Q = (L;�; �) bir kareköklü kuantal olmak üzere her a; b 2 L için

a ~ b =
p
a �
p
b biçiminde tan¬mlanan L üzerindeki ~ i̧slemine monoid ortalama

operatörü ad¬verilir (Höhle ve �ostak, 1999).

Monoid ortalama operatörü aşa¼g¬daki önermede s¬ralanan koşullar yard¬m¬yla

aksiyomatik olarak belirlenebilir.

Önerme 2.1.5.7 (a) ve (b) koşullar¬birbirine denktir (Höhle ve �ostak, 1999).

a) Aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r:

(i) (L;�;
) bir cqm-kafestir.

(ii) (L;�; �) bir kuantaldir.

(iii) Her a1; a2; b1; b2 2 L için (a1 
 b1) � (a2 
 b2) � (a1 � a2)
 (b1 � b2)

(iv) Her a; b 2 L için (1
 a) � (1
 b) = a
 b

(v) Her a 2 L için (1
 a) � 1 = 1
 a

(vi) Her a 2 L için a
 a = a

b) (L;�; �) bir kesin çift yanl¬, de¼gi̧smeli, kareköklü kuantaldir ve 
 = ~ �d¬r.
Kan¬t. (a =) b) : a 2 L olsun. (vi) ve (iv)�ün kullan¬lmas¬yla

1 � (1
 a) = (1
 1) � (1
 a) = (1
 a)
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oldu¼gu görülür. Ayr¬ca (v)�ten (1
 a) � 1 = 1
 a oldu¼gundan 1
 a ö¼gesi kesin çift

yanl¬d¬r. Bundan yararlan¬larak her a 2 L için,

a � 1 = (a
 a) � 1 = (1
 a) � (1
 a) � 1 = (1
 a) � (1
 a) = a
 a = a,

1 � a = 1 � (a
 a) = 1 � (1
 a) � (1
 a) = (1
 a) � (1
 a) = a
 a = a

elde edilir. Dolay¬s¬yla (L;�; �) kuantali kesin çift yanl¬d¬r.

Her a 2 L için a 
 1 = (1
 a) � (1
 1) = (1
 a) � 1 = 1 
 a oldu¼gu, (L;�; �)

kuantalinin kesin çift yanl¬l¬¼g¬ve (i)� (vi) aras¬ndaki özelliklerin kullan¬lmas¬yla her

a; b 2 L için

a � b = (a
 a) � (b
 b)

= (1
 a) � (1
 a) � (1
 b) � (1
 b) = (1
 a) � (1
 a) � (b
 1) � (1
 b)

� (1
 a) � [(1 � b)
 (a � 1)] � (1
 b) = (1
 a) � (b
 a) � (1
 b)

= (1
 a) � (1
 b) � (1
 a) � (1
 b) = (1
 a) � (b
 1) � (1
 a) � (b
 1)

� [(1 � b)
 (a � 1)] � [(1 � b)
 (a � 1)] = (b
 a) � (b
 a)

= (1
 b) � (1
 a) � (1
 b) � (1
 a) = (1
 b) � (1
 a) � (b
 1) � (1
 a)

� (1
 b) � [(1 � b)
 (a � 1)] � (1
 a) = (1
 b) � (b
 a) � (1
 a)

= (1
 b) � (1
 b) � (1
 a) � (1
 a) = (b
 b) � (a
 a)

= b � a

oldu¼gu görülür. a ile b �nin yeri de¼gi̧stirilerek ayn¬i̧slemlerin tekrar¬yla b � a � a � b

oldu¼gu da elde edilir ve buradan (L;�; �) kuantalinin de¼gi̧smeli oldu¼gu sonucuna

var¬l¬r.

S : L ! L fonksiyonu her a 2 L için S (a) = 1
 a olacak biçimde tan¬mlans¬n.

Her a 2 L için

S (a)2 = (1
 a) � (1
 a) = a
 a = a

olup (S1) koşulu sa¼glan¬r. a; b 2 L ve b2 � a olmas¬durumunda ise,

b = b
 b = (1
 b) � (1
 b) � (1 � 1)
 (b � b) = 1
 b2 � 1
 a = S (a)

olup (S2) de sa¼glan¬r, yani (L;�; �) kuantali kareköklüdür ve her bir a 2 L ö¼gesi

için
p
a = 1
 a şeklindedir. Ayr¬ca her a; b 2 L için

a~ b =
p
a �
p
b = (1
 a) � (1
 b) = a
 b

eşitli¼gi geçerli oldu¼gundan ~ = 
 olur.
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(b =) a) : (L;�; �) kesin çift yanl¬, de¼gi̧smeli ve kareköklü bir kuantal ve
 = ~
olsun.

i) (L;�; �) bir kuantal oldu¼gundan (L;�) bir tam kafestir. a1; a2; b1; b2 2 L

olmak üzere a1 � b1 ve a2 � b2 ise, Sonuç 2.1.2.1 ve Önerme 2.1.5.2 yard¬m¬yla

a1 
 a2 = a1 ~ a2 =
p
a1 �
p
a2 �

p
b1 �
p
b2 = b1 ~ b2 = b1 
 b2

elde edilir ve (L;�;
) bir tam grupoid olur.

a 2 L olsun. (L;�;
) bir tam grupoid ve a � 1 oldu¼gundan a 
 a � 1 
 a ve

a
a � a
1 �dir ve a
a = a~a = pa�pa = a olmas¬ndan a � 1~a ve a � a~1
elde edilir. Böylece (L;�;
) üçlüsü bir cqm-kafes olur.

ii) (L;�; �) �¬n bir kuantal oldu¼gu (b)�de verilmi̧stir.

iii) a1; a2; b1; b2 2 L olsun. (L;�; �) �¬n de¼gi̧smelili¼gi�p
a1 �
p
a2
�2
=
p
a1 �
p
a2 �
p
a1 �
p
a2 =

p
a1 �
p
a1 �
p
a2 �
p
a2 = a1 � a2

olmas¬n¬gerektirdi¼ginden (S2)�den
p
a1 �
p
a2 �

p
a1 � a2 elde edilir. Benzer şekilde

p
b1 �
p
b2 �

p
b1 � b2 olaca¼g¬da kullan¬l¬rsa

(a1 
 b1) � (a2 
 b2) = (a1 ~ b1) � (a2 ~ b2)

=
p
a1 �

p
b1 �
p
a2 �

p
b2 =

p
a1 �
p
a2 �

p
b1 �

p
b2

�
p
a1 � a2 �

p
b1 � b2 = (a1 � a2)~ (b1 � b2)

= (a1 � a2)
 (b1 � b2)

oldu¼gu görülür.

iv) a; b 2 L olsun. (L;�; �) �¬n kesin çift yanl¬l¬¼g¬na ve
p
1 = 1 olaca¼g¬na dikkat

edilirse istenen eşitlik

(1
 a) � (1
 b) = (1~ a) � (1~ b)

=
p
1 �
p
a �
p
1 �
p
b = 1 �

p
a � 1 �

p
b

=
p
a �
p
b = a~ b = a
 b

biçiminde elde edilir.

v) (L;�; �) kuantalinin kesin çift yanl¬l¬¼g¬n¬n sonucudur.

vi) Her a 2 L için a
 a = a~ a =
p
a �
p
a = a olur.

Önerme 2.1.5.8 Q = (L;�; �) bir s¬k¬ kareköklü kuantal olsun. Bu durumda

(L;�;~) bir cl-kuasi monoiddir (Höhle ve �ostak, 1999).
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Kan¬t. (L;�;~) �¬n bir cqm-kafes olmas¬Önerme 2.1.5.7�den görülür.
I 6= ?, faigi2I � L; a 2 L olsun. Önerme 2.1.5.5 gere¼gi

rW
i2I
ai =

W
i2I

p
ai �dir ve

buradan

a~
_
i2I
ai =

p
a �
s_

i2I
ai =

p
a �
_
i2I

p
ai =

_
i2I

�p
a � pai

�
=
_
i2I
(a~ ai)

bulunur. Da¼g¬lman¬n di¼ger yönü benzer şekilde görülerek istenen sonuca ulaş¬l¬r.

Önceki iki önerme göz önüne al¬narak, özellikle çok de¼gerli topolojik uzaylar¬n

çal¬̧s¬lmas¬nda büyük bir öneme sahip olan özel bir tam grupoidler s¬n¬f¬aşa¼g¬daki

gösterim yard¬m¬yla belirlenmektedir.

Gösterim 2.1.5.1 G = (L;�; �) bir s¬k¬kareköklü GL-monoid olsun. Bu durumda

(L;�;~) tam grupoidi G� ile gösterilir.

Bu ve sonraki bölümlerde G� = (L;�;
) biçiminde herhangi bir tam grupoid

verildi¼ginde, G = (L;�; �) üçlüsünün bir s¬k¬ kareköklü GL-monoid oldu¼gu ve


 = ~ eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ifade edilmeksizin bilinecektir. G� üzerinde çal¬̧s¬l¬rken
kullan¬lacak kareköklerin G� �a (yani ~ i̧slemine) göre de¼gil G �ye (yani � i̧slemine)

göre al¬nd¬¼g¬kabul edilecektir.

Gösterim 2.1.5.2 Q = (L;�; �) bir de¼gi̧smeli kuantal ve a 2 L olmak üzere a! 0

yerine k¬saca a? yaz¬l¬r.

Bu gösterim alt¬nda her zaman 0? = 1 ve Q �nun kesin çift yanl¬olmas¬ek koşulu

alt¬nda 1? = 0 eşitliklerin var olaca¼g¬n¬görmek kolayd¬r.

Önerme 2.1.5.9 Gösterim 2.1.5.2 ile tan¬mlanan ? dönüşümü s¬ray¬tersine çevirir.

Kan¬t. Q = (L;�; �) bir de¼gi̧smeli kuantal, a; b 2 L ve a � b olsun.

a � (b! 0) � b � (b! 0) = 0

olaca¼g¬ndan b! 0 � a! 0, yani b? � a? olur. Dolay¬s¬yla ? operatörü eşitsizli¼gin

yönünü de¼gi̧stirir.

Yukar¬daki önermede verilen özelli¼gin kaŗs¬t yönü genel olarak do¼gru de¼gildir.

Örne¼gin, I = (I;�;^) kuantalinde
�
1
2

�?
= 0 � 0 = 1? olmas¬na kaŗs¬n 1 � 1

2

eşitsizli¼gi do¼gru de¼gildir.

Önerme 2.1.5.10 Q = (L;�; �) bir de¼gi̧smeli kuantal olmak üzere her a 2 L için

a �
�
a?
�?
eşitsizli¼gi geçerlidir (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. a � a? = a � (a! 0) = 0 oldu¼gundan a � a? ! 0 =
�
a?
�?
�dir.
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Önerme 2.1.5.11 Bir G� tam grupoidinde
h�p

0
�?i?

=
p
0 eşitli¼gi her zaman

sa¼glan¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t.
p
0 �

h�p
0
�?i?

eşitsizli¼gi önceki önermenin bir sonucudur.
p
0 �
p
0 = 0

oldu¼gundan
p
0 �
p
0 ! 0 =

�p
0
�?
�dir. Önerme 2.1.5.9�dan

h�p
0
�?i? � �p0�?

oldu¼gu görülür. Böylece��p
0
�?�?

�
��p

0
�?�?

�
�p
0
�?
�
��p

0
�?�?

=
�p
0
�?
�
h�p

0
�
! 0

i
= 0

elde edilir ve bu eşitsizli¼ge (S2)�nin uygulanmas¬yla
h�p

0
�?i? � p

0 oldu¼gu

sonucuna ulaş¬l¬r.

Yukar¬daki önermeyi, 0 �¬n ard¬ ard¬na al¬nan karekökleri için genelleştirmek

mümkündür.

Önerme 2.1.5.12 G� = (L;�;~) biçimindeki her tam grupoidde her bir n 2 N

için
��
02

�n
�?�?

= 02
�n
eşitli¼gi vard¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. n = 0 için
�
0?
�?

= 0 oldu¼gu G = (L;�; �) kuantalinin kesin çift

yanl¬l¬¼g¬ndan kolayca görülür.

Herhangi bir n 2 N için
��
02

�n
�?�?

= 02
�n
eşitli¼ginin do¼grulu¼gu varsay¬ls¬n.

02
�(n+1) �

��
02

�(n+1)
�?�?

oldu¼gu aç¬kt¬r. Önceki önerme ve Önerme 2.1.5.6�ten��
02

�(n+1)
�?�?

=
h�p

02�n
�
! 0

i
! 0

=
q
(02�n ! 0)! 0

=

rh
(02�n)

?
i?
=
p
02�n = 02

�(n+1)

biçiminde eşitsizli¼gin öbür yönü de elde edilir.

En az¬ndan sa¼g veya sol yanl¬oldu¼gu bilinen bir kareköklü kuantalde
p
1 = 1

eşitli¼gi her zaman geçerli olmas¬na kaŗs¬n,
p
0 çok geli̧smi̧s kuantal yap¬lar¬nda bile

0 �dan farkl¬bir de¼ger alabilir. Bu durum kuantaller için başka bir s¬n¬�and¬rma

ölçütü daha sa¼glar.
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Q = (L;�; �) de¼gi̧smeli bir kareköklü kuantal olsun.
p
0 �
p
0 = 0 oldu¼gundan

p
0 �

�p
0
�?
olmas¬her zaman sa¼glan¬r. Buna göre, bir kuantalde

p
0 �¬n alabilece¼gi

en büyük de¼ger, varsa a? = a eşitli¼gini sa¼glayan a 2 L ö¼gelerinden biri olmal¬d¬r.

Ayr¬ca a? = a olmas¬a � a � 0 olmas¬n¬gerektirdi¼ginden, böyle bir durumda
p
0

bu tür a ö¼gelerinin en büyü¼güne eşit olur. Di¼ger taraftan I = (I;�;^) gibi
p
0 = 0

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬kuantaller de bulundu¼gundan 0,
p
0 �¬n alabildi¼gi bir de¼gerdir.

Dolay¬s¬yla
p
0 �¬n de¼geri için sabit bir alt s¬n¬r ve de¼gi̧sken bir üst s¬n¬r vard¬r.

p
0 �¬n

bu iki uç de¼gerden birini ald¬¼g¬kareköklü kuantalleri di¼gerlerinden ay¬rarak bunlar¬n

kendilerine özgü yap¬lar¬n¬incelemek mümkündür. Bu çal¬̧sman¬n kapsam¬d¬̧s¬nda

b¬rak¬lmakla birlikte, Tan¬m 2.1.5.5�te tan¬t¬lacak olan dengeli GL-monoidlerin bu

iki tür yap¬dan biri veya bunlar¬n bir çarp¬m¬ olarak karakterize edilebilece¼gi iyi

bilinen bir gerçektir (Höhle ve �ostak, 1999). Bu nedenle bu kuantal yap¬lar¬

herhangi de¼gi̧smeli kuantallerden ziyade GL-monoidler için tan¬mlan¬r ve özellikleri

GL-monoidlerin sa¼glad¬¼g¬ek olanaklar alt¬nda araşt¬r¬l¬r.

Ayn¬zamanda bir GL-monoid olan (s¬k¬) kareköklü bir kuantale (s¬k¬) kareköklü

GL-monoid ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.5.4 G = (L;�; �) bir kareköklü GL-monoid olsun.

a)
p
0 = 0 ise G �ye pürüzsüz (smooth) GL-monoid,

b)
�p
0
�?
=
p
0 oluyorsa G �nin kesin (strict) GL-monoid

denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Pürüzsüz GL-monoid ve kesin GL-monoid kavramlar¬, hem pürüzsüz hem kesin

bir kareköklü GL-monoid bulunmamas¬bak¬m¬ndan ayr¬k kavramlard¬r. Gerçekten,

her kuantalde 0? = 0 ! 0 =
_
fx 2 L j x � 0 � 0g = 1 olaca¼g¬na dikkat edilirse,

G bir pürüzsüz GL-monoid iken
�p
0
�?
= 0? = 1 6= 0 =

p
0 olaca¼g¬ndan bir kesin

GL-monoid olmaz. G �nin bir kesin GL-monoid olmas¬durumunda ise
�p
0
�?
=
p
0

ama 0? = 1 6= 0 olaca¼g¬ndan
p
0 6= 0 olup G bir pürüzsüz GL-monoid de¼gildir.

Örnek 2.1.5.5 Örnek 2.1.5.2�de tan¬t¬lan I = (I;�;^) ve P = (I;�; �) kuantaleri

birer pürüzsüz GL-monoid iken T = (I;�; �) kuantali bir kesin GL-monoiddir (Höhle

ve �ostak, 1999).

Aşa¼g¬da baz¬durumlarda kareköklü kuantallerin sa¼glamas¬beklenen kullan¬̧sl¬ek

özelliklerden bir başkas¬tan¬t¬lmaktad¬r.
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Tan¬m 2.1.5.5 G = (L;�; �) bir kareköklü GL-monoid olsun. Q üzerinde

(S4)
h�p

0
�?i2 _ �h�p0�?i2�? = 1

özelli¼gi sa¼glan¬yorsa G �ye dengeli (balanced) denir (Höhle, 2001).

Örnek 2.1.5.6 Pürüzsüz GL-monoidlerde
h�p

0
�?i2

= 1 ve kesin GL-monoidlerde�h�p
0
�?i2�?

= 1 eşitlikleri her zaman bulunaca¼g¬ndan, her pürüzsüz GL-monoid

ve her kesin GL-monoid ayn¬zamanda bir dengeli GL-monoiddir.

2.1.6 MV-Cebirler ve Boole Cebirleri

Tan¬m¬ gere¼gi a? = a ! 0 ö¼gesi a ile i̧sleme girdi¼ginde 0 sonucunu veren

L ö¼gelerinin en büyü¼güdür. Bu aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda, ? : L ! L dönüşümü

kuantal i̧slemine göre bir çeşit tümleme olarak düşünülebilir. Bu dönüşüm

genel olarak tümlemenin sa¼glamas¬ beklenen bir çok özellikten yoksun olmakla

birlikte, kuantalleri bu dönüşümün sa¼glad¬¼g¬baz¬tümleme benzeri özelliklere göre

s¬n¬�and¬rmak mümkündür.

Tan¬m 2.1.6.1 Q = (L;�; �) bir GL-monoid olsun. Her a 2 L için
�
a?
�?
= a ise

Q �ya bir tam MV-cebir denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Tam MV-cebir kavram¬, MV-cebir ad¬verilen ve tam olmas¬gerekmeyen daha

ilkel bir yap¬ya dayanmakla birlikte (Belluce, 1992), çok de¼gerli topolojik yap¬lar¬n

çal¬̧s¬lmas¬nda pratik bir yarar sa¼glamad¬¼g¬ndan bu çal¬̧smada bu yap¬n¬n ayr¬ca

tan¬mlanmas¬na gerek görülmemi̧stir.

Ayn¬ zamanda (s¬k¬) kareköklü bir kuantal olan bir tam MV-cebire (s¬k¬)

kareköklü MV-cebir, pürüzsüz GL-monoid olan bir tam MV-cebire pürüzsüz

MV-cebir, kesin GL-monoid olan bir tam MV-cebire ise kesin MV-cebir ad¬verilir.

K¬sal¬k aç¬s¬ndan bu adland¬rmalarda MV-cebirin taml¬¼g¬na vurgu yap¬lmam¬̧st¬r.

Örnek 2.1.6.1 T = (I;�; �) bir tam MV-cebirdir. Gerçekten her a 2 I için

a? = a! 0 =
_
fx 2 I j x � a � 0g

=
_
fx 2 I j (x+ a� 1) _ 0 = 0g

=
_
fx 2 I j x+ a� 1 � 0g

=
_
fx 2 I j x � 1� ag = 1� a
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olup �
a?
�?
= 1� a? = 1� (1� a) = a

�d¬r. Ayr¬ca Örnek 2.1.5.5�ten T �nin bir kesin MV-cebir oldu¼gu anlaş¬l¬r. Pürüzsüz

MV-cebir örne¼gi elde etmek için, daha sonra verilecek olan Örnek 2.1.6.4�ü Sonuç

2.1.6.1 ¬̧s¬¼g¬alt¬nda incelemek yeterli olacakt¬r.

Örnek 2.1.6.2 P = (I;�; �), MV-cebir olmayan bir GL-monoid örnre¼gidir. P �nin

MV-cebir olmad¬¼g¬
��

1
2

�?�?
= 1 eşitli¼ginden görülür.

X bir küme olsun. Bir �A : X ! I fonksiyonuna X üzerinde bir belirtisiz küme

ad¬verilir (Zadeh, 1965).

Bir belirtisiz kümeler ailesi üzerindeki �kapsama� ba¼g¬nt¬s¬ ile �birleşim� ve

�arakesit� i̧slemleri tan¬mlan¬rken (I;�) kafesi temel al¬n¬r. Yaln¬z bu aç¬dan

bak¬ld¬¼g¬nda, belirtisiz kümeler teorisinin I = (I;�;^) GL-monoidi ile belirlendi¼gi

düşünülebilirse de bu iki yap¬aras¬nda önemli bir ayr¬m vard¬r. Belirtisiz kümeler

için tümleme tan¬m¬, (I;�) kafesinde a0 = 1 � a oldu¼gu ön kabulüne ba¼gl¬olarak

yap¬l¬r. Halbuki, aksini gerektiren bir ek yap¬ tan¬mlanmad¬kça bir de¼gi̧smeli

kuantalde gerçek anlamda bir tümleme yap¬s¬bulunmaz. Bunun ilginç bir sonucu,

belirtisiz kümeler için yap¬lan tan¬m alt¬nda aç¬k olarak (a0)0 = a eşitli¼ginin

var olmas¬na ra¼gmen, aşa¼g¬daki örnekte de ifade edilece¼gi gibi I = (I;�;^)

GL-monoidinin bir MV-cebir olmamas¬d¬r.

Örnek 2.1.6.3 I = (I;�;^) GL-monoidi bir MV-cebir de¼gildir. a 2 I ve a 6= 0

olmak üzere

a? =
_
fx 2 I j x ^ a � 0g

=
_
f0g = 0ve0? = 0! 0

=
_
fx 2 I j x ^ 0 � 0g

=
_
I = 1

olaca¼g¬na dikkat edilirse, her a 2 I, a 6= 0 için
�
a?
�?

= 1 olup genel anlamda�
a?
�?
= a eşitli¼gi sa¼glanmaz.

Önerme 2.1.6.1 Bir MV-cebirde ? dönüşümü

(a _ b)? = a? ^ b? ve (a ^ b)? = a? _ b?

ile verilen De Morgan eşitliklerini sa¼glar (Höhle ve �ostak, 1999).

34



Kan¬t. Q = (L;�; �) bir MV-cebir, a; b 2 Q olsun. ! i̧slemi ilk bileşene göre s¬ray¬

tersine çevirdi¼ginden

a � a _ b ve b � a _ b =) (a _ b)! 0 � a! 0 ve (a _ b)! 0 � b! 0

=) (a _ b)? � a? ve (a _ b)
?
� b?

=) (a _ b)? � a? ^ b?

bulunur. Di¼ger yandan benzer biçimde

a? ^ b? � a? ve a? ^ b? � b? =)
�
a?
�? � �a? ^ b?�? ve �b?�? � �a? ^ b?�?

=) a �
�
a? ^ b?

�?
ve b �

�
a? ^ b?

�?
=) a _ b �

�
a? ^ b?

�?
=) a? ^ b? � (a _ b)?

olaca¼g¬ndan (a _ b)? = a? ^ b? �dir. (a ^ b)? = a? _ b? olmas¬da elde edilen bu

eşitlik kullan¬larak do¼grulanabilir.

Tan¬m 2.1.6.2 (L;�) bir s¬n¬rl¬, da¼g¬l¬ml¬ kafes olmak ve 0 : L ! L dönüşümü

8a 2 L için a ^ a0 = 0 ve a _ a0 = 1 olmas¬koşulunu gerçeklemek üzere (L;�; 0)

üçlüsüne bir Boole cebiri ad¬verilir. Bir tam kafes üzerine kurulu Boole cebiri, tam

Boole cebiri ad¬n¬al¬r (Birkho¤, 1995).

Örnek 2.1.6.4 Herhangi bir X kümesinin alt kümelerince oluşturulan

(P (X) ;�; c) üçlüsü en iyi bilinen tam Boole cebiri örneklerinden biridir.

Özel olarak 2 = (2;�;\) tam grupoidi ele al¬n¬rsa, 00 = 1 ve 10 = 0 olmak üzere

(2;�; 0) üçlüsü bir tam Boole cebiri olur ve (P (X) ;�; c) üçlüsünün (2;�; 0) �nin

2X �e yükseltilmesi olarak yorumlanabilece¼gi görülebilir. B4 = f0; a; b; 1g kümesi

üzerinde

� = f(0; 0) ; (0; a) ; (0; b) ; (0; 1) ; (a; a) ; (a; 1) ; (b; b) ; (b; 1) ; (1; 1)g � B4 �B4
s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬yla birlikte 00 = 1, a0 = b, b0 = a ve 10 = 0 oldu¼gu verilirse

(B4;�; 0) üçlüsü bir tam Boole cebiri olur. Tam Boole cebirlerinin başka bir örne¼gi

ise, H bir kompleks Hilbert uzay¬olmak üzere H �nin bütün kapal¬alt uzaylar¬n¬n

kümesi olan L (H), P (H) üzerindeki � s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ve her A 2 L (H) için

A? = fx 2 H j her a 2 A için < x; a > = 0g

ile verilen ? ortagonal tümleyen (veya dikey) operatörünün oluşturdu¼gu
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�
L (H) ;�; ?

�
üçlüsüdür (Höhle, 2001).

Aşa¼g¬daki önerme yard¬m¬yla (P (X) ;�; c), (2;�; 0), (B4;�; 0) ve
�
L (H) ;�; ?

�
yerine s¬ras¬yla k¬saca (P (X) ;�), (2;�), (B4;�) ve (L (H) ;�) yaz¬labilir.

Önerme 2.1.6.2 B1 = (L;�; 01) ve B2 = (L;�; 02) ayn¬kafes üzerine kurulmuş iki

Boole cebiri olsun. Bu durumda B1 = B2 �dir (Çoker ve di¼g., 2008).

Kan¬t. a 2 L olsun. Boole cebiri tan¬m¬ndan

a ^ a01 = 0 = a ^ a02 ve a _ a01 = 1 = a _ a02

elde edilir. Ayr¬ca yine Boole cebiri tan¬m¬gere¼gi (L;�) bir da¼g¬l¬ml¬kafestir ve

böylece Önerme 2.1.4 uygulanarak a01 = a02 elde edilir. Her a 2 L için a01 = a02

oldu¼gundan 01 = 02 ve dolay¬s¬yla B1 = B2 �dir.

Önerme 2.1.6.2�ye göre bir (L;�) kafesinin üzerinde, (L;�; 0) üçlüsünü bir Boole

cebiri yapacak bir 0 : L ! L dönüşümü varsa, tek türlü belirlidir. Dolay¬s¬yla bir

Boole cebirini belirlemek için yaln¬zca kafes yap¬s¬n¬vermek yeterlidir. Bu ise Boole

cebiri adl¬yap¬n¬n özel bir kafes türü olarak düşünülebilece¼gi anlam¬na gelir. Boole

cebirleri bu özellikleriyle Heyting cebirlerine benzerler. Bunun yan¬nda, bu iki yap¬

türü aras¬nda bir zay¬�¬k-güçlülük ili̧skisi de vard¬r.

Önerme 2.1.6.3 Boole cebiri yap¬s¬ taş¬yan her kafes ayn¬zamanda bir Heyting

cebiri yap¬s¬taş¬r (Borceux, 1994).

Kan¬t. (L;�) Boole cebiri yap¬s¬taş¬yan bir kafes olsun ve L üzerindeki tümleme

dönüşümü 0 : L ! L ile verilsin. a; b; c 2 L olsun ve ! : L � L ! L ikili i̧slemi

her a; b 2 L için a ! b = a0 _ b biçiminde tan¬mlans¬n. Bu durumda (L;�;!)

üçlüsünün bir Heyting cebiri oldu¼gu,

(H1) a! a = a0 _ a = 1

(H2) a ^ (a! b) = a ^ (a0 _ b) = (a ^ a0) _ (a ^ b) = 0 _ (a ^ b) = a ^ b

(H3) b ^ (a! b) = b ^ (a0 _ b) = (b ^ a0) _ (b ^ b) = (b ^ a0) _ b = b

(H4) a! (b ^ c) = a0 _ (b ^ c) = (a0 _ b) ^ (a0 _ c) = (a! b) ^ (a! c)

eşitliklerinden görülür.

Önerme 2.1.6.4 (L;�) bir tam Boole cebiri yap¬s¬ taş¬yorsa B = (L;�;^) bir

pürüzsüz MV-cebirdir (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. B �nin bir kuantal oldu¼gu Önerme 2.1.6.3 ve Teorem 2.1.3.2�nin bir

sonucudur. B �nin pürüzsüz GL-monoid olmas¬ise Örnek 2.1.4.1 ve Örnek 2.1.5.1�in
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sonucu olarak görülebilir ve geriye B �nin MV-cebir oldu¼gunun gösterilmesi kal¬r.

(L;�) kafesi üzerindeki tümleme 0 : L ! L ile verilsin ve a 2 L olsun. a ^

a0 = 0 oldu¼gundan a0 2 fx 2 L j x ^ a � 0g olup a? =
_
fx 2 I j x ^ a � 0g � a0

bulunur. Di¼ger yandan a _ a0 = 1 ve a0 � a? oldu¼gundan a _ a? = 1 olmak

zorundad¬r ve böylece Önerme 2.1.4�ten a0 = a? oldu¼gu görülür. Ayr¬ca bu durumda�
a?
�? _ a? = (a0)0 _ a0 = 1 ve �a?�? ^ a? = (a0)0 ^ a0 = 0 olaca¼g¬ndan, yine Önerme

2.1.4�ün bir sonucu olarak
�
a?
�?
= a eşitli¼gi elde edilir.

Önerme 2.1.6.5 Q = (L;�; �) bir pürüzsüz MV-cebir olsun. Bu durumda (L;�)

bir tam Boole cebiri yap¬s¬taş¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. (L;�) bir tam kafes oldu¼gundan ayn¬zamanda bir s¬n¬rl¬kafestir.

Her MV-cebir bir GL-monoid ve her GL-monoid kesin çift yanl¬ve bölünebilir

oldu¼gundan Önerme 2.1.2.3 gere¼gi her a; b 2 L için a^ b = a� (a! b) eşitli¼gi vard¬r.

Bu durumda her a; b; c 2 L için

a ^ (b _ c) = (b _ c) ^ a

= (b _ c) � ((b _ c)! a)

= [b � ((b _ c)! a)] _ [c � ((b _ c)! a)]

� [b � (b! a)] _ [c � (c! a)]

= (b ^ a) _ (c ^ a)

= (a ^ b) _ (a ^ c)

olur ve a ^ b � a ^ (b _ c), a ^ c � a ^ (b _ c) olmas¬ndan da

(a ^ b) _ (a ^ c) � a ^ (b _ c)

elde edilir. Buradan (L;�) kafesinin ayn¬ zamanda da¼g¬l¬ml¬ oldu¼gu görülür.

Dolay¬s¬yla her bir a 2 L için a ^ a0 = 0 ve a _ a0 = 1 olacak biçimde bir a0 2 L

bulmak (L;�) kafesinin bir Boole cebiri yap¬s¬taş¬d¬¼g¬n¬göstermek için yeterlidir.

Q �daki � i̧slemine göre a? = a ! 0 biçiminde tan¬mlanan ? : L � L ! L

dönüşümü ele al¬ns¬n. Her a 2 L için�
a ^ a?

�
�
�
a ^ a?

�
� a � a? = a � (a! 0) = a ^ 0

oldu¼gundan
�
a ^ a?

�2 � 0 �d¬r. Di¼ger taraftan Q pürüzsüz MV-cebir oldu¼gu

için kareköklüdür ve
p
0 = 0 �d¬r. Böylece (S2)�nin

�
a ^ a?

�2 � 0 eşitsizli¼gine
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uygulanmas¬yla a ^ a? �
p
0, yani a ^ a? = 0 elde edilir. a _ a? = 1 eşitli¼gi

ise Önerme 2.1.6.1 yard¬m¬yla görülür. Dolay¬s¬yla B =
�
L;�;?

�
bir tam Boole

cebiridir.

Sonuç 2.1.6.1 Tam Boole cebiri ve pürüzsüz MV-cebir kavramlar¬yap¬sal aç¬dan

birbirine denk kavramlard¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

2.2 Yak¬nsakl¬k

Tan¬m 2.2.1 X bir küme olmak üzere, aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan bir F � 2X

küme tak¬m¬na X üzerinde bir süzgeç denir (Willard, 2004).

(F0) X 2 F

(F1) A 2 F ve A � B � X =) B 2 F

(F2) A 2 F ve B 2 F =) A \B 2 F

(F3) ? =2 F

Bir X kümesi üzerinde tan¬mlanabilen bütün süzgeçlerin kümesi F2 (X) ile

gösterilir.

Örnek 2.2.1 X bir küme ve p 2 X isefA � X j p 2 Ag küme ailesi X üzerinde bir

süzgeçtir. Bu süzgece X �te bir esas süzgeç denir ve p 2 X noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen

esas süzgeç _p ile gösterilir (Willard, 2004).

Örnek 2.2.2 (X; �) bir topolojik uzay olsun. Her bir x 2 X için, x �in bütün

komşuluklar¬n¬n kümesi olan Nx = fA � X j 9G 2 � ; G � Ag X üzerinde bir

süzgeçtir. Nx �e, � topolojisine göre x �in komşuluklar süzgeci denir (Willard, 2004).

Tan¬m 2.2.2 X bir küme, B � 2X olmak üzere

(FB1) ? =2 B 6= ?

(FB2) A 2 B ve B 2 B =) 9C 2 B; C � A \B

koşullar¬sa¼glan¬yorsa B �ye X için bir süzgeç taban¬denir (Willard, 2004).

Tan¬m 2.2.3 B bir X kümesi için bir süzgeç taban¬olsun.

F = fA � X j 9C 2 B; C � Ag

kümesine B süzgeç taban¬n¬n üretti¼gi süzgeç ad¬verilir (Willard, 2004).

Bir süzgeç taban¬n¬n üretti¼gi süzgeçin, gerçekten bir süzgeç olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Örnek 2.2.3 (xn) = (x1; x2; : : :) bir X kümesi üzerinde bir dizi olsun ve her n 2 N

için Xn = fxk j n � k 2 Ng kümeleri tan¬mlans¬n. Bu durumda B = fXn j n 2 Ng,
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X üzerinde bir süzgeç taban¬ olur. B �nin üretti¼gi süzgece (xn) dizisinin bileşen

süzgeci ad¬verilir (Asl¬m, 2004).

X ve Y iki küme ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. f ayn¬zamanda X �in her

bir A alt kümesini Y �nin bir f [A] = ff (x) j x 2 Ag alt kümesine dönüştürür.

Ancak bir fonksiyonun birden çok tan¬m ve de¼ger kümesi olamayaca¼g¬ndan bu yeni

dönüşümü belirtmek için ayr¬ bir gösterim kullan¬lmas¬ uygun olacakt¬r. Benzer

durum f �in sa¼glad¬¼g¬f�1 [B] = fx j f (x) 2 Bg ön görüntüleri için de geçerlidir.

Tan¬m 2.2.4 X ve Y iki küme olsun. f : X ! Y bir fonksiyon olmak üzere

f! : P (X)! P (Y ) ve f : P (Y )! P (X) fonksiyonlar¬

f! (A) = ff (x) 2 Y j x 2 Ag ; 8A � X

f (B) = fx 2 X j f (x) 2 Bg ; 8B � Y

biçiminde tan¬mlan¬r (Rodabaugh, 1999).

X ve Y kümeler, f : X ! Y bir fonksiyon ve B X üzerinde bir süzgeç taban¬

(veya süzgeç) ise f!! (B) = ff! (B) j B 2 Bg kümesinin Y üzerinde bir süzgeç

taban¬olaca¼g¬n¬görmek kolayd¬r (Willard, 2004).

Tan¬m 2.2.5 X ve Y kümeler, f : X ! Y bir fonksiyon ve F X kümesi üzerinde bir

süzgeç (veya süzgeç taban¬) olsun. Y üzerindeki f!! (F) süzgeç taban¬n¬n üretti¼gi

süzgece F �in f alt¬ndaki görüntü süzgeci denir ve Y üzerindeki bu süzgeç f hFi ile

gösterilir (Willard, 2004).

Tan¬m 2.2.6 X bir küme ve T � F2 (X)�X olsun.

(C1) ( _x; x) 2 T , 8x 2 X

(C2) F ;G 2 F2 (X) ; F � G; (F ; x) 2 T =) (G; x) 2 T

(C3) F 2 F2 (X) ; (F ; p) 2 T =) (F \ _x; x) 2 T

koşullar¬n¬sa¼glayan bir T kümesine X üzerinde bir (Kent anlam¬nda) yak¬nsakl¬k

yap¬s¬, bu şekildeki bir (X; T ) ikilisine ise (Kent anlam¬nda) bir yak¬nsakl¬k uzay¬

ad¬verilir (Chicourrat, 2010).

BirX kümesi üzerindeki bir T yak¬nsakl¬k yap¬s¬için (F ; x) 2 T ise F süzgecinin

T �ye göre x 2 X noktas¬na yak¬nsad¬¼g¬söylenir.

Tan¬m 2.2.7 (X; T1) ve (Y; T2) yak¬nsakl¬k uzaylar¬, f : X ! Y bir fonksiyon olsun.

(F ; x) 2 T1 olmas¬(f hFi ; f (x)) 2 T2 olmas¬n¬gerektiriyorsa f fonksiyonunun T1
ve T2 yak¬nsakl¬k yap¬lar¬na göre sürekli oldu¼gu söylenir (Höhle, 2001).
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Teorem 2.2.1 (X; T1), (Y; T2), (Z; T3) yak¬nsakl¬k uzaylar¬, f : X ! Y , g : Y ! Z

fonksiyonlar olsun. f , T1 ve T2 �ye; g, T2 ve T3 �e göre sürekli ise g � f : X ! Z

fonksiyonu da T1 ve T3 �e göre süreklidir.

Kan¬t. X üzerinde T1 �e göre bir x 2 X noktas¬na yak¬nsayan bir F süzgeci

verilsin. Yükseltilmi̧s fonksiyon tan¬m¬ndan (g � f)!! (F) = g!! (f!! (F)) olup

(g � f)!! (F) ve g!! (f!! (F)) süzgeç tabanlar¬eşittir. Eşit süzgeç tabanlar¬ayn¬

süzgeci üreteceklerinden (g � f) hFi = g hf hFii olur ve f ve g �nin ilgili yak¬nsakl¬k

yap¬lar¬na göre sürekliliklerinden

(F ; x) 2 T1 =) (f hFi ; f (x)) 2 T2

=) (g hf hFii ; g (f (x))) 2 T3

=) ((g � f) hFi ; (g � f) (x)) 2 T3

bulunur.

2.2.1 G-De¼gerli Süzgeçler

X bir küme ve F , X üzerinde bir süzgeç olsun. Örnek 2.1.1.2�de yap¬lana

benzer biçimde 2 = (2;�;\) tam grupoidinden yola ç¬k¬larak 2X =
�
2X ;�;\

�
tam

grupoidi oluşturulur ve X �in her alt kümesi, 2X �te kendisine tek türlü kaŗs¬l¬k

gelen karakteristik fonksiyona özdeş olarak düşünülürse her bir A � X kümesi bir

A : X ! 2 fonksiyonu gibi görülebilir. Özel olarak X �in kendisi, her noktada 1 2 2

de¼gerini alan 1X : X ! 2 sabit fonksiyonuna, ? ise her noktada 0 2 2 de¼gerini alan

0X : X ! 2 sabit fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelir. Bunun yan¬nda bir de 2X �in bir küme

olarak ele al¬nmas¬yla 2(2
X) =

�
2(2

X);�;\
�
tam grupoidi elde edilebilir ve süzgeç

tan¬m¬gere¼gi F � 2X oldu¼gundan F : 2X ! 2 bir fonksiyon olarak düşünülebilir.

Bu gösterimler alt¬nda F0, F1, F2 ve F3 koşullar¬n¬n aşa¼g¬daki dört koşula kaŗs¬l¬kl¬

olarak denk olaca¼g¬n¬görmek zor de¼gildir:

(F00) F (1X) = 1

(F10) A � B =) F (A) � F (B) , 8A;B 2 2X

(F20) F (A) \ F (B) � F (A \B) , 8A;B 2 2X

(F30) F (0X) = 0

Süzgeç tan¬m¬n¬n, yaln¬zca 2 = (2;�;\) tam grupoidinin sa¼glad¬¼g¬ imkanlardan
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yararlan¬larak verilebildi¼gi bu yeni yaz¬m tarz¬yla net olarak görülebilmektedir. Bir

ad¬m daha ileri giderek herhangi bir tam grupoid üzerinde buna benzer bir tan¬m

yapmak mümkündür.

Tan¬m 2.2.1.1 X herhangi bir küme, G = (L;�;
) bir tam grupoid olsun.

Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan bir � : LX ! L dönüşümüne X üzerinde bir G-de¼gerli

süzgeç (veya k¬saca G-süzgeç) ad¬verilir.

(F0) � (1X) = 1

(F1) f � g =) � (f) � � (g) , 8f; g 2 LX

(F2) � (f)
 � (g) � � (f 
 g) , 8f; g 2 LX

(F3) � (0X) = 0

Bir X kümesi üzerinde tan¬mlanabilen bütün G-de¼gerli süzgeçlerin kümesi FG (X)

ile gösterilir. FG (?) = f?g oldu¼gu kabul edilir (Höhle, 2001).

FG (X) � L(L
X) oldu¼gundan, L �den L(L

X) üzerine yükseltilen � ba¼g¬nt¬s¬,

FG (X) üzerinde de mevcuttur.

Tan¬m 2.2.1 ile verilen klasik süzgeçler ile, 2 = (2;�;\) tam grupoidi üzerinde

tan¬mlanan 2-de¼gerli süzgeçler birbirine denk kavramlard¬r.

Önerme 2.2.1.1 ' : X ! Y bir fonksiyon olsun. � : LX ! L, X üzerinde bir

G-süzgeç ise her g 2 LY için [' (�)] (g) = � (g � ') ile tan¬mlanan ' (�) : LY ! L

dönüşümü Y üzerinde bir G-süzgeçtir (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. (F0) [' (�)] (1Y ) = � (1Y � ') = � (1X) = 1

(F1) f; g 2 LY , f � g olsun. Her x 2 X için [f � '] (x) � [g � '] (x) oldu¼guna

dikkat edilirse [' (�)] (f) = � (f � ') � � (g � ') = [' (�)] (g) elde edilir.

(F2) f; g 2 LY olsun. Tan¬m 2.1.10�a göre her x 2 X için

[(f � ')
 (g � ')] (x) = f (' (x))
 g (' (x)) = [(f 
 g) � '] (x)

yaz¬labilece¼ginden aranan eşitlik aşa¼g¬daki biçimde elde edilebilir.

[' (�)] (f)
 [' (�)] (g) = � (f � ')
 � (g � ')

� � [(f � ')
 (g � ')]

= � [(f 
 g) � ']

= [' (�)] (f 
 g)

(F3) [' (�)] (0Y ) = � (0Y � ') = � (0X) = 0
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Önerme 2.2.1.2 ' : X ! Y bir örten fonksiyon ve � : LY ! L, Y üzerinde bir

G-süzgeç olsun. Her f 2 LX için ['�1 (�)] (f) =
W�

� (g) j g 2 LY ; g � ' � f
	

ile tan¬mlanan '�1 (�) : LX ! L dönüşümü X üzerinde bir G-süzgeçtir (Höhle ve

�ostak, 1999).

Kan¬t. (F0) Her g 2 LY için g � ' 2 LX olur ve dolay¬s¬yla g � ' � 1X koşulu

sa¼glan¬r. Ayr¬ca � (F1) koşulu gere¼gi artan oldu¼gundan�
'�1 (�)

�
(1X) =

_�
� (g) j g 2 LY ; g � ' � 1X

	
=

_�
� (g) j g 2 LY

	
= � (1Y ) = 1

yaz¬labilir.

(F1) f1; f2 2 LX , f1 � f2 olsun. Bu durumda�
� (g) j g 2 LY ; g � ' � f1

	
�
�
� (g) j g 2 LY ; g � ' � f2

	
olaca¼g¬ndan ['�1 (�)] (f1) � ['�1 (�)] (f2) olur.

(F2) f1; f2 2 LX olsun. Tam grupoid i̧slemi s¬ra korudu¼gundan g1 � ' � f1 ve

g2 �' � f2 olmas¬durumunda (g1 
 g2) �' = (g1 � ')
 (g2 � ') � f1
 f2 eşitsizli¼gi

vard¬r. � için (F1) ve (F2)�nin de kullan¬lmas¬yla

['�1 (�)] (f1)
 ['�1 (�)] (f2) � ['�1 (�)] (f1 
 f2)

eşitsizli¼gi birkaç ad¬mda elde edilir.

(F3) g 2 LY ve g � ' � 0X olsun. y 2 Y ise ' (x) = y olacak biçimde bir x 2 X

vard¬r. Buradan g (y) = g (' (x)) � 0 elde edilerek g = 0X oldu¼gu görülür. Böylece�
� (g) j g 2 LY ; g � ' � 0X

	
= f� (0X)g olur ve buradan ['�1 (�)] (0X) = 0 oldu¼gu

görülür.

Yukar¬daki önermelerde kullan¬lan ' (�) ve '�1 (�) gösterimlerinin, bilinen

fonksiyon gösteriminden farkl¬anlamlarda kullan¬ld¬klar¬na dikkat edilmelidir. ·Ikinci

önermedeki ' �nin örten olma koşulu (F3)�ün sa¼glanmas¬n¬gerektirmek amac¬yla şart

koşulmuştur.

Tan¬m 2.2.1.2 a) ' : X ! Y bir fonksiyon ve � : LX ! L, X üzerinde bir

G-süzgeç olmak üzere � �nün ' alt¬ndaki görüntüsü her g 2 LY için

[' (�)] (g) = � (g � ')

ile tan¬mlan¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

b) ' : X ! Y bir örten fonksiyon ve � : LY ! L, Y üzerinde bir G-süzgeç olmak
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üzere � �nün ' alt¬ndaki ön görüntüsü her f 2 LX için

['�1 (�)] (f) =
W�

� (g) j g 2 LY ; g � ' � f
	

ile tan¬mlan¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Önerme 2.2.1.3 ' : X ! Y bir fonksiyon, �1; �2 2 FG (X) ve �1 � �2 ise

' (�1) � ' (�2) olur.

Kan¬t. Her g 2 LY için [' (�1)] (g) = �1 (g � ') � �2 (g � ') = [' (�2)] (g)

olmas¬ndan görülür.

Önerme 2.2.1.4 ' : X ! Y bir örten fonksiyon ve � : LY ! L, Y üzerinde bir

G-süzgeç olsun. Bu durumda ' ('�1 (�)) = � eşitli¼gi vard¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. g 2 LY olsun. h 2 LY ve h�' � g�' ise, ' �nin örtenli¼ginden dolay¬her bir

y 2 Y için ' (x) = y olacak biçimde bir xy 2 X bulunabildi¼ginden, her y 2 Y için

h (y) = (h � ') (xy) � (g � ') (xy) = g (y) yaz¬labilir. Buradan h � g ve dolay¬s¬yla

� (h) � � (g) oldu¼gu elde edilir ve böylece

[' ('�1 (�))] (g) = ['�1 (�)] (g � ') =
W�

� (h) j h 2 LY ; h � ' � g � '
	
= � (g)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r.

Tan¬m 2.2.1.3 G = (L;�; �) bir s¬k¬ kareköklü GL-monoid ve G� = (L;�;~)
olmak üzere X üzerinde bir � : LX ! L G�-de¼gerli süzgeci verilsin.

a) Her f 2 LX için
V
x2X

f (x) � � (f) oluyorsa � �ye zay¬f tabakal¬ (weakly

strati�ed) G�-süzgeç,

b) Her a 2 L ve her f 2 LX için a � � (f) � � (a � f) oluyorsa � �ye tabakal¬

(strati�ed) G�-süzgeç denir. Bir X kümesi üzerindeki bütün tabakal¬G�-de¼gerli

süzgeçlerin kümesi F(S)G� (X) ile gösterilir (Höhle ve �ostak, 1999).

Önerme 2.2.1.5 a) Bir tabakal¬G�-süzgecin görüntüsü de tabakal¬d¬r.

b) Bir tabakal¬G�-süzgecin ön görüntüsü de tabakal¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. a) � birX kümesi üzerinde bir tabakal¬G�-süzgeç, ' : X ! Y bir fonksiyon,

a 2 L ve g 2 LY olsun. Bu durumda ' (�) �nin tabakal¬l¬¼g¬

a � [' (�)] (g) = a � � (g � ') = � (a � (g � ')) = � ((a � g) � ') = [' (�)] (a � g)

eşitliklerinden görülür.

b) ' : X ! Y bir örten fonksiyon olsun ve Y üzerinde tabakal¬bir � G�-süzgeci

verilsin. Ayr¬ca a 2 L ve f 2 LX olsun.

g 2 LY ve g � ' � f ise a � g 2 LY ve (a � g) � ' = a � (g � ') � a � f olaca¼g¬
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aç¬kt¬r. a � g = h yaz¬lmas¬yla buradan h 2 LY ve h � ' � a � f oldu¼gu elde edilir.

Böylece

a �
�
'�1 (�)

�
(f) = a �

_�
� (g) j g 2 LY ; g � ' � f

	
=

_�
a � � (g) j g 2 LY ; g � ' � f

	
�

_�
� (a � g) j g 2 LY ; g � ' � f

	
�

_�
� (a � g) j a � g 2 LY ; (a � g) � ' � a � f

	
�

_�
� (h) j h 2 LY ; h � ' � a � f

	
=

�
'�1 (�)

�
(a � f)

bulunur.

Önerme 2.2.1.6 � bir X kümesi üzerinde bir tabakal¬G�-süzgeç ise her f 2 L:X

için aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r (Höhle ve �ostak, 1999).^
x2X

f (x) � � (f) �
" _

x2X
f (x)

!
! 0

#
! 0

Kan¬t.
V
x2X

f (x) = a olsun. Bu durumda aX � f olaca¼g¬ndan

a = a � 1 = a � � (1X) � � (a � 1X) = � (aX) � � (f)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Benzer şekilde,
W
x2X

f (x) = b denirse f � bX ve dolay¬s¬yla bX ! 0 � f ! 0X

olaca¼g¬ndan

(b! 0) � � (f) � (b! 0) � � (f) � � ((b! 0) � f)

= � ((b! 0)X � f) = � ((bX ! 0X) � f)

� � ((f ! 0X) � f) = � (0X) = 0

olur. Bu ise � (f) � (b! 0)! 0 oldu¼gunu gösterir.

Önerme 2.2.1.7 Bir X kümesi üzerindeki her bir � tabakal¬ G�-süzgeci

�
��p

0
�
X

�
�
p
0 eşitsizli¼gini sa¼glar (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. � �nün tabakal¬l¬¼g¬, G �deki birleşme, de¼gi̧sme, kesin çift yanl¬l¬k ve (F3)

�
��p

0
�
X

�
� �
��p

0
�
X

�
� �

h
�
��p

0
�
X

�
�
�p
0
�
X

i
= �

h
�
��p

0
�
X

�
�
p
0 � 1X

i
� �

h
�
��p

0
�
X
�
p
0
�
� 1X

i
= � [� (0X) � 1X ] = � (0 � 1X) = � (0X) = 0
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yaz¬labilmesini sa¼glar. Kareköklü kuantaller için (S2)�nin uygulanmas¬yla da

�
��p

0
�
X

�
�
p
0 oldu¼gu görülür.

Önerme 2.2.1.8 � bir X kümesi üzerinde �
��p

0
�
X

�
�
p
0 koşulunu sa¼glayan bir

G�-süzgeç olsun. f; g 2 LX olmak üzere f � g = 0X ise � (f) � � (g) = 0 �d¬r (Höhle

ve �ostak, 1999).

Kan¬t. Önerme 2.1.5.4 gere¼gi f ~ g �
p
f � g oldu¼guna dikkat edilerek s¬ras¬yla

(S1), G = (L;�; �) �¬n de¼gi̧smelili¼gi, (F2), (F1), f � g = 0X ve �
��p

0
�
X

�
�
p
0

olmas¬kullan¬l¬rsa

� (f) � � (g) =
p
� (f) �

p
� (f) �

p
� (g) �

p
� (g)

= [� (f)~ � (g)] � [� (f)~ � (g)]

� [� (f ~ g)] � [� (f ~ g)]

�
h
�
�p

f � g
�i
�
h
�
�p

f � g
�i

=
h
�
��p

0
�
X

�i
�
h
�
��p

0
�
X

�i
�
p
0 �
p
0 = 0

eşitsizli¼gi elde edilir ve buradan � (f) � � (g) = 0 oldu¼gu görülür.

Yukar¬daki özellik sonlu say¬daki fonksiyon için genelleştirilebilir.

Önerme 2.2.1.9 Bir X kümesi üzerinde �
��p

0
�
X

�
�
p
0 koşulunu sa¼glayan bir �

G�-süzgeci verilsin ve f1; f2; : : : ; fn 2 LX olsun.

a) [� (f1)]
2�n � � � � � [� (fn)]2

�n
� �

�
(f1 � � � � � fn)2

�n
�
eşitsizli¼gi geçerlidir.

b) f1 � f2 � � � � � fn = 0X ise � (f1) � � (f2) � � � � � � (fn) = 0 �d¬r (Höhle ve �ostak,

1999).

Kan¬t. a) G ve dolay¬s¬yla GX kesin çift yanl¬bir kuantal oldu¼gundan her f1 2 LX

için p
� (f1) =

p
� (f1) � 1 =

p
� (f1) �

p
1

= � (f1)~ 1 = � (f1)~ � (1X)

� � (f1 ~ 1X) = �
�p

f1 �
p
1X

�
= �

�p
f1 � 1X

�
= �

�p
f1

�
olmas¬sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla n = 1 için istenen [� (f1)]

2�1 � �
�
(f1)

2�1
�
eşitsizli¼gi

elde edilmi̧s olur.
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[� (f1)]
2�n � � � � � [� (fn)]2

�n
� �

�
(f1 � � � � � fn)2

�n
�
eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬

varsay¬ls¬n. Önerme 2.1.5.4�tenq
(f1 � � � � � fn)2

�n �
q
(fn+1)

2�n �
q
(f1 � � � � � fn � fn+1)2

�n

oldu¼gu görülür. Buradan istenen eşitlik aşa¼g¬daki biçimde elde edilir.

[� (f1)]
2�(n+1)� � � � � [� (fn+1)]2

�(n+1)
=

q
[� (f1)]

2�n � � � � �
q
[� (fn+1)]

2�n

�
q
[� (f1)]

2�n�� � ��[� (fn)]2
�n�
q
[� (fn+1)]

2�n

�
r
�
�
(f1 � � � � � fn)2

�n
�
�
r
�
�
(fn+1)

2�n
�

= �
�
(f1 � � � � � fn)2

�n
�
~ �

�
(fn+1)

2�n
�

� �
�
(f1 � � � � � fn)2

�n ~ (fn+1)2
�n
�

= �

�q
(f1 � � � � � fn)2

�n �
q
(fn+1)

2�n
�

� �

�q
(f1 � � � � � fn � fn+1)2

�n
�

= �
�
(f1 � � � � � fn � fn+1)2

�(n+1)
�

b) (a)�da elde edilen sonucun Önerme 2.2.1.6 ve Önerme 2.1.5.12 ile birlikte

kullan¬lmas¬yla

� (f1) � � � � � � (fn) =
h
[� (f1)]

2�n
i2n
� � � � �

h
[� (fn)]

2�n
i2n

=
h
[� (f1)]

2�n � � � � � [� (fn)]2
�n
i2n

�
h
�
�
(f1 � � � � � fn)2

�n
�i2n

=
h
�
�
(0X)

2�n
�i2n

�
��� W

x2X
(0X)

2�n (x)

�
! 0

�
! 0

�2n
=

h�
02

�n ! 0
�
! 0

i2n
=
�
02

�n
�2n

= 0

bulunur.

Önerme 2.2.1.10 Bir X kümesi üzerinde �1 ve �2 gibi iki tabakal¬G�-süzgeç

verilsin. �1 � �3 ve �2 � �3 olacak biçimde bir �3 tabakal¬G�-süzgecinin var

olmas¬için gerek ve yeter koşul

f � g = 0X =) �1 (f) � �2 (g) = 0 ; 8f; g 2 LX

gerektirmesinin sa¼glanmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

46



Kan¬t. ( =) ) : Böyle bir �3 tabakal¬G�-süzgeci varsa Önerme 2.2.1.7 ve Önerme

2.2.1.8�in bir sonucu olarak f � g = 0X olmas¬�3 (f) � �3 (g) = 0 olmas¬n¬gerektirir.

�1 � �3 ve �2 � �3 oldu¼gundan �1 (f) � �2 (g) = 0 olmas¬da sa¼glan¬r.

((=) : ·Istenen koşulun gerçeklendi¼gi varsay¬ls¬n ve �3 : LX ! L dönüşümü

�3 (h) =
W
f�1 (f) � �2 (g) j f � g � hg ile tan¬mlans¬n.

Her h 2 LX için h � 1X = h ve �1 (h) � �2 (1X) = �1 (h) � 1 = �1 (h) oldu¼gundan

�1 (h) 2 f�1 (f) � �2 (g) j f � g � hg olur ve buradan �1 � �3 elde edilir. �2 � �3

oldu¼gu da benzer şekilde görülür ve geriye �3 �ün bir tabakal¬G�-süzgeç oldu¼gunu

göstermek kal¬r.

�3 �ün (F0) ve (F1)�i gerçekledi¼gini görmek kolayd¬r. h1; h2 2 LX ve f1 �g1 � h1,

f2 � g2 � h2 olsun. (S3) gere¼gi��p
0
�
X
_
�p

f1 �
p
g1
��2

=
�p

f1 � g1
�2
= f1 � g1 � h1

oldu¼gundan
�p
0
�
X
_
�p

f1 �
p
g1
�
�
p
h1 �dir. Benzer şekilde�p

0
�
X
_
�p

f2 �
p
g2
�
�
p
h2

elde edilir. ·Iki eşitsizli¼gin taraf tarafa çarp¬lmas¬yla

[(f1 ~ f2) � (g1 ~ g2)] _ [(f1 ~ 1X) � (g1 ~ 0X)] _ [(1X ~ f2) � (0X ~ g2)] � h1 ~ h3

bulunur ve �3 �ün tan¬m¬na dikkat edilerek (S3)�ün tekrar kullan¬lmas¬yla

[�1 (f1) � �2 (g1)]~ [�1 (f2) � �2 (g2)] =
p
�1 (f1) � �2 (g1) �

p
�1 (f2) � �2 (g2)

=
h�p

�1 (f1) �
p
�2 (g1)

�
_
p
0
i
�
h�p

�1 (f2) �
p
�2 (g2)

�
_
p
0
i

=
hp

�1 (f1) �
p
�2 (g1) �

p
�1 (f2) �

p
�2 (g2)

i W hp
�1 (f1) �

p
�2 (g1) �

p
0
i

W hp
0 �
p
�1 (f2) �

p
�2 (g2)

i W
0

= [(�1 (f1)~ �1 (f2)) � (�2 (g1)~ �2 (g2))]
W
[(�1 (f1)~ �1 (1X)) � (�2 (g1)~ �2 (0X))]W

[(�1 (1X)~ �1 (f2)) � (�2 (0X)~ �2 (g2))]

� [�1 (f1 ~ f2) � �2 (g1 ~ g2)]
W
[�1 (f1 ~ 1X) � �2 (g1 ~ 0X)]W

[�1 (1X ~ f2) � �2 (0X ~ g2)]

� �3 (h1 ~ h2)

elde edilir. Önerme 2.1.5.5 kullan¬larak bu eşitsizli¼gin sol taraf¬nda gerekli olan

eküslerin al¬nmas¬yla (F2)�ye ulaş¬l¬r. f � g � 0X olmas¬n¬sa¼glayan her f; g 2 LX

için f � g = 0X olaca¼g¬ndan kabul gere¼gi �1 (f) � �2 (g) = 0 olur. Bu ise �3 (0X) = 0

olmas¬n¬gerektirir. Böylece (F3) de gerçeklenir ve �3 bir G�-süzgeç olur.
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a 2 L, h 2 LX olsun.

f; g 2 LX , f � g � h =) (a � f) � g � a � h

yaz¬labilece¼ginden, kuantal i̧sleminin eküse da¼g¬lmas¬ve �1 ile �2 �nin tabakal¬l¬¼g¬

kullan¬larak a � �3 (h) � �3 (a � h) eşitsizli¼gi elde edilir ve buradan �3 G�-süzgecinin

tabakal¬oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r.

Önerme 2.2.1.11 Bir X kümesi üzerinde �1; �2; : : : ; �n gibi n tane tabakal¬

G�-süzgeç verildi¼ginde,

�1 � ��n+1; �2 � ��n+1; : : : ; �n � ��n+1
olacak biçimde bir ��n+1 tabakal¬G�-süzgecinin var olmas¬için gerek ve yeter koşul

her f1; f2; : : : ; fn 2 LX için

f1 � f2 � � � � � fn = 0X =) �1 (f1) � �2 (f2) � � � � � �n (fn) = 0

gerektirmesinin sa¼glanmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. ( =) ) :Önerme 2.2.1.10�un kan¬t¬nda Önerme 2.2.1.8�in kullan¬m¬na benzer

şekilde, Önerme 2.2.1.9 (b)�nin kullan¬lmas¬yla kolayca görülür.

((=) : ��n+1 (h) =
W
f�1 (f1) � � � � � �n (fn) j f1 � � � � � fn � hg tan¬m¬yap¬ls¬n.

·Istenen sonucu elde etmek için ��n+1 �in bir tabakal¬G�-süzgeç oldu¼gunu göstermek

yeterlidir. n = 1 için ��2 = �1 oldu¼gu, n = 2 olmas¬ durumunda ise bu şekilde

tan¬mlanacak ��3 �ün Önerme 2.2.1.10�un kan¬t¬nda varl¬¼g¬ ispatlanan �3 tabakal¬

G�-süzgecine eşit olaca¼g¬görülür.

Şimdi, istenen gerektirmeyi sa¼glayan �1; �2; : : : ; �n�1 gibi n-1 tabakal¬G�-süzgeç

verildi¼ginde,

��n (h) =
W
f�1 (f1) � � � � � �n�1 (fn�1) j f1 � � � � � fn�1 � hg

ile tan¬mlanan ��n �in bir tabakal¬G�-süzgeç oldu¼gu varsay¬ls¬n.

X üzerinde �1; �2; : : : ; �n tabakal¬G�-süzgeçleri verilsin. Tümevar¬m varsay¬m¬

gere¼gi,

��n (h) =
W
f�1 (f1) � � � � � �n�1 (fn�1) j f1 � � � � � fn�1 � hg

ile tan¬mlanan ��n bir tabakal¬ G�-süzgeçtir. Önerme 2.2.1.10 ��n ve �n için

uygulan¬rsa

�n+1 (h) =
W
f��n (f) � �n (g) j f � g � hg

dönüşümününX üzerinde tabakal¬bir G�-süzgeç belirledi¼gi görülür ve �n+1 �in başta

tan¬mlanan ��n+1 �e eşit oldu¼gu gösterilirse kan¬t tamamlanm¬̧s olur. Bu eşitli¼gi
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gerektiren eşitsizliklerin bir yönü

�n+1 (h) =
W
f��n (f) � �n (g) j f � g � hg

=
W
f
W
f�1 (f1) � � � � � �n�1 (fn�1) j f1 � � � � � fn�1 � fg � �n (g) j f � g � hg

=
W
f
W
f�1 (f1) � � � � � �n�1 (fn�1) � �n (g) j f1 � � � � � fn�1 � fg j f � g � hg

�
W
f
W
f�1(f1)� � � � ��n�1(fn�1)��n(g) jf1 � � � � �fn�1 �g � f �gg jf �g � hg

�
W
f
W
f�1 (f1) � � � � � �n�1 (fn�1) � �n (g) j f1 � � � � � fn�1 � g � hgg

=
W
f�1 (f1) � � � � � �n�1 (fn�1) � �n (fn) j f1 � � � � � fn�1 � fn � hg

= ��n+1 (h)

biçiminde elde edilir. Di¼ger eşitsizlik ise ��n �in tan¬m¬n¬n

�1 (f1) � � � � � �n�1 (fn�1) � ��n (f1 � � � � � fn�1)

olmas¬n¬gerektirdi¼gine dikkat edilerek

��n+1 (h) =
W
f�1 (f1) � � � � � �n (fn) j f1 � � � � � fn � hg

�
W
f��n (f1 � � � � � fn�1) � �n (fn) j (f1 � � � � � fn�1) � fn � hg

�
W
f��n (f) � �n (g) j f � g � hg

= �n+1 (h)

biçiminde ç¬kar.

Bir A kümesinin #(A) ile gösterilen kardinalitesi, A �dan birebir örten bir

fonksiyon tan¬mlanabilen bütün kümelerin oluşturdu¼gu s¬n¬f olarak tan¬mlan¬r (s¬n¬f

kavram¬na Bölüm 2.3�te de¼ginilecektir). A kümesinden B kümesine tan¬ml¬birebir

örten bir fonksiyon varsa #(A) = # (B) olaca¼g¬n¬ görmek kolayd¬r. A �dan B

�nin bir alt kümesine tan¬ml¬ birebir örten bir fonksiyon varsa #(A) � #(B)

yaz¬l¬r. #(A) � #(B) ve #(A) 6= #(B) durumlar¬n¬ bir arada belirtmek için

#(A) < #(B) k¬saltmas¬kullan¬l¬r.

N kümesinin elemanlar¬ile sonlu kümelerin belirttikleri kardinalite s¬n¬�ar¬do¼gal

bir şekilde birbirine kaŗs¬l¬k gelir. Bu nedenle her bir n 2 N say¬s¬n¬, n elemanl¬bir

kümenin kardinalitesiyle eş tutmak mümkündür. Böylece #(?) = 0, #(f0g) = 1,

#(f0; 1g) = 2 ve genel olarak #(f0; 1; : : : ; n� 1g) = n gösterimleri kullan¬labilir.

Bunun yan¬nda #(N), @0 ile gösterilir. Bir A kümesinin sonlu olmas¬için gerek ve

yeter koşul #(A) < @0 olmas¬d¬r (Willard, 2004).
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Aşa¼g¬daki teorem, Önerme 2.2.1.10 ve Önerme 2.2.1.11�i, herhangi say¬da eleman

içeren tabakal¬G�-süzgeç ailelerine genellemektedir.

Teorem 2.2.1.1 f�i j i 2 Ig bir X kümesi üzerindeki tabakal¬G�-süzgeçlerin bir

ailesi olsun. Bu tabakal¬G�-süzgeç ailesinin bir tabakal¬üst s¬n¬r¬bulunmas¬için

gerek ve yeter şart, I �n¬n boş olmayan her sonlu fi1; : : : ; ing alt kümesi için

fi1 � � � � � fin = 0X =) �i1 (fi1) � � � � � �in (fin) = 0 ; 8fi1 ; : : : ; fin 2 LX

koşulunun sa¼glanmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. ( =) ) : Böyle bir üst s¬n¬r varsa, bu üst s¬n¬ra Önerme 2.2.1.9 (b)�nin

uygulanmas¬yla bu gerektirmenin do¼grulu¼gu kolayca görülür.

((=) : Önerme 2.2.1.11 gere¼gi I �n¬n boş olmayan her bir sonlu J alt kümesine

kaŗs¬l¬k, her j 2 J için �j � ��J olacak biçimde bir ��J tabakal¬ G�-süzgeci

bulunabilir. ��J , J kümesinin ö¼gelerince damgalanan tabakal¬G�-süzgeçlerin bir

üst s¬n¬r¬oldu¼gundan, I �n¬n boş olmayan alt kümeleri için J � K olmas¬��J � ��K
olmas¬n¬gerektirir.

I �n¬n boş olmayan sonlu alt kümelerinin

S1 (I) = fJ j J � I; J 6= ?; J sonlug

ailesi ve en az iki ö¼geli sonlu alt kümelerinden oluşan

S2 (I) = fJ j J � I; 2 � #(J) < @0g

ailesi verilsin. ��1 =
W
f��J j J 2 S (I)g tan¬m¬yap¬ls¬n. ��1 �un (F0), (F1) ve (F3)�ü

gerçekledi¼gi her bir ��J �nin bir tabakal¬G�-süzgeç olmas¬ndan hemen görülür. Ayr¬caW
f��J j J 2 S (I)g =

W
f��J j J 2 S2 (I)g

oldu¼guna dikkat edilip Önerme 2.1.5.5�un kullan¬lmas¬yla her f; g 2 LX için

��1 (f)~ ��1 (g) =
r W

J2S1(I)
��J (f) �

r W
J2S1(I)

��J (g)

=

 W
J2S1(I)

p
��J (f)

!
�
 W
J2S1(I)

p
��J (g)

!

=
W

J2S1(I)

 W
K2S1(I)

�p
��J (f) �

p
��K (g)

�!

=
W

J2S1(I)

 W
K2S1(I)

��J (f)~ ��K (g)
!

�
W

J2S(I)

 W
K2S(I)

��J[K (f)~ ��J[K (g)
!
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�
W

J2S1(I)

 W
K2S1(I)

��J[K (f ~ g)

!
=

W
J2S2(I)

��J (f ~ g)

= ��1 (f ~ g)

oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r. Böylece (F2) gösterilip ��1�un bir G�-süzgeç oldu¼gu

görülmüş olur. ��1�un tabakal¬l¬¼g¬ ise kuantal i̧sleminin eküs üzerine da¼g¬lmas¬n¬n

ola¼gan bir sonucudur.

Önerme 2.2.1.12 � bir X kümesi üzerinde bir tabakal¬G�-süzgeç ise,

�� (f1) � � � � � �� (fn) � �� (f1 � � � � � fn) ; 8fi1 ; : : : ; fin 2 LX

koşulunu sa¼glayan � � �� olacak biçimde bir �� tabakal¬G�-süzgeci bulunabilir (Höhle

ve �ostak, 1999).

Kan¬t. Önerme 2.2.1.9 (b) gere¼gi, her i 2 I için �i = � olacak biçimde verilen

f� j i 2 Ig tabakal¬G�-süzgeç ailesi, I �n¬n boş olmayan her sonlu alt kümesi için

Teorem 2.2.1.1�in ifadesinde verilen koşulu sa¼glar. Özel olarak, I �n¬n n elemanl¬

bir J alt kümesi için, f� j i 2 Jg kümesine üst s¬n¬r olarak � �nün kendisi yerine,

Önerme 2.2.1.11�in kan¬t¬nda tan¬mlanan ��n tabakal¬G�-süzgeci al¬n¬rsa, her n 2 N+

için ��n+1 (h) =
W
f� (f1) � � � � � � (fn) j f1 � � � � � fn � hg ; 8h 2 LX ile tan¬ml¬bir

tabakal¬G�-süzgeç elde edilmi̧s olur.

n 2 N+ olmak üzere

��n+1 (h) =
_
f� (f1) � � � � � � (fn) j f1 � � � � � fn � hg

=
_
f� (f1) � � � � � � (fn) � � (1X) j f1 � � � � � fn � 1X � hg

�
_
f� (f1) � � � � � � (fn) � � (fn+1) j f1 � � � � � fn � fn+1 � hg

� ��n+2 (h)

yaz¬labilece¼ginden (��n+1)n2N+ tabakal¬G�-süzgeçlerin artan bir dizisidir. Özel olarak

��2 = � olaca¼g¬ndan, her n 2 N+ için � � ��n+1�dir.

�� =
W
f��n+1 j n 2 N+g 2 L(L

X) fonksiyonu tan¬mlans¬n. ��, Teorem 2.2.1.1�in

kan¬t¬nda tan¬mlanan ��1 �a kaŗs¬l¬k geldi¼ginden bir tabakal¬G�-süzgeçtir ve her

n 2 N+ için � � ��n+1 oldu¼gundan � � �� olmas¬sa¼glan¬r.

��2 (f) � ��2 (g) = � (f) � � (g) �
_
f� (f1) � � (f2) j f1 � f2 � f � gg = ��3 (f � g)

oldu¼gundan n = 1 için ��2n�1+1 (f) � ��2n�1+1 (g) � ��2n+1 (f � g) eşitsizli¼gi do¼grudur.
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Herhangi bir n 2 N+ için ��2n�1+1 (f) � ��2n�1+1 (g) � ��2n+1 (f � g) oldu¼gu kabul

edilsin. Bu durumda

��2n+1 (f) � ��2n+1 (g) =
_

f1�����f2n�f

f� (f1) � � � � � � (f2n)g �
_

g1�����g2n�g
f� (g1) � � � � � � (g2n)g

=
_

f1�����f2n�f
g1�����g2n�g

f� (f1) � � � � � � (f2n) � � (g1) � � � � � � (g2n)g

�
_

h1�����h2n+1�f�g

f� (h1) � � � � � � (h2n+1)g

= ��2n+1+1 (f � g)

eşitsizli¼gi de geçerli olur. Her n 2 N+ için �n+1 � �� oldu¼gundan, tümevar¬mla elde

edilen yukar¬daki eşitsizlikten, her n 2 N+ için

��2n�1+1 (f) � ��2n�1+1 (g) � �� (f � g)

oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan, (��n+1)n2N+ dizisi artan oldu¼gundanW
f��n+1 j n 2 N+g =

W
f��2n�1+1 j n 2 N+g

yaz¬labilir. Böylece yukar¬daki eşitsizli¼gin sol taraf¬ndaki ifadelerin eküsü al¬narak

�� (f) � �� (g) � �� (f � g)

elde edilir. Herhangi n 2 N+ için

�� (f1) � � � � � �� (fn) � �� (f1 � � � � � fn)

eşitsizli¼gi ise, ikili eşitsizlikten, � i̧sleminin birleşmelili¼gi tekrar tekrar kullan¬larak

elde edilir.

(L;�) bir k¬smi s¬ral¬küme a 2 L olsun. a < b olacak biçimde bir b 2 L yoksa

a �ya L �nin bir maksimal (büyükçe) ö¼gesi, c < a olacak biçimde c 2 L yoksa a �ya

L �nin bir minimal (küçükçe) ö¼gesi denir (Willard, 2004).

Tan¬m 2.2.1.4 a) (FG (X) ;�) k¬smi s¬ral¬ kümesinin maksimal bir ö¼gesine X

üzerinde bir G-ultrasüzgeç denir.

b)
�
F
(S)
G�
(X) ;�

�
k¬smi kümesinin maksimal bir ö¼gesine X üzerinde bir tabakal¬

G�-ultrasüzgeç denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Uyar¬2.2.1.1 � bir tabakal¬ G�-ultrasüzgeç ise � < �� olacak biçimde bir ��

tabakal¬G�-süzgeci yoktur. Ancak bu, � � �� olacak (tabakal¬olmas¬gerekmeyen)

bir �� G�-süzgecinin bulunmamas¬ anlam¬na gelmez. Dolay¬s¬yla bir tabakal¬

G�-ultrasüzgecin, birG�-ultrasüzgeç olmas¬gerekmez. Di¼ger taraftan, ayn¬zamanda

tabakal¬olan bir G�-ultrasüzgecin bir tabakal¬G�-ultrasüzgeç olaca¼g¬aç¬kt¬r.
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Tabakal¬G�-ultrasüzgeç tan¬m¬yla Önerme 2.2.1.12 kaŗs¬laşt¬r¬larak aşa¼g¬daki

sonuca var¬labilir.

Sonuç 2.2.1.1 Her tabakal¬G�-ultrasüzgeç

� (f1) � � � � � � (fn) � � (f1 � � � � � fn)

eşitsizli¼gini sa¼glar (Höhle ve �ostak, 1999).

(L;�) bir k¬smi s¬ral¬kümeyse ve her a; b 2 L için a � b ve b � a durumlar¬ndan

en az biri geçerliyse � ba¼g¬nt¬s¬na L üzerinde bir tam s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬, (L;�)

ikilisine de bir tam s¬ral¬ küme denir. (L;�) bir k¬smi s¬ral¬ küme, M � L ise

ve L üzerindeki � ba¼g¬nt¬s¬n¬n M üzerine k¬s¬tlan¬̧s¬M üzerinde bir tam s¬ralama

ba¼g¬nt¬s¬veriyorsa, M �nin L �de (veya L içerisinde) bir zincir oldu¼gu söylenir. Boş

olmayan bir (L;�) k¬smi s¬ral¬kümesi içerisindeki boş olmayan her zincirin L �de

bir üst s¬n¬r¬var oldu¼gunda, L �nin en az bir maksimal ö¼gesinin bulunaca¼g¬n¬ifade

eden Zorn Lemmas¬n¬n, boş olmayan kümelerden oluşan ve kendisi de boş olmayan

bir küme ailesindeki kümelerin kartezyen çarp¬m¬n¬n hiçbir zaman boş kümeyi

vermeyece¼gini öne süren Seçme Aksiyomuna denk oldu¼gu gösterilebilir (Willard,

2004). Bu çal¬̧smada Seçme Aksiyomunun do¼gru oldu¼gu kabul edilmektedir.

Teorem 2.2.1.2 a) G bir cl-grupoid olmak üzere, X üzerindeki her bir � G-süzgeci

için � � �� olacak biçimde en az bir �� G-ultrasüzgeci vard¬r.

b) X üzerindeki her bir � tabakal¬G�-süzgeci için � � �� olacak biçimde en az

bir tabakal¬�� G�-ultrasüzgeci vard¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. a) � X üzerinde bir G-süzgeç olsun ve E = f� 0 2 FG (X) j � � � 0g kümesi

tan¬mlans¬n. C = f�i j i 2 Ig, E içinde boş olmayan bir zincir (� ba¼g¬nt¬s¬n¬n

k¬s¬tlamas¬na göre tam s¬ral¬alt küme) olsun ve �1 : LX ! L dönüşümü

�1 (f) =
W
i2I
�i (f)

ile tan¬mlans¬n.

� � �1 oldu¼gu ve �1 �un (F0), (F1) ve (F3) koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬aç¬kt¬r. Ayr¬ca

C tam s¬ral¬oldu¼gundan her i; j 2 I için �i � �j veya �j � �i �dir ve böylece 


i̧sleminin s¬ra korurlu¼gu ve (F1)�den her i; j 2 I, f; g 2 LX için ya

�i (f)
 �j (g) � �j (f)
 �j (g)

ya da

�i (f)
 �j (g) � �i (f)
 �i (g)
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olur. Dolay¬s¬yla

�i (f)
 �j (g) � (�i (f)
 �i (g)) _ (�j (f)
 �j (g))

eşitsizli¼gi her durumda sa¼glan¬r ve cl-grupoid i̧sleminin eküs üzerine da¼g¬l¬ml¬l¬¼g¬da

kullan¬larak

�1 (f)
 �1 (g) =

�W
i2I
�i (f)

�


 W
j2I

�j (g)

!

=
W
i2I

 
�i (f)


 W
j2I

�j (g)

!!

=
W
i2I

 W
j2I
(�i (f)
 �j (g))

!

�
W
i2I

 W
j2I
[(�i (f)
 �i (g)) _ (�j (f)
 �j (g))]

!

�
W
i2I

 W
j2I
[�i (f 
 g) _ �j (f 
 g)]

!

=
W
i2I

 
�i (f 
 g) _

W
j2I

�j (f 
 g)
!

=

�W
i2I
�i (f 
 g)

�
_
 W
j2I

�j (f 
 g)
!

= �1 (f 
 g) _ �1 (f 
 g) = �1 (f 
 g)

eşitsizli¼gi görülür. Sonuç olarak �1 2 E oldu¼gu elde edilerek C için E �de bir üst

s¬n¬r bulunmuş olur. E içindeki boş olmayan her zincirin E içinde bir üst s¬n¬r¬

bulundu¼gundan Zorn Lemmas¬gere¼gi E �nin bir �� maksimal ö¼gesi vard¬r. Ayr¬ca

E �nin tan¬m¬gere¼gi �� �nin FG (X) �te de bir maksimal ö¼ge, yani bir G-ultrasüzgeç

oldu¼gu aç¬kt¬r.

b) E =
n
� 0 2 F(S)G� (X) j � � � 0

o
tan¬m¬ yap¬l¬p E içinde boş olmayan bir

C = f�i j i 2 Ig zincirinin al¬nmas¬yla (a)�dakine benzer şekilde tan¬mlanan �1

dönüşümünün bir G�-süzgeç oldu¼gu elde edilir. Ayr¬ca E �deki G�-süzgeçlerin

tabakal¬l¬¼g¬ndan her a 2 L, f 2 LX için

a � �1 (f) = a �
_
i2I
�i (f) =

_
i2I
[a � �i (f)] �

_
i2I
[�i (a � f)] = �1 (a � f)

olup �1 2 F
(S)
G�
(X) ve özel olarak �1 2 E oldu¼gu görülür. Zorn Lemmas¬n¬n

uygulanmas¬yla � �yü kapsayan bir �� tabakal¬G�-ultrasüzgeci elde edilir.
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Teorem 2.2.1.3 G = (L;�; �) bir dengeli s¬k¬kareköklü GL-monoid ise bir tabakal¬

G�-ultrasüzgecin görüntüsü de tabakal¬G�-ultrasüzgeçtir (Höhle ve �ostak, 1999).

GL-monoidler teorisinin burada amaçlanandan çok daha kapsaml¬ olarak

çal¬̧s¬lmas¬n¬gerektirdi¼ginden bu teoremin kan¬t¬burada ele al¬nmam¬̧st¬r. Kan¬ta

giden yoldaki tan¬m ve teorem zincirinin takip edilebilece¼gi referanslar Höhle ve

�ostak (1999)�ta bulunabilir.

2.3 Kategori Teorisi

Matemati¼gin birçok farkl¬ dal¬nda farkl¬ tan¬mlarla ortaya ç¬kan ancak

benzer nitelikler gösteren yap¬lar bulunur. Örne¼gin, tan¬mlar¬ farkl¬ olmas¬na

kaŗs¬n topolojik uzaylar için homeomor�zmler, gruplar için grup izomor�zmleri,

vektör uzaylar¬için lineer izomor�zmler ve kümeler için birebir-örten fonksiyonlar

birbirlerine benzer olarak birer eşyap¬dönüşümü rolü üstlenirler. Topolojik uzaylar

için sürekli fonksiyonlar, halkalar için halka homomor�zmleri, metrik uzaylar için

daralma dönüşümleri ve k¬smi s¬ral¬kümeler için s¬ra koruyan dönüşümler ise yap¬y¬

tam olarak korumamakla birlikte farkl¬nesneler aras¬nda anlaml¬bir geçi̧s yapmak

için uygun birer araç olarak görülürler. Topolojik uzaylar¬n, gruplar¬n, vektör

uzaylar¬n¬n ve kümelerin (direkt) çarp¬mlar¬da farkl¬biçimlerde tan¬ml¬olmalar¬na

kaŗs¬n benzer özellikler gösterirler. Matematiksel yap¬lar tan¬mlamaya devam

edildikçe, yeni yap¬larda yukar¬dakilerine benzer kavramlar¬n bir kaŗs¬l¬¼g¬n¬n bulunup

bulunmad¬¼g¬n¬n araşt¬r¬lmas¬ ve varsa bu kavramlar¬n tan¬mlar¬n¬n yap¬lmas¬

gereksinimi do¼gmaktad¬r. Bu tan¬mlama sürecinin ve tan¬mlar¬n bir standarda

kavuşturulabilmesi ise yeteri derecede genel bir matematiksel yap¬ tan¬m¬n¬n

verilmesi ve bu tan¬m¬n bilinen yap¬lar içerisinde kaŗs¬laş¬lan benzer kavramlar¬n

uygun birer genellemesine giden uzant¬lar¬n¬n sunulmas¬na ba¼gl¬d¬r. Kategori teorisi

yukar¬da bahsedilen gereksinimleri kaŗs¬layacak bir genel bak¬̧s aç¬s¬n¬, herhangi bir

matematiksel yap¬çeşidinin bütün örneklerini ve bu yap¬birimleri aras¬ndaki geçi̧s

yollar¬n¬belirli kurallara ba¼gl¬kalan bir �kategori� içerisinde ele alarak sunarken,

farkl¬yap¬türleri aras¬nda güvenilir bir geçi̧sin yap¬lmas¬n¬da olanakl¬k¬lmaktad¬r.

Uygulamada en s¬k kaŗs¬laş¬lan kategoriler kümeler üzerinde tan¬mlanm¬̧s

matematiksel yap¬larla ilgili olanlard¬r. Bu tür kategoriler genel olarak ilgili
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matematiksel yap¬n¬n bütün örneklerini bir arada ele ald¬klar¬ndan küme olamayacak

derecede geni̧s parçalar içermek zorundad¬rlar. Örne¼gin kümelerin kategorisi

üzerinde çal¬̧smak için bütün kümelerin toplulu¼gundan bahsedilmesi gerekmekte,

ancak böyle bir toplulu¼gun küme olarak kabul edilmesi çeşitli çeli̧skilere neden

olmaktad¬r. Cantor ve Russell paradokslar¬bu tür çeli̧skilere basit birer örnek teşkil

eder. Böyle tehlikeli derecede kapsaml¬genelliklerde çal¬̧s¬l¬rken, olas¬çeli̧skilerden

kaç¬nmay¬mümkün k¬lmak için s¬n¬f kavram¬ortaya at¬lm¬̧st¬r. Burada küme ve s¬n¬f

kavramlar¬n¬n aksiyomatik altyap¬lar¬na ayr¬nt¬l¬ olarak de¼ginilmeyecek, yaln¬zca

s¬n¬f kavram¬ndan k¬saca ve sezgisel bir yaklaş¬mla bahsedilecektir. Bu kavramlar¬n

matematiksel tan¬mlar¬ için Devlin (1993) veya herhangi bir di¼ger aksiyomatik

kümeler kuram¬kitab¬na başvurulabilir.

Genel olarak bir s¬n¬f, kümelerin herhangi bir toplulu¼gu olarak düşünülebilir.

Küme teorisindeki 2, =2, fg, j ve � benzeri simgeler, s¬n¬�ar için de benzer anlamlara

gelirler. a bir s¬n¬f ve X 2 a ise X bir küme olmak zorundad¬r. p (x) bir aç¬k

önerme, a bir s¬n¬f olmak üzere fX 2 a j p (X)g s¬n¬f¬her zaman iyi tan¬ml¬d¬r. a ve

b s¬n¬�ar¬verildi¼ginde küme teorisindekilere benzer biçimde a[b, a\b ve a�b s¬n¬�ar¬

oluşturulabilir. Dolay¬s¬yla s¬n¬�ar aras¬nda ba¼g¬nt¬lar ve fonksiyonlar tan¬mlamakta

herhangi bir s¬k¬nt¬ yoktur. Bir küme ile damgalanm¬̧s küme ailelerine benzer

olarak, s¬n¬f ile damgalanm¬̧s küme aileleri tan¬mlanabilir. ai, i = 1; 2; :::; n s¬n¬�ar

olmak üzere (a1; a2; :::; an) s¬ral¬s¬n¬n da bir s¬n¬f oldu¼gu kabul edilir. Her ne kadar

uygulamalarda ço¼gu zaman ihmal edilse de, teknik nedenlerden dolay¬bir kümenin

bütün ö¼gelerinin yine birer küme oldu¼gu varsay¬l¬r. Bu bak¬mdan her küme ayn¬

zamanda bir s¬n¬ft¬r, ancak her s¬n¬f¬n bir küme olmas¬gerekmez. Bir kümeden küme

olmayan bir s¬n¬fa örten fonksiyon tan¬mlamak olas¬de¼gildir. Kapsama ba¼g¬nt¬s¬na

göre genel anlamda bir en büyük küme bulunmamas¬na kaŗs¬n bir en büyük s¬n¬f

vard¬r ve u ile gösterilen bu s¬n¬f, bütün kümelerin s¬n¬f¬d¬r (Adámek ve di¼g., 2004).

Büyük küme topluluklar¬n¬n küme oldu¼gunun kabulünden kaynaklanan baz¬

çeli̧skilerin s¬n¬�ar¬n kullan¬m¬yla nas¬l önlendikleri Russell Paradoksu üzerinde

örneklenebilir. u bütün kümelerin s¬n¬f¬olmak üzere v = fX j X 2 u ve X =2 Xg

oldu¼gu kabul edilsin. Hiçbir X kümesi için X 2 X olmayaca¼g¬düzenlilik aksiyomu

gibi küme aksiyomlar¬ ile garanti alt¬na al¬nd¬¼g¬ndan ve her küme u �nun ö¼gesi
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oldu¼gundan v bütün kümeleri içerir, yani v = u olup v bir küme de¼gildir. Buradan

�v 2 u�ve onun �ve�ba¼glac¬yla güçlendirilmi̧si olan �v 2 u ve v =2 v�önermesinin

yanl¬̧s oldu¼gu ortaya ç¬kar. Böylece v �nin tan¬mlay¬c¬ özelli¼ginden dolay¬ v =2 v

oldu¼gu görülür ve bu durum �bütün kümelerin kümesi�üzerinde görülen çeli̧skinin

bir benzerinin bütün kümelerin s¬n¬f¬üzerinde görülmesini engeller.

2.3.1 Kategoriler

Kategoriler çok genel yap¬lar olabildiklerinden kategori teorisindeki baz¬

kavramlar¬n s¬n¬�ar üzerinden tan¬mlanmalar¬ gerekir. Bu s¬n¬�ar ayn¬ zamanda

birer küme olduklar¬nda, ilgili kavramdan �küçük�s¬fat¬yla birlikte söz edilebilir.

Baz¬ kavramlar ise geleneksel olarak kümeler üzerinde tan¬mlanageldi¼ginden,

bunlar¬n küme olmayan bir s¬n¬f üzerinde de tan¬mlanm¬̧s olabileceklerinin

vurgulanmas¬gerekti¼ginde �geni̧s�sözcü¼gü kullan¬l¬r.

Tan¬m 2.3.1.1 Aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan bir K = ( jKj ; hom
K
; I; � ) dörtlüsüne

bir kategori denir (Adámek ve di¼g., 2004).

(i) jKj bir s¬n¬ft¬r.

(ii) Her A;B 2 jKj ikilisi için hom
K
(A;B) bir kümedir.

(iii) (A;B) 6= (C;D) ise hom
K
(A;B) \ hom

K
(C;D) = ? , 8A;B;C;D 2 jKj

(iv) Her A;B;C 2 jKj için �
ABC

: hom
K
(B;C)� hom

K
(A;B)! hom

K
(A;C) ,

(g; f) 7�! �
ABC

(g; f) = g �
ABC

f bir dönüşümdür.

(v) Her A;B;C;D 2 jKj , f 2 hom
K
(A;B) , g 2 hom

K
(B;C) , h 2 hom

K
(C;D)

için h �
ACD

(g �
ABC

f) = (h �
BCD

g) �
ABD

f

(vi) Her B 2 jKj için bir IB 2 hom
K
(B;B) vard¬r öyle ki, 8f 2 hom

K
(A;B)

için IB �
ABB

f = f ve her g 2 hom
K
(B;C) için g �

BBC
IB = g

K = ( jKj ; hom
K
; I; � ) bir kategori olmak üzere jKj s¬n¬f¬n¬n ö¼gelerine K-nesne

(veya k¬saca nesne) denir. hom
K
(A;B) kümesi K kategorisinde A �dan B �ye

mor�zmlerin kümesi olarak adland¬r¬l¬r. Kategoriye vurgu yap¬lmas¬na gerek

olmad¬¼g¬nda hom
K
(A;B) yerine hom (A;B) yaz¬labilir. f 2 hom (A;B) ise f �in

A �dan B �ye bir K-mor�zm (veya k¬saca mor�zm) oldu¼gu söylenir ve bu durum

f : A !
K
B, A

f�!
K

B veya kategoriye vurgu yap¬lmadan f : A ! B, A
f�! B
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gösterimlerinden biri ile ifade edilir. A
f�! B olmas¬ durumunda A �ya f �in

tan¬m nesnesi, B �ye f �in de¼ger nesnesi denir. (iii) koşulu her bir mor�zmin tam

olarak birer tane tan¬m ve de¼ger nesnesinin bulundu¼gunu ifade eder. Genel olarak

herhangi bir kar¬̧s¬kl¬¼ga sebep olmayaca¼g¬ndan bileşke sembolünün alt¬na nesne adlar¬

yaz¬lmaz, böylece �
ABC

, �
ABC

, �
ABC

gibi gösterimlerin yerine �, �, � basitleştirilmi̧s

simgeleri kullan¬l¬r. IB mor�zmine B için birim mor�zm ad¬verilir. Her ne kadar

mor�zmler ile kategorik bileşke, fonksiyonlar ile klasik bileşkenin bir benzeri olarak

tasarlanm¬̧ssa da, bir mor�zmin her zaman bir fonksiyon olmas¬, böyle oldu¼gunda

da bileşkenin bilinen bileşkeyle ayn¬olmas¬gerekmez (Adámek ve di¼g., 2004).

Belirli durumlarda birden çok mor�zmin gösterilmesinde diyagram ad¬verilen

gösterim biçimi kullan¬labilir. Genelde do¼grusal bir diyagram yaln¬zca mor�zmlerin

tan¬m ve de¼ger nesneleri hakk¬nda bilgi verirken, içerisinde döngüler veya

dallanmalar olan diyagramlar mor�zmler aras¬ndaki ili̧skileri de aç¬klar. Örne¼gin

A
f�! B

g�! C
h�! D

do¼grusal diyagram¬yaln¬zca f : A ! B, g : B �! C ve h : C ! D mor�zmlerinin

varl¬¼g¬n¬belirtirken

A
f���! B

g

??y ??yh
C ���!

k
D

diyagram¬f : A! B, g : A �! C; h : B ! D ve k : C ! D mor�zmlerinin varl¬¼g¬n¬

bildirmenin yan¬nda h�f = k�g eşitli¼ginin var oldu¼gunu da söyler. Diyagram üzerinde

birim mor�zmleri belirtmek için çift çizgi kullan¬l¬r. Buna göre

A
f1���! B

f2

??y 



B B

diyagram¬ndan IB � f1 = IB � f2 yani f1 = f2,

A
f 0���! B0

g���! C

jA

??y x??jB 



A0 ���!

f
B ���!

g0
C
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diyagram¬ndan ise f 0 = jB � f � jA ve g0 = g � jB oldu¼gu anlaş¬l¬r. Ayn¬ nesne

çiftleri aras¬nda ok yönündeki herhangi iki yolun eşit oldu¼gu anlam¬ taş¬yan bu

tür diyagramlara de¼gi̧simli diyagram denir. Bu çal¬̧smada aksi belirtilmedikçe her

diyagram¬n de¼gi̧simli oldu¼gu kabul edilecektir (Adámek ve di¼g., 2004).

Herhangi bir kategoriyi belirtmek için J,K, L gibi har�er kullan¬labilir. Bununla

birlikte, baz¬ önemli kategoriler için birden çok harften oluşan özel gösterimler

atanm¬̧st¬r.

Örnek 2.3.1.1 En temel kategorilerden biri olan SET = ( u; hom
SET

; I; � ) kategorisi

kümeler ve fonksiyonlar¬n kategorisi ad¬n¬al¬r. Burada jSETj = u bütün kümelerin

s¬n¬f¬d¬r, yani SET kategorisinin nesneleri kümelerdir. Herhangi A ve B kümeleri

için hom
SET

(A;B), A �dan B �ye bütün fonksiyonlar¬n kümesidir. Başka bir deyi̧sle

SET-mor�zm ve fonksiyon denk kavramlard¬r. Bir B kümesi için IB : B ! B

birim mor�zmi özdeşlik fonksiyonu olarak al¬n¬r ve � bileşkesi fonksiyonlar¬n al¬̧s¬lm¬̧s

bileşkesidir (Adámek ve di¼g., 2004).

Örnek 2.3.1.2 Topolojik uzaylar ve sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi TOP ile

gösterilir. TOP-nesneler topolojik uzaylard¬r ve herhangi (X; �) ; (Y; �) 2 jTOPj

için hom
TOP

((X; �) ; (Y; �)) kümesi X �ten Y �ye tan¬ml¬ve � ile � topolojileri alt¬nda

sürekli ((f )! (�) � � özelli¼gine sahip) fonksiyonlardan oluşur, yani TOP-mor�zm

ve sürekli fonksiyon kavramlar¬ birbirine denktir. TOP kategorisindeki birim

mor�zmler özdeşlik fonksiyonlar¬, kategorik bileşke ise fonksiyon bileşkesidir

(Adámek ve di¼g., 2004).

Örnek 2.3.1.3 ·Ilgili yap¬lara göre birim dönüşümlerin de sürekli olacaklar¬na

dikkat edilerek, (Kent anlam¬ndaki) yak¬nsakl¬k uzaylar¬ ve bu uzaylar alt¬nda

tan¬mlanan sürekli fonksiyonlar¬n bir kategori belirledi¼gi Teorem 2.2.1 ¬̧s¬¼g¬alt¬nda

kolayca görülebilir. Bu kategori CONV ile gösterilir (Adámek ve di¼g., 2004).

Bu çal¬̧sma boyunca kullan¬lan veya genel anlamda önemli olan kategorilerden

baz¬lar¬gösterimleriyle birlikte aşa¼g¬da tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.3.1.2 Gruplar ve grup homomor�zmlerinin kategorisi GRP,

de¼gi̧smeli gruplar ve grup homomor�zmlerinin kategorisi AB, halkalar ve

halka homomor�zmlerinin kategorisi RNG, gerçel vektör uzaylar¬ ve lineer

dönüşümlerin kategorisi VEC, metrik uzaylar ve daralma dönüşümlerinin
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(d0 (f (x) ; f (y)) � d (x; y) özelli¼gine sahip fonksiyonlar) kategorisi MET, Banach

uzaylar¬ ve lineer daralma dönüşümlerinin kategorisi BAN, düzgün uzaylar ve

düzgün sürekli fonksiyonlar¬n kategorisi UNIF, k¬smi s¬ral¬kümeler ve s¬ra koruyan

fonksiyonlar¬n kategorisi POS, kafesler ve kafes homomor�zmlerinin (^ ve _ ikili

i̧slemlerini koruyan fonksiyonlar¬n) kategorisi LAT, tam kafesler ve herhangi say¬da

ö¼ge üzerinden al¬nan ebas ve eküsü koruyan dönüşümlerin kategorisi CLAT, tam

grupoidler ve kesin tam grupoid homomor�zmlerinin kategorisi CGR ile gösterilir.

Bu kategorilerin tümünde birim mor�zmler özdeşlik fonksiyonlar¬na, kategorik

bileşke fonksiyon bileşkesine kaŗs¬l¬k gelir (Adámek ve di¼g., 2004).

Bir kategoride mor�zmlerin fonksiyon biçiminde olmas¬gerekmez. Aşa¼g¬da bu

tür kategorilerin iki örne¼gi verilmi̧stir.

Örnek 2.3.1.4 Pozitif tamsay¬lar ve gerçel matrislerin kategorisi olarak

adland¬r¬lan MAT = (N;MR; I; �) kategorisinin nesneleri pozitif tamsay¬lard¬r.

Her m;n 2 N+ için m �den n �ye bir MAT-mor�zm, m � n tipindeki bir gerçel

matris olarak tan¬mlan¬r. Böylece hom
MAT

(m;n) =MR (m;n) olur. n 2 N+ nesnesine

kaŗs¬l¬k gelen In birim mor�zmi n�n tipindeki birim matristir ve � matris çarp¬m¬n¬

göstermek üzere uygun iki mor�zmin bileşkesi g � f = f � g biçiminde tan¬ml¬d¬r

(Adámek ve di¼g., 2004).

Örnek 2.3.1.5 Bir (L;�) k¬smi s¬ral¬kümesine L = (L;� \f_g ; �; �) biçimindeki

bir kategori gözüyle bak¬labilir. Burada kategorinin nesneleri L kümesinin ö¼geleridir.

� ba¼g¬nt¬s¬� = f(a; b) j a � bg biçimindeki küme olarak ele al¬nmak üzere her a; b 2

L için a �dan b �ye tan¬ml¬L-mor�zmlerin kümesi � \ f(a; b)g olarak tan¬mlan¬r.

Buna göre,

hom
L
(a; b) =

8<: f(a; b)g ; a � b ise

?; a � b ise

olup iki nesne aras¬nda en çok bir mor�zm bulunabilir. Birim mor�zimler �a = (a; a)

biçimindedir ve a � b, b � c oldu¼gu durumlarda bileşke i̧slemi (b; c) � (a; b) = (a; c)

kural¬yla verilir (Adámek ve di¼g., 2004).

Tan¬m 2.3.1.3 K bir kategori ve A 2 jKj olsun. Bir A f�! Amor�zmine A �n¬n bir

endomor�zmi denir. A �n¬n bütün endomor�zmlerinin kümesi End
K
(A) veya k¬saca

End (A) ile gösterilir (Adámek ve di¼g., 2004).
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Bu tan¬ma göre End (A) = hom (A;A) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Tan¬m 2.3.1.4 K = ( jKj ; hom
K
; I; � ) bir kategori olsun. Her A;B 2 jKj için

homeK (A;B) = hom
K
(B;A) ve her A;B;C 2 jKj, her f 2 homeK (A;B), her

g 2 homeK (B;C) için g~� f = f � g olarak tan¬mlanmak üzere eK = ( jKj ; homeK ; i;~� )

kategorisine K kategorisinin kaŗs¬t¬(duali) denir (Adámek ve di¼g., 2004).

Tan¬mdan görülece¼gi gibi bir kategorinin kaŗs¬t¬n¬n nesneleri kategorinin kendi

nesneleriyle ayn¬d¬r, yani
��� eK��� = jKj �dir. Kaŗs¬t kategoriye geçildi¼ginde mor�zmlerin

tan¬m ve de¼ger nesneleri birbiriyle yer de¼gi̧stirir. Bu durum k¬saca

A
f�!
K

B () B
f�!eK A

şeklinde ifade edilebilir. Yeni bileşkenin her durumda tan¬ml¬olabilmesi için tan¬m

ve de¼ger nesnelerindeki de¼gi̧sikli¼gin i̧slem s¬ras¬nda da yap¬lmas¬gerekir. Herhangi

bir K kategorisi için eeK = K olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Örnek 2.3.1.6 ]SET = ( u; hom
]SET

; I; ~� ) kategorisinin nesneleri yine bütün kümeler

olmakla birlikte, A kümesinden B kümesine bir f ]SET-mor�zmi, bir f : B ! A

fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelir. A = fag, B = fx; yg olmak üzere iki farkl¬A f�!
SET

B

mor�zmi bulunmas¬na kaŗs¬n, yaln¬zca bir tek A
f�!
]SET

B mor�zmi vard¬r.

2.3.2 Fonktörler

·Iki kategori aras¬nda anlaml¬bir geçi̧s yap¬labilmesini sa¼glayan temel araçlar

fonktör ad¬n¬ al¬r. Bir fonktör bir kategorinin nesnelerini di¼ger kategorinin

nesnelerine, mor�zmlerini di¼ger kategorinin mor�zmlerine dönüştürürken ayn¬

zamanda tan¬m ve de¼ger nesnelerini, birim mor�zmleri ve bileşke i̧slemini de

yeterince koruyacak biçimde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.3.2.1 K = ( jKj ; hom
K
; I; � ) ve L = ( jLj ; hom

L
; I; � ) iki kategori olmak

üzere aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir F kural¬na K �den L �ye bir fonktör denir ve

bu durum F : K �! L biçiminde belirtilir (Adámek ve di¼g., 2004).

(i) A 2 jKj =) F (A) 2 jLj

(ii) f : A!
K
B =) F (f) : F (A)!

K
F (B)

(iii) F (g � f) = F (g) �F (f) ;8f 2 hom
K
(A;B) ; g 2 hom

K
(B;C) ;A;B;C 2 jKj

(iv) F (IA) = IF(A) ; 8A 2 jKj
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Örnek 2.3.2.1 Her (X; �) 2 jTOPj için U (X; �) = X ve her f : (X; �) ! (Y; �)

TOP-mor�zmi (sürekli fonksiyonu) için U (f) : X ! Y , (U (f)) (x) = f (x), 8x 2 X

biçiminde tan¬mlan¬rsa U : TOP �! SET bir fonktör olur. Bu fonktör vas¬tas¬yla

topolojik uzaylar, üzerinde kurulu olduklar¬kümeye dönüşürken, sürekli fonksiyonlar

formülleri ayn¬olan s¬radan fonksiyonlar halini al¬r (Adámek ve di¼g., 2004).

Örnek 2.3.2.2 K bir kategori olmak üzere her A 2 jKj için IK (A) = A ve her

f : A ! B K-mor�zmi için IK (f) = f kural¬ ile bir IK : K! K fonktörü

tan¬mlan¬r. IK �ye K için birim fonktör ad¬verilir (Adámek ve di¼g., 2004).

Örnek 2.3.2.3 Her bir X kümesi için P (X) X �in bütün alt kümelerinin kümesini

göstersin ve her bir f : X ! Y fonksiyonu için P (f) = f! olarak tan¬mlans¬n.

Bu durumda P : SET �! SET bir fonktördür. Gerçekten, her X 2 jSETj için

P (X) 2 jSETj ve her f : X �!
SET

Y fonksiyonu için P (f) = f! : P (X) �!
SET
P (Y )

olur. Ayr¬ca SET kategorisindeki her X
f�! Y

g�! Z durumu ve 8A 2 P (X) için

(g � f)! (A) = f(g � f) (x) j x 2 Ag

= fg (f (x)) j x 2 Ag

= fg (y) j y 2 f! (A)g

= g! (f! (A))

= (g! � f!) (A)

oldu¼gundan P (g � f) = P (g) � P (f) eşitli¼gi geçerlidir. Son olarak, herhangi bir

X 2 jSETj ve A 2 P (X) için

[P (IX)] (A) = I!X (A) = fIX (x) j x 2 Ag = A = IP(X) (A)

oldu¼gundan P (IX) = IP(X) olur (Adámek ve di¼g., 2004).

Yukar¬daki örnekle tan¬t¬lan P : SET �! SET fonktörüne (kovaryant) kuvvet

küme fonktörü ad¬verilir.

Tan¬m ve de¼ger kategorileri kaŗs¬l¬kl¬olarak ayn¬olan ve nesne ve mor�zmleri

kaŗs¬l¬kl¬olarak ayn¬nesne ve mor�zmlere taş¬yan iki fonktörün birbirine eşit oldu¼gu

söylenir.

Önerme 2.3.2.1 K, L ve M kategoriler, F : K! L ve G : L!M birer fonktör

olsun. Bu durumda her A 2 jKj için (G � F) (A) = G (F (A)) ve her f : A ! B
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K-mor�zmi için (G � F) (f) = G (F (f)) kural¬ile verilen G � F ,K �denM �ye tan¬ml¬

bir fonktördür (Adámek ve di¼g., 2004).

Önerme 2.3.2.2 K, L, M, N kategoriler, F : K! L, G : L!M, H : M! N

fonktörler olsunlar. H� (G � F) : K! N ve (H � G) �F : K! N fonktörleri birbirine

eşittir (Adámek ve di¼g., 2004).

Yukar¬daki iki önermenin kan¬t¬ fonktör tan¬m¬ yard¬m¬yla zorlanmadan elde

edilir. Buradaki G � F fonktörüne G ve F fonktörlerinin bileşkesi ad¬ verilir.

H� (G � F) ve (H � G) �F yerine H � G � F yaz¬labilir. K bir kategori, F : K! K

bir fonktör olmak üzere F � F : K! K fonktörü F2, F2�F = F � F2 fonktörü ise

F3 ile gösterilir.

Tan¬m 2.3.2.2 K ve L kategoriler, F : K ! L ve G : K ! L iki fonktör olsun.

Aşa¼g¬daki iki koşulu sa¼glayan bir | = f|A j A 2 jKjg s¬n¬f¬na F �den G �ye bir do¼gal

dönüşüm denir ve bu durum | : F ! G ile gösterilir (Adámek ve di¼g., 2004).

(i) Her A 2 jKj için |A : F (A)! G (A) bir L-mor�zmdir.

(ii) Her f : A! B K-mor�zmi için |B � F (f) = G (f) � |A �d¬r.

Bu tan¬ma göre, | : F ! G olmas¬her A f�!
K

B mor�zmi için L �de

F(A) |A���! G(A)

F(f)
??y ??yG(f)
F(B) ���!

|B
G(B)

olmas¬anlam¬na gelmektedir.

Örnek 2.3.2.4 IVEC : VEC! VEC gerçel vektör uzaylar¬ve lineer dönüşümler

kategorisinin birim fonktörü olsun. R kendi üzerindeki vektör uzay¬ olarak

düşünülmek üzere herhangi bir V gerçel de¼gerli vektör uzay¬için V � = hom (V;R)

ve her bir ' 2 hom (V;W ), g 2 W � için '� (g) = g � ' olarak tan¬mlans¬n. Bu

durumda '� 2 hom (W �; V �) olaca¼g¬gösterilebilir ve

D (V ) = (V �)� ; 8V 2 jVECj ; D (') = ('�)� ;8' 2 hom (V;W )

kural¬bir D : VEC! VEC fonktörü belirler. Bu koşullar alt¬nda her V 2 jVECj

için |V : IVEC (V ) = V ! D (V ) dönüşümü

[|V (x)] (f) = f (x) ; 8x 2 X; 8f 2 V �
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biçiminde tan¬mlan¬rsa her bir V 2 jVECj için |V 2 hom (V;D (V )) ve her bir

' 2 hom (V;W ) için
V

|V���! D(V )
'

??y ??yD(')
W ���!

|W
D(W )

olur. Dolay¬s¬yla | : IVEC ! D bir do¼gal dönüşümdür (Adámek ve di¼g., 2004).

Tan¬m 2.3.2.3 F : K! L bir fonktör, X 2 jLj olsun.

a) U 2 jKj ve u : X ! F (U) bir L-mor�zm olmak üzere, her bir A 2 jKj ve

f : X ! F (A) L-mor�zmi için
X

u���! F(U)


 ??yF(f�)
X ���!

f
F(A)

olacak biçimde bir ve yaln¬zca bir f� : U ! A K-mor�zmi varsa u �ya X �ten F �e

bir başlang¬ç mor�zmi denir.

b) U 2 jKj ve u : F (U)! X bir L-mor�zm olmak üzere

8A 2 jKj ; 8F (A) f�!
L

X; 9! A f��!
K

U;

F(A) f���! X

F(f�)
??y 



F(U) ���!

u
X

koşulu gerçekleniyorsa u mor�zmine F �den X �e bir sonuç mor�zmi ad¬ verilir

(Adámek ve di¼g., 2004).

Tan¬m 2.3.2.4 F : K! L bir fonktör olsun. Her bir X 2 jLj nesnesine kaŗs¬l¬k

bir �X : X ! F (X�) başlang¬ç mor�zmi bulunabiliyorsa F �e bir sa¼g adjoint

fonktör denir. Her X 2 jLj için bir "X : F (X�) ! X sonuç mor�zminin var

olmas¬durumunda ise F �e bir sol adjoint fonktör denir (Adámek ve di¼g., 2004).

Sa¼g ve sol adjoint fonktör kavramlar¬birbirinden ba¼g¬ms¬z de¼gildir. Gerçekten,

verilen her bir sa¼g (sol) adjoint fonktöre, tek türlü olarak belirlenen bir sol (sa¼g)

adjoint fonktör ba¼glanabilir.

Teorem 2.3.2.1 a) F : K! L bir sa¼g adjoint fonktör olsun ve her bir X 2 jLj için

bir �X : X ! F (X�) başlang¬ç mor�zmi seçilsin. Her X 2 jLj için, � : IL ! F � F�
bir do¼gal dönüşüm ve F� (X) = X� olacak biçimde bir tek F� : L! K fonktörü

vard¬r.
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b) F : K! L bir sol adjoint fonktör olsun ve her bir X 2 jLj nesnesi için

bir "X : F (X�) ! X sonuç mor�zmi seçilsin. Her X 2 jLj için, " : F � F�! IK
do¼gal dönüşüm ve F� (X) = X� olacak biçimde bir tek F� : L! K fonktörü vard¬r

(Adámek ve di¼g., 2004).

Kan¬t. a) F : K! L bir sa¼g adjoint fonktör olsun, her bir X 2 jLj için bir

�X : X ! F (X�) başlang¬ç mor�zmi seçilsin ve bir f : X �!
L

Y mor�zmi verilsin.

Bu durumda �Y : Y ! F (Y�) olaca¼g¬ndan

�Y � f : X ! F (Y�)

olur ve �X başlang¬ç mor�zmi oludu¼gundan h = (�Y � f)� : X� �!K Y� mor�zmi

X
�X���! F(X�)


 ??yF(h)

X ���!
�Y �f

F(Y�)

diyagram¬n¬de¼gi̧simli yapacak tek mor�zmdir. Bu koşullar alt¬nda,

F� (X) = X�; 8X 2 jLj ; F� (f) = (�Y � f)� ; 8f 2 homL (X; Y ) ; 8X; Y 2 jLj

ile iyi tan¬ml¬bir tek F� kural¬verilebilir. L kategorisindeki birim mor�zmleri ve

bileşkeyi korudu¼gu gösterilirse F� �¬n fonktör oldu¼gu görülmüş olur.

X 2 jLj ve IX : X ! X birim mor�zm olsun.

X
�X���! F(X�)


 ??yF(h)

X ���!
�X �IX

F(X�)

diyagram¬n¬de¼gi̧simli yapan tek bir h = (�X � IX)� : X� �!K X� mor�zmi vard¬r ve

F� �¬n tan¬m¬gere¼gi h = F� (IX) �tir. Di¼ger yandan, yaln¬zca �X = �X oldu¼gunu

göstermesinden dolay¬
X

�X���! F(X�)


 



X ���!

�X �IX
F(X�)

diyagram¬da de¼gi̧simlidir. F fonktör oldu¼gundan IF(X�) = F (IX�) olur ve h �nin

tekli¼ginden dolay¬h = IX� olmal¬d¬r. Böylece F� (IX) = IF�(X) oldu¼gu görülmüş

olur.
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L �de X
f�! Y

g�! Z mor�zmleri verilsin ve h : X� �!
K

Y�, k : Y� �!
K

Z�

X
�X���! F(X�)


 ??yF(h)

X ���!
�Y �f

F(Y�)

Y
�Y���! F(Y�)


 ??yF(k)

Y ���!
�Z �g

F(Z�)

diyagramlar¬n¬de¼gi̧simli yapan mor�zmler olsun. Bu durumda

F� (f) = h, F� (g) = k

olur ve F (h) � �X = �Y � f , F (k) � �Y = �Z � g eşitlikleri sa¼glan¬r. Buradan

F (k � h) � �X = F (k) � F (h) � �X = F (k) � �Y � f = �Z � g � f

elde edilece¼ginden
X

�X���! F(X�)


 ??yF(k�h)
X ����!

�Z �(g�f)
F(Z�)

diyagram¬da de¼gi̧simli olur ve böylece F� (g � f) = k � h = F� (g) � F� (f) oldu¼gu

görülür. Dolay¬s¬yla F� : L! K bir fonktördür. Di¼ger yandan her bir X
f�!
L

Y için

�Y � f = F (F� (f)) � �X oldu¼gundan

IL(X)
�X���! (F � F�)(X)

IL(f)
??y ??y(F�F�)(f)
IL(Y ) ���!

�Y
(F � F�)(Y )

diyagram¬de¼gi̧simli olur.

b) (a)�da yap¬lana benzer olarak

F� (X) = X�; 8X 2 jLj ; F� (f) = (f � "X)� ; 8f 2 hom
L
(X; Y ) ; 8X; Y 2 jLj

ile tan¬ml¬bir F� : L! K fonktörünün al¬nmas¬yla istenilen sonuçlar elde edilir.

Bundan sonra F bir sa¼g adjoint fonktör oldu¼gunda F�, sol adjoint fonktör

oldu¼gunda ise F� gösterimi, Teorem 2.3.2.1 ile elde edilen fonktörleri belirtmek için

kullan¬lacakt¬r.

Teorem 2.3.2.2 a) F : K! L bir sa¼g adjoint fonktör ise, F� : K! L bir sol

adjoint fonktördür.

b) F : K! L bir sol adjoint fonktör ise, F� : K! L sa¼g adjoint fonktördür

(Adámek ve di¼g., 2004).
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2.3.3 Alt Kategoriler

Tan¬m 2.3.3.1 J = ( jJj ; hom
J
; I; � ) ve K = ( jKj ; hom

K
; I; � ) kategorileri verilsin.

jJj � jKj ve her A;B 2 jJj için hom
J
(A;B) � hom

K
(A;B) ise J �ye K �nin bir alt

kategorisi denir. Her A;B 2 jJj için hom
J
(A;B) = hom

K
(A;B) eşitli¼gi varsa J �nin

K �nin bir eksiksiz alt kategorisi (full subcategory) oldu¼gu söylenir (Adámek ve di¼g.,

2004).

Alt kategori tan¬m¬, alt kategoride bulunan nesneler için birim mor�zm ve

bileşke i̧slemlerinin üst kategoridekilerle ayn¬olmas¬n¬gerektirir. Ana kategorideki

mor�zm kavram¬na dokunulmaks¬z¬n yaln¬zca nesne s¬n¬f¬daralt¬larak elde edilen

alt kategoriler eksiksizdir. Eksiksiz olmayan bir alt kategori elde etmek için

alt kategoriye ait olacak nesneler aras¬ndaki mor�zmlerin say¬s¬nda da eksiltmeye

gidilmesi gerekir.

Örnek 2.3.3.1 Her Hausdor¤ uzay¬bir topolojik uzay oldu¼gundan ve Hausdor¤

uzaylar¬aras¬ndaki sürekli fonksiyon kavram¬, topolojik uzaylar aras¬ndakiyle ayn¬

oldu¼gundan, nesneleri Hausdor¤ uzaylar¬ mor�zmleri sürekli fonksiyonlar olan

HAUS kategorisi, nesneleri topolojik uzaylar mor�zmleri sürekli fonksiyonlar olan

TOP kategorisinin bir eksiksiz alt kategorisidir (Adámek ve di¼g., 2004).

Örnek 2.3.3.2 POS nesneleri k¬smi s¬ral¬ kümeler ve mor�zmleri s¬ra koruyan

fonksiyonlar olan kategori, LAT kafesler ve kafes homomor�zmlerinin (^ ve _ ikili

i̧slemlerini koruyan fonksiyonlar¬n) kategorisi olsun. Her kafes bir k¬smi s¬ral¬küme

oldu¼gundan jLATj � jPOSj olur. (L;�) ; (M;�) 2 jLATj ve f : (L;�)! (M;�)

bir LAT-mor�zm olsun. Bu durumda her x; y 2 L için

x � y =) x = x ^ y

=) f (x) = f (x ^ y)

=) f (x) = f (x)f f (y)

=) f (x) � f (y)

yaz¬labilece¼ginden f bir POS mor�zm olur. Buradan

hom
LAT

((L;�) ; (M;�)) � hom
POS

((L;�) ; (M;�))

oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan X = fa; bg olsun. � ve � gösterimleri al¬̧s¬lm¬̧s

anlamlar¬nda kullan¬lmak üzere f : (P (X) ;�) ! ([0; 1] ;�) fonksiyonu f (?) = 0,
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f (fag) = 1
2
, f (fbg) = 1

2
, f (X) = 1 ile tan¬mlans¬n. Her C;D 2 P (X) için,

C � D =) f (C) � f (D) önermesi sa¼gland¬¼g¬ndan f bir POS-mor�zmdir ancak

f (fag \ fbg) = 0 6= 1
2
= f (fag) ^ f (fbg) oldu¼gundan bir LAT-mor�zm de¼gildir.

Sonuç olarak, LAT kategorisi POS kategorisinin bir alt kategorisi olmakla birlikte

eksiksiz bir alt kategorisi de¼gildir (Adámek ve di¼g., 2004).

Örnek 2.3.3.3 Nesneleri metrik uzaylar, mor�zmleri daralma dönüşümleri (seçilen

her bir nokta ikilisinin görüntüleri aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n, kendi aralar¬ndaki

uzakl¬ktan büyük olmamas¬n¬sa¼glayan fonksiyonlar) olanMET, TOP kategorisinin

bir alt kategorisi de¼gildir, çünkü ayn¬topolojik uzaya kaŗs¬l¬k gelen bir çok farkl¬

metrik uzay bulundu¼gundan jMETj � jTOPj olmas¬ sa¼glanmaz. Di¼ger yandan,

nesneleri metriklenebilir topolojik uzaylar, mor�zmleri sürekli dönüşümler olan

TOPM kategorisi, TOP kategorisinin bir eksiksiz alt kategorisi olur (Adámek ve

di¼g., 2004).

Tan¬m 2.3.3.2 K bir kategori, J K �nin bir alt kategorisi, A 2 jKj olsun. Â 2 jJj

ve rA : A �!
K

Â olmak üzere her B 2 jJj ve f : A �!
K

B için

A
rA���! Â


 ??yf̂

A ���!
f

B

diyagram¬n¬de¼gi̧simli yapacak bir f̂ : Â �!
J

B mor�zmi varsa rA �ya A için bir

J-yans¬ma ad¬ verilir. Her A 2 jKj için bir J-yans¬ma varsa J �ye K �nin bir

yans¬mal¬alt kategorisi denir (Adámek ve di¼g., 2004).

Tan¬m 2.3.3.3 K bir kategori, J K �nin bir alt kategorisi, A 2 jKj olsun. �A 2 jJj

ve cA : �A �!
K

A olmak üzere her B 2 jJj ve f : B �!
K

A için

B
f���! A

�f

??y 



�A ���!

cA
A

diyagram¬n¬de¼gi̧simli yapacak bir �f : B �!
J

�A mor�zmi varsa cA �ya A için bir

J-eşyans¬ma ad¬ verilir. Her A 2 jKj için bir J-eşyans¬ma varsa J �ye K �nin

eşyans¬mal¬alt kategorisi denir (Adámek ve di¼g., 2004).
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2.3.4 Monadlar

Tan¬m 2.3.4.1 K bir kategori, T : K! K bir fonktör, � : IK ! T ve � : T 2 ! T

birer do¼gal dönüşüm olsun.

Her A 2 jKj için �A � �T (A) = �A � T (�A) = IT (A) (Birimlilik)

Her A 2 jKj için �A � �T (A) = �A � T (�A) (Birleşme)

koşullar¬sa¼glan¬yorsa (T ; �; �) üçlüsünün K kategorisi üzerinde bir monad oldu¼gu

söylenir (Höhle, 2001).

Birimlilik ve birleşme koşullar¬aşa¼g¬daki iki diyagramla ifade edilebilir:

T (A)
�T (A)���! T 2(A) T (�A) ��� T (A)


 ??y�A 




T (A) T (A) T (A)

T 3(A)
�T (A)���! T 2(A)

T (�A)
??y ??y�A

T 2(A) ���!
�A

T (A)

Bir (T ; �; �) monad¬nda � �ya birim do¼gal dönüşümü, � �ye çarp¬m do¼gal

dönüşümü denir (Höhle, 2001).

Örnek 2.3.4.1 ISET : SET �! SET birim fonktör ve P : SET �! SET Örnek

2.3.2.3 ile verilen kuvvet küme fonktörü olsun ve her bir A 2 jSETj için bir

�A : A ! P(A)

x 7! �A (x) = fxg

fonksiyonu tan¬mlans¬n. Bu durumda her f : A! B fonksiyonu ve her x 2 A için

(P(f) � �A) (x) = P(f) (�A (x)) = f! (fxg) = ff (x)g = �B (f (x)) = (�B � f) (x)

oldu¼gundan
A = ISET(A)

�A���! P(A)

f=ISET(f)
??y ??yP(f)

B = ISET(B) ���!
�B

P(B)

diyagram¬de¼gi̧simlidir ve � : ISET ! P bir do¼gal dönüşüm olur. Benzer olarak her

bir A 2 jSETj için bir

�A : P2 (A) ! P(A)

A 7! �A (x) =
[
A =

[
X2A

X

fonksiyonu tan¬mlans¬n. Bu durumda yine her f : A! B fonksiyonu ve her bir X 2
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P2 (A) küme ailesi için bilinen görüntü kümesi özellikleri de kullan¬larak�
�B � P2 (f)

�
(X ) = �B

��
P2 (f)

�
(X )

�
= �B ((P (f))

! (X ))

= �B ((f
!)! (X ))

= �B (ff! (X) j X 2 Xg)

=
[
X2X

f! (X)

= f!

 [
X2X

X

!

= (P (f))
 [
X2X

X

!
= (P (f)) (�A (X ))

= (P (f) � �A) (X )

olaca¼g¬ndan
P2(A) �A���! P(A)

P2(f)
??y ??yP(f)

P2(B) ���!
�B

P(B)

diyagram¬de¼gi̧simlidir ve � : P2 ! P bir do¼gal dönüşüm olur. Verilen � ve �

do¼gal dönüşümleri ile birlikte (P ; �; �) üçlüsü SET kategorisi üzerinde bir monadd¬r.

Gerçekten her bir A 2 jSETj ve X 2 P (A) için�
�A � �P(A)

�
(X) = �A

�
�P(A) (X)

�
= �A (fXg) =

[
fXg = X = 1P(A) (X)

ve

(�A � P (�A)) (X) = �A ((P (�A)) (X))

= �A (�
!
A (X))

= �A (f�A (x) j x 2 Xg)

= �A (ffxg j x 2 Xg)

=
[
ffxg j x 2 Xg

= X

= 1P(A) (X)
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olaca¼g¬ndan �A � �T (A) = �A � P (�A) = IP(A) olup birimlilik sa¼glan¬r. Birleşme

koşulu ise, her X 2 P3 (A) için

(�A � P (�A)) (X) = �A (�
!
A (X))

= �A (f�A (X ) j X 2 Xg)

=
[
X2X

�A (X )

= �A

 [
X2X

X
!

= �A
�
�P(A) (X)

�
=

�
�A � �P(A)

�
(X)

olmas¬ndan elde edilir (Höhle, 2001).

Yukar¬daki örnekte ele al¬nan, SET kategorisi üzerindeki (P ; �; �) monad¬na

kuvvet küme monad¬ad¬verilir (Höhle, 2001).

Tan¬m 2.3.4.2 (Klon Bileşke) (T ; �; �) bir K kategorisi üzerinde bir monad

olsun. Her A;B;C 2 jKj ve her f : A ! T (B), g : B ! T (C) K-mor�zmleri

için g � f = �C � T (g) � f ile tan¬mlanan g � f : A! T (C) K-mor�zmine g ve f �in

(T ; �; �) monad¬na göre klon bileşkesi denir (Höhle, 2001).

Örnek 2.3.4.2 SET üzerindeki (P ; �; �) kuvvet küme monad¬ ele al¬ns¬n.

A;B;C 2 jSETj olmak üzere A
f�! P (B), B g�! P (C) fonksiyonlar¬n¬n

g � f : A! P (C) klon bileşkesinin her bir x 2 A için

(g � f) (x) = (�C � P (g) � f) (x)

= �C (g
! (f (x)))

= �C (fg (y) j y 2 f (x)g)

=
[

y2f(x)

g (y)

de¼gerini ald¬¼g¬görülür (Höhle, 2001).

Önerme 2.3.4.1 (T ; �; �) bir K kategorisi üzerinde bir monad ve A
f�! T (B),

B
g�! T (C), C h�! T (D), A '�! B ise aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r (Höhle, 2001).

(M1) h � (g � f) = (h � g) � f

(M2) �B � f = f

(M3) g � (�B � ') = g � '
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Kan¬t. � : T 2 ! T bir do¼gal dönüşüm oldu¼gundan C
h�! T (D) için

T 2(C) �C���! T (C)

T 2(h)
??y ??yT (h)

T 2(T (D)) ���!
�T (D)

T (T (D))

diyagram¬de¼gi̧simlidir, yani T (h) ��C = �T (D) �T 2 (h).eşitli¼gi vard¬r. Buradan, klon

bileşke tan¬m¬n¬n yerine yaz¬lmas¬yla

h � (g � f) = h � (�C � T (g) � f)

= �D � T (h) � (�C � T (g) � f)

= �D � �T (D) � T 2 (h) � T (g) � f

elde edilir. Di¼ger yandan birleşme koşulu �D � �T (D) = �D � T (�D) olmas¬n¬

gerektirece¼ginden, �D � T (h) � g : B ! T (D) oldu¼guna dikkat edilerek

(h � g) � f = (�D � T (h) � g) � f

= �D � T (�D � T (h) � g) � f

= �D � T (�D) � T (T (h)) � T (g) � f

= �D � �T (D) � T 2 (h) � T (g) � f

bulunur ve böylece (M1) eşitli¼gi elde edilmi̧s olur.

(M2) eşitli¼gi, birim koşulunun B nesnesi için yaz¬lmas¬yla

�B � f = �B � T (�B) � f = IT (B) � f = f

biçiminde görülür.

� : IK ! T bir do¼gal dönüşüm oldu¼gundan,

B
�B���! T (B)

g

??y ??yT (g)
T (C) ���!

�T (C)
T (T (C))

diyagram¬de¼gi̧smeli olup

T (g) � �B = �T (C) � g

eşitli¼gi vard¬r. C nesnesi için birim koşulu da kullan¬l¬rsa

g � (�B � ') = �C � T (g) � (�B � ') = �C � �T (C) � g � ' = IT (C) � g � ' = g � '

biçiminde (M3) eşitli¼gi de görülmüş olur.
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Tan¬m 2.3.4.3 K bir kategori, T : jKj ! jKj K kategorisinin nesneler s¬n¬f¬

üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon olsun. Her bir A 2 jKj için bir �A : A ! T (A)

K-mor�zmi verilsin ve ���, K �de A
f�! T (B), B g�! T (C) biçimindeki her

mor�zm ikilisine kaŗs¬l¬k bir A
g�f�! T (C) mor�zmi versin.

(M1) h � (g � f) = (h � g) � f

(M2) �B � f = f

(M3) g � (�B � ') = g � '

koşullar¬sa¼glan¬yorsa (T ; �; �) üçlüsünün K üzerinde klon biçimli bir monad oldu¼gu

söylenir (Höhle, 2001).

Önerme 2.3.4.2 (Üçlü Çarp¬m Kural¬) Bir K kategorisi üzerinde bir (T ; �; �)

monad¬ veya bir (T ; �; �) klon biçimli monad¬ verilmi̧s olsun. K �de A
'�! B,

B
g�! T (C) ve C h�! T (D) olmak üzere

h � (g � ') = (h � g) � '

eşitli¼gi vard¬r (Höhle, 2001).

Kan¬t. S¬ras¬yla (M3), (M1) ve (M3) kullan¬l¬rsa

h � (g � ') = h � (g � (�B � ')) = (h � g) � (�B � ') = (h � g) � '

bulunur.

Önerme 2.3.4.3 (Fonktöre Tamamlama) (T ; �; �) birK kategorisi üzerinde bir

klon biçimli monad olsun ve T nesne fonksiyonunun tan¬m¬herX f�! Y K-mor�zmi

için T (f) = (�Y � f) � IT (X) olacak biçimde geni̧sletilsin. Bu durumda T : K! K

bir fonktör, � : IK ! T bir do¼gal dönüşüm olur (Höhle, 2001).

Kan¬t. (M1), (M3) ve üçlü çarp¬m kural¬n¬n uygulanmas¬yla K �deki her X
f�! Y ,

Y
g�! Z durumu için

T (g � f) = (�Z � (g � f)) � IT (X)

= (�Z � g) � (�Y � f) � IT (X)

= (�Z � g) �
�
IT (Y ) �

�
(�Y � f) � IT (X)

��
=

�
(�Z � g) � IT (Y )

�
�
�
(�Y � f) � IT (X)

�
= T (g) � T (f)

bulunur. Ayr¬ca (M2) yard¬m¬yla, her A 2 jKj için

T (IA) = (�A � IA) � IT (A) = �A � IT (A) = IT (A)
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olaca¼g¬ndan T : K! K bir fonktör olur ve her X
f�! Y K-mor�zmi için

T (f) � �X =
�
(�Y � f) � IT (X)

�
� �X

= (�Y � f) �
�
IT (X) � �X

�
= (�Y � f) � (�X � IX)

= (�Y � f) � IX

= �Y � f

olup
X

�X���! T (X)

f

??y ??yT (f)
Y ���!

�Y
T (Y )

diyagram¬de¼gi̧simlidir. Dolay¬s¬yla � : IK ! T bir do¼gal dönüşüm olur.

Bu önerme herhangi bir (T ; �; �) klon biçimli monad¬ndaki T nesne

fonksiyonunu, � : IK ! T bir do¼gal dönüşüm olacak biçimde bir T : K! K

fonktörüne tamamlamak için bir yol sunmaktad¬r. Buna ek olarak bir (T ; �; �) klon

biçimli monad¬yard¬m¬yla, (T ; �; �) bir monad olacak biçimde bir � : T 2 ! T do¼gal

dönüşümü tan¬mlamak mümkündür.

Önerme 2.3.4.4 (T ; �; �) bir K kategorisi üzerinde bir klon biçimli monad olsun

ve T nesne fonksiyonu Önerme 2.3.4.3�teki tarzda bir T : K! K fonktörüne

tamamlanm¬̧s olarak ele al¬ns¬n. Her bir A 2 jKj için �A = IT (A) � IT 2(A) yaz¬l¬rsa

� : T 2 ! T bir do¼gal dönüşüm olur (Höhle, 2001).

Kan¬t. A
f�!
K

B olsun. IT 2(A) : T 2 (A) ! T (T (A)) ve IT (A) : T (A) ! T (A)

oldu¼gundan �A : T 2 (A) ! T (A) bir K-mor�zmdir. Ayn¬zamanda buna benzer

olarak T 2 (B) �B�!
K
T (B) olur ve tan¬mlarla birlikte (M1), (M3) ve üçlü çarp¬m

kural¬n¬n uygulanmas¬yla görülen

�B � T (T (f)) =
�
IT (B) � IT 2(B)

�
�
��
�T (B) � T (f)

�
� IT (T (A))

�
= IT (B) �

�
IT 2(B) �

��
�T (B) � T (f)

�
� IT 2(A)

��
= IT (B) �

�
�T (B) � T (f)

�
� IT 2(A)

= IT (B) � T (f) � IT 2(A)

= T (f) � IT 2(A)
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=
�
(�B � f) � IT (A)

�
� IT 2(A)

= (�B � f) �
�
IT (A) �

�
IT (A) � IT 2(A)

��
=

�
(�B � f) � IT (A)

�
�
�
IT (A) � IT 2(A)

�
= T (f) � �A

eşitliklerinden � : T 2 ! T oldu¼gunu gösteren

T 2(A) �A���! T (A)

T 2(f)
??y ??yT (f)

T 2(B) ���!
�B

T (B)

diyagram¬elde edilir.

Teorem 2.3.4.1 (T ; �; �),K üzerinde klon biçimli monad ve T Önerme 2.3.4.3�teki,

� Önerme 2.3.4.4�teki gibi tan¬ml¬ysa (T ; �; �), K üzerinde monadd¬r (Höhle, 2001).

Kan¬t. (T ; �; �) için birimlilik ve birleşme koşullar¬n¬n do¼grulanmas¬ yeterlidir.

Verilen herhangi bir A 2 jKj nesnesi için birimlilik koşulunu gerektiren

T (A)
�T (A)���! T 2(A) T (�A) ��� T (A)


 ??y�A 




T (A) T (A) T (A)
diyagram¬,

�A � �T (A) =
�
IT (A) � IT 2(A)

�
� �T (A)

= IT (A) �
�
IT 2(A) � �T (A)

�
= IT (A) �

�
�T (A) � IT (A)

�
= IT (A) � IT (A)

�A � T (�A) =
�
IT (A) � IT 2(A)

�
�
��
�T (A) � �A

�
� IT (A)

�
= IT (A) �

�
IT 2(A) �

��
�T (A) � �A

�
� IT (A)

��
= IT (A) �

��
�T (A) � �A

�
� IT (A)

�
=

�
IT (A) �

�
�T (A) � �A

��
� IT (A)

=
�
IT (A) � �A

�
� IT (A)

= �A � IT (A)

= IT (A)
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eşitliklerinden, birleşme koşulunu belirten

T 3(A)
�T (A)���! T 2(A)

T (�A)
??y ??y�A

T 2(A) ���!
�A

T (A)

diyagram¬n¬n de¼gi̧simlili¼gi ise,

�A � �T (A) =
�
IT (A) � IT 2(A)

�
�
�
IT (T (A)) � IT 2(T (A))

�
= IT (A) �

�
IT 2(A) �

�
IT 2(A) � IT 3(A)

��
= IT (A) � IT 2(A) � IT 3(A)

= �A � IT 3(A)

=
�
IT (A) � �A

�
� IT 3(A)

=
�
IT (A) �

�
�T (A) � �A

��
� IT 3(A)

= IT (A) �
��
�T (A) � �A

�
� IT 3(A)

�
= IT (A) �

�
IT 2(A) �

��
�T (A) � �A

�
� IT 3(A)

��
=

�
IT (A) � IT 2(A)

�
�
��
�T (A) � �A

�
� IT (T 2(A))

�
= �A � T (�A)

eşitliklerinden elde edilir.

Teorem 2.3.4.1, her klon biçimli monad¬n Tan¬m 2.3.4.1 anlam¬nda bir monad

üretti¼gi sonucunu verir. Aksine Önerme 2.3.4.1, her bir (T ; �; �) monad¬na bir

klon biçimli monad olarak bak¬labilece¼gini söyler. S¬radaki teorem ise, tekrar eden

geçi̧slerin ilgili yap¬lar¬bozmayaca¼g¬n¬ifade eder ve böylece monadlar ile klon biçimli

monadlar¬n denk kavramlar olduklar¬sonucuna ulaş¬l¬r.

Teorem 2.3.4.2 K bir kategori olsun.

a) (T ; �; �) K üzerinde bir monad ve � bu monad üzerindeki klon bileşke olmak

üzere T : K! K fonktörünün nesnelere k¬s¬tlanmas¬yla elde edilen nesne fonksiyonu

T � : jKj ! jKj ile gösterilsin. (T �; �; �) klon biçimli monad¬n¬n üretti¼gi (T �; �; ��)

monad¬başlang¬çtaki (T ; �; �) monad¬na eşittir.

b) (T ; �; �) K kategorisi üzerinde bir klon biçimli monad olsun ve üretti¼gi monad

(T ; �; �), bu monad¬n klon bileşkesi ise � ile gösterilsin. (T ; �; �) �ye kaŗs¬l¬k gelen

(T ; �; �) klon biçimli monad¬başlang¬çtaki klon biçimli monada eşittir (Höhle, 2001).
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Kan¬t. a) Tan¬mlar aras¬ndaki geçi̧sler, fonktör özellikleri ve birimlilik koşulunun

kullan¬lmas¬yla her bir f : X ! Y K-mor�zmi için

T � (f) = (�Y � f) � IT �(X)

= �Y � T (�Y � f) � IT �(X)

= �Y � T (�Y ) � T (f)

= IT (Y ) � T (f)

= T (f)

ve her X 2 jKj için

��X = IT �(X) � I(T �)2(X)

= �X � T
�
IT �(X)

�
� I(T �)2(X)

= �X � IT (T �(X))

= �X

eşitli¼gi elde edilir. Böylece birer s¬ral¬üçlü olduklar¬dikkate al¬nd¬¼g¬nda (T �; �; ��)

ve (T ; �; �) monadlar¬n¬n birbirlerine eşit olduklar¬görülür.

b) T fonktörü T nesne fonksiyonunun bir geni̧slemesi oldu¼gundan, sonuçta elde

edilen nesne fonksiyonunun ilkiyle ayn¬olaca¼g¬aç¬kt¬r. Ayr¬caK kategorisindeki her

bir X
f�! T (Y ), Y g�! T (Z) durumu için

g � f = �Z � T (g) � f

=
�
IT (Z) � IT 2(Z)

�
�
��
�T (Z) � g

�
� IT (Y )

�
� f

=
�
IT (Z) �

�
IT 2(Z) �

��
�T (Z) � g

�
� IT (Y )

���
� f

=
�
IT (Z) �

��
�T (Z) � g

�
� IT (Y )

��
� f

=
��
IT (Z) �

�
�T (Z) � g

��
� IT (Y )

�
� f

=
��
IT (Z) � g

�
� IT (Y )

�
� f

=
�
IT (Z) � g

�
�
�
IT (Y ) � f

�
= g � f

elde edilece¼ginden bu iki klon biçimli monad eşittir.

Sonuç 2.3.4.1 Monad ve klon biçimli monad kavramlar¬birbirine denktir. Verilen

bir (T ; �; �) monad¬, her bir X f�! T (Y ), Y g�! T (Z) durumu için
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g � f = �Z � T (g) � f

tan¬m¬yla verilen klon bileşke kullan¬larak bir klon biçimli monad olarak ele

al¬nabilir. Tersine her bir (T ; �; �) klon biçimli monad¬, T nesne fonksiyonunun

her A
f�! B mor�zmi için

T (f) = (�B � f) � IT (A)
de¼gerini verecek bir fonktöre geni̧sletilmesi ve her A nesnesi için

�A = IT (A) � IT 2(A)
tan¬m¬n¬n yap¬lmas¬yla bir (T ; �; �) monad¬olarak düşünülebilir.

Bu aşamadan sonra monad ve klon biçimli monad kavramlar¬ aras¬nda

adland¬rma d¬̧s¬nda bir ayr¬m yap¬lmayacak ve gerekli durumlarda iki tan¬m¬n

bileşenleri birbiri yerine kullan¬labilecektir.

Aşa¼g¬daki gösterimler kümeler ve fonksiyonlar kategorisi üzerindeki önemli

monadlardan biri olan çifte küme monad¬n¬n daha kolay bir biçimde tan¬t¬lmas¬na

yard¬mc¬olur.

Gösterim 2.3.4.1 a) A, B ve C kümeler olmak üzere, AB
C
gösterimi A(B

C)

kümesini belirtmek için kullan¬l¬r.

b) f : X ! B � Y Z bir fonksiyon ve z 2 Z sabit bir ö¼ge olsun. Bu durumda

[f (�)] (z) : X ! Y fonksiyonu

([f (�)] (z)) (x) = [f (x)] (z) ; 8x 2 X

biçiminde tan¬mlan¬r.

Aşa¼g¬daki örnekte, çifte kuvvet küme monad¬ad¬yla bilinen yap¬klon biçimli

olarak tan¬t¬l¬r.

Örnek 2.3.4.3 (Çifte Kuvvet Küme Monad¬) 2 = f0; 1g olmak üzere SET

üzerinde T2 : jSETj ! jSETj nesne fonksiyonu her bir A 2 jSETj kümesi için

T2 (A) = 22
A
olarak tan¬mlans¬n. Ayr¬ca

[�A (a)] (�) = � (a) ; 8A 2 jSETj ; 8a 2 A; 8� 2 2A

olsun. Bu durumda � : A ! 2 bir fonksiyon ve a 2 A oldu¼gundan her � 2 2A için

[�A (a)] (�) = � (a) 2 2 olup �A (a) : 2A ! 2 bir fonksiyon veya di¼ger bir yaz¬mla

�A (a) 2 22
A
olur. Dolay¬s¬yla her A kümesi için �A : A ! 22

A
bir fonksiyondur.

SET kategorisinde her fonksiyon bir mor�zm oldu¼gundan, her birA 2 jSETj kümesi
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için bir �A : A ! T2 (A) mor�zmi bulunmuş olur. SET kategorisindeki her bir

A
f�! T2 (B), B

g�! T2 (C) durumu için

[(g � f) (a)] (
) = [f (a)] ([g (�)] (
)) ; 8a 2 A; 8
 2 2C

tan¬m¬yap¬ls¬n. Burada, g : B ! 22
C
ve 
 2 2C oldu¼gundan [g (�)] (
) : B ! 2,

yani [g (�)] (
) 2 2B olur. f : A ! 22
B
ve a 2 A olmas¬ndan f (a) : 2B ! 2

ve [(g � f) (a)] (
) = [f (a)] ([g (�)] (
)) 2 2 oldu¼gu elde edilir. Böylece her a 2 A

için (g � f) (a) : 2C ! 2 bir fonksiyon olur ve buradan da g � f : A ! 22
C
, yani

A
g�f�! T2 (C) oldu¼gu görülür. Bu tan¬mlar ile verilen (T2; �; �) üçlüsünün SET

kategorisi üzerinde bir (klon biçimli) monad oldu¼gunun görülmesi için (M1), (M2) ve

(M3) koşullar¬n¬n sa¼glat¬lmas¬gereklidir. Kullan¬lan fonksiyonlar¬n tan¬m ve de¼ger

kümelerinin uyumuna dikkat edilmek üzere, (M1) koşulu SET kategorisindeki her

A
f�! T2 (B), B

g�! T2 (C), C
h�! T2 (D) durumu ve her a 2 A; � 2 2D için

[(h � (g � f)) (a)] (�) = [(g � f) (a)] ([h (�)] (�))

= [f (a)] ([g (�)] ([h (�)] (�)))

= [f (a)] ([(h � g) (�)] (�))

= [((h � g) � f) (a)] (�)

olmas¬ndan, (M2) her A
f�! T2 (B) durumu ve her a 2 A; b 2 B, � 2 2B için

[�B (b)] (�) = � (b) =) [�B (�)] (�) = �

ve dolay¬s¬yla

[(�B � f) (a)] (�) = [f (a)] ([�B (�)] (�))

= [f (a)] (�)

olmas¬ndan, (M3) ise her A
'�! B, B

g�! T2 (C) durumu ve her a 2 A; 
 2 2C için

[(g � (�B � ')) (a)] (
) = [(�B � ') (a)] ([g (�)] (
))

= [�B (' (a))] ([g (�)] (
))

= ([g (�)] (
)) (' (a))

= [g (' (a))] (
)

= [(g � ') (a)] (
)

olmas¬ndan elde edilir. Böylece (T2; �; �) SET üzerinde bir klon biçimli monad
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olur. Bu monada çifte kuvvet küme monad¬ad¬verilir. Çifte kuvvet küme monad¬

klon biçimli olmayan bir monad biçiminde yaz¬lmak istendi¼ginde gerekli geçi̧sler

yap¬larak, T2 nesne fonksiyonunun her bir A
f�! B mor�zmine kaŗs¬l¬k

([T2 (f)] (F )) (�) = F (� � f) ; 8F 2 22A ; 8� 2 2B

biçiminde tan¬ml¬bir T2 (A)
T2(f)�! T2 (B) mor�zm veren bir fonktöre tamamland¬¼g¬

ve çarp¬m do¼gal dönüşümünün her bir A kümesi için

[�A (�)] (�) = �
��
IT2(A) (�)

�
(�)
�
; 8� 2 222

2A

; 8� 2 2A

ile tan¬ml¬�A : T 22 (A)! T2 (A)mor�zmleri ile belirlendi¼gi görülebilir (Höhle, 2001).

Çifte kuvvet küme monad¬ tan¬m¬nda 2 = f0; 1g kümesi yerine boş olmayan

herhangi bir L kümesi al¬n¬rsa yine SET kategorisi üzerinde bir monad elde edilmi̧s

olur.

Örnek 2.3.4.4 L 6= ? sabit bir küme olmak üzere. TL : jSETj ! jSETj nesne

fonksiyonu

TL (A) = LL
A
; 8A 2 jSETj

biçiminde tan¬mlans¬n ve

[�A (a)] (�) = � (a) ; 8A 2 jSETj ; 8a 2 A; 8� 2 LA

olsun. Ayr¬ca SET kategorisindeki her bir A
f�! TL (B), B

g�! TL (C) durumu için

A
g�f�! TL (C) klon bileşke mor�zmi

[(g � f) (a)] (
) = [f (a)] ([g (�)] (
)) ; 8a 2 A; 8
 2 LC

ile tan¬mlans¬n. Bu durumda (TL; �; �) üçlüsünün SET kategorisi üzerinde bir (klon

biçimli) monad olaca¼g¬görülebilir. Bu monad SET üzerinde çifte L-kuvvet küme

monad¬ad¬n¬al¬r (Höhle, 2001).

Aşa¼g¬da, topolojik uzay kavram¬n¬n monadlar yard¬m¬ ile tan¬mlanmas¬nda

önemli bir rolü bulunan süzgeç monad¬tan¬t¬lmaktad¬r.

Örnek 2.3.4.5 (Süzgeç Monad¬) F2 : jSETj ! jSETj nesne fonksiyonu her bir

X kümesini, X üzerinde tan¬mlanabilen bütün süzgeçlerin kümesi olan F2 (X) �e

taş¬s¬n ve her X 2 jSETj için �X : X ! F2 (X) fonksiyonu

�X (x) = _x = fA � X j x 2 Ag 2 F2 (X) ; 8x 2 X

biçiminde tan¬mlans¬n. Ayr¬ca her bir f : X ! F2 (Y ), g : Y ! F2 (Z) fonksiyon

ikilisi için g � f : X ! F2 (Z) klon bileşkesi
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(g � f) (x) = fC � Z j fy 2 Y j C 2 g (y)g 2 f (x)g ; 8x 2 X

ile verilsin. Bu durumda (F2; �; �) üçlüsünün SET kategorisi üzerinde bir klon

biçimli monad oldu¼gu gösterilebilir. Bu monada süzgeç monad¬ad¬verilir (Höhle,

2001).

Herhangi bir kategori ve onun üzerinde verilmi̧s bir monad yard¬m¬yla Kleisli

kategorisi ad¬verilen yeni bir kategori oluşturmak mümkündür.

Tan¬m 2.3.4.4 T =(T ; �; �), bir K kategorisi üzerinde (klon biçimli) bir monad

olsun. hom
KT

, her X; Y 2 jKj için hom
KT

(X; Y ) = hom
K
(X; T (Y )) olacak biçimde

tan¬mlan¬rsa KT = ( jKj ; hom
KT

; �; � ) dörtlüsü de bir kategori olur. Bu kategoriye K

kategorisi üzerinde T monad¬yla üretilen Kleisli kategorisi denir (Höhle, 2001).

Bu tan¬ma göreKT kategorisinin nesneleriK kategorisinin nesneleriyle ayn¬olup

iki kategori aras¬ndaki temel fark mor�zmlerde ortaya ç¬kmaktad¬r. KT Kleisli

kategorisinde f : A �!
KT

B olmas¬n¬n anlam¬, K kategorisinde f : A �!
K
T (B)

olmas¬d¬r. A
f�!
KT

B ve B
g�!
KT

C, yani A
f�!
K
T (B) ve B g�!

K
T (C) olmas¬

durumunda klon bileşke tan¬m¬gere¼gi A
g�f�!
K
T (C) ve dolay¬s¬yla A g�f�!

KT

C olur.

Böylece klon bileşke, Kleisli kategorisinde normal bileşke olarak anlam kazan¬r. (M1)

koşulu bu bileşkenin birleşmelili¼gini garanti eder. Her A 2 jKj için �A : A �!
K
T (A)

oldu¼gundan Kleisli kategorisinde �A : A �!
KT

A �d¬r. Üstelik her A
f�!
KT

B için (M2)

koşulu gere¼gi �B � f = f olur ve (M3) �ün de kullan¬lmas¬yla

f � �A = f � (�A � IA) = f � IA = f

elde edilir. Dolay¬s¬yla �A, KT kategorisinde A nesnesinin birim mor�zmine kaŗs¬l¬k

gelir.

Kleisli kategorileri topoloji benzeri yap¬lar¬n tan¬mlanmas¬nda kullan¬̧sl¬d¬r.

Aşa¼g¬daki örnekte klasik topolojik uzay yap¬s¬, özel bir Kleisli kategorisi yard¬m¬yla

yeniden verilmektedir.

Örnek 2.3.4.6 F2 = (F2; �; �), SET üzerindeki süzgeç monad¬n¬göstersin. Bir X

kümesi verilsin ve u X �in SETF2 Kleisli kategorisine göre bir endomor�zmi, yani

u 2 End
SETF2

(X) = hom
SETF2

(X;X) = hom
SET

(X;F2 (X)) olsun. Ayr¬ca F2 (X) üzerindeki �

s¬ralamas¬ndan yararlan¬larak End
SETF2

(X) üzerinde

f � g () f (x) � g (x) ; 8x 2 X
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ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlans¬n. Bu durumda,

(i) u � �X

(ii) u � u � u

koşullar¬sa¼glan¬yorsa u, X için klasik anlamda bir komşuluk sitemi olur. Gerçekten

X üzerindeki bir komşuluk sisteminin, her bir x 2 X için

(N0) X 2 N (x)

(N1) A 2 N (x) =) x 2 A

(N2) A 2 N (x) ve A � B =) B 2 N (x)

(N3) A;B 2 N (x) =) A \B 2 N (x)

(N4) A 2 N (x) =) 9U 2 N (x) öyle ki U � A ve 8y 2 U için U 2 N (y)

koşullar¬n¬ gerçekleyen bir fN (x)gx2X � P2 (X) ailesi oldu¼gu hat¬rlanarak

fu (x)gx2X ailesinin de X üzerinde bir komşuluk sistemine kaŗs¬l¬k geldi¼gi

gösterilebilir. (Daha genel bir durum Teorem 3.3.1 alt¬nda kan¬tlanmaktad¬r).

Ayr¬ca X üzerindeki komşuluk sistemleri ve topolojiler aras¬nda bire bir

örten bir eşleme bulundu¼gundan, yukar¬daki iki koşulu sa¼glayan her bir u

SETF2-endomor�zmi, tan¬ml¬oldu¼gu küme üzerinde bir topoloji belirler ve koşullar¬

gerçekleyen herhangi iki X u����!
SETF2

X ve Y v����!
SETF2

Y endomor�zminin belirledi¼gi

topolojilere göre bir f : X ! Y fonksiyonunun sürekli olmas¬ için gerek ve yeter

koşulun

(v � f) (x) � [(�Y � f) � u] (x) ; 8x 2 X

olmas¬oldu¼gu görülebilir (Höhle, 2001).
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3 ÇOK DE¼GERL·I TOPOLOJ·IK YAPILAR

3.1 Çok De¼gerli Topolojik Uzaylar

Tan¬m 3.1.1 X herhangi bir küme, G = (L;�;
) bir tam grupoid ve � � LX

olsun.

(O1) 1X 2 �

(O2) f; g 2 � =) f 
 g 2 �

(O3) ffigi2I � � =)
W
i2I
fi 2 �

koşullar¬ sa¼glan¬yorsa � �ya X üzerinde bir G-de¼gerli topoloji (veya k¬saca

G-topoloji), (X; �) ikilisine bir G-de¼gerli topolojik uzay (veya k¬saca G-topolojik

uzay) denir. Belirli bir tam grupoid ad¬ verilmek istenmedi¼ginde bu tür yap¬lar

s¬ras¬yla çok de¼gerli topoloji (many valued topology) ve çok de¼gerli topolojik uzay

biçiminde adland¬r¬l¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Boş küme ? : ? ! L boş fonksiyonu olarak da ele al¬nabildi¼ginden X = ?

olmas¬ durumunda L? = f?g eşitli¼gi vard¬r. Özel olarak, 8x 2 ?, ? (x) = 1

önermesi 1? = ? olmas¬n¬gerektirdi¼ginden � = f?g � L? için (O1) geçerlidir.

Benzer olarak ? 
 ? = ? eşitli¼gi elde edilebilir. L? tek ö¼geli oldu¼gundan (O3)�ün

sa¼gland¬¼g¬ da aç¬kt¬r. Böylece X = ? olmas¬ durumunda X üzerindeki tek

G-topoloji � = f?g G-topolojisi olur (Höhle ve �ostak, 1999). (O2)�de kullan¬lan


 i̧slemi, G = (L;�;
) tam grupoidindeki i̧slemin Tan¬m 2.1.10�a göre yap¬lan

geni̧slemesidir. (O3)�teki eküs al¬m¬da LX kafesi içerisinde gerçekleşmektedir. X

üzerinde verilen herhangi bir � G-topolojisi için ? � � ve
W
i2?

fi = 0X olaca¼g¬ndan

0X 2 � olmas¬her zaman sa¼glan¬r (Höhle ve �ostak, 1999). Tan¬m 3.1.1�de özel

olarak G = 2 = (2;�;\) tam grupoidi al¬n¬rsa, elde edilecek yap¬n¬n bir klasik

topolojiye kaŗs¬l¬k gelece¼gi görülebilir. Aksine, bir küme üzerindeki klasik anlamdaki

her bir topoloji, bir 2-de¼gerli topoloji olarak düşünülebilir. Bir X kümesi üzerindeki

bütün G-topolojilerin ailesi TG (X) ile gösterilir. TG (X) ailesinin herhangi say¬daki

kesi̧sim alt¬nda kapal¬oldu¼gunu görmek kolayd¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Tan¬m 3.1.2 X bir küme, G bir tam grupoid, % 6= ? ve % � LX olsun. X üzerindeki

� % =
T
f� 2 TG (X) j % � �g G-topolojisine % �nun X üzerinde üretti¼gi G-topoloji

denir ve % �nun � % için bir alt taban oldu¼gu söylenir (Höhle ve �ostak, 1999).
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Belirli bir X kümesi ve G-tam grupoidi için TG (X) ailesinin � ba¼g¬nt¬s¬na göre

bir kafes olaca¼g¬ aç¬kt¬r. X üzerindeki � 1 ve � 2 gibi iki G-topolojinin kesi̧simi

X üzerinde yine bir G-topoloji olaca¼g¬ndan bu kafeste � 1 ^ � 2 = � 1 \ � 2 �dir.

Kafesin eküs i̧slemi ise Tan¬m 3.1.2�deki gösterim alt¬nda � 1 _ � 2 = � �1[�2 biçiminde

gelir. Ayr¬ca, herhangi say¬da G-topolojinin kesi̧simi yine bir G-topoloji oldu¼gundan

Teorem 2.1.1�deki (LC�) koşulu sa¼glan¬r ve (TG (X) ;�) bir tam kafes olur (Höhle

ve �ostak, 1999).

Örnek 3.1.1 Her G = (L;�;
) tam grupoidi ve her X kümesi için LX �in X

üzerinde bir G-topoloji olaca¼g¬ görülebilir. Bu G-topoloji �dis ile gösterilir ve

(TG (X) ;�) kafesinin en büyük ö¼gesidir. Tam grupoid i̧slemi 1X 
 0X 2 f0X ; 1Xg

olmas¬n¬gerektirmedi¼ginden f0X ; 1Xg kümesiX üzerinde birG-topoloji olmayabilir.

Ancak bu küme Tan¬m 3.1.2�deki şekilde birG-topoloji üretir. (TG (X) ;�) kafesinin

en küçük ö¼gesi olan bu G-topoloji � ind ile gösterilir (Höhle ve �ostak, 1999).

Örnek 3.1.2 (TG (X) ;�) kafesinin özel ö¼gelerinden biri de � (S)ind = faX j a 2 Lg

kümesidir. Tan¬m 2.1.10 gösterimleri alt¬nda her a; b 2 L için aX 
 bX = (a
 b)X
ve her faigi2I � L için

W
i2I
(ai)X =

�W
i2I
ai

�
X

olaca¼g¬na dikkat edilirse gerçekten

�
(S)
ind 2 TG (X) oldu¼gu görülür (Höhle ve �ostak, 1999).

Genel olarak � ind = f0X ; 1Xg olmas¬gerekmemekle birlikte � ind � �
(S)
ind olmas¬her

zaman sa¼glan¬r. Ayr¬ca X �in en az iki farkl¬ö¼gesi bulunmas¬durumunda herhangi

bir x0 2 X için f (x) =
�
1; x = x0
0; x 6= x0

ile tan¬mlanan f 2 LX için f =2 � (S)ind olaca¼g¬ndan

�
(S)
ind $ �dis olur. Dolay¬s¬yla iki veya daha çok eleman¬bulunan bir küme üzerinde

� ind ve �dis G-topolojileri her zaman birbirinden farkl¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Tan¬m 3.1.3 X herhangi bir küme, G = (L;�;
) bir tam grupoid olsun.

Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir � : X ! L(L
X) dönüşümüne X için bir G-de¼gerli

komşuluk sistemi (veya k¬saca G-komşuluk sistemi) denir (Höhle, 2001).

(U0) [� (x)] (1X) = 1 , 8x 2 X

(U1) f � g =) [� (x)] (f) � [� (x)] (g) , 8f; g 2 LX , 8x 2 X

(U2) [� (x)] (f)
 [� (x)] (g) � [� (x)] (f 
 g) , 8f; g 2 LX , 8x 2 X

(U3) [� (x)] (f) � f (x), 8x 2 X

(U4) [� (x)] (f) �
W�

[� (x)] (h) j h 2 LX ; h (y) � [� (y)] (f) ;8y 2 X
	
,

8f 2 LX , 8x 2 X
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Önerme 3.1.1 � : X ! L(L
X) dönüşümü birX kümesi için bir G-de¼gerli komşuluk

sistemi ise, her bir x 2 X için � (x) : LX ! L dönüşümü bir G-de¼gerli süzgeçtir

(Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. (U3) 0X 2 LX için uygulan¬rsa [� (x)] (0X) � 0X (x) = 0 elde edilece¼ginden,

her x 2 X için � (x) 2 L(LX) ö¼gesi (F3) belitini sa¼glar. (U0), (U1) ve (U2)�nin de

s¬ras¬yla (F0), (F1) ve (F2)�ye kaŗs¬l¬k geldikleri hemen görülür.

Bir X kümesi için bir � G-komşuluk sistemi verildi¼ginde her bir f 2 LX ö¼gesi

için f� (x) = [� (x)] (f) ; 8x 2 X biçiminde bir f� 2 LX fonksiyonu tan¬mlanabilir.

Bu gösterim yard¬m¬yla G-de¼gerli komşuluk sistemi belitlerini aşa¼g¬daki gibi daha

sade bir biçimde ifade etmek mümkündür:

(U0) (1X)� = 1

(U1) f � g =) f� � g� , 8f; g 2 LX

(U2) f� 
 g� � (f 
 g)� , 8f; g 2 LX

(U3) f� � f , 8f 2 LX

(U4) f� �
W�

h� j h 2 LX ; h � f�
	
, 8f 2 LX

Gösterim 2.3.4.1 alt¬nda f� = [� (�)] (f) oldu¼guna dikkat edilebilir.

Teorem 3.1.1 BirG = (L;�;
) tam grupoidi ve birX kümesi verilsin. X üzerinde

bir � G-topolojisi verildi¼ginde, her f 2 LX için f�� =
W
fh 2 � j h � fg olacak

biçimde tan¬mlanan �� , X için bir G-komşuluk sistemidir. Benzer şekilde, herhangi

bir � : X ! L(L
X) G-komşuluk sistemi için �� =

�
f 2 LX j f � f�

	
kümesi X

üzerinde bir G-topoloji olur. Bunun yan¬nda her bir � G-topolojisi için ��� = � ve

her � G-komşuluk sistemi için ��� = � eşitlikleri vard¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. X üzerinde bir � G-topolojisi verilsin ve �� , f�� =
W
fh 2 � j h � fg

biçiminde tan¬mlans¬n. �� için (U0)�¬n sa¼gland¬¼g¬ (O1)�den, (U1)�in sa¼gland¬¼g¬

eküsün s¬ra korurlu¼gundan, (U3)�ün sa¼gland¬¼g¬�� �nun tan¬m¬ndan görülür.

Yukar¬da geçerlili¼gi elde edilen (U3)�ten, herhangi f; g 2 LX fonksiyonlar¬ için

f�� � f , g�� � g oldu¼gu görülür. Ayr¬ca (O3)�ten dolay¬f�� ; g�� 2 � , (O2)�den

dolay¬f�� 
 g�� 2 � ve 
 i̧sleminin s¬ra korurlu¼gundan dolay¬da f�� 
 g�� � f 
 g

olur ve buradan f�� 
 g�� 2 fh 2 � j h � f 
 gg elde edilir. Dolay¬s¬yla,

f�� 
 g�� �
W
fh 2 � j h � f 
 gg = (f 
 g)��

olup (U2) elde edilir.
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f 2 LX olsun. Bu durumda (f�� )�� 2
�
h�� j h 2 LX ; h � f��

	
olur. Ancak

(O3) f�� 2 � olmas¬n¬ gerektirdi¼ginden f�� 2 fh 2 � j h � f��g �dir. Buradan

f�� =
W
fh 2 � j h � f��g = (f�� )�� eşitli¼gi ve f�� 2

�
h�� j h 2 LX ; h � f��

	
oldu¼gu görülür. Böylece f� �

W�
h�� j h 2 LX ; h � f�

	
olup (U4) de elde edilir.

Di¼ger taraftanX için herhangi bir � : X ! L(L
X) G-komşuluk sistemi verilsin ve

�� =
�
f 2 LX j f � f�

	
kümesi tan¬mlans¬n. Bu durumda �� �nun (O1)�i sa¼glad¬¼g¬

(U0)�dan, (O2)�yi sa¼glad¬¼g¬(U2)�den ve 
 i̧sleminin s¬ra korurlu¼gundan görülür.

ffigi2I � �� olsun. I = ? ise
W
i2I
fi = 0X olup (U3)�ten dolay¬

W
i2I
fi 2 �� �dur.

I 6= ? ve her i 2 I için fi 2 �� ise �� �nun tan¬m¬yan¬nda, (U1) gere¼gi her i 2 I için

(fi)� �
�W
i2I
fi

�
�

olaca¼g¬kullan¬l¬rsa _
i2I
fi �

_
i2I
(fi)u �

�W
i2I
fi

�
�

eşitizli¼gine ulaş¬l¬r. Böylece
W
i2I
fi 2 �� olup �� (O3)�ü de sa¼glar.

� X üzerinde bir G-topoloji olsun. Her f 2 LX ve her x 2 X içinW
fh 2 � j h � fg � f

olaca¼g¬na dikkat edilip (O3) kullan¬l¬rsa

f 2 ��� () f � fu�

() f �
_
fh 2 � j h � fg

() f =
_
fh 2 � j h � fg

() f 2 �

elde edilece¼ginden ��� = � �dur.

Son olarak, X için bir � G-komşuluk sistemi verilsin. Her f 2 LX için

f��� =
W
fh 2 �� j h � fg =

W�
h 2 LX j h � h�; h � f

	
olur. (U4) ve (U1)�den f� �

W�
h� j h 2 LX ; h � f�

	
� (f�)� oldu¼gu görülür.

Ayr¬ca (U3)�ten dolay¬f� � f �tir. Böylece f� 2
�
h 2 LX j h � h�; h � f

	
olur ve

f� � f��� eşitsizli¼gi elde edilir. Di¼ger taraftan her h 2
�
h 2 LX j h � h�; h � f

	
için (U1) yard¬m¬yla h � h� � f� olaca¼g¬görülür veW�

h 2 LX j h � h�; h � f
	
� f�

bulunur. Her f 2 LX için f��� = f� olmas¬ndan ��� = � eşitli¼gine ulaş¬l¬r.
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Yukar¬daki teoremde elde edilen sonuçlara dayan¬larak, bir X kümesi üzerindeki

bir G-topoloji ile bu G-topolojiye kaŗs¬l¬k gelen G-komşuluk sistemi bir tutulabilir.

Tan¬m 3.1.4 X bir küme,G = (L;�;
) bir tam grupoid olsun. Aşa¼g¬daki koşullar¬

gerçekleyen bir I : LX ! LX dönüşümüneX üzerindeG �ye göre bir kesin eşçekirdek

(strict conucleus) veya bir G-iç operatörü ad¬verilir (Höhle, 2001).

(I0) I (1X) = 1

(I1) f � g =) I (f) � I (g) , 8f; g 2 LX

(I2) I (f)
 I (g) � I (f 
 g) , 8f; g 2 LX

(I3) I (f) � f , 8f 2 LX

(I4) I (f) � I (I (f)) , 8f 2 LX

Teorem 3.1.2 BirG = (L;�;
) tam grupoidi ve birX kümesi verilsin. X üzerinde

G �ye göre bir I kesin eşçekirde¼gi verildi¼ginde, her f 2 LX için f�I = I (f) olacak

biçimde tan¬mlanan �I , X için bir G-komşuluk sistemidir. Aksine, X için bir �

G-komşuluk sistemine kaŗs¬l¬k, her f 2 LX için I� (f) = f� biçiminde tan¬mlanan

I dönüşümü X üzerinde bir kesin eşçekirdektir. Ayr¬ca her I kesin eşçekirde¼gi için

I�I = I, her � G-komşuluk sistemi için �I� = � olur (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. Verilen geçi̧sler alt¬nda I�I = I, �I� = � eşitliklerinin varl¬¼g¬ve (I0), (I1),

(I2), (I3)�ün s¬ras¬yla (U0), (U1), (U2), (U3)�e eşde¼ger olmas¬kolayca görülür.

Her f 2 LX için f� �
W�

h� j h 2 LX ; h � f�
	
olsun. Bu durumda,

I� (f) �
W�
I� (h) j h 2 LX ; h � I� (f)

	
oldu¼gundan ve h � I� (f) olmas¬ I� (h) � I� (I� (h)) olmas¬n¬ gerektirdi¼ginden

I� (f) � I� (I� (h)) elde edilir ve (U4)�ün (I4)�ü gerektirdi¼gi görülür.

Tersine, her f 2 LX için I (f) � I (I (f)) oldu¼gu kabul edilirse f�I � (f�I)�I ve

(f�I)�I 2
�
h�I j h 2 LX ; h � f�I

	
olaca¼g¬ndan f�I �

W�
h�I j h 2 LX ; h � f�I

	
olur. Dolay¬s¬yla (I4) de (U4)�ü gerektirir.

Teorem 3.1.1 ve yukar¬daki teorem ¬̧s¬¼g¬nda G �ye göre kesin eşçekirdek ve

G-de¼gerli topoloji kavramlar¬n¬n birbirlerine denk oldu¼gu söylenebilir. Bunlar

aras¬ndaki geçi̧s G-de¼gerli komşuluk sistemleri vas¬tas¬yla yap¬l¬r ve gerekti¼ginde

��I yerine �I , I�� yerine de I� yaz¬l¬r. Ayr¬ca � bir X kümesi üzerinde bir G-de¼gerli

topolojik uzay ve g 2 LX ise I� (g) yerine, g �nin içi olarak okunan go yaz¬m¬da

kullan¬l¬r. go =
W
fh 2 � j h � gg oldu¼gunu görmek kolayd¬r.
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3.1.1 G�-De¼gerli Topolojik Uzaylar

G = (L;�; �) bir s¬k¬ kareköklü GL-monoid olsun. Bu durumda Gösterim

2.1.5.1 ile tan¬t¬lan G� = (L;�;~) üçlüsünün bir cl-kuasi monoid belirledi¼gi

Önerme 2.1.5.8�den bilinmektedir. Bu bölümün amac¬, bu biçimde ortaya

ç¬kan tam grupoidler üzerinde kurulan çok de¼gerli topolojilerin daha geli̧smi̧s bir

s¬n¬�and¬rmas¬n¬ yapmak ve bunlar¬n genele üstün özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬na

zemin haz¬rlamakt¬r.

Herhangi çok de¼gerli topolojik uzaylar üzerinde çal¬̧s¬ld¬¼g¬nda sabit fonksiyonlar¬n

sürekli olmalar¬gerekmez. Bu durumun bir örne¼gi, çok de¼gerli topolojik uzaylar

aras¬ndaki fonksiyonlar için süreklilik kavram¬tan¬mland¬ktan sonra Örnek 3.2.1.1

ile verilecektir. Genelde istenmeyen bu durumun üstesinden gelmenin yollar¬ndan

biri aşa¼g¬daki tan¬mlamalara gitmektir.

Tan¬m 3.1.1.1 X bir küme, � X üzerinde bir G�-de¼gerli topoloji olsun ve her bir

a 2 L için, aX : X ! L ile her noktada a de¼gerini alan sabit fonksiyon gösterilsin.

a) Her a 2 L için aX 2 � oluyorsa � �nun zay¬f tabakal¬oldu¼gu söylenir.

b) Her g 2 � ve her a 2 L için a � g 2 � ise � �ya tabakal¬denir (Höhle, 2001).

G�-de¼gerli topolojik uzay¬n (zay¬f) tabakal¬olmas¬, uzay¬belirleyen G�-de¼gerli

topolojinin (zay¬f) tabakal¬olmas¬biçiminde tan¬mlan¬r. Bir X kümesi üzerindeki

bütün tabakal¬G�-topolojilerin kümesi T
(S)
G�
(X) ile gösterilir (Höhle, 2001).

Önerme 3.1.1.1 Her tabakal¬G�-topoloji zay¬f tabakal¬d¬r (Höhle, 2001).

Kan¬t. (X; �) tabakal¬ bir G�-de¼gerli topolojik uzay olsun. G = (L;�; �) bir

GL-monoid oldu¼gundan kesin çift yanl¬olup her bir a 2 L için a � 1X = aX �tir.

Böylece � �nun zay¬f tabakal¬olmas¬Tan¬m 3.1.1�in (O1) koşulundan elde edilir.

S¬k¬kareköklü GL-monoidin ikili i̧slemi, içerisindeki kafes yap¬s¬ndan gelen ebas

i̧slemine eşit olsun, yani G = (L;�;^) olarak verilsin ve G^ = (L;�; 
̂) olarak

tan¬mlans¬n. G eşgüçlü oldu¼gundan her a 2 L için
p
a = a olup 
̂ = ^ �dir.

Dolay¬s¬yla G^ = (L;�;^) yaz¬lmas¬nda herhangi bir sak¬nca yoktur. Böyle bir

tam grupoid üzerinde verilen topolojilerde tabakal¬l¬k ve zay¬f tabakal¬l¬k kavramlar¬

birbirine denktir.

Önerme 3.1.1.2 (X; �) bir G^-de¼gerli topolojik uzay olmak üzere, � �nun tabakal¬

olmas¬için gerek ve yeter koşul � �nun zay¬f tabakal¬olmas¬d¬r (Höhle, 2001).

88



Kan¬t. Birinci yön Teorem 3.1.1.1�e kaŗs¬l¬k gelir.

� zay¬f tabakal¬, g 2 � , a 2 L olsun. Bu durumda aX 2 � olaca¼g¬ndan (O2)�den

a ^ g = aX ^ g 2 � elde edilir. Dolay¬s¬yla � tabakal¬d¬r.

Örnek 3.1.1.1 Bir G� tam grupoidi üzerinde çal¬̧s¬l¬yor olsun ve bir X kümesi

verilsin. Bu durumda Örnek 3.1.2�de tan¬t¬lan � (S)ind �in X üzerinde bir tabakal¬(ve

dolay¬s¬yla zay¬f tabakal¬) G�-de¼gerli topoloji olaca¼g¬görülebilir. Üstelik �
(S)
ind , X

üzerindeki her (zay¬f) tabakal¬G�-topolojinin bir alt kümesidir. Dolay¬s¬yla bir X

kümesi üzerindeki (zay¬f) tabakal¬G�-de¼gerli topolojilerin en küçü¼gü vard¬r ve �
(S)
ind �e

eşittir. Ayr¬ca �dis = LX G�-de¼gerli topolojisi de tabakal¬olaca¼g¬ndan X üzerindeki

(zay¬f) tabakal¬G�-topolojilerin en büyü¼gü de vard¬r ve �dis �e eşittir (Höhle, 2001).

Bir G�-de¼gerli topolojik uzay¬n tabakal¬ veya zay¬f tabakal¬ olmas¬n¬ Tan¬m

2.2.1.3�te verilen özel G�-süzgeç türleri yard¬m¬yla belirlemek de mümkündür.

Önerme 3.1.1.3 (X; �) birG�-topoloji, �� � �ya kaŗs¬l¬k gelenG�-komşuluk sistemi

olsun. � �nun (zay¬f) tabakal¬olmas¬için gerek ve yeter koşul her x 2 X için �� (x)

G�-süzgecinin (zay¬f) tabakal¬olmas¬d¬r (Höhle, 2001).

Kan¬t. ( =) ) : Teorem 3.1.1�e göre, her bir f 2 LX ve her bir x 2 X için

f�� (x) = [�� (x)] (f) gösterimi alt¬nda �� , her f 2 LX için f�� =
W
fh 2 � j h � fg

olacak biçimde tan¬ml¬d¬r.

(X; �) zay¬f tabakal¬ olsun ve bir f 2 LX fonksiyonu verilsin. a 2 L ö¼gesi

a =
V
x2X

f (x) biçiminde tan¬mlans¬n. � zay¬f tabakal¬ oldu¼gundan aX 2 � �dur.

Böylece,^
x2X

f (x) = aX (x) �
�_
fh 2 � j h � fg

�
(x) = f�� (x) = [�� (x)] (f)

olup her x 2 X için �� (x) G�-de¼gerli süzgecinin zay¬f tabakal¬oldu¼gu görülür.

(X; �) tabakal¬olsun. Bu durumda her x 2 X, f 2 LX için

a � [�� (x)] (f) = a �
�_
fh 2 � j h � fg

�
(x)

=
_
fa � h (x) j h 2 � ; h � fg

�
_
f(a � h) (x) j h 2 � ; a � h � a � fg

�
_
fk (x) j k 2 � ; k � a � fg

= [�� (x)] (a � f)
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olaca¼g¬ndan her x 2 X için �� (x) bir tabakal¬G�-süzgeçtir.

((=) : Teorem 3.1.1�den � = ��� =
�
f 2 LX j f � f��

	
oldu¼gu görülür.

Her x 2 X için �� (x) G�-süzgeci zay¬f tabakal¬olsun. Bu durumda her f 2 LX

için
V
x2X

f (x) � [�� (x)] (f) = f�� (x) �tir ve her bir a 2 L, x 2 X için

aX (x) = a �
^
x2X

a =
^
x2X

aX (x) � (aX)�� (x)

olmas¬ndan aX 2 � oldu¼gu ç¬kar.

a 2 L, g 2 � olsun. Her x 2 X için �� (x) G�-süzgeci tabakal¬ise her x 2 X

için a � [�� (x)] (g) � [�� (x)] (a � g), yani a � g�� � (a � g)�� olur. Ayr¬ca g 2 �

oldu¼gundan g � g�� �dur ve böylece a � g � a � g�� � (a � g)�� elde edilerek a � g 2 �

oldu¼gu görülür.

Kan¬t¬ aç¬k olan aşa¼g¬daki önerme bir G�-topolojinin tabakal¬laşt¬r¬lmas¬ndan

bahsedilmesini olanakl¬k¬lar.

Önerme 3.1.1.4 Belirli bir X kümesi üzerinde verilen herhangi say¬daki tabakal¬

G�-topolojinin kesi̧simi de yine bir tabakal¬G�-topolojidir (Höhle, 2001).

Bir X kümesi üzerindeki �dis G�-de¼gerli topolojisi, X üzerinde verilen her bir

G�-topolojiyi kapsayan bir tabakal¬ G�-topoloji oldu¼gundan, aşa¼g¬daki tan¬mda

arakesiti al¬nacak olan küme boş de¼gildir.

Tan¬m 3.1.1.2 � bir X kümesi üzerinde bir G�-de¼gerli topoloji olsun. Bu durumda

� (S) =
Tn

� 0 2 T(S)G� (X) j � � � 0
o
G�-topolojisine � �nun tabakal¬kabu¼gu (strati�ed

hull) ad¬verilir (Höhle, 2001).

� tabakal¬ise � (S) = � oldu¼gunu ve � ind �in tabakal¬kabu¼gunun gerçekten �
(S)
ind �e

eşit oldu¼gunu görmek kolayd¬r.

Tan¬m 3.1.1.3 Bir G� tam grupoidi verilsin ve B � LX olsun.

(B1) 1X ; 0X 2 B

(B2) f1; f2 2 B =) f1 ~ f2 2 B

koşullar¬sa¼glan¬yorsa B �ye X için bir tabakal¬G�-taban denir (Höhle, 2001).

Önerme 3.1.1.5 X bir küme ve B, X için bir tabakal¬ G�-taban olsun. Bu

durumda,

� hBi =

�W
i2I
(ai � gi) j 9I 2 jSETj ; 8i 2 I; ai 2 L; gi 2 B

�
kümesi X üzerinde tabakal¬bir G�-topolojidir (Höhle, 2001).
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Kan¬t. (O1) koşulu (B1)�den ve her GL-monoidin kesin çift yanl¬olmas¬ndan gelir.

0X 2 B oldu¼gundan I0 = f0g ; a0 = 0; g0 = 0X al¬n¬p 0X = 0 � 0X =
W
i2I0

(ai � gi)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla � �nun her bir ö¼gesi 8i 2 I için ai 2 L; gi 2 B olmas¬n¬

gerçekleyen bir I 6= ? damga kümesi üzerinden ai � gi �lere göre al¬nan bir eküs

i̧sleminin sonucu olarak elde edilebilir.

f; h 2 � olsun. 8i 2 I; ai 2 L; gi 2 B, 8j 2 J; bj 2 L; kj 2 B ve f =
W
i2I
(ai � gi),

h =
W
j2J
(bj � kj) olacak biçimde I; J 6= ? damga kümeleri vard¬r. Böylece (O2)

koşulu, Önerme 2.1.5.5, (S3) ve (B2) kullan¬larak aşa¼g¬daki şekilde elde edilir:

f ~ g =
rW

i2I
(ai � gi) �

rW
j2J
(bj � kj)

=
_
i2I

p
ai � gi �

_
j2J

p
bj � kj

=
_
i2I

�
(
p
ai �
p
gi) _

p
0
�
�
_
j2J

��p
bj �

p
kj

�
_
p
0
�

=
_

(i;j)2I�J

��
(
p
ai �
p
gi) _

p
0
�
�
��p

bj �
p
kj

�
_
p
0
��

=
_

(i;j)2I�J

�p
ai �

p
bj �
p
gi �

p
kj

�
_
_
i2I

�p
ai �
p
gi �
p
0
�
_
_
j2J

�p
bj �

p
kj �
p
0
�

=
_

(i;j)2I�J

��p
ai �

p
bj

�
� (gi ~ kj)

�
_
_
i2I
(
p
ai � (gi ~ 0X)) _

_
j2J

�p
bj � (kj ~ 0X)

�
(O3) koşulu ve � �nun tabakal¬l¬¼g¬ise � �nun tan¬m¬n¬n direkt sonucudur.

Tan¬m 3.1.1.4 X bir küme, B X için bir tabakal¬G�-taban olmak üzere Önerme

3.1.1.5�te verilen � hBi topolojisine B �nin üretti¼gi tabakal¬ G�-topoloji denir.

Herhangi bir � G�-topolojisi için � = � hBi ise B �nin � için bir taban oldu¼gu söylenir

(Höhle, 2001).

Önerme 3.1.1.6 (X; �) bir G�-de¼gerli topolojik uzay ise � , X için bir tabakal¬

G�-taband¬r ve � h�i = � (S) �dir (Höhle, 2001).

Kan¬t. � �nun tabakal¬G�-taban oldu¼gu G�-de¼gerli topoloji tan¬m¬ndan kolayca

görülür. Böylece Önerme 3.1.1.5�ten � h�i �nun � �yu kapsayan tabakal¬bir G�-de¼gerli

topoloji oldu¼gu görülerek � (S) � � h�i elde edilir.

� 0 X üzerinde tabakal¬bir G�-topoloji ve � � � 0 olsun. f 2 � h�i ise her i 2 I

için ai 2 L; gi 2 � ve f =
W
i2I
(ai � gi) olacak biçimde bir I 6= ? damga kümesi

bulunabilir. Her i 2 I için gi 2 � � � 0 ve � 0 tabakal¬oldu¼gundan her i 2 I için
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ai � gi 2 � 0 olur ve (O3)�ten
W
i2I
(ai � gi) 2 � 0 elde edilir. Böylece X üzerindeki her

bir � 0 tabakal¬G�-de¼gerli topolojisi için � h�i � � 0 olup

� h�i �
\n

� 0 2 T(S)G� (X) j � � � 0
o
= � (S)

oldu¼gu da elde edilmi̧s olur.

Tan¬m 3.1.1.5 (X; �) tabakal¬bir G�-topolojik uzay olsun. g 2 � ve g �
p
0X

olmas¬
�p
0X ! g

�2 2 � olmas¬n¬gerektiriyorsa � �nun bir kat¬ (rigid) G�-de¼gerli

topoloji oldu¼gu söylenir. (X; �) �nun kat¬olmas¬, � �nun kat¬olmas¬olarak tan¬mlan¬r

(Höhle, 2001).

Yukar¬daki tan¬mda
p
0X , LX kümesinin X �in her noktas¬nda

p
0 2 L de¼gerini

alan ö¼gesini göstermektedir.

Örnek 3.1.1.2 a) Her bir X kümesi için (X; �dis) �in bir kat¬G�-de¼gerli topolojik

uzay olaca¼g¬aç¬kt¬r.

b) Herhangi bir X kümesi üzerinde � (S)ind = faX j a 2 Lg G�-de¼gerli topolojisi

verilsin. g 2 � ise g = aX olacak biçimde bir a 2 L vard¬r ve böylece

g �
p
0X =) a �

p
0 =)

�p
0X ! g

�2
=
�p
0X ! aX

�2
=
h�p

0! a
�2i

X
2 �

olup � (S)ind kat¬d¬r (Höhle, 2001).

Son olarak bu bölümde klasik çarp¬m uzay¬ kavram¬n¬n tabakal¬ G�-de¼gerli

topolojik uzaylardaki bir benzeri tan¬mlanacakt¬r. Herhangi G-de¼gerli topolojik

uzaylar¬n çarp¬m¬da kategori teorisinin imkanlar¬yard¬m¬yla tan¬mlanabilir olmakla

birlikte, çok de¼gerli çarp¬m uzaylar¬n¬n özelliklerinin bu çal¬̧smada böyle bir

genellikte incelenmesine gerek duyulmam¬̧st¬r.

Sadeli¼gi sa¼glamak amac¬yla aşa¼g¬daki önermede ve sonras¬nda a1 � a2 � � � � � an
çoklu kuantal i̧slemi k¬saca

n�
i=1

ai biçiminde yaz¬lacakt¬r.

Önerme 3.1.1.7 f(Xi; � i) j i 2 Ig tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzaylar¬n bir ailesi

olsun. X =
Q
i2I
Xi, fXi j i 2 Ig küme ailesinin çarp¬m¬n¬; �i0 : X ! Xi0, çarp¬m

kümesinden tan¬mlanan izdüşüm fonksiyonlar¬n¬göstersin. X kümesindeki her bir

x = (xi)i2I noktas¬ve her h 2 LX için,

[� (x)] (h) =
Wn n�

k=1
[�� ik (xik)] (fik) j

n�
k=1

(fik � �ik) � h ve 8k; 1 � k � n için

fik 2 LXik ; fi1; i2; : : : ; ing � I; n 2 N
	

ile tan¬mlanan � : X ! L(L
X) dönüşümü

Q
i2I
Xi kümesi üzerinde bir G�-de¼gerli
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komşuluk sistemidir ve � �a kaŗs¬l¬k gelen (X; ��) G�-de¼gerli topolojik uzay¬

tabakal¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. x = (xi)i2I 2 X olsun. Herhangi bir i1 2 I ve her y = (yi)i2I 2 X için�
1Xii � �i1

�
(y) = 1Xi1 (yi1) = 1 � 1 = 1X (y)

oldu¼gundan
1�

k=1
[�� ik (xik)](1Xik ) =

�
�� i1 (xi1)

� �
1Xi1

�
= 1

de¼geri [� (x)] (1X) �i veren eküs hesab¬na kat¬l¬r. Dolay¬s¬yla [� (x)] (1X) = 1 olmak

zorundad¬r, yani (U0) sa¼glan¬r. (U1)�in geçerlili¼gi de kolayca görülür. (U2) Teorem

2.2.1.1�de (F2)�nin gösterili̧sine benzer biçimde elde edilir.
n�
k=1
(fik � �ik) � h ise, her

bir �� ik için (U3)�ün kullan¬lmas¬yla
n�
k=1
[�� ik (xik)] (fik) �

n�
k=1

fik (xik) =
n�
k=1
(fik � �ik) (x) � h (x)

bulunur ve (U3)�ün � için sa¼gland¬¼g¬, bu eşitsizliklerin eküs alt¬nda korunaca¼g¬

gerçe¼ginden görülür. (U4)�ü elde etmek için, eküse kat¬lacak özelliklere sahip her

fi1; i2; : : : ; ing � I damga kümesi için

n�
k=1
[�� ik (xik)] (fik) �

_�
n�
j=1
[�� ij

�
xij
�
]
�
gij
�
j gij �

�
fij
�
��ij

; j = 1; : : : n

�
�

_n
n�
k=1
[� (x)] (gik � �ik) j

n�
k=1

(gik � �ik) � h�

o
oldu¼gunun gözlenmesi yeterlidir. Böylece � �un bir G�-de¼gerli komşuluk sistemi

oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

� �a kaŗs¬l¬k gelen G�-topolojinin tabakal¬oldu¼gunu görmek için Önerme 3.1.1.3�e

başvurularak her x 2 X, h 2 LX , a 2 L için

a � [� (x)] (h) � [� (x)] (a � h)

oldu¼gunun gösterilmesi yeterli olur. Bu eşitsizlik ise kuantal i̧sleminin eküse

da¼g¬lmas¬ndan, çarpan uzaylar¬n tabakal¬l¬¼g¬ndan ve
n�
k=1
(fik � �ik) � h =) (a � fi1) �

�
n�
k=2
(fik � �ik)

�
� a � h

gerektirmesinden yararlan¬larak elde edilebilir.

Tan¬m 3.1.1.6 Önerme 3.1.1.7�de f(Xi; � i) j i 2 Ig tabakal¬G�-de¼gerli topolojik

uzaylar¬ yard¬m¬yla
Q
i2I
Xi üzerinde tan¬mlanan tabakal¬ G�-topolojiye tabakal¬

G�-çarp¬m topolojisi ad¬verilir (Höhle ve �ostak, 1999).
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3.2 Baz¬Çok De¼gerli Topolojik Kavramlar

3.2.1 Süreklilik

Tan¬m 3.2.1.1 G bir tam grupoid, (X; � 1) ve (Y; � 2) G-de¼gerli topolojik uzaylar

olmak üzere, g 2 � 2 =) g � ' 2 � 1 koşulu gerçekleniyorsa ' : X ! Y

fonksiyonunun sürekli oldu¼gu söylenir (Höhle ve �ostak, 1999).

Süreklilik tan¬m¬n¬n G-de¼gerli komşuluk sistemleri türünden ifadesi aşa¼g¬daki

teoremle verilmektedir.

Teorem 3.2.1.1 G = (L;�;
) bir tam grupoid, (X; � 1) ve (Y; � 2) G-de¼gerli

topolojik uzaylar olsunlar ve bir ' : X ! Y dönüşümü verilsin. Aşa¼g¬daki ifadeler

birbirine denktir: (Höhle ve �ostak, 1999)

(i) g 2 � 2 =) g � ' 2 � 1
(ii) g��2 � ' � (g � ')��1 ; 8g 2 L

Y

Kan¬t. (i =) ii) : g 2 LY olsun. (i) kabul edildi¼ginden h 2 � 2 olmas¬h � ' 2 � 1
olmas¬n¬gerektirir ve buradan

g��2 � ' =
�_
fh 2 � 2 j h � gg

�
� '

=
_
fh � ' j h 2 � 2; h � gg

�
_
fk j k 2 � 1; k � g � 'g

= (g � ')��1
elde edilir.

(ii =) i) : g 2 � 2 iken g��2 =
W
fh 2 � 2 j h � gg = g olaca¼g¬ndan (ii)�nin

kullan¬lmas¬yla g � ' = g��2 � ' � (g � ')��1 yaz¬labilir ve Teorem 3.1.1 yard¬m¬yla

g � ' 2
�
f 2 LX j f � f��1

	
= ���1 = � 1 oldu¼gu görülür.

Teorem 3.2.1.2 G bir tam grupoid, (X; � 1), (Y; � 2) ve (Z; � 3) G-de¼gerli topolojik

uzaylar ve ' : X ! Y , 
 : Y ! Z verilen G-topolojilere göre sürekli fonksiyonlar

ise 
 � ' : X ! Z fonksiyonu da süreklidir (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. h 2 � 3 =) h � 
 2 � 2 =) (h � 
) � ' = h � (
 � ') 2 � 1 olmas¬ndan

hemen görülür.

Genel olarak G-de¼gerli topolojik uzaylar aras¬ndaki sabit fonksiyonlar¬n sürekli

olmas¬gerekmez. Aşa¼g¬da bu duruma bir örnek verilmi̧stir.
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Örnek 3.2.1.1 Örnek 2.1.5.2 (a)�da verilen I = (I;�;^) kuantali ele al¬ns¬n ve

X = fa; bg , � 1 = f0X ; 1Xg ve Y = fc; dg , � 2 =
�
0Y ; 1Y ;

�
1
2

�
Y

	
olmak üzere (X; � 1) ve (Y; � 2) I-de¼gerli topolojik uzaylar¬ verilsin. ' : X ! Y

fonksiyonu her x 2 X için ' (x) = c olarak tan¬mlan¬rsa
�
1
2

�
Y
2 � 2 olmas¬na kaŗs¬n�

1
2

�
Y
� ' =

�
1
2

�
X
=2 � 1 olaca¼g¬ndan ' : (X; � 1)! (Y; � 2) sürekli de¼gildir.

Örnek 2.1.5.3 ve Örnek 2.1.5.5 gere¼gi I = (I;�;^) bir s¬k¬ kareköklü

GL-monoiddir. I için monoid ortalama operatörünün yine ^ �ye eşit olaca¼g¬na dikkat

edilirse I �n¬n kendisine eşit olan I� = (I;�;^) tam grupoidini belirledi¼gi görülür.

Dolay¬s¬yla, G�-de¼gerli topolojik uzaylar aras¬nda tan¬mlanm¬̧s sabit fonksiyonlar da

sürekli olmayabilirler. Ancak, tan¬m kümesindeki G�-topolojinin en az¬ndan zay¬f

tabakal¬olmas¬durumunda, sabit fonksiyonlar her zaman sürekli olurlar. Bu gerçek

aşa¼g¬daki önerme ile ifade edilmektedir.

Önerme 3.2.1.1 (X; � 1) ve (Y; � 2) G�-de¼gerli topolojik uzaylar ve c , Y �de sabit

bir nokta olsun. (X; � 1) uzay¬zay¬f tabakal¬ise ' (x) = c ile tan¬mlanan ' : X ! Y

sabit fonksiyonu süreklidir.

Kan¬t. g 2 � 2 olsun. Her x 2 X için (g � ') (x) = g (c) oldu¼gundan g �' = (g (c))X
olur. (X; � 1) �in zay¬f tabakal¬l¬¼g¬n¬n (g (c))X 2 � 1 olmas¬n¬ gerektirmesinden de

g � ' 2 � 1 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla ' süreklidir.

Aşa¼g¬daki teorem tabakal¬G�-çarp¬m topololojisi tan¬m¬n¬n kategorik anlamda

iyi oldu¼gu anlam¬na gelir.

Teorem 3.2.1.3 f(Xi; � i) j i 2 Ig tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzaylar¬n bir ailesi

ve � , X =
Q
i2I
Xi üzerindeki tabakal¬G�-çarp¬m topololojisi olsun. Bu durumda her

bir �i : X ! Xi fonksiyonu süreklidir. Ayr¬ca � X üzerindeki başka bir tabakal¬

G�-topoloji ve her bir �i fonksiyonu � �ya göre sürekli ise � � � �d¬r (Höhle ve

�ostak, 1999).

Kan¬t. Önerme 3.2.1.1 gere¼gi, her i 2 I için �i �nin sürekli oldu¼gu, her g 2 LXi için

g��i � �i � (g � �i)�� oldu¼gunu göstererek kan¬tlanabilir.

x = (xi)i2I 2 X olsun. (U3) gere¼gi g��i� g oldu¼gundan
1�

k=1
g��i� �i � g � �i

olur ve dolay¬s¬yla g��i� �i =
1�

k=1
g��i� �i çarp¬m¬ [�� (x)] (g � �i) �yi veren eküse

kat¬l¬r. Buradan
�
g��i� �i

�
(x) � [�� (x)] (g � �i) elde edilir ve aranan eşitsizli¼ge
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[�� (x)] (g � �i) = (g � �i)�� (x) olmas¬ndan ulaş¬l¬r.

X üzerinde, bütün �i izdüşüm fonksiyonlar¬n¬ sürekli yapan bir � tabakal¬

G�-topolojisi verilsin. � � � oldu¼gunu göstermek için

� � � () 8h 2 LX (fg 2 � j g � hg � fg 2 � j g � hg)

() 8h 2 LX
�_
fg 2 � j g � hg �

_
fg 2 � j g � hg

�
() 8h 2 LX (h�� � h��)

() 8h 2 LX ; 8x 2 X ( [�� (x)] (h) � [�� (x)] (h) )

oldu¼guna dikkat ederek son sat¬rdaki önermenin do¼grulu¼gunu göstermek yeterlidir.

Her �i izdüşümü � �ya göre sürekli oldu¼gundan, her i 2 I, her f 2 LXi ve her

x 2 X için
�
f��i � �i

�
(x) � (f � �i)�� (x) = [�� (x)] (f � �i) eşitsizli¼gi geçerli olur.

Dolay¬s¬yla
n�
k=1
(fik � �ik) � h ise

n�
k=1
[�� ik (xik)] (fik) =

n�
k=1
(fik)��ik

(xik)

=
n�
k=1
((fik)��ik

� �ik) (x)

� n�
k=1
(fik� �ik)�� (x)

� h�� (x)

= [�� (x)] (h)

olur ve eşitsizli¼gin sol taraf¬ndaki terimler üzerinden eküs al¬narak

[�� (x)] (h) � [�� (x)] (h)

oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r.

3.2.2 Kapal¬l¬k ve Yo¼gunluk

Herhangi birG = (L;�;
) tam grupoidinde tümlemeden bahsetmek her zaman

mümkün de¼gildir. G �nin bir de¼gi̧smeli kuantal olmas¬durumunda bir çeşit çarp¬k

tümleme mekanizmas¬mevcut olsa da bu tümleme ancak çok özel tam grupoid türleri

olan Boole cebirlerinde kendisinden beklenen iyi özelliklere sahip olur. Dolay¬s¬yla

bir X kümesi üzerinde verilen bir G-de¼gerli topolojiye göre LX �in kapal¬ö¼gelerini

GX tam grupoidindeki tümlemeye dayal¬ olarak belirlemek genel olarak uygun

de¼gildir. Üstelik, tam grupoidlerde ebas i̧sleminin yerini alan ve normal koşullarda

birleşmeli veya de¼gi̧smeli olmas¬dahi gerekmeyen 
 ikili i̧slemi herhangi say¬daki
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ö¼ge üzerine tek türlü olarak geni̧sletilemeyece¼ginden LX üzerinde, ilgili topolojiden

kaynakl¬ do¼gal bir kapan¬̧s operatörü tan¬mlamak da olas¬ de¼gildir. Bu nedenle,

çok de¼gerli topolojik uzaylar¬n çal¬̧s¬lmas¬nda kapal¬l¬k kavram¬n¬n kaydade¼ger bir

yeri yoktur. Benzer olarak, yo¼gunluk kavram¬da LX üzerinde kullan¬̧sl¬bir biçimde

tan¬mlanamaz.

Yukar¬da bahsi geçen kavramlar çok de¼gerli topolojik uzaylara uygun biçimde

genelleştirilememelerine kaŗs¬n, bir X kümesi üzerindeki herhangi bir çok de¼gerli

topolojik yap¬ya göre X �in adi alt kümelerinin yo¼gunlu¼gundan ve buradan yola

ç¬karak X �in alt kümelerinin kapal¬l¬¼g¬ndan bahsetmek mümkündür. P (X) üzerine

kondurulan bu kapal¬l¬k kavram¬, X üzerinde bir topoloji belirleyecek eksiksiz

bir kapan¬̧s operatörü sa¼glamasa da, iki aç¬k kümenin kesi̧siminin aç¬k olmas¬n¬n

gerekmemesi mant¬¼g¬na dayal¬ olan bir genelleştirililmi̧s topoloji belirler. Buna

kaŗs¬n, üzerinde çal¬̧s¬lan tam grupoid sabit tutulsa bile, bir çok de¼gerli topoloji

taraf¬ndan belirlenen genelleştirilmi̧s topoloji yap¬s¬, kendisini veren çok de¼gerli

topolojiyi tek türlü olarak karakterize edecek güce sahip de¼gildir. Dolay¬s¬yla

topolojik özelliklerin kapal¬l¬k kavram¬na dayanan birçok kullan¬̧sl¬karakterizasyonu,

çok de¼gerli topolojik uzaylar teorisine yans¬t¬lamaz (Höhle ve �ostak, 1999).

Tan¬m 3.2.2.1 (X; �) bir G-topolojik uzay, A � X olsun.

a) Her g 2 � için

8x 2 A; g (x) � 0
 1 =) 8x 2 X; g (x) � 0
 1

önermesi do¼gruysa A �n¬n X içinde yo¼gun oldu¼gu söylenir (Höhle ve �ostak, 1999).

b) (1Ac)
o = 0X oluyorsa A �n¬n X içinde Rodabaugh anlam¬nda yo¼gun oldu¼gu

söylenir (Höhle, 2001).

c) Her g 2 � ve her x 2 X için g (x) �
W
fg (y) j y 2 Ag eşitsizli¼gi geçerliyse A

�ya X içinde kesin yo¼gun (strictly dense) denir (Höhle ve �ostak, 1999).

(X; �) bir G-topolojik uzay olmak üzere X �in kendi içerisinde her zaman kesin

yo¼gun olaca¼g¬ tan¬mdan hemen görülür. Ayr¬ca 0 
 1 = 0 olmas¬ durumunda

yo¼gunluk ve Rodabaugh anlam¬nda yo¼gunluk ayn¬anlama gelir. G �nin bir kuantal

olmas¬veya 
 = ^ olmas¬durumlar¬n¬n 0
 1 = 0 olmas¬n¬gerektirece¼gi aç¬kt¬r.

Önerme 3.2.2.1 Kesin yo¼gunluk, hem yo¼gunlu¼gu hem de Rodabaugh anlam¬nda

yo¼gunlu¼gu gerektirir (Höhle ve �ostak, 1999; Höhle, 2001).
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Kan¬t. A kümesi X içerisinde kesin yo¼gun olsun. Her y 2 A için g (y) � 0 
 1

olmas¬
W
fg (y) j y 2 Ag � 0 
 1 olmas¬n¬gerektirir. Böylece bir g 2 � ö¼gesi, her

y 2 A için g (y) � 0
 1 olmas¬n¬gerçekledi¼ginde, her x 2 X için

g (x) �
W
fg (y) j y 2 Ag � 0
 1

yaz¬labilir ve A �n¬n X içerisinde yo¼gun oldu¼gu görülmüş olur.

Rodabaugh anlam¬nda yo¼gunlu¼gu görmek için g � 1Ac olacak biçimde bir g 2 �

ö¼gesi al¬ns¬n. Bu durumda her y 2 A için g (y) = 0 olmas¬sa¼glanaca¼g¬ndan, her

x 2 X için g (x) �
W
fg (y) j y 2 Ag = 0, yani g = 0X olmak zorundad¬r. Bu ise

(1Ac)
o = 0X oldu¼gu anlam¬na gelir.

Önerme 3.2.2.2 (X; �) bir tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzay olsun. Bu dururmda

bir A � X alt kümesinin X içerisinde Rodabaugh anlam¬nda yo¼gun olmas¬ için

gerekli ve yeterli koşul her g 2 � ve her x 2 X için

g (x) �
�
(
W
fg (y) j y 2 Ag )?

�?
olmas¬d¬r (Höhle, 2001).

Kan¬t. ( =) ) : g 2 � olsun. (X; �) bir tabakal¬G�-topolojik uzay oldu¼gundanW
fg (y) j y 2 Ag = a olmak üzere a? � g 2 � yaz¬labilir. Ayr¬ca her x 2 A için�
a? � g

�
(x) = (a! 0) � g (x) � (a! 0) � a = 0 oldu¼gundan a? � g � 1Ac olur ve

(1Ac)
o = 0X olmas¬ndan a? � g = 0X elde edilir. Buradan g � (a! 0)! 0 bulunur

ve istenen eşitsizli¼ge ulaş¬l¬r.

((=) : Her g 2 � ve her x 2 X için

g (x) �
�
(
W
fg (y) j y 2 Ag )?

�?
olsun. g 2 � ve g � 1Ac ise

g (x) �
�
(
W
fg (y) j y 2 Ag )?

�?
=
�
0?
�?

olur. G� grupoidinin tan¬m¬gere¼gi G = (L;�; �) bir de¼gi̧smeli kuantal oldu¼gundan�
0?
�?
= 0 �d¬r ve buradan g = 0X elde edilir. Dolay¬s¬yla (1Ac)

o = 0X olur.

Teorem 3.2.2.1 G = (L;�; �) bir s¬k¬kareköklü MV-cebir ve A � X olsun. (X; �)

bir tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzay ise aşa¼g¬dakiler denktir: (Höhle, 2001)

i) A kümesi X içerisinde yo¼gundur.

ii) A kümesi X içerisinde Rodabaugh anlam¬nda yo¼gundur.

iii) A kümesi X içerisinde kesin yo¼gundur.
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Kan¬t. (i =) ii) : g 2 � ve g (x) � 1Ac olsun. Bu durumda her x 2 A için

g (x) = 0 olaca¼g¬ndan, her x 2 A için (g ~ 1X) (x) � 0 ~ 1 elde edilir. (O1) ve
(O2) gere¼gi g ~ 1X 2 � oldu¼gundan A �n¬n X içinde yo¼gun olmas¬ her x 2 X

için (g ~ 1X) (x) � 0 ~ 1 olmas¬n¬gerektirir ve G �nin de¼gi̧smelili¼gi ve kesin çift

yanl¬l¬¼g¬ndan her x 2 X için g (x) = [(g ~ 1X) (x)]2 � (0~ 1)2 = 0 oldu¼gu bulunur.
Böylece (1Ac)

o = 0X olur.

(ii =) iii) : G bir MV-cebir oldu¼gundan her a 2 L için
�
a?
�?

= a eşitli¼gi

sa¼glan¬r. Böylece istenen, Önerme 3.2.2.2�den elde edilir.

(iii =) i) : Önerme 3.2.2.1�den görülür.

3.2.3 Yak¬nsakl¬k

Yak¬nsakl¬kla ilgili baz¬ amaçlar¬n kaŗs¬lanmas¬ için bu bölüm boyunca

klasik süzgeçlerin yak¬nsakl¬¼g¬ndan bahsedilirken bir cl-grupoid üzerinde çal¬̧s¬ld¬¼g¬

varsay¬l¬r. Bölüm 3.1.1�de ele al¬nan G� tam grupoidleri Önerme 2.1.5.8 gere¼gi bir

cl-kuasi monoid ve dolay¬s¬yla bir cl-grupoid olaca¼g¬ndan bu bölümde elde edilecek

bütün sonuçlar özel olarak tüm G�-topolojiler için geçerli olacakt¬r. G-de¼gerli

süzgeçlerin yak¬nsakl¬¼g¬yla ilgili tan¬mlarda ise tam grupoid üzerinde herhangi bir

k¬s¬tlamaya gidilmemi̧stir.

Bir X kümesi üzerindeki bir (klasik) süzgeç veya dizinin bu küme üzerindeki bir

G-topolojiye göreX �in bir noktas¬na yak¬nsamas¬durumu aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.2.3.1 (X; �) bir G-topolojik uzay ve p 2 X olsun. X üzerindeki bir F

süzgeci için

[�� (p)] (f) �
_
F2F

^
x2F

f (x) ; 8f 2 LX

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, bu F süzgecinin � �ya göre p �ye yak¬nsad¬¼g¬söylenir. Bir

(xn) dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬, bu dizinin bileşen süzgecinin yak¬nsakl¬¼g¬ile denk tutulur

(Höhle, 2001).

Önerme 3.2.3.1 (X; �) bir G-topolojik uzay olmak üzere X üzerindeki bir (xn)

dizisinin � �ya göre p �ye yak¬nsamas¬için gerek ve yeter koşul

[�� (p)] (f) �
1_
m=1

1̂

n=m

f (xn) ; 8f 2 LX

olmas¬d¬r (Höhle, 2001).
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Kan¬t. F , (xn) dizisinin bileşen süzgeci olmak üzere_
F2F

^
x2F

f (x) =
1_
m=1

1̂

n=m

f (xn) ; 8f 2 LX

oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

F süzgecini üreten süzgeç taban¬B = fXm j m 2 Ng biçimindedir ve her f 2 LX

için _
F2B

^
x2F

f (x) =
_
m2N

^
x2Xm

f (x) =
1_
m=1

1̂

n=m

f (xn)

eşitli¼gi vard¬r. B � F oldu¼gundan_
F2B

^
x2F

f (x) �
_
F2F

^
x2F

f (x)

olur. Ayr¬ca her F 2 F için BF � F olacak biçimde en az bir BF 2 B vard¬r. Bu

kümeler üzerinden al¬nan ebaslar aras¬nda^
x2F

f (x) �
^
x2BF

f (x)

biçiminde bir ili̧ski bulunaca¼g¬ndan_
F2F

^
x2F

f (x) �
_
F2B

^
x2F

f (x)

olur ve aranan eşitlik buradan elde edilir.

Teorem 3.2.3.1 (X; �) bir G-topolojik uzay olsun. X üzerindeki bir F süzgecinin

bir p 2 X noktas¬na � �ya göre yak¬nsamas¬için gerek ve yeter koşul, her bir f 2 �

için

f (p) �
_
F2F

^
x2F

f (x)

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r (Höhle, 2001).

Kan¬t. F , p �ye yak¬nsas¬n. �� �nun tan¬m¬ve (U3) gere¼gi f 2 � olmas¬f�� = f

olmas¬n¬gerektirece¼ginden

f (p) = f�� (p) = [�� (p)] (f) �
_
F2F

^
x2F

f (x)

olur.

Her f 2 � için f (p) �
W
F2F

V
x2F

f (x) eşitsizli¼gi geçerli olsun. Her f 2 LX için,

(O3) gere¼gi f�� =
_
fh 2 � j h � fg 2 � olaca¼g¬ndan,

[�� (p)] (f) = f�� (p) �
_
F2F

^
x2F

f (x)

eşitsizli¼gi elde edilir ve F , p �ye yak¬nsam¬̧s olur.
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Örnek 3.2.3.1 Bir G = (L;�;^) tam Boole cebiri verilsin ve IL : L! L, L kümesi

için birim dönüşüm olmak üzere �L =
n
1L; 0L; IL; (IL)

?
o
� LL alt kümesi ele al¬ns¬n.

Bu durumda �L, L üzerinde bir G-de¼gerli topolojidir ve bir F süzgecinin �L �ye göre

bir a 2 L noktas¬na yak¬nsamas¬için gerek ve yeter koşul^
F2F

_
F � a �

_
F2F

^
F

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬, başka bir ifadeyle F �nin a �ya s¬ra yak¬nsak olmas¬d¬r

(Höhle, 2001).

G-topolojik uzaylarda ortaya ç¬kan yak¬nsaman¬n özellikleri, Kent anlam¬ndaki

yak¬nsakl¬k yap¬s¬tan¬m¬yla uyumludur.

Teorem 3.2.3.2 (X; �) bir G-topolojik uzay olsun. Bu durumda

T� = f(F ; p) 2 F2 (X)�X j F � �ya göre p �ye yak¬nsarg

kümesi X üzerinde Kent anlam¬nda bir yak¬nsakl¬k yap¬s¬d¬r (Höhle, 2001).

Kan¬t. Her bir f 2 � için

f (p) =
_

F=fpg

^
x2F

f (x) �
_
p2F

^
x2F

f (x) =
_
F2 _p

^
x2F

f (x)

olaca¼g¬ndan, her p 2 X için _p, � �ya göre p �ye yak¬nsar ve (C1) sa¼glanm¬̧s olur.

F ;G 2 F2 (X) ; F � G; (F ; p) 2 T� yani

f (p) �
_
F2F

^
x2F

f (x) ; 8f 2 �

olsun. Bu durumda F � G oldu¼gundan
W
F2F

V
x2F

f (x) �
W
F2G

V
x2F

f (x) olur ve (G; p) 2

T� olmas¬sa¼glan¬r.

F 2 F2 (X) ; (F ; p) 2 T� olsun. Herhangi bir f 2 � için_
F2F

^
x2F

f (x) �
_

F2F\ _p

^
x2F

f (x)

olmasayd¬, buna ancak E 2 F , E =2 F \ _p olacak biçimdeki bir E kümesi neden

olabilirdi. Böyle bir E kümesi için p =2 E ve E[fpg 2 F \ _p olmas¬sa¼glanaca¼g¬ndan

sözkonusu eşitsizli¼gin var olmamas¬için^
x2E

f (x) �
^

x2E[fpg

f (x) =

 ^
x2E

f (x)

!
^ f (p)

eşitsizli¼ginin de geçerli olmamas¬gerekirdi. Halbuki, (F ; p) 2 T� olmas¬ndan dolay¬

f (p) �
W
F2F

V
x2F

f (x) �tir ve buradan
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 ^
x2E

f (x)

!
^ f (p) �

 ^
x2E

f (x)

!
^
 _
F2F

V
x2F

f (x)

!
=
^
x2E

f (x)

elde edilece¼ginden böyle bir durumun gerçekleşmesi mümkün de¼gildir, yani_
F2F

^
x2F

f (x) �
_

F2F\ _p

^
x2F

f (x)

olmal¬d¬r. Buradan

f (p) �
_
F2F

^
x2F

f (x) �
_

F2F\ _p

^
x2F

f (x)

oldu¼gu elde edilir ve böylece (C3) koşulu da sa¼glanm¬̧s olur.

Aşa¼g¬daki teorem yak¬nsakl¬¼g¬n süreklilik alt¬nda korundu¼gunu ifade eder.

Teorem 3.2.3.3 (X; � 1) ve (Y; � 2) G-topolojik uzay, ' : X ! Y verilen

G-topolojilere göre sürekli ise ', T�1 ve T�2 �ye göre de süreklidir (Höhle, 2001).

Kan¬t. (F ; x) 2 T�1 ve g 2 LY olsun. Tan¬m 3.2.3.1 ve Teorem 3.2.1.1 gere¼gi

[��2 (' (x))] (g) = g��2 (' (x))

� (g � ')��1 (x)

= [��1 (x)] (g � ')

�
_
F2F

^
x2F

(g � ') (x)

=
_
F2F

^
y2'!(F )

g (y)

olup buradan

[��2 (' (x))] (g) �
_

G2'hFi

^
y2G

g (y)

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla � 2 �ye göre ' hFi süzgeci ' (x) �e yak¬nsar, yani

(' hFi ; ' (x)) 2 T�2 �dir.

G-topolojik uzaylarda klasik süzgeçlerin yan¬s¬ra G-de¼gerli süzgeçlerin

yak¬nsakl¬¼g¬ndan da söz edilebilir. G-süzgeçlerin yak¬nsakl¬¼g¬ G-topolojik

uzaylardaki kompaktl¬¼g¬n araşt¬r¬lmas¬nda önemli bir rol oynar.

Tan¬m 3.2.3.2 (X; �) bir G-topolojik uzay, � X üzerinde bir G-süzgeç ve x 2 X

olsun.

a) X üzerinde �� [(0
 1)X ] � 0
 1, � � �� ve �� (x) � �� olmas¬n¬sa¼glayan bir ��

G-süzgeci bulunabiliyorsa x �e � �nün bir kaplama noktas¬(adherent point) denir.

b) �� (x) � � oluyorsa x �e � �nün bir limit noktas¬denir (Höhle ve �ostak, 1999).
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Önerme 3.2.3.2 (X; �) bir G-topolojik uzay, � bir G-süzgeç olsun.

a) � �nün bir kaplama noktas¬varsa � [(0
 1)X ] � 0
 1 eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

b) � [(0
 1)X ] � 0 
 1 eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa � �nün her limit noktas¬ ayn¬

zamanda bir kaplama noktas¬olur (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. a) � �nün bir kaplama noktas¬varsa, bir �� G-süzgeci için �� [(0
 1)X ] � 0
1

ve � � �� olmas¬sa¼glan¬r ve istenen eşitsizlik buradan gelir.

b) � [(0
 1)X ] � 0 
 1 eşitsizli¼gi sa¼glans¬n ve x 2 X � �nün bir limit noktas¬

olsun. Bu durumda �� (x) � � olur. � � � olmas¬da sa¼gland¬¼g¬ndan �� = � seçilmesi

x �in � �nün bir kaplama noktas¬olmas¬n¬gerektirmeye yeterdir.

� [(0
 1)X ] � 0
1 eşitsizli¼gi çok de¼gerli topolojik uzaylar üzerindeki kompaktl¬k

tan¬mlar¬nda merkezi bir konuma sahiptir. Aşa¼g¬daki önerme tabakal¬süzgeçlerde

bu eşitsizli¼gin ayr¬ca araşt¬r¬lmas¬na gerek olmad¬¼g¬n¬göstermektedir.

Önerme 3.2.3.3 (X; �) bir tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzay ve �, X üzerinde bir

tabakal¬G�-süzgeç ve x 2 X olsun. x �in � �nün bir kaplama noktas¬olmas¬için

gerek ve yeter koşul X üzerinde, � � �� ve �� (x) � �� koşullar¬n¬gerçekleyen bir ��

tabakal¬G�-süzgeci bulunabilmesidir (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. ( =) ) : x, � �nün bir kaplama noktas¬ise

� 0 [(0~ 1)X ] � 0~ 1 , � � � 0 , �� (x) � � 0

olmas¬n¬ sa¼glayan bir � 0 : LX ! L G�-süzgeci vard¬r. 0 ~ 1 =
p
0 oldu¼gundan

Önerme 2.2.1.8 ve Önerme 2.2.1.10 gere¼gi � 0 � �� olacak biçimde bir �� tabakal¬

G�-süzgeci bulunabilir.

((=) : ·Istenen özellikleri sa¼glayan bir �� tabakal¬G�-süzgeci varsa x �in � �nün

bir kaplama noktas¬oldu¼gu Önerme 2.2.1.7 yard¬m¬yla hemen görülür.

Bir X kümesi üzerindeki tabakal¬ G�-ultrasüzgeçler, tabakal¬ G�-süzgeçler

ailesindeki maksimal elemanlar olduklar¬ndan bir � tabakal¬G�-ultrasüzgeci için

� � �� olacak biçimde bir �� tabakal¬G�-süzgeci bulunabilmesi � = �� olmas¬n¬

gerektirir. Böylece Tan¬m 3.2.3.2 ve Önerme 3.2.3.3�ten aşa¼g¬daki sonuca var¬l¬r.

Sonuç 3.2.3.1 (X; �) bir tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzay ve � X üzerinde bir

tabakal¬G�-ultrasüzgeç ise � �nün her bir kaplama noktas¬ayn¬zamanda bir limit

noktas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).
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3.2.4 Ay¬rma Belitleri

Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedikçe üzerinde çal¬̧s¬lan G = (L;�;
) tam

grupoidinin en az¬ndan bir cl-kuasi monoid oldu¼gu kabul edilecektir.

(X; �) bir G-topoloji olsun. Her bir g 2 � ö¼gesi özel bir g� 2 � ö¼gesine aşa¼g¬daki

biçimde kaŗs¬l¬k gelir.

Tan¬m 3.2.4.1 G = (L;�;
) bir cl-kuasi monoid, (X; �) bir G-de¼gerli topolojik

uzay, g 2 � olsun. Bu durumda g� 2 LX ö¼gesi g� =
W
fh 2 � j h
 g � 0X 
 1Xg

ile tan¬mlan¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

(O3) gere¼gi g� 2 � olaca¼g¬aç¬kt¬r. Ayr¬ca her cl-kuasi monoid bir cl-grupoid

oldu¼gundan 
 i̧slemi boş olmayan küme üzerinden al¬nan eküs üzerine da¼g¬l¬r ve

Teorem 2.1.1.1 gere¼gi

0X 2 fh 2 � j h
 g � 0X 
 1Xg 6= ?

olup g� 
 g � 0X 
 1X olmas¬her zaman sa¼glan¬r.

Tan¬m 3.2.4.2 (X; �) bir G-topolojik uzay olsun. Her x; y 2 X, x 6= y ikilisine

kaŗs¬l¬k g (x) 6= g (y) olacak biçimde bir g 2 � bulunabiliyorsa (X; �) �nun bir

Kolmogoro¤ (veya T0) G-topolojik uzay¬ veya G-de¼gerli Kolmogoro¤ (T0) uzay¬

oldu¼gu söylenir (Höhle ve �ostak, 1999).

Tan¬m 3.2.4.3 (X; �) bir G-topolojik uzay olmak üzere, her x; y 2 X, x 6= y

için, g� (x) 
 g (y) � 0 
 1 olacak biçimde bir g 2 � bulunabiliyorsa (X; �) �ya bir

Hausdor¤ (veya T2) G-topolojik uzay¬veya G-de¼gerli Hausdor¤ (T2) uzay¬denir

(Höhle ve �ostak, 1999).

Önerme 3.2.4.1 Her G-de¼gerli Hausdor¤ uzay¬ ayn¬ zamanda bir G-de¼gerli

Kolmogoro¤ uzay¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. (X; �) bir Hausdor¤ G-topolojik uzay¬, x; y 2 X ve x 6= y olsun. Bu

durumda g� (x)
 g (y) � 0
 1 olacak biçimde bir g 2 � vard¬r. g (x) = g (y) olsayd¬

g� (x)
 g (y) = g� (x)
 g (x) = (g� 
 g) (x)

= (
W
fh 2 � j h
 g � 0X 
 1Xg 
 g) (x)

� (0X 
 1X) (x) = 0
 1

olurdu ve bu g� (x) 
 g (y) � 0 
 1 olmas¬yla çeli̧sirdi. Öyleyse g (x) 6= g (y) olup

(X; �) bir Kolmogoro¤G-topolojik uzay¬d¬r.
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Tan¬m 3.2.4.4 Her h 2 � için h =
W
fg 2 � j g� _ h = 1Xg eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬

bir (X; �) G-de¼gerli topolojik uzay¬na düzenli (regular) G-topolojik uzay veya

G-de¼gerli düzenli uzay denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Önerme 3.2.4.2 G = (L;�;
) cl-kuasi monoidi her a; b 2 L için

1
 a � b
 1 =) a � b

olmas¬ ek koşulunu gerçeklesin. Bu durumda her düzenli G-de¼gerli Kolmogoro¤

uzay¬bir G-de¼gerli Hausdor¤ uzay¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Q = (L;�; �) bir kareköklü GL-monoid olsun.
p
1 = 1 olaca¼g¬na dikkat edilirse

1~ a =
p
1 �
p
a =
p
a, b~ 1 =

p
b oldu¼gu görülür ve buradan,

1~ a � b~ 1 =) p
a �
p
b =) a � b

elde edilir. Böylece aşa¼g¬daki sonuç ifade edilebilir.

Sonuç 3.2.4.1 Düzenli G�-topolojik uzaylar için T0 ve T2 belitleri birbirine denktir

(Höhle ve �ostak, 1999).

Önerme 3.2.4.3 (X; �) bir G�-de¼gerli topolojik uzay olsun. Her g 2 � için

g� =
W
fh 2 � j h � g = 0Xg

eşitli¼gi vard¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. G�-de¼gerli bir topolojik uzayda 
 = ~ oldu¼gundan
g� =

W
fh 2 � j h~ g � 0X ~ 1Xg

yaz¬labilir. (h~ g)2 = h � g ve 0X ~ 1X =
p
0X eşitlikleri G� �¬ belirleyen Q

kuantalinin bir GL-monoid olmas¬ndan kolayca görülür. Böylece, h 2 � olmak

üzere h~ g � 0X ~ 1X =) h � g = 0X elde edilir ve buradan

fh 2 � j h~ g � 0X ~ 1Xg � fh 2 � j h � g = 0Xg
oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan h � g = 0X =) (h~ g)2 � 0X =) h~ g �

p
0X

oldu¼gundan kapsaman¬n di¼ger yönü de geçerlidir. ·Istenen eşitlik eküsü al¬nan

kümelerin eşitli¼ginden elde edilir.

T2 özelli¼ginin G�-de¼gerli topolojik uzaylar için önemli bir karakterizasyonu

aşa¼g¬daki teoremle verilir.

Teorem 3.2.4.1 (X; �) bir G�-de¼gerli topolojik uzay olsun. (X; �) �nun bir

G�-de¼gerli Hausdor¤ uzay¬olmas¬ için gerek ve yeter koşul her x; y 2 X, x 6= y

için, g1 � g2 = 0X ve g1 (x) � g2 (y) 6= 0 olacak şekilde g1; g2 2 � bulunabilmesidir

(Höhle ve �ostak, 1999).
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Kan¬t. ( =) ) : x; y 2 X, x 6= y olsun ancak g1 � g2 = 0X ve g1 (x) � g2 (y) 6= 0

olacak biçimde g1; g2 2 � bulunamas¬n. g1 � g2 = 0X olacak biçimdeki her g1; g2 2 �

için g1 (x) � g2 (y) = 0 olur.

g 2 � olsun. 0~1 =
p
0 olaca¼g¬na dikkat edilerek g� =

W�
h 2 � j h~ g �

p
0X
	

yaz¬labilir. Ayr¬ca G� tam grupoidinin temelindeki G kuantali bir s¬k¬kareköklü

GL-monoid oldu¼gundan G �nin de¼gi̧smelili¼gi kullan¬larak

h~ g �
p
0X =)

p
h � pg �

p
0X

=)
p
h � pg �

p
h � pg � 0X

=) h � g = 0X

elde edilir. 0X 2
�
h 2 � j h~ g �

p
0X
	
6= ? olmas¬ sayesinde Önerme 2.1.5.5

uygulanabilece¼ginden g� � g = 0X olur ve varsay¬m gere¼gi bu, g� (x) � g (y) = 0

olmas¬n¬gerektirir. (S3)�ün de kullan¬lmas¬yla

g� (x) � g (y) = 0 =)
p
g� (x) � g (y) =

p
0

=)
�p

g� (x) �
p
g (y)

�
_
p
0 =
p
0

=)
p
g� (x) �

p
g (y) �

p
0

=) g� (x)~ g (y) � 0~ 1

bulunur. Bu her g 2 � için geçerli oldu¼gundan (X; �) bir G�-de¼gerli Hausdor¤ uzay¬

de¼gildir.

((=) : Her x; y 2 X, x 6= y için, g1 �g2 = 0X ve g1 (x)�g2 (y) 6= 0 olacak biçimde

g1; g2 2 � bulunabilsin. Bu durumda

g1 ~ g2 =
p
g1 �
p
g2

� (
p
g1 �
p
g2) _

p
0X

=
p
g1 � g2

=
p
0X

= 0X ~ 1X

olaca¼g¬ndan

g1 2 fh 2 � j h~ g2 � 0X ~ 1Xg
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olur ve buradan g1 � g�2 oldu¼gu görülür. Böylece

g�2 (x)~ g2 (y) � 0~ 1 =)
p
g�2 (x) �

p
g2 (y) �

p
0

=)
�p

g�2 (x) �
p
g2 (y)

�
_
p
0 =
p
0

=)
p
g�2 (x) � g2 (y) =

p
0

=) g�2 (x) � g2 (y) = 0

=) g1 (x) � g2 (y) = 0

olaca¼g¬ndan g1 (x) � g2 (y) 6= 0 varsay¬m¬g�2 (x)~ g2 (y) � 0~ 1 olmas¬n¬gerektirir.
Dolay¬s¬yla (X; �) bir G�-de¼gerli Hausdor¤ uzay¬d¬r.

Teorem 3.2.4.2 Bir (X; �) tabakal¬ G�-topolojik uzay¬n¬n G�-de¼gerli Hausdor¤

uzay¬ olmas¬ için gerek ve yeter koşul X üzerindeki her tabakal¬G�-süzgecin en

çok bir tane limit noktas¬n¬n bulunmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. ( =) ) : (X; �) bir tabakal¬G��de¼gerli Hausdor¤ uzay¬olsun. � 2 F(S)G� (X)

oldu¼gu ve x; y 2 X olmak üzere x ve y �nin � �nün birer limit noktas¬oldu¼gu kabul

edilsin ve x 6= y oldu¼gu varsay¬ls¬n. Önceki teorem f � g = 0X ve f (x) � g (y) 6= 0

olacak biçimde f; g 2 � bulunabilmesini gerektirir. Böylece Teorem 3.1.1 gere¼gi

f � f�� ve g � g�� olur ve f (x) � f�� (x) = [�� (x)] (f), g (y) � g�� (y) = [�� (y)] (g)

yaz¬labilir. x ve y, � �nün limit noktas¬ oldu¼gundan �� (x) � � ve �� (y) � �

eşitsizlikleri vard¬r ve buradan f (x) � � (f), g (y) � � (g) oldu¼gu görülür. Ayr¬ca

f � g = 0X eşitli¼gine Önerme 2.2.1.7 ve Önerme 2.2.1.8 uygulanarak � (f)�� (g) = 0

elde edilir ve 0 6= f (x) � g (y) � � (f) � � (g) = 0 çeli̧skisine ulaş¬l¬r. Dolay¬s¬yla

x 6= y varsay¬m¬yanl¬̧st¬r, yani � �nün birden çok limit noktas¬var olamaz.

((=) : X üzerindeki her tabakal¬G�-süzgecin en çok bir tane limit noktas¬

bulunsun ve x; y 2 X, x 6= y olsun. Bu durumda �� (x) � �, �� (y) � � olacak

biçimde � 2 F(S)G� (X) bulunamaz ve Önerme 3.1.1.3 gere¼gi �� (x) ; �� (y) 2 F
(S)
G�
(X)

oldu¼gundan, Önerme 2.2.1.10�dan

f � g = 0X =) [�� (x)] (f) � [�� (y)] (g) = 0 ; 8f; g 2 LX

önermesinin yanl¬̧s oldu¼gu sonucuna var¬l¬r. Dolay¬s¬yla, f � g = 0X olmakla birlikte

[�� (x)] (f) � [�� (y)] (g) 6= 0 olacak biçimde f; g 2 LX vard¬r. f�� � f , g�� � g

oldu¼gundan f�� � g�� = 0X olmas¬da sa¼glan¬r. Ayr¬ca

f�� (x) � g�� (y) = [�� (x)] (f) � [�� (y)] (g) 6= 0
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olur ve f�� =
W
fh 2 � j h � fg, g�� =

W
fh 2 � j h � gg oldu¼gundan (O3) koşulu

gere¼gi f�� ; g�� 2 � �dur. Böylece f�� ve g�� Teorem 3.2.4.1�de istenen koşullar¬

sa¼glam¬̧s olur. x ile y key� oldu¼gundan (X; �) bir G�-de¼gerli Hausdor¤ uzay¬d¬r.

G�-de¼gerli Hausdor¤ uzaylar¬ultrasüzgeçler yard¬m¬yla da belirlenebilir.

Önerme 3.2.4.4 Bir (X; �) tabakal¬ G�-de¼gerli topolojik uzay¬n¬n G�-de¼gerli

Hausdor¤ uzay¬ olmas¬ için gerek ve yeter koşul X üzerindeki her tabakal¬

G�-ultrasüzgecin en çok bir limit noktas¬n¬n bulunmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. ( =) ) : Teorem 3.2.4.2 ve Önerme 3.2.5.1�in sonucudur.

((=) : � X üzerinde bir tabakal¬G�-süzgeç olsun ve � �nün x; y 2 X gibi iki limit

noktas¬bulundu¼gu varsay¬ls¬n. Bu durumda �� (x) � � ve �� (y) � � olur. Teorem

2.2.1.2 (b) gere¼gi � � �� olacak biçimde bir �� tabakal¬G�-ultrasüzgeci bulunabilir ve

� � �� olmas¬x ve y �nin �� �nin de limit noktalar¬olmas¬n¬gerektirir. �� bir tabakal¬

G�-ultrasüzgeç oldu¼gundan hipotezden x = y elde edilir. Dolay¬s¬yla X üzerindeki

tabakal¬bir G�-süzgecin birden çok limit noktas¬bulunamaz ve X �in bir G�-de¼gerli

Hausdor¤ uzay¬oldu¼gu Teorem 3.2.4.2�nin bir sonucu olarak görülür.

Elde edilen sonuçlar alt¬nda aşa¼g¬daki teoremin kan¬tlanmas¬mümkündür.

Teorem 3.2.4.3 f(Xi; � i) j i 2 Ig tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzaylar¬n bir ailesi

ve � , X =
Q
i2I
Xi çarp¬m kümesi üzerindeki tabakal¬G�-çarp¬m topolojisi olsun.

(X; �) �nun G�-de¼gerli Hausdor¤ uzay¬olmas¬için gerek ve yeter şart her bir (Xi; � i)

çarpan uzay¬n¬n bir G�-de¼gerli Hausdor¤ uzay¬olmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

3.2.5 Kompaktl¬k

Tan¬m 3.2.5.1 a) (X; �) bir G-de¼gerli topolojik uzay olsun. � [(0
 1)X ] � 0 
 1

eşitsizli¼gini sa¼glayan her � G-süzgecinin en az bir kaplama noktas¬ varsa (X; �)

uzay¬n¬n kompakt oldu¼gu söylenir.

b) (X; �) bir tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzay olsun. X üzerindeki her bir

tabakal¬G�-süzgecin en az bir kaplama noktas¬varsa (X; �) uzay¬na y¬ld¬z (star)

kompakt veya k¬saca S-kompakt denir (Höhle ve �ostak, 1999).

Tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzaylar üzerinde çal¬̧s¬ld¬¼g¬nda kompaktl¬¼g¬n y¬ld¬z

kompaktl¬¼g¬gerektirdi¼gi 0~ 1 =
p
0 eşitli¼gi yard¬m¬yla Önerme 2.2.1.7�den görülür.

Burada, çok de¼gerli topolojilerin geneline hitap eden kompaktl¬k kavram¬ndan çok,
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tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzaylar için iyi özelliklere sahip olan y¬ld¬z kompaktl¬k

üzerinde durulmaktad¬r.

S-kompaktl¬k ultrasüzgeçler yard¬m¬yla karakterize edilebilir.

Önerme 3.2.5.1 Bir (X; �) tabakal¬G�-topolojik uzay¬n¬n S-kompakt olmas¬için

gerek ve yeter koşul X üzerindeki her tabakal¬G�-ultrasüzgecin en az bir limit

noktas¬n¬n bulunmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. ( =) ) : Tan¬m 3.2.5.1 (b) ve Sonuç 3.2.3.1�in sonucudur.

((=) : � X üzerinde bir tabakal¬G�-süzgeç olsun. Teorem 2.2.1.2 (b) gere¼gi

� � �� olacak biçimde bir tabakal¬�� G�-ultrasüzgeci bulunabilir ve hipotezden dolay¬

�� �nin X �te bir p limit noktas¬vard¬r. Bu durumda �� (p) � �� olaca¼g¬ndan � � ��

ve �� (p) � �� oldu¼gu elde edilir ki, bu p �nin � �nün bir kaplama noktas¬oldu¼gu

anlam¬na gelir. Dolay¬s¬yla X üzerinde verilen her tabakal¬G�-süzgecin en az bir

kaplama noktas¬vard¬r, yani (X; �) S-kompaktt¬r.

Teorem 3.2.5.1 (X; �) bir S-kompakt ve tabakal¬G�-topolojik uzay ve (Y; �) bir

tabakal¬G�-topolojik uzay olsun. ' : X ! Y sürekli ve örten bir fonksiyon ise (Y; �)

uzay¬da S-kompaktt¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. � : LY ! L bir tabakal¬G�-süzgeç olsun. Önerme 2.2.1.5 (b)�den '�1 (�)

X üzerinde bir tabakal¬G�-süzgeç olur. (X; �) S-kompakt oldu¼gundan '�1 (�) �nün

en az bir p 2 X kaplama noktas¬vard¬r. Önerme 3.2.3.3 gere¼gi bu, '�1 (�) � �� ve

�� (p) � �� olmas¬n¬sa¼glayan bir �� tabakal¬G�-süzgecinin bulunabilmesi anlam¬na

gelir.

� = ' ('�1 (�)) � ' (��) oldu¼gu Önerme 2.2.1.3 ve Önerme 2.2.1.4�ten görülür.

Di¼ger taraftan ' sürekli oldu¼gundan Teorem 3.2.1.1 gere¼gi her g 2 LY için

g�� � ' � (g � ')�� eşitsizli¼gi vard¬r. Buradan (g�� � ') (p) � (g � ')�� (p) veya

başka bir yaz¬mla [�� (' (p))] (g) � [�� (p)] (g � ') oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r. Görüntü

süzgeci tan¬m¬gere¼gi [�� (p)] (g � ') = [' (�� (p))] (g) olur. �� (p) � �� oldu¼gundan

[' (�� (p))] (g) � [' (��)] (g) ve böylece her g 2 LY için [�� (' (p))] (g) � [' (��)] (g)

olup �� (' (p)) � ' (��) elde edilir.

� � ' (��), �� (' (p)) � ' (��) ve Önerme 2.2.1.5 (a) gere¼gi ' (��) 2 F
(S)
G�
(Y )

oldu¼gundan ' (p) � �nün bir kaplama noktas¬d¬r. � key� olarak seçildi¼ginden (Y; �)

S-kompaktt¬r.
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Teorem 3.2.5.2 f(Xi; � i) j i 2 Ig tabakal¬G�-de¼gerli topolojik uzaylar¬n bir ailesi

ve � , X =
Q
i2I
Xi üzerindeki tabakal¬G�-çarp¬m topololojisi olsun. (X; �) �nun

S-kompakt olmas¬ için gerek ve yeter koşul her bir (Xi; � i) uzay¬n¬n S-kompakt

olmas¬d¬r (Höhle ve �ostak, 1999).

Kan¬t. ( =) ) : Teorem 3.2.1.3 ve Teorem 3.2.5.1�in direkt sonucudur.

((=) : Her bir (Xi; � i) tabakal¬ G�-topolojik uzay¬n¬n S-kompakt oldu¼gu

varsay¬ls¬n ve � X üzerinde bir tabakal¬G�-ultrasüzgeç olsun. Teorem 2.2.1.3, her

i 2 I için �i := �i (�) �ninXi üzerinde bir tabakal¬G�-ultrasüzgeç olmas¬n¬gerektirir.

Her bir (Xi; � i) S-kompakt oldu¼gundan, her bir �i ultrasüzgecinin bir xi 2 Xi limit

noktas¬vard¬r. Böylece her i 2 I için �� i (xi) � �i olur.

x 2 X noktas¬x = (xi)i2I olarak tan¬mlans¬n ve herhangi bir h 2 LX al¬ns¬n.
n�
k=1
(fik � �ik) � h oldu¼gunda Sonuç 2.2.1.1�den,

n�
k=1
[�� ik (xik)] (fik) �

n�
k=1

vik (fik)

=
n�
k=1
[�ik (�)] (fik)

=
n�
k=1

� (fik � �ik)

� �
�

n�
k=1
(fik � �ik)

�
� � (h)

elde edilir ve sol tarafta ilgili eküsün al¬nmas¬yla [�� (x)] (h) � � (h) oldu¼gu sonucuna

ulaş¬l¬r. Dolay¬s¬yla x � �nün bir limit noktas¬olup (X; �) S-kompaktt¬r.

3.3 Çok De¼gerli Topolojik Uzaylar¬n Kategorisi

Çok de¼gerli topolojik uzaylar¬n, kendileri aras¬nda tan¬mlanan sürekli

fonksiyonlarla, bir kategori oluşturacak derecede uyumlu olduklar¬n¬ görmek zor

de¼gildir. Bu gerçek, kan¬t¬aç¬k olan aşa¼g¬daki önerme ile ifade edilmektedir.

Önerme 3.3.1 G bir tam grupoid olmak üzere, G-de¼gerli topolojik uzaylar ve

bunlar için tan¬mlanm¬̧s sürekli fonksiyonlar, al¬̧s¬lm¬̧s bileşke ve birim fonksiyonlar

ile birlikte bir kategori oluşturur (Höhle, 2001).

Tan¬m 3.3.1 Bir G tam grupoidi için, G-topolojik uzaylar ve bunlara göre sürekli

dönüşümlerin kategorisi G-TOP ile gösterilir. Bu kategorinin birim mor�zmleri

özdeşlik dönüşümlerine, bileşkesi fonksiyon bileşkesine kaŗs¬l¬k gelir (Höhle, 2001).
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G-TOP kategorisinin, SET kategorisinden yola ç¬karak, kategorik olarak

kurulabilece¼gini görmek ilginçtir. Bunu başarmak için, Örnek 2.3.4.6�da klasik

topoloji kavram¬n¬yeniden elde etmekte kullan¬lan bak¬̧s aç¬s¬n¬korumak kayd¬yla

gerekli de¼gi̧siklikleri yapmak yeterli olacakt¬r. Sözkonusu örnek, topolojik uzay

tan¬m¬n¬n bir Kleisli kategorisi yard¬m¬yla yeniden verilebildi¼gini göstermekteydi.

Bu, herhangi bir K kategorisi ile K üzerindeki bir T =(T ; �; �) monad¬na kaŗs¬l¬k

gelen key� bir KT Kleisli kategorisinde benzer bir yaklaş¬m yap¬larak, K-nesneler

üzerinde topoloji benzeri yap¬lar tan¬mlan¬p tan¬mlanamayaca¼g¬ sorusunu akla

getirir. Bu sorunun yan¬t¬ genel anlamda olumsuzdur (Höhle, 2001). Örne¼gin,

Örnek 2.3.4.6�daki (i) koşulunun bir benzerinden bahsedilebilmesi için her şeyden

önce belirli bir s¬ralama ölçütüne sahip olunmas¬gerekmektedir. Bununla birlikte

baz¬ ek yap¬lar ve özelliklerin bulunmas¬ halinde KT kategorisindeki uygun

endomor�zmler yard¬m¬yla topolojiye benzer bir yap¬tan¬mlaman¬n mümkün oldu¼gu

bilinmektedir. Burada, bu yap¬lar¬n kendilerine has özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬

kapsam d¬̧s¬ b¬rak¬larak yaln¬zca baz¬ kategorik özelliklerin elde edilmesi ve çok

de¼gerli topolojilerin de bu tür yap¬lardan biri oldu¼gunun gösterilmesi üzerinde

durulmuştur.

G bir tam grupoid olmak üzere G-de¼gerli topoloji tan¬m¬n¬n elde edilmesinde

kullan¬lacak monad, aşa¼g¬daki önerme ile tan¬t¬lm¬̧s olmaktad¬r.

Önerme 3.3.2 G = (L;�;
) bir tam grupoid olsun ve FG : jSETj ! jSETj nesne

fonksiyonu her X kümesini, X üzerinde tan¬mlanabilen bütün G-süzgeçlerin kümesi

olan FG (X) kümesine taş¬s¬n. Her X 2 jSETj için �X : X ! FG (X) fonksiyonu

[�X (x)] (f) = f (x) ; 8f 2 LX ; 8x 2 X

biçiminde tan¬mlans¬n ve her bir ' : X ! FG (Y ),  : Y ! FG (Z) fonksiyon çifti

için  � ' : X ! FG (Z) klon bileşkesi

[( � ') (x)] (h) = [' (x)] ([ (�)] (h)) ; 8h 2 LZ ; 8x 2 X

ile verilsin. Bu durumda (FG; �; �) üçlüsü SET kategorisi üzerinde bir (klon biçimli)

monad olur (Höhle, 2001).
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Kan¬t. M1) SET kategorisinde X
'�! FG (Y ), Y

 �! FG (Z), Z
��! FG (W ) olsun.

Bu durumda her x 2 X ve her k 2 LW için

[(� � ( � ')) (x)] (k) = [( � ') (x)] ([� (�)] (k))

= [' (x)] ([ (�)] ([� (�)] (k)))

= [' (x)] ([(� �  ) (�)] (k))

= [((� �  ) � ') (x)] (k)

olaca¼g¬ndan � � ( � ') = (� �  ) � ' eşitli¼gi elde edilir.

M2) X
'�! FG (Y ) olsun. Her y 2 Y ve her g 2 LY için

[�Y (y)] (g) = g (y) =) [�Y (�)] (g) = g

ve böylece her x 2 X ve her g 2 LY için

[(�Y � ') (x)] (g) = [' (x)] ([�Y (�)] (g)) = [' (x)] (g)

olmas¬ndan �Y � ' = ' bulunur.

M3) X
��! Y , Y

 �! FG (Z) olsun. Bu durumda her x 2 X ve her g 2 LY için

[( � (�Y � �)) (x)] (g) = [(�Y � �) (x)] ([ (�)] (g))

= [�Y (� (x))] ([ (�)] (g))

= [[ (�)] (g)] (� (x))

= [ (� (x))] (g)

= [( � �) (x)] (g)

oldu¼gundan  � (�Y � �) =  � � eşitli¼gine ulaş¬l¬r.

Tan¬m 3.3.2 (G-Süzgeç Monad¬) G = (L;�;
) bir tam grupoid olsun. SET

kategorisi üzerinde bir (klon biçimli) monad oldu¼gu Önerme 3.3.2 ile kan¬tlanan

FG = (FG; �; �) üçlüsü, G-de¼gerli süzgeç monad¬veya k¬sacaG-süzgeç monad¬olarak

adland¬r¬l¬r (Höhle, 2001).

Tan¬m 3.3.3 X bir küme G = (L;�;
) bir tam grupoid ve FG = (FG; �; �), SET

kategorisi üzerindeki G-süzgeç monad¬olsun. � 2 End
SETFG

(X), FG (X) üzerindeki �

s¬ralamas¬na göre

(T1) � � �X

(T2) � � � � �
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koşullar¬n¬ sa¼glayan bir SETFG endomor�zmi olmak üzere, � �a X üzerinde bir

SETFG-topolojik nesne, (X; �) ikilisine ise bir SETFG-topolojik uzay nesnesi ad¬

verilir (Höhle, 2001).

Teorem 3.3.1 (X; �) bir SETFG-topolojik uzay nesnesi olsun. Bu durumda

�� (x) = � (x) ; 8x 2 X

ile tan¬mlanan �� : X ! L(L
X) dönüşümü X üzerinde bir G-de¼gerli komşuluk sistemi

olur (Höhle, 2001).

Kan¬t. Her x 2 X için �� (x) = � (x) 2 FG (X) oldu¼gundan (U0), (U1) ve (U2)

s¬ras¬yla (F0), (F1) ve (F2)�den hemen ç¬kar. (U3), G-süzgeç monad¬ndaki �X tan¬m¬

ile (T1)�in, her x 2 X, f 2 LX için

[�� (x)] (f) = [� (x)] (f)

� [�X (x)] (f)

= f (x)

olmas¬n¬gerektirmesinden görülür. (T2)�den dolay¬her f 2 LX , x 2 X için

[�� (x)] (f) = [� (x)] (f)

� [(� � �) (x)] (f)

= [� (x)] ([� (�)] (f))

olur ve � : X �!
SET

FG (X) � L(L
X), f 2 LX olmas¬ndan [� (�)] (f) : X �!

SET
L elde

edilir. Ayr¬ca her y 2 X için [[� (�)] (f)] (y) = [� (y)] (f) = [�� (y)] (f) olmas¬da

sa¼gland¬¼g¬ndan

[� (x)] ([� (�)] (f)) 2
�
[�� (x)] (h) j h 2 LX ; h (y) � [�� (y)] (f) ;8y 2 X

	
�d¬r ve buradan

[�� (x)] (f) � [� (x)] ([� (�)] (f))

�
_�

[�� (x)] (h) j h 2 LX ; h (y) � [�� (y)] (f) ;8y 2 X
	

olup (U4) de elde edilmi̧s olur.

Kategorik anlamda bir mor�zmin de¼ger nesnesi (SET kategorisi için, bir

fonksiyonun de¼ger kümesi) tek türlü belirlenebildi¼ginden, asl¬nda her yerde ayn¬

de¼gerleri alan iki �eşit�fonksiyon için � : X ! FG (X) ve �� : X ! L(L
X) gibi iki
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farkl¬gösterime gidilmi̧stir. Kaŗs¬t durum ile ilgili bilgi veren aşa¼g¬daki teoremde de

buna benzer bir teknik ayr¬m yap¬lmaktad¬r.

Teorem 3.3.2 Bir X kümesi üzerinde bir � : X ! L(L
X) G-de¼gerli komşuluk

sistemi verilsin. Bu durumda her bir x 2 X için � (x) 2 FG (X) olur ve her x 2 X

için �� (x) = � (x) olacak biçimde tan¬mlanan �� : X ! FG (X) dönüşümü,X üzerinde

bir SETFG-topolojik nesnedir (Höhle, 2001).

Kan¬t. Önerme 3.1.1 gere¼gi her bir x 2 X için � (x) 2 FG (X) olur ve

böylece � ile her bir noktada eşit de¼ger alacak bir �� : X ! FG (X) fonksiyonu

tan¬mlanabilir. Kleisli kategorisi tan¬m¬, �� fonksiyonunun bir SETFG-endomor�zm

olmas¬n¬gerektirir. (U3) her x 2 X; f 2 LX için

[�� (x)] (f) = [� (x)] (f)

� f (x)

= [�X (x)] (f)

olmas¬n¬ gerektirece¼gincen �� � �X olup (T1) elde edilir. (T2) ise (U4) ve (U1)

belitlerinin kullan¬lmas¬yla her x 2 X; f 2 LX için

[�� (x)] (f) = [� (x)] (f)

�
_�

[� (x)] (h) j h 2 LX ; h (y) � [� (y)] (f) ;8y 2 X
	

=
_�

[� (x)] (h) j h 2 LX ; h � [� (�)] (f)
	

� [� (x)] ([� (�)] (f))

= [�� (x)] ([�� (�)] (f))

= [(�� � ��) (x)] (f)

olmas¬ndan görülür.

Bir fonksiyonun de¼ger kümesinin, önce geni̧sletilip sonra tekrar eski

durumuna getirilmesi veya görüntü kümesini kapsayacak biçimde daralt¬ralak

tekrar geni̧sletilmesi fonksiyonun alaca¼g¬ de¼gerlerde herhangi bir de¼gi̧sime sebep

olamayaca¼g¬ndan, Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 birlikte yorumlanarak aşa¼g¬daki

sonuç ifade edilebilir.

Sonuç 3.3.1 X bir küme, G = (L;�;
) bir tam grupoid olmak üzere X üzerindeki

her bir SETFG-topolojik nesnesi, de¼ger kümesi L
LX �e geni̧sletilerek X üzerinde bir
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G-komşuluk sistemine dönüştürülebilir. Tersine X üzerindeki her bir G-komşuluk

sistemi, de¼ger kümesi FG (X) �e daralt¬larak X üzerindeki bir SETFG-topolojik

nesnesine dönüştürülebilir.

Yukar¬daki sonuca göre özetle �G-komşuluk sistemi� ve �SETFG-topolojik

nesne�kavramlar¬birbirine denktir. Buna ek olarak, de¼ger kümesiyle ilgili teknik

ayr¬nt¬gözard¬edilirse bu iki yap¬tamamen ayn¬olur. Bu sonuç Teorem 3.1.1 ile

birlikte ele al¬nd¬¼g¬nda ise �SETFG-topolojik uzay nesnesi�ve �G-topolojik uzay�

kavramlar¬n¬n birbirine ba¼gl¬ olduklar¬ görülür. Bu ba¼g, bir yandan çok de¼gerli

topolojik uzaylar¬n kategorik özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬n¬ kolaylaşt¬r¬rken, di¼ger

taraftan bir G-topolojik uzaya tek türlü olarak kaŗs¬l¬k gelen bir SETFG-topolojik

uzay nesnesinden bahsedilmesini mümkün k¬larak çok de¼gerli topolojik uzaylar ile

ilgili kavramlar için kategorik temelli alternatif tan¬mlar elde edilmesini sa¼glar.

Aşa¼g¬da bu durumun bir örne¼gine yer verilmektedir.

Teorem 3.3.3 G bir tam grupoid, (X; � 1) ve (Y; � 2) G-de¼gerli topolojik uzaylar ve

(X; �1) ve (Y; �2) bu uzaylara s¬ras¬yla kaŗs¬l¬k gelen SETFG-topolojik uzay nesneleri

olsunlar. Bu durumda bir ' : X ! Y dönüşümünün sürekli olmas¬için gerek ve

yeter koşul

�2 � (�Y � ') � (�Y � ') � �1
olmas¬d¬r (Höhle, 2001).

Kan¬t. Teorem 3.2.1.1 gere¼gi ' �nin sürekli olmas¬için komşuluk sistemleri türünden

gerek ve yeter koşul

g��2 � ' � (g � ')��1 ; 8g 2 L
Y

olmas¬d¬r. Gösterim olarak f� = [� (�)] (f) oldu¼gundan bu koşul

[[��2 (�)] (g) � '] (x) � [[��1 (�)] (g � ')] (x) ; 8x 2 X; 8g 2 LY

veya

[��2 (' (x))] (g) � [��1 (x)] (g � ') ; 8x 2 X; 8g 2 LY

biçiminde yaz¬labilir. G-komşuluk süzgeçleriyle SETFG-topolojik uzay nesneleri eşit

de¼gerler ald¬klar¬ndan yukar¬daki ifadeyi �1 ve �2 türünden

[(�2 � ') (x)] (g) � [�1 (x)] (g � ') ; 8x 2 X; 8g 2 LY

biçiminde yazmak da mümkündür.
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FG monad¬için birim do¼gal dönüşümü tan¬m¬ndan her x 2 X için

[[(�Y � ') (�)] (g)] (x) = [(�Y � ') (x)] (g)

= [�Y (' (x))] (g)

= g (' (x))

oldu¼gundan [(�Y � ') (�)] (g) = g�' �dir. FG �nin klon bileşke tan¬m¬da kullan¬l¬rsa

[�1 (x)] (g � ') = [�1 (x)] ([(�Y � ') (�)] (g))

= [[(�Y � ') � �1] (x)] (g)

oldu¼gu görülür. �2 � ' = �2 � (�Y � ') eşitli¼gi ise (M3)�ten ç¬kar. Böylece

[(�2 � ') (x)] (g) � [�1 (x)] (g � ') ; 8x 2 X; 8g 2 LY

eşitsizli¼gi

[(�2 � (�Y � ')) (x)] (g) � [[(�Y � ') � �1] (x)] (g) ; 8x 2 X; 8g 2 LY

biçimine dönüştürülmüş olur. Bu ise

�2 � (�Y � ') � (�Y � ') � �1

olmas¬anlam¬na gelir.

Aşa¼g¬da herhangi bir G�-TOP kategorisi için iki önemli alt kategori

tan¬mlanmaktad¬r.

Tan¬m 3.3.4 a) Bir G� tam grupoidi için G�-TOP kategorisinin, bütün zay¬f

tabakal¬ G�-toplojik uzaylardan oluşan eksiksiz alt kategorisi WSG�-TOP ile

gösterilir.

b) BirWSG�-TOP kategorisinin bütün tabakal¬G�-toplojik uzaylardan oluşan

eksiksiz alt kategorisi SG�-TOP ile gösterilir (Höhle ve �ostak, 1999; Höhle, 2001).

SG�-TOP kategorisinin ayn¬ zamanda G�-TOP kategorisinin de bir eksiksiz

alt kategorisi oldu¼gu ilgili tan¬mlardan dolay¬ aç¬kt¬r. Buna ek olarak aşa¼g¬da,

SG�-TOP �un G�-TOP kategorisinin bir eşyans¬mal¬ alt kategorisi oldu¼gu

gösterilmektedir.

Teorem 3.3.4 Herhangi bir G� tam grupoidi için SG�-TOP, G�-TOP

kategorisinin bir eşyans¬mal¬alt kategorisidir.
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Kan¬t. Key� bir A = (X; �) 2 jG�-TOPj nesnesi verilsin ve buna kaŗs¬l¬k

gelecek �A 2 jSG�-TOPj nesnesi �A =
�
X; � (S)

�
olarak seçilsin. cA : X ! X, X

kümesi için birim fonksiyonu göstersin. Tabakal¬kabuk tan¬m¬ � � � (S) olmas¬n¬

gerektirdi¼ginden, g 2 � (S) =) g � cA = g 2 � yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla cA

sürekli olup, cA :
�
X; � (S)

�
�����!
G��TOP

(X; �) biçimindeki bir G�-TOP mor�zmi olarak

düşünülebilir.

Herhangi bir B = (Y; �) 2 jSG�-TOPj tabakal¬ G�-topolojik uzay¬ ve bir

f : (Y; �) �����!
G��TOP

(X; �) mor�zmi verilsin, �f : Y ! X fonksiyonu, f mor�zminin

temsil etti¼gi fonksiyona eşit olarak seçilsin ve g 2 � (S) olsun. Önerme 3.1.1.6

gere¼gi � h�i = � (S) oldu¼gundan, her i 2 I için ai 2 L ve gi 2 � olmak üzere

g =
W
i2I
(ai � gi) olacak biçimde bir I damga kümesi vard¬r. Böylece, Teorem 2.1.6�n¬n

da dikkate al¬nmas¬yla g � f =
W
i2I
[(ai � gi) � f ] yaz¬labilir. Her i 2 I için gi 2 � ve

f : (Y; �) ! (X; �) sürekli oldu¼gundan gi � f 2 � �d¬r. � �n¬n tabakal¬l¬¼g¬ ise

ai � (gi � f) 2 � olmas¬n¬gerektirir ve ai � (gi � f) = (ai � gi) � f olaca¼g¬gerçe¼gi de

göz önünde bulundurularak (O3) aksiyomunun uygulanmas¬yla g � f 2 � oldu¼gu

sonucuna ulaş¬l¬r. �f fonksiyonu f �e eşit olarak seçildi¼ginden g � �f 2 � olup

�f : (Y; �)! (X; �) süreklidir ve SG�-TOP kategorisinin eksiksiz olmas¬ndan dolay¬

�f bir SG�-TOP-mor�zmidir. Üstelik cA birim fonksiyon ve f ile �f ayn¬de¼gerleri

alan fonksiyonlar oldu¼gundan cA � �f = f olup

B
f���! A

�f

??y 



�A ���!

cA
A

diyagram¬n¬ de¼gi̧simlidir. Bu ise cA �n¬n A = (X; �) nesnesi için bir

SG�-TOP-eşyans¬ma oldu¼gunu gösterir. A keyfî oldu¼gundan, SG�-TOP, G�-TOP

�un bir eşyans¬mal¬alt kategorisidir.

G-TOP kategorisiyle adjointlik ili̧skisi bulunan baz¬ önemli kategoriler de

mevcuttur. G �nin en az¬ndan bir cl-grupoid olmas¬koşuluyla bunlardan biri, Örnek

2.3.1.3 ile tan¬t¬lan CONV kategorisidir.

Teorem 3.2.3.2�nin bir sonucu olarak, G bir cl-grupoid ise her bir (X; �)

G-topolojik uzay¬na bir (X; T� ) yak¬nsakl¬k uzay¬kaŗs¬l¬k gelir. Böylece G-TOP ve

CONV kategorileri aras¬nda bir geçi̧s elde edilir. Özet olarak G-de¼gerli topolojik
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uzaylar için yak¬nsakl¬¼g¬n süreklilik alt¬nda korudu¼gunu ifade eden Teorem 3.2.3.3

ise iki kategori aras¬ndaki bu geçi̧sin bir fonktöre kaŗs¬l¬k gelece¼gi sonucunu verir.

Sonuç 3.3.2 G bir cl-grupoid olmak üzere her bir (X; �) G-topolojik uzay¬ ve

G-de¼gerli topolojilere göre sürekli olan her ' fonksiyonu için

TG (X; �) = (X; T� ) ; TG (') = '

kural¬ile verilen TG : G-TOP! CONV bir fonktördür (Höhle, 2001).

TG fonktörünün bir sol adjointi vard¬r. Bu konuma aday bir fonktörün

tan¬mlanabilirli¼gi aşa¼g¬daki teoremler ile elde edildikten sonra iki fonktör aras¬ndaki

adjointlik ili̧skisi ele al¬nacakt¬r.

Teorem 3.3.5 (X; T ) bir yak¬nsakl¬k uzay¬ve G = (L;�;
) bir cl-grupoid olsun.

� �T =

(
g 2 LX j g (x) �

_
A2F

^
a2A

g (a) ; 8 (F ; x) 2 T
)

ile tan¬mlanan � �T , X üzerinde bir G-de¼gerli topolojidir (Höhle, 2001).

Kan¬t. 1 � 1 olmas¬ndan (O1) hemen görülür.

f; g 2 � �T olsun. Her (F ; x) 2 T için f (x) �
W
A2F

V
a2A

f (a) ve g (x) �
W
A2F

V
a2A

g (a)

olur. 
 i̧sleminin s¬ra koruyanl¬¼g¬, A 2 F =) A 6= ? oldu¼gu, G �nin cl-grupoid

olmas¬ve klasik süzgeçler için (F2) belitine dikkat edilirse her (F ; x) 2 T için

(f 
 g) (x) = f (x)
 g (x)

�
 _
B2F

^
b2B

f (b)

!


 _
C2F

^
c2C

g (c)

!

=
_
C2F

" _
B2F

^
b2B

f (b)

!


^
c2C

g (c)

#

=
_
C2F

_
B2F

" ^
b2B

f (b)

!


 ^
c2C

g (c)

!#

�
_
C2F

_
B2F

" ^
b2B\C

f (b)

!


 ^
c2B\C

g (c)

!#

=
_
A2F

" ^
b2A

f (b)

!


 ^
c2A

g (c)

!#

�
_
A2F

"^
a2A

(f (a)
 g (a))
#

=
_
A2F

^
a2A

(f 
 g) (a)
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olup f 
 g 2 � �T �dir ve böylece (O2) de elde edilmi̧s olur.

I = ? olmas¬durumunde (O3)�ün sa¼glanaca¼g¬aç¬kt¬r. I 6= ? olmas¬durumunda

ise istenen eşitsizlik farkl¬damgalarla ard arda uygulanan iki eküs i̧sleminin birbiriyle

yer de¼gi̧stirebilece¼gi gerçe¼ginden görülür.

Teorem 3.3.6 (X; T1) ve (Y; T2) birer yak¬nsakl¬k uzay¬, ' : X ! Y T1 ile T2 �ye

göre bir sürekli fonksiyon ve G = (L;�;
) bir cl-grupoid olsun. � �T1 ve �
�
T2 G-de¼gerli

topolojileri Teorem 3.3.5�teki gibi tan¬mlanm¬̧s ise ' fonksiyonu � �T1 ile �
�
T2 �ye göre

de süreklidir (Höhle, 2001).

Kan¬t. g 2 � �T2 ve (F ; x) 2 T1 olsun. ' yak¬nsakl¬k yap¬lar¬na göre sürekli

oldu¼gundan (' hFi ; ' (x)) 2 T2 �dir.

Herhangi bir A 2 F seçilsin. g 2 � �T2 oldu¼gundan

g (' (x)) �
_

B2'hFi

^
b2B

g (b)

�dir. Özel olarak '! (A) 2 ' hFi kümesi ele al¬n¬rsa

g (' (x)) �
^

b2'!(A)

g (b) =
^
a2A

g (' (a))

oldu¼gu görülür. Bu eşitsizlik her bir A 2 F için geçerli olaca¼g¬ndan

(g � ') (x) �
_
A2F

^
a2A

(g � ') (a)

elde edilip g � ' 2 � �T1 oldu¼gu görülür ve ', �
�
T1 ile �

�
T2 �ye göre de sürekli olur.

Sonuç 3.3.3 G bir cl-grupoid olmak üzere her bir (X; T ) yak¬nsakl¬k uzay¬ ve

yak¬nsakl¬k yap¬lar¬alt¬nda sürekli her ' fonksiyonu için

SG (X; T ) = (X; � �T ) ; TG (') = '

kural¬ile verilen SG : CONV! G-TOP bir fonktördür (Höhle, 2001).

Şimdi TG ve SG fonktörleri aras¬ndaki adjointlik ili̧skisi ifade edilebilir.

Teorem 3.3.7 G bir cl-grupoid olmak üzere SG a TG �dir (Höhle, 2001).

Kan¬t. Her bir (X; T ) 2 jCONVj için IX : X ! X fonksiyonu ele al¬ns¬n ve

(F ; x) 2 T olsun. Bu durumda her bir g 2 � �T için g (x) �
W
A2F

V
a2A

g (a) olaca¼g¬ndan

F , � �T �ye göre x �e yak¬nsar ve (F ; x) 2 T��T olur.

(F ; x) = (IX hFi ; IX (x)) ve
�
X; T��T

�
= TG (SG (X; T )) oldu¼guna dikkat

edilirse, CONV kategorisinde IX : (X; T ) ! TG (SG (X; T )) oldu¼gu görülür.
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Ayr¬ca (Y; � 0) 2 jG-TOPj olmak üzere herhangi bir ' : (X; T ) ! TG (Y; �
0)

CONV-mor�zmi verildi¼ginde

(X; T ) IX���! TG(SG(X; T ))


 ??yTG('�)
(X; T ) ���!

'
TG(Y; �

0)

diyagram¬n¬ de¼gi̧simli yapan bir '� : SG (X; T ) ! (Y; � 0) G-TOP-mor�zminin

bulunabildi¼gi de gösterilirse IX �in X �ten TG �ye bir başlang¬ç mor�zmi oldu¼gu

görülmüş olur.

Herhangi bir (F ; x) 2 T süzgeci al¬ns¬n ve g 2 � 0 olsun. ' : (X; T )! TG (Y; �
0)

süreklili¼ginden (' hFi ; ' (x)) 2 T� 0 olup

g (' (x)) �
_

B2'hFi

^
b2B

g (b) =
_
A2F

^
b2'!(A)

g (b) =
_
A2F

^
a2A

(g � ') (x)

eşitsizli¼gi vard¬r ve SG �nin tan¬m¬ gere¼gi bu eşitsizlik g � ' 2 � �T oldu¼gu

anlam¬na gelir ve '� sadece bir fonksiyon olarak bak¬ld¬¼g¬nda '� = ' olacak

biçimde tan¬mlanarak istenen diyagram¬de¼gi̧simli yapan '� : SG (X; T ) ! (Y; � 0)

G-TOP-mor�zmi bulunmuş olur.
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4 TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çal¬̧smada çok de¼gerli topolojik uzaylara temel sa¼glayan baz¬tam grupoid

yap¬lar¬ tan¬t¬ld¬ve bu tür yap¬lar üzerine kurulmuş çok de¼gerli topolojik yap¬lar

incelendi.

Sözkonusu kuram¬çeşitli yönlerden zenginleştirmek mümkündür. Örnek olarak,

bu çal¬̧smadakine benzer bir inceleme kümenin yan¬nda topolojinin de bir tam

grupoidle yap¬land¬r¬lmas¬mant¬¼g¬na dayanan çok de¼gerli topolojik uzaylar için de

yap¬labilir. Farkl¬ tam grupoidler üzerinde tan¬ml¬ çok de¼gerli topolojik uzaylar

aras¬nda ba¼g kuracak anlaml¬bir mor�zm kavram¬oluşturularak, bütün çok de¼gerli

topolojik uzaylar ayn¬ tür nesneler olarak ele al¬nabilir ve böylece çok de¼gerli

topolojik uzay ve tam grupoid teorileri birleştirilebilir. Üzerinde çal¬̧s¬lan tam

grupoid, tümleme gibi ek yap¬larla donat¬larak daha zengin bir teori elde edilebilir.

Kapan¬̧s operatörü benzeri bir araç yard¬m¬yla herhangi bir s¬n¬rl¬ k¬smi s¬ral¬

kümeye tam grupoid benzeri bir yap¬kazand¬r¬l¬p bunun üzerinde bir topoloji kuram¬

geli̧stirmek de başka bir araşt¬rma konusu olabilir.

Çal¬̧smada elde edilen di¼ger bir sonuç, özel bir Kleisli kategorisi yard¬m¬yla çok

de¼gerli topolojik uzaylar teorisine kategorik olarak ulaş¬labilinmesidir. Baz¬ özel

ek yap¬lar yard¬m¬yla herhangi bir Kleisli kategorisinde bu oluşumu taklit etmek

mümkündür. Bu şekilde elde edilen çok de¼gerli topoloji benzeri yap¬lar¬n en genel

anlamda incelenmesinde şimdiye kadar çok az yol al¬nabilmi̧stir. Bu yap¬lar¬n

araşt¬r¬lmas¬da yeni çal¬̧smalar için oldukça uygun bir seçim olarak düşünülmektedir.
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