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ÖZET

Bu çal¬̧sma üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde; Öklid uzay¬na ait temel kavramlar ve e¼griler üzerine karekteriza-

syonlar verildi.

·Ikinci bölümde; üç boyutlu Lorenz uzay¬nda temel kavramlar, e¼grilik küresi ve

çember, e¼griler üzerine karekterizasyonlar incelendi.

Son bölümde ise; üç boyutlu Öklid uzay¬nda ve üç boyutlu Lorenz uzay¬nda düzlem

e¼grileri, silindirik helisler, küresel e¼griler ve Bertrand e¼grileri, araşt¬r¬ld¬.

Anahtar Kelimeler: Öklid uzay¬, Lorenz uzay¬, silindirik helisler, küresel e¼griler

ve Bertrand e¼grileri.
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ABSTRACT

Helices and Bertrand Curves in the Three Dimensional Lorenzian Space

This study is formed in three parts.

In the …rst part, fundamental de…nitions about Euclidean space and curves over

characterization are given.

In the second part, fundamental de…nitions in three dimensional Lorenzian space

and curves over characterization are researched.

In the last part, plane curves, cylindrical helices, spherical curves, and Bertrand

curves in three dimensional Euclidean space and Lorenzian space are researched .

Keywords: Euclidean space, Lorentzian space, cylindrical helices, spherical curves

and Bertrand curves.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

R : Reel say¬lar cismi

R : Vektör uzay¬

h i : ·Iç çarp¬m

kk : Norm

S2 : Oskülatör küre

E3 : Öklid uzay¬

· : E¼grilik fonksiyonu

¿ : Burulma fonksiyonu

½ : E¼grilik yar¬çap¬ fonksiyonu

T : Birim te¼get vektör alan¬

N : Birinci dik (Asli normal) vektör alan¬

B : Binormal vektör alan¬

H1 : Birinci harmonik e¼grilik

L3 : Lorenz uzay¬

g( ) : Lorenz iç çarp¬m

£ : Lorenz vektörel çarp¬m

S2
1 : Lorenzian küre

H2
1 : Hiperbolik küre

D(s) : Darboux vektörü

d(s) : Birim Darboux vektörü
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1.G·IR·IŞ

R3 Öklid uzay¬nda e¼grilerin en ilginç olanlar¬ndan biri helislerdir. Helisler için

günlük hayattan bir çok örnek verilebilir. Örne¼gin; bir a¼gaca sar¬larak ç¬kan sarmaş¬k,

minaredeki merdiven veya bir vidan¬n üzerine i̧slenmi̧s yivler ve setler verilebilir.

·Ilk olarak bir dik dairesel silindir üzerine çizilmi̧s helis ele al¬nm¬̧s ve buna daire-

sel helis denilmi̧stir. Bu helislerde  e¼grilili¼gi ve  burulman¬n ayr¬ ayr¬ birer sabit

oldu¼gu ilk tesbit edilen karekterizasyonlardand¬r. Daha sonra bu e¼griliklerin sabit ol-

mamas¬na ra¼gmen oranlar¬n¬n sabit oldu¼gu helis bulunmuştur ki bu helise genel helis

ad¬ verilmi̧stir. Bulunan genel helis sayesinde bir dik dairesel silindir üzerine çizilmi̧s

helislerden başka helislerin de var oldu¼gu ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Helisler sabit e¼griliklidir. Ba̧ska bir deyi̧sle e¼grinin tanjant vektörü sabit bir do¼gruyla

sabit bir aç¬ yapar. ·Ilk olarak 1802 y¬l¬nda Lancret Öklid uzay¬ndaki helisler için yap-

t¬¼g¬ çal¬̧smalar sonucu genel helis tan¬m¬n¬ yapm¬̧st¬r. 1845 y¬l¬nda ise de Saint Venant

taraf¬ndan bir e¼grinin helis olmas¬ için gerek ve yeter şart¬n  e¼grili¼ginin  burulmas¬na

oran¬n¬n sabit olmas¬ gerekti¼gi ispatlanm¬̧st¬r [1].

Genel helisler ve e¼gilim çizgileri diferansiyel geometrinin çok iyi bilinen e¼grileri

olup yap¬lan son çal¬̧smalar¬n takibi aç¬s¬ndan [2,3,4,5,6] çal¬̧smalar¬ incelenebilir. Daha

sonra slant helis ve helis aras¬ndaki ili̧ski üzerine çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r [7,8].

Bertrand e¼griler klasik uzay e¼grisi teorisinin en ilginç konular¬ndan biridir [9,10,11].

J.A Serret 1850 y¬l¬nda e¼grilerin e¼griliklerini ve torsiyonlar¬n¬ bulmuştur. Bu sonuçlara

dayanarak L.Bianchi ise Bertrand e¼grilerin e¼grilik ve torsiyonlar¬n¬n lineer ba¼g¬nt¬s¬n¬

ispatlam¬̧s ve ayn¬ y¬l içinde Bertrand e¼griler J.Bertrand taraf¬ndan bulunmuştur.

[12] de Bertrand e¼griler ve bu e¼grilerin geodezik imbeddingleri incelenerek modern

soliton teorisinde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca Bertrand e¼gri çiftleri bilgisayar destekli tasar¬m-

larda kullan¬lan özel e¼gri örnekleridir [13].

[14]’de silindirik helisler ve Bertrand e¼grileri, regle yüzeyi üzerindeki e¼grilermi̧s gibi

düşünülerek çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu e¼griler klasik bilimsel çal¬̧smalarda özel e¼griler denilen

dairesel helislerin çeşitli genellemelerinden ibarettir [15]. Bu e¼grilere özel e¼griler de-

nilmesine ra¼gmen, uzay e¼grilerinin geni̧s bir s¬n¬f¬ndand¬rlar. Düzlem e¼grilerinden
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silindirik helisleri, silindirik helislerden Bertrand e¼grilerinin elde edilebilece¼gi göster-

ilebilir. Üstelik tüm bu e¼griler bu yöntemle elde edilebilir. Genel diferansiyel geometride,

ilk olarak R3 de do¼grular, düzlemler, küreler gibi standart özelliklere sahip model

altmanifoldlar düşünülür. Daha sonra genel altmanifoldlarla model altmanifoldlar

aras¬nda benzerlikler ve farkl¬l¬klar de¼gerlendirilir. Silindirik helis ve Bertrand e¼gri

kavramlar¬, dairesel helis kavram¬n¬n bir genelleştirilmi̧si oldu¼gundan burada model

altmonifoldlar olarak dairesel helisler kabul edilmektedir [16].

Biz bu çal¬̧smada [16] de yap¬lan çal¬̧smay¬ esas olarak al¬p, üç boyutlu Lorenz uza-

y¬nda düzlem e¼grilerinden silindirik helisleri, silindirik helislerden Bertrand e¼grilerin

elde edilebilece¼gini inceledik. Ayr¬ca 2
1 Lorenz küresi ve 

2
1 hiperbolik kürede e¼griler

için Sabban çat¬lar¬, ve buna ba¼gl¬ olarak Bertrand e¼grilerin elde edilebilece¼gini göster-

dik.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Üç Boyutlu Öklid Uzay¬nda Temel Kavramlar

2.1.1. Tan¬m. R, reel say¬lar cismini göstermek üzere

R = f(1 2  ) jR  = 1  g

eşitli¼giyle belirli R kümesinde toplama i̧slemi

(1 2  ) + (1 2  ) = (1 + 1 2 + 2   + )

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Skalerle çarpma i̧slemi,  2 R ve (1 2  ) 2 R için

 (1 2  ) = 1 2  

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Bu i̧slemlere göre R kümesi R cismi üstünde bir vektör uzay¬

olur.

R vektör uzay¬nda  = (1 2  ) ve  = (1 2  ) olmak üzere

h i =
X

=1


eşitli¼giyle tan¬mlanan R £ R ! R, ( ) ! h i fonksiyonu R uzay¬nda bir iç

çarp¬md¬r. Bu iç çarp¬ma, R uzay¬n¬n do¼gal iç çarp¬m¬ denir.

kk =
p
h i

şeklinde tan¬mlanan kk : R ! R,  ! kk fonksiyonu, R uzay¬nda bir normdur.

Buna göre R vektör uzay¬, normlu vektör uzay¬d¬r.

( ) = k¡ k

biçiminde tan¬mlanan  : R £ R ! R fonksiyonu, R uzay¬nda bir metriktir. Bu

metrikle birlikte R uzay¬na Öklid uzay¬ denir [17].

2.1.2. Tan¬m.  ½ R olmak üzere  :  ¡! 3 diferansiyellenebilir dönüşümüne

3 de bir e¼gri denir. E¼ger her t 2  için k0()k = 1 ise  ya birim h¬zl¬d¬r denir. Aksi

takdirde key… parametrelidir denir. 3 uzay¬nda birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisi için,

 () = 0()
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eşitli¼giyle belirli  () vektörüne,  e¼grisinin () noktas¬ndaki birim te¼get vektörü

denir [18].

2.1.3. Tan¬m. 3 uzay¬nda birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisi için

 :  ¡! R () = k 0()k

olmak üzere  fonksiyonuna,  e¼grisinin e¼grilik fonksiyonu denir. () say¬s¬na ise

e¼grinin () noktas¬ndaki e¼grili¼gi denir [18].

2.1.4. Tan¬m. 3 uzay¬nda birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisi için

 () =
1

()
 0()

eşitli¼giyle belirli  () vektörüne,  e¼grisinin () noktas¬ndaki birinci dik vektörü (asli

normali) denir.  vektör alan¬na,  e¼grisinin birinci dik vektör alan¬ (asli normal

vektör alan¬) denir [18].

2.1.5. Tan¬m. 3 uzay¬nda birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisi için

() =  ()£ ()

eşitli¼giyle tan¬ml¬ () vektörüne,  e¼grisinin () noktas¬ndaki ikinci dik vektörü

(binormali) denir.  vektör alan¬na,  e¼grisinin ikinci dik vektör alan¬ (binormal

vektör alan¬) denir [18].

2.1.6. Tan¬m. 3 uzay¬nda birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisinin Frenet vektör

alanlar¬  ,  ,  olmak üzere,

 :  ! R  () = ¡h0() ()i

 fonksiyonuna,  e¼grisinin burulma fonksiyonu denir. () say¬s¬na ise e¼grinin ()

noktas¬ndaki burulmas¬ denir [18].

Bundan sonra, aksi belirtilmedikçe,  =  ()  =  ()  = () olarak al¬-

nacakt¬r.
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2.1.7. Teorem. 3 uzay¬nda birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisinin Frenet vektör

alanlar¬  ,  ,  olmak üzere,

 0 = 

 0 = ¡ + 

0 = ¡

dir [17].

2.1.8. Teorem.  birim h¬zl¬ olmayan bir e¼gri olmak üzere,  :  ¡! 3 e¼grisinin

Frenet vektör alanlar¬  ,  ,  oldu¼guna göre

 =
0

k0k

 =
0 £ 00

k0 £ 00k2
 =  £ 

dir [17].

 :  ¡! 3 e¼grisinin e¼grilik ve burulma fonksiyonlar¬ ,  oldu¼guna göre;

 =
k0 £ 00k
k0k3

(2.1)

 =

­
0 £ 00 (3)

®

k0 £ 00k2

dir [17].

2.1.9. Teorem.  birim h¬zl¬ olmayan bir e¼gri olmak üzere,  :  ¡! 3 e¼grisinin

Frenet vektör alanlar¬  ,  ,  ve bu e¼grinin e¼grilik ve burulmas¬ ,  olsun. k0k = 

oldu¼guna göre;

 0 = 

 0 = (¡ + )

0 = (¡)
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dir [18].

2.1.10. Tan¬m.  :  ¡!  e¼grisinin (0) noktas¬ verilsin.  :  ¡!  bir

e¼gri olmak üzere 0 2  için;

(0) = (0)

oluyorsa;  e¼grisi  e¼grisine 0. basamaktan de¼giyor denir.

(0) = (0) 
0(0) = 0(0)

oluyorsa;  e¼grisi  e¼grisine 1 basamaktan de¼giyor denir.

(0) = (0) 
0(0) = 0(0) 

00(0) = 00(0)

oluyorsa;  e¼grisi  e¼grisine 2 basamaktan de¼giyor denir.

(0) = (0) 
0(0) = 0(0) 

00(0) = 00(0)  
()(0) = ()(0)

oluyorsa;  ·  olmak üzere,  e¼grisi  e¼grisine  basamaktan de¼giyor denir [17].

2.1.11 Tan¬m.  :  ¡! 3 e¼grisinin e¼grilik fonksiyonu  olmak üzere
1


fonksiy-

onuna,  e¼grisinin e¼grilik yar¬çap¬ fonksiyonu denir ve  ile gösterilir.  2  için ()

say¬s¬na,  :  ¡! 3 e¼grisinin () noktas¬ndaki e¼grilik yar¬çap¬ denir [17].

2.1.12. Teorem.  :  ¡! 3 birim h¬zl¬ bir e¼gri ve 0 2  olsun. Bu durumda

(0) = (0) 0(0) = 0(0) 00(0) = 00(0)

olacak biçimde birim h¬zl¬ bir  :  ¡! 3 çemberi vard¬r. Bu çember,

0 = (0) 0 = (0) 0 =  (0)

olmak üzere;

() = (0) + 00 + 0 cos


0
(¡0) + 0 sin



0
0

denklemiyle verilebilir. Çemberin merkezi (0) + 00 noktas¬d¬r [18].
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2.1.13 Tan¬m.  e¼grisine (0) noktas¬nda üçüncü basamaktan de¼gen küreye, 

e¼grisinin, (0) noktas¬ndaki e¼grilik küresi (dokunum küresi veya oskülatör küre) denir.

2 =
©
 2 3 : h i = 1

ª

şeklinde tan¬mlan¬r [17].

2.1.14. Tan¬m.  merkezli bir K küresi ile  e¼grisi için bir  fonksiyonu

 :  ¡! R () = h()¡ ()¡ i ¡ 2

şeklinde olsun. 0 2  olmak üzere

 (0) = 0

ise K küresi  e¼grisine (0) noktas¬nda 0. basamaktan de¼giyor denir.

(0) = 0  0(0) = 0

ise K küresi  e¼grisine (0) noktas¬nda 1basamaktan de¼giyor denir.

 (0) = 0  0(0) = 0  00(0) = 0

ise K küresi  e¼grisine (0) noktas¬nda 2basamaktan de¼giyor denir.

 (0) = 0  0(0) = 0  00(0) = 0  (3)(0) = 0

ise K küresi  e¼grisine (0) noktas¬nda 3 basamaktan de¼giyor denir [17].

2.1.15. Teorem.  :  ¡! 3 birim h¬zl¬ bir e¼gri ve 0 2  olsun.  e¼grisine (0)

noktas¬nda 2basamaktan de¼gen kürelerin merkezlerinin geometrik yeri,  2 R için

0() = (0) + 00 + 0

eşitli¼giyle belirli 0() noktalar¬n¬n belirledi¼gi do¼grudur [18].

2.1.16. Teorem. M½ 3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.  2  ya

karş¬l¬k gelen () noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬, f () () ()g olmak üzere, M

ile sonsuz yak¬n üç ortak noktas¬ olan kürelerin merkezlerinin geometrik yeri;

() = () ¡2()()¡ 3()
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dir. Burada

2 :  ! R 2() =
¡1
()

ve  2 R dir [19].

2.1.17. Sonuç. M½ 3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. () 2

M noktas¬nda M ile sonsuz yak¬n üç ortak noktas¬ olan kürelerin merkezleri bir do¼gru

üzerindedir [19].

2.1.18. Tan¬m. M½ 3 e¼grisinin m 2 M noktas¬nda M ile sonsuz yak¬n üç ortak

noktas¬ olan kürelerin merkezlerinin geometrik yerine M e¼grisinin m 2 M noktas¬ndaki

e¼grilik ekseni denir [19].

2.1.19. Teorem. M½ 3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. () 2 M

noktas¬nda oskülatör küre merkezi  ise;

() = () ¡2()()¡3()()

dir. Burada f () ()()g  () noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬ olup

2() =
¡1
()

3() =
0

2()

()

dir [19].

2.1.20. Sonuç. M½ 3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. () 2 M

noktas¬nda oskülatör kürenin yar¬çap¬  ise;

 =
£
2

2 +2
3

¤1
2

dir [19].

2.1.21. Teorem. M½ 3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. 3() 6= 0

 () 6= 0 olmak üzere 8  2  için () noktas¬nda oskülatör kürenin yar¬çap¬n¬n sabit

olmas¬ için gerek ve yeter şart oskülatör kürelerin merkezlerinin ayn¬ olmas¬d¬r [19].

2.1.22. Teorem. M½ 3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. 8  2 

için  () 6= 0 3() 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda M küresel bir e¼gri olmas¬
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için gerek ve yeter şart 8  2  için () noktas¬ndaki oskülatör kürelerin merkezlerinin

ayn¬ nokta olmas¬d¬r [19].

2.1.23. Teorem. M½ 3 e¼grisi ( ) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.  2  yay

parametresi olmak üzere  () 6= 0 3() 6= 0 ise, M nin küresel bir e¼gri olmas¬ için

gerek ve yeter şart 0
3() +2() () = 0 olmas¬d¬r [19].
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2.2. Üç Boyutlu Öklid Uzay¬nda E¼griler Üzerine Karekterizasyonlar

2.2.1. Tan¬m. Birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisi ile ayn¬ aral¬kta tan¬ml¬

 :  ¡! 3 e¼grisi verilsin. Her bir  2  için  e¼grisinin () noktas¬ndaki te¼geti

() noktas¬ndan geçiyorsa ve h ()  ()i = 0 ise  e¼grisine  e¼grisinin bir involütü

denir [18].

2.2.2. Teorem.  e¼grisi  e¼grisinin bir involütü ise  sabit bir reel say¬ olmak

üzere

() = () + (¡+ ) ()

dir [17].

2.2.3. Tan¬m. Birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisi ile ayn¬ aral¬kta tan¬ml¬

 :  ¡! 3 e¼grisi verilsin. Her bir  2  için  e¼grisinin () noktas¬ndaki te¼geti

() noktas¬ndan geçiyorsa ve h ()  ()i = 0 ise  e¼grisine  e¼grisinin bir evolütü

denir [17].

2.2.4. Teorem.  e¼grisi,  e¼grisinin bir evolütü ise  2 R ve

() =

Z 

0

 ()

olmak üzere

() = () + ()()¡ () tan [() + ]()

dir. Ayr¬ca () noktas¬ndaki normal düzlemde, birinci kenar¬ () ¡ () ikinci

kenar¬ () olan yönlü aç¬n¬n ölçüsü () +  dir [18].

2.2.5. Tan¬m. Birim h¬zl¬  :  ¡! 3 e¼grisi ile ayn¬ aral¬kta tan¬ml¬

 :  ¡! 3 e¼grisi verilsin. Her bir  2  için () noktas¬ ile () noktas¬n¬ bir-

leştiren do¼gru,  e¼grisinin () noktas¬ndaki birinci normalini ve  n¬n () noktas¬n-

daki birinci normalini kaps¬yorsa,  e¼grisi  e¼grisiyle Bertrand e¼gri çifti oluşturuyor

denir [18].
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2.2.6. Teorem.  e¼grisi  e¼grisiyle Bertrand e¼gri çifti oluşturuyorsa  sabit bir

say¬ olmak üzere  e¼grisi  = +  biçimindedir [18].

2.2.7.Tan¬m. M½ 3 e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬  ve  2 (3) de sabit

bir birim vektör alan¬ olsun. E¼ger  2M için

hi j= cos = 

ise M e¼grisine 3 de bir e¼gilim çizgisi,  aç¬s¬na M nin e¼gilim aç¬s¬ ve  fg uzay¬na

da M nin e¼gilim ekseni denir [20].
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3. ÜÇ BOYUTLU LORENZ UZAYI

3.1. Üç Boyutlu Lorenz Uzay¬nda Temel Kavramlar

3.1.1. Tan¬m.  bir reel vektör uzay¬ olsun.  :  £ ¡! R dönüşümü 8   2 R

ve 8    2  için

) ( ) = ( )

) (+  ) =  () +  ( ) ve (  + ) =  ( ) +  ( )

özelliklerine sahip ise  dönüşümüne  vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form

denir [21].

3.1.2. Tan¬m. 3-boyutlu reel vektör uzay¬ R3 ve 8 ¡! ,
¡!
 2 R3 için Lorenz iç

çarp¬m¬, 1 : R3 £R3 ¡! R olmak üzere;

1(
¡!

¡!
 ) = 11 + 22 ¡ 33

şeklinde ya da 2 : R3 £R3 ¡! R olmak üzere;

2(
¡!

¡!
 ) = ¡11 + 22 + 33

şeklinde tan¬mlan¬r. Buradaki 1 ve 2 fonksiyonlar¬ R3 de bir Lorenz iç çarp¬m¬ olup,

bu fonksiyonlarla birleşen R3 vektör uzay¬na da k¬saca Lorenz uzay¬ denir ve 3 ile

gösterilir. Biz çal¬̧smalar¬m¬zda 2 Lorenz iç çarp¬m¬n¬ kullanaca¼g¬z ve k¬sal¬¼g¬ hat¬r¬

için  ile gösterece¼giz [21].

3.1.3. Tan¬m. 3 de bir vektör
¡!
 ve  3 de Lorenz iç çarp¬m¬ olmak üzere,

¡!


vektörünün normu; °°°¡!
°°° =

r¯̄
¯(¡!

¡!
 )
¯̄
¯

şeklinde tan¬mlan¬r [21].

3.1.4. Tan¬m. , 3 de bir e¼gri olmak üzere (0() 0()) = §1 ise bu  e¼grisine

birim h¬zl¬ e¼gri ad¬ verilir [21].

3.1.5. Tan¬m.   2 3 olmak üzere ( ) = 0 ise  ve  vektörlerine ortogonaldir

denir [21].
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3.1.6. Tan¬m.
¡!
 = (1 2 3)

¡!
 = (1 2 3) 2 3 olmak üzere;

£j : 3 £ 3 ! 3

(
¡!

¡!
 ) ! ¡!

 £ j
¡!
 = (¡(23 ¡ 32) 31 ¡ 13 12 ¡ 21)

şeklinde tan¬ml¬ ^ j operatörüne 3 de Lorenz anlam¬nda vektörel çarp¬m denir. Bu

tan¬m¬ matrisel formda;

¡!
£ j

¡!
 = 

2
6664

¡¡!1 ¡!2 ¡!3
1 2 3

1 2 3

3
7775

şeklinde ifade edebiliriz. Bundan sonra aksi belirtilmedikçe £j yerine £ ifadesini

kullanaca¼g¬z [19].

3.1.7. Teorem. £ : 3 £ 3 ! 3 olmak üzere 8 ¡!
¡!
 
¡!
 2 3 için aşa¼g¬daki

eşitlikler geçerlidir.

1) (
¡!
 £¡! 

¡!
 ) =det (

¡!

¡!
 
¡!
 ),

2) (
¡!
 £¡! )£¡! = (

¡!
 
¡!
 )
¡!
 ¡ (

¡!

¡!
 )
¡!
 ,

3) (
¡!

¡!
 £¡! ) = 0,

4) (
¡!
 
¡!
 £¡! ) = 0 [19].

3.1.8. Sonuç. 8 ¡!
¡!
 2 3 olmak üzere;

(
¡!
 £¡! 

¡!
 £¡! ) = ((

¡!
 £¡! ))2 ¡ (

¡!
 £¡! )(

¡!
 £¡! )

dir [19].

3.1.9. Tan¬m. 8 ¡! 2 3 olmak üzere

) (
¡!
 
¡!
 )i0 ise ¡! ye space-like vektör,

) (
¡!
 
¡!
 )h0 ise ¡! ye time-like vektör

) (
¡!
 
¡!
 ) = 0,

¡!
 6= 0 ise

¡!
 ye light-like veya null vektör

denir [21].

3.1.10. Teorem. 8   2 3 olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler geçerlidir.
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1)  space-like ve  time-like vektör ise  £  space-like,

2)  space-like ve  null vektör olmak üzere

(  ) = 0 ise  £  null vektör, (  ) 6= 0 ise  £  space-like vektördür [19].

3.1.11. Tan¬m.  ½ 3 Lorenz uzay¬nda bir e¼gri olsun.  e¼grisinin h¬z vektörü

 () olmak üzere,

) ( ()  ())h0 ise, () time-like e¼gri,

) ( ()  ())i0 ise, () space-like e¼gri,

) ( ()  ()) = 0 ise, () light-like veya null e¼gri

olarak adland¬r¬l¬r [20].

3.1.12. Tan¬m.

1.Durum. 3 de bir e¼gri  olsun. E¼ger fg Frenet çat¬s¬, s¬ras¬yla,

ftime-like, space-like, space-likeg

şeklinde verilmi̧s ise Frenet denklemleri;

 0 =  (3.1)

 0 =  + 

0 = ¡

dir [22].

Ayr¬ca;  £  = ¡  £  =   £  = ¡ olup, Darboux vektörü

() =  ¡  dir [23].

2.Durum. 3 de bir e¼gri  olsun. E¼ger fg Frenet çat¬s¬, s¬ras¬yla,

fspace-like, time-like, space-likeg

şeklinde verilmi̧s ise Frenet denklemleri;

 0 =  (3.2)

 0 =  + 

0 = 
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dir [22].

Ayr¬ca;  £  = ¡  £  = ¡  £  =  olup, Darboux vektörü

() = ¡ +  dir [23].

3.Durum. 3 de bir e¼gri  olsun. E¼ger fg Frenet çat¬s¬, s¬ras¬yla,

fspace-like, space-like, time-likeg

şeklinde verilmi̧s ise Frenet denklemleri;

 0 =  (3.3)

 0 = ¡ + 

0 = 

dir [22].

Ayr¬ca;  £  =   £  = ¡  £  = ¡ olup, Darboux vektörü

() =  ¡  dir [23].

3.1.13. Tan¬m. 3 de bir e¼gri  olsun. E¼ger  ve  nun her ikisi de  e¼grisi

boyunca pozitif sabitler ise  e¼grisine dairesel helis denir [22].

3.1.14. Tan¬m. 3 Lorenz uzay¬nda  = (123) ve  2 R+ olmak üzere

2
1() = f = (1 2 3) 2 3 : (¡ ¡) = 2g

şeklinde tan¬mlanan 2
1() cümlesine Lorenzian küre ad¬ verilir [21].

3.1.15. Tan¬m. M ½  de time-like e¼gri ve  ½  -hiperküresi verilsin. E¼ger

M ½  ise M ye  in -time-like hiperküresel e¼grisi denir.  = 3 ve  = 1 halinde

M time-like e¼grisi bir çember (Lorenz çemberi) veya çember yay¬d¬r [19].

3.1.16. Tan¬m. M ½ 3 time-like e¼grisiyle m 2 M noktas¬nda sonsuz yak¬n dört

ortak noktas¬ olan küreye M nin m 2 M noktas¬ndaki oskülatör küresi veya e¼grilik

küresi ad¬ verilir [19].
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3.1.17. Teorem. M ½ 3 time-like e¼grisi ( ,) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

 2  ya kaŗs¬l¬k gelen () noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬, f (), (), ()g olmak

üzere M ile sonsuz yak¬n üç ortak noktas¬ olan kürelerin merkezlerinin geometrik yeri;

() = () ¡2()()¡3()()

dir. Burada

2 :  ! R 2() =
1

()

ve

3() = §
s
2 ¡ (

1

()
)2 =  2 R

dir [19].

3.1.18. Sonuç. M½ 3 time-like e¼grisi ( ,) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

() 2 M noktas¬nda M ile sonsuz yak¬n üç ortak noktas¬ olan kürelerin merkezleri bir

do¼gru üzerindedir [19].

3.1.19. Tan¬m. M½  time-like e¼grisinin m2 M noktas¬nda M ile sonsuz yak¬n

üç ortak noktas¬ olan kürelerin merkezlerinin geometrik yerine, M time-like e¼grisinin

m2 M noktas¬ndaki e¼grilik ekseni denir [19].

3.1.20. Teorem. M½ 3 time-like e¼grisi ( ,) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

() 2 M noktas¬nda Oskülatör küre merkezi  ise;

 = ()¡2()()¡3()()

dir. Burada, f () () ()g () noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬ olup

2() =
1

()

3() =
0

2()

()

şeklindedir [19].
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3.1.21. Sonuç. M½ 3 time-like e¼grisi ( ,) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

() 2 M noktas¬nda Oskülatör kürenin yar¬çap¬  ise;

 =
£
2

2() +2
3()

¤ 1
2

dir [19].

3.1.22. Teorem. M ½ 3 time-like e¼grisi (,) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

3() 6= 0  () 6= 0 olmak üzere 8  2  için () noktas¬nda Oskülatör kürenin

yar¬çap¬n¬n sabit olmas¬ için gerek ve yeter şart oskülatör kürelerin merkezlerinin ayn¬

olmas¬d¬r [19].

3.1.23. Teorem. M ½ 3 e¼grisi ( ,) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. 8  2 

için () 6= 0 3() 6= 0 varsayal¬m. Bu durumda ; M bir küresel e¼gri olmas¬ için

gerek ve yeter şart 8  2  için () noktas¬nda Oskülatör kürelerin merkezlerinin ayn¬

nokta olmas¬d¬r [19].

3.1.24. Teorem. M ½ 3 time-like e¼grisi (,) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

 2  yay parametresi olmak üzere  () 6= 0 3() 6= 0 ise M bir küresel e¼gri olmas¬

için gerek ve yeter şart 0
3 +2 = 0 olmas¬d¬r [19].

3.1.25. Tan¬m. 3 uzay¬ndaki Hiperbolik birim küre,

2
1 =

©
 2 3 : ( ) = ¡1

ª

şeklinde tan¬mlan¬r [24].

3.1.26. Tan¬m. 3 de iki regüler e¼gri () 6= 0 ve () 6= 0 olmak üzere;  

olsun.  ve  boyunca Frenet çat¬lar¬, s¬ras¬yla, fg ve
©
 

ª
olsun. E¼ger

8 için  ile  nin normal vektör alanlar¬ lineer ba¼g¬ml¬ ise, bu taktirde  e¼grisine

bir Bertrand e¼gri denir. Bu durumda  ye  n¬n Bertrand çifti denir. Böylece

() = () + () 8 2  (3.4)

yazabiliriz [22].
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3.1.27. Teorem. 3 de ( ) Bertrand e¼gri çifti olmak üzere (3.4) eşitli¼gindeki 

sabittir [22].

3.1.27. ·Ispat. 3 de fg ve
©


ª
s¬ras¬yla  ve  nin Frenet çat¬lar¬

olsun. ( ) Bertrand e¼gri çifti ise

 =  + 

yazabiliriz. Her iki taraf¬n  ye göre türevini al¬rsak;





=  + 0 +  0

,  s¬ras¬yla  ve  nin parametreleri olmak üzere




6= 0

d¬r. O halde

 =  + 0 + ( + )

olup,  ile iç çarp¬m¬ndan

00 = 0

elde edilir ki; bu ise  nin sabit olmas¬ demektir. Burada

0 =
©

1  space-like vektör ise
¡1  time-like vektör ise

ª

dir.

3.1.28. Teorem. 3 de  ile  ,  e¼grisinin e¼grilikleri;   iki regüler e¼gri olsunlar.

( ) Bertrand e¼gri çifti olmas¬ için gerek ve yeter şart  6= 0,  6= 0 :  + = 1

olmas¬d¬r [22].

3.1.28. ·Ispat. 3 de ( ) Bertrand e¼gri çifti, fg ve
©
 

ª
s¬ras¬yla

 ve  nin Frenet çat¬lar¬ olsun.  ile  aras¬ndaki aç¬  olmak üzere,

 = 1 cosh + 2 sinh (3.5)
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1 =
©

1 (2). ya da (3). durumunda
¡1 (1). durumunda

ª

ve

2 =
©

1 (1). ya da (2). durumunda
¡1 (3). durumunda

ª

,  nin parametresi olmak üzere (3.5) eşitli¼ginin her iki taraf¬  ye göre türev al¬n¬rsa;





=

(cosh)


 +

(sinh)


 + (1 cosh+ 2 sinh)

cosh =sabit elde edilir. Bu ise  nin sabit oldu¼gunu verir. Ayr¬ca  =  +  ,

 = sabit böylece;

+ = 1

yazabiliriz. Şimdi ( ) Bertrand eşi oldu¼gunu gösterece¼giz.  ve  sabit oldu¼gundan,

 n¬n yerine ¡ yaz¬l¬rsa,

1 +  = 

ve  = +  ’den







=

+ p
12 + 22



dir. Bu demektir ki;  ile  lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Bu ise ispat¬ tamamlar [22].

3.1.29. Teorem. , 3 de regüler bir e¼gri olsun.  n¬n birden fazla Bertrand

çiftine sahip olabilmesi için gerek ve yeter şart  bir dairesel helis olmas¬d¬r [22].

3.1.30. Teorem. ( ) 3 de bir Bertrand e¼gri çifti olsun. Bu taktirde  ve 

nin torsiyonlar¬, s¬ras¬yla,  ve  olmak üzere   =sabittir [25].

3.1.31. Sonuç ( ) 3 de bir Bertrand e¼gri çifti olsun. Bu taktirde  ve  nin

Frenet elemanlar¬ aras¬nda;

 = 
¡ + p

2 ¡ 2
  = §   = 

 ¡ 
2
p
2 ¡ 2



 = ¡(¡+  )

(2 ¡ 2)


 = ¡ (¡  )

(2 ¡ 2)


 = ¡
p
2 ¡ 2()
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eşitlikleri mevcuttur [25].

3.1.32. Teorem. 3 de sabit bir düzleme paralel olmayan birim vektör alan¬ (),

ve s¬f¬rdan farkl¬ bir sabit a olsun. Bu takdirde

() = ¡2
Z

()£ _()

eşitli¼gi ¡2

sabit torsiyonlu ve §() binormal vektör alanl¬ bir uzay e¼grisidir [25].

3.1.33. Teorem. 3 de s¬f¬rdan farkl¬ sabit  torsiyonlu bir e¼gri  olsun. Bu

taktirde,

() = ¡ 1


()¡ 3

Z
()

e¼grisi ile jj sabit e¼griliklidir. Burada 3 = () dir [25].

3.1.34. Teorem. 3 de s¬f¬rdan farkl¬ sabit  torsiyonlu bir e¼gri  olsun. Bu

taktirde,

() = () + (¡ 1


()¡ 3

Z
())

bir Bertrand e¼gridir [25].

3.1.35. Teorem. (), 2
1 de yay uzunlu¼gu ile parametrelendirilmi̧s bir time-like

e¼gri olsun.

 = 

Z
()

 =  tanh 

Z
()£ 

 = ¡ 

şeklinde üç e¼gri tan¬mlanabilir. Burada  sabit e¼grilikli bir e¼gri,  sabit torsiyonlu bir

e¼gri ve  da bir Bertrand e¼gridir. Tersine her Bertrand e¼gri bu formda gösterilebilir

[25].

3.1.36. Tan¬m. M½ 3 e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬  ve  2 (3) de sabit

bir birim vektör alan¬ olsun. E¼ger p2M için () j= cosh =sabit ise M e¼grisine
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3 de bir e¼gilim çizgisi, aç¬s¬na M nin e¼gilim aç¬s¬ ve  fg uzay¬na da M nin e¼gilim

ekseni denir [20].

3.1.37. Teorem. k ()k = +1 ise  e¼grisi birim h¬zl¬ time-like e¼gri olacakt¬r. Bu

e¼griyi birim h¬zl¬ time-like e¼gri olarak alal¬m.  ½ 3 e¼grisi bir e¼gilim çizgisi olmas¬

için gerek ve yeter şart 8 2  için



nin sabit olmas¬d¬r [20].

3.1.38. Sonuç.  bir e¼gilim çizgisi olmas¬ için gerek ve yeter şart¬n

(00 000 ^ (4)) = 0 olmas¬d¬r [20].
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4. ÜÇ BOYUTLU UZAYDA DÜZLEM E¼GR·ILER·I VE S·IL·IND·IR·IK HE-

L·ISLER

4.1. Üç Boyutlu Öklid Uzay¬nda Düzlem E¼grileri ve Silindirik Helisler

4.1.1. Tan¬m. () 6= 0 olacak şekilde bir e :  ! R3 e¼grisini göz önüne alal¬m.

E¼ger e e¼grisinin te¼get do¼grular¬ sabit bir do¼gru ile sabit bir aç¬ yap¬yorsa, e e¼grisine bir

silindirik helis ad¬ verilir. Bilindi¼gi gibi, e() e¼grisi bir silindirik helistir gerek ve yeter

şart 

() =sabittir. E¼ger () 6= 0 ve () =sabit ise e¼griye bir silindirik helistir denir

[16].

4.1.2. Tan¬m. Bir e Bertrand e¼grisi için, (0) = 0 olacak şekilde bir 0 2 

noktas¬ varsa, o zaman e bir düzlemsel e¼gridir. Böylece uzayda bulunan bir Bertrand

e¼grisinin torsiyonu s¬f¬r olamaz [16].

4.1.3. Tan¬m. Herhangi bir, birim h¬zl¬ e :  ! R3 e¼grisi için,

() = () () + ()()

vektörüne Darboux vektörü denir. () =
()

k()k haline e n¬n küresel Darboux resmi

yada Darboux göstergesi denir [16].

4.1.4. Tan¬m.  (0) = 0 olacak şekilde bir e uzay e¼grisi için, e bir Bertrand

e¼grisidir, gerek ve yeter şart, s¬f¬rdan farkl¬  ve  say¬lar¬ vard¬r öyleki; 8 2  için

() + () = 1

dir [16].

4.1.5. Tan¬m. Bir uzay e¼grisi için, bu e¼grinin torsiyonu daima s¬f¬r oluyorsa, o

zaman bu e¼gri düzlem taraf¬ndan kapsan¬r, yani e¼gri düzlemseldir. Bu durumda e n¬n

yerine , ve  n¬n yerine  alal¬m. Bir () düzlemsel e¼grisi için,

e() = () +

µ
cot 

Z 

0

k0()k 
¶
+ 
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şeklinde bir uzay e¼grisi tan¬mlanabilir.  sabit bir say¬ ve   sabit vektörlerdir öyle

ki; h0 i = 0 ve kk = 1 dir [16].

4.1.6. Teorem. R3 de düzlemsel bir e¼gri () olsun. Bu takdirde

e() = () +

µ
cot 

Z 

0

k0()k 
¶
+ 

şeklinde tan¬ml¬ e() e¼grisi bir silindirik helistir. Üstelik tüm silindirik helisler bu

metodla elde edilebilir [16].

4.1.6. ·Ispat.

e0() = 0() + cot 

e00() = ()()

e(3)() = 0()()¡ (())
2()

yaz¬labilir. (2.1) eşitli¼gi yard¬m¬yla () ve  () hesaplanacak olursa;

() = j()j sin2 

ve

 () = ¡() cot  sin2 

elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda,
()

()
=sabit olur. Bu ise e() e¼grisinin silindirik

helis olmas¬ demektir.

Şimdi e() e¼grisini birim h¬zl¬ silindirik bir e¼gri olarak alal¬m. Bu durumda, e¼grinin

() küresel Darboux resmi sabit olur. Böylece () =  al¬nabilir. Bir  reel say¬s¬

vard¬r öyle ki  () = () dir. Böylece cot  =  olacak şekilde  sabit say¬s¬ seçilebilir.

Genelli¼gi bozmadan sin 0 oldu¼gu farz edilebilir.

() = e()¡
D
e() 

E


e¼grisi düşünülürse, o zaman h() i = 0 olur. Bu ise () e¼grisinin düzlemsel bir e¼gri

olmas¬ demektir.

 =
 () () + ()()p

()2 + ()2
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oldu¼gundan dolay¬,
D
e0() 

E
= cos  elde edilir. Böylece,

°°°e
0
()¡

D
e0() 

E

°°° = sin 

elde edilir. Buradan,

() +

µ
cot 

Z 

0

k0()k 
¶
 = e()¡  cos  +  cos  = e()

olur ki bu da teoremin ispat¬n¬ tamamlar.

4.1.7. Uyar¬.

D
e() 

E0
=

D
e0() 

E
+
D
e() 0

E

D
e() 

E0
= cos 

olur. Bu son eşitlikte her iki taraf¬n integrali al¬n¬rsa;
D
e() 

E
= cos  elde edilir.

Böylece aşa¼g¬daki sonuç elde edilir [16].

4.1.8. Sonuç. Bir  düzlemsel e¼grisi bir çemberdir, gerek ve yeter şart, silindirik

helislere dairesel helisler karş¬l¬k gelir [16].

4.1.8.·Ispat. 4.1.6. Teoreminin ispat¬ndaki hesaplamalardan;

() = j()j sin2 

ve

 () = ¡() cot  sin2 

yaz¬labilir. E¼ger  bir çember ise, () =sabit olaca¼g¬ndan, () =sabit ve  () 6= 0

olur. Bu ise bir e¼grinin dairesel helis olmas¬ için gerek ve yeter şartt¬r. Bununla ispat

tamamlan¬r.

4.1.9. Önerme.  6= 0 olmak üzere, bir regüler e :  ! R3 e¼grisini ele alal¬m.

O zaman 0 2  ½  olacak şekilde bir  aç¬k aral¬¼g¬ ve e :  ! R3 şeklinde bir tek

dairesel helis mevcuttur öyle ki; e(0) = e(0) e e¼grisinin e¼grili¼gi (0) ve e e e¼grileri

0 noktas¬nda 3. basamaktan de¼gme noktas¬na sahiplerdir [16].
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4.1.9. ·Ispat.

e(0) = e(0) e
0
(0) = e0(0) e

00
(0) = e00(0)

başlang¬ç şartlar¬yla verilen, () = (0) ve  () =  (0) do¼gal denklemlerinden elde

edilir. Burada, e dairesel helisine, e e¼grisinin 0 noktas¬ndaki Oskülatör dairesel helis

denir. E¼ger e e¼grisi bir silindirik helis ise, o zaman her iki e¼grinin de küresel Darboux

resimleri, bir sabit a vektörü olur. 4.1.6 Teoreminin ispat¬ndan,

() = e()¡
D
e() 

E


e¼grisi, bir düzlem e¼grisine karş¬l¬k gelir. e bir dairesel helis oldu¼gundan,  e¼grisi de bir
çemberdir. Kolayca gösterilebilir ki bu çember,

() = e()¡ he() i

e¼grisi ile, 0 = (0) noktas¬nda 3. basamaktan de¼gme noktas¬na sahiptir.

)

e(0)¡ he(0) i  = e(0)¡ he(0) i 

e(0)¡  cos  = e(0)¡  cos 

ve e(0) = e(0) olup,  e¼grisi  e¼grisine 0. basamaktan de¼giyor denir.

)

e0(0)¡
­
e0(0) 

®
 = e0(0)¡

­
e0(0) 

®


e0(0)¡ cos  = e0(0)¡ cos 

ve e0(0) = e
0
(0) olup,  e¼grisi  e¼grisine 1. basamaktan de¼giyor denir.

)

e00(0)¡
­
e00(0) 

®
 = e00(0)¡

­
e00(0) 

®


e00(0) = e00(0)
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ve e00(0) = e
00
(0) olup,  e¼grisi  e¼grisine 2. basamaktan de¼giyor denir.

)

e000(0)¡
­
e000(0) 

®
 = e000(0)¡

­
e000(0) 

®


e000(0) = e000(0)

ve e000(0) = e000(0) olup,  e¼grisi  e¼grisine 3. basamaktan de¼giyor denir. Bu ise 

e¼grisinin,  n¬n 0 noktas¬nda e¼grilik çemberi olmas¬ demektir.  e¼grisinin 0 noktas¬n-

daki e¼grilik merkezine,  n¬n merkezi denir.

4.1.10. Tan¬m. R3 de düzlemsel bir  e¼grisinin e¼grilik merkezlerinin geometrik

yerine  n¬n evolütü denir ve,

() = () +
1

()
()

şeklinde verilir. Burada () düzlemde () birim te¼get vektörünün saat yönünün

tersi yönünde


2
oranda döndürülmesiyle elde edilen birim normal vektördür. Bir e()

silindirik helisi için;

() = e()¡ he() i+
()

 ()2 + ()2
()

e¼grisini göz önüne alal¬m. Bu taktirde,

­
() 

®
= he() i ¡ hhe() i  i + ()

()2 + ()2
h () i

= he() i ¡ he() i + ()

 ()2 + ()2
h () i

olur. Burada

 =  () () + ()()

vektörü gösterildi¼ginden
­
() 

®
= 0 ve

D
0() 

E
= 0 elde edilir. Bu ise () nin

bir düzlemsel e¼gri olmas¬ demektir. Üstelik () nin

() = e()¡ he() i

26



e¼grisinin evolütü oldu¼gu gösterilebilir. () e¼grisine, e() silindirik helisinin düzlemsel

evolütü denir [16].

4.1.11. Tan¬m. Birim h¬zl¬ küresel e¼gri  :  ! 2 olsun. ,  n¬n yay parametresi

olmak üzere () = 0() olsun. Bu taktirde

() = ()£ ()

vektörü tan¬mlanabilir. Böylece  boyunca ortonormal bir f() () ()g çat¬s¬ elde

edilir. Bu çat¬ya  n¬n Sabban çat¬s¬ ad¬ verilir [16].

4.1.12. Teorem.  :  ! 2 birim h¬zl¬ küresel e¼grisini gözönüne alal¬m. ,  n¬n

yay parametresi olmak üzere,  n¬n Frenet-Serret formülü;

0() = ()

0() = ¡() + ()()

0() = ¡()()

dir [16].

4.1.13. Tan¬m. () 2 de  n¬n jeodezik e¼grili¼gi olmak üzere,

() = det(() () 0())

şeklinde tan¬mlan¬r [16].

4.1.14. Teorem. 2 de bir e¼gri  olsun. Bu taktirde   sabit say¬lar ve c sabit

bir vektör olmak üzere

e() = 

Z 

0

()+  cot 

Z 

0

()+  (4.1)

şeklinde tan¬mlanan e¼gri bir Bertrand e¼gridir. Üstelik, tüm Bertrand e¼griler bu metodla

elde edilebilir [16].
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4.1.14. ·Ispat. e() e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonunu hesaplayal¬m.

e0() = (() + cot ())

e00() = (1¡ cot ())()

e(3)() = ¡ cot 0()() + (1¡ cot ())(¡() + ()())

elde edilir. (2.1) eşitli¼gi yard¬m¬yla e¼grilik ve torsiyon hesaplan¬rsa;

() = 
sin2 (1¡ cot ())



elde edilir. Burada  = §1 dir. Di¼ger yandan,

 () =
sin2 (() + cot )



elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda; (() + cot  ()) = 1 olur ki bu eşitlik, e()
nin bir Bertrand e¼grisi oldu¼gunu gösterir. Tersine, e() ni bir Bertrand e¼grisi olarak

alal¬m. Böylece s¬f¬rdan farkl¬  ve  reel say¬lar¬ vard¬r öyle ki; () +  () = 1

dir.  =  ve cot  =



diyelim. Şimdi,

() = (sin  ()¡ cos ())

küresel e¼grisini tan¬mlayal¬m. O halde,

0() = (() + cot  ()) sin ()

=



sin ()

yaz¬labilir.  n¬n yay parametresi  olarak al¬n¬rsa



=




sin  olur. Üstelik,

()



= (sin  ()¡ cos ())




sin 

= sin (sin  ()¡ cos ())

ve

 cot ()£ 






=  cot (sin  ()¡ cos ())£ 


sin ()

= cos (sin ()¡ cos  ())
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elde edilir.



Z 

0

()+  cot 

Z 

0

()

=

Z 

0

sin (sin  ()¡ cos ())+

Z 

0

cos (sin () + cos  ())

=

Z 

0

 () = e() + 

elde edilir. Böylece teoremin ispat¬ tamamlan¬r.

4.1.15. Sonuç. Küresel bir  e¼grisinin bir çember olmas¬ için gerek ve yeter şart;

Bertrand e¼grilerine, dairesel helislerin kaŗs¬l¬k gelmesidir [16].

4.1.15. ·Ispat. 3.1.14.Teoreminin ispat¬ndan;

0() =
¡0() cos  sin 


  0() =

0() sin2 



yaz¬labilir. E¼ger bu  e¼grisi bir çember olmas¬ için gerek ve yeter şart;  =sabit ve

  = 0 olmas¬d¬r. Dolay¬s¬yla 0() = 0 olur. Buna göre; 0() = 0 ve  0() = 0 elde

edilir. Bu ise e() e¼grisinin dairesel olmas¬ demektir. Böylece ispat tamamlan¬r.

4.1.16. Tan¬m.  6= 0 olacak şekilde bir küresel  :  ! 2 e¼grisini ele alal¬m.

8 0 2  için

0 =
1p

(0)2 + 1
((0)(0) + (0))

birim vektörünü ve

1(0 0) =
©
 2 2 : h 0i = 0

ª

çemberi düşünülürse, burada

0 =
(0)p

(0)2 + 1

dir. O zaman, 0() = h 0i ¡ 0 ile verilen 0 : 2 ! R yükseklik fonksiyonunu

tan¬mlayal¬m. Kolayca hesap edilebilir ki;

0 ± (0) =



(0 ± )(0) =

2

2
(0 ± )(0) = 0
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d¬r. Bu ise, 1(0 0) çemberinin,  n¬n (0) noktas¬ndaki e¼grilik çemberi olmas¬

demektir. Üstelik, e¼ger (0 ± )(3)(0) ve (0 ± )(4)(0) hesap edilirse, o zaman

gösterilebilir ki, 1(0 0) ve  e¼grileri, (0) noktas¬nda 4. basamaktan de¼gme nok-

tas¬na sahiptir, gerek ve yeter şart; 0() = 0 ve 00() 6= 0 d¬r. Bu argümanlar,

 n¬n (0) noktas¬ndaki e¼grilik merkezinin, 0 ile verildi¼gini gösterir.  nin e¼grilik

merkezinin yerine

() =
1p

()2 + 1
(()() + ())

denklemi ile verilen  n¬n küresel evolütü ad¬ verilir [16].

4.1.17. Önerme.  :  ! 2 bir küresel e¼gri ve bu küresel e¼griye karş¬l¬k gelen

Bertrand e¼grisi de e :  ! R3 olsun. O zaman e n¬n küresel Darboux resmi  n¬n

küresel evolütüne eşittir [16].

4.1.17. ·Ispat. 4.1.14.Teoreminin ispat¬ndan

() = 
sin2 (1¡ cot ())


  () =

sin2 (() + cot )



yaz¬labilir.

 () = (() + cot ())





() = ()

yaz¬labilir. Buradan

() =  ()£()

oldu¼gundan

() = (



)(()¡ cot ())

elde edilir. Di¼ger yandan,

() = () () + ()()

=



(() + ()())

olur.

() =
()

k()k
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oldu¼gundan,

() =


(() + ()())



p
1 + ()2

=
1p

1 + ()2
(()() + ())

() = ()

elde edilir. Bununla ispat tamamlan¬r.

4.1.18. Teorem.  :  ! 2 bir küresel e¼gri ve  = 0 olmak üzere bu küresel

e¼griye karş¬l¬k gelen Bertrand e¼grilerinden biri e :  ! R3 olsun. Bu taktirde aşa¼g¬daki

ifadeler denktir [16].

1) 0(0) = 0 ve 00(0) 6= 0

2)



(



)(0) = 0 ve

2

2
(



)(0) 6= 0

3) 0(0) =  0(0) = 0 00(0) 6= 0 ve  00(0) 6= 0

4.1.18. ·Ispat. 4.1.14 Teoreminin ispat¬ndan

() = 
sin2 (1¡ cot ())


  () =

sin2 (() + cot )



yazabiliriz. Buradan,

0() =
¡ sin2  cot 0()


  0() =

sin2 0()



dir. 0(0) = 0 al¬n¬rsa,

0(0) =  0(0) = 0  00(0) = 0

ve,

00(0) 6= 0  00(0) 6= 0

elde edilir ki, 1) şart¬ 3) şart¬n¬ gerektirir.  6= 0 oldu¼gundan sin  ¡ () cos  6= 0

d¬r. Böylece,

(



)() =

() sin  + cos 

 sin  ¡ cos ()
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olur. O zaman a̧sa¼g¬daki hesaplamalar yap¬labilir.




(



)() =

0()

(sin  ¡ () cos )2

ve

2

2
(



)() =


©
00()(sin  ¡ () cos )2 + 20()

2(sin  ¡ () cos ) cos 
ª

(sin  ¡ () cos )4

elde edilir. Buradan 0(0) = 0 oldu¼gunda



(



)(0) = 0 olaca¼g¬ ve 00(0) 6= 0

olaca¼g¬ aşikard¬r. Bununla ispat tamamlan¬r.

4.1.19. Örnek. E¼ger düzlemsel bir () = (1() 2() 0) ve  = (0 0 1)

do¼grusunu seçersek, bu düzlemsel  e¼grisine karş¬l¬k gelen silindirik helis, 4.1.6. Teo-

remden

e() = () +

µ
cot 

Z 

0

k0()k 
¶
+ 

= (1() 2() 0) + (cot 

Z p
01()

2 02()
2)

= (1() 2() 

Z p
01()

2 02()
2))

olup, burada  sabit bir say¬d¬r.

Şimdi, düzlemsel bir () = (2 cos   sin   0) e¼grisini göz önüne alal¬m. 4.1.6.Teo-

remden,

e() = (2 cos   sin   0) + (cot 

Z 

0

k0()k  )+ 

= (2 cos   sin   0) + (cot 

Z 

0

q
1 + 3 sin2( )

ve

( ) =

Z 

0

q
1 + sin2( )

denirse, e() = (2 cos   sin   (  3)) elde edilir. e e¼grisinin düzlemsel evolütü,

() = e()¡ he() i + ()

()2 + ()2
()

= ((
3

2
) cos (1¡ 3 sin2 )¡3 sin  0)

şeklindedir [16].
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4.2. Üç Boyutlu Lorenz Uzay¬nda Düzlem E¼grileri ve Silindirik Helisler

Bu bölüm çal¬̧smam¬z¬n orjinal k¬sm¬n¬ oluşturmaktad¬r. [16] da yap¬lan çal¬̧s-

may¬ esas olarak al¬p, üç boyutlu Lorenz uzay¬nda düzlem e¼grilerinden silindirik he-

lisleri, silindirik helislerden Bertrand e¼grilerin elde edilebilece¼gini inceledik. Ayr¬ca 2
1

Lorenz küresi ve 2
1 hiperbolik kürede e¼griler için Sabban çat¬lar¬, ve buna ba¼gl¬ olarak

Bertrand e¼grilerin elde edilebilece¼gini gösterdik.

4.2.1. Tan¬m. () 6= 0 olacak şekilde bir e :  ! 3 e¼grisini göz önüne alal¬m.

E¼ger e e¼grisinin te¼get do¼grular¬ sabit bir do¼gru ile sabit bir aç¬ yap¬yorsa, e e¼grisine bir

silindirik helis ad¬ verilir. Bilindi¼gi gibi, e() e¼grisi bir silindirik helistir gerek ve yeter

şart



() =sabittir. E¼ger () 6= 0 ve  () =sabit ise e¼griye bir silindirik helistir denir.

4.2.2. Tan¬m. 3 de bir e¼gri  olsun. E¼ger bu e¼grinin torsiyonu s¬f¬r ise o zaman

düzlemseldir denir.

4.2.3. Teorem.3 uzay¬ndaki space-like düzlemsel bir e¼gri () olsun.  sabit bir

say¬ ¡! ,  sabit vektörler olmak üzere,

e() = () +

µ
cot 

Z 

0

k0()k 
¶
¡! + 

e¼grisi bir silindirik helistir. Üstelik tüm silindirik helisler bu metodla elde edilebilir.

4.2.3. ·Ispat. ·Ilk iddian¬n ispat¬ için, () e¼grisini birim h¬zl¬ bir e¼gri olarak al¬p,

3.1.12. Tan¬m¬n¬n 2. durumundaki Frenet eşitlikleri yard¬m¬yla,

e0() = 0() + cot ¡! 

e00() = ()()

e(3)() = 0()() + (())
2()
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yaz¬labilir. (2.1) eşitli¼gi yard¬m¬yla () ve () yi hesaplayal¬m.

e0()£ e00() = (() + cot ¡! )£ (()())

= ()(()£ ()) + ()(cot (
¡! £ ()))

= ()(¡() + cot ())

ve

°°e0()£ e00()
°° =

q
j(()(¡() + cot ()) ()(¡() + cot ()))j

=
q
j(())2(1 + cot2 )j

= j()j
1

sin 
(4.2)

elde edilir. Di¼ger yandan,

°°e0()
°° =

q
j (() + cot ¡!  () + cot ¡! )j

=
q
j1 + cot2 j

=
1

sin 

olur ki;

() =

°°e0()£ e00()
°°

°°e0()
°°3

=
j()j 1

sin 

( 1
sin 

)3

() = j()j sin2 

elde edilir. Şimdi torsiyonu hesaplayal¬m.


³
e0() £ e00() e(3)()

´
= 

¡
()(¡() + cot ()) 0()() + (())

2()
¢

= (())
3 cot 

() =

³
e0() £ e00() e(3)()

´

°°e0()£ e00()
°°2

=
(())3 cot 

(j()j 1
sin 

)2
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 () = () cos  sin  (4.3)

elde edilir. Böylece,

()

()
=

() cos  sin 

j()j sin2 
= tan 

yani,
()

()
=sabit olur. Bu ise e() e¼grisinin silindirik helis olmas¬ demektir. Bununla

ilk iddian¬n ispat¬ tamamlan¬r.

·Ikinci iddia için e() e¼grisini birim h¬zl¬ silindirik bir e¼gri olarak alal¬m. Bu du-

rumda, e¼grinin () küresel Darboux resmi sabit olur. Böylece () = ¡! al¬nabilir.

Bir  reel say¬s¬ vard¬r öyle ki  () = () dir. Böylece tan  =  olacak şekilde  sabit

say¬s¬ seçilebilir. Genelli¼gi bozmadan cos 0 oldu¼gu farz edilebilir.

() = e()¡  (e()¡! )¡!

e¼grisi düşünülürse, o zaman h() i = 0 olur. Bu ise () e¼grisinin düzlemsel bir e¼gri

olmas¬ demektir.
¡! =

¡() () + ()()p
 ()2 + ()2

oldu¼gundan dolay¬,


¡
e0()¡!

¢
=  ( ()¡! )

= 

Ã
 ()

¡ () () + ()()p
 ()2 + ()2

!

=
¡()p

 ()2 + ()2
(4.4)

olur. (4.2) ve (4.3) eşitlikleri (4.4) de yerine yaz¬l¬rsa;


¡
e0()¡!

¢
=

¡() cos  sin p
(() cos  sin )2 + (j()j sin2 )2


¡
e0()¡!

¢
= ¡ cos 
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elde edilir. Böylece,

k0()k =
°°e0()¡ 

¡
e0()¡!

¢¡!
°°

oldu¼gundan

°°e0()¡ 
¡
e0()¡!

¢¡!
°° =

q¯̄°°e0() ¡ 
¡
e0()¡!

¢¡!
°° 
°°e0()¡ 

¡
e0()¡!

¢¡!
°°¯̄

=
q
j ( ()¡ (¡ cos ¡! )  ()¡ (¡ cos ¡! ))j

=
p
j1¡ (cos )2j

°°e0()¡ 
¡
e0()¡!

¢¡!
°° = sin 

elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda

() +

µ
cot 

Z 

0

k0()k 
¶
¡! = e()¡  (e()¡! )¡! ¡  cot  sin 

= e()¡ (¡ cos )¡  cos 

= e()

yani,

() +

µ
cot 

Z 

0

k0()k 
¶
¡! = e()

olur ki bu da ikinci iddian¬n ispat¬n¬ tamamlar.

4.2.4. Uyar¬.

 ( e()¡! )0 = 
¡
e0()¡!

¢
+  (e()¡! 0)

 ( e()¡! )0 = cos 

olur. Bu son eşitlikte her iki taraf¬n integrali al¬n¬rsa;

 ( e()¡! ) = cos 

elde edilir.

4.2.5. Teorem. 3 uzay¬ndaki time-like düzlemsel bir e¼gri () olsun.  sabit bir

say¬ ¡! ,  sabit vektörler olmak üzere,

e() = () +

µ
tanh 

Z 

0

k0()k 
¶
¡! + 
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e¼grisi bir silindirik helistir. Üstelik tüm silindirik helisler bu metodla elde edilebilir.

4.2.5. ·Ispat. ·Ilk iddian¬n ispat¬ için, () time-like e¼grisini birim h¬zl¬ bir e¼gri

olarak al¬p, 3.1.12. Tan¬m¬n¬n 1. durumundaki Frenet eşitlikleri yard¬m¬yla,

e0() = 0() + tanh ¡! 

e00() = ()()

e(3)() = 0()() + (())
2()

yaz¬labilir. (2.1) eşitli¼gi yard¬m¬yla () ve () yi hesaplayal¬m.

e0()£ e00() = (() + tanh ¡! )£ (()())

= ()(()£ ()) + ()(tanh (
¡! £ ()))

= ()(¡() + tanh ())

ve

°°e0()£ e00()
°° =

q
j (()(¡() + tanh ()) ()(¡() + tanh ()))j

=
q¯̄

(())2(1¡ tanh2 )
¯̄

= j()j
1

cosh 

elde edilir. Di¼ger yandan,

°°e0()
°° =

q
j (() + tanh ¡!  () + tanh ¡! )j

=
q¯̄

tanh2  ¡ 1
¯̄

=
1

cosh 

olur ki;

() =

°°e0()£ e00()
°°

°°e0()
°°3

=
j()j 1

cosh 

( 1
cosh 

)3

() = j()j cosh2 
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elde edilir. Şimdi torsiyonu hesaplayal¬m.


³
e0()£ e00() e(3)()

´
= 

¡
()(() + tanh ()) 0()() + (())

2()
¢

= ¡(())3 tanh  (4.5)

 () =

³
e0()£ e00() e(3)()

´

°°e0()£ e00()
°°2

=
¡(())3 tanh 
(j()j 1

cosh 
)2

 () = ¡() cosh  sinh  (4.6)

elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda,

 ()

()
=
¡() cosh  sinh 
j()j cosh2 

= ¡ sinh 

cosh 

= ¡ tanh 

 ()

()
= 

olur. Bu ise e() e¼grisinin silindirik helis olmas¬ demektir. Bununla ilk iddian¬n ispat¬

tamamlan¬r.

·Ikinci iddia için e() e¼grisini birim h¬zl¬ silindirik bir e¼gri olarak alal¬m. Bu du-

rumda, e¼grinin () küresel Darboux resmi sabit olur. Böylece () = ¡! al¬nabilir. Bir

 reel say¬s¬ vard¬r öyle ki  () = () dir. Böylece ¡ tanh  =  olacak şekilde  sabit

say¬s¬ seçilebilir. Genelli¼gi bozmadan cos 0 oldu¼gu farz edilebilir.

() = e()¡  (e()¡! )¡! e¼grisi düşünülürse, o zaman  (()
¡! ) = 0 olur. Bu

ise () e¼grisinin düzlemsel bir e¼gri olmas¬ demektir.

¡! =
() ()¡ ()()p

 ()2 + ()2
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oldu¼gundan dolay¬,


¡
e0() 

¢
=  ( () )

= 

Ã
 ()

 () ()¡ ()()p
 ()2 + ()2

!

=
¡ ()p

 ()2 + ()2
(4.7)

olur. (4.5) ve (4.6) eşitlikleri (4.7) de yerine yaz¬l¬rsa;


¡
e0()¡!

¢
=

() cosh  sinh q
(¡() cosh  sinh )2 + (j()j cosh2 )2

=
() cosh  sinh q

(()(cosh ))2(¡ sinh2  + cosh2 )


¡
e0()¡!

¢
= sinh 

elde edilir. Böylece,

k0()k =
°°e0()¡ 

¡
e0()¡!

¢¡!
°°

oldu¼gundan

°°e0() ¡ 
¡
e0()¡!

¢¡!
°° =

q¯̄°°e0()¡ 
¡
e0()¡!

¢¡!
°° 
°°e0()¡ 

¡
e0()¡!

¢¡!
°°¯̄

=
q
j ( ()¡ sinh ¡!   ()¡ sinh ¡! )j

=
q¯̄
¡1¡ sinh2 

¯̄

=
q¯̄

(¡ cosh2 )
¯̄

°°e0() ¡ 
¡
e0()¡!

¢¡!
°° = cosh 

elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda

() +

µ
tanh 

Z 

0

k0()k 
¶
¡! = e()¡  (e()¡! )¡! +  tanh  cosh 

= e()¡  sinh  +  sinh 

= e()

yani,

() +

µ
tanh 

Z 

0

k0()k 
¶
¡! = e()
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olur ki bu da ikinci iddian¬n ispat¬n¬ tamamlar.

4.2.6. Uyar¬.

 (e()¡! )0 = 
¡
e0()¡!

¢
+  (e()¡! 0)

 (e()¡! )
0

= sinh 

olur. Bu son eşitlikte her iki taraf¬n integrali al¬n¬rsa;

 (e()¡! ) = sinh 

elde edilir.

4.2.7. Tan¬m. Birim h¬zl¬ küresel e¼gri  :  ! 2
1 olsun. ,  n¬n yay parametresi

olmak üzere () = 0() olsun. Bu taktirde

() = ()£ ()

vektörü tan¬mlanabilir. Böylece  boyunca ortonormal bir f() () ()g çat¬s¬ elde

edilir. Bu çat¬ya  n¬n Sabban çat¬s¬ ad¬ verilir.

4.2.8. Teorem. 3 de Lorenzian küre 2
1 olmak üzere birim h¬zl¬ küresel space-like

e¼gri  :  ! 2
1 olsun. ,  nin yay parametresi olmak üzere,  nin Frenet-Serret

formülü;

0() = () (4.8)

0() = ¡()¡ ()()

0() = ¡()()

dir. Burada () 
2
1 de  nin () = det(() () 

0()) ile verilen jeodezik

e¼grili¼gidir.

() = det(() () 
0())

=  ( £  0)

=  ( 0)
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elde edilir. Ayr¬ca,  (0 ) = 1 dir.

4.2.8. ·Ispat.

0() = () + () + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

 (0 ) = )  = 1  ( ) = 1

 (0 ) = ¡)  = 0  ( ) = ¡1

elde edilir ki bu da,

0() = ()

dir. Benzer şekilde;

0() = () + () + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = )  = ¡1  ( ) = 1  ( ( ) =  (0 ) +  ( 0))

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

 (0 ) = ¡ )  = ¡  ( ) = ¡1

elde edilir ki bu da,

0() = ¡()¡ ()()

dir. Benzer şekilde;

0() = () +() + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

 (0 ) = )  = ¡  ( ) = 1  ( ( ) =  (0 ) +  ( 0))

 (0 ) = )  = 0  ( ) = ¡1
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elde edilir ki bu da,

0() = ¡()()

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

4.2.9. Teorem. 3 de Lorenzian küre 2
1 olmak üzere birim h¬zl¬ küresel time-like

e¼gri  :  ! 2
1 olsun. ,  nin yay parametresi olmak üzere,  nin Frenet-Serret

formülü

0() = ¡() (4.9)

0() = ¡() + ()()

0() = ()()

dir. Burada () 2
1 de  n¬n () = det(() () 

0()) ile verilen jeodezik

e¼grili¼gidir.

() = det(() () 
0())

=  ( £  0)

=  ( 0)

elde edilir. Ayr¬ca,  (0 ) = 1 dir.

4.2.9. ·Ispat.

0() = () + () + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

 ( 0 ) = ¡)  = ¡1  ( ) = ¡1

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

elde edilir ki bu da,

0() = ¡()
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dir. Benzer şekilde;

0() = () + () + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = )  = ¡1  ( ) = 1  ( ( ) =  (0 ) +  ( 0))

 (0 ) = )  = 0  ( ) = ¡1

 (0 ) =  )  =   ( ) = 1

elde edilir ki bu da,

0() = ¡() + ()()

dir. Benzer şekilde;

0() = () +() + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

 (0 ) = ¡)  =   ( ) = ¡1  ( ( ) =  (0 ) +  ( 0))

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

elde edilir ki bu da,

0() = ()()

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

4.2.10. Teorem. 3 de Hiperbolik küre 2
1 olmak üzere birim h¬zl¬ küresel space-

like e¼gri  :  ! 2
1 olsun. ,  nin yay parametresi olmak üzere,  nin Frenet-Serret

formülü;

0() = () (4.10)

0() = () + ()()

0() = ¡()()
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dir. Burada () 2
1 de  nin () = det(() () 

0()) ile verilen jeodezik

e¼grili¼gidir.

() = det(() () 
0())

=  ( £  0)

=  ( 0)

elde edilir. Ayr¬ca,  (0 ) = 1 dir.

4.2.10. ·Ispat.

0() = () + () + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = ¡)  = 0  ( ) = ¡1

 (0 ) = )  = 1  ( ) = 1

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

elde edilir ki bu da,

0() = ()

dir. Benzer şekilde;

0() = () + () + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = ¡)  = 1  ( ) = ¡1 ( ( ) =  (0 ) +  ( 0))

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

 (0 ) =  )  =   ( ) = 1

elde edilir ki bu da,

0() = () + ()()

dir. Benzer şekilde;

0() = () +() + ()
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olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = ¡)  = 0  ( ) = ¡1

 (0 ) = )  = ¡  ( ) = 1  ( ( ) =  (0 ) +  ( 0))

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

elde edilir ki bu da,

0() = ¡()()

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

4.2.11. Teorem. 3 de Hiperbolik küre 2
1 olmak üzere birim h¬zl¬ küresel time-

like e¼gri  :  ! 2
1 olsun. ,  nin yay parametresi olmak üzere,  nin Frenet-Serret

formülü;

0() = ¡() (4.11)

0() = () + ()()

0() = ()()

dir. Burada () 
2
1 de  nin () = det(() () 

0()) ile verilen jeodezik

e¼grili¼gidir.

() = det(() () 
0())

=  ( £  0)

=  ( 0)

elde edilir. Ayr¬ca,  (0 ) = 1 dir.

4.2.11. ·Ispat.

0() = () + () + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = ¡)  = 0  ( ) = ¡1

 (0 ) = ¡)  = ¡1  ( ) = ¡1

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1
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elde edilir ki bu da,

0() = ¡()

dir. Benzer şekilde;

0() = () + () + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = ¡)  = 1  ( ) = ¡1 ( ( ) =  (0 ) +  ( 0))

 (0 ) = ¡)  = 0  ( ) = ¡1

 (0 ) =  )  =   ( ) = 1

elde edilir ki bu da,

0() = () + ()()

dir. Benzer şekilde;

0() = () +() + ()

olarak yaz¬labilece¼ginden,

 (0 ) = ¡)  = 0  ( ) = ¡1

 (0 ) = ¡)  =   ( ) = ¡1 ( ( ) =  (0 ) +  ( 0))

 (0 ) = )  = 0  ( ) = 1

elde edilir ki bu da,

0() = ()()

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

4.2.12. Teorem. 3 de Lorenzian küre 2
1 olmak üzere birim h¬zl¬ küresel space-

like e¼gri ¡ :  ! 2
1 olsun. , ¡ nin yay parametresi olmak üzere,

e¡() = 

Z 

0

¡()+  tanh 

Z 

0

()+  (4.12)

e¼grisini ele alal¬m. Burada   sabit say¬lar ve c sabit bir vektördür. (4.12) ile verilen

e¼gri bir Bertrand e¼grisidir. Üstelik, tüm Bertrand e¼grileri bu metodla elde edilebilir.
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4.2.12. ·Ispat.

e¡() e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonunu (4.8) eşitli¼gi yard¬m¬yla hesaplayal¬m.

e¡

0
() = (¡() + tanh ())

e¡
00
() = (1¡ tanh ())()

e¡
(3)
() = ¡ tanh 0()() + (¡)(1¡ tanh ())(¡() + ()())

e¡
(3)
() = ¡() [(tanh ()¡ 1] + ()

£
¡ tanh 0()

¤

+() [()(tanh ()¡ 1)]

elde edilir. (2.1) eşitli¼gi yard¬m¬yla e¼grilik ve torsiyon hesaplan¬rsa:

e¡
0
()£ e¡

00
() =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡¡() () ()

 0  tanh 

0 ¡  tanh () 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

e¡
0
()£ e¡

00
() = ¡()

£
2 tanh (1¡ tanh ()

¤
+ ()

£
2(1¡ tanh ()

¤

= 2(1¡ tanh () [tanh ¡() + ()]
°°° e¡

0
()£ e¡

00
()
°°° = 2(1¡ tanh ())

q¯̄
tanh2  ¡ 1

¯̄

°°° e¡
0
()£ e¡

00
()
°°° = 2(1¡ tanh ())

1

cosh 

elde edilir. Ayr¬ca,

°°° e¡

0
()
°°° =

p
j ((¡() + tanh ()) (¡() + tanh ()))j

= 
p
1¡ tanh2 

=


cosh 

oldu¼gundan,

() =

°°° e¡

0
()£ e¡

00
()
°°°

°°° e¡

0
()
°°°
3

=
2(1¡ tanh ())

1
cosh 

( 
cosh 

)3

() = 
cosh2 (1¡ tanh ())


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elde edilir. Burada  = §1 dir. Di¼ger yandan,


³
e¡
0
()£ e¡

00
() e¡

(3)
()
´

= 

0
BBB@

¡() [
2 tanh (1¡ tanh ()] + () [2(1¡ tanh ()] 

¡() [¡(1¡ tanh ()] + ()
£
¡ tanh 0()

¤
+

() [¡()(1¡ tanh ())]

1
CCCA

= ¡3 tanh (1¡ tanh ())
2 ¡ (¡3())(1¡ tanh ())

2

= 3(1¡ tanh ())
2(()¡ tanh )

ve

 () =

³
e¡
0
()£ e¡

00
() e¡

(3)
()
´

°°° e¡

0
()£ e¡

00
()
°°°
2

oldu¼gundan,

() =
3(1¡ tanh ())2(()¡ tanh )

4(1¡ tanh ())2(
1

cosh 
)2

=
cosh2 (()¡ tanh )



elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda; (() + tanh  ()) = 1 olur ki bu eşitlik, e¡()
nin bir Bertrand e¼grisi oldu¼gunu gösterir.

Tersine, e¡() ni bir Bertrand e¼grisi olarak alal¬m. Böylece s¬f¬rdan farkl¬  ve 

reel say¬lar¬ vard¬r öyle ki; () +  () = 1 dir.  =  ve tanh  =



diyelim.

Şimdi, ¡() = (cosh  ()¡ sinh ()) küresel e¼grisini tan¬mlayal¬m. O halde,

¡0() = (cosh ()() + sinh  () ())

= (() + tanh  ()) cosh ()

=



cosh  ()

yaz¬labilir. ¡ n¬n yay parametresini  olarak alal¬m. O zaman



=




cosh  olur.

Üstelik,

¡()



= (cosh  ()¡ sinh ())




cosh 

= cosh (cosh  ()¡ sinh ())
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ve

 tanh ¡()£
¡






=  tanh (cosh  ()¡ sinh ())£ 


cosh ()

= sinh (cosh ()¡ sinh  ())

elde edilir.



Z 

0

¡()+  tanh 

Z 

0

()

=

Z 

0

cosh (cosh  ()¡ sinh ())+

Z 

0

sinh (cosh () + sinh  ())

=

Z 

0

 () = e¡() + 

elde edilir. Bununla teorem ispatlan¬r.

4.2.13. Teorem. 3 de Lorenzian küre 2
1 olmak üzere birim h¬zl¬ küresel time-like

e¼gri ¡ :  ! 2
1 olsun. , ¡ nin yay parametresi olmak üzere,

e¡() = 

Z 

0

¡()+  tanh 

Z 

0

()+  (4.13)

e¼grisini ele alal¬m. Burada   sabit say¬lar ve c sabit bir vektördür. (4.13) ile verilen

e¼gri bir Bertrand e¼grisidir. Üstelik, tüm Bertrand e¼grileri bu metodla elde edilebilir.

4.2.13. ·Ispat.

e¡() e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonunu (4.9) eşitli¼gi yard¬m¬yla hesaplayal¬m.

e¡

0
() = (¡() + tanh ())

e¡
00
() = (¡1 + tanh ())()

e¡
(3)
() =  tanh 0()() + (¡1 + tanh ())(¡¡() + ()())

e¡
(3)
() = ¡() [¡  tanh ()] + ()

£
 tanh 0()

¤
+

()
£
¡() +  tanh 2()

¤

elde edilir. (2.1) eşitli¼gi yard¬m¬yla e¼grilik ve torsiyon hesaplan¬rsa:

e¡

0
()£ e¡

00
() =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡¡() () ()

 0  tanh 

0 ¡+  tanh () 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
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e¡
0
()£ e¡

00
() = ¡()[

2 tanh (¡1 + tanh ()] + ()(2(¡1 + tanh ())

= 2(¡1 + tanh ())[tanh ¡() + ()]

ve °°° e¡
0
()£ e¡

00
()
°°° = 2(¡1 + tanh ())

p
1 + tanh2 

elde edilir. Ayr¬ca,

°°°e¡

0
()
°°° =

p
 ((¡() + tanh ()) (¡() + tanh ()))

= 
q¯̄

tanh2  + 1
¯̄

oldu¼gundan,

() =

°°°e¡

0
()£ e¡

00
()
°°°

°°° e¡
0
()
°°°
3

=
2(¡1 + tanh ())

p
1 + tanh2 

3
p
1 + tanh2 (1 + tanh2 )

() = 
(¡1 + tanh ())

(1 + tanh2 )

elde edilir. Burada  = §1 dir. Di¼ger yandan,


³
e¡
0
()£ e¡

00
() e¡

(3)
()
´

= 

0
BBB@

¡()[2 tanh (¡1 + tanh ()] + ()(2(¡1 + tanh ())

¡()[¡(¡1 + tanh ())] + ()
£
 tanh 0()

¤
+

() [()(¡1 + tanh ())]

1
CCCA

= ¡3 tanh (¡1 + tanh ))
2 + 3()(¡1 + tanh ())

2

= 3(¡1 + tanh ())
2(()¡ tanh )

ve

 () =

³
e¡

0
()£ e¡

00
() e¡

(3)
()
´

°°e0()£ e00()
°°2

50



oldu¼gundan,

() =
3(¡1 + tanh ())

2(()¡ tanh )

4(¡1 + tanh ())2(1 + tanh2 )

=
()¡ tanh 

(1 + tanh2 )

elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda; ¡ cosh [(1 + tanh2 )(() ¡ tanh ())] = 1

olur ki bu eşitlik, e() nin bir Bertrand e¼grisi oldu¼gunu gösterir.

Tersine, e() ni bir Bertrand e¼grisi olarak alal¬m. Böylece s¬f¬rdan farkl¬  ve 

reel say¬lar¬ vard¬r öyle ki; () +  () = 1 dir.  =  ve tanh  =



diyelim.

Şimdi,

() = (cosh  ()¡ sinh ())

küresel e¼grisini tan¬mlayal¬m. O halde,

 0() = (cosh ()() + sinh  ()())

= (() + tanh  ()) cosh ()

=



cosh ()

yaz¬labilir.  n¬n yay parametresini  olarak alal¬m. O zaman



=




cosh  olur.

Üstelik,

()



= (cosh  () ¡ sinh ())




cosh 

= cosh (cosh  ()¡ sinh ())

ve

 tanh ()£ 






=  tanh (cosh  ()¡ sinh ())£ 


cosh ()

= sinh (cosh ()¡ sinh  ())

elde edilir.  =  £ 


oldu¼gundan,



Z 

0

()+  tanh 

Z 

0

()

=

Z 

0

cosh (cosh  ()¡ sinh ())+

Z 

0

sinh (cosh () + sinh  ())

=

Z 

0

 () = e() + 
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elde edilir. Bununla teorem ispatlan¬r.

4.2.14. Teorem. 3 de Hiperbolik küre 2
1 olmak üzere birim h¬zl¬ küresel space-

like e¼gri  :  ! 2
1 olsun. ,  nin yay parametresi olmak üzere,

e() = 

Z 

0

()+  tanh 

Z 

0

()+  (4.14)

e¼grisini ele alal¬m. Burada   sabit say¬lar ve  sabit bir vektördür. (4.14) ile verilen

e¼gri bir Bertrand e¼grisidir. Üstelik, tüm Bertrand e¼grileri bu metodla elde edilebilir.

4.2.14. ·Ispat. e() e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonunu (4.10) eşitli¼gi yard¬m¬yla

hesaplayal¬m.

e
0
() = (() + tanh ())

e
00
() = (1¡ tanh ())()

e
(3)
() = ¡ tanh 0()() + (1¡ tanh ())(() + ()())

e
(3)
() = () [(1¡ tanh ()] + ()

£
¡ tanh 0()

¤

+() [()(1¡ tanh ())]

elde edilir. (2.1) eşitli¼gi yard¬m¬yla e¼grilik ve torsiyon hesaplan¬rsa:

e
0
()£ e

00
() =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡() () ()

 0  tanh 

0 ¡  tanh () 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

e
0
()£ e

00
() = ()

£
2 tanh (1¡ tanh ()

¤
+ ()

£
2(1¡ tanh ()

¤

= 2(1¡ tanh () [tanh () + ()]
°°°e

0
()£ e

00
()
°°° = 2(1¡ tanh ())

q¯̄
1¡ tanh2 

¯̄

°°°e
0
()£ e

00
()
°°° = 2(1¡ tanh ())

1

cosh 

elde edilir. Ayr¬ca,
°°°e

0
()
°°° =

p
j ((() + tanh ()) (() + tanh ()))j

= 
p
tanh2  ¡ 1

=


cosh 
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oldu¼gundan,

() =

°°°e
0
()£ e

00
()
°°°

°°°e
0
()
°°°
3

=
2(1¡ tanh ())

1
cosh 

( 
cosh 

)3

() = 
cosh2 (1¡ tanh ())



elde edilir. Burada  = §1 dir. Di¼ger yandan,


³
e
0
()£ e

00
() e

(3)
()
´

= 

0
BBB@

() [
2 tanh (1¡ tanh ()] + () [2(1¡ tanh ()] 

() [(1¡ tanh ()] + ()
£
¡ tanh 0()

¤

+() [()(1¡ tanh ())]

1
CCCA

= ¡3 tanh (1¡ tanh ())
2 + 3()(1¡ tanh ())

2

= 3(1¡ tanh ())
2(()¡ tanh )

ve

 () =

³
e
0
()£ e

00
() e

(3)
()
´

°°°e
0
()£ e

00
()
°°°
2

oldu¼gundan,

() =
3(1¡ tanh ())

2(()¡ tanh )

4(1¡ tanh ())2(
1

cosh 
)2

=
cosh2 (()¡ tanh )



elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda; (() + tanh  ()) = 1 olur ki bu eşitlik, e()
nin bir Bertrand e¼grisi oldu¼gunu gösterir.

Tersine, e() ni bir Bertrand e¼grisi olarak alal¬m. Böylece s¬f¬rdan farkl¬  ve 

reel say¬lar¬ vard¬r öyle ki; () +  () = 1 dir.  =  ve tanh  =



diyelim.
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Şimdi, () = (cosh  ()¡ sinh ()) küresel e¼grisini tan¬mlayal¬m. O halde,

0() = (cosh ()() + sinh  ()())

= (() + tanh  ()) cosh ()

=



cosh ()

yaz¬labilir.  n¬n yay parametresini  olarak alal¬m. O zaman



=




cosh  olur.

Üstelik,

()



= (cosh  ()¡ sinh ())




cosh 

= cosh (cosh  ()¡ sinh ())

ve

 tanh ()£






=  tanh (cosh  ()¡ sinh ())£ 


cosh ()

= sinh (cosh ()¡ sinh  ())

elde edilir.



Z 

0

()+  tanh 

Z 

0

()

=

Z 

0

cosh (cosh  ()¡ sinh ())+

Z 

0

sinh (cosh () + sinh  ())

=

Z 

0

 () = e() + 

elde edilir. Bununla teorem ispatlan¬r.

4.2.15. Teorem. 3 de Hiperbolik küre 2
1 olmak üzere birim h¬zl¬ küresel time-

like e¼gri  :  ! 2
1 olsun. ,  nin yay parametresi olmak üzere,

e() = 

Z 

0

()+  tanh 

Z 

0

()+  (4.15)

e¼grisini ele alal¬m. Burada   sabit say¬lar ve  sabit bir vektördür. (4.15) ile verilen

e¼gri bir Bertrand e¼grisidir. Üstelik, tüm Bertrand e¼grileri bu metodla elde edilebilir.
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4.2.15. ·Ispat. e() e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonunu (4.11) eşitli¼gi yard¬m¬yla

hesaplayal¬m.

e
0
() = (() + tanh ())

e
00
() = (tanh ()¡ 1)()

e
(3)
() =  tanh 0()() + (tanh ()¡ 1)(() + ()())

e
(3)
() = () [(tanh ()¡ 1] + ()

£
 tanh 0()

¤

+() [()(tanh ()¡ 1)]

elde edilir. (2.1) eşitli¼gi yard¬m¬yla e¼grilik ve torsiyon hesaplan¬rsa:

e
0
()£ e

00
() =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡() () ()

 0  tanh 

0  tanh ()¡  0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

e
0
()£ e

00
() = ()

£
2 tanh (tanh ()¡ 1)

¤
+ ()

£
2(tanh ()¡ 1)

¤

= 2(tanh ()¡ 1) [tanh () + ()]
°°°e

0
()£ e

00
()
°°° = 2(tanh ()¡ 1)

q¯̄
1¡ tanh2 

¯̄

°°°e
0
()£ e

00
()
°°° = 2(tanh ()¡ 1)

1

cosh 

elde edilir. Ayr¬ca,

°°°e
0
()
°°° =

p
j ((() + tanh ()) (() + tanh ()))j

= 
p
tanh2  ¡ 1

=


cosh 

oldu¼gundan,

() =

°°°e
0
()£ e

00
()
°°°

°°°e
0
()
°°°
3

=
2(tanh ()¡ 1) 1

cosh 

( 
cosh 

)3

() = 
cosh2 (tanh ()¡ 1)


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elde edilir. Burada  = §1 dir. Di¼ger yandan,


³
e
0
()£ e

00
() e

(3)
()
´

= 

0
BBB@

() [
2 tanh (tanh () ¡ 1)] + () [2(tanh ()¡ 1)] 

() [(tanh ()¡ 1)] + ()
£
 tanh 0()

¤

+() [()(tanh ()¡ 1)]

1
CCCA

= ¡3 tanh (tanh ()¡ 1)2 + 3()(tanh ()¡ 1)2

= 3(tanh ()¡ 1)2(()¡ tanh )

ve

() =

³
e
0
()£ e

00
() e

(3)
()
´

°°°e
0
()£ e

00
()
°°°
2

oldu¼gundan,

() =
3(tanh ()¡ 1)2(()¡ tanh )

4(tanh ()¡ 1)2( 1
cosh 

)2

=
cosh2 (()¡ tanh )



elde edilir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda; ¡(()+tanh  ()) = 1 olur ki bu eşitlik, e()
nin bir Bertrand e¼grisi oldu¼gunu gösterir.

Tersine, e() ni bir Bertrand e¼grisi olarak alal¬m. Böylece s¬f¬rdan farkl¬  ve 

reel say¬lar¬ vard¬r öyle ki; () +  () = 1 dir.  =  ve tanh  =



diyelim.

Şimdi, () = (cosh  ()¡ sinh ()) küresel e¼grisini tan¬mlayal¬m. O halde,

0() = (cosh ()() + sinh () ())

= (() + tanh  ()) cosh ()

=



cosh ()

yaz¬labilir.  n¬n yay parametresini  olarak alal¬m. O zaman



=




cosh  olur.

Üstelik,

()



= (cosh  ()¡ sinh ())




cosh 

= cosh (cosh  ()¡ sinh ())
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ve

 tanh ()£






=  tanh (cosh  ()¡ sinh ())£ 


cosh ()

= sinh (cosh ()¡ sinh  ())

elde edilir.



Z 

0

()+  tanh 

Z 

0

()

=

Z 

0

cosh (cosh  ()¡ sinh ())+

Z 

0

sinh (cosh () + sinh  ())

=

Z 

0

 () = e() + 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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