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OZET

Bu caligma ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde; Oklid uzayma ait temel kavramlar ve egriler iizerine karekteriza-
syonlar verildi.

Ikinci boliimde; ti¢ boyutlu Lorenz uzaymda temel kavramlar, egrilik kiiresi ve
cember, egriler tizerine karekterizasyonlar incelendi.

Son boliimde ise; ii¢ boyutlu Oklid uzayinda ve ii¢ boyutlu Lorenz uzayinda diizlem

egrileri, silindirik helisler, kiiresel egriler ve Bertrand egrileri, aragtirildi.

Anahtar Kelimeler: Oklid uzayi, Lorenz uzayi, silindirik helisler, kiiresel egriler

ve Bertrand egrileri.
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ABSTRACT

Helices and Bertrand Curves in the Three Dimensional Lorenzian Space

This study is formed in three parts.

In the first part, fundamental definitions about Euclidean space and curves over
characterization are given.

In the second part, fundamental definitions in three dimensional Lorenzian space
and curves over characterization are researched.

In the last part, plane curves, cylindrical helices, spherical curves, and Bertrand

curves in three dimensional Euclidean space and Lorenzian space are researched .

Keywords: Euclidean space, Lorentzian space, cylindrical helices, spherical curves

and Bertrand curves.



.
()
I
SZ
E3

)

\l

SEMBOLLER LISTESIi

Reel sayilar cismi
Vektor uzayi
I¢ carpim
Norm
Oskiilator kiire
Oklid uzay1
Egrilik fonksiyonu
Burulma fonksiyonu
Egrilik yaricapr fonksiyonu
Birim teget vektor alan
Birinci dik (Asli normal) vektor alan
Binormal vektor alam
Birinci harmonik egrilik
Lorenz uzay:
Lorenz i¢ carpim
Lorenz vektorel carpim
Lorenzian kiire
Hiperbolik kiire
Darboux vektorii

Birim Darboux vektorii

VI



1.GIRIS

R? Oklid uzayinda egrilerin en ilging olanlarindan biri helislerdir. Helisler icin
giinliik hayattan bir ¢ok 6rnek verilebilir. Ornegin; bir agaca sarilarak cikan sarmasik,
minaredeki merdiven veya bir vidanin {izerine iglenmis yivler ve setler verilebilir.

Ik olarak bir dik dairesel silindir {izerine cizilmis helis ele almmis ve buna daire-
sel helis denilmigtir. Bu helislerde  egrililigi ve 7 burulmanin ayri ayr1 birer sabit
oldugu ilk tesbit edilen karekterizasyonlardandir. Daha sonra bu egriliklerin sabit ol-
mamasina ragmen oranlarinin sabit oldugu helis bulunmustur ki bu helise genel helis
adi verilmigtir. Bulunan genel helis sayesinde bir dik dairesel silindir {izerine ¢izilmis
helislerden bagka helislerin de var oldugu ortaya ¢ikmugtir.

Helisler sabit egriliklidir. Bagka bir deyisle egrinin tanjant vektorii sabit bir dogruyla
sabit bir ac1 yapar. Ilk olarak 1802 yilnda Lancret Oklid uzayindaki helisler icin yap-
t1g1 caligmalar sonucu genel helis tanimini yapmigtir. 1845 yilinda ise de Saint Venant
tarafindan bir egrinin helis olmasi i¢in gerek ve yeter sartin x egriliginin 7 burulmasina
oraninin sabit olmasi gerektigi ispatlanmigtir [1].

Genel helisler ve egilim cizgileri diferansiyel geometrinin ¢ok iyi bilinen egrileri
olup yapilan son ¢aligmalarin takibi agisindan [2,3,4,5,6] caligmalar: incelenebilir. Daha
sonra slant helis ve helis arasindaki iligki tizerine ¢aligmalar yapilmigtir [7,8].

Bertrand egriler klasik uzay egrisi teorisinin en ilging konularindan biridir [9,10,11].
J.A Serret 1850 yilinda egrilerin egriliklerini ve torsiyonlarini bulmugtur. Bu sonuglara
dayanarak L.Bianchi ise Bertrand egrilerin egrilik ve torsiyonlarinin lineer bagintisim
ispatlamig ve ayni yil icinde Bertrand egriler J.Bertrand tarafindan bulunmustur.

[12] de Bertrand egriler ve bu egrilerin geodezik imbeddingleri incelenerek modern
soliton teorisinde ¢aligilmigtir. Ayrica Bertrand egri ¢iftleri bilgisayar destekli tasarim-
larda kullamlan 6zel egri 6rnekleridir [13].

[14] de silindirik helisler ve Bertrand egrileri, regle yiizeyi tizerindeki egrilermis gibi
diistintilerek caligilmigtir. Bu egriler klasik bilimsel ¢aligmalarda 6zel egriler denilen
dairesel helislerin cesitli genellemelerinden ibarettir [15]. Bu egrilere 6zel egriler de-

nilmesine ragmen, uzay egrilerinin genig bir smmifindandirlar. Diizlem egrilerinden
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silindirik helisleri, silindirik helislerden Bertrand egrilerinin elde edilebilecegi goster-
ilebilir. Ustelik tiim bu egriler bu yontemle elde edilebilir. Genel diferansiyel geometride,
ilk olarak R® de dogrular, diizlemler, kiireler gibi standart ozelliklere sahip model
altmanifoldlar diigiiniiliir. Daha sonra genel altmanifoldlarla model altmanifoldlar
arasinda benzerlikler ve farkliliklar degerlendirilir. Silindirik helis ve Bertrand egri
kavramlari, dairesel helis kavraminin bir genellestirilmisi oldugundan burada model
altmonifoldlar olarak dairesel helisler kabul edilmektedir [16].

Biz bu calismada [16] de yapilan ¢aligmayi esas olarak alip, ii¢ boyutlu Lorenz uza-
ymda diizlem egrilerinden silindirik helisleri, silindirik helislerden Bertrand egrilerin
elde edilebilecegini inceledik. Ayrica S? Lorenz kiiresi ve H? hiperbolik kiirede egriler

icin Sabban catilari, ve buna baglh olarak Bertrand egrilerin elde edilebilecegini goster-

dik.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1. Ug¢ Boyutlu Oklid Uzaymda Temel Kavramlar

2.1.1. Tanim. R, reel sayilar cismini gostermek iizere
R™ = {(p1,p2, -, Pn) |IDi€R, i = 1,...,n}
esitligiyle belirli R" kiimesinde toplama islemi
(P1; D2, Pn) + (@1, @2 @) = (P2 + @1 P2 + G2, -, P+ Q)
esitligiyle tanmimlanir. Skalerle ¢arpma islemi, A € R ve (py, p2, ..., p,) € R™ i¢in

A (p17p27 7pn) = )\pla )\p27 0y )\pn
esitligiyle tanimlanir. Bu islemlere gére R™ kiimesi R cismi tistiinde bir vektor uzay:

olur.

R™ vektor uzaymda p = (p1, pa, ..., Pn) Ve ¢ = (q1, g2, ---, ¢») Olmak iizere

(p.a) =) b
esitligiyle tamimlanan R™ x R" — R, (p,q) — (p,q) fonksiyonu R™ uzaymda bir ig
carpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R" uzayinin dogal i¢ ¢arpimi denir.

Ipll = v/ {p, p)

seklinde tammlanan |[.|| : R* — R, p — ||p|| fonksiyonu, R" uzayinda bir normdur.
Buna gore R™ vektor uzayi, normlu vektor uzayidir.

d(p,q) = llp — qll
bi¢iminde tanimlanan d : R” x R” — R fonksiyonu, R" uzayinda bir metriktir. Bu

metrikle birlikte R” uzayma Oklid uzay1 denir [17].

2.1.2. Tanmim. I C R olmak iizere o : I — E? diferansiyellenebilir doniisiimiine
E3 de bir egri denir. Eger her t € T igin ||o/(¢)|| = 1 ise « ya birim hizhdir denir. Aksi

takdirde keyfi parametrelidir denir. E® uzaymda birim hzh « : I — E® egrisi i¢in,



esitligiyle belirli T'(s) vektoriine, « egrisinin «(s) noktasindaki birim teget vektorii

denir [18].

k:l— R, k(s)=|T(s)

olmak tizere x fonksiyonuna, a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. r(s) sayisina ise

egrinin «a(s) noktasmdaki egriligi denir [18].
2.1.4. Tamim. E? uzayinda birim hizh o : I — E3 egrisi icin

N(s) = %T%s)

esitligiyle belirli V(s) vektoriine, o egrisinin «/(s) noktasindaki birinci dik vektorii (asli
normali) denir. N vektor alanina, a egrisinin birinci dik vektor alani (asli normal

vektor alani) denir [18].

B(s) =T(s) x N(s)

esitligiyle tammlh B(s) vektoriine, a egrisinin «(s) noktasindaki ikinci dik vektorii
(binormali) denir. B vektor alanmna, « egrisinin ikinci dik vektoér alam (binormal

vektor alani) denir [18].

2.1.6. Tamim. FE? uzayimnda birim hizli o : I — E? egrisinin Frenet vektor

alanlar1 7', N, B olmak {izere,

I =R, 7(s)=—(B'(s),N(s))

7 fonksiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina ise egrinin «(s)
noktasimdaki burulmasi denir [18].
Bundan sonra, aksi belirtilmedikge, T = T'(s), N = N(s), B = B(s) olarak ali-

nacaktir.



2.1.7. Teorem. E? uzayinda birim hizh o : I — E? egrisinin Frenet vektor

alanlar1 7', N, B olmak {izere,

7" = kN
N = —-kT+71B
B = —7N

dir [17].

2.1.8. Teorem. o birim hizli olmayan bir egri olmak tizere, o : I — E3 egrisinin
Frenet vektor alanlar1 7', N, B olduguna gore

/

T = =
[o/]|
/>< /i
B _ [0} [0} .
o/ x|
= BxT

dir [17].
« : I — E? egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 x, 7 olduguna gore;

- 2= (2.1)

dir [17].

2.1.9. Teorem. « birim hizli olmayan bir egri olmak fizere, o : I — E? egrisinin
Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve burulmasi &, 7 olsun. [|¢/|| = v

olduguna gore;
T = wvskN

N' = w(—kT+7B)

B = wv(—7N)



dir [18].

2.1.10. Tamim. « : [ — E" egrisinin a(sy) noktas: verilsin. v : J — E” bir
egri olmak tizere ty € J igin;
(o) = also)
oluyorsa; v egrisi v egrisine (. basamaktan degiyor denir.

V(to) = a(s0), 7' (to) = &/(s0)
oluyorsa; 7 egrisi v egrisine 1. basamaktan degiyor denir.
Y(to) = also), 7 (to) = a'(s0),7"(to) = " (s0)
oluyorsa; v egrisi v egrisine 2. basamaktan degiyor denir.
(to) = als0),7'(to) = ' (s0),7"(to) = " (s0), s 7" (to) = ! (s0)
oluyorsa; k < n olmak iizere, v egrisi «v egrisine k. basamaktan degiyor denir [17].

1
2.1.11 Tamim. « : [ — E3 egrisinin egrilik fonksiyonu s olmak iizere — fonksiy-
K
onuna, « egrisinin egrilik yaricapr fonksiyonu denir ve p ile gosterilir. ¢ € I icin p(t)

sayisina, « : [ — FE3 egrisinin a(t) noktasindaki egrilik yarigapr denir [17].
2.1.12. Teorem. « : [ — E3 birim hizli bir egri ve sy € I olsun. Bu durumda

7(0) = afso), 7'(0) = a’(s0), 7"(0) = a”(so)

olacak bigimde birim hizli bir v : J — E3 ¢emberi vardir. Bu ¢ember,
po = p(so), No= N(so), To="T(s0)

olmak tizere;

0 .0
v(0) = a(so) + peNo + po cos p—(—NO) + py sin p_TO
0 0

denklemiyle verilebilir. Cemberin merkezi a(sg) + p,/No noktasidir [18].



2.1.13 Tanum. « egrisine a(sp) noktasinda iigiincii basamaktan degen kiireye, «

egrisinin, a(sg) noktasindaki egrilik kiiresi (dokunum kiiresi veya oskiilator kiire) denir.
S*={zx e E*: (z,2) =1}
seklinde tammlanir [17].
2.1.14. Tanim. d merkezli bir K kiiresi ile « egrisi icin bir f fonksiyonu
fil—R,  f(s) = (als) — d,als) — d) —r*
seklinde olsun. sy € I olmak tizere
f(s0) =0
ise K kiiresi «v egrisine a(sg) noktasinda 0. basamaktan degiyor denir.
f(s0) =0, [f'(s0) =0
ise K kiiresi v egrisine «(sg) noktasinda 1.basamaktan degiyor denir.
f(s0) =0, [f'(s0) =0, ["(s0)=0

ise K kiiresi v egrisine «(sg) noktasinda 2.basamaktan degiyor denir.

f(s0) =0, f'(s0) =0, f'(s0)=0, [P(s0)=0
ise K kiiresi «v egrisine a(sg) noktasinda 3. basamaktan degiyor denir [17].

2.1.15. Teorem. « : [ — E3 birim hizhi bir egri ve sq € I olsun. « egrisine a(sg)

noktasinda 2.basamaktan degen kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri, ;1 € R i¢in
do(,u) = 04(80) + ,OONO + ,UBO
esitligiyle belirli dy(p) noktalarimin belirledigi dogrudur [18].

2.1.16. Teorem. MC E3 egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya
kargilik gelen «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T'(s), N(s), B(s)} olmak iizere, M

ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri;
a(s) = a(s) —ma(s)N(s) — Amg(s)

7



dir. Burada

ve A € R dir [19].

2.1.17. Sonug. MC E? egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. a(s) €
M noktasinda M ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezleri bir dogru

tizerindedir [19].

2.1.18. Tanim. MC E? egrisinin m € M noktasinda M ile sonsuz yakin {i¢ ortak
noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yerine M egrisinin m € M noktasindaki

egrilik ekseni denir [19].

2.1.19. Teorem. MC E? egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin. «(s) € M

noktasinda oskiilator kiire merkezi a ise;
a(s) = a(s) —ma(s)N(s) —ms(s)B(s)

dir. Burada {T'(s), N(s), B(s)}, a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi olup

)
") =G ) )

dir [19].

2.1.20. Sonug. MC E? egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. «(s) € M

noktasinda oskiilator kiirenin yarigapi r ise;

[SIES

r= [m% + m%}
dir [19].
2.1.21. Teorem. MC E? egrisi (I, ) koordinat komgulugu ile verilsin. mj3(s) # 0,

7(s) # 0 olmak iizere ¥V s € I igin «(s) noktasinda oskiilator kiirenin yarigapinim sabit

olmas igin gerek ve yeter sart oskiilator kiirelerin merkezlerinin ayni olmasidir [19].

2.1.22. Teorem. MC E? egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile verilsin. V s € T

i¢in 7(s) # 0, m3(s) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda M kiiresel bir egri olmasi

8



icin gerek ve yeter sart V s € I igin «(s) noktasindaki oskiilator kiirelerin merkezlerinin

ayni nokta olmasidir [19].

2.1.23. Teorem. MC E? egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay
parametresi olmak tizere 7(s) # 0, ms(s) # 0 ise, M nin kiiresel bir egri olmasi igin

gerek ve yeter sart mj(s) + ma(s)7(s) =0 olmasidir [19)].



2.2. Ug¢ Boyutlu Oklid Uzaymda Egriler Uzerine Karekterizasyonlar

2.2.1. Tamim. Birim hizli o : I — E3 egrisi ile ayn1 aralikta tanimh
o* : I — E® egrisi verilsin. Her bir s € I igin « egrisinin a(s) noktasindaki tegeti
a*(s) noktasindan geciyorsa ve (T*(s),T(s)) = 0 ise a* egrisine «v egrisinin bir involiitii

denir [18].

2.2.2. Teorem. o* egrisi « egrisinin bir involiitii ise k& sabit bir reel say1 olmak
uzere

a’(s) = afs) + (=s + k)T'(s)

dir [17].

2.2.3. Tamim. Birim hizli o : I — E? egrisi ile ayn1 aralikta tanimh
o* 1 I — E3 egrisi verilsin. Her bir s € I igin o* egrisinin o*(s) noktasindaki tegeti
a(s) noktasindan gegiyorsa ve (7%(s),T'(s)) = 0 ise o* egrisine « egrisinin bir evoliitii

denir [17].

2.2.4. Teorem. o egrisi, « egrisinin bir evoliitii ise c € R ve

olmak {izere

a’(s) = a(s) + p(s)N(s) = p(s) tan [p(s) + ] B(s)

dir. Ayrica a(s) noktasindaki normal diizlemde, birinci kenar1 a*(s) — a(s), ikinci

kenar1 N(s) olan yonlii aginin lgiisii ¢(s) + ¢ dir [18].

2.2.5. Tamim. Birim hizli o : I — E? egrisi ile ayn1 aralikta tanimh
o* 1 [ — B3 egrisi verilsin. Her bir s € I i¢in o*(s) noktasi ile a(s) noktasim bir-
legtiren dogru, o* egrisinin o*(s) noktasindaki birinci normalini ve ov nin a(s) noktasin-
daki birinci normalini kapsiyorsa, a* egrisi « egrisiyle Bertrand egri cifti olusturuyor

denir [18].

10



2.2.6. Teorem. o egrisi «a egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa k sabit bir

say1 olmak iizere o egrisi a* = a+ kN bicimindedir [18].

2.2.7.Tamim. MC E? egrisinin birim teget vektor alam T ve X € y(E?) de sabit

bir birim vektor alani olsun. Eger p €M igin
(T, X) |p= cos ¢ = sabit

ise M egrisine E? de bir egilim ¢izgisi, ¢ agisina M nin egilim agsi1 ve S, { X} uzaymna

da M nin egilim ekseni denir [20].

11



3. UC BOYUTLU LORENZ UZAYI
3.1. U¢ Boyutlu Lorenz Uzayinda Temel Kavramlar

3.1.1. Tanim. V bir reel vektor uzayi olsun. g : VxV — R doniigimii V a,b € R
ve V u,v,w € V igin

i) 9(u,v) = g(v, u)

i1) g(au + bv,w) = a g(u,w) +b g(v,w) ve g(u,av + bw) = a g(u,v) + b g(u,w)
ozelliklerine sahip ise g doniigiimiine V' vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form

denir [21].

3.1.2. Tanmim. 3-boyutlu reel vektor uzayr R? ve V )_(>,§_/> € R3? icin Lorenz ic
carpimi, ¢; : R x R? — R olmak {izere;

—

—
g1(X,Y) = z1y1 + 212 — T3Y3

seklinde ya da ¢, : R? x R? — R olmak {izere;

—

—
92(X,Y ) = —x1y1 + oy + T3Y3

seklinde tamimlanir. Buradaki g; ve g, fonksiyonlar1 R? de bir Lorenz i¢ ¢arpimi olup,
bu fonksiyonlarla birlesen R? vektor uzayma da kisaca Lorenz uzayi denir ve L3 ile
gosterilir. Biz caligmalarimizda g, Lorenz i¢ carpimini kullanacagiz ve kisalig1 hatir

i¢in g ile gosterecegiz [21].

3.1.3. Tanum. L? de bir vektor X ve g, L? de Lorenz i¢ carpimi olmak iizere, X
vektoriiniin normu;
I

X - )

Y

seklinde tammlanir [21].

3.1.4. Tamim. «, L? de bir egri olmak iizere g(/(s), &'(s)) = %1 ise bu « egrisine

birim hizhi egri ad1 verilir [21].

3.1.5. Tamim. a,b € L3 olmak iizere g(a, b) = 0 ise a ve b vektorlerine ortogonaldir

denir [21].
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— —
3.1.6. Tamim. X = (v1,79,73), Y = (Y1, Y2, y3) € L3 olmak iizere;

x|,  LPxL*—1L?

—

— — —
(X7 Y) — X X |LY = (—($2y3 —11733/2)7 T3y — T1Y3, T1Y2 — 3723/1)

seklinde tamimli A |7, operatoriine L? de Lorenz anlaminda vektorel carpim denir. Bu

tanimi matrisel formda;

seklinde ifade edebiliriz. Bundan sonra aksi belirtilmedikge x|, yerine X ifadesini

kullanacagz [19].

3.1.7. Teorem. x : L3 x L3 — L3 olmak tizere V )—5, ?,7 € L3 icin agagidaki

esitlikler gegerlidir.

e e — — = = — = =
2) (X xY)x Z =g(Y.Z)X - g(X,2)Y,
— = =
3) g(X,X x V) =0,
— = =
) g(Y, X xY)=019]

dir [19].

3.1.9. Tanim. V V € L? olmak tizere
— — —
i) g(V,V))0ise V ye space-like vektor,
— — —
ii) g(V,V){0ise V ye time-like vektor
- — — —
iii) g(V,V) =0,V #0ise V ye light-like veya null vektor

denir [21].
3.1.10. Teorem. V U, V € L? olmak iizere asagidaki ifadeler gecerlidir.

13



1) U space-like ve V' time-like vektor ise U x V' space-like,

2) U space-like ve V' null vektor olmak iizere

g(U,V)=01ise U x V' null vektor, g(U, V) # 0ise U x V' space-like vektordiir [19].

3.1.11. Tamim. o C L3 Lorenz uzayinda bir egri olsun. « egrisinin hiz vektorii

T'(s) olmak tizere,

i) g(T(s),T(s))(0 ise, a(s) time-like egri,

i) g(T(s),T(s))
iti) g(T'(s), T(s)
[

olarak adlandirilir [20].

)
)=

3.1.12. Tanmim.

0 ise, a(s) space-like egri,

= 0 ise, a(s) light-like veya null egri

1.Durum. L? de bir egri a olsun. Eger {T, N, B} Frenet gatisi, sirasiyla,

{time-like, space-like, space-like}

seklinde verilmis ise Frenet denklemleri;

T/
N/
B/

dir [22].

Ayrica; T x N = —=B, N x B =

D(s) =7T — kB dir [23].

= kKI'+71B

= —7N

T, BxT = —N

(3.1)

olup, Darboux vektorii

2.Durum. L3 de bir egri a olsun. Eger {T, N, B} Frenet gatisi, sirasiyla,

{space-like, time-like, space-like}

seklinde verilmis ise Frenet denklemleri;

T/
N/

B/

= kKI'+71B

= 7N

14
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dir [22).
Ayrica; T x N = =B, Nx B = —-T, BxT = N olup, Darboux vektorii
D(s) = —1T + xB dir [23].

3.Durum. L3 de bir egri « olsun. Eger {T, N, B} Frenet gatisi, sirasiyla,
{space-like, space-like, time-like}

seklinde verilmis ise Frenet denklemleri;

T = kN (3.3)
N = —-kT+71B
B = TN

dir [22).
Ayrica; T x N = B, Nx B = —-T, BxT = —N olup, Darboux vektorii
D(s) =1T — kB dir [23].

3.1.13. Tamim. L3 de bir egri o olsun. Eger x ve 7 nun her ikisi de o egrisi

boyunca pozitif sabitler ise a egrisine dairesel helis denir [22].

3.1.14. Tanim. L? Lorenz uzayinda m = (ms, ma, m3) ve r € RT olmak iizere

Slz(r) = {a = (a17a27a3) € L3 : g(a —-—m,a— m) = 7.2}
seklinde tamimlanan S%(r) ciimlesine Lorenzian kiire adi verilir [21].
3.1.15. Tanim. M C L" de time-like egri ve SP C L" p-hiperkiiresi verilsin. Eger

M C SPise M ye L™ in p-time-like hiperkiiresel egrisi denir. n = 3 ve p = 1 halinde

M time-like egrisi bir gember (Lorenz ¢emberi) veya ¢ember yayidir [19].

3.1.16. Tamim. M C L? time-like egrisiyle m € M noktasinda sonsuz yakin dort
ortak noktasi olan kiireye M nin m € M noktasindaki oskiilator kiiresi veya egrilik

kiiresi ad1 verilir [19].
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3.1.17. Teorem. M C L3 time-like egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
s € I ya karsilik gelen «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T'(s), N(s), B(s)} olmak

tizere M ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri;

a(s) = a(s) —ma(s)N(s) —ms(s)B(s)

dir. Burada
1
m2:[—>R mg(s)—%
ve
my(s) = 4,12 — (——=)12 = A€ R
K(s)
dir [19].

3.1.18. Sonug. MC L? time-like egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
a(s) € M noktasinda M ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezleri bir

dogru iizerindedir [19].

3.1.19. Tanmim. MC L™ time-like egrisinin me M noktasinda M ile sonsuz yakin
tic ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yerine, M time-like egrisinin

mée M noktasindaki egrilik ekseni denir [19].

3.1.20. Teorem. MC L3 time-like egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

a(s) € M noktasinda Oskiilator kiire merkezi a ise;
a = a(s) —may(s)N(s) —ms(s)B(s)

dir. Burada, {T'(s), N(s), B(s)} «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi olup

seklindedir [19].
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3.1.21. Sonug. MC [? time-like egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

a(s) € M noktasinda Oskiilator kiirenin yarigap: r ise;

1
2

r = [m3(s) + mj(s)]

dir [19].
3.1.22. Teorem. M C L3 time-like egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin.
ms(s) # 0 7(s) # 0 olmak iizere V s € I i¢in a(s) noktasinda Oskiilator kiirenin

yaricapinin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter sart oskiilator kiirelerin merkezlerinin aym

olmasidir [19].

3.1.23. Teorem. M C L3 egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. V s € [
icin 7(s) # 0  mg3(s) # 0 varsayalim. Bu durumda ; M bir kiiresel egri olmasi i¢in
gerek ve yeter sart V s € I i¢in a(s) noktasinda Oskiilator kiirelerin merkezlerinin ayni

nokta olmasidir [19].

3.1.24. Teorem. M C L3 time-like egrisi (I,o) koordinat komsulugu ile verilsin.
s € I yay parametresi olmak iizere 7(s) # 0 mg3(s) # 0 ise M bir kiiresel egri olmasi

icin gerek ve yeter sart mj + mo7m = 0 olmasidir [19].
3.1.25. Tanim. L3 uzayimndaki Hiperbolik birim kiire,
Hi ={a€eL’:g(a,a) = -1}
seklinde tammlanir [24].

3.1.26. Tamim. L3 de iki regiiler egri x(s) # 0 ve 7(s) # 0 olmak {izere; o, @
olsun. «, ve @ boyunca Frenet catilar, sirasiyla, {7, N, B} ve {T,N,E} olsun. Eger
Vsel i¢in « ile @ nin normal vektor alanlar lineer bagiml ise, bu taktirde « egrisine

bir Bertrand egri denir. Bu durumda @ ye o nin Bertrand ¢ifti denir. Boylece
a(s) =a(s)+rN(s), Vsel (3.4)
yazabiliriz [22].
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3.1.27. Teorem. L3 de (o, @) Bertrand egri ¢ifti olmak iizere (3.4) esitligindeki r
sabittir [22].

3.1.27. Ispat. L? de {T, N, B} ve {T, N,E} sirasiyla a ve @ nin Frenet catilar

olsun. («, @) Bertrand egri ¢ifti ise
a=a+rN

yazabiliriz. Her iki tarafin s ye gore tiirevini alirsak;

_ds
Td—S —T++'N+rN'
S

s, s sirasiyla o ve @ nin parametreleri olmak iizere
ds
— #0
ds 7
dir. O halde
T=T+71'N+r(AT + 7B)

olup, N ile i¢ carpimindan

r'eg =0
elde edilir ki; bu ise r nin sabit olmasi demektir. Burada

c _{ 1, N space-like vektor ise }
0= -1, N time-like vektor ise

dir.

3.1.28. Teorem. L?de k ile 7 , v egrisinin egrilikleri; o, @ iki regiiler egri olsunlar.
(o, @) Bertrand egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart A 40, B#0: Ak + Br =1
olmasidir [22].

3.1.28. ispat. L? de (a,@) Bertrand egri cifti, {T, N, B} ve {T,N,E} sirastyla

o ve @ nin Frenet catilari olsun. 7T ile T arasindaki a¢1 ¢ olmak iizere,
T = &) cosh ¢T + e, sinh pB (3.5)
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_ 1, (2). ya da (3). durumunda
€1 = {—17 (1). durumunda}

ve

_ 1, (1). ya da (2). durumunda
€2 = {—17 (3). durumunda}

S, @ nin parametresi olmak tizere (3.5) esitliginin her iki tarafi s ye gore tiirev alinirsa;

—ds  d(cosh d(sinh
ENd—S _ (COdS SO)T + (Slcril SO)B + (551 COSth + YTes sinh QO)N
S S S

cosh ¢ =sabit elde edilir. Bu ise ¢ nin sabit oldugunu verir. Ayrica @ = a +rN,
r = sabit boylece;

Ak +Br =1

yazabiliriz. §imdi (o, @) Bertrand egi oldugunu gosterecegiz. A ve r sabit oldugundan,
A nin yerine —r\ yazilirsa,

14+r\k =Bt

ve a = «a+rN ’den B
dl'ds  Br+ryT

Gas_ ZRTIT
ds ds \/6132+€2T2

dir. Bu demektir ki; N ile N lineer bagimhdir. Bu ise ispat1 tamamlar [22].

3.1.29. Teorem. «, L? de regiiler bir egri olsun. « nin birden fazla Bertrand

¢iftine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart « bir dairesel helis olmasidir [22].

3.1.30. Teorem. (a,a@) L® de bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu taktirde o ve @

nin torsiyonlari, sirasiyla, 7 ve 7 olmak iizere 7.7 =sabittir [25].

3.1.31. Sonug (a,@) L3 de bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu taktirde o ve @ nin

Frenet elemanlar1 arasinda;

T — L tel 5 4y, o0
b2 —a? Jb% — a2
= _ _E(—b/@—irm')
n (b2 — a?)T
T o= — M’
(b2 — a?)T

ds = —Vb2—a?7(s)ds
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esitlikleri mevcuttur [25].

3.1.32. Teorem. L3 de sabit bir diizleme paralel olmayan birim vektor alam e(t),

ve sifirdan farkli bir sabit a olsun. Bu takdirde
Mw——gg/qwxawm
esitligi — 22 sabit torsiyonlu ve te(t) binormal vektor alanli bir uzay egrisidir [25].
a

3.1.33. Teorem. L3 de sifirdan farkli sabit 7, torsiyonlu bir egri o olsun. Bu

taktirde,
B@——iN@—@/B@@

Ta

egrisi ile |7, | sabit egriliklidir. Burada €3 = g(B, B) dir [25].

3.1.34. Teorem. L3 de sifirdan farkh sabit 7, torsiyonlu bir egri o olsun. Bu

taktirde,
B(s) = aa(s) + b(—iN(s) - 53/B(s)ds)

Ta

bir Bertrand egridir [25].

3.1.35. Teorem. u(c), H? de yay uzunlugu ile parametrelendirilmis bir time-like

egri olsun.

a = a/u(a)da,
g = atanh@/u(a) X du,
Y= a—p

seklinde ii¢ egri tanimlanabilir. Burada « sabit egrilikli bir egri, 5 sabit torsiyonlu bir
egri ve v da bir Bertrand egridir. Tersine her Bertrand egri bu formda gosterilebilir

[25].

3.1.36. Tamim. MC L3 egrisinin birim teget vektor alan1 T' ve X € y(L?) de sabit
bir birim vektor alan1 olsun. Eger peM icin g(7, X) |,= cosh ¢ =sabit ise M egrisine
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L3 de bir egilim ¢izgisi,¢ agisma M nin egilim agis1 ve S, { X } uzayma da M nin egilim

ekseni denir [20].

3.1.37. Teorem. ||T(s)|| = +1 ise «v egrisi birim hizl time-like egri olacaktir. Bu
egriyi birim hizli time-like egri olarak alalm. o C L3 egrisi bir egilim cizgisi olmas

icin gerek ve yeter sart Vs € [ igin  hin sabit olmasidir [20].
T

3.1.38. Sonug. « bir egilim ¢izgisi olmasi igin gerek ve yeter sartin

g(a”, a" A a®) = 0 olmasidir [20].
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4. UC BOYUTLU UZAYDA DUZLEM EGRILERI VE SILINDIiRiK HE-
LISLER

4.1. U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Diizlem Egrileri ve Silindirik Helisler

4.1.1. Tamim. x(s) # 0 olacak sekilde bir 7 : I — R3? egrisini gz 6niine alalim.
Eger 7 egrisinin teget dogrular: sabit bir dogru ile sabit bir aci yapiyorsa, 7 egrisine bir
silindirik helis ad1 verilir. Bilindigi gibi, 7(s) egrisi bir silindirik helistir gerek ve yeter
sart (s) =sabittir. Eger s(s) # 0 ve 7(s) =sabit ise egriye bir silindirik helistir denir
[16].

noktasi varsa, o zaman 7 bir diizlemsel egridir. Boylece uzayda bulunan bir Bertrand

egrisinin torsiyonu sifir olamaz [16].
4.1.3. Tamim. Herhangi bir, birim hizli 7 : I — R3 egrisi icin,

D(s) = 7(s)T(s) + k(s)B(s)

D(s)
D)

vektoriine Darboux vektorii denir. d(s) = haline 4 nin kiiresel Darboux resmi

yada Darboux gostergesi denir [16].

egrisidir, gerek ve yeter sart, sifirdan farkli A ve B sayilar1 vardir dyleki; Vs € [ i¢in
Ak(s)+ Br(s) =1

dir [16].

zaman bu egri diizlem tarafindan kapsanir, yani egri diizlemseldir. Bu durumda 5 nin

yerine v, ve k mn yerine &, alalim. Bir y(¢) diizlemsel egrisi i¢in,
t
76 =(6) + (cor [ I/l du) o
to
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seklinde bir uzay egrisi tanmimlanabilir. # sabit bir say1 ve a, ¢ sabit vektorlerdir dyle

ki; (7/,a) =0 ve ||a]| = 1 dir [16].
4.1.6. Teorem. R3? de diizlemsel bir egri £(s) olsun. Bu takdirde

£(6) = €05+ (<ot / €0 u) a+ o

seklinde tammh &(s) egrisi bir silindirik helistir. Ustelik tiim silindirik helisler bu
metodla elde edilebilir [16].

4.1.6. Ispat.

E(s) = £&(s)+cotba,
§(s) = rp(s)n(s)

~3)

& (s) = ry(s)nls) — (rp(s))*t(s)
yazilabilir. (2.1) esitligi yardimiyla (s) ve 7(s) hesaplanacak olursa;
K(s) = |kp(s)|sin® 0

ve

7(s) = —£,(s) cot O sin 0

elde edilir. Bu bilgiler 15181 altinda, % =sabit olur. Bu ise E(s) egrisinin silindirik
helis olmas1 demektir.

Simdi E(s) egrisini birim hizl silindirik bir egri olarak alalim. Bu durumda, egrinin
d(s) kiiresel Darboux resmi sabit olur. Boylece d(s) = a almabilir. Bir ¢ reel sayis
vardir 8yle ki 7(s) = ck(s) dir. Boylece cot § = ¢ olacak sekilde 6 sabit sayisi segilebilir.

Genelligi bozmadan sin >0 oldugu farz edilebilir.

egrisi diigiiniiliirse, o zaman (£(s),a) = 0 olur. Bu ise £(s) egrisinin diizlemsel bir egri

olmasi demektir.
7(5)T(s) + k(s)B(s)

7(8)? + K(s)

a =

[\
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oldugundan dolay1, <E/(s), a> = cos f elde edilir. Boylece,

E/(s) - <E/(s), a> a” = sin @
elde edilir. Buradan,

£(s) + (cot 9/08 1€ (w)| du) a=E(s) — scos + scosf = £(s)
olur ki bu da teoremin ispatini tamamlar.

4.1.7. Uyar.

(Es).a) = (E).a)+ (E6).a)

<E(s), a>/ = cosf

olur. Bu son egitlikte her iki tarafin integrali alinirsa; <E(8), a> = cosfs elde edilir.

Boylece agagidaki sonug elde edilir [16].

4.1.8. Sonug. Bir v diizlemsel egrisi bir cemberdir, gerek ve yeter sart, silindirik

helislere dairesel helisler kargilik gelir [16].
4.1.8.Ispat. 4.1.6. Teoreminin ispatindaki hesaplamalardan;
K(t) = |Kp(t)] sin® @
ve
7(t) = —k,(t) cot O sin® f

yazilabilir. Eger v bir cember ise, x,(t) =sabit olacagindan, x(t) =sabit ve 7(t) # 0
olur. Bu ise bir egrinin dairesel helis olmasi icin gerek ve yeter sarttir. Bununla ispat

tamamlanir.

4.1.9. Onerme. k # 0 olmak tizere, bir regiiler 7 : I — R® egrisini ele alalim.
O zaman ty € J C I olacak sekilde bir J acik arahigi ve 0:1— RS seklinde bir tek
dairesel helis mevcuttur dyle ki; S(to) = J(to), 0 egrisinin egriligi k(to) ve 0,7 egrileri

to noktasinda 3. basamaktan degme noktasina sahiplerdir [16].
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4.1.9. Ispat.

~ — ~/ — ~I —~

0(to) =F(to), 0 (to) =7'(to), 0 (to) =7"(to)
baglangig sartlariyla verilen, rs(t) = k(tg) ve 75(t) = 7(t9) dogal denklemlerinden elde
edilir. Burada, 0 dairesel helisine, ¥ egrisinin sy noktasindaki Oskiilator dairesel helis
denir. Eger v egrisi bir silindirik helis ise, o zaman her iki egrinin de kiiresel Darboux

resimleri, bir sabit a vektorii olur. 4.1.6 Teoreminin ispatindan,

5(s) = d(s) — <5(s), a> a

egrisi, bir diizlem egrisine karsilik gelir. 0 bir dairesel helis oldugundan, ¢ egrisi de bir

cemberdir. Kolayca gosterilebilir ki bu ¢cember,

egrisi ile, so = s(to) noktasinda 3. basamaktan degme noktasina sahiptir.

i)
F(s0) = (V(s0),a)a = 8(to) — (V(to),a) a
Y(s0) — scosf = &(to) — scosf
ve 3(so) = 0(to) olup, & egrisi v egrisine 0. basamaktan degiyor denir.

i)

7 (s0) — (7/(s0),a)a = 3 (to) — (7(to),a)a

~/ ~/

7 (sg) —cost = §(ty) — cosd
ve 7' (s0) = gl(to) olup, ¢ egrisi v egrisine 1. basamaktan degiyor denir.

iii )
F'(s0) = (F"(s0)sa)a = & (to) — (F"(to),a)a

~I

¥'(s0) = 0 (to)
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ve 7" (s0) = gﬂ(to) olup, ¢ egrisi v egrisine 2. basamaktan degiyor denir.
iv)
~ ~ ~I11 -
7"(s0) = (3" (s0),a)a = 0 (to) = (7"(to),a)a
- ~11
7"(s0) = 9 (to)
ve 7" (s0) = gﬂl(to) olup, ¢ egrisi v egrisine 3. basamaktan degiyor denir. Bu ise §
egrisinin, v nin so noktasinda egrilik cemberi olmas1 demektir. v egrisinin sy noktasin-

daki egrilik merkezine, 6 nin merkezi denir.

4.1.10. Tanim. R3 de diizlemsel bir v egrisinin egrilik merkezlerinin geometrik

yerine v nin evoliitii denir ve,

s (5) = 7(s) +

seklinde verilir. Burada n(s), diizlemde ¢(s) birim teget vektoriiniin saat yoniiniin
tersi yoniinde g oranda dondiiriilmesiyle elde edilen birim normal vektordiir. Bir 7(s)

silindirik helisi i¢in;
- - K(s)
Ess) =7(s) = (9(s), a) a + ——=3—"——=5N(s)
egrisini goz oniine alalim. Bu taktirde,

<E7(5), a> = <§(S)7 a> - <<§(8)’ a> a, a> T ﬁ

K(s)

olur. Burada

a=1(s)T(s) + k(s)B(s)

vektorii gosterildiginden <E:,(5), a> =0 ve <Eﬁ~/(s),a> = 0 elde edilir. Bu ise E5() nin

bir diizlemsel egri olmasi demektir. Ustelik E5(s) nin



egrisinin evoliitii oldugu gosterilebilir. E5(,) egrisine, 7(s) silindirik helisinin dtizlemsel

evoliitii denir [16].

4.1.11. Tanim. Birim hizl kiiresel egri v : I — S? olsun. o, 7 nin yay parametresi

olmak tizere t(0) = 7/(0) olsun. Bu taktirde

s(o) = (o) x t(o)

vektorii tammlanabilir. Boylece v boyunca ortonormal bir {v(¢),t(c), s(o)} ¢atisi elde

edilir. Bu ¢atiya v min Sabban gatis1 ad: verilir [16].

4.1.12. Teorem. 7 : I — S? birim hizh kiiresel egrisini gozoniine alalim. o, v nmin

yay parametresi olmak tizere, v nin Frenet-Serret formiilii;

V(o) = o)
(o) = —7(0) + rg(a)s(o)
s'(0) = —ry(a)t(o)

dir [16].
4.1.13. Tamim. k,(0),S5? de v nn jeodezik egriligi olmak tizere,

kg(0) = det(y(0), t(0),1'(0))
seklinde tammlanir [16].

4.1.14. Teorem. S? de bir egri v olsun. Bu taktirde a,f sabit sayilar ve c sabit
bir vektor olmak {izere

(o) = a/ay(u)du + a cot 9/ s(u)du + ¢ (4.1)

o0 o0

seklinde tanimlanan egri bir Bertrand egridir. Ustelik, tiim Bertrand egriler bu metodla

elde edilebilir [16].

27



4.1.14. Ispat. J(o) egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplayalim.

¥(e) = a(y(o)+ cotbs(o))
7¥'(0) = a(l —cotbky(c))t(o)

”Ny(?’)(a) = —acot Hﬁ’g(a)t(a) + a(l — cot Ok, (0))(—y(0) + K4(0)s(0))

elde edilir. (2.1) esitligi yardimiyla egrilik ve torsiyon hesaplanirsa,;

sin? 0(1 — cot Ok, (o))
a

k(o) =¢

elde edilir. Burada ¢ = +1 dir. Diger yandan,

sin? 0(k,(0) + cot 0)
a

7(0) =

elde edilir. Bu bilgiler 15181 altinda; a(ex(o) + cot67(0)) = 1 olur ki bu esitlik, (s)
nin bir Bertrand egrisi oldugunu gosterir. Tersine, 7(s) ni bir Bertrand egrisi olarak
alalim. Boylece sifirdan farkli A ve B reel sayilar1 vardir 6yle ki; Ax(s) + Br(s) =1
dir. a = A ve cotf = g diyelim. Simdi,

v(s) = e(sinfT'(s) — cos0B(s))
kiiresel egrisini tanimlayalim. O halde,

v(s) = e(k(s)+ cotOr(s))sinON(s)

5
— ZsingN
asm@ (s)

d .
yazilabilir. v nin yay parametresi o olarak alinirsa 99 _ £ sind olur. Ustelik,

s a
do . € .
a”y(s)% = ae(sinfT(s) — cos 93(8))5 sin 0
= sinf(sin 07T (s) — cosOB(s))

ve

dry do . € .

acotOy(s) x —— = acotfe(sinfT(s) — cosOB(s)) x —sinON(s)
do ds a

= cosf(sinfB(s) — cosOT(s))
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elde edilir.

a/ v(u)du + acot 9/ s(u)du
0 0

= /S sin O(sin OT'(t) — cos 0 B(t))dt + / cos O(sin O B(t) + cos 0T (t))dt

S0 S0

_ / T(#)dt = 3(s) + ¢
S0
elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

4.1.15. Sonug. Kiiresel bir v egrisinin bir gember olmasi icin gerek ve yeter sart;

Bertrand egrilerine, dairesel helislerin kargilik gelmesidir [16].

4.1.15. Ispat. 3.1.14.Teoreminin ispatimdan;

k! 3 1 i 2
(o) = ek (o) cos@sm@ﬂ_,(a) _ K (o) sin” 0

a a

yazilabilir. Eger bu ~ egrisi bir cember olmasi icin gerek ve yeter sart; x, =sabit ve
74 = 0 olmasidir. Dolayisiyla &7 (0) = 0 olur. Buna gore; x'(0) =0 ve 7'(0) =0 elde

edilir. Bu ise (s) egrisinin dairesel olmasi1 demektir. Boylece ispat tamamlanir.

4.1.16. Tamim. k, # 0 olacak sekilde bir kiiresel ~ : I — S? egrisini ele alalim.

YV oo € 1 igin
1
ey = —=—=—==(Ky(00)Y(00) + s(o
0 /@9(00)2+1( g(00)7(00) + 5(00))

birim vektoriinii ve

St (€0, co) = {x € 5% : (x,e0) = o}

cemberi diigiiniiliirse, burada
_ Kg(00)
Rg (O’ 0 ) 2 +1

dir. O zaman, h.(z) = (z,e9) — ¢ ile verilen h,, : S? — R yiikseklik fonksiyonunu

tamimlayalim. Kolayca hesap edilebilir ki;

d d?
hea ©7(00) = 3 (hey ©7)(00) = 55 (hey 0 7)(00) = 0
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dir. Bu ise, S'(eq,co) gemberinin, v nin (o) noktasindaki egrilik gemberi olmasi
demektir. Ustelik, eger (he, o 7)®)(0g) ve (he, o 7)®(00) hesap edilirse, o zaman
gosterilebilir ki, S*(eq, co) ve 7y egrileri, v(0g) noktasmda 4. basamaktan degme nok-
tasina sahiptir, gerek ve yeter sart; xj(0) = 0 ve (o) # 0 dir. Bu argiimanlar,
v nin (o) noktasmdaki egrilik merkezinin, eq ile verildigini gosterir. + nin egrilik

merkezinin yerine

1
ey(0) = W(“g(U)V(U) + s(0))

denklemi ile verilen v nin kiiresel evoliitii ad1 verilir [16].

4.1.17. Onerme. 7 : I — S? bir kiiresel egri ve bu kiiresel egriye kargilik gelen
Bertrand egrisi de ¥ : I — R3 olsun. O zaman 4 nin kiiresel Darboux resmi v nin

kiiresel evoliitiine esittir [16].

4.1.17. Ispat. 4.1.14.Teoreminin ispatindan

sin? 0(1 — cot Ok, (o)) sin? 0(k,(0) + cot 0)

k(o) =& : ve (o) = :
yazlabilir.

T(5) = a(3(0) + cotfs(o))

N(o) = &t(0)
yazilabilir. Buradan

B(0) = T(0) x N(0)

oldugundan

Blo) = (57)(s(0) — cot63(0)

elde edilir. Diger yandan,

= D s(0) + slo(0)
olur.
Do)
1) =15



oldugundan,

E(s(0) + K(0)y(0))

" TP
1
= H—Hw(H(U)’Y(U)JFS(U))
do) = /(o)

elde edilir. Bununla ispat tamamlanir.

4.1.18. Teorem. v : I — S? bir kiiresel egri ve x = 0 olmak iizere bu kiiresel
egriye kargilik gelen Bertrand egrilerinden biri 7 : I — R? olsun. Bu taktirde asagidaki
ifadeler denktir [16].

1) Ky (00) =0 ve /ﬁ’g’(ao)2 #0
2) 2 (D)) = 0 ve (D) (o) 0

do Kk do?
3) K'(0g) = 7'(00) =0,K"(00) # 0 ve 7"(00) # 0.

4.1.18. Ispat. 4.1.14 Teoreminin ispatindan

.92 _ 102
sin” 0(1 zot Ory(0)) ve (o) = sin 9(59(2) + cot 0)

k(o) =¢

yazabiliriz. Buradan,

2 /
—sin”“ fcot 0k’ (o
K (o) = () ve 7'(0) =
a a

sin® Ox/ (o)

dir. 7 (09) = 0 almrsa,
K'(00) = 7'(00) =0 ve K, (0p) =0
ve,

k"(00) #0,7"(00) # 0

elde edilir ki, 1) sart1 3) sartim gerektirir. £ # 0 oldugundan sinf — ky(c)cosf # 0

dir. Boylece,
T _ Kg(o)sinf + cos 0

K ~ esind — cosOky(0)
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olur. O zaman agagidaki hesaplamalar yapilabilir.
d t ek, (o)
%(2)(0) B (sinf — Hg(a) cos 0)?
g

d_Z(I)(U) _€ {kI(0)(sinf — Ky(0) cos0)? + 2k! (0)(sin§ — ky(c) cos ) cos O}
do? "k (sinf — k4(0) cos )4

d
elde edilir. Buradan xj(0¢) = 0 oldugunda d—(z)(ao) = 0 olacag ve r;(0q) # 0
oK

olacag agikardir. Bununla ispat tamamlanir.

4.1.19. Ornek. Eger diizlemsel bir ~(t) = (z1(t), z2(t),0) ve a = (0,0,1)
dogrusunu segersek, bu diizlemsel v egrisine karsilik gelen silindirik helis, 4.1.6. Teo-

remden
FE) = ~(t) + (Cot H/t 17 ()] du) a+c
= (21(t), x2(t),0) + (cot 9/\/x’1(t)2,x’2(t)2dt)a
= (Jfl(t)aﬂfz(t)aC/\/ﬂf’l(t)Qaﬂf’z(t)th))

olup, burada c sabit bir sayidir.

Simdi, diizlemsel bir v(t) = (2cosT,sinT,0) egrisini goz oniine alahm. 4.1.6.Teo-

remden,
() = (2cosT,sinT,0) + (cot H/OT 17 (D) |l dT)a + ¢
= (2cosT,sinT,0) + (cot 9/7\/1 + 3sin?(7)dr
0
ve

E(r,m) = /OT\/l + msin®(7)dr

denirse, ¥(t) = (2cos7,sinT, E(7,3)) elde edilir. 7 egrisinin diizlemsel evoliitii,
. 0
By = - ’ ———— N
o = ) = (ls)apat T m i N )
3
= ((5) cos (1 — 3sin? ), —3sin b, 0)

seklindedir [16].
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4.2. U¢ Boyutlu Lorenz Uzayinda Diizlem Egrileri ve Silindirik Helisler

Bu boliim c¢alismamizin orjinal kismini olugturmaktadir. [16] da yapilan galig-
may1 esas olarak alip, ii¢ boyutlu Lorenz uzayinda diizlem egrilerinden silindirik he-
lisleri, silindirik helislerden Bertrand egrilerin elde edilebilecegini inceledik. Ayrica S?
Lorenz kiiresi ve H? hiperbolik kiirede egriler i¢in Sabban gatilari, ve buna bagh olarak

Bertrand egrilerin elde edilebilecegini gosterdik.

4.2.1. Tamim. r(s) # 0 olacak sekilde bir 7 : I — L3 egrisini gz oniine alalim.
Eger 7 egrisinin teget dogrular: sabit bir dogru ile sabit bir aci yapiyorsa, ¥ egrisine bir
silindirik helis ad1 verilir. Bilindigi gibi, 7(s) egrisi bir silindirik helistir gerek ve yeter
sart %(s) =sabittir. Eger x(s) # 0 ve 7(s) =sabit ise egriye bir silindirik helistir denir.

4.2.2. Tamim. L3 de bir egri a olsun. Eger bu egrinin torsiyonu sifir ise o zaman

diizlemseldir denir.

4.2.3. Teorem.L? uzayidaki space-like diizlemsel bir egri 7, (¢) olsun. 6 sabit bir

sayl @, c sabit vektorler olmak tizere,
t
0 =0+ (cot [ Ini(llda) 7+
to
egrisi bir silindirik helistir. Ustelik tiim silindirik helisler bu metodla elde edilebilir.

4.2.3. Ispat. Ik iddiann ispat: icin, n,(t) egrisini birim hizh bir egri olarak alip,

3.1.12. Tamiminin 2. durumundaki Frenet esitlikleri yardimiyla,

s (t) = 11.(t) + cota,
e (t) = rp(t)n(t)

) = m6n() + (s, (1)*1(1)
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yazilabilir. (2.1) esitligi yardimiyla x(t) ve 7(¢) yi hesaplayalim.

0y (t) x 7"(t) = (t(t) +cot 07a) x (rp(t)n(t))
= wp(t)(t(t) x n(t)) + p(t)(cot O(a@ x n(t)))
= k(1) (=b(t) + cot OE(1))

ve

7./ () x 7" ()| = \/Ig (hip(t ) + ot 01(t)), kp(t)(=b(t) + cot 0L(1)))]
= \/| (Kp(£))2(1 + cot?0)|

1

= ()] = (1.2
elde edilir. Diger yandan,
7@ = \/Ig t) + cot 0@, t(t) + cot 0|
— /11 + cot?]
- 1
~ sinf
olur ki;
wp = IE@xa O]
(Gl
)l
(s0)°
k(t) = |/£p(t)|sin29

elde edilir. Simdi torsiyonu hesaplayalim.

g (00 x 3 0.0.90) = g (mE)(b(e) + cot 01(1)). my(E)n(t) + (1) *4(1))
= (ky(t))*cot O
g (70 x 0,7, 1)

i@

T(t) =

1775/ (2)
_ (Kp(t))?cot
(150 (t)] 55
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7(t) = Kky(t) cosfsin b (4.3)

elde edilir. Boylece,

T(t) _ Kp(t)cosfsind
k(t)  |kp(t)|sin?0
= tanf
. 7(t) . .~ e e . .
yani, —= =sabit olur. Bu ise 7,(t) egrisinin silindirik helis olmasi demektir. Bununla

K(t)
ilk iddianin ispat1 tamamlanir.

Ikinci iddia igin 7,(s) egrisini birim hizli silindirik bir egri olarak alalim. Bu du-
rumda, egrinin d(s) kiiresel Darboux resmi sabit olur. Boylece d(s) = @ almabilir.
Bir ¢ reel sayis1 vardir dyle ki 7(s) = ck(s) dir. Boylece tanf = ¢ olacak sekilde 6 sabit

sayisi secilebilir. Genelligi bozmadan cos >0 oldugu farz edilebilir.

1y(s) = 0,(s) — g (M,(s), @) @
egrisi diigiiniiliirse, o zaman (1)(s),a) = 0 olur. Bu ise 7(s) egrisinin diizlemsel bir egri

olmas1 demektir.
— _ —7(s)T(s) + k(s)B(s)
7(s)% + K(s)?

oldugundan dolayn,

B —7(s)
/()2 + K(s)? (4.4)

olur. (4.2) ve (4.3) esitlikleri (4.4) de yerine yazilirsa;

—kp(t) cosfsind
V(K (t) cos 0sin 0)2 + (|, (t)] sin? §)2

g (775/(3)7 E)) =

g (17,/(s), @) = —cosf
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elde edilir. Boylece,

1.(s)]| = || (s) — g (7, (s), @) |

oldugundan

I/ =g () @) @ = I3 —g (06 T) @ |7 (5) — g (), @) @ |
= g (1(s) - (—coseﬁ),T(s) _ (—coseﬁm
= /|1 — (cos)?|

Hﬁsl(s) —g (ﬁs’(s), E)) E)H = sinf

elde edilir. Bu bilgiler 15181 altinda

ns(s) + (Cot 9/ |77 (w) | du) @ = 1.(8)—g(n.(s), @) d —scotBsinf
0

= 1,(s) — (—scosf) — scosl

= 7,(s)

(o) (cort [l an) @ = (o)

olur ki bu da ikinci iddianin ispatini tamamlar.

yani,

4.2.4. Uyari.

=l

) = g(1)(s), @) +g((s), @)

) = cosf

g (n5(s),

=l

9 (1,(s),
olur. Bu son egitlikte her iki tarafin integrali alinirsa;
9(7,(s), @) = cosbs

elde edilir.

4.2.5. Teorem. L? uzaymdaki time-like diizlemsel bir egri 7,(¢) olsun. 6 sabit bir

sayl a’, ¢ sabit vektorler olmak {izere,

mw—mw+0mmawmww)am
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egrisi bir silindirik helistir. Ustelik tiim silindirik helisler bu metodla elde edilebilir.

4.2.5. Ispat. Ik iddianin ispat: icin, n,(t) time-like egrisini birim hizli bir egri
olarak alip, 3.1.12. Tamimimin 1. durumundaki Frenet esitlikleri yardimiyla,
n/(t) = ni(t) +tanh 07,
m(t) = rp(t)n(t)

T () = wy(On(t) + (ky(1))°H(2)

yazilabilir. (2.1) esitligi yardimiyla x(t) ve 7(¢) yi hesaplayalim.

mp (8) < 7" (t) = ((t) + tanh0°a’) x (r,(t)n(t))
= k(1) (t(t) x n(t)) + ky(t)(tanh O(@ x n(t)))

= £Kp(t)(—=b(t) + tanh 6t(1))

ve

7)< 3" )] = \/Ig(f”vp(t)(—b(t)+tanh9t(t))af”vp(t)(—b(t)+tanh9t(t)))|

= Ik (0)2(1 — tanb® )|
1
= |rp(t)] cosh @

elde edilir. Diger yandan,

Hﬁt/(t)H = \/|g (t(t) + tanh 0@, t(t) + tanh 67a)|
= }tanh2 60— 1}
- 1
~ coshf

olur ki;

7 (t) > 7" @)

k(t) =
R 0T,
|5 ()] iy
(era)”
k(t) = |k,(t)| cosh®
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elde edilir. Simdi torsiyonu hesaplayalim.

g (7 (6) < (0, (1)) = g (sp (£)(b(E) + tanh O1(2)), w5y (E)n(t) + (5, ()1 (1))

= —(k,(t))* tanh 6 (4.5)

g (/@) x 0.7, 1)
7 8) > 7" @)
—(£p(t))% tanh 6

(150 (8)] 592

7(t) = —k,(t) cosh@sinh @ (4.6)

elde edilir. Bu bilgiler 15181 altinda,

7(t)  —ky(t) coshfsinh 0
k(t) |ip(t)| cosh?® 6

_ sinh{

~ coshd

= —tanhd

—< = sabit

olur. Bu ise 7,(t) egrisinin silindirik helis olmas1 demektir. Bununla ilk iddianin ispati
tamamlanir.

Ikinci iddia icin 7,(¢) egrisini birim hizh silindirik bir egri olarak alalim. Bu du-
rumda, egrinin d(t) kiiresel Darboux resmi sabit olur. Boylece d(t) = @ alabilir. Bir
c reel sayisi vardir dyle ki 7(t) = ck(t) dir. Boylece — tanh 6 = ¢ olacak sekilde 6 sabit
sayisi secilebilir. Genelligi bozmadan cos >0 oldugu farz edilebilir.

n.(t) = 5,(t) — g (m,(t), @) @ egrisi diisiiniiliirse, o zaman g (1,(t), @) = 0 olur. Bu
ise 7,(t) egrisinin diizlemsel bir egri olmas1 demektir.

— _ T(T() — x(t)B(?)
7(t)? + k(1)

[\
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oldugundan dolayn,

T(t)? + k()2
olur. (4.5) ve (4.6) esitlikleri (4.7) de yerine yazilirsa;
kp(t) cosh @ sinh @
\/(—Hp(t) cosh @ sinh 0)2 + (|, (t)| cosh? §)2
kyp(t) cosh @ sinh @
\/(Hp(t)(cosh 0))2(— sinh®# 4 cosh? 0)
g(n/(t), @) = sinhd

g (ﬁtl(t)aﬁ) =

elde edilir. Boylece,

IOl = |7/ (8) — g (3 (1), @) o]

oldugundan
[7® -9 @D 7l = 7O -9 @6, @)@ 70 -9 @ o.7) 7]
— /Ig(T(t) - sinh 6 T(t) — sinh 67|
= y/|-1—sinh®4|
= y/[(=cosh®0)]
|7/ (#) =g (7)., @) @|| = coshd

elde edilir. Bu bilgiler 15181 altinda
n,(t) + (tanh@/s |73 ()| du) @ = 7,(t)—g(n,(t), @) a + stanh§coshf
0 = 1,(t) — tsinh @ + tsinh 6
= 7,(1)
yani,

)+ (tan [l dn) @ =0
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olur ki bu da ikinci iddianin ispatini tamamlar.

4.2.6. Uyar.

=l

) = g @), @) +g (), )

) = sinhé

g (m,(1),

g (m,(1),

=l

olur. Bu son egitlikte her iki tarafin integrali alinirsa;
g (17,(t), @) = sinh Ot
elde edilir.

4.2.7. Tamim. Birim hizli kiiresel egri v : I — S? olsun. o, v nin yay parametresi

olmak tizere t(0) = 7/(0) olsun. Bu taktirde

s(o) = (o) x t(o)

vektorii tammlanabilir. Boylece v boyunca ortonormal bir {v(¢),t(c), s(o)} ¢atisi elde

edilir. Bu c¢atiya v nin Sabban catis1 adi verilir.

4.2.8. Teorem. L3 de Lorenzian kiire S? olmak iizere birim hizh kiiresel space-like
egri v, : I — S? olsun. o, 7, nin yay parametresi olmak iizere, v, nin Frenet-Serret

formiilii;

Yslo) = o) (4.8)
t'(0) = —7,(0) = rg(0)s(o)
s'(0) = —ky(0)t(o)

dir. Burada k,(c), S? de v, nin k,(0) = det(y,(0),t(0),t'(0)) ile verilen jeodezik
egriligidir.
ko(0) = det(v,(0),t(0),'(0))
=49 (75 X, t/)
= g(s,1)
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elde edilir. Ayrica, g (7,,t) = 1 dir.

4.2.8. Ispat.
V(o) = av,(o) + bt(o) + cs(o)

olarak yazilabileceginden,

9(Ves) = a=a=0 g(y,7,) =1
g(vut) = b=b=1 g(t,t)=1
g(ﬁ)/sas) = —c=>c=0 g(S,S):—l
elde edilir ki bu da,
Vs(o) =t(o)

dir. Benzer sekilde;
t'(o) = dy,(0) + et(o) + fs(o)

olarak yazilabileceginden,

gty = d=d=-1 g(v,7) =1, (g(t.,7) =9(t,7)+9(t)
g(t't) = e=>e=0 g(t,t)y=1

g(t/,S) = _f:>f:_’%g g(s,s):—l
elde edilir ki bu da,
t'(0) = —7,(0) = Ky(0)s(0)

dir. Benzer sekilde;
s'(o) = hy,(o) + mt(o) + ns(o)

olarak yazilabileceginden,

9(sh7) = h=h=0 " g(y,7)=1
g(s't) = m=m=-k, gt,t)=1, (g(s,t)=g(s,t)+g(s,t))

g(s',s) = n=n=0 g(s,s)=-1
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elde edilir ki bu da,
§'(0) = —rg(0)t(o)

dir. Boylece ispat tamamlanir.

4.2.9. Teorem. L3 de Lorenzian kiire S? olmak {izere birim hizh kiiresel time-like
egri v, : I — S? olsun. o, 7, nin yay parametresi olmak iizere, v, nin Frenet-Serret

formiilii

(o) = —t(o) (4.9)

dir. Burada r,(c),S? de v, nin k,(0) = det(v,(0),t(c),t'(c)) ile verilen jeodezik
egriligidir.

kg(o) = det(y,(0),t(0),t'(0))
= g(%ﬁ Xtat/)

= 9(s1)
elde edilir. Ayrica, g (v;,t) = 1 dir.

4.2.9. Ispat.
V(o) = ayy(o) + bt(o) + cs(o)

olarak yazilabileceginden,

gV = a=a=0  g(y,7) =1
g(ﬁ)/:fat) = _bjb:_l g(tat)

—1

g(Vs) = ¢c=c=0 g(s,s)=1

elde edilir ki bu da,
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dir. Benzer sekilde;
t'(0) = dy,(o) + et(o) + fs(o)

olarak yazilabileceginden,

gt v) = d=d=-1 g(vpv) =1, (9(t,v) =9, 7)+9(t,7))
g(t'ht) = e=>e=0 g(t,t)=-1

g(ths) = f=[f=r g(s,s)=1
elde edilir ki bu da,
t'(0) = —v,(0) + Ky(0)s(o)

dir. Benzer sekilde;
s'(o) = hy, (o) + mt(o) + ns(o)

olarak yazilabileceginden,

9(shm) = h=h=0 9(vev) =1
g(s't) = —m=>m=kx, g(t,t)=—=1, (g(s,t) =g (s,t)+g(s,t))
g(s',s) = n=n=0 g(s,s)=1

elde edilir ki bu da,

dir. Boylece ispat tamamlanir.

4.2.10. Teorem. L3 de Hiperbolik kiire H? olmak iizere birim hizli kiiresel space-
like egri yu, : I — H? olsun. o, i, nin yay parametresi olmak iizere, ;1. nin Frenet-Serret

formiilii;

(o) = (o) (4.10)
t'(0) = py(o)+ry(0)s(o)
s'(0) = —ry(o)t(o)



dir. Burada ky(c), H? de p, nin k,(c) = det(u,(c),t(c), (o)) ile verilen jeodezik
egriligidir.
kg(o) = det(p,(0),t(0),t'(0))
= g (:us X tat/)
= g(s,t)
elde edilir. Ayrica, g (1), t) =1 dir.
4.2.10. Ispat.
p(0) = apg (o) +bt(o) + cs(o)

olarak yazilabileceginden,

gy py) = —a=a=0 g(u,p,)=—1
g(py,t) = b=>b=1 g(t,t)=1
g(y,s) = c=>c=0 g(s,s)=1

elde edilir ki bu da,
pi(0) = t(o)
dir. Benzer sekilde;

t'(0) = duy(o) + et(o) + fs(0)

olarak yazilabileceginden,

g(p) = —d=d=1 g(u,p,)=-1 (g9t u) =g, p)+gl(t )
gt't) = e=>e=0 g(t,t)=1
g(t's) = f=[f=r, g(s,s)=1

elde edilir ki bu da,

t'(0) = py(0) + K4(0)s(o)
dir. Benzer sekilde;
s'(0) = huy(o) + mt(o) + ns(o)
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olarak yazilabileceginden,

g(s'ip) = —h=h=0
g(s'ht) = m=m=—kg,
g(s,s) = n=n=0

elde edilir ki bu da,
S/

dir. Boylece ispat tamamlanir.

9 (kg pg) = —1
g(t,t) =1, (g (Sat) = g(slat) +t9g (Sat/))
g(s,s)=1

(0) = —ry(0)t(0)

4.2.11. Teorem. L3 de Hiperbolik kiire H? olmak iizere birim hizli kiiresel time-

like egri p, : [ — H? olsun. o, y, nin yay parametresi olmak iizere, y, nin Frenet-Serret

formiilii;

dir. Burada r,(0), H? de p, nin
egriligidir.

= —t(o) (4.11)

kg(o) = det(p,(0),t(0),t' (o)) ile verilen jeodezik

kg(0) = det((0),t(0),t'(0))
= g (:ut X1, t/)

= g(S,t/)

elde edilir. Ayrica, g (uj,t) =1 dir.

4.2.11. Ispat.

pi(0) = apy(0) + bt(o) + cs(o)

olarak yazilabileceginden,

g (1) =
g (uy,t) =

gy, 8) =

—a=a=0 g(u,pn)=-1
—-b=b=-1 g(t,t)=—-1

c=c=0 g(s,s)=1
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elde edilir ki bu da,

dir. Benzer sekilde;
t'(o) = dp,(0) + et(o) + fs(0)

olarak yazilabileceginden,

gt ) = —d=d=1 g(u,p)=-1 (gt n)=9, n)+g m))
gt't) = —e=e=0 g(t,t)=-1
g(tlas) = [=f=kr g(s,s)=1

elde edilir ki bu da,
t'(0) = p,(0) + ky(0)s(0)
dir. Benzer sekilde;
s'(0) = hu, (o) +mt(o) + ns(o)
olarak yazilabileceginden,
g(s'sm) = —h=h=0  g(u,pu)=-1

—1 (g(s,t) =g (s',t) + g (s,1))

g(s,s) = n=n=0 g(s,8)=1

g(s't) = —m=m=kx, g (t,t)

elde edilir ki bu da,
s'(0) = rg(0)t(0)

dir. Boylece ispat tamamlanir.

4.2.12. Teorem. L3 de Lorenzian kiire S? olmak iizere birim hizli kiiresel space-
like egri 'y : I — S? olsun. o, I'y nin yay parametresi olmak {izere,
T,(0) = a/ I's(u)du + atanh 9/ s(u)du+c (4.12)
[of) g0

egrisini ele alahm. Burada a, sabit sayilar ve ¢ sabit bir vektordiir. (4.12) ile verilen

egri bir Bertrand egrisidir. Ustelik, tiim Bertrand egrileri bu metodla elde edilebilir.
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4.2.12. Ispat.

fs(a) egrisinin egrilik ve torsiyonunu (4.8) esitligi yardimiyla hesaplayalim.

[)(0) = a(l(0)+ tanhfs(c))
[ (0) = a(1 — tanh 0k, (0))t(0)

F."(0) = —atanh 0k (0)t(o) + (—a)(1 — tanh Ok, (0))(Ta(0) + rg(0)5(c))

7 P(0) = T.(0) [a(tanh 0r,(c) — 1] + t(0) [~a tanh 0k ()]

+s5(0) [akg(o)(tanh Ok, (o) — 1)]
elde edilir. (2.1) esitligi yardimiyla egrilik ve torsiyon hesaplanirsa:

—I'y(o) t(o) s(o)
[y (o) xT, (0) = a 0 atanh @
0 a — atanh bk, (o) 0
I, (o) xIy (o) = Ts(0) [a® tanh 6(1 — tanh Ok,(c)] + s(o) [a*(1 — tanh Ok,(0)]
a*(1 — tanh 0r, (o) [tanh 0T, (o) + s(0)]

ﬂ’(a)xfs”(a)H = a*(1 — tanh Oy(0))y/ |tanh® 0 — 1|

|
|

elde edilir. Ayrica,

[(0) % 1 (0)]| = a(1 — tanh Oy (0)

It@) = Vg (a(Too) + tank 05()), a(T, (o) + tank 05(0)))]
= aV1—tanh?
~ cosho
oldugundan,

|

T, (o) x ﬂ”(J)H

k(o) = - 3
I5 @)
_ a?(1—tanh 0ky(0)) 5
a (cosra)®
w(0) = Ecosh 6(1 —;anh Ory(0))
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elde edilir. Burada ¢ = £1 dir. Diger yandan,

9 (F0) <1 (0).0.% ()
I's(0) [a* tanh 0(1 — tanh Ok, (0)] + s(o) [a*(1 — tanh bk, (0)],
=g Is(0) [~a(1 — tanh Oky(0)] + ¢(0) [—atanhOx)(0)] +
s(0) [—ary(o)(1 — tanh Ok, (0))]
= —a*tanh (1 — tanhOr,(0))? — (—a’k,(0))(1 — tanh Ok, (0))?

= a*(1 — tanh 0k, (0))*(k,(0) — tanh 0)

oy E @@ )
[F@) <o)
oldugundan,
o) = a®(1 — tanh 0k, (0))?(k4(0) — tanh 6)
a*(1 — tanh 9/@9(0))2(@)2
_ cosh® 0(k,(c) — tanh )

clde edilir. Bu bilgiler 1181 altmda; a(ex(0) + tanh 07(5)) = 1 olur ki bu esitlik, T'y(s)
nin bir Bertrand egrisi oldugunu gosterir.

Tersine, fs(s) ni bir Bertrand egrisi olarak alalim. Boylece sifirdan farkli A ve B
reel sayilar vardir oyle ki; Ar(s) + B7(s) = 1 dir. a = A ve tanhf = g diyelim.
Simdi, I's(s) = e(cosh 8T (s) — sinh 0 B(s)) kiiresel egrisini tanimlayalim. O halde,

I"(s) = e(coshBr(s)N(s)+ sinhO7(s)N(s))
= &(k(s) + tanh O7(s)) coshON(s)

— S cosh ON(s)

a
- . do ¢
yazilabilir. I'y nin yay parametresini o olarak alahm. O zaman =3 cosh 6 olur.
s a
Ustelik,
do ) €
an(s)d— = ae(cosh 0T (s) — sinh #B(s))— cosh
s a

= coshf(cosh 0T (s) — sinh0B(s))
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ve

r
atanh 0T, (s) x Cfi S% = atanh fe(cosh 0T (s) — sinh B(s)) x gcosh ON((s)
o

= sinhf(cosh §B(s) — sinh 0T (s))

elde edilir.

a/ Ly (u du+atanh9/ s(u)du
0 0
= / cosh @(cosh 0T (t) — sinh 0 B(t))dt + / sinh (cosh O B(t) 4 sinh 0T'(t))dt

= /T s(s) +c )

elde edilir. Bununla teorem ispatlanir.

4.2.13. Teorem. L? de Lorenzian kiire S? olmak iizere birim hizh kiiresel time-like

egri I'; : I — S? olsun. o, I'; nin yay parametresi olmak iizere,

[

(o) = a/al“t(u)du + a tanh 9/ s(u)du + ¢ (4.13)

g0 g0

egrisini ele alahm. Burada a,f sabit sayilar ve ¢ sabit bir vektordiir. (4.13) ile verilen

egri bir Bertrand egrisidir. Ustelik, tiim Bertrand egrileri bu metodla elde edilebilir.

4.2.13. Ispat.

ft(O') egrisinin egrilik ve torsiyonunu (4.9) esitligi yardimiyla hesaplayalim.

'y (o) = a(l'y(o) + tanh Os(0))
T, (6) = a(—1+ tanh0rk,(0))t(o)
[, %0) = atanhOk!(0)t(o) + a(—1 + tanh 0ry(0))(—To(0) + ry(0)s(0)
(o)

= T'4(0)[a — atanhOrk,(0)] + t(0) [a tanh 9/@;(0)} +

s(0) [—aky(0) + atanh 02 (0)]

elde edilir. (2.1) esitligi yardimiyla egrilik ve torsiyon hesaplanirsa:

—I'i(o) t(o) s(0)
ftl(U) X ft//(U) = a 0 atanh @
0 —a + atanh 0k, (o) 0
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T, (0) x T, (0) = Ty(o)[a®tanh 6(—1 + tanh 0k, (0)] + s(o)(a*(—1 + tanh Ok, (o))

= a*(—1+ tanh 0k, (0))[tanh 0T (o) + s(o)]

ve

T, (o) x ft”(a)H — a®(—1 + tanh 0k,(0))V/1 + tanh® 0

elde edilir. Ayrica,

T, (o) H — /9 (a(Ts(0) + tanh 05(0)), a(Ts(c) + tanh fs(a)))

= a }tanh29 + 1}

oldugundan,

[, (0) x ft”(a)H

k(o) = — 3
&)
_ d®(—=1+ tanhfky(0))\/1 + tanh®§
a3y/1 + tanh? 6.(1 + tanh?0)
a(0) = 5(_1 + tanh 0k, (o))

a(1 + tanh? 0)

elde edilir. Burada ¢ = +1 dir. Diger yandan,

g (/o) x 1 (0), 5,7 ()
[';(0)[a® tanh (—1 + tanh k4 (0)] + s(o)(a*(—1 + tanh Ok, (o)),
I'i(0)[—a(—1+4 tanh 0k, (0))] + t(o) [a tanh 9/@’9(0)} +

s(o) [ak,(0)(—1 + tanh Ok, (0))]
= —a*tanh 0(—1 + tanh 0x,))?* + a*k,(0)(—1 + tanh Ok, (0))?

I
Q

= a*(—1+ tanh0k,(0))*(k,(0) — tanh 0)

9 ([(0) <1/ 0).0.% (0)
7 (0) x 7' (o)

(o) =
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oldugundan,

a*(—1 + tanh 0r,(0))*(k,(0) — tanh 6)
at(—1 + tanh r,(0))2(1 + tanh? 0)

ky(0) — tanh §

a(1 + tanh? 0)

elde edilir. Bu bilgiler 15181 altinda; — cosh f[a(1 4 tanh®0)(ck (o) — tanh 07(c))] = 1

(o) =

olur ki bu esitlik, 7(s) nin bir Bertrand egrisi oldugunu gosterir.

Tersine, ¥(s) ni bir Bertrand egrisi olarak alahm. Boylece sifirdan farklhi A ve B
reel sayilar vardir dyle ki; Ax(s) + B7(s) =1 dir. a = A ve tanhf = g diyelim.
Simdi,

v(s) = e(cosh 0T'(s) — sinh 0 B(s))
kiiresel egrisini tanimlayalim. O halde,
7'(s) = e(coshbk(s)N(s)+ sinhf7(s)N(s))
= &(k(s) + tanh O7(s)) coshON(s)
— S coshON (s)

a
- . do €
yazilabilir. + nin yay parametresini o olarak alalim. O zaman — = — cosh@ olur.
s a
Ustelik,
do ) €
a”y(s)d— = ae(cosh T (s) — sinh #B(s))— cosh
s a
= cosh f(cosh 0T (s) — sinh 0B(s))
ve
dy do ) €
atanh v(s) x o ds a tanh fe(cosh 0T (s) — sinh #B(s)) x — cosh O N (s)
ods a

= sinhf(cosh #B(s) — sinh 67'(s))
dy y
elde edilir. s =y x I oldugundan,

a/ ~(u du+atanh9/ s(u)du
0 0
= / cosh 6(cosh 0T'(t) — sinh 0 B(t))dt +/ sinh (cosh O B(t) 4 sinh 0T'(t))dt

S0
—/T )+ c
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elde edilir. Bununla teorem ispatlanir.

4.2.14. Teorem. L? de Hiperbolik kiire H? olmak iizere birim hizli kiiresel space-

like egri &, : [ — S? olsun. o, £, nin yay parametresi olmak iizere,

E(0) = a/aﬁs(u)du + atanh H/Js(u)du +c (4.14)

g0

egrisini ele alalim. Burada a,f sabit sayilar ve ¢ sabit bir vektordiir. (4.14) ile verilen
egri bir Bertrand egrisidir. Ustelik, tiim Bertrand egrileri bu metodla elde edilebilir.

4.2.14. Ispat. ¢ (o) egrisinin egrilik ve torsiyonunu (4.10) esitligi yardimyla

hesaplayalim.
£, (0) = alg,(0) + tanh 0s(0))
£ (0) = a(l —tanhbk,(0))t(o)
£7(0) = —atanhk! (0)t(0) + a(1 — tanh O, (0)) (€, (0) + 114 0)5(0))
£7(0) = £,(0)[a(1 — tanh Ok, (0)] + t(c) [—atanh Ox/ (o)]

+s(0) [arg(0)(1 — tanh Ory(0))]
elde edilir. (2.1) esitligi yardimiyla egrilik ve torsiyon hesaplanirsa:
—£,(0) t(o) s(0)
~/ ~ 1
55 (U) X Ss (U) = a 0 atanh 6
0 a— atanhfry(0) 0
~7

£ (0)x & (0) = &,(0) [a*tanh (1 — tanh Oky(0)] + s(0) [a*(1 — tanh Ok, (o)]

= a*(1 — tanh Ok, (o) tanh 0 (o) + s(0)]

|
|

elde edilir. Ayrica,

& (0)x &/ @) = a1~ tanhbn,(0)y/[1 - tann? 0|

gsl(g) X gsll(a)H = 2(1- tanhﬁﬁg(a))m

&) = Vig(al&, (o) + tankds()); alg, () + tankds(2)))

= aVtanh?6 —1

a
cosh 6
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oldugundan,

&)< &0

k(o) = oy 3
& o)
_ a?(1—tanh 0ky(0)) g
B (COShH)3
wo) = Ecoshz 9(1 — ;aﬂh Ory(0))

elde edilir. Burada ¢ = +1 dir. Diger yandan,

9(£(0) %€ 0.6 )
£,(0) [a® tanh (1 — tanh Ok, (0)] + s(o) [a*(1 — tanh Ok, (0)],
=g &,(0) [a(1 — tanh Oky4(0)] + t(0) [—atanh 0k (0)]
+s(0) [arg(0)(1 — tanh Ory(0))]
= —a®tanh (1 — tanh 0k, (0))* + a®k,(0)(1 — tanh Ok, (0))?

= a*(1 — tanh 0k, (0))*(ky(c) — tanh 0)

b 9(£(0) %€ (0).6")

Eo)x & o)

T(0) =

oldugundan,

a*(1 — tanh 0k, (0))?(ky(0) — tanh 6)
a(1 — tanh 0ky(0))?(i5)?
cosh® 0(ky(0) — tanh 0)
a

clde edilir. Bu bilgiler 1181 altinda; a(cr(c) 4 tanh 67 () = 1 olur ki bu esitlik, &, (s)
nin bir Bertrand egrisi oldugunu gosterir.
Tersine, gs(s) ni bir Bertrand egrisi olarak alalim. Boylece sifirdan farkli A ve B

B
reel sayilar: vardir 6yle ki; Ar(s) + B7(s) =1 dir. a = A ve tanhf = — diyelim.
a
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Simdi, £,(s) = e(cosh §7'(s) — sinh §B(s)) kiiresel egrisini tanimlayalim. O halde,

€ (s) = e(coshBr(s)N(s)+ sinhO7r(s)N(s))
= &(k(s) + tanh O7(s)) cosh ON(s)
= 2 cosh N (s)

d
yazilabilir. £, nin yay parametresini o olarak alalim. O zaman d_a _ cosh @ olur.
s a
Ustelik,
do , €
afs(s)d— = ae(cosh T (s) — sinh #B(s))— cosh
s a
= cosh f(cosh 0T (s) — sinh0B(s))
ve
dfs do . 9
atanh 6¢ (s) x o ds a tanh fe(cosh 0T'(s) — sinh #B(s)) x — cosh N (s)
o ds a

= sinhf(cosh#B(s) — sinh 07(s))

elde edilir.

a/ & (u du+atanh9/ s(u)du
0 0
cosh @(cosh 0T (t) — sinh 0 B(t))dt + / sinh (cosh O B(t) 4 sinh 0T'(t))dt

I :
[

T(t s(s)+c
elde edilir. Bununla teorem ispatlanir.

4.2.15. Teorem. L3 de Hiperbolik kiire H? olmak iizere birim hizli kiiresel time-
like egri &, : I — S? olsun. o, &, nin yay parametresi olmak iizere,
&, (0) = a/ &, (u)du + atanh 9/ s(u)du + ¢ (4.15)
[of) g0
egrisini ele alalim. Burada a,f sabit sayilar ve ¢ sabit bir vektordiir. (4.15) ile verilen

egri bir Bertrand egrisidir. Ustelik, tiim Bertrand egrileri bu metodla elde edilebilir.
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4.2.15. Ispat. gt(a) egrisinin egrilik ve torsiyonunu (4.11) esitligi yardimiyla

hesaplayalim.
&(0) = a(&(0) + tanh 0s(0))
g (0) = a(tanhfk,(0) — 1)t(o)
£7(0) = atanh 0k (0)t(o) + a(tanh Oy (0) — 1)(&,(0) + 15(0)5())
£70) = &(0)[a(tanhbr,y(0) — 1] + t(o) [atanh 0 (0)]

+5(0) [akg(o)(tanh Oky (o) — 1)]
elde edilir. (2.1) esitligi yardimiyla egrilik ve torsiyon hesaplanirsa:
—&4(0) t(o) s(o)
gtl(a) X gtll(a) = a 0 atanh
0 atanhOk,(0) —a 0
& (0)x & (0) = &(0) [a® tanh (tanh Or, (o) — 1)] + (o) [a*(tanh Ory(0) — 1)]
= a*(tanh0ky(c) — 1) [tanh 0¢,(0) + s(0)]

o) x & (o H = a¥(tanh Ory(0) — 1)4/|1 — tanh® 0|
o) x&'o)| = az(tanhﬁﬁg(a)—l)coslh ;
elde edilir. Ayrica,
§ ) = Vgl + tanhfs(0)).a(6,(0) + tanhbs(a)]
- am
N cthe

oldugundan,

&) x &)
= 3
& (o)
a®(tanh Ory(0) — 1)——
(COShH)3
cosh? §(tanh 0k, (o) — 1)
a

k(o) = ¢
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elde edilir. Burada ¢ = £1 dir. Diger yandan,

9 (&) x&"@,.6" ()
&,(0) [a? tanh O(tanh Ok, (o) — 1)] + s(o) [a®(tanh Ok, (o) — 1)],
=g &, (0) [a(tanh Oy (o) — 1)] + t(0) [atanh Ok (0)]
+s(0) [aky(o)(tanh Ok, (o) — 1)]
= —a*tanhf(tanh 0k, (o) — 1)* + a*k,(0)(tanh Ok, (o) — 1)?

= a*(tanh0k,(0) — 1)*(ky(0) — tanh 6)

ve

9 (8@ xE©0.6" )
& o) <& o)

oldugundan,

a®(tanh 6k, () — 1)*(k,(0) — tanh 6)
a*(tanh Ok, (o) — 1)2(=2—
cosh® 0(ky(c) — tanh 0)

cosh 0 )

elde edilir. Bu bilgiler 111 altmda; —a(ek (o) +tanh 7(0)) = 1 olur ki bu egitlik, &,(s)
nin bir Bertrand egrisi oldugunu gosterir.

Tersine, gt(s) ni bir Bertrand egrisi olarak alalim. Boylece sifirdan farklh A ve B
reel sayilar: vardir 6yle ki; Ar(s) + B7(s) = 1 dir. a = A ve tanhf = g diyelim.
Simdi, &,(s) = e(cosh0T(s) —sinh 0 B(s)) kiiresel egrisini tammlayalim. O halde,

£ (s) = e(coshBr(s)N(s)+ sinhO7(s)N(s))
= &(k(s) + tanh O7(s)) cosh ON(s)
= Scosh ON(s)

a
- . do €
yazilabilir. &, min yay parametresini ¢ olarak alalim. O zaman =3 cosh 6 olur.
s a
Ustelik,
do ) €
aft(s)d— = ae(cosh T (s) — sinh #B(s))— cosh
s a

= coshf(cosh 0T (s) — sinh0B(s))
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ve

atanh 6€,(s) x ff; ig = atanhfe(cosh0T'(s) — sinh0B(s)) x Scosh ON(s)

= sinhf(cosh 0B(s) — sinh 07'(s))

elde edilir.

a/ & (u du+atanh9/ s(u)du
0 0
cosh @(cosh 0T (t) — sinh 0 B(t))dt + / sinh (cosh O B(t) 4 sinh 0T'(t))dt

I :
[

T +c

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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