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OZET

TOPOLOJIK OLARAK ZENGIN MERKEZLI BANACH LATIiSLERDE MAHARAM
OPERATORLERI

Bu c¢alismada, Archimedean f-cebirlerinde Banach f-modiilleri iizerindeki Maharam
operatorleri ile ilgilenildi. W.A.J. Luxemburg ve B. De Pagter (2002)’in bazi neticeleri
Banach f-modiillerinde tartisildi. Bu g¢alismadaki yap1 Arens carpimi ve topolojik olarak
zengin merkeze dayandirildi. Bununla birlikte, dual Banach f-modiillerinde Maharam
operatorlerinin ozellikleri incelendi.

Anahtar Kelimeler: Banach latis, Banach f-modiil, Archimedean f-cebir, Maharam
operatorii, ideal.



ABSTRACT

ON MAHARAM OPERATORS ON BANACH LATTICES WITH TOPOLOGICALLY
RICH CENTER

In this study, we are interested in the Maharam operators on the Banach f-modules over the
Archimedean f-algebras. Some results of W.A.J. Luxemburg and B. De Pagter (2002) are
discussed on Banach f-modules. Construction is based on Arens multiplication and
topologically rich center. Moreover, we investigated the properties of Maharam operators on
dual Banach f-modules.

Keywords: Banach lattice, Banach f-module, Archimedean f-algebra, Maharam operator,
ideal.
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1.GIRIS

Banach Latisleri son yiizyilda bir cok matematikginin ilgisini ¢ekmistr. Ozellikle 1971 yilinda
W.A.J. Luxemburg ile A.C. Zaanen’in yazdiklar1 “Riesz Spaces I” kitab1 ile H.H. Schefer’in
1974 yilinda yazdigi “Banach Lattices and Positive Operators” adli kitapla birlikte bu
konudaki calismalar hiz kazanmistir. Maharam operatorleri ile ilgili ilk ¢alisma, 1953 yilinda
Dorothy Maharam tarafindan “The representation of abstract integrals” adli makalesinde
tanimlanmistir. Bu makalede D. Maharam, L ve M Archimedean Riesz uzaylar1 M

Dedekind tam ve T:L —>M sirali sinirli lineer bir operatdr olmak ilizere, ze M ve
0£z£|T|u igcin z:|T|V ve 0<v<u olacak sekilde bir veL varsa T operatoriinii

Maharam operatorii olarak tanimlar. D. Maharam bu makalesinde 6l¢lim teorisinin temel
teoremlerinden biri olan Radon-Nikodym teoreminin bir versiyonunu tam degerli F-
integralleri i¢in ispatladi. Radon-Nikodym teoreminin Maharam operatorlerindeki sonucuna

gore; L ve M Dedekind tam Riesz uzaylari, T:L - M Maharam (pozitif ve aralik koruyan)
ve siral siirekli bir operator olmak tizere 0 <S<T ise Z(L) (L’nin merkezi) i¢indeki bazi

0<n<T (I, birim operatdr) i¢in S =Tx dir.

W.A.J. Luxemburg ve A. R. Schep 1978 yilinda yaptiklar1 calismada, Maharam
operatdrlerinin bazi ozelliklerini incelediler. Ilk olarak, L ve M Dedekind tam uzaylar

arasinda tanimli sirali stirekli T Maharam operatorii i¢in Z(M)’den Z(L)’ye her © € Z(M) igin
T = Th(n) olarak tanimli bir h latis homomorfizmasinin ve cebirinin var oldugunu

ispatladilar. Daha sonra da Radon-Nikodym tipi teoremi Maharam operatorleri i¢in elde

ettiler.

W.A.J. Luxemburg ve B. De Pagter (2002), pozitif operatdrlerin verilen bir koleksiyonunun
Radon-Nikodym teoremi kullanilarak Maharam operatorlerine genislemesinin yapisini
incelediler ve bu yapiy1 f-modiillerinin 6zelliklerine dayandirdilar. Vektor latisleri arasindaki
pozitif lineer operatorlerin keyfi koleksiyonlar1 i¢in bazi aralik koruyan genislemelerinin
yapisini insa ettiler. Verilen pozitif operatorlerin herhangi bir koleksiyonunu genisletilmis
operatorler i¢in Radon-Nikodym kuramini saglayan operatdrleri igeren bir tanim uzayina
genisletmenin miimkiin oldugunu gosterdiler. Sirali sinirli lineer operatorlerin idealleri i¢in

Maharam genisleme uzaylariin yapisimi incelediler. Bu yapiy1r incelerken ozellikle latis



homomorfizmalarinin ve c¢ekirdek operatorlerinin {izerinde durdular ve bazi genisleme

uzaylari i¢indeki band koruyanlarin Boolean cebirlerini tanimladilar.

Biz bu ¢alismada, W.A.J. Luxemburg ve B. De Pagter (2002)’in Riesz uzaylar1 iizerindeki bir
calismalari, E Banach latis ve A Archimedean f-cebir olmak {izere E’nin A {izerinde bir f-
modil oldugu kullanilarak Banach latislerin dualinde bir f-modiil yapis1 kurularak A" ’ne
gore topolojik olarak zengin merkez Ozelliginden yararlanilmak suretiyle Maharam

operatorlerinin bir yapisi incelendi.



2. ON BILGILER

Bu boéliimde, calismamizda kullandigimiz kavramlarin temel tanimlarini, teoremleri ve

Onermeleri verecegiz.

Tamm 2.1: K bir kiime ve K iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (.) islemleri tanimli olsun.

Asagidaki aksiyomlar1 saglayan K kiimesine bir cisim denir.

i. Her x,yeK icin x+yeK ve xyekK.
ii. Her x,y €K i¢in x+(y+z)=(x+y)+z.

iii. K icerisinde bir tek sifir (0) eleman1 bulunabilir ki her x e K i¢in x+0=0+x =x esitligi
saglanir.

iv. Her x €K igin bir tek —x € K bulunabilir ki x +(-x)=(-x)+x =0 esitligi saglanir.
v.Her x,yeK i¢in x+y=y+x.

vi. Her x,y €K i¢in xy =yx.

vii. Her x,y,ze K i¢in x(yz) = (xy)z.

viii. Her xe K i¢in x-1=x esitligini saglayan K nin bir tek 01 (bir) elemani vardir.

ix. Her 0= x e K yakarsilik xx™' =1 esitligini saglayan K icinde bir tek x™' eleman1 vardir.
x. Her x,y,zeK i¢in x(y+z)=xy+xz, (y+2z)x = yx+zx esitlikleri saglanir.

Reel sayilar kiimesi R ve kompleks sayilar kiimesi C yukaridaki aksiyomlar1 sagladigindan

cisimdirler.

Tamm 2.2: Bostan farkli bir X kiimesi icinde < bagintis1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa kismi

siralama adini alir.
i) Her x e X i¢in x < x dir.
ii) x<y ve y<x ise x =y dir.

iii) x<y ve y<z ise x <z dir.



Tanmm 2.3: J#AcR olsun. Her xe A i¢in x<y olacak sekilde bir yeR wvarsa
y e R ’ye A igin bir iist sinir denir. Her x € A i¢cin x <z, z€ R oldugunda y<z ise y’ye

A’nin en kiigiik iist sinir1 (supremumu) denir ve supA ile gosterilir.

Tanim 2.4: J#BcR olsun. Her xeB i¢in y<x olacak sekilde bir ye R varsa B
kiimesine alttan smirli bir kiime denir. Her x€B i¢cin z<x, zeR oldugunda z<y

oluyorsa y’ye B kiimesinin en biiyiik alt sinir1 (infimumu) denir ve inf B ile gosterilir.

Tanim 2.5: E bos olmayan bir kiime ve K cismi R (reel sayilar kiimesi) veya C (kompleks

sayilar kiimesi) olsun.

+:ExE—>E , (x,y)—>x+y,
KxE—>E , (ax)—>a-x,

dontisiimleri ile toplama ve ¢arpma islemleri tanimlansin.

i. Her x,y,z€E icin X+(y+z)=(x+y)+z,

ii. Her X,y €E i¢in x+y=y+x,

iii. Her x € E i¢in x+0=x esitligini saglayan E i¢inde bir tek 0 (sifir) eleman1 vardir.
iv. Her x € E i¢in x+ (—x) =0 esitligini saglayan bir tek —x € E vardir.

v.Her x€E igin 1-x=x.

vi. Her x €E ve a,beK i¢in (ab)x =a(bx).

vii. Her x,y€ E ve aeK igin a(x+y)= ax +ay.

viii. Her x€ E ve a,be K ig¢in (a+b)x =ax +bx.

kosullar1 saglaniyorsa E’ye K {izerinde bir vektdr uzayi (lineer uzay) ve elemanlarina da
vektor adi verilir. K=R alinirsa E’ye bir reel vektor uzayr ve K=C alinirsa E’ye bir

kompleks vektor uzay adi verilir.



Ornek 2.6: E=R", K=R olsun.
X = (X1 yeees X, ) , ¥y = (yl yees Yo ) € E i¢in toplama islemini su sekilde tanimlayalim:

X+Y=(X+ Y0 X, +Y, )

Bir ae R sayisiile x = (xl,...,xn ) € E vektoriiniin ¢arpimi
a-x= (axl,...,axn)
ile tanimlansin. Bu ¢arpma ve toplama tanimlar1 ile R" bir vektdr uzayidir.

Tamm 2.7: E bir K cismi iizerinde bir vektér uzayr olsun. ||-||:E—>R, X —>||x , tanimh

dontistimiine asagidaki kosullar saglarsa E tizerinde bir norm ad1 verilir.

1. Her x € E icin ||x|| >0,

2. x€E ve ||X||=0<:>X=0,

3.Her xeE ve aeK i¢in ||ax|| = |a| ||x

4. Her x,y€E igin ||X+y|| < ||x||+||y|| (Uggen esitsizligi).

Bu durumda (E,

) ciftine bir normlu vektdr uzayr adi verilir. Uzerinde norm tanimlanmis

bir uzaya normlu bir uzay adi verilir.

Ornekler 2.8:

1. E=R olsun. x € E i¢in ||x|| = |x| olarak alindiginda E bir bir normlu uzay olur.

2. X =R" nboyutlu Euclid uzay1 olsun. x =(A,A,,...,A, )€ X ise

(1Sp<oo)

3

e[Ene] bS]

I = 3p o, = S

normlar1 ile X bir normlu uzaydir.



3. X # I bir kiime olsun.

B(X)={f| f:X >R smirh fonksiyon)
f.geB(X), xeX ve a<R igin
(f+g)(x)=f(x)+g(x)
(af)(x)=af(x).

|||| :B(X) — R fonksiyonu ||f ||w = sup‘f (x)‘ seklinde tanimlanirsa B(X) normlu uzay olur.
xeX

Onerme 2.9: E bir R iizerinde |||| :E —> R fonksiyonuyla bir normlu uzay olsun. Bu durumda

|| stireklidir.

Ispat: x,y €E olsun. H|x||—||y|” < ||x—y|| ozelliginden ispatlanabilir.

[l =[Cc=y)+ y][ < [x =]+ [
[xI=Ivl<lx=y @

x -y yazalm;
[yI=lxl<ly=x]=lx=y] @

(1) ve (2) den [|x] - ly]| <[}x -] olur.
&> 0 igin bir 5> 0 sayist bulalm.

||x —x0|| <d=> ‘ ||x||—||x0|| ‘ <¢ olsun. d=¢ a11n1rsa‘ ||X||—||x0|| ‘ < ¢ elde edilir. Bundan dolayi

norm siirekli bir fonksiyondur.

Tanmm 2.10: E bir kiime olmak tizere E’nin iki elemanli her alt kiimesi bir infimum ve

supremuma sahip ise E’ye latis denir.

Tanmim 2.11: E bir reel vektor uzay: olsun. f,g e E olmak iizere asagidaki sartlar saglaniyorsa

E’ye siral1 bir vektor uzay1 denir.



i. f<giseher heE i¢in f+h <g+h dir.
ii. 0<f icin her 0 <a reel sayisi i¢in 0 <af ’dir.

Tanim 2.12: E bir sirali vektor uzay: olsun. Her x,y € E icin sup{x,y} € E ve inf{x,y} € E
ise E’ye bir vektor latis veya Riesz uzay1 denir. sup{x,y}=x vy, inf{x,y} =x Ay seklinde

de gosterilir.
E" ={x € E:x >0} kiimesine E’nin pozitif konisi denir.
Ornekler 2.13:

1. R" (n21) tim reel f=(f,.

f ) n lilerden olusan ve koordinatsal toplama ve reel

sayilarla carpmaya gore bir reel vektor uzayi olsun. Eger f < g ifadesini 1<k <n i¢in f <g,

olacak sekilde tanimlarsak R", buradaki kismi siralamaya gore bir Riesz uzayidir.

2. B(X), bostan farkli herhangi bir X kiimesi iizerindeki tiim smirli reel degerli

fonksiyonlarin koleksiyonu olsun. B(X) ,
(f+e)(x)=f(x)+e(x)
(af)(x)zaf(x) aelR

islemlerine gore bir reel vektor uzayidir. B (X) ’in pozitif konisi

B(X)

+

{feB(X): f(t)>0 tim teX igin.}

seklindedir. f >g olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f—g € B(X)+ olmasidir. Her te X ve

f,g e B(X) i¢in

(Fvg)(t)=sup{f (1), g(t)} = max{f(1). g(1)}.
(Fag)(t)=inf{f(t). g(t)}=min{f(t). g(1)}

dir. B (X) bir Riesz uzayidir.



Tanim 2.14: E bir Riesz uzayi olsun. Bir x € E elemani i¢in,

i) x’in mutlak degeri |x| = sup{x,—x} =XV (—Xx)

ii) x’in pozitif kism1 x ¥ =x Vv 0

iii) x’in negatif kism1 x~ = (— x)v 0

olarak tanimlanir.

Teorem 2.15: (Luxemburg, 1971) E bir sirali vektér uzay1 olsun.

i. f,geE" ise f+geE" olur.

ii. feE" vetim 0<a e€R igin af € E* olur.

iii. f, -feE" ise f =0 dur.

Teorem 2.16: (Luxemburg, 1971) E bir sirali vektér uzay1 olsun.
i.f>geof-geE".

ii. f>g< f=sup(f,g) ve g=inf(f,g).

iii. f>g < a>0icin af 2ag ve a <0 icin af <ag.

iv. sup(f,g) mevcut ise inf (—f,—g) meveuttur ve inf (—f,-g)=—sup(f,g) dir.
v. f,geE olmak iizere E’de sup(f,g) mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E’de
inf (f , g) mevcut olmas1 ve herhangi bir h € E i¢in
sup(f+h,g+h)=sup(f,g)+h,

inf (f +h,g+h)=inf (f,g)+h

esitliklerinin saglanmasidir.

vi. sup(f,g) meveut ise,

o >0 i¢in sup(af,ag)=asup(f,g)



a <0 i¢in sup(af,ocg) = ocinf(f,g)
o >0 i¢in inf (af,ag)=oinf(f,g)
o <0 igin inf (af,ag) = asup(f,g)

esitlikleri vardir.

vii. E bir Riesz uzay1 ise f,g,h € E icin
sup{sup(f,g),h} =sup{sup(f,h),sup(g,h)}=sup(f,g h)
inf {inf (f,g),h} = inf {inf (f,h),inf (g,h)} =inf (f,g,h)
esitlikleri vardr.

Teorem 2.17: (Luxemburg, 1971) E bir Riesz uzay1 olsun. Asagidakiler saglanir:
i) x=x"-x"
ii) |X| =x" +x"
i) x " Ax" =0
iv) vazl(x+y+|x—y|)
2

1
W) [x]v [y =5 (jx +y+[x=])

vi) x]aly] =3 (x+y| =)

Ispat :

) x=x+0=xv0+xA0=xv0—(-x)v0=x"-x".
i) x=xv(-x)=(2x)v0-x=2(xv0)-x

:2x+—x:2x+—(x+—x’):x++x’.
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i) X AX =(x" =X )A0+X =xA0+X

=—[(-x)vO0]+x =—x"+x =0,

iv) x+y+[x—y|=x+y+(x-y)v(y-x)
=[(x+y)+(x=y) Jv[(x+¥)+(y=x)]
=(2x)v(2y)=2(xVvy).

V) [x+y|+[x—y|=[x+y]v[-x-y]+[x -]
=[x+y+|x—y|]v[—x—y+|x—y|]
=2([xvy]v[(=x)v(-)])
=2([xv(=x)]v[yv(-¥)])
=2(|x|v[y])-

vi) [x+y| =[x —y]|=2(x +y|v[x=y]) = (jx+ ¥]+[x—¥])

=2(|x|+[y1)=2()x|v¥)
=2(|x] Al¥])-

Teorem 2.18: (Luxemburg, 1971) E bir sirali vektdr uzayr ve f,geE olsun. sup(f,g)

mevcut ise, (f—g)",(g—f)" ve |f —g| meveuttur ve

i sup(f,g)=(f-g) +g=(g—f) +f,

ii. inf (f,g)=f—(f-g) =g —(g—f)",

iii. sup(f,g)+inf(f,g)=f+g,

iv. sup(f,g)—inf(f,g)=|f-¢

b

v. 2sup(f,g)=f+g+[f-¢g

b
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vi. 2inf(f,g)=f+g—|f—g

esitlikleri saglanir.

Gosterim: E bir Riesz uzay1 ve (xn) E’de bir dizi olsun.
i. (x,) artandir & x, <x_,, ve X, T ile gosterilir.
ii. (x,) azalandir < x, >x,,, ve X, 1 ile gosterilir.

iii. x, Tx o (Xn) artandir ve supx, = x ’dir.

n

iv. x, x o (Xn) azalandir ve inf x = x ’dir.
Tamim 2.19: I Yonlendirilmis < o,B €l igin bir y el vardirki y>a ve y >3 dir.

i. (X, ) oo Iindeks kiimesi.

ii. (x, ) neti artandir < [OL <B ise x,< XB] x, T
iii. (xa) neti azalandir < [oc <B ise x, 2> XB:I DX, \’
I indeks kiimesi dogal sayilar kiimesi ise net, dizi olur.

Tamm 2.20: E bir Riesz uzay1 olsun. p:E — R asagidaki sartlar1 sagliyorsa E iginde bir

yarinorm adini alir.

i) Tim f € E i¢in p(f)>0, =0 i¢in p(f)=0.

ii) Tim f, g€ E i¢in p(f+g)<p(f)+p(g).

iii) a € R olmak iizere tim f € E i¢in p(af)=|a|p(f).

E i¢indeki p yarinormu tiim f, g € E olmak iizere |f | < |g| icin p(f ) < p(g) sartin1 sagliyorsa
Riesz yarmormu adini alir. p yarmormu yukaridakine ek olarak sadece f =0 i¢in p(f ) =0

oluyorsa Riesz norm adin1 alir.
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Tamim 2.21: E bir Riesz uzay1 ve x,y € E olsun. |x| A |y| =0 ise x ve y elamanlaria ayrik

elemanlar denir ve x Ly seklinde gosterilir.

Ornek 2.22: E bir Riesz uzay1 ve x € E olsun. x* A x~ =0 oldugundan x* L x "dir.

Tammm 2.23: E bir Riesz uzay, AcE olsun. A kiimesinin ayrik tiimleyeni

Ad = {x € E:her y € Aigin |x| A |y| =0 } olarak tanimlanir.

Tammm 2.24: E bir Riesz uzayi,, x,yeE ve x<y olsun. [X,y] siral1  araligi

[x, y] = {z eE:x<z< y} kiimesi olarak tanimlanir.

Tamm 2.25: E bir Riesz uzay, AcE olsun. Ac [x,y] olacak sekilde x,yeE varsa A

kiimesine siral1 siirli kiime denir.

Tanmim 2.26: E bir Riesz uzayi, A < E olsun. |x| < |y| ve y € A iken x € A oluyor ise A’ya

kat1 (solid) kiime denir.

Tamim 2.27: E bir Riesz uzayi, A — E olsun. A kiimesi kat1 alt uzay ise A’ya ideal denir.

Tamm 2.28: E bir Riesz uzay1 A da E igerisinde bir ideal olsun. {x, }c A ve 0<x, Tx

iken x € A oluyorsa A’ya E’de bir band denir.

Tamm 2.29: E bir Riesz uzayi, x€E ve {xa}, E’de bir net olsun. Eger 0<x, T<x

esitsizligini saglayan sup {xa} E’nin elemani ise E’ye Dedekind tam denir.

Tamm 2.30: E bir Riesz uzayi olsun. ne N olmak iizere x e E* i¢in n'x 4 0 oluyorsa E

Riesz uzayina Archimedean’dir denir.

Tamm 2.31: E ve F Riesz uzaylar1 T:E — F bir operatdr olsun. T operatoriiniin lineer
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x,yeE ve a,BeR i¢in T(ax+Py)=aTx+pTy

olmasidir.

Tamim 2.32: E ve F Riesz uzaylar1 T:E — F lineer bir operatdr olsun. T operatoriiniin pozitif

olmasi icin gerek ve yeter kosul 0<x icin 0 <Tx olmasidir.
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Tamim 2.33: E, F Riesz uzaylart T:E — F bir pozitif operatdr olsun. Her x € E* i¢in

T [0, X] = [0, Tx] oluyorsa T operatoriine aralik koruyan operator denir.

Tamim 2.34: E, F Riesz uzaylarnt T:E — F bir pozitif operatér olsun. Her x,y€E igin
T(xvy)=T(x)vT(y) oluyorsa T operatoriine bir latis homomorfizmas: (veya Riesz

homomorfizmasi) denir. Bir latis homomorfizmasi bire-bir ise latis izomorfizmasi adin1 alir.
Ornekler 2.35:

1. K, ve K, kompakt Hausdorff uzayi, ¢:K, —» K, siirekli bir fonksiyon ve ge C(K,),

olsun. Tf=g-fop seklinde tanimlanan T :C(K1 ) - C(Kz) operatorii  bir latis

homomorfizmasidir.

f,heC(K,) olsun,

T(fvh)=g-(fvh)op
:(g.fvg.h)oq)
=g-fepvg-hoo
=TfvTh

2. te[0,1] igin Tf(t)=tf(t) seklinde tamimlanan T:C[0,1]—L,[0,1] operatérii bir latis

homomorfizmasidir.

te[0.1] ve f,g e C[0,1] olsun.

T(fve)(t)=t((fve)(t)
=t(f(t)ve())
e ()ve()
~TfvTg

Yardimci Teorem 2.36: E ve F Riesz uzaylar1 T:E — F bir latis homomorfizmasi olsun. TE

bir ideal ise her kat1 A — E kiimesi i¢in TA, katidir (solid) (Meyer, 1991).
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Ispat: xeA igin |y| < |Tx| olacak sekilde bir yeF alalim. TE bir ideal oldugundan
y € TE ’dir. y =Tz olacak sekilde z€ E ve

u=z" /\|x|—z_ /\|x|

olsun. A kat1 oldugundan, ue A ve

Tu = (Tz)+ /\|TX| —(Tz)_ /\|TX| =y" /\|TX|— y /\|TX| =y

elde edilir.

Tamm 2.37: E ve F iki Riesz uzay1 olsun. Bu iki uzay arasindaki latis izomorfizmasi orten

ise E ve F uzaylarina Riesz izomorfiktir denir.

Teorem 2.38: (Aliprantis, 1985) E ve F Riesz uzaylar1i T:E — F lineer bir operator olsun.

Asagidakiler denktir:

i. T latis homomorfizmasidir.

ii. Her x € E i¢in Tx" = (TX)+ dir.

iii. Her x,y € E i¢in T(x A y) =Tx ATy dir.
iv. x Ay=0 ise Tx ATy =0"dur.

*dir.

v. Her x € E igin |Tx|=T|x
Ispat:

i=ii: xeE olsun. x" =xVv0

Tx =T(xv0)=TxvT0=Txv0=(Tx)"
ii=iii: x,y € E olsun.
X+Yy=XVYy+XAYy
X/\y=x+y—xvy=x+(y—x)/\0

:x—(x—y)VO
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=x—(x-)’
T(xAy)=T|x~(x-y)']
=Tx-T(x-y) =Tx—[Tx-Ty]
=Tx ATy
iii=iv: x,y€E ve T(xAy)=TxATyolsun. x Ay =0 igin
T(xAy)=TxATy=T0=0

elde edilir.

iv=>v: X Ay=0 igin Tx ATy =0 olsun.

x| =|T(x" =x7)| =[Tx" ~Tx|
[x—y|=xvy-xAy oldugu kullanilirsa

[TX = Tx|=Tx" v Tx = Tx" ATX"

olur. x* Ax~ =0 oldugundan Tx* ATx™ =0 dur.
Tx|=Tx" v Tx

xAy=0 igin x+y=xVy olur ve sonug olarak
Tx|=Tx"+Tx" =T(x"+x ) =Tx]

elde edilir,

v=1i: x,y € E olsun. xvy:%(x+y+|x—y|) oldugu kullanilirsa
1
T(xvy):T{E(x+y+|x—y|)}
1
=E[Tx+Ty+T|x—y|]

= %[Tx+Ty+|Tx—Ty|]
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=TxvTy
esitligi elde edilir.

Tanim 2.40: E ve F Riesz uzaylar1, T:E — F bir operator olsun. Cek T = {x eE: Tx = 0}

kiimesine T’nin ¢ekirdegi denir.

Teorem 2.41: E ve F Riesz uzaylari, T:E — F bir latis homomorfizmasi olsun. Bu durumda

Cek T bir (siral1) idealdir (Aliprantis, 1985).

Ispat: ideal oldugunu gostermek icin alt uzay ve kat1 oldugu gosterilmelidir.

X,y €Cek T olsun.

T(x+y):Tx+Ty:0+0=0 = x+yeCek T dir.
AeR ve xeCek T olsun.

T(kx)szx=k0:0 = Ax € Cek T *dir.

O halde Cek T bir alt uzaydir.
|x| < |y| ve ye Cek T olsun.
x| <[y = [y]=[x|2 0

T bir latis homomorfizmasi oldugundan pozitiftir.

T(|y|=[x}) =0

Tly|-T|x|>0

Ty|-|Tx|>0
[Tx] <[y

yeCekT oldugundan Ty =0’dir. Dolayisiyla Tx =0 olur. Buradan da x e Cek T elde
edilir.

Cek T, hem alt uzay hem de kat1 oldugundan bir idealdir.
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Tanmim 2.42: E bir Riesz uzay1 olmak ilizere T:E — E operatorii E -invaryantlarin tiim
bantlarini ayristirtyorsa, yani, E nin her bir B band1 i¢in T(B) c B oluyorsa T operatoriine

band koruyan operator denir.

Gosterim: E’den F’ye giden tiim lineer operatdrlerin (reel) vektdr uzayi L(E,F) ile

gosterilir.

Tamim 2.43: E ve F iki Riesz uzay1 olsun. T:E — F operatorii E’nin sirali smirl alt
kiimelerini F ’nin sirali sinirh alt kiimelerine gotiiriiyorsa T operatoriine sirali sinirli operator

denir. E’den F’ye giden tiim sirali sinirh lineer operatorlerin vektor altuzayr L, (E,F) ile

gosterilir.

Tamim 2.44: E ve F iki Riesz uzay1 olsun. T: E — F operatorii icin T <S sartin1 saglayan
bir S:E — F pozitif operator varsa T operatoriine regiiler operator denir. E ’den F’ye giden

tim regiiler operatdrlerin vektdr altuzayi Lr(E,F) ile gosterilir. Asagidaki kapsama agik

olarak vardir (Aliprantis, 1985):

L, (E,F)cL,(E,F)cL(E,F) (2.1)

Yardimer Teorem 2.45: E ve F Archimedean Riesz uzaylar1 ve F Dedekind tam ise

L, (E,F) =L, (E,F) “dir (Aliprantis, 1985).

Tanim 2.46: E ve F Riesz uzaylari ve T:E —F pozitif bir operatér olsun. E’de x40
oluyorken F’de Tx_ 4 0 oluyorsa T operatoriine sirali siirekli operator denir. E’den F’ye

giden tiim siral1 siirekli lineer operatodrlerin vektor alt uzayr L (E, F) ile gosterilir.

L, (EF)= {T eL,(E,F): T siral siirekli}

Teorem 2.47: (Aliprantis, 1985) E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam ve T: E — F sirali

sinirlt operator olmak iizere asagidakiler birbirine denktir:

i. T sirali sureklidir.

ii. E icinde x_ 4 0 ise F iginde Tx_ 4 0 dir.
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iii. E iginde x_ ¥ 0 ise F icinde inf{|Txa|} =0’dr.

iv. T® ve T~ swrali siireklidir.

V. |T| siralt sureklidir.

Teorem 2.48: E ve F Riesz uzaylar ve F Dedekind tam olmak iizere L, (E.F), L, (E.,F)

icinde bir banttir (Aliprantis, 1985).

Ispat: TeL, (E,F) i¢in L, (E,F) de |S| < |T| saglanirsa Teorem 2.47°den SeL, (E,F) olur,

yani; L (E, F) , Ly (E, F) ‘nin bir deali olur.

L, (E,F) ‘nin bir band oldugunu gosterelim. L, (E,F) icinde {Tk} cL, (E,F) olacak sekilde

0<T, TT veEiginde 0<x, Tx olsun. A y1 sabit tutarsak
0<T(x—x,)<(T-T,)(x)+T, (x—x,)

olur. x —x_ ¥ 0 ifadesinden tiim A ’lar igin
0<inf{T(x-x,)} <(T-T,)(x)

saglanir. T—T, ¥ 0 ifadesinden de inf{T(x —xa)} =0 olur ve buradan da T(x,) ) T(x)
elde edilir. Sonug olarak, TeL,(E,F) bulunur ve L, (E,F), L,(E,F) iginde bir band

oldugu gortiliir.

Tanmim 2.49: E ve F Riesz uzaylari, T: E — F sirali sinirli bir operatdér ve F Dedekind tam

olsun. T ’nin sifir ideali,

N, ={x eE:[T|(|x]) =0} (2.2)
olarak tanimlanir. N, E ’nin bir idealidir. N, ’nin ayrik tiimleyenine T ’'nin tastyicisi denir ve
Cr=N;i={xeE: x LN} (2.3)

olarak tanimlanir. 0 <x € C; i¢in 0< |T| (x) saglanur.
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Tanim 2.50: A bir vektor uzay1 ve her x,y,z€ A, her a skaleri i¢in,

§)) (Xy)z=x(yz) ve (ax)y=x(0cy)=a(xy) (2.4)
2) x(y+2z)=xy+xz ve (X+y)z=xz+yz (2.5)
ozelliklerini saglayan bir ikili islem (x, y) — xy (carpim) ile donatilmis ise, A’ya bir cebir

denir.

Tamm 2.51: A birlesme 0zelligine sahip (degisme 6zelligine sahip olmasi gerekli olmayan)

bir vektor latis cebir olsun. Her 0 <x,y € A i¢in 0 <xy ise A’ya bir latis sirali cebir (veya I-

cebiri, Riesz cebiri) denir. Her 0 <x,y € A i¢in 0 <xy olmasi |xy| < |x||y| olmasina denktir.

Tamim 2.52: Bir Riesz cebir A’ya eger xAy=0 ve 0<zeA iken xzAny=zxAy=0

oluyorsa A’ya bir f-cebir denir.

Tamm 2.53: E bir Riesz uzay1 olmak tlizere T: E — E siral1 sinirli bir operator olsun. x Ly
iken Tx Ly oluyorsa T operatoriine bir ortomorfizma denir. E den E ye giden tiim

ortomorfizmalarin f-cebiri Orth(E) ile gosterilir.

Tamm 2.54: (E, ||) normlu bir uzay ve (x,) E i¢inde bir dizi olsun. Verilen her &> 0

i¢in bir n, bulundugunda her n,m >n, i¢gin ||xn —Xm||<8 oluyorsa (xn) dizisine E iginde

bir Cauchy dizisi denir. Eger E icindeki her Cauchy dizisi E ’deki norma gore yakinsak ise E

uzayina bir Banach uzay1 (veya Tam uzay) ad1 verilir.
Ornekler 2.55:

1. R bir Banach uzayidir.

2. X, bostan farkli bir kiime olmak iizere B(X):{f | f:X—>R smrh fonksiyon} ve
f e B(X) i¢in ||||B(X)—)]R fonksiyonu ||f||:sup |f(x)| olarak tanimlansin. B(X) bir
xeX

Banach uzayidir.
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Ispat: (fn), B(X) de bir Cauchy dizisi olsun. Verilen her € >0 sayis1 i¢gin n,m >n, sartin
saglayan ||f, —f,[|= sup‘(fn - fm)(x)‘ <& olacak sekilde bir n, vardir. B(X) bir vektdr uzayi
xeX

oldugu i¢in

f - fm” =sup
xeX

(fn —fm)(x)‘ =sup

xeX

f

n

(x)-f, (X)‘S”fn—fm”<8 (n,m>n,)

olur. Buradan, (f,(x)) R de bir Cauchy dizisidir ve R bir Banach uzay: oldugundan her

Cauchy dizisi yakimsar. Her x € X i¢in limf, (x) =f (x) tanimini yapalim. f eB(X) ve

n—o

lim”frl —f || =0 oldugu gosterilirse B(X) bir Banach uzayidir.

n—ow

f

n

(fn (X)) R de bir Cauchy dizisi oldugundan sinirlidir, yani

(x)‘ <M esitsizligini saglayan

bir M > 0 sayis1 vardir.

limf, (x)=f(x) = [f(x)|=lim

n—o n—o

f,(x))  (n=123..)

£ (x)|=1limf, (x)|<M

n—»ow

<M+1

Buradan f € B(X) olur.

n’yi sabit tutup limf (x) =f (x) alalim.

m—»o0
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= lim f =f

n—oo

O halde B(X) bir Banach uzayidir.

Tamm 2.56: (E, ||) bir Banach uzayi, (E, . ,S) siral1 vektor uzayi olsun. |X| S|y| iken

||X|| < ||y|| oluyorsa E’ye Banach latisi denir.

Ornek 2.57: X bir kompakt Hausdorff uzay1 ve C(K) da X ftizerindeki tiim reel degerli
stirekli fonksiyonlarin Banach uzayr olsun. C(K) tizerindeki kismi siralama her te K ve
f,geC(K) i¢in f<g< f(t)<g(t) seklinde tanimlansin. O zaman (C(K),S) bir Banach

latistir.

Tamim 2.58: E bir Banach latis, T:E — E bir operatér olsun. x>0 iken Tx>0 ise T

operatoriine pozitif operator denir.

Teorem 2.59: E bir Banach latis ve F bir normlu Riesz uzay1 olsun. Her T: E — F pozitif

operatorii siireklidir (Aliprantis, 1985).

<2 ve n S”TXn

Ispat: Varsayalim ki, T siirekli olmasin. Her neN igin [x sartlarini

saglayan bir x_ € E mevcuttur. Buradan her x € E i¢in ||Tx||SHT|x|H olur. x, 20 kabul

edelim.
X= ZXH ek,
n=1

olsun. Tim n e N i¢in
[T [T, [ >n
elde edilir, bu bir ¢eliskidir. Buradan T siireklidir sonucu ¢ikar.

Tanmmm 2.60: Bir Riesz uzayi lizerinde tanimli latis yarmormu p olsun. x, L0 iken
p(xa)i« 0 saglaniyorsa p yarmormuna sirali siirekli denir. Bir E Banach latisi iizerindeki

norm sirali siirekli ise E, siralt siirekli norma sahiptir denir.
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Tanim 2.61: E ve F Riesz uzaylari ve F Dedekind tam olsun. Her bir 0#x € E igin
T(x)#0 olacak sekilde bir T e L, (E,F) mevcut ise L, (E,F) E’nin noktalarin1 ayristirtyor

denir.
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3. TOPOLOJIK OLARAK ZENGIN MERKEZLI BANACH LATISLERDE
MAHARAM OPERATORLERI

Tammm 3.1: A, Archimedean f-cebiri ve E bir Banach latis olsun. Eger AXE —>E,

(a,f )—)a-f bilineer tasviri asagidaki sartlar1 saghiyorsa E’ye A {izerinde sol Banach f-

modiil denir:

(i) Her a,be A, f €E icin a.(b-f) =(ab)'f

(ii) 0<aeA ve 0<feE i¢cin 0<a-f

(iii) E’de f L g isetiim a€ A i¢in E’de a-f 1 g’dir.

Bu caligsmada, sol Banach f-modiiliinii kisaca Banach f-modiil olarak adlandiracagiz.

Varsayalim ki E, A f-cebiri iizerinde bir Banach f-modiilii olsun. a€ A ve tim f € E i¢in

m(a) (f ) =a-f tanimini yapalim. Banach f-modiil tanimindan m(a) € Orth(E) oldugu

aciktir.

Yardimcr Teorem 3.2: (Luxemburg, 2002)E, A f-cebiri iizerinde bir Banach f-modiili

olsun.
i. Her a,be A ve 0<f eE i¢in (avb)f =(af ) v (bf) ve(anb)f =(af ) A(bf) dir.

*dir.

ii. Her ac A ve f €E igin |af|=|a|-|f
iii. a,be A i¢in a L b ise tiim f,ge E i¢in af 1 bg’dir.

Tanmim 3.3: 0 <1e€ A birim eleman kabul edelim. Eger tiim f €E i¢in 1-f=f ve 0<le A

ise o zaman E ’ye birimsel Banach f-modiil denir.

Bu caligmadaki tiim Banach f-modiillerini birimsel Banach f-modiil olarak kabul edecegiz.

Tanim 3.4: E bir Banach latis olmak iizere E nin merkezi Z(E)
Z(E)= {T eE: |T| <A, I birim operatér, A > 0}

seklinde tanimlanir.
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Ornek 3.5: E=R ise Z(E):R olur.

Ornek 3.6: E bir Banach latis olsun. E ’nin merkezi Z(E)=C(K) (K, kompakt Hausdorff
uzayt1) birimli f-cebiridir. O zaman, Z(E) xE—>E, (T, x) —->T-x=T (x) tasviriyle E, C(K)

tizerinde Banach f-modiildiir.
Tamm 3.7: (Gok, 2002) E, A iizerinde bir Banach f-modiil olsun. X,y €E i¢in 0<x <y

olmak iizere lim”aa Y- x|| =0 ve 0<a, T<I kosulunu saglayan A icinde bir (a, ) neti varsa

E’ye A’ya gore topolojik olarak zengin denir. Benzer tanim Abromovich (1992)’de

bulunabilir.

Tammm 3.8: A, Archimedean f-cebir ve E ile F, A iizerinde Banach f-modiil olsunlar.

T:E —> F lineer tasviri eger her f €E ile her ae A i¢in T(a-f ) =a-Tf sartin1 sagliyorsa

A -lineer olarak adlandirilir.

Teorem 3.9: E, F Archimedean Riesz uzaylar1 ve F Dedekind tam olsun. L, (E, F) , E’den

F’ye giden tiim sirali sinirlt lineer operatdrlerin Dedekind tam Riesz uzayidir. L, (E,F) ise,

tiim regiiler operatorlerin kiimesidir (Zaanen,1983).

Teorem 3.10: E ve F Archimedean Riesz uzaylar1 ve F Dedekind tam ise
L, (E,F) =L, (E,F) "dir (Aliprantis, 1985).

TeL,(E,F) i¢in T’nin sifir ideali N, = {f eE: |T|( | f| ) = 0} seklinde tanimlanir ve

C, =NI T ’nin tastyicisi (carrier) olarak adlandirilir. L, (E,F) , E’den F’ye giden tiim siral

stirekli lineer operatorlerin kiimesidir.

Onerme 3.11: E, F Banach latis ve F Dedekind tam olsun. Lr(E,F) regiiler operator

normlu bir Banach latistir, (Meyer, 1991).

Tanmm 3.12: E ve F A f-cebiri tizerinde Banach f-modil olsunlar.
L} (E.F)={TeL,(E,F): T A-lineerdir.} (3.1)

Ve
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L} (E,F)=L; (E,F)NL, (E,F) (3.2)

olarak tanimlanir.

Tanmim 3.13: E ve F Archimedean Riesz uzaylar1 ve F Dedekind tam olsun. ze F ve ue E

icin 0<z< |T|u olsun. z = |T|V olacak sekilde 0 <v<u sartin1 saglayan bir ve E var ise
TeL, (E,F) operatoriine Maharam operatorii (Maharam 6zelligine sahip, aralik koruyan)

denir. T pozitif operatorii Maharam ise x € E igin T[O,x] = [0, Tx] olmalidir.

Ornek 3.14: t€[0,1] i¢in

seklinde tanimlanan ¢:C [0, l] — R pozitif lineer fonksiyoneli bir Maharam operatoriidiir.

f eC[0,1] i¢in ¢[0,f]=[0,¢f] ise ¢ bir Maharam operatdriidiir.

0<g<f olacak sekilde bir geC[O,l] alalim. (I)(g)zjolg(t)dt i¢in OSd)(g)Sd)(f) olur

buradan ¢(g) € [0,4¢f] elde edilir yani,

o[0.f]<[0,0f] (1)

olur. Simdi de x € [O,d)f ] alalim.

0< IOI g(t)dt < Iol f (t)dt olacak sekilde g(t) <f (t) sartin1 saglayan bir g(t) fonksiyonu

vardir. X = Iolg(t)dt almirsa  x = d)(g) olur. Buradan x= d)(g) € ¢[O,f] yani,

[0,6f] = ¢[0,f] 2)

dir. (1) ve (2)’den ¢[0,f]=[0,¢f] elde edilir. Dolayisiyla ¢ bir Maharam operatdriidiir.
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Tanim 3.15: E ve F Archimedean Riesz uzaylari ve F Dedekind tam olmak {izere

h:Z(F)— Z(E) bir f-cebir homomorfizmasi olsun.
L) (E,F)={TeL,(EF): nT=Th(n) VrneZ(F)}.
Yardimer Teorem 3.16: L', (E,F), L, (E,F) i¢inde bir banttir (Luxemburg, 2002).

Ispat: neZ(F), ceZ(E) ve tim TeL, (E,F) i¢in L, (T)=nT ve R (T)=To olacak

sekilde L ,R_ € Z(Lrl (E,F)) operatorlerini tanimlayalim. O zaman,

L, (EF)={cek (L, ~R,, ): meZ(F)]

olur. Herhangi bir operatdriin merkezinin gekirdegi bir band oldugundan L (E, F) , L, (E,F)

icinde bir banttir.

Onerme 3.17: (Luxemburg, 2002)E ve F Archimedean Riesz uzaylari ve F Dedekind tam
olmak tiizere h :Z(F) — Z(E) bir f-cebir homomorfizmasi olsun. S, T € L'; (E,F) i¢in

asagidakiler birbirine denktir.

iLSLT

ii. C; LC;

Onerme 3.18: (Luxemburg, 2002)E ve F Dedekind tam Riesz uzaylar1 ve h :Z(F) - Z(E)
bir f-cebir homomorfizmasi olsun. 0<T e L (E,F ) olsun.

i. S, T’nin komponenti ise, yani, SA(T-S) =0 ise S=TCj dir.

ii. 0<S<T ise S=Tmr olacak sekilde Z(E) icinde bir 0 <t <1 mevcuttur.

Onerme 3.19: E ve F Dedekind tam Riesz uzaylari olsun. J< L, (E,F) Maharam
operatdrlerini igeren bir ideal oldugunu varsayalim. O zaman Jc L! (E,F) olacak sekilde

h :Z(F ) - Z(E) bir f-cebir homomorfizmasi vardir (Luxemburg, 2002).
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Onerme 3.20: (Luxemburg, 2002)E ve F Dedekind tam Riesz uzaylar1 ve TeL, (E,F)

olsun.

i. T bir Maharam operatérii ise her meZ(F) i¢in nT=Th,(n) ve h;(n)C; =h,(n)

sartlarin1 saglayan tek bir h; :Z(F) — Z(E) f-cebir homomorfizmasi vardir.

ii. Tim neZ(F) icin nTzTh(n) sartin1 saglayan tek bir h:Z(F)—)Z(E) f-cebir

homomorfizmasi varsa T bir Maharam operatoridiir.

Ispat:

i. Tn,=Tn, ve nC,=mn (j=12) sartlanm saglayan =7, €Z(E) ise =, =m, dir.

T(m,—n,)=0 ise |T||n, —m,| =0 ve buradan
|n1—n2|:|n1CT—n2CT|:|nl—n2|CT =0

elde edilir.

ii. teZ(F) i¢in S+>Sh(n) ve S S, L, (E,F) i¢indeki operatorlerin merkezi olsunlar.
Buradan

{S eL,(E,F): nS= Sh(n)}

kimesi L, (E,F) iginde bir banttir. Hipotezimizden tim meZ(F) i¢in =|T|=|T|h(n)
saglanir. Simdi 0<ueE ve F’de OSWS|T|u oldugunu varsayalim. F Dedekind tam

oldugundan Z(F) icinde

w = n|T|u = |T|(h(n)u)

sartin1 saglayan bir 0 <n <1 vardir. Dahasi, 0<h (n) < h(I) <1 ve boylece 0< h(n)u <u

olur. Sonug olarak T bir Maharam operatoriidiir.

Yardimer Teorem 3.21: (Luxemburg, 2002) E ve F Archimedean Riesz uzaylari F

Dedekind tam olmak iizere E ve F, A Archimedean f-cebiri lizerinde f-modiil olsunlar. O

zaman L‘E (E, F) L, (E,F) icinde bir band ve Lﬁ (E,F) de L, (E,F) icinde bir banttir.
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Yardimci Teorem 3.22: (Gok, 2002) E ve F A f-cebiri iizerinde Banach f-modiil olsunlar.

E ’yi sirali siirekli norma sahip ve F’yi de A ’ya gore topolojik olarak zengin kabul edelim.

O zaman, L} (E,F) Maharam (aralik koruyan) operatorlerinden meydana gelir.

Yardimcr Teorem 3.23: (Bernau, 1995) Archimedean f-cebiri A ’nin sirali duali A’, ikinci

sirali duali de A" olsun. A” de Archimedean f-cebiridir.

Yardimc1 Teorem 3.24: (Meyer, 1991) E Banach latisinin sirali duali E’ de bir Banach

latistir.

E bir Banach latis, A bir Archimedean f-cebiri ve E, A iizerinde Banach f-modiil olsun.
(1) AXE>E, (a,x)>a-x

Bu durumda asagidaki tasvirleri tanimlayabiliriz:

2) ExE'> A" aeA

(x,x') — (X-x')(a) = x'(ax)

(B) A"xE'>E" xeE

A" Archimedean f-cebiri ve E' Banach latistir.

Teorem 3.25: A" Archimedean f-cebiri ve E’' Banach latis olsun. A"xE'—E’,
(a",x") —>(a"-x")(x) bilineer tasviri asagidaki sartlar1 sagliyorsa E’, A" iizerinde Banach f-

modiildiir:
(i) Tim a",b" € A", x'e€E’ igin a"-(b"-x’) = (a”b”)-x’
(ii) 0<a"e A" ve 0<x"€E' oldugunda 0<a"-x’

(iii) E'’de x' L y" isetim a"€ A" i¢in E'’de a"-x’" L y'’dir.
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Ispat:
(i) a",b"e A", f eE’' ve x€E olsun.
(a"-(b”-f))(x):a”-(b"-f)(x)
:aﬂ((bﬂ_f)(x))
=a"(b"(fx))

= (a)(£x)

=[(a"") £ ](x) (3.3)

Her x € E igin oldugundan,

a”-(b"-f)=(a"")-f (3.4)
olur.

(i) 0<a"cA”, 0<feE', teA ve xeE olsun.

(a”-F)(x) =a" (£ x) (3.5)

(F-x)(t) = (xt) (3.6)

E, A iizerinde Banach f-modiil oldugundan 0<xeE ve 0<te A i¢in 0<xt’dir. Her

t € A i¢in dogru oldugundan 0 <f-x ’dir.

(a"-f)(x)=a"(f-x) her 0<x eE igin dogru oldugundan

0<a"-f (3.7)
elde edilir.

(iii) f,geE', a"e A" ve e A" (birim eleman) olsun ( A" ’nin birim elemani ayn1 zamanda

A’nin da birim elemanidir.).

flg = |[f|alg=0 (3.8)

all .

a"-f|£

f| (3.9)
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a"-f L g,denklem (3.8)’den 0<a"-f L g= |a" . f| A |g| olur. Burada denklem (3.9)’dan

0< a”~f|/\|g|S a”

<(a"+el)([£) A (" +<])(|el)

< (Ja" +l)(If] )

flAlg

0<

a”'f|/\|g|SO

a”-f|/\|g| =0
ve buradan da a"-f 1 g elde edilir.

Tamm 3.26: E A iizerinde Banach f-modiil olsun. x',y'€E’ i¢in 0<x'<y’, 0<a_ <1

Oyle ki lim”au -y'=x'||=0 olacak sekilde A" ’de bir (aa) neti varsa E' A" ’ne gore topolojik

olarak zengindir denir.

Tanmm 3.27: A Archimedean f-cebiri ve E ve F A iizerinde Banach f-modul olsunlar.
T:E'—>F lineer tasviri tim x'€E’ ve tim a"eA" igin T(a"-x’):a"-TX' sartini

gercekliyorsa A" -lineer olarak adlandirilir.

Yardimci Teorem 3.28: E ve F A iizerinde Banach f-modiil iseler o zaman, L‘E" (F',E')

L, (F,E') iginde ve L} (F,E’) de L, (F,E’) i¢inde bir banttur.

Ispat: ac A", tim feF ve tim geE' igin nf=af ve o,g=agtanimlarmi yapalim.

n, € Orth(F') ve o, € Orth(E') olsun. Simdi de her Te L, (F,E’) i¢in

R,(T)=Tr, , L,(T)=0,T

olacak sekilde

R,:L,(F.,E)>L,(F.,E) ve L, :L,(F,E')>L,(F,E)

operatérlerini tanimlayalim. O zaman R,,L, € Orth(L, (F,E')) olur ve
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Ly (F,E)={TeL,(F,E'):(R,-L,)(T)=0 VaeA"}
=ﬂ{(;ek(Ra -L,):ae A”}

dir. R, —L, ortomorfizmasmin gekirdegi Cek (R, —L,) bir band oldugundan LY (FLE') de

bir banttir.

Yardimecr Teorem 3.29: E ve F bir A Archimedean f-cebiri Uzerinde Banach f-modil

olsunlar. E’ sirali siirekli norma sahip ve F' A" ’ne gore topolojik olarak zengin olsun.

LY (F', E') aralik koruyan (Maharam) operatorlerden meydana gelir.

Ispat: T:E — F pozitif bir operatdr ve E''de 0<y <T'x’ olsun. A"’de 0<a,_ <1 olacak

sekilde bir (a, ) neti vardir yle ki,
lima, -T'x =y (3.10)

dir. Varsaymimizdan T'(a,-x')=a,-T'x' ve 0<a, -x'<x’, a,-x'T<x’ ve F' Dedekind
tamdir. O zaman, a_-x' Tu'<x’ olacak sekilde u'e F' mevcuttur. E' siral siirekli norma

sahip oldugundan

lima_ -x'=u (3.11)

(o2

saglanir. T' siirekli oldugundan
lim T’ (a,-x") =T

olur. Hausdorff 6zelliginden (limitin tekligi) T'u'=y’, 0<u'<x’ aliriz. Buradan T' aralik

koruyan (Maharam) operatoriidiir.

E Archimedean Riesz uzay1 ve F A f-cebiri lizerinde Dedekind tam f-modiil olsun. O zaman

L, (E,F ) asagidaki a-T tanimiyla dogal f-modiil yapisina sahiptir:

Tim f €E i¢cin ae A ve TeLb(E,F) igin
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(a-T)(f)=a-Tf (3.12)

Buradan L, (E,F) L,(E,F)’nin iginde bir band olur. L, (E,F)’nin L,(E,F) nin f-
altmodiilii oldugu aciktir. Eger E ve F A Archimedean f-cebiri lizerinde Banach f-modiil ve

F Dedekind tam ise 0 zaman Yardimet Teorem 3.21°den L} (E,F), L, (E,F) icinde bir band
ve L}(E,F) de L, (E,F) nin iginde bir band olur. ac A ve TeL}(E,F) (TeL;(E.F)),
tim feE igin ve m:A—>Orth(F) i¢in m(a)x=a-x olmak iizere
(a-T)(f)=a-Tf =m(a)(Tf) seklinde tammlanan a-T carpimiyla L} (E,F) ve L;(E,F)

A tzerinde Banach f-modiildiirler. E ve F A f-cebiri lizerinde Banach f-modil, F' A" ’ne

gore topolojik olarak zengin ve E' sirali siirekli norma sahip oldugunu varsayalim ve J

L} (E,F) igindeki siral siirekli norm ile kapali bir ideal olsun. Genisleme tasviri vasitasiyla

J L% (F',E’) *nin Banach f-altmodiiliidiir.
Yardimci Teorem 3.30: f € F' i¢in f~: J — E’ tasvirini tim T € J i¢in
f7(T)=Tf

seklinde tanimlayalim. Tiim f e F' i¢in £~ e L} (J,E’) dir.

Ispat:
Coe) (o)

() .(f7) =0
dan f~ eL,(J,E') oldugu agiktir. J°de T, 4 0 oldugunu varsayalim. O zaman L, (F,E') de
deT, 4 0°dir ve bdylece F'’de T,|f|{ 0°dir. Buradan ‘f“ (Ta)‘:‘Ta (f)‘STa|f| olur ve

inf,

f(T, )‘ =0 saglanir. Bundan dolay1 f~ e L, (J,E) dir.

aeA ve Tel olsun. O zaman
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f*(a-T)=(a-T)(f)=a-Tf =m(a)(Tf)=m(a)(f (T))=a-f(T) (3.13)
ve boylece £~ bir A" -lineerdir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Yardimer Teorem 3.31: Tim f e F' i¢in
a(f)=f (3.14)

olacak sekilde bir o: F'— L% (J, E') tasviri tammlayalim. o bir F'’den L} (J,E’)’ye giden

sirali stirekli A" -lineer Riesz homomorfizmasidir.

Ispat: o bir pozitif lineer tasvirdir. Varsayalim ki F'’de f; 40 ve 0<Tel olsun. T sirali
stirekli oldugundan E'’de Tf 40 yani, fy (T) 1L 0°dir. Bundan dolayr L, (J ,E') "de

a(fﬁ)¢0’dlr. feF,acA" vetim T el igin

a(a-f)(T)=(a-f) (T)=T(a-f)=a-Tf=a-f"(T)=a-o(f)(T) (3.15)

ve boylece oc(a-f ) :a-a(f ) oldugundan o’nin A" -lineer oldugunu gostermis olduk.

Zaanen (1983)’den o bir Riesz homomorfizmasidir.

Yardimer Teorem 3.32: o’nin bire bir olmasi igin gerek ve yeter kosul J’nin F'’nin

noktalarin1 ayristirmasidir, yani, her bir 0=feF' i¢in Tf#0 olacak sekilde bir Tel
olmasidir. o bire bir ise yukaridaki yardimei teoremden F' ve oc(F') A" lizerinde izomorfik

f-modillerdir.

Ispat: o bire bir olsun. f,ge F' ve Te] igin

fxg=>TE#Tg
Tf-Tg=#0
T(f-g)#0

0#f-geF igin T(f — g) # 0 elde edilir. Buradan J, F' ’niin noktalarini ayrigtirir.
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J, F'’niin noktalarin1 ayristirsin, yani, 0= f € F’ igin Tf #0 olacak sekilde bir T e J olsun.

g,seF icin f =g—s alalim. f # 0 oldugundan g #s yani, g—s =0 olur.
Tf=T (g - s) =0

T(g)-T(s)=0

T(g) =T (s)

Sonug olarak o bire bir homomorfizmadir.

Yardimar Teorem 3.33: Eger 0< A <f olacak sekilde 0<feF ve 0<AeL) (J,E') var

ise 0 zaman 0 < g~ <A olacak sekilde 0 <g e F’ vardir.

Ispat: 0<A<f icin A, = (A —ef” )+ >0 olacak sekilde 0 <eeR mevcuttur. A, >0 ise

tastyicr C, # {0} ve A, siral siireklidir. 0<T, e C s, alalim. 0<A; <A <f" oldugundan
T,f=f7(T,) =2 A, (T,)>0

olur. C;, ® N, ideali F' i¢inde sirali yogundur. T,€J oldugundan T, siraln siireklidir.
T,f >0 ifadesinden O<f, <f olacak sekilde bir f; €C; mevcuttur. J Dedekind tam
oldugundan, J=C, ®N, ’dir. Herhangi bir 0<TeJ alahm. 0<T, eC, ve 0<T,eN,

igin T=T, +T, yazabiliriz. L} (J,E') icinde

(A—ef”) L(A-ef") =4,

oldugundan ve Onerme 3.17’den
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yani, &f " (T,)<A(T,)’dir. 0<T,eC, ve 0<T,eN, oldugundan Jc L} (F,E) iginde
T, AT, =0 olur. Onerme 3.17’yi kullanirsak C,, N, ’dir buradan T,f; =0 ve bdylece

Tf, = T,f, saglanir.

A(T)=A(T))>ef (T,) =¢€T,f
>¢Tf, =¢Tf, = (sfg)(T)

olur. g =¢f; alirsak, tim 0<T €] i¢in

0<g (T)<A(T)

yani, L (J,E') iginde 0<g™ < A ’dir. Son olarak, g(T,)=¢T,f, >0 oldugundan 0<g” <A

olur.

Teorem 3.34: E ve F bir A f-cebirinin tizerinde Banach f-modiil olsun. F' Dedekind tam

olmak tizere E' de A" ’ne gore topolojik olarak zengin ve sirali siirekli norma sahip olsun. J

de LY (F',E’) icindeki sirali siirekli norm ile kapali bir ideal olsun ve F'’nin noktalarini

ayristirsin.
(i) LY (J,E') i¢inde a(F') tarafindan iiretilen band L} (J,E’)’ye esittir.
(i) oo(F'), LY (J,E’) iginde bir idealdir.

(iii) o(F')=L} (J,E’) olmast igin gerek ve yeter kosul F'’de 0<f, T sartin1 saglayan tiim
Tel icin E'’de mevcut olan sup, Tf;’ya karsihk 0<f, T f olacak sekilde bir 0<feF

olmasidir.
Ispat:

(i) SeL) (J,E') alalm. Tim feF i¢in SLo(f)=f" olsun. Luxemburg (2002) den

Cs LC,, yani, tim f e F’" i¢in C; = N_’dir. Buradan, 0<T € Cy ise tim f € F’ i¢in

Tf=f(T)=0
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ve T =0 olur. Boylece C; =0 ve S=0 elde edilir.

(ii) F' sirali siirekli norma sahip oldugundan Dedekind tamdir. Baz1 0<f e F' igin L (J , E')

icinde 0<S<a (f ) oldugunu varsayalim.

g=sup{0£heF': OSa(h)SS} (3.16)

seklinde bir tanim yapalim. 0 <o (h) <S< a(f ) esitsizliginden 0 <h <f saglanir. Yardime1
Teorem 3.31’den o sirali siirekli bir Riesz homomorfizmasidir, buradan 0 < a(g) <S’dir.

a( g) =S oldugunu kabul edelim. Gergekten OL( g) <S olsun. O zaman

0<S—a(g)<a(f-g)

olur. Yardimec1 Teorem 3.33’den 0< oc( go) <S- OL( g) sartin1 saglayan 0<g, € F' vardir. O

zaman 0<o(g+g,)<S’dir. Denklem (3.16)’dan g+g, <g olur ve bu bir ¢eliskidir. Sonug

olarak

S=a(g)ea(F) (3.17)
ve a(F') LY (J,E') iginde bir idealdir.

(i) a(F)=L) (J,E') ve tim 0<TeJ i¢in F'’de 0<f T sartini saglayan sup, Tf, 'nun

mevcut oldugunu kabul edelim. Her 0<T €] i¢in

S(T)=sup Tf, (3.18)

tanimini yapalim. Buna gore S:J° — E'" toplamsaldir ve bu yiizden S tek bir pozitif lineer
S:J > E' operatoriine genisler (Zaanen, 1983). Denklem (3.18)’den L, (J ,E') iginde bir
0<f TS alnz. f eL)(JE) ve LY (JLE) L,(JE') i¢inde bir band oldugu igin
0<SeLl’ (J,E') saglamir. Varsaymumzdan S=f =o(f) sartim saglayan 0<feF’

meveuttur. o bir Riesz izomorfizmast oldugu i¢in a(f,) T o(f) ise F/>de f, Tf saglanir.
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Tersine, hipotezimizden F' Dedekind tam oldugundan ve (ii)’den a(F') Lﬁ" (J , E') icinde bir
idealdir. 0<SeL} (J,E') alalim. (i)’den L} (J,E’) iginde 0<f TS sartim saglayan F'’de
0<f T mevcuttur. Her 0<TeJ igin 0<Tf, =f TS(T) ve bdylece tim 0<TeJ igin
sup [ Tf. € F' mevcuttur. Varsayimimizdan, f, T f sartin1 saglayan 0<f e F' vardir. Boylece,

LY (J,E') iginde 0<f; T f™’dir. Buradan

S=f =a(f) (3.19)
%~

LY (LE)=a(F) (3.20)
saglanir.

Yardimci Teorem 3.35: E ve F, A f-cebiri lizerinde Banach f-modiil ve F' A" ’ne gore

topolojik olarak zengin olsun. O zaman tim a€ A" ve Te L, (F,E’) i¢in
(a-T)f=a-Tf
tamimiyla L (F',E") A" iizerinde bir Banach f-modiildir.

Ispat: E ve F bir A f-cebiri iizerinde Banach f-modiil oldugundan Teorem 3.25’¢ gore E’

ve F', A" f-cebiri iizerinde Banach f-modiil olurlar. a,be A", T,SeL,(F,E') ve feF

olsun.

i.a-(b-T)(f)=a-(b-Tf)

=ab-Tf
Her f < F igin esitlik dogru oldugundan,
a-(b-T)=(ab)-T

elde edilir.
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ii. 0<aeA” ve 0<TeL (F,E') olsun ve 0<feF alahm. T pozitif bir operator
oldugundan 0<Tf € E’ olur. E’ ve F', A" {izerinde Banach f-modiil oldugundan a-Tf >0

olur ve (a . T) f =a-Tf tanimi dikkate alinirsa buradan

a-T>0
elde edilir.
iii. T, SeL, (F,E') i¢in T LS olsun. O zaman her f € F' i¢in
[TI(£) AlS|(£) =0
ITf|AlSE]=0 (D)
olur.
0= (fa-TIAIS|)(F)=Je-TI(F) AlS[(F)
~[a-T(D)]A[s(r)
=|a-Tf| A |Sf]|
=[a|-|Tf] A[St]

E" A" lizerinde Banach f-modiil, Tf, Sf € E' oldugundan ve (1) esitliginden

la|-|Tf| A[SE|=0

elde edilir. Her f e F' igin dogru oldugundan
[T A[S|=Ja- T| 5] =0

ve buradan da

a-TLS

bulunur. Bdylece ispat tamamlanms olur.

Siral1 siirekli norma gore kapali bir J < L, (F',E’) idealini alalim. J A" {izerinde bir Banach

f-modiildiir. a€ A" ve f e F' igin
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a®f:J>E (3.21)

tasvirini tim T €J icin
(a®f)(T)=a-Tf

seklinde tanimlayalim. a®f e L’ (J ,E') oldugu agiktir.

y:A"xF > LY (LE) (3.22)
tasvirini
y(a,f)=a®f (3.23)

seklinde tanimlayalim.

Yardimei Teorem 3.36: y bir Riesz bimorfizmasidir, yani, y bilineerdir ve tim a € A" ve

f eF icin ‘\p(a,f)‘z\u(a , )’dir.

Ispat: y 'nin bilineer olmasi agiktir. ac A”, f e F've 0< T eJ alalim. Zaanen (1983)’den

<T|
§|=T}

/<)

|a®f|(T)=sup{‘(a®f)(S)‘:

=sup m |Sf|

T} ) (m:A" — Orth(E'), m(a)x’ :a-x')

<T |

=( a|®|f|)'(T) (3.24)

bulunur. Béylece LY (J,E')’de [a ® f| =|a| ®|f

,yani,

v (@)= w(falIf

) (3.25)

2
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elde edilir.

a®f seklindeki operatérler tarafindan iiretilen L} (J,E')’nin lineer alt uzaym A"®,F

seklinde gosterelim, yani,
A"®, F = {Z;ai ®f ia cA”, £ cF,i=12,.,n ne N} (3.26)

olsun.

| (J,E') icindeki A" ®, F' tarafindan tretilen ideali de A" ®; F' seklinde gosterelim. Tiim
feF igin y,f =1®f seklinde tanimlanan y, : F' — L (J,E') tasvirini ele alalim. Yardimet
Teorem 3.36’dan %, bir Riesz homomorfizmasidir ve y, tasviri F'’den A" ®; F'’ye gider.

Boylece y,: F'—> A"®; F' olur.

Yardima Teorem 3.37: A"®; F L% (J,E') icindeki y,(F') tarafindan iiretilen ideale

esittir, yani,
A"®; F'={0eL) (LE): [0|<I®u, baz 0<ueF' icin| (3.27)
olur.

Ispat: 0 A" ®; F' alalim.

<[22 0t

sartini saglayan a ,a,,..,a € A" ve f,f,,...,f €F vardir.

n
HZZi:l fi|
Ve

n
2= Jaf

i=111

tanimlarini yapalim. 0 <a e A" oldugu igin 0 <k € R reel sayis1 vardir 6yle ki 0 <a <k-1 (1

birim eleman)’dir. Buradan,
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o<

a, ®fi|:Zin=1

a|x[f|<a®u
S(kl)@u =1®(ku)=x0(ku) (3.28)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. SONUCLAR
Bu calismada, Banach f-modiilleri iizerinde Maharam operatdrleri incelendi.

Ayrica, E bir Banach latis ve A Archimedean f-cebir olmak iizere E’nin A {iizerinde
Banach f-modiil olmasindan yararlanildi. W.A.J. Luxemburg ve B. De Pagter’in Riesz

uzaylarindaki bazi ¢alismalari Banach f-modiillerinde ve dual uzayda dogru oldugu gosterildi.
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