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OZET

ZAMAN SKALASINDA UCUNCU MERTEBE
LINEER OLMAYAN P-LAPLACIAN
SINIR DEGER PROBLEMLERI

YOLCU, Nermin

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Danigsmani: Yrd. Dog. Dr. Serap Giilsan TOPAL
Haziran 2011, 64 sayfa

Bu tez, giris boliimii harig, esas olarak {i¢ boliimden olusmaktadir.

Ikinci bdliimde zaman skalasi ile ilgili temel kavramlar ve bazi teoremler
verilmistir.

Uciincii bdliimde zaman skalasi iizerinde tanimli ii¢iincii mertebe lineer
olmayan p-Laplacian smir deger problemi ele almmuistir. Ik olarak problemin
¢Ozlimiiniin yapis1 incelenmis ardindan sabit nokta teoremleri yardimiyla pozitif

¢Ozlimlerin varlig ispatlanmistir ve bir 6rnekle pekistirilmistir.

Dordiincii bolimde ise zaman skalasinda {iglincli mertebe 0z deger
probleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi incelenmistir. Son olarak reel sayilar

iizerinde tanimli bir 6rnek verilmistir.

Anahtar sozciikler: Zaman skalasi, asikar olmayan ¢oziim, sabit nokta
teoremleri.






ABSTRACT

NONLINEAR THIiRD ORDER P-LAPLACIAN
BOUNDARY VALUE PROBLEMS
ON TIME SCALES

YOLCU, Nermin

MSc. in Mathematics.
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Serap Giilsan TOPAL
June 2011, 64 pages

Except the introduction, this thesis contain in three main sections.

In the second section some basic rules and theorems of calculus have been
given on time scales.

In the third section nonlinear third-order p-Laplacian boundary value
problems have been examined on time scales. First of all the solution of the
problem structure examined and then with the help of fixed point theorems
proved the existence of positive solutions and reinforced with an example.

In the fourth section when the scale of existence and uniqueness of the
third-order solution to the problem of self-worth were examined. Finally, an

example is defined on real numbers.

Keywords: Time scales, nontrival solution, fixed-point theorems.
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SIMGELER DIiZiNi
Simgeler Aciklama
R Reel sayilar.
Z Tamsayailar.
N Dogal Sayilar.
T Zaman skalasi.
Tk A-tiirevlenebilirlik bdlgesi.
T, V-tiirevlenebilirlik bolgesi.
o [leri sigrama operatorii.
p Geri sigrama operatorii.
fA f fonksiyonunun A-tiirevi.
il f fonksiyonunun V-tiirevi.
Cq([a, b)) [a, b] araligindaki sol yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi.
Crq([a, b]) [a, b] arahigindaki sag yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi.

L*([a, b]) [a, b] arahgmndaki integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi.
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1. GIRIS

Zaman skalasinm ilk olarak Hilger (1988) tarafindan ortaya
atilmasi ve Aulbach ve Hilger tarafindan bilim diinyasina sunulmasimnin
ardindan ilk ¢aligmalar diferansiyel denklemlerin, fark denklemlerinin ve
kuantum denklemlerinin zaman skalasina tasmmasi olmustur. Bu ¢ tiirde
denklemin genellestirilmesi dinamik denklem olarak adlandirilir.
Diferansiyel denklem ve fark denkleminin dinamik denklem catisi altinda
toplanmast  zaman skalasinin  birlestirme, €k olarak kuantum
denklemlerinin de dinamik denklem olarak diisliniilmesi ise zaman
skalasinin genisletme 6zelligini ortaya koyar.

Iki nokta, {ic nokta ve m-nokta p-Laplacian sinir deger problemleri
stirekli ve diskret halde bir ¢ok matematik¢i tarafindan ele almmustir.
Bunun yani sira son zamanlarda, herhangi bir zaman skalasinda tanimli
olan ikinci mertebe ve {iglincli mertebe lineer olmayan smir deger
problemleri hizli bir sekilde ¢alisilmaktadir. Fakat zaman skalasinda p-
Laplacian smir deger problemleri iizerine ¢ok fazla calisma
bulunmamaktadir. Y. Guo, C. Yu, J. Wang (2009), sonsuz aralikta ikinci
mertebe m-nokta p-Laplacian smir deger probleminin {i¢ pozitif
¢oziimiiniin varhigi lizerine kosullar1 incelemistir. S. Liang, J. Zhang, Z.
Wang (2009), sonlu aralikta ikinci mertebe m-nokta p-Laplacian
denklemleri genelleyen smir deger problemlerini herhangi bir zaman
skalasinda ele alarak {i¢ pozitif ¢oziimiin varhigimi gostermistir. Z. He
(2005), zaman skalasinda ti¢iincii mertebe {i¢ nokta p-Laplacian problemin
en az iki pozitif ¢éziimiiniin oldugunu gdostermigler. Bu ve benzeri
incelenen makaleler 15181 altinda yaptigimiz bu tez ¢alismasinda, iiglincii
mertebe m-nokta p-Laplacian sinir deger problemi ele alimustir.

Dort boliimden olusan tezin ikinci boliimiinde zaman skalasinda
analiz, tezin diger boliimlerine yardimci olacak sekilde tanitilmistir.

Uciincii boliimde,
(@,*)'®) +pOf(t,u®) = 0, t € [0,T]; ,nre

m-—2

ut%(p(0)) = 0,u(T) = 0,u(p(0)) =B Z a; uA(fi)

1
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liglincii mertebe m-nokta p-Laplacian sinir deger problemi ele alinarak,
sabit nokta teoremleri yardimiyla bu problemin bir, en az iki ve ii¢ pozitif
¢oziime sahip oldugu gdsterilmis ve bir 6rnekle pekistirilmistir.

Son olarak dordiinci béliimde,

(qap (uAV(t))>V +2f (Lu@®ub®)=0te ) (41)

m-—2

yu(0) — Bub(0) = 0,u(T) = Z a; u(E), ub7(0) = 0 (4.2)

1

liclincli mertebe Ozdeger probleminin ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi

gosterilmis ve bir 6rnek verilmistir.
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2. ZAMAN SKALASI iLE ILGILIi TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde Stefan Hilger (1988) tarafindan gelistirilen Zaman Skalasi
Analizi tanitilmistir. Bir zaman skalasi, R'nin bostan farkli ve kapali keyfi bir alt
kiimesidir. T ile gosterilir.

Z,R,N,[0,1] U [2,4] birer zaman skalas1 ornekleridir

Q° =R\ Q, (0,1) birer zaman skalas1 degildir.

Zaman skalasi tizerinde, A ve V tiirev kavramlar: tanitilarak bu tiirevlerle
ilgili 6rnekler incelenmistir. f:T — R fonksiyonunun A ve V integralleri ve
bunlarin 6zelliklerini yine bu béliimde inceleyecegiz (Bohner and Peterson, 2001).

Tanim 2.1. T bir zaman skalas1 olsun.
VteT,t <maxT i¢in g: T — T ileri sigrama operatorii
o(t) =inf{s:s €T, s>t}
olarak tanimlidir.
VteT,t>minT icin p: T = T geri sigrama operatorii
p(t) =sup{s:s€T, s<t}

olarak tanimlidir. Kapaliliktan dolay1 o (t) ve p(t) noktalar1 T kiimesine aittir.
minT < oo ise p(minT) = sup® = infT oldugundan p(minT) = minT.
Benzer sekilde o(maxT) = inf® = supT oldugundan o(maxT) = maxT ile

tanimlanir.
Tanmim 2.2. T bir zaman skalasi olsun.

i) Eger a(t) > t ise t noktasina “sag yayilmis”(right scattered) nokta denir.

ii) Eger o(t) = t ise t noktasina “sag yogun” (right dense) nokta denir.

iii) Eger p(t) < t ise t noktasina “sol yayilmis” (left scattered) nokta denir.

iv) Eger p(t) =t ise t noktasina “sol yogun” (left dense)nokta denir.

V) Hem sag yayilmis hem de sol yayilmis noktalar “ayrik” (isolated) olarak
adlandirilirlar.

vi) Hem sag yogun hem de sol yogun olan noktalar “yogun” (dense) olarak

adlandirilirlar.
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Tanmm 2.3. Eger maxT < oo ve maxT sol yayilmis ise T* = T — {max T} ile
tanimlanir, aksi durumda T% = T olur.

Eger minT > —co ve minT sag yayillmig ise Ty =T — {minT} ile
tanimlanir, aksi durumda T), = T olur.

Sonolarak T* = T* N T}, ile tanimlanur.

Ornek 2.1. T = [0,1] U {2,4} U [6,7] U 8 ise, 0 zaman T* = [0,1] U {2,4} U [6,7]
ve T, =T dir.

Ornek 2.2. T =[0,1] U {2,4} U [6,7] olsun.
t € (0,1) = o(t) =t = p(t) olup, bu araliktaki noktalar yogundur.

t=1=0(t) =2,p(t) = 1dir.

Ornek 2.3. T zaman skalasini
1
T ={;:ne N}u{o}

olarak alalim. Bu durumda

e t=0icin g(0) = 0 sag yogun, p(0) = 0 sol yogun noktadir,
e t=1icino(1)=1sag yogun, p(1) = % sol yayilmis noktadir,

o teftinenN}/ {1} icino(®) =5 p(t) = o,

—t’

Zaman skalasinda siireklilik ve tiirevi tanimlayabilmek i¢in 6nce komsuluk

kavramin1 asagidaki gibi tanimlayalim.
Tanim 2.4. U c T olsun. Her § > 0 i¢in,
Us(t) ={seT:|s—t| <68}
kiimesine t'nin § komsulugu denir. t'nin sol ve sag komsuluklar sirasiyla
Us () ={seT:t—-6<s<t} Ust(t)={seT:t <s<t+6}
ile tanimlanr.

Eger her § > 0 i¢in Us (t) # @ ise, 0 halde t'ye U igin soldan limit
noktasi ve Us ™ (t) # @ ise, 0 halde t'ye U icin sagdan limit noktasi denir.
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Eger bir § > 0 igin Us™ (t) = @ ise t'ye U igin soldan ayrilmis nokta ve
Us*(t) = @ ise t'ye U icin sagdan ayrilmis nokta denir.

Tanim 2.5. t, € T olsun. Verilen her € > 0 ve her t € Us(t,) i¢in,

lf(@) —ftl <e

olacak sekilde bir Ug(t,) komsulugu bulunabiliyorsa, f: T — R fonksiyonu t = t,
noktasinda stireklidir denir.

2.1. Tiirev ve Integral

Zaman skalasinda tirev tamimim vermeden Once T* ve Ty
diferansiyellenebilirlik kavramlarini agiklayalim. Eger maxT < o ve maxT sol
yayllmis ise T* = T — {maxT} ile tammlanir, aksi halde T* = T olur. Benzer
sekilde eger minT < oo ve minT sag yayilmis ise Ty, =T — {minT} ile
tanimlanir, aksi halde T, = T olur.

Tamm 2.1.1. f:T - R fonksiyonu ve t € T* noktas1 verilsin. Eger sonlu bir

a € R sayisi i¢in € > 0 verildiginde t noktasinin
|f(a(t)) —f(s) —a(o(t) — S)| <églo(t)—s|, VseU

olacak sekilde bir U komsulugu varsa, f fonksiyonuna t noktasinda A-
tirevlenebilir denir. Bu esitsizlikteki a reel sayisma da f fonksiyonunun t
noktasindaki A tiirevi denir ve a = f2(t)'dir.

Baska bir ifadeyle,

fA(t) — Limf(o-(t)) B f(S)

>t o(t)—s
yazilabilir.

Tanmmm 2.1.2. f:T — R fonksiyonu ve t € Tj noktasi verilsin. Eger sonlu bir

a € R sayis1 i¢in € > 0 verildiginde t noktasinin

IF(p(®) = £(s) — alp(®) —s)| < elp(t) —sl, VseU
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olacak sekilde bir U komsulugu varsa, f fonksiyonuna t noktasinda V-
tirevlenebilir denir. Bu esitsizlikteki a reel sayismma da f fonksiyonunun t
noktasindaki V tiirevi denir ve a = £V (t)'dir.

Baska bir ifadeyle,

flp®) = f(s)
p(t) —s

V() = lim
s—t
yazilabilir.

Ornek 2.1.1. T herhangi bir zaman skalas1 olsun. f:T — R bir fonksiyon olsun.
Vvt € T igin

fla(@®) - f(s)

fHO = Ll—{? o(t)—s
dir.
i) T = R olsun.
_ fle@®) - . fO-f&)
FPO=In"n=s I = 0
olur.
i) T = Z olsun.
— 1 —
po© =t TN IOy JCEDTE _ 4y -y = aro
olur.
iii) T = hZ olsun.
o fle®)=f6) . fE+R) = f(s)
[0 =lim = s I =

_fe+m—f® _

> ARf(t)

olur.
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Ornek 2.1.2. T keyfi bir zaman skalas1 olmak iizere, f:T —» R f(t) = t3 olarak

secelim.

Fo®) = f) _ 0@ -’

a(t)—s T 5ot a(t) —s = U(t)z +to(t) + t2

fA(8) = lim
olur. Ozel olarak,

i) T = Rise,

FA(t) = t? +t2 +t2 = 3t2 = f'(¢t)dir.
i) T =17 ise,
o) = (t+1)2+t(t+ 1)+ t2 =3t? + 3t + 1 = Af(¢t)'dir.
iii) T = hZ ise,
fA(t) = (t+ h)? + t(t + h) + t2 = 3t% + 3th + h? = A" f(¢)dir.

Onerme 2.1.2. (Agarwal and Bohner, 1999) Eger f:T — R fonksiyonu t € T*

noktasinda tiirevlenebilir ise f2(t) degeri tektir.

Onerme 2.1.3. (Agarwal and Bohner, 1999) Eger f: T - R fonksiyonu t € T}

noktasinda tiirevlenebilir ise fV(t) degeri tektir.

Asagida ispatsiz ifade edecegimiz teoremler (Agarwal and Bohner, 1999;
Bohner and Peterson, 2001; Guseinov, 2000-2001) referanslarinda bulunabilir.

Teorem 2.1.1. f: T - R bir fonksiyon ve t € T* olsun.
i) f fonksiyonu t noktasinda A-tiirevlenebilir ise, 0 noktada siireklidir.

ii) f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t sag yayilmis ise, o noktada A-

tirevlenebilir ve

fle@®) - f@®

o(t)—t

A =
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olur.

iii) t sag yogun ise, 0 zaman f fonksiyonun t'de A-tiirevlenebilir olmasi

icin gerek ve yeter kosul

i f(&) = f(s)
m-—--

s-t t—s
degerinin sonlu olmasidir. Bu durumda

RRMGRILC)

t t

olur.
iv) Eger f fonksiyonu t noktasinda A-tiirevlenebilir ise, 0 zaman
fle®) =f® + A ((®) — 1)
esitligi dogru olur.
Teorem 2.1.2. f: T — R bir fonksiyon ve t € T}, olsun.
i) f fonksiyonu t noktasinda V-tiirevlenebilir ise, 0 noktada siireklidir.

ii) f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t sol yayilmis ise, 0 noktada V-

tirevlenebilir ve

_flp@®) = f(s)
fY@) = ) —s

olur.

iii) t sol yogun ise, o zaman f fonksiyonun t'de V-tiirevlenebilir olmasi

icin gerek ve yeter kosul

O =)
m-———-—

sot t—s

degerinin sonlu olmasidir. Bu durumda
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FO = im G
olur.
iv) Eger f fonksiyonun t noktasinda V-tiirevlenebilir ise, 0 zaman
HEGIEFIOEIMOICIGEE))
esitligi dogru olur.

Ornek 2.1.3. Asagida verilen her f:T - R, f(t) = t? fonksiyonu ve t €T =
{%:n € NO} U {0} icin f2(t) degerini bulunuz.

Coziim T = {% € NO} u {0}'dir. Ornek 2.3'den
o(t) = %_t oldugunu bulmustuk. O halde

fla(@®) = f(s)

fHO = lslirtl o(t)—s
3 lima(t)2 —s?

. (c(®) =s5)(a(t) +5)
= lim
sot o(t)—s

=limo(t) +s
s—t

=o(t)+t

t

2t — t?

= [0 ==

bulunur.
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Teorem 2.1.3. (Agarwal and Bohner, 1999) f,g:T — R fonksiyonlar1 t € T*
noktasinda A-tiirevlenebilir olsunlar.

i) f + g toplam fonksiyonu da t € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve
(f + 9% = f2(O + g°(O.

ii) Her k sabiti i¢in kf fonksiyonu da t € T* noktasmnda A-

tliirevlenebilirdir ve
(k)A(E) = kfA(D).
iii) f. g fonksiyonu da t € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve
FPA®) = FADgW® + f(a()g*(®) = FDg*(® + fA (D) g(a ().

iv) g)g(a(t)) # 0 ise, o halde 5 fonksiyonu da t € T¥ noktasinda A-

tirevlenebilirdir ve

(i)A o 2 [ DI0 ~ FDg*®)
g®g(e®)

Teorem 2.1.4. (Agarwal and Bohner, 1999) f,g:T — R fonksiyonlar1 t € T}
noktasinda V-tiirevlenebilir olsunlar.

i) f + g toplam fonksiyonu da t € T noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve
f+9"®) =f"® +g"(®.

ii) Her k sabiti igin kf fonksiyonu da t € T} noktasinda V-tiirevlenebilirdir
ve

(kF)T() = kf7 (D).
iii) f. g fonksiyonu da t € T}, noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve

FD'@®) =1 ®Og® + fF(p®))g"®) = FOF"®) + FT D g(p®).
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iv) g(t)g(p(t)) # 0 ise, 0 halde 5 fonksiyonu da t € T, noktasinda V-

tirevlenebilirdir ve

(i)v IVA(GYIOEYIOTO
g@®g(p®)

Tamm 2.1.3. f:T - R fonksiyonu igin; eger f2, T* N Ty iizerinde (f*)V:T* N
Tx — R ile V-tiirevlenebilir ise f'nin ikinci mertebeden tiirevi vardir denir.
Benzer sekilde eger f47, T* N Ty, iizerinde (f*V): T* N T, = R ile V-

tiirevlenebilir ise f'nin liglincii mertebeden tiirevi vardir denir.
Onerme 2.1.4. f: T - R fonksiyonu, [a, b]  T'de monoton artan ise

i)Vt € [a, b] N T* igin f2(t) = 0,
ii) Vt € [a, b] N Ty igin fV(t) > 0'drr.
Ispat
i) Durum 1: Eger t sag yayilmus ise o(t) > t oldugundan

fle@®) - f@®)

o(t) —t

A =

bulunur. f fonksiyonu monoton artan oldugundan f(a(t)) — f(t) = 0'dir. O
halde

fle®) - f®) _

o(t)—t =0

A =

elde edilir. Ancak son nokta i¢in bir sey sdyleyemeyiz.

Durum 2: Eger t sag yogun ise g (t) = t oldugundan A-tiirevi

f@&) = f(s)
—S

A _ .
fA) = lim=—
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seklinde yazabiliriz. Benzer sekilde f fonksiyonu monoton artan oldugundan
f(t)—f(s)<0ve t—s <O0olur. O halde f2(t) = 0'dr.

ii) Durum 1: Eger t sol yayilms ise p(t) < t oldugundan

flo®) = f(®)

7@ = O

bulunur. f fonksiyonu monoton artan oldugundan f(p(t)) — f(¢t) < 0'dir. O
halde

flp®) - £(©) _

1o = p(t) —t 20

elde edilir.

Durum 2: Eger t sol yogun ise p(t) = t oldugundan V-tiirevi

F© = im G

seklinde yazabiliriz. Benzer sekilde f fonksiyonu monoton artan oldugundan
f(®)—f(s)=0ve t—s>0olur. Ohalde f¥(t) > 0'dur.

Onerme 2.1.5. f: T — R fonksiyonu, [a, b] c T'de monoton azalan ise

i)Vt € [a,b] N T* icin f2(t) < 0,
ii) Vt € [a,b] N Ty igin V() < 0'dur.

Ispat Onerme 2.1.4'in ispatina benzer sekilde yapilir.
Zaman Skalas1 Analizinde ¢ok 6nemli olan iki teoremin ifadesini verelim.

Teorem 2.1.5. Rolle Teoremi
f(t), [a,b] c T'de siirekli ve [a,b] N T*da A ve V-tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. Eger f(a) = f(b) = 0 ise, 0 zaman f2(t,)f"(t,) < 0 olacak sekilde bir
to € [a, b] N T* noktas1 vardur.
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Teorem 2.1.6. Ortalama Deger Teoremi
Eger f: T — R fonksiyonu [a, b] c T'de siirekli ve [a, b) N T*'de A-tiirevlenebilir
ise 3¢, T € [a,b) dyle ki

0@

A9 < < fi@

esitsizligi dogrudur.

Teorem 2.1.7. Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi

f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 [a,b] c T'de siirekli ve[a,b]NT*da A ve V-
tiirevlenebilir  fonksiyonlar ~olsunlar. Ayrica; her ¢ty € [a,b]NT* igin
g2(ty)g"(ty) > 0 sart1 saglansin. Bu durumda;

f2A(to) f(b) f(a) fv(to)
gi(ty) ~ g(b) g(a) g7 (to)

ya da

fY(to) f(b) f(a) fA(to)
g'(ty) ~ g(b) g(a) g2 (to)

olacak sekilde t, € [a, b] N T* vardur.

Tamm 2.1.4. f:T > R fonksiyonu verilsin. Eger F:T —» R fonksiyonu T*
kiimesi iizerinde A-tiirevlenebilir ise ve her t € T* icin F2(t) = f(t) ise F
fonksiyonuna f(t) fonksiyonunun A-anti tirevi ya da A-ilkeli denir. Benzer
sekilde, F:T — R fonksiyonu kiimesi T} tizerinde V-tiirevlenebilir ise ve her
t € Ty icin FV(t) = f(t) ise F fonksiyonuna f(t) fonksiyonunun V-anti tiirevi ya
da V-ilkeli denir.

Tanmm 2.1.5. f:T — R fonksiyonu verilsin. Eger f(t) fonksiyonunun A-anti

tliirevi var ise, 0 zaman a ve b noktalar1 T zaman skalasmm a < b sartini

saglayan noktalar1 olmak tizere;

b
[ rae=ro) - @
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ile f(t) fonksiyonunun a'dan b'ye A-integrali tanimlanir. Benzer sekilde eger
f(t) fonksiyonunun V-anti tiirevi var ise, o zaman a ve b noktalar1 T zaman
skalasmin a < b sartim1 saglayan noktalar1 olmak tizere; f(t) fonksiyonunun
a'dan b'ye V-integrali

b
[ r@ve=rw) - r@

ile tanimlanir.

Teorem 218. f:T->R ve g:T—> R fonksiyonlar1 A-integrallenebilir
fonksiyonlar ve a, b, c € T olsunlar. O halde asagidaki ifadeler dogrudur.

i) [ IF(0) +g®] At = [ F() At + [ g(¢) At

ii) Her k sabiti icin [ kf () At = k [ £(£) At

i) [T f(©) At =0

iv) [V f(©) At = — [ f(©) At

V) [7 () Ae = [CF©O) At + [ F(6) At

vi) [7 F(0(0) g2 (©) At = F© () o — [7 FA(D)g(0) At

vii) [ F (g2 @) At = F© g0l o — [7 FA(D)g(a(®)) At
viil) |[7 (&) At| < [71F(D)] At < (supasespn FO1) B — @)
ix) [7C £(s) As = [0(6) — £ (©).

Teorem 219. f:T->R ve g:T— R fonksiyonlar1 V-integrallenebilir
fonksiyonlar ve a, b, ¢ € T olsunlar. O halde asagidaki ifadeler dogrudur.

i) [ + g1Vt =[] F©OVe+ [ g(t) Ve

ii) Her k sabiti igin [ kf (£) Vt = k [ f(6) Vit
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i) [ f(OVE=0

iv) [ F(©)Vt=— [ FO)Ve

V) [ FO Ve = [CF@OVE+ [ fe) Ve

vi) [2 F(p(0)g" @) Ve = F(Dg®l o — [7 F7 (D g(&) Ve

vii) [ F(0g° (@) Ve = F(©)g(©)l o — [7 FT (g (p(®)) Vt
viii) |7 £(0) Ve| < [1IF 1V < (suppayecss F OB = a)
ix) [7© £(s) Vs = [p(0) — tIf (D).

Onerme 2.1.6. Vt € T igin f(t) >0 ise a< b ve a,b € T igin f: f)At =0
esitsizligi dogrudur. Benzer sekilde f: f(@®)Vt = 0'dr.

Teorem 2.1.10. a,b € T ve a < b olsun. Eger f(t) fonksiyonu [a, b] tlizerinde

stirekli ise asagidaki esitlikler dogrudur.
i) [0 F(0 ot = [P F(0) At + [b— p1F (o))
i) [} £(6) At = [0(a) — alf (@) + [}, £(£) At
iii) [ () Ve = [P F(©) Ve + [b - p(D)IF (b)
iv) [, f(©) Vet = [0(a) — alf(o(@)) + [, F() VE.

Teorem 2.1.11. a,b €T ve a <b olacak sekilde iki nokta ve f(t), g(t)
fonksiyonlar1 T'de A-integrallenebiliyor olsunlar. Her t € [a, b] igin f(t) < g(t)
ise, 0 halde

b b
ff(t) At < fg(t) At
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esitsizligi  dogrudur. Benzer sekilde f(t),g(t) fonksiyonlar1 T'de V-
integrallenebiliyor olsunlar. Her t € [a, b] i¢in f(t) < g(t) ise, 0 halde

b

ff(t)Vtng(t)Vt

a
esitsizligi dogrudur.

Teorem 2.1.12. Eger f, f2 ve fV fonksiyonlar1 iki degiskenli fonksiyonlar olarak

stirekli ise, o halde asagidaki formiiller dogrudur.

) (L F(6,9)85) = F(a(©),6) + [ F3(¢,5) Bs
t v t
i) ([ (&) 85) = f(p(0), p()) + [ f(t,5) As
t A t
iil) (f f(&,5)Vs) = f(o(),0() + [} f2(t,5) Vs
W) (S F(65)Vs) = F(p(©,0) + [ f7(5) Vs,
Sonug 2.1.1. ®(t) fonksiyonu T iizerinde siirekli ise asagidaki ifadeler dogrudur.
) (Sl as) = o
ii) (fatCD(s) As)v = d(p(1))
i) (J; @ (s) VS)A = o(a(t))

iv) ([ @(s) VS)V = d(t).
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3. UCUNCU MERTEBE SINIR DEGER PROBLEMIi

Bu boliimde
(@,@*)'®) +pOf(t,u®) =0, t€[0,T]; ,ope  (3.1)

m-—2

u¥(p(0)) = 0,u*(T) = 0,u(p(0)) =B z a; uA(éi) (3.2)

1

ticiincii mertebeden m-nokta lineer olmayan p-Laplacian sinir deger problemi ele
alinarak (MSDP), oncelikle bu problemin ¢oziimiiniin sekli, Krasnosel’skii Sabit
Nokta Teoremi (1964) yardimiyla problemin tek ¢6ziime sahip oldugu, Avery-
Henderson Sabit Nokta Teoremi (2001) yardimiyla problemin iki ¢6ziime sahip
oldugu, son olarak Avery-Peterson Sabit Nokta Teoremi (Liang et al 2009)

yardimiyla problemin ii¢ ¢6ziime sahip oldugu incelenmistir.
3.1. Temel Bilgiler
Coziimiin formunu bulmak i¢in,

(@, "N +h®) =0, €[0Tl e (3.1.1)

u"(p(0)) = 0,u*(T) =0,

m-—2

u(p(0)) = B Z a;ut () (3.12)
1
lineer sinir deger problemini ele alacagiz. Burada ®,(s) operatorii, p > 1 icin
@, (s) = |s[P™2s esitligini saglar ve bu operatre p-Laplacian operatér denir.
@, (s) operatdrii asagidaki dzellikleri saglar:
) @,(xy) = @,(x) Py (y)

i) @,(x +y) < @,(x) + D, (y)

i) &1 () = @, (x), S +>=1
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Tanmm 3.1.1. T bir zaman skalas1 ve f:T — R bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu sol yogun noktalarda siirekli ve f'nin sag yogun noktalarda limiti var
ise f fonksiyonuna sol-yogun siirekli fonksiyon denir.

Tammm 3.1.2. (Liang et al 2009) X bir Banach uzay olsun. P c X kiimesi
asagidaki kosullar1 sagliyorsa koni olarak adlandirilir.

1) P, X i¢inde kapali ve konveks bir kiimedir,
i)xeP= Ax€eP,1=>0,
i)x EP,x#0=>—x &P.

Tamm 3.1.3. A # @ bir kiime olmak lizere Vx,y € 4, t € (0,1) i¢in tx +
(1 —t)y € A ise A kiimesine konveks kiime denir.

Problemin ¢o6ziimiiniin varhigini ve yapismi gosterirken asagidaki

kosullarin saglandigimni kabul edelim.

(H1) a; €[0,0), i =1,23,..m—2 ve f:[0,T] x[0,0) — [0,00) sol-yogun
stirekli fonksiyon,

(H2) p:[0,T] - [0, ) sol-yogun siirekli fonksiyon,

(H3) B:R — R siirekli fonksiyon ve 3By, = B; =0 oyle ki s € [0,0) igin,
Bys < B(s) < Bys.

Lemma 3.1.1. h € C,4([0,T] X R) olmak iizere (3.3)-(3.4) probleminin tek

¢OzUimi

u(t) =B Zaifcbq fh(r) VT |Vs
g

i p(0)

T
+ f f@q fh(T)VT Vs |Ar
r p(0)

ile verilir.
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Ispat: (3.1.1) denkleminden kolayca asagidaki ifadeyi elde edebiliriz

(@, @")"(t) = ~h(t).

Her iki taraftan p(0)’dan s'ye V integrale gegersek,

f(@p(uAV))V(T)VT= — fh(T)VT
p(0) p(0)

olur. u%(p(0)) = 0 oldugundan,

S
utv(s) = -, j h(t)Vt
p(0)

olur. Tekrar her iki taraftan r'den T'ye V integral alalm ve u?(T) =0

oldugundan,
T

ub(r) = f @, fh(r) vVt |Vs

r p(0)
olur. Bu nedenle buradan
t T S
u(t) = u(p(O)) + f f @, f h(t)Vt |Vs |Ar
p(0) \r p(0)

(3.4) deki smir deger kosullarini yerine yazdigimizda

m-2 T s
u(t) =B Z aif@q fh(r) VT |Vs
1 & p(0)
t T s
+ f @, f h(t)Vt |Vs |Ar
p(0) \r p(0)

olur. Buradan p-Laplacian (MSDP)'nin ¢6ziimiiniin tekligi kolayca kontrol
edilebilir.
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t € [p(0),T] olmak tizere |lu|l = sup|u(t)] normu ile normlanmis
X = Cq([p(0),T], [0,0)) Banach uzaymi ele alahm. Bu uzay da

P={ueXxu()>0ut)>0,te€[p(),T],ukonkav} (3.1.3)

konisini tanimlayalim. u € P i¢in L operatorti,

Lu(t) = B Z aifd?q jp(r)f(r,u(r))VT Vs
& p(0)
+ f f@q fp(r)f(r,u(r))VT Vs |Ar (3.1.4)
p(0) \r p(0)

olsun. L’nin tanimindan agikca gosterebiliriz Ki; Lu(t) = 0,ve t € [p(0), T] igin

(L) (t) = j o, j (@) f(x,u(@)Vr | Vs = 0
t p(0)

dir. Lw)?(t) = -, ( fpt(o)p(r) f (T,u(T))VT) < 0 oldugundan Lu konkavdir.

Ayrica L: P - P ve ||Lul|| = sup|Lu(t)| = Lu(T), t € [p(0),T] dir.
Simdi Arzela-Ascoli Teoremi yardimiyla L operatoriiniin tamamen siirekli

oldugunu gosterelim.

Tamm 3.1.4. Eger bir doniisiim siirekli ve kompakt ise bu doniisiime

tamamen surekli denir.

Tanim 3.1.5. Eger bir kiimenin elemanlarmnin her dizisinden yakinsak bir
alt dizi elde edilebiliyorsa bu kiimeye pre kompakt kiime denir. Yakinsadigi

deger, kiime i¢inde ise bu kiimeye kompakt kiime denir.

Teorem 3.1.1. (Deimling, 1985) Bir M c C[a,b] kiimesinin siirekli
fonksiyon ailesinin pre-kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul M'ye ait

fonksiyonlarm ayni dereceden siirekli ve sinirlt olmasidir.

Tamm 3.1.6. M, C|aq, b] i¢inde bir kiime olsun.
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e Vx €M, Vt€lab] i¢in |x(t)| <c olacak sekilde bir ¢ sayisi
varsa M kiimesine ait fonksiyonlara aymi dereceden sinirh
fonksiyonlar denir.

e &£>0 verilsin, Vt;,t, €[a,b] ve Vx€M icin |t; —t,| <6
esitsizligi saglandiginda |x(t;) — x(t,)| < & olacak sekilde bir
6 > 0 sayist bulunabiliyorsa M kiimesine ait fonksiyonlara ayni

dereceden siirekli fonksiyonlar denir.

Simdi L operatoriiniin hem siirekli oldugunu hem de kompakt oldugunu
gosterelim. Oncelikle L: P — P operatdriiniin siirekli oldugunu gosterelim. Bunun

i¢in
Ve > 0i¢in 38(e) oyle ki |lu — up|| < 6 iken ||Lu — Luyl| < €

esitsizligini saglayacak bir §'nin varligini arastiracagiz.

m-—2 S

|Lu — Luy| = |B Z al-fd?q fp(r)f(r,u(r))VT Vs
5.

i p(0)

S

+ f ftpq fp(r)f(r,u(r))VT Vs | Ar

p(0)

S

T
—-B Z aifcbq fp(r)f(r,uo(r))Vr Vs
T

i p(0)

t

+ f fgbq fp(r)f(r,uo(r))Vr Vs |Ar

N

p(0) p(0)
= |u(p(0)) + qu(r)Ar—uo(p(O))— quA(r)Ar
p(0) p(0)

= [u(p(0)) + u(®) = u(p(0)) — us(p(0)) — uo(t) — o (p(0))]

= |u(®) —uo(®)I.
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|Lu — Lugy| = lu(t) — ug(t)| = ||Lu — Lug|| = |Ju(t) —uy(t)]| < § = £'dur.

O halde L operatorii siireklidir. Simdi ise L operatoriiniin kompakt oldugunu yani
L(P)'ye ait elemanlarin ayni dereceden siirekli ve ayni dereceden sinirli oldugunu

gosterelim. L(P)'ye ait elemanlar ayn1 dereceden siirekli ise,

Ve>0, 36§ >0Vt,t, €[0,T] ve Vu€eP igin ||t; —t,|| <d iken
||Lu(t,) — Lu(t,)|| < &' dur.

m-—2 S

|Lu(t,) — Lu(t,)| = |B Z a'l-f@q jp(r)f(r,u(r))VT Vs

Si p(0)

+ j(jd? (T)f(T,u(T))VT Vs |Ar

p(0) p(0)

-B Z alj-d?q fp(r)f(r,u(r))VT Vs
1 S

; p(0)

N

.f fd)q J-p(f)f(flu(T))VT Vs | Ar

p(0) p(0)

Kabul edelim ki t; > t, olsun. O halde

ts /T s
|Lu(ty) — Lu(ty)| = f chq J.p(r)f(r,u(r))Vr Vs | Ar
ta \r p(0)

T t1
< f @, f p(D)f (r,u(r)) VT |Vs f Ar
p(0) p(0) tz

T ty

| [ r@rEu@)ve |- p)| [ ar

p(0) t2
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@, ( pr(o) p(Df (T,u(r)) Vr) (T — p(O)) ifadesi sonlu bir say1 oldugundan,
@ (1) 0y p@f (1,u@) Vr) (T = p(0)) = A dersek,

=Alt; — t,| < A = «.

dur. Burada 6 =§ segersek L(P)'ye ait elemanlar ayni dereceden siirekli

oldugunu gostermis oluruz.
L(P)'ye ait elemanlar ayni dereceden smirh ise VLu € L(P) ve Vt € [0,T]

icin [Lu(t)| < c olacak sekilde bir ¢ sayismin varligini arastiracagiz.

N

[Lu(t)| = |B Z a'l-fd?q jp(r)f(r,u(r))VT Vs
1 E

p(0)

N

+ f jT(Dq jp(r)f(r,u(r))VT Vs | Ar

p(0)

m—2 T s

<|B Z ai!d?q fp(r)f(r,u(r))VT Vs

i p(0)

+ f fd)q fp(r)f(r,u(r))VT Vs | Ar

p(0)

N

T
-chq J.p(r) |f(z,u(D)|Ve | Vs
5 p(0)

+ f f@q fp(r) |f(z,u())|Vr | Vs |Ar

p(0)

T

T
< B, z a; f @, f (1) |f(r,u(r))|VT Vs
1 g

i p(0)

T T

+ f fgbq fp(r) |f(z,u(D)|Ve | Vs | Ar

p(0) \p(0) p(0)
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Yukaridaki ifade sonlu bir say1 oldugundan |Lu(t)| < c¢ olacak sekilde
pozitif bir ¢ sayis1 vardur.

Lemma3.1.2.u € P ve t € [p(0),T] igin,

—p()

ult) 2 —— 00 I

olur.

Ispat u, [0, T] iizerinde konkav oldugundan u®(t)’ nin [p(0), T] iizerinde azalan
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla t € [p(0), T] icin u(t) = u®(T) = 0 ve bdylece
u(t) [p(0),T] tizerinde artandir yani u(T) = u(t) = u(p(O)) > 0 olur.

x(t) = u(t) — Lop ((((),)) |lull olarak tamimlayalim. x(t) =0 oldugunu

gosterirsek esitsizligi saglamls oluruz.
x2(t) = ub(t) - —© [lull, x2V(t) = u2V(t) < 0 yani x(t) konkavdir.

Aralhigin uglarinda x(t) fonkSIyonu nonnegatif degerler aldigindan x(t) = 0'dir.

3.2. Pozitif Coziimiin Varhgi

Bu bdlimde problemimizin ¢oklu pozitif ¢Oziimiiniin varhigmni
ispatlayacagiz. (3.1)-(3.2) p-Laplacian (MSDP)'nin en az bir pozitif ¢oziimiiniin
varligini ispatlamak i¢in Krasnosel’skii Sabit Nokta teoremine ihtiyag duyacagiz
Teorem 3.2.1. (Krasnosel’skii, 1964) X bir Banach uzay ve P c X bir koni olsun.
Q, ve Q, nin, P’nin agik simirh alt kiimeleri ve 0 € Q,, O; € Q, oldugunu kabul
edelim.

L:Pn (Q, \ Q,) » P tamamen siirekli operator olmak iizere

i)u € PNaQ, icin |[Lu|| < ||lull ve u € P N 9Q, i¢in ||Lul| = ||ull
ya da

i) u € PNaQ, icin [|Lull = |lull ve u € P N 0Q, i¢in ||Lull < [Jull

kosullarindan biri saglaniyorsa L operatdriiniin P N (Q, \ Q;)'de bir sabit noktasi

vardrr.
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Teorem 3.2.2. Kabul edelim ki (H1)-(H3) kosullar1 saglansin. Ek olarak
i) eger 0 <u <rise f(r,u(r)) <D, (ki),
1
ve
i) eger R <u < ooise f(r,u(x)) = @, (kl)
2

olacak sekilde 0 < r < R < oo sayilar1 olsun. Burada

m—2 T N T T N

k4 =Blz a; fdbq fp(T)VT Vs + j J(Dq JP(T)VT Vs | Ar,
1 & p(0) p(0) \r p(0)
T T N (0)
T—p
k, = f di j (DD <—>VT Vs | Ar
’ o\ PR T=00
p(0) \r p(0)

dir. O halde (3.1) — (3.2) p-Laplacian MSDP bir pozitif ¢6ziime sahiptir,

Ispat P konisini (3.1.3)'deki gibi, L: P — P operatériinii ise (3.1.4)'deki gibi
tamimlayalim. L'nin tamamen siirekli oldugunu ve P'nin L altinda invaryant
kaldigini kontrol etmek kolaydir. Eger u € P, ||u|| < r ise o halde

m-—2 S

T
[|ILu|| < B Z al-chq J.p(r)|f(r,u(r))|Vr Vs
g.

; p(0)

N

+ f f@q fp(r) |f(z,u())|Ve | Vs |Ar

p(0) p(0)
m-2 T s
<B, Z Q; f @, f p(0)®, (k_) V1 |Vs
TG p(0) !
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=%<Blmzzal[ <p(fo)p(r)VT>Vs

' p(f:) (f B (p(f:) " VT) VS) y >

= lull

elde edilir. Eger Q; = {u € C,q([p(0),T],[0,0)): |[u]l <r} olacak sekilde
tanimlarsak, u € P N 00 i¢in ||Lu|| < |[u]| olur.
Q, ={u € Cq([p(0),T],[0,0)): |[u]l <R} olacak sekilde tanimlarsak

u € Pi¢in |lull =

L@l = (Za j ( j P f(x, u<r>)vT>vs>

p(0)

i

+ f(f ch( fp(r)f(r,u(r))Vt)Vs)Ar

p(0)

> f(f ch< fp(r)f(r,u(r))Vt)Vs)Ar

p(0)

T N
(f @, ( f p(0)®, <;:—Z§g§%> VT) Vs) Ar
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oldugundan Teorem 3.2.1'in tiim kosullar1 saglanmis olur. O halde L operatorii bir
sabit noktaya sahiptir. Buradan (3.1)-(3.2) p-Laplacian (MSDP)'nin bir pozitif

¢Ozliimii vardir.

(3.1)-(3.2) p-Laplacian (MSDP)'nin en az iki pozitif ¢oziimiiniin varhigini
ispatlamak i¢in Avery-Henderson Sabit Nokta teoremine ihtiyag¢ duyacagiz.

Teorem 3.2.3. (Avery and Henderson, 2001) X bir reel Banach uzayi, P € X bir
koni ve

PW,z) =fueP:y(u) <z}
olsun. n ve ¥ P iizerinde artan, negatif olmayan siirekli fonksiyoneller ve 8 P

tizerinde 6(0) = 0 kosulunu saglayan, negatif olmayan siirekli bir fonksiyonel

olsun Oyle ki baz1 pozitif z ve y sabitleri i¢cin
Y@ < 0@w) <n@ ve llull <y,

esitsizligi tim u € P (1, z) icin saglansmn. Kabul edelim ki
her0 <A< 1veue€P(d,y)igin 6(Au) < A0(u).

olacak sekilde x < y < z pozitif sayilar var olsun. Eger L: P(1, z) — P tamamen

stirekli operator asagidaki 6zellikleri sagliyorsa
i) Vu € 0P(y, z) igin, Yy (Lu) > z
i) Vu € dP(0,y) i¢in 6(Lu) < y
iii) Vu € aP(n, x) i¢in P(n,x) # @ ve n(Lu) > x.

O halde L operatorii u,; ve u, olacak sekilde en az iki pozitif sabit noktaya
sahiptir 6yle Ki,

x <nuy) 0(uy) <yvey <0(uy) Y(uy) <z
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Teorem 3.2.4 Kabul edelim ki (H1)- (H3) kosullar1 saglansin ve x < gy < af

olacak sekilde pozitif sayilar var olsun bdoylece f fonksiyonu bazi pozitif D,E,F
sabitleri i¢in asagidaki kosullar1 saglasin:

i)se[&, T]veue [ p(((;)) z] icin, f(s,u) > @, (g),

ii)s € [p(0),T]veu € [0 p(((;)) ] icin, f(s,u) < @, (%)

iii) s € [p(0),&,,_2] veu € [0 L()(O)x] icin, f(s,u) > @, (%)
O halde (3.1) — (3.2) p-Laplacian MSDP 'nin
u (&) <yveu;(&n-z) > x,u(&) >yveuy(éy) <z

olacak sekilde en az iki u; ve u, pozitif ¢oziimii vardir.

Simdi pozitif D, E, F sabitlerini tanimlayalim,

m—2 T &1 1/ T &1
D=BOZaif¢q fp(T)VT Vs + f f¢q J.p(T)VT Vs |Ar,
1 & p(0) p(0) \&1 p(0)
m-2 T 1 T T
E=Blzaifd§q< p(t)Vt |Vs + J. J.cbq fp(T)VT Vs |Ar,
1 & p(0) p(0) \p(0) p(0)
m—2 T Em 2
F =B, Z a; f @, p(‘[) VT |Vs
1 & P(O)
$m—2 fm 2
+ ( p(t)Vt | Vs |Ar
p(0) \ém-2 P(O)

Ispat P konisini (3.1.3)'de, L operatoriinii ise (3.1.4)'de tammladigimiz gibi
alalm. LP c P ve L operatdriiniin tamamen siirekli oldugunu biliyoruz. P konisi
tizerinde negatif olmayan, artan, siirekli ¥, 8 ve n fonksiyonellerini

() = mineepg, ¢, u(t) = ul$y),
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6 (u) = maxeepp(o)¢,] ult) = uléy),
n(w) = maXeepp(0).,,_,] U({t) = u(€m-_2),
seklinde tanimlayalim. Yu € P i¢in

Yy =0 < n(w)

esitsizligi fonksiyonellerin tanimmdan elde edilir. Ek olarak Yu € P i¢in Lemma
3.1.2'den

&1 —p(0)

) 25—y I

Yu) = ulé
esitsizligi elde edilir. u € P ve A € [0,1] i¢in 8(0) = 0 ve 8(Au) = 26(w) olur.
Simdi Teorem 3.2.3'in kosullarinin saglandigini gésterecegiz.
Eger u€0P(y,z) ise o halde ¥(u) = mingp, ¢ ,ju(t) = u(&) = zdir.
Boylece t € [, T] i¢in u(t) = z'dir ve Lemma 3.1.2'den

— p(O)
z<ul(t) <|lu S
©) < lhull < 7257
esitsizligi elde edilir. O halde (i) kosulundan s € [£,,T] igin f(s,u) > @, (%)

olur. Lu € P oldugundan

-2 S

m T
Y(Lu) = Lu(é,) = B a; J. @, J.p(r)f(r,u(r))VT Vs
g

1 i p(0)

&1 T S

+ f @, fp(r)f(r,u(r))VT Vs |Ar

p(0) \r p(0)

m-2 $1

> B, Z a; fT @, f p(1) f(r,u(r))VT Vs
T

i p(0)

$1 1

+ f@q fp(r)f(r,u(r))VT Vs |Ar
p(0) \& p(0)
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m-2 T fl
z
>5 BOZaif@, fp(T)VT Vs
T p(0)
& T &
+ f f@q fp(T)VT Vs | Ar
p(0) \&1 p(0)

elde edilir. ¥ (Lu) > z oldugundan Teorem 3.2.3'in (i) kosulu saglanmis olur.

Ikinci olarak Teorem 3.2.3"in (i) sikkinin saglandigini gosterelim. Bunun
icin u € dP(0,z) secelim. O halde 6(u) = maxee(y(o)¢,] u(t) = u(é;) = y'dir.
Lemma 3.1.2'den t € [p(0), T] igin

— p(O)

0<u (”<f oM

esitsizligi elde edilir. O halde (ii) kosulundan s € [p(0),T] i¢in f(s,u) < P, (%)

olur. Buradan,

m-2 T s
O(Lu) = Lu(é;)) = B Z a; f @, f p(1) f(T,u(T))VT Vs
1 & p(0)
&1 T S
+ chq J.p(r)f(r,u(r))Vr Vs |Ar
p(0) \r p(0)
m-2 T
< B; Z a; f @, fp(r)f(r,u(r))VT Vs
1 & p(0)
1 T T
+ f @, fp(r)f(r,u(r))VT Vs |Ar
p(0) \p(0) p(0)

m-—2

T
% Blza‘f@q fp(T)VT Vs
1 &

i p(0)
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3 T T

+ f f@q fp(T)VT Vs |Ar
p(0) \p(0) p(0)

=y

olur. 6(Lu) < y oldugundan Teorem 3.2.3'in (ii) kosulu saglanmis olur.

Son olarak Teorem 3.2.3lin son kosulunun da saglandigini gosterelim.
0 € P ve x > 0 oldugundan P(n,x) # @, yanin(0) = 0 < x. Simdi u € dP(n, x)
olsun. O halde n(u) = max.e[,(0)z,_, Ut) = u(§y_z) = x'dir.  Lemma
3.1.2'den t € [p(0), &,,—5] i¢in

T — p(0)
O<uld =g "

esitsizligi elde edilir. O halde kabuliimiiz olan (iii) kosulundan s € [p(0),¢,,_,]
igin f(s,u) > @, G) olur. Buradan

m—2 S

T
n(lu) = Lu(§m-,) = B Z aifcpq fp(r)f(f,u(r))VT Vs
1 z

; p(0)

Em—Z N

T
+ chq J.p(r)f(r,u(r))Vr Vs |Ar
p(0) \r p(0)

m-2 fm—z

T
> B, Z a; f @, J. p(@) f(r,u(x))Vr | Vs
1 z

i p(0)

$m—2 $m—2

T
+ f@q f p(r)f(r,u(r))VT Vs |Ar

p(0)  \$m-2 p(0)

m-2 fm—z

T
X
>F BOZal—chq f p(t)Vt | Vs
1 & p(0)
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fm—z T fm—z
+ f f@q f p(t) VT |Vs |Ar
p(0) \ém-2 p(0)

=Xx

dir. Teorem 3.2.3in tiim kosullar1 saglandigindan L operatorii en iki pozitif
¢6ziime sahiptir. Buradan (3.1) -(3.2) p-Laplacian MSDP'nin

ui (&) <yveu;(Epns) > x,uy(&y) >yveu,(§) <z
kosullarini saglayan en az iki pozitif u, (t) ve u,(t) ¢oziimii vardir.

Simdi asagidaki Avery-Peterson Sabit Nokta Teoremini kullanarak (3.1)-
(3.2) p-Laplacian MSDP'nin en az {i¢ pozitif ¢6ziimiiniin varhigm ispatlayacagiz.

Teorem 3.2.5. (Liang et al 2009) P, X Banach uzayinda bir koni olsun.
P(y,c) ={ueP:y(u) <cl.

a, B ve y P konisi lizerinde artan, negatif olmayan ve siirekli ti¢ fonksiyonel
olsun. Bazi ¢ > 0 ve A > 0 sayilar1 ve u € P(y, ¢) igin

Yy < ) < a(), llull < Ay(w)

esitsizligi saglansin. Kabul edelim ki L: P(y,c¢) — P tamamen siirekli operator ve
0 < a < b < c sayilar1 var olsun dyle ki

i) Vu € dP(y,c) icin y(Lu) < c,
i) Vu € aP(B, b) icin B(Lw) > b,
iii) Vu € 0P(a, a) i¢in P(a,a) # @ ve a(Lu) < a’dir.

O halde L operatori uq,u,, us € P(y,c) olacak sekilde en az ii¢ pozitif
sabit noktaya sahiptir 6yle Ki,

0<alu) <a<a(uy), Bluy) <b < B(usz), ylus) < c'dir.
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Teorem 3.2.6. Kabul edelim ki (H1)-(H3) kosullar1 saglansin ve a < b <c¢
olacak sekilde pozitif sayilar var olsun. Boylece f fonksiyonu bazi pozitif D,E,K
sabitleri i¢in asagidaki kosullar1 saglasin:

i) Vu € [O,%c] icin, f(s,u) <@, (g)

ii) vu € [0,%4 igin, £(s,u) > @, (2),

T-p(0) . . a
iii) Vu € [O,Wa] icin, f(s,u) < @, (E)
O halde(3.1)-(3.2) p-Laplacian MSDP'nin

0<a(w) <a<auy), fu) <b <Puz), y(us) <c

olacak sekilde en az ii¢ uq, u,, uz pozitif ¢oziimii vardir.

Buradaki D ve E sabitlerini daha once Teorem 3.2.4'de tanimlamistik. K

sabit sayisini ise

m-2 T T ém—2 T T
K =B, z a; f D, fp(r) Vt |Vs + f J. @, J.p(r) Vt |Vs |Ar
& p(0) p(0) \p(0) p(0)

seklinde alacagiz.

Ispat L operatoriinii ve P konisini Teorem 3.2.4'deki gibi tanimlayalim. u €
dP(y, c) olsun. O halde t € [0,T] i¢in Lu(t) = 0 olur. L: P(y, ¢) = P oldugunu
biliyoruz. P konisi {izerinde y, [ ve «a artan, negatif olmayan, siirekli
fonksiyonellerini

y(u) = te[l;l(gﬁl]u(t) =u(¢&),

B(u) = . min

1’>m-2

]u(t) =u(¢),

a(u) = te[pr(rg)«'s}?m_z]u(t) =u(& ),

seklinde tanimlayalim. Yu € P i¢in
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y() =) < a(w),
esitsizligi tanimdan rahatca goriilebilir ve Lemma 3.1.2'den

yw) =u(&) = 51 p(()) ™

esitsizligi elde edilir.
Simdi Teorem 3.2.5'in tiim kosullarinin saglandigin1 gdsterecegiz. Bunun
icin oncelikle u € dP(y,c) segelim. O halde y(u) = MaX e[, (0),z] u(t) =

u(§1) = c'dir. Lemma 3.1.2 yardimiyla

T —p(0) T — p(O)
lul < == @)W =z —@°

esitsizligini elde ederiz. Buradan

— p(O)
0<u(t S
A ON
olur. O halde Teorem 3.2.6'nmn (i) sikkindan s € [p(0),T] igin f(s,u) < P, (g)

olur. Buradan

N

T
al-chq J.p(r)f(r,u(r))VT Vs
¢

1 i p(0)

m-2
y(Lu) = Lu(fl) =B

3 T S

+ f @, fp(r)f(r,u(r))VT Vs |Ar

p(0) \r p(0)

m-—2

<Blzai
1

&1 T T

+ f@q fp(r)f(r,u(r))VT Vs |Ar

p(0) \p(0) p(0)

T T
f@q fp(r)f(r,u(r))VT Vs

& p(0)



m-—2

T
c
E Blza‘f(p fp(T)VT Vs
1 Si

; p(0)

31 T

f f@ fp(T)VT Vs |Ar

p(0) \p(0) p(0)

dir. Boylece Teorem 3.2.5'in (i) kosulu saglanmis olur.

Ikinci olarak u € dP(B, b) secelim. O halde f(u) = mingefe - | u(t) =
u(¢&,) = bdir. u € P oldugundan, tim t € [£,T] igin Lemma 3.1.2'den
—p(0)

b<u (t)sg1 (o)b

esitsizligi elde edilir. Teorem 3.2.6'nin (ii) kosulundan s € [fl,T] i¢in f(s,u) >
o, (g) olur. Buradan,

N

T
lfcbq fp(r)f(r,u(r))VT Vs
&

i p(0)

=
N\
bq
<
<
Il
h
<
—~
e
—
Il
(oo
M
Q

+ j} (f @, fp(r)f(r,u(r))Vr Vs | Ar

p(0) p(0)
m-2 T fl
> B, Z a; f @, fp(r)f(r,u(r))VT Vs
1 & p(0)
3 T &1
+ @, f p(r)f(r,u(r)) VT |Vs |Ar
p(0) \&1 p(0)
m-2 T gl

b
>5 BOZal—chq fp(T)VT Vs
1 g

i p(0)
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3 T §1
q

+ f D, fp(T)VT Vs Ar}

p(0) \é1 p(0)

olur. Boylece Teorem 3.2.5'in (ii) kosulu saglanmis olur.

Son olarak Teorem 3.2.5'in (iii) kosulunu saglatalim. t € [p(0),T] igin
u(t) = % P(a, a)'nin bir elemanidir ve a(u) = g < a. Boylece P(a,a) + .

Simdi u € dP(a, a) olsun. O halde a(u) =a. Vt € [p(O), §m_2] icin Lemma

3.1.2'den
T —p(0) T —p(0)
”u” = gm—Z - ,0(0) a(u) B gm—Z - P(O) “

elde edilir. Buradan

olur . O halde

T
a(lu) = Lu(§m_2) =B Z a; f @, fp(r)f(r,u(r))VT Vs
1 ¢

i p(0)

+ f fcpq J.p(r)f(r,u(r))Vr Vs | Ar

p(0)

m-2 T T

<B; Z a; f @, J. p(1) f(r,u(r))VT Vs
T

i p(0)

+ f f@q fp(r)f(r,u(r))VT Vs |Ar
(0

m-2 T T
a
:E{Blz aifgbq fp(T)VT Vs
1 g

i p(0)
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Em-2 T T

+ f f@q fp(T)VT Vs |Ar
p(0) \p(0) p(0)

=a

dir. Boylece Teorem 3.2.5'in son kosulu da saglanmis olur. Dolayisiyla L
operatorii uy, u,, us € P(y,c) olacak sekilde en az li¢ pozitif sabit noktaya
sahiptir. Buradan (3.1)-(3.2) p-Laplacian MSDP'nin

0<a(u) <a<aluy), Bluy) <b < B(us), y(us) <c.
kosullarin1 saglayan en az li¢c uq, u,, us pozitif ¢éziimii vardir.
Ornek 3.1. T = [0,1] U [2,3] olsun. Asagidaki p-Laplacian denklemini ele alalim,
(@,@W*)'®) +pOf(tu®) =0, t € (037 ,0rx (32.1)

ve asagidaki sinir kosullarini saglasin.

2

wb7(0) = 0,u4(3) = 0,u(0) = Z autE)  (322)

1

Buradapzz,al:azzélmzél-,p(t)z1,BozBlzlve

u? N 6
fuw =fw=510¢" 10 ’
100,6 + 2(u — 103) , u > 103

0<u<103

x=1,y=10,z=10% & = 2 & = g'dir. O halde Teorem 2.1.10 ve Teorem

2|
2.1.11 kullamilarak D =22, E = 12, F = 10 bulunur. Buradan x < -y <=z

ve

fa) > @, (%) = 5334 u € [10%6.10],

fa) < @, (%) =084 uelo0,60],

f(w) >, (%) =01 ue [0, g]
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olur. Teorem 3.2.4."i kullanarak (3.2.1)-(3.2.2) smir deger probleminin
u, G) <10ve u, (g) > 1, u, (g) > 10 ve u, (g) < 10*

olacak sekilde pozitif en az iki u,Vve u, ¢éziime sahip oldugunu gorebiliriz.



o1

4. UCUNCU MERTEBE OZDEGER PROBLEMI

Bu bolimde

(qap (uAV(t))>V +2f (Lu®ub®)=0te @) (41)
yu(0) — Bub(0) = 0,u(T) = Z a; u(&), ub7(0) = 0 (4.2)

1

m-nokta p-Laplacian 6zdeger problemini ele alacagiz. Burada A1 >0 bir

parametre, 0< ¢ <&, <+ <é&,_, <o(T) zaman skalasinin noktalari,

y = 0, 8 = 0 sabitlerdir. a; sabitleri, f fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglasin:
Al) a; € [0,0),i =123 ..m—2Ve f € Cu([0,T] X R X R),
A2)d=y(T -X7 % &) + (A1 — X% a;) > 0.

4.1. Temel Bilgiler

Bu bolimde

74
(€ («7®)) +ar® =0 e ©D (4.1.1)
m-—2
yu(0) - fut(0) = 0,u(T) = ¥ a;u(§),u(0) =0 (4.12)

1

lineer 6zdeger problemini inceleyecegiz.

Lemma 4.1.1. Eger d # 0 ise, o halde h € C;;([0,T],R) i¢in (4.1.1)-(4.1.2)

problemi tek ¢oziime sahiptir ve

u(t)=—f(t—s)cbq Afh(r)VT Vs

yt

+

;ﬁf(T—s)qu Afh(T)VT Vs
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m-—2

$i s
_Yt;‘ﬂz aif(fi_s)q)q Afh(‘[)VT Vs

1

seklindedir.

Ispat (4.1.1) denkleminden
%
(@ (w®)) =-2

oldugunu biliyoruz. Her iki taraftan V-integral alalim.

f (Cbp (uAV(T)))VVT = —Af h(t)Vt
0

0

olur. Buradan
S
@, (7 (5)) =, (w7 (0)) = =2 f h(D) Ve
0
olur. Sinir deger kosullarindan ve @, fonksiyonunun 6zelliginden

utv(s) = -, AJ. h(7)Vt
0

elde edilir. Her iki taraftan tekrar V-integral alalim.

t

quV(s)Vs = —fcbq Afh(r) Vt |Vs

0

N

ve

t N

ul(t) =uA(0)—f<Dq Afh(r) Vz |Vs

0

olur. Son olarak her iki taraftan A-integral alalim,
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t t t r N
qu(r)Ar = uA(O)f 1Ar—f fq)q Afh(r) Vt |Vs |Ar
0 0 0 \0 0
elde edilir. integrali ¢ozdiigiimiizde
t T S
u(®) = u(0) + ub(0)t — f fcpq Af h(2) Ve | Vs |ar
0 \0 0
olur. Integrallerin smirlarmi degistirdigimizde
t s
w(®) = u(0) + ub(0)t — j(t _9a, AJ h(z) Ve | Vs
0 0
elde edilir. Simdi notasyon kolaylhig1 i¢in u(0) = A ve u#(0) = B olsun. O halde
u(t)=A+Bt—f(t—s)¢>q Afh(r)VT vs

olur. Smir degerleri ve Cramer kurali yardimiyla;

14 - m-2
—Zzai T — Zalfl —y< Za‘(’zl>+’8< Zal>

B [fOT(T — ), (A S (D) VT)Vs — I 2 a; 2§, — $)g (A [ h(2) vT)vs]
- d

Ly [ fOT(T — $)@q(A J, h(¥) VT)Vs — X7 2 g fofi(fi — $)®y(2 f, h(®) vT)vs]
- d

bulunur. Simdi elde ettiklerimizi yerine yazip diizenleyelim,

u(t) = —f(t — 5)P, Afh(r) V1 |Vs
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yt+p

Ty

f(T —5)P, lfh(r) Vt | Vs

m-—2

¢i s
_yt;rﬁ S o[ G -9, Afh(r) vr |vs
0 0

1

olur.
4.2. Pozitif Coziimiin Varhgi

Lemma 4.2.1. (Guo and Lakshmikantham, 1988) Y bir Banach uzay1 ve Q Y’nin
alt uzayi, 0 € Y olsun. F: Q — Y tamamen siirekli operatdr olsun. O halde;

yadx € Q, 1> 106yleki Fx = Ax

yada F operatdrii bir sabit noktaya sahiptir ve x* € Q'dur.

Lemma 4.2.1 yardimiyla (4.1)-(4.2) 6zdeger probleminin ¢dziimiiniin
varligin1 gostermeden once ||ull; = |lull + ||uA|| ile normlanmis Y = C*;4[0,T]
uzaymi ele alalim. Burada |[ul|| = max;eforjlu(t)|'dir. Kolayca gosterebiliriz ki

(Y, lI.1l;) Banach uzaydir.

Simdi kolaylik i¢in asagidaki notasyonlar1 olusturalim.

o(s) = @, f (p(@® + q(@) V7 |,
0

N

Y(s) = @, fr(r) VT |,

T T
M =f<p(s)Vs+%f(T—s)<p(s)Vs

m—2 $i

T
T 2. f (6~ Dp(s)Vs,
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N = flp(s)Vs+w'f(T—s)lp(s) Vs

m—2 $i

+ S o [ (6 - misrvs
1 0

Teorem 4.2.1. (A1)-(A2) kosullarinin saglandigini kabul edelim.

f:[0,T]Xx RX R —> R sol-yogun siirekli fonksiyon olsun. t €[0,T] i¢in
f(t,00)#0 ve (tuv)€[0,T]XxRXR olmak {lizere, negatif olmayan
p,q,r € L1[0,T] fonksiyonlar1 vardir dyle ki;

If(t, u, V)| < pO|ulP~" + q@)]vIP~! + 7 (t)
esitsizligi saglanir ve 3t € [0, T] dyle ki p(t,) # 0 veya q(t,) # 0'dir. O halde
A* > 0 olacak sekilde bir sabit vardir dyle ki herhangi 0 < A < A* i¢in (4.1)-(4.2)

problemi en az bir asikar olmayan u* € C!,;([0,T] X R) ¢dziimiine sahiptir.

Ispat Lemma 4.1.1'e gore (4.1)-(4.2) problemi bir u(t) ¢dziimiine sahiptir ancak

ve ancak u, Fu'nun bir ¢oziimii ise

Fu(t):= —f(t —5)b, Aff(r,u(r),uA(T)) vVt |Vs
0 0

T N

+yt;_’8f(T—s)q)q Aff(r,u(r),uA(r)) V1 |Vs
0 0
m-—2

_rttp

_ & s
y Z aif(fi —5)P, Aff(r,u(r),uA(T)) Vz | Vs

elde edilir. Béylece Y'de F'nin sabit noktasini aramaya ihtiyag duyacagiz.
Arzela-Ascoli Teoremini uygulayarak F operatoriiniin tamamen stirekli
oldugunu gosterebiliriz. Bunun i¢in oncelikle F:Y — Y operatoriiniin siirekli

oldugunu yani
Ve > 035(e) oyle ki |lu — upll; < 6 = ||Fu — Fugyll; < €

oldugunu gosterelim. O halde
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llu = wolly = lu(®) — ug @Ol + [[u @) — uet(@®)| < &

) )
= llu(®) — uoMIl <5, [[ut(®) —uo @ < 5
olur.
Fu = u olacak sekilde tanimladigimizdan,
IFu = Fuolly = llu = uoll + [[u* —u?[| <6 = ¢
dur. Boylece F operat6riiniin siirekli oldugunu gostermis oluruz.

Simdi F operatoriiniin kompakt oldugunu yani F(Y)'ye ait elemanlarin
aym dereceden siirekli ve ayni dereceden sinirli oldugunu gésterelim. F(Y)'ye ait
elemanlar ayni dereceden siirekli ise

Ve > 0i¢in 35 > 0 6yle ki Vt,, t, € [0,T] ve Vu €Y igin

Ity — t2ll; < 6 = [[Fu(ty) — Fu(t)ll, < e

dur. O halde

|Fu(t,) — Fu(t,)| = —f(t1 —5)P, Aff(r,u(r),uA(r)) VT |Vs
0 0

1451

+

T S
d+5f(7_s)<pq Aff(f,u(T),uA(T))VT Us

m-—2

- $i s
rath Z a [ € =919, 2 [ £ (zu@,u@)ve |vs

N

+f(t2 —5)®, Aff(r,u(r),uA(r)) vVt |Vs

0
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- yt2d+ b f(T —5)P, </1ff (T,u(r),uA(T)) VT) Vs

0

m 2 Si 5
BN o [ -9, (A [ 1 (T'“@'““(T))VT) vs
1 0

0

olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

f (t; — )P, (Ajf (T, u(T),uA(T)) VT) Vs

0 0

—j (t, — )P, (Ajf (T,u(r),uA(T)) VT) Vs
0 0

+Y(t1d_ t2) f(T —5)P, </1 f f (T,u(r),uA(T)) VT) Vs
0 0

|Fu(t1) - Fu(t2)| =

m-2 $i
EZDN (@99, (a [ £ (p @) VT>VS
1 0

0

elde edilir. Ardindan
Ftwut) < p@ulPt + qOut]” +7(0)

esitsizligini yerine yazalim. Ayrica islem kolaylig icin
P, (/1 fos (p(r)lulp‘1 + q(r)|uA|p_1 + r(r)) Vr) ifadesini  kisaca  9(s)

notasyonu ile gdsterelim.

|Fu(ty) — Fu(ty)| <

f(t2 —5)9(s)Vs — f (t; — s)9(s)Vs
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m—2 $i

T
ty —t ty —t
+ %[(T — $)(s)Vs y“d—"’) > a f (& — $)9(s)Vs
0 1 0
elde edilir. Simdi varsayalim ki t, > t; olsun. O halde

|Fu(t,) — Fu(ty)| < f (t, — t1)9(s)Vs + f (t, — s)9(s)Vs
0 ty

+ y(t, —t3)

TI(T —5)9(s)Vs
0

m-—2 $i
—@Z aij(fz —5)9(s)Vs
1 0

<|| (t; —t)9(s)Vs + | (t, — s)I9(s)Vs
[ J

m-2 $i

y(t: — t3)
——— ) a; | (& —5)9(s)Vs

< |t1—t2|f|79(5)|vs+ fltz—snﬁ(s)m

m-2 $i

vit — ¢,
D R OlZ
1 0

ty

< Ity ~ t;] max [9() f 1Vs
0

[
+ max |t, — s| max [9(s)] f 1Vs
0<s<t, 0<T<S

ty
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M8 g (o) Z alflel ~slvs

<t —t,| [max 19(s)| T + max |T — s| max [9(s)]|
0<7<s 0<s<ty 0<z<s

m-2 $i
Y
+L max 9(o)1 Z @ f 1€ — s|Vs
0

olur. Buradan
|Fu(t,) — Fu(ty)|l < |ty — t,| [max |[9(s)| T + max |T — s| max |[9(s)]
0<7<s 0<s<ty 0<z<s

m-2 $i

Y
+E0rgg<xslt9(5)| Z azjlfz —s|Vs
0

olur. Simdi de [(Fu)2(t,) — (Fu)?(t,)| ifadesini inceleyelim.

ty

W) - R (e = |- [ 2| 2 f f (2. u@,ut@) e | vs

0

[

fqﬁ Aff 7, u(7), uA(r))Vr Vs

0

dir. Kabul edelim ki t, > t; olsun. O halde

|(Fu)8(t,) — (FwA(t,)| = f o, | A f f (ru@,ut(@)vr | Vs

olur. Ardindan
Ft,uud) < pOlulPt + q®ud|” + ()

esitsizligini yerine yazalim. Ayrica islem kolaylig1 i¢in
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S

@, Af (p@ul + @ +r@ ) Ve

0

ifadesini kisaca 9(s) notasyonu ile gosterelim.

t2

(FA(t) — (Fw)(5)] < f 9(s)Vs

= max [9(s)||t; — ¢
max [9(5)]1t; — t,|

olur. Buradan her iki tarafin maximumuna gegtigimizde

[(Fw)*(8) = (Fu)* (&) || < max [9(s)I1t; — ¢,

elde edilir. Boylece

IFu(ty) — Fu(t)lly = IFu(ty) — Fu(t)ll + || (FwA(t) — FwA (L) ||
<Itv= el nax DOIT + ma IT =51 a9

m-2 $i

Y
+L max o) Y @, f 1§ — 5195 + max [9(5)|
1 0

olur. Koseli parantez i¢indeki ifade sonlu bir sayr oldugundan bu degeri A ile
gosterelim. O halde 6 = % segersek F(Y) ait elemanlarin ayni dereceden stirekli
oldugunu gostermis oluruz.

Son olarak F(Y) ait elemanlarm aymi dereceden smirli oldugunu
gosterelim. O halde [|[Full; < c olacak sekilde bir sabitin varhigini arastiracagiz.
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[Full = trer[ngg]lFu(t)l =

- [-e, (a | f(r,u(r),uA(T))VT> vs

+yt:l_'gf(T—s)CD ( ff 7, u(7), u? (1) VT)VS
0 0

-2

yt+B

& s
a; f & — )P, (Ajf (T,u(r),uA(T)) VT) Vs
0 0

1

< 0f(T —5)®P, (Aof |f (T,u(T),uA(T))| VT) Vs

0

+)/T(;I- B 0j(T —5)P, (AJ |f (T,u(T),uA(T))| VT) Vs

m-—2
)/T+

& s
alf(fl s)P, (Af f(T u(1), uA(T))|VT> Vs
0 0

1

T S
< f(T —5)d, (Af (p(r)|u|P—1 + q(T)|uA|p_1 + r(T)) VT) Vs
0

0

0

T s
+ 228 [ =50, (a [ (p = + gl + r@)“) "

0

m-—2
)/T+

1 0

$i s
a; f i — )P, (AJ‘ (p(r)lulp‘l + CI(T)|uA|p_1 + r(r)) VT) Vs

0

T S s
< f(T — 5)P, (Afllullf_z(p(r) + q(r)) VT + f r(1T) VT> Vs

0

+VT;- B f(T —5)d, (Afllullf‘z(p(r) +q(@) Ve + fr(f) VT) Vs
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m-2 ¢i s s
+)’T;,3 z aiof(fi —5)P, (Aof||u||1102(p(r) +q()) VT + Jr(f) VT> Vs

1 0

d(x +y) < ®&(x) + ©(y) oldugundan

IFull < f (T = $)[@, W lull; 9 (s) + b, ()]s
0

+ 2B [ (0 = 9, Wl (s) + 2, Dp()]vs
0
ript
PN o [ G 9o Millips) + 0,y
1 0

yT

; i f(T — 5)p(s)Vs
0

= &, (D ully lf (T —s)p(s)Vs +
0

m-2

- $i
+E S [ 6= 90vs
0

1

T
+@, (1) Y

T
Al [ = wsvs
0

T
f(T —s)Y(s)Vs +
0

N

m-—

&
+)/T;B Z ai!(fi — s)YP(s)Vs

olur. Simdi ||(Fw)?||"y1 hesaplayalim.

—f@bq (Aff(r,u(r),uA(T)) VT) Vs

0 0

Al — Al —
ICFA] = max | (Fu)?| =
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+£f(T — 5)P, (Aff (T,u(r),uA(T)) VT) Vs

-2

3 s
- a j & - ), (A f f (zu@,ut@) w) Vs
1 0 0

T

Sf(Dq (Aof |f (T,u(T),uA(T))|VT> Vs

0

+§f(T — 5)P, (Af |f (T,u(f),uA(T))| VT) Vs
0 0

m-—2

& s
+ Z a; j & — )P, (AJ |f (T,u(T),uA(T))| VT) Vs
1 0 0

T

< f D, (Af (p(r)lullp—1 + q(r)|uA|p_1 + r(r)) VT) Vs
0

0

T s
+£J(T -5, (Ab]- (P(T)|u|p_1 + Q(T)|uA|p_1 + r(r)) VT) Vs
m-2

&i s
+ Z a; f & — ), (Af (p(t)|u|P—1 + q(r)|uA|p-1 + T'(T)) VT) Vs
1 0

0

T
< f [, (Dllull; o (s) + @, DP(s)]Vs

T
+2 [ = @ Wllullyo(5) + 3, (D)7

m-—2

$i
£ a0 [ @@= [BDIulo) + 2, Dp)]vs
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T

T m-—2 3
=2, Wliell | [ 965 +2 [ =075+ Y a0 [ € - 0 )vs
0 1 0

0
T T m—2  $i
+0, ) | [@Ts+ 2 [ - pevs+ Y a [ @ -wevs
0 0 1 0

olur. Buradan

IFully = IFull + [|(Fw)?|| < @, llullyM + &4(DN
elde edilir. Boylece F operatorii ayni dereceden sinirli olmus olur.

t € [0,T] icin |£(£,0,0)| < 7(&), [] Y(s)Vs = [, & (f; r(2) V2)Vs > 0
ve plto) #0 veya q(to) #0 oldugundan [ ¢(s)Vs =[] &, (f; (p() +
q(7)) Vr)Vs > 0 oldugu kolayca gbriiliir.

Simdi operatoriimiiziin sabit noktasinin varligimi Lemma 4.2.1 yardimiyla
arastiralim. Bunun i¢in m =% ve Q = {u € C4[0,T]: |lull; < m} olsun. Kabul

edelimki u € dQ, u > 1 olsun 6yle ki Fu = pu. O halde

um = pllully = IFull, = lIFull + ||(Fw?|| olur. Az énce yukarida
IFull; = IFull + [|(Fw?|| < &,(Dlull,M + &, (DN

oldugunu gosterdik. Buradan

IFull; < @,(Dllull,M + ¢,(A)N

p—1
olur. Burada A* = (ﬁ) segersek, 0 < A < A* oldugu zaman

1 N
pem = ulully = 1Fully < - Milully + 5

esitsizligi elde edilir. Buradan
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1N
=0T omm ™

olur. Bu ise kabuliimiizle celisir. O halde Lemma 4.2.2'ye gore F operatoril bir
sabit noktaya sahiptir. O halde (4.1)-(4.2) problemi asikar olmayan bir u* €

C1,410,T] ¢dziimiine sahiptir.
Sonug¢ 4.2.1. (A1)-(A2) kosullarmin saglandigini varsayalim. f:[0,T] X R X
R - (—,0] veya f:[0,T] X RxX R — [0,0) sol-yogun siirekli fonksiyon ve
t € [0,T] icin f(¢,0,0) Z 0 olsun. negatif olmayan p,q € L*[0,T] fonksiyonlar1
(t,ui,vi) € [O,T] XRXRi=1,2 1@11’1

If (t,uq, v1) — f(tup, )| < p(®)|uy —up [P~ + q(O)|vg — v,|P7!
esitsizligi saglasmn. Ayrica 3ty € [0,T] i¢in p(t,) # 0 veya q(t,) # 0 olsun. O
halde A* > 0 olacak sekilde bir sabit 1* degeri vardir dyle ki herhangi 0 < A < A*
igin (4.1)-(4.2) problemi asikar olmayan bir u* € C},;[0, T] ¢dziimiine sahiptir.
Ispat Eger u, = v, = 0 ise 0 halde;
||f(tl ull vl)l - |f(tl 0,0)' S |f(t1 ull vl) - f(t; Olo)ll

< p®uy P71 + q () vy [P~

olur. Buradan

If (t,ug, v)| < p@O|ug P~ + g v, P71 + |f (¢, 0,0)]

olur. Teorem 4.2.1'den (4.1)-(4.2) problemi asikar olmayan bir u* € C},[0,T]
¢cOziimiine sahip oldugunu biliyoruz. Fakat bu kosulda c¢6ziimiin tekligine
konsantre olmay1 tercih edecegiz. Bunun i¢in iki farkl u;, u, ¢6zilimiiniin var
oldugunu kabul edelim. O halde

||Fu1 - Fu2||1 = ||u1 - uZ”l

olur. Simdi bu esitligin saglanmadigini gosterelim.
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|Fu1—Fu2| =

- f (t - ), (a f f (z0(0ut @) w) Vs

+Of(t — 5)P, (loff (T, uz(T);uzA(T)) VT) Vs

Vt+ﬁT
+ 7 0f(T—s)

@, (Ajf (T, ul(r),ulA(T)) VT)
0

Vs

—®, (Aff (T, uz(r),uzA(T)) VT)
0

m-—2

¢i
—yt;ﬁz aij(fi—S)
1 0

—®, (Aff (T, uz(r),uzA(T)) VT)
0

P, (Ajf (T,u(r),uA(T)) VT)
0

Vs

P, (Aff (T, ul(T),ulA(T)) VT)
0

— @, (A f f (r, uz(r),uzA(r)) vVt
0

T
SJ-(T—S)

Vs

T N
+yt;— 'Bf(T —s) |®, (Aff(r,ul(T),ulA(T)) VT)

-, (Aff (r, uz(r),uzA(T)) VT)‘ Vs

m-—2

&i
+Yt;_ﬁz aif(fi—s)
0

@, (Aff (T,u(T),uA(T)) VT)
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Vs

—@, (Aff (T, uz(r),uzA(T)) VT)

elde edilir. Bir sonraki adimda @,(x) —®,(y) < @,(x —y) esitsizligini

kullanacagiz, boylece

<

+

<

+

+

j (T - ), (a f If (2@t @) - £ (5w:@,02@)| w) vs
0 0

Yt;‘ B f(T —5)d, (Af |f (T, u1(T),u1A(T)) —f (T, U, (T),UZA(T))| VT) Vs
0 0

m-—2

1

- Si s
BN [0 @ (aj If (r i @,w @)
0 0

— £ (220, 1,2 (@)

VT> Vs
S

T
.f(T — )%, (A.I- (P(t)lul(r) —u,(D)|P?
0

0

+ @Ot — @) Vr) Vs

S

T
yt;‘ B .l-(T — S)(Pq (/1-]- (p(t)|u1(r) — u,(D)|P1

0

+ 4wt @ - ut @) VT) Vs

m—2

yt;rﬁz

1

§i
“if(fi —s)

@, (A f (P13 (D) =, DIP + q(O) |y (2) - uf(r)l”‘l)vf> Vs
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< f (T — )b, WDllus — [l 9(s)Vs

L [0 = 90,0k~ wlhoGvs
0

d
+ m—2 $i
t
+y d d Z @ 'of (I S)(pq(l)”u1 — Uyl (s)Vs

= Oy (Dlluy — uzlly {f(T — $)(s)Vs
0

T m-2 &
+2 d f (7 - Vs + A > a j & - s)cp(s)Vs}
0 1 0

olur. Buradan

T
IFuy — Fu,|l < &q(Dlluy — uyll; {f(T —s)@(s)Vs
0

T m-2 Ei
YT +pB YT+
+ (T —s)@(s)Vs + a; | (& —s)o(s)Vs

elde edilir. Simdi de ||(Fu,)* — (Fu,)?|| ifadesini inceleyelim.

”(Fu1)A - (Fuz)A” = maxte[o,T]|(Fu1)A(t) - (Fuz)A(t)l'dir

t = T yazalim ve liggen esitsizligini uygulayalim,

T
S-]‘
0

P, (Aff (r, ul(r),ulA(r)) Vr> -, (Af f (T, uZ(T),uZA(T)) VT)

Vs
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@, (A f f (T, u, (1), ulA(T)) w)

- @, (Aff (T, uz(r),uzA(T)) VT)

0

+£f(T—s)

Vs

m-—2

¢
+§Z aib[(fi—s)
@, (Aff (T,u(r),uA(T)) VT) —®, (Ajf (T, uz(r),uzA(T)) VT)
0 0

< fcbq (/1.0[ |f 7,uq. (1), Uy (T) f(T, uZ(T),uZA(T))|VT> Vs

Vs

+gf(T —5)P, (AJ |f (T, ul(r),ulA(T)) —f (T, uZ(T),uZA(T))| VT) Vs
0 0

m—2

gi
z a; f (6 —s)
1 0
(Af |f (T uy (1), uy (‘L’) —f (‘L’, uz(r),uZA(r))| Vr) Vs
0

_|_

QU=

S

T S
<[ o, (A [ (Ol @ - @ + 4Ot @ - w2t @) w) Vs
0

0

N

T
+gf(T —5)P, (Af (p(t)|u1(‘r) —u, (D) P71

0

+ 4Ot @ - ut @) VT) Vs
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2 1] (POha @ — 0 @P* + gl @ = w2 @) vr | vs

T

< j B (Dllus — uallyp(s)Vs

0
4 j (T = )8, Dlluy — wallh(s)Vs
p q 1 2ll1
0

m-—2

Si
Y @ [ €= 92, Wy - w,ll, (Vs
0

1

+
QU=

= 2, Wl — w11 [ Vs
0

m-—2 $i

+§ f(T — s)P(s)Vs + Z aif(fi = )P (s)Vs
0 0

oldugundan

||Fu1 - Fu2||1 < (pq(/l)”ul - uZ”lM

1\P1 ..
olur. Eger A* = (ﬁ) secersek 0 < A < A” i¢in

1
|Fu; — Fu,ll, < 5”711 — Uy|ly
olur. Bu ise geliskidir. O halde (4.1)-(4.2) probleminin asikar olmayan u* €
C},10,T] ¢oziimii tektir.

Teorem 4.2.2. Kabul edelim ki (41)-(A2) kosullar1 saglansin ve f:[0,T] X R X
R — R sol-yogun siirekli, t € [0,T] i¢in f(¢,0,0) % 0 ve

If (&, u, )|
< = 1
O0sl= lm swmesriprippr<® (413
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olsun. O halde A* > 0 sabiti vardir 6yle ki herhangi 0 < 1 < A* i¢in (4.1)-(4.2)
problemi u* € C},([0,T],R) olacak sekilde en az bir asikar olmayan ¢dziime
sahiptir.

Ispat € > 0 olsun 6yle ki L + 1 — & > 0. (4.1.3)'den 3H > 0 6yle ki
Iftu )l < @L+1-e)(ulP™+ |vIP™)

burada |u| + |v| = H, 0 < t < T'dir.

|f (t,u,v)|

K= max
te[o,T],|ul+|v|sH

olsun. O halde V(t,u,v) € [0,T] X R x R igin
lfEuv) <L +1—)(ulP + P +K

esitsizligi yazilabilir. Teorem 4.2.1'den biliyoruz ki (4.1)-(4.2) denkleminin en az

bir asikar olmayan ¢6ziimii vardir.

Sonu¢ 4.2.2. (A1)-(A2) kosullar1 saglansin ve f:[0,T] X R X R = R sol-yogun
siirekli, t € [0,T] i¢in f(¢t,0,0) Z 0 ve

_ If (¢, u,v)l
0<L= Ilm supmax ————< o0
lul+|v|-00 telor] |u|P~1

. If (¢, u,v)|
0<L= Ilm sup max —————< 0
lul+|v|-00 tefor] |v|P~1

olsun. O halde A* > 0 sabiti vardir ve herhangi 0 < A < A* i¢in (4.1)-(4.2)

problemi en az bir asikar olmayan ¢6ziime sahiptir.
Ornek 4.2.1. Asagidaki {igiincii mertebe 6zdeger problemini diisiinelim

u®t sint
tZ+1

(D) + A( — t(cosu’)? + t(1 + t)) =0,t € (0,1) (4.1.4)

w©) =0, u(l)= %u (%) WO0)=0  (415)
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f:[0,1] X R X R - R fonksiyonunun tamamen siirekli oldugunu kontrol

etmek kolaydir. Buradap =3, m=3,a; = 1 & = z, a =1, = 0'dwr. O halde

2’

u?t sint
t2+1

—t(cosu)?+t(1+1t)| < 1|u|2+t|u'|2‘|'t2

yazabiliriz. Asagidaki hesaplamalar yapildiginda

s 1

T st 1 2
p(s) = @, I(T2+1+T)dr =[7+§lnsz+1l,

0

aT+ﬁ+a+dj@_g@®ﬁh
0

M= | @(s)ds+
/

d
T+8+ax~ !
a a
TS o[ @-9em as
i=1 0
3
: 1141 +g : 1.1+1 1 .
=f(p(s) ds + ——= f(l—s)(p(s) ds + g Ef ——5 (p(s) ds
0 0 3 0

=0.4772+ 0.6792 + 0.1104
= 1.2668.

olur. Boylece

2

1
A= (W) = 0.1558
olur. O halde Teorem 4.2.1'den A € (0,0.1558] i¢in (4.1.4) -(4.1.5) probleminin
herhangi asikar olmayan bir u* € C;([0,1],R) ¢dziimiine sahip oldugunu
biliyoruz.
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SONUC

Bu tez ¢alismasinda zaman skalasinda p-Laplacian tigiincii
mertebeden sinir deger problemi ve 6zdeger probleminin ¢éziimiiniin varligini ve
tekligini verecek sonuglar ispatlanmistir. Ardindan bu problemlerin pozitif

¢ozlimlerinin varlig1 ispatlanmis ve birer 6rnek verilmistir.
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