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ÖZET 

ZAMAN SKALASINDA ÜÇÜNCÜ MERTEBE  

LĠNEER OLMAYAN P-LAPLACIAN    

SINIR DEĞER PROBLEMLERĠ 

YOLCU, Nermin 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü 

Tez DanıĢmanı: Yrd. Doç. Dr. Serap GülĢan TOPAL 

Haziran 2011, 64 sayfa 

Bu tez, giriĢ bölümü hariç, esas olarak üç bölümden oluĢmaktadır. 

Ġkinci bölümde zaman skalası ile ilgili temel kavramlar ve bazı teoremler 

verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde zaman skalası üzerinde tanımlı üçüncü mertebe lineer 

olmayan p-Laplacian sınır değer problemi ele alınmıĢtır. Ġlk olarak problemin 

çözümünün yapısı incelenmiĢ ardından sabit nokta teoremleri yardımıyla pozitif 

çözümlerin varlığı ispatlanmıĢtır ve bir örnekle pekiĢtirilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde ise zaman skalasında üçüncü mertebe öz değer 

probleminin çözümünün varlığı ve tekliği incelenmiĢtir. Son olarak reel sayılar 

üzerinde tanımlı bir örnek verilmiĢtir. 

 

Anahtar sözcükler: Zaman skalası, aĢikar olmayan çözüm, sabit nokta 

teoremleri. 
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ABSTRACT 

NONLĠNEAR THĠRD ORDER P-LAPLACIAN 

BOUNDARY VALUE PROBLEMS  

ON TĠME SCALES 

YOLCU, Nermin 

MSc. in Mathematics. 

Supervisor: Yrd. Doç. Dr. Serap GülĢan TOPAL 

June 2011, 64 pages 

Except the introduction, this thesis contain in three main sections. 

In the second section some basic rules and theorems of calculus have been 

given on time scales. 

In the third section nonlinear third-order p-Laplacian boundary value 

problems have been examined on time scales. First of all the solution of the 

problem structure examined  and then with the help of fixed point theorems 

proved the existence of positive solutions and reinforced with an example. 

 In the fourth section when the scale of existence and uniqueness of the 

third-order solution to the problem of self-worth were examined. Finally, an 

example is defined on real numbers. 

Keywords: Time scales, nontrival solution, fixed-point theorems. 
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SĠMGELER DĠZĠNĠ 

Simgeler Açıklama  

  Reel sayılar. 

  Tamsayılar. 

  Doğal Sayılar. 

  Zaman skalası. 

    -türevlenebilirlik bölgesi. 

    -türevlenebilirlik bölgesi. 

     Ġleri sıçrama operatörü. 

   Geri sıçrama operatörü. 

      fonksiyonunun  -türevi. 

      fonksiyonunun  -türevi. 

                  aralığındaki sol yoğun sürekli fonksiyonlar kümesi. 

                  aralığındaki sağ yoğun sürekli fonksiyonlar kümesi. 

                 aralığındaki integrallenebilir fonksiyonlar kümesi. 
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1. GĠRĠġ 

 

Zaman skalasının ilk olarak Hilger (1988) tarafından ortaya 

atılması ve Aulbach ve Hilger  tarafından bilim dünyasına sunulmasının 

ardından ilk çalıĢmalar diferansiyel denklemlerin, fark denklemlerinin ve 

kuantum denklemlerinin zaman skalasına taĢınması olmuĢtur. Bu üç türde 

denklemin genelleĢtirilmesi dinamik denklem olarak adlandırılır. 

Diferansiyel denklem ve fark denkleminin dinamik denklem çatısı altında 

toplanması zaman skalasının birleştirme, ek olarak kuantum 

denklemlerinin de dinamik denklem olarak düĢünülmesi ise zaman 

skalasının genişletme özelliğini ortaya koyar. 

Ġki nokta, üç nokta ve m-nokta p-Laplacian sınır değer problemleri 

sürekli ve diskret halde bir çok matematikçi tarafından ele alınmıĢtır. 

Bunun yanı sıra son zamanlarda, herhangi bir zaman skalasında tanımlı 

olan ikinci mertebe ve üçüncü mertebe lineer olmayan sınır değer 

problemleri hızlı bir Ģekilde çalıĢılmaktadır. Fakat zaman skalasında p-

Laplacian sınır değer problemleri üzerine çok fazla çalıĢma 

bulunmamaktadır. Y. Guo, C. Yu, J. Wang (2009), sonsuz aralıkta ikinci 

mertebe m-nokta p-Laplacian sınır değer probleminin üç pozitif 

çözümünün varlığı üzerine koĢulları incelemiĢtir. S. Liang, J. Zhang, Z. 

Wang (2009), sonlu aralıkta ikinci mertebe m-nokta p-Laplacian 

denklemleri genelleyen sınır değer problemlerini herhangi bir zaman 

skalasında ele alarak üç pozitif çözümün varlığını göstermiĢtir. Z. He 

(2005), zaman skalasında üçüncü mertebe üç nokta p-Laplacian problemin 

en az iki pozitif çözümünün olduğunu göstermiĢler. Bu ve benzeri 

incelenen makaleler ıĢığı altında yaptığımız bu tez çalıĢmasında, üçüncü 

mertebe m-nokta p-Laplacian sınır değer problemi ele alınmıĢtır. 

Dört bölümden oluĢan tezin ikinci bölümünde zaman skalasında 

analiz, tezin diğer bölümlerine yardımcı olacak Ģekilde tanıtılmıĢtır. 

Üçüncü bölümde, 

 

  
 
                                              

 
      

 

                                 

   

 

    
 
       

 



14 

 

 

üçüncü mertebe m-nokta p-Laplacian sınır değer problemi ele alınarak,  

sabit nokta teoremleri yardımıyla bu problemin bir, en az iki ve üç pozitif 

çözüme sahip olduğu gösterilmiĢ ve bir örnekle pekiĢtirilmiĢtir. 

Son olarak dördüncü bölümde, 

 

            
 

                                          

 

                       

   

 

       
                

  

üçüncü mertebe özdeğer probleminin çözümünün varlığı ve tekliği 

gösterilmiĢ ve bir örnek verilmiĢtir. 
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2. ZAMAN SKALASI ĠLE ĠLGĠLĠ TEMEL BĠLGĠLER 

                                                                                              

           Bu bölümde Stefan Hilger (1988) tarafından geliĢtirilen Zaman Skalası 

Analizi tanıtılmıĢtır. Bir zaman skalası,  'nin boĢtan farklı ve kapalı keyfi bir alt 

kümesidir.   ile gösterilir. 

  , , ,             birer zaman skalası örnekleridir 

      ,       birer zaman skalası değildir. 

 Zaman skalası üzerinde,   ve   türev kavramları tanıtılarak bu türevlerle 

ilgili örnekler incelenmiĢtir.       fonksiyonunun   ve   integralleri ve 

bunların özelliklerini yine bu bölümde inceleyeceğiz (Bohner and Peterson, 2001). 

  

Tanım 2.1.   bir zaman skalası olsun. 

 

    ,        için       ileri sıçrama operatörü 

 

                      

 

olarak tanımlıdır. 

 

     ,        için       geri sıçrama operatörü 

 

                      

 

olarak tanımlıdır. Kapalılıktan dolayı      ve      noktaları   kümesine aittir. 

        ise                   olduğundan             . 

Benzer Ģekilde                   olduğundan              ile 

tanımlanır. 

 

Tanım 2.2.    bir zaman skalası olsun. 

 

i) Eğer         ise   noktasına “sağ yayılmıĢ”(right scattered) nokta denir. 

ii) Eğer        ise   noktasına “sağ yoğun” (right dense) nokta denir. 

iii) Eğer        ise   noktasına “sol yayılmıĢ” (left scattered) nokta denir. 

iv) Eğer         ise   noktasına “sol yoğun” (left dense)nokta denir. 

v) Hem sağ yayılmıĢ hem de sol yayılmıĢ noktalar “ayrık” (isolated) olarak 

adlandırılırlar. 

vi) Hem sağ yoğun hem de sol yoğun olan noktalar “yoğun” (dense) olarak 

adlandırılırlar. 
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Tanım 2.3. Eğer        ve      sol yayılmıĢ ise             ile 

tanımlanır, aksi durumda      olur. 

Eğer         ve      sağ yayılmıĢ ise             ile 

tanımlanır, aksi durumda      olur. 

Son olarak          ile tanımlanır. 

 

Örnek 2.1.                       ise, o zaman                       

ve       dir. 

 

Örnek 2.2.                      olsun. 

                      olup, bu aralıktaki noktalar yoğundur. 

                              dir. 

 

Örnek 2.3.   zaman skalasını 

 

   
 

 
          

 

olarak alalım. Bu durumda 

 

     için        sağ yoğun,        sol yoğun noktadır, 

     için        sağ yoğun,      
 

 
 sol yayılmıĢ noktadır, 

    
 

 
          için      

 

   
,      

 

   
 olur. 

 

Zaman skalasında süreklilik ve türevi tanımlayabilmek için önce komĢuluk 

kavramını aĢağıdaki gibi tanımlayalım.  

 

Tanım 2.4.     olsun. Her     için, 

 

                     

 

kümesine    nin   komĢuluğu denir.   nin sol ve sağ komĢulukları sırasıyla  

 

  
                   ,     

                    

 

ile tanımlanır. 

 Eğer her     için   
       ise, o halde   ye   için soldan limit 

noktası ve   
       ise, o halde   ye   için sağdan limit noktası denir. 
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 Eğer bir     için   
       ise   ye   için soldan ayrılmıĢ nokta ve 

  
       ise   ye   için sağdan ayrılmıĢ nokta denir. 

 

Tanım 2.5.      olsun. Verilen her     ve her          için, 

 

               

 

olacak Ģekilde bir        komĢuluğu bulunabiliyorsa,       fonksiyonu      

noktasında süreklidir denir. 

 

2.1. Türev ve Ġntegral 

 

 Zaman skalasında türev tanımını vermeden önce    ve    

diferansiyellenebilirlik kavramlarını açıklayalım. Eğer        ve      sol 

yayılmıĢ ise             ile tanımlanır, aksi halde      olur. Benzer 

Ģekilde eğer        ve      sağ yayılmıĢ ise             ile 

tanımlanır, aksi halde      olur. 

                                                       

Tanım 2.1.1.       fonksiyonu ve      noktası verilsin. Eğer sonlu bir 

    sayısı için     verildiğinde   noktasının  

 

                                              

 

olacak Ģekilde bir   komĢuluğu varsa,   fonksiyonuna   noktasında  -

türevlenebilir denir. Bu eĢitsizlikteki   reel sayısına da   fonksiyonunun   

noktasındaki   türevi denir ve         dir. 

 BaĢka bir ifadeyle, 

 

         
   

            

      
 

 

yazılabilir. 

 

Tanım 2.1.2.       fonksiyonu ve      noktası verilsin. Eğer sonlu bir 

    sayısı için     verildiğinde   noktasının  
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olacak Ģekilde bir   komĢuluğu varsa,   fonksiyonuna   noktasında  -

türevlenebilir denir. Bu eĢitsizlikteki   reel sayısına da   fonksiyonunun   

noktasındaki   türevi denir ve         dir. 

 BaĢka bir ifadeyle, 

 

         
   

            

      
 

 

yazılabilir.                                                                          

 

Örnek 2.1.1.    herhangi bir zaman skalası olsun.       bir fonksiyon olsun. 

      için   

 

         
   

            

      
 

 

dir. 

 

i)     olsun. 

 

         
   

            

      
    

   

         

   
       

 

 olur. 

 

ii)     olsun. 

 

         
   

            

      
    

   

           

       
                   

 

olur. 

 

iii)      olsun. 

 

         
   

            

      
    

   

           

       
 

 

 
           

 
                         

olur. 
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Örnek 2.1.2.   keyfi bir zaman skalası olmak üzere,                olarak 

seçelim.  

 

         
   

            

      
    

   

        

      
                

 

olur. Özel olarak,  

 

i)      ise,  

 

                        'dir. 

 

ii)      ise, 

  

                                     'dir. 

 

iii)      ise, 

 

                                        'dir. 

 

 

Önerme 2.1.2. (Agarwal and Bohner, 1999) Eğer        fonksiyonu      

noktasında türevlenebilir ise       değeri tektir. 

 

Önerme 2.1.3. (Agarwal and Bohner, 1999) Eğer        fonksiyonu      

noktasında türevlenebilir ise       değeri tektir. 

 

AĢağıda ispatsız ifade edeceğimiz teoremler (Agarwal and Bohner, 1999; 

Bohner and Peterson, 2001; Guseinov, 2000-2001) referanslarında bulunabilir. 

 

Teorem 2.1.1.        bir fonksiyon ve      olsun. 

  

i)   fonksiyonu   noktasında  -türevlenebilir ise, o noktada süreklidir. 

 

ii)   fonksiyonu    noktasında sürekli ve   sağ yayılmıĢ ise, o noktada  -

türevlenebilir ve 
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olur. 

 

iii)   sağ yoğun ise, o zaman   fonksiyonun   de  -türevlenebilir olması 

için gerek ve yeter koĢul  

 

   
   

         

   
 

 

değerinin sonlu olmasıdır. Bu durumda  

 

         
   

         

   
 

 

olur. 

 

iv) Eğer   fonksiyonu   noktasında  -türevlenebilir ise, o zaman  

 

                           

 

eĢitliği doğru olur. 

 

Teorem 2.1.2.        bir fonksiyon ve      olsun. 

 

i)   fonksiyonu    noktasında   -türevlenebilir ise, o noktada süreklidir. 

 

ii)   fonksiyonu    noktasında sürekli ve   sol yayılmıĢ ise, o noktada  -

türevlenebilir ve 

 

      
            

      
 

 

olur. 

 

 iii)   sol yoğun ise, o zaman   fonksiyonun   de  -türevlenebilir olması 

için gerek ve yeter koĢul 

 

   
   

         

   
 

 

değerinin sonlu olmasıdır. Bu durumda 
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olur. 

 

 iv) Eğer   fonksiyonun   noktasında  -türevlenebilir ise, o zaman 

 

                           

 

eĢitliği doğru olur. 

 

Örnek 2.1.3. AĢağıda verilen her      ,         fonksiyonu ve     

 
 

 
           için       değerini bulunuz. 

 

Çözüm    
 

 
          'dir. Örnek 2.3'den  

     
 

   
 olduğunu bulmuĢtuk. O halde 

 

         
   

            

      
 

 

       
   

        

      
 

 

                          
   

                

      
 

 

    
   

       

 

             

 

 
 

   
      

 

        
     

   
                

 

bulunur. 
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Teorem 2.1.3. (Agarwal and Bohner, 1999)         fonksiyonları      

noktasında  -türevlenebilir olsunlar. 

 

i)     toplam fonksiyonu da      noktasında  -türevlenebilirdir ve  

 

                       

 

 ii) Her   sabiti için    fonksiyonu da      noktasında  -

türevlenebilirdir ve 

 

                 

 

 iii)     fonksiyonu da      noktasında  -türevlenebilirdir ve  

 

                                                        

 

 iv)               ise, o halde  
 

 
  fonksiyonu da      noktasında  -

türevlenebilirdir ve 

 

  
 

 
 

 

    
                   

           
  

 

 

Teorem 2.1.4. (Agarwal and Bohner, 1999)         fonksiyonları      

noktasında  -türevlenebilir olsunlar. 

 

i)     toplam fonksiyonu da      noktasında  -türevlenebilirdir ve 

 

                       

 

ii) Her   sabiti için    fonksiyonu da      noktasında  -türevlenebilirdir 

ve 

 

                 

 

           iii)     fonksiyonu da      noktasında  -türevlenebilirdir ve  
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iv)               ise, o halde  
 

 
  fonksiyonu da      noktasında  -

türevlenebilirdir ve 

 

  
 

 
 

 

    
                   

           
  

  

Tanım 2.1.3.       fonksiyonu için; eğer   ,       üzerinde          

     ile  -türevlenebilir ise   nin ikinci mertebeden türevi vardır denir. 

 Benzer Ģekilde eğer    ,       
 üzerinde               

   ile  -

türevlenebilir ise   nin üçüncü mertebeden türevi vardır denir. 

 

Önerme 2.1.4.       fonksiyonu,         de monoton artan ise  

 

i)             için        , 

 

ii)             için         dır. 

 

Ġspat  

 

i) Durum 1: Eğer   sağ yayılmıĢ ise        olduğundan 

 

      
            

      
 

 

bulunur.   fonksiyonu monoton artan olduğundan               'dır. O 

halde    

 

      
            

      
   

 

elde edilir. Ancak son nokta için bir Ģey söyleyemeyiz. 

 

 

Durum 2: Eğer   sağ yoğun ise        olduğundan  -türevi 
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Ģeklinde yazabiliriz. Benzer Ģekilde   fonksiyonu monoton artan olduğundan 

            ve        olur. O halde        'dır. 

 

ii) Durum 1: Eğer   sol yayılmıĢ ise        olduğundan 

 

      
            

      
 

 

bulunur.   fonksiyonu monoton artan olduğundan               'dır. O 

halde 

 

      
            

      
   

 

elde edilir. 

 

Durum 2: Eğer   sol yoğun ise        olduğundan  -türevi 

 

         
   

         

   
 

 

Ģeklinde yazabiliriz. Benzer Ģekilde   fonksiyonu monoton artan olduğundan 

            ve        olur. O halde         'dır. 

 

Önerme 2.1.5.       fonksiyonu,         de monoton azalan ise  

 

i)             için        , 

 

ii)             için         dır. 

 

Ġspat Önerme 2.1.4'ün ispatına benzer Ģekilde yapılır.  

      

Zaman Skalası Analizinde çok önemli olan iki teoremin ifadesini verelim. 

 

Teorem 2.1.5. Rolle Teoremi  

    ,         de sürekli ve          da   ve  -türevlenebilir bir fonksiyon 

olsun. Eğer             ise, o zaman        
        olacak Ģekilde bir 

            noktası vardır. 
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Teorem 2.1.6. Ortalama Değer Teoremi 

Eğer       fonksiyonu         de sürekli ve            de  -türevlenebilir 

ise              öyle ki  

 

      
         

   
       

 

eĢitsizliği doğrudur. 

 

Teorem 2.1.7. GenelleĢtirilmiĢ Ortalama Değer Teoremi  

     ve      fonksiyonları          de sürekli ve         da   ve  -

türevlenebilir fonksiyonlar olsunlar. Ayrıca; her             için 

       
         Ģartı sağlansın. Bu durumda; 

 

      

      
 

         

         
 

      

      
 

 

ya da  

 

      

      
 

         

         
 

      

      
 

 

olacak Ģekilde             vardır. 

 

 

Tanım 2.1.4.       fonksiyonu verilsin. Eğer       fonksiyonu    

kümesi üzerinde  -türevlenebilir ise ve her      için            ise   

fonksiyonuna      fonksiyonunun   -anti türevi  ya da  -ilkeli denir. Benzer  

Ģekilde,       fonksiyonu kümesi    üzerinde  -türevlenebilir ise ve her 

     için            ise   fonksiyonuna      fonksiyonunun  -anti türevi ya 

da  -ilkeli denir. 

 

Tanım 2.1.5.        fonksiyonu verilsin. Eğer      fonksiyonunun  -anti 

türevi var ise, o zaman   ve   noktaları   zaman skalasının      Ģartını 

sağlayan noktaları olmak üzere;  
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ile       fonksiyonunun  'dan  'ye  -integrali tanımlanır. Benzer Ģekilde eğer  

     fonksiyonunun  -anti türevi var ise, o zaman   ve   noktaları   zaman 

skalasının      Ģartını sağlayan noktaları olmak üzere;      fonksiyonunun 

 'dan  'ye  -integrali 

 

     

 

 

             

 

ile tanımlanır. 

 

Teorem 2.1.8.       ve       fonksiyonları  -integrallenebilir 

fonksiyonlar ve         olsunlar. O halde aĢağıdaki ifadeler doğrudur. 

 

i)              
 

 
        

 

 
        

 

 
   

 

ii) Her   sabiti için       
 

 
         

 

 
   

 

iii)      
 

 
     

 

iv)      
 

 
         

 

 
   

 

v)      
 

 
        

 

 
        

 

 
   

 

vi)              
 

 
             

 
           

 

 
   

 

vii)           
 

 
             

 
              

 

 
   

 

viii)       
 

 
           

 

 
                            

 

ix)      
    

 
                 

 

Teorem 2.1.9.       ve       fonksiyonları  -integrallenebilir 

fonksiyonlar ve         olsunlar. O halde aĢağıdaki ifadeler doğrudur. 

 

i)              
 

 
        

 

 
        

 

 
   

 

ii) Her   sabiti için       
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iii)      
 

 
     

 

iv)      
 

 
         

 

 
   

 

v)      
 

 
        

 

 
        

 

 
   

 

vi)              
 

 
             

 
           

 

 
   

 

vii)           
 

 
             

 
              

 

 
   

 

viii)       
 

 
           

 

 
                            

 

ix)      
    

 
                 

 

Önerme 2.1.6.      için        ise     ve       için      
 

 
     

eĢitsizliği doğrudur. Benzer Ģekilde      
 

 
    'dır. 

 

Teorem 2.1.10.       ve     olsun. Eğer      fonksiyonu       üzerinde 

sürekli ise aĢağıdaki eĢitlikler doğrudur. 

 

i)      
 

 
        

    

 
                   

 

ii)      
 

 
                     

 

    
   

 

iii)      
 

 
        

    

 
                

 

iv)      
 

 
                        

 

    
    

 

Teorem 2.1.11.       ve     olacak Ģekilde iki nokta ve           

fonksiyonları   de  -integrallenebiliyor olsunlar. Her         için           

ise, o halde 
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eĢitsizliği doğrudur. Benzer Ģekilde           fonksiyonları   de  -

integrallenebiliyor olsunlar. Her         için           ise, o halde 

 

     

 

 

        

 

 

   

 

eĢitsizliği doğrudur. 

 

Teorem 2.1.12. Eğer      ve    fonksiyonları iki değiĢkenli fonksiyonlar olarak 

sürekli ise, o halde aĢağıdaki formüller doğrudur. 

 

i)         
 

 
   

 

                   
 

 
   

 

ii)         
 

 
   

 

                      
 

 
   

 

iii)         
 

 
   

 

                      
 

 
   

 

iv)         
 

 
   

 

                   
 

 
    

 

Sonuç 2.1.1.      fonksiyonu   üzerinde sürekli ise aĢağıdaki ifadeler doğrudur. 

 

i)       
 

 
   

 

      

 

ii)       
 

 
   

 

         

 

iii)       
 

 
   

 

          

 

iv)       
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3. ÜÇÜNCÜ MERTEBE SINIR DEĞER PROBLEMĠ 

 

Bu bölümde  

 

  
 
                                              

 
                    

 

                                 

   

 

    
 
              

          

üçüncü mertebeden m-nokta lineer olmayan p-Laplacian sınır değer problemi ele 

alınarak       , öncelikle bu problemin çözümünün Ģekli,  Krasnosel’skii Sabit 

Nokta Teoremi (1964) yardımıyla problemin tek çözüme sahip olduğu, Avery-

Henderson Sabit Nokta Teoremi (2001) yardımıyla problemin iki çözüme sahip 

olduğu, son olarak Avery-Peterson Sabit Nokta Teoremi (Liang et al 2009) 

yardımıyla problemin üç çözüme sahip olduğu incelenmiĢtir. 

 

3.1. Temel Bilgiler 

 

            Çözümün formunu bulmak için, 

 

  
 
                         

 
                                    

 

                        

 

                                                   

   

 

    
 
                              

 

lineer sınır değer problemini ele alacağız. Burada        operatörü,     için 

              eĢitliğini sağlar ve bu operatöre p-Laplacian operatör denir. 

      operatörü aĢağıdaki özellikleri sağlar: 

 

i)                   

 

ii)                     

 

iii)   
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Tanım 3.1.1.   bir zaman skalası ve       bir fonksiyon olsun. Eğer   

fonksiyonu sol yoğun noktalarda sürekli ve  'nin sağ yoğun noktalarda limiti var 

ise   fonksiyonuna sol-yoğun sürekli fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.2. (Liang et al 2009)   bir Banach uzay olsun.     kümesi 

aĢağıdaki koĢulları sağlıyorsa koni olarak adlandırılır. 

 

i)  ,   içinde kapalı ve konveks bir kümedir, 

 

ii)          ,    , 

 

iii)    ,         . 

 

Tanım 3.1.3.     bir küme olmak üzere       ,         için    

         ise   kümesine konveks küme denir. 

 

 Problemin çözümünün varlığını ve yapısını gösterirken aĢağıdaki 

koĢulların sağlandığını kabul edelim. 

 

               ,              ve                     sol-yoğun 

sürekli fonksiyon, 

  

                   sol-yoğun sürekli fonksiyon, 

 

           sürekli fonksiyon ve           öyle ki           için, 

            . 

 

Lemma 3.1.1.                olmak üzere      -      probleminin tek 

çözümü 

 

          

   

 

         

 

    

   

 

  

    

 

                    

 

    

   

 

 

      

 

    

 

 

ile verilir. 
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Ġspat:          denkleminden kolayca aĢağıdaki ifadeyi elde edebiliriz 

 

  
 
                  

 

Her iki taraftan      dan s'ye   integrale geçersek, 

 

   
 
            

 

    

         

 

    

 

 

olur.             olduğundan, 

 

                

 

    

    

 

olur. Tekrar her iki taraftan   den   ye   integral alalım ve         

olduğundan, 

               

 

    

   

 

 

   

olur. Bu nedenle buradan 

 

                        

 

    

   

 

 

      

 

    

 

 

      deki sınır değer koĢullarını yerine yazdığımızda 

 

          

   

 

         

 

    

   

 

  

    

 

                   

 

    

   

 

 

      

 

    

 

 

olur. Buradan p-Laplacian       'nin çözümünün tekliği kolayca kontrol 

edilebilir. 
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              olmak üzere               normu ile normlanmıĢ   

                        Banach uzayını ele alalım. Bu uzay da  

 

                                                            

 

konisini tanımlayalım.     için   operatörü, 

 

            

   

 

         

 

    

            

 

  

    

 

                                                     

 

    

   

 

 

                

 

    

 

 

olsun.  ’nin tanımından açıkca gösterebiliriz ki;          ve            için  

 

                             

 

    

     

 

 

 

 

dır.                               
 

    
    olduğundan    konkavdır. 

Ayrıca       ve                                  dir. 

ġimdi Arzela-Ascoli Teoremi yardımıyla   operatörünün tamamen sürekli 

olduğunu gösterelim. 

 

Tanım 3.1.4. Eğer bir dönüĢüm sürekli ve kompakt ise bu dönüĢüme 

tamamen sürekli denir. 

 

Tanım 3.1.5. Eğer bir kümenin elemanlarının her dizisinden yakınsak bir 

alt dizi elde edilebiliyorsa bu kümeye pre kompakt küme denir. Yakınsadığı 

değer, küme içinde ise bu kümeye kompakt küme denir.  

 

Teorem 3.1.1. (Deimling, 1985) Bir          kümesinin sürekli 

fonksiyon ailesinin pre-kompakt olması için gerekli ve yeterli koĢul   ye ait 

fonksiyonların aynı dereceden sürekli ve sınırlı olmasıdır. 

 

Tanım 3.1.6.  ,        içinde bir küme olsun. 
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     ,          için          olacak Ģekilde bir   sayısı 

varsa   kümesine ait fonksiyonlara aynı dereceden sınırlı 

fonksiyonlar denir. 

 

     verilsin,              ve      için           

eĢitsizliği sağlandığında                  olacak Ģekilde bir 

    sayısı bulunabiliyorsa   kümesine ait fonksiyonlara aynı 

dereceden sürekli fonksiyonlar denir. 

 

ġimdi   operatörünün hem sürekli olduğunu hem de kompakt olduğunu 

gösterelim. Öncelikle       operatörünün sürekli olduğunu gösterelim. Bunun 

için 

 

     için       öyle ki          iken             

 

eĢitsizliğini sağlayacak bir  'nın varlığını araĢtıracağız. 

 

                   

   

 

         

 

    

            

 

  

                                   

 

                     

 

    

   

 

 

                       

 

    

 

 

       

   

 

         

 

    

             

 

  

                 

 

                       

 

    

   

 

 

      

 

    

                

  

                                                  
      

 

    

 

    

                        

 

                                                                    

 

                                         . 
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                                                'dur. 

 

O halde   operatörü süreklidir. ġimdi ise   operatörünün kompakt olduğunu yani 

     ye ait elemanların aynı dereceden sürekli ve aynı dereceden sınırlı olduğunu 

gösterelim.      ye ait elemanlar aynı dereceden sürekli ise, 

  

     ,                   ve      için           iken 

                 ' dur. 

 

                      

   

 

         

 

    

            

 

  

                 

 

                                      

 

    

   

 

 

     

  

    

 

 

                         

   

 

         

 

    

            

 

  

    

 

                                      

 

    

   

 

 

     

  

    

  

 

Kabul edelim ki       olsun. O halde 
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            ifadesi sonlu bir sayı olduğundan, 

                 
 

    
              dersek, 

 

                

 

dur. Burada   
 

 
 seçersek      ye ait elemanlar aynı dereceden sürekli 

olduğunu göstermiĢ oluruz. 

      ye ait elemanlar aynı dereceden sınırlı ise          ve          

için           olacak Ģekilde bir   sayısının varlığını araĢtıracağız. 
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Yukarıdaki ifade sonlu bir sayı olduğundan           olacak Ģekilde 

pozitif bir   sayısı vardır. 

 

Lemma 3.1.2.     ve             için, 

 

     
      

      
    

olur. 

  

Ġspat u,       üzerinde konkav olduğundan        nın          üzerinde azalan 

olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla            için               ve böylece 

               üzerinde artandır yani                     olur. 

            
      

      
    olarak tanımlayalım.        olduğunu 

gösterirsek eĢitsizliği sağlamıĢ oluruz. 

             
 

      
   ,                 yani      konkavdır. 

Aralığın uçlarında      fonksiyonu  nonnegatif değerler aldığından       'dır.  

 

 

3.2. Pozitif Çözümün Varlığı 

 

Bu bölümde problemimizin çoklu pozitif çözümünün varlığını 

ispatlayacağız.      -      p-Laplacian       'nin en az bir pozitif çözümünün 

varlığını ispatlamak için Krasnosel’skii Sabit Nokta teoremine ihtiyaç duyacağız 

 

Teorem 3.2.1. (Krasnosel’skii, 1964)   bir Banach uzay ve     bir koni olsun. 

   ve    nin,   ’nin açık sınırlı alt kümeleri ve     ,   
        olduğunu kabul 

edelim. 

       
           tamamen sürekli operatör olmak üzere 

 

i)         için          ve         için          

 

ya da 

 

ii)         için          ve         için          

 

koĢullarından biri sağlanıyorsa   operatörünün      
        'de bir sabit noktası 

vardır. 
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Teorem 3.2.2. Kabul edelim ki     -     koĢulları sağlansın. Ek olarak  

 

i) eğer        ise              
 

  
 , 

 

ve 

 

ii) eğer        ise              
 

  
 , 

 

olacak Ģekilde         sayıları olsun. Burada 

 

           

   

 

           

 

    

         

 

 

        

 

    

       

 

    

 

  

 

 

        

 

 

         
      

      
   

 

    

       

 

    

                                     

 

dır. O halde             p-Laplacian       bir pozitif çözüme sahiptir. 

 

Ġspat   konisini        'deki gibi,       operatörünü ise        'deki gibi 

tanımlayalım.   'nin tamamen sürekli olduğunu ve  'nin   altında invaryant 

kaldığını kontrol etmek kolaydır. Eğer    ,       ise o halde 
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elde edilir. Eğer                                     olacak Ģekilde 

tanımlarsak,         için          olur. 

                                    olacak Ģekilde tanımlarsak 

    için      , 
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olduğundan Teorem 3.2.1'in tüm koĢulları sağlanmıĢ olur. O halde   operatörü bir 

sabit noktaya sahiptir. Buradan      -      p-Laplacian       'nin bir pozitif 

çözümü vardır.  

 

     -      p-Laplacian       'nin en az iki pozitif çözümünün varlığını 

ispatlamak için Avery-Henderson Sabit Nokta teoremine ihtiyaç duyacağız. 

 

Teorem 3.2.3. (Avery and Henderson, 2001)   bir reel Banach uzayı,     bir 

koni ve 

 

                       

 

olsun.   ve      üzerinde artan, negatif olmayan sürekli fonksiyoneller ve     

üzerinde        koĢulunu sağlayan, negatif olmayan sürekli bir fonksiyonel 

olsun öyle ki bazı pozitif   ve   sabitleri için 

 

                ve          , 

 

eĢitsizliği tüm               için sağlansın. Kabul edelim ki  

 

her       ve          için               

 

olacak Ģekilde       pozitif  sayılar var olsun. Eğer                 tamamen 

sürekli operatör aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa  

 

 i)            için,         

 

 ii)            için         

 

 iii)            için          ve           

 

O halde   operatörü    ve    olacak Ģekilde en az iki pozitif sabit noktaya 

sahiptir öyle ki, 

 

                ve                . 
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Teorem 3.2.4 Kabul edelim ki     -      koĢulları sağlansın ve   
 

 
  

   

  
  

olacak Ģekilde pozitif sayılar var olsun böylece   fonksiyonu bazı pozitif  , ,  

sabitleri için aĢağıdaki koĢulları sağlasın: 

 

i)          ve      
      

       
     için,            

 

 
 , 

 

ii)            ve      
      

       
   için,           

 

 
 , 

 

iii)               ve      
      

         
   için,           

 

 
 . 

 

O halde             p-Laplacian      'nin  

 

         ve           ,          ve          

 

olacak Ģekilde en az iki    ve    pozitif çözümü vardır. 

 

 ġimdi pozitif  ,  ,   sabitlerini tanımlayalım, 

 

       

   

 

         

  

    

   

 

  

              

  

    

   

 

  

       

  

    

 

 

       

   

 

         

 

    

   

 

  

              

 

    

   

 

    

       

  

    

 

 

         

   

 

         

    

    

   

 

  

  

            

    

    

   

 

    

          

    

    

 

 

Ġspat   konisini        'de,   operatörünü ise        'de tanımladığımız gibi 

alalım.      ve   operatörünün tamamen sürekli olduğunu biliyoruz.   konisi 

üzerinde negatif olmayan, artan, sürekli     ve   fonksiyonellerini 

 

                              , 
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                             , 

 

                                 , 

 

Ģeklinde tanımlayalım.      için 

 

                

 

eĢitsizliği fonksiyonellerin tanımından elde edilir. Ek olarak      için Lemma 

3.1.2'den 

 

           
       

      
    

 

eĢitsizliği elde edilir.     ve         için        ve             olur  

 ġimdi Teorem 3.2.3'ün koĢullarının sağlandığını göstereceğiz.  

Eğer            ise o halde                                'dir. 

Böylece          için       'dir ve Lemma 3.1.2'den  

 

           
      

       
  

 

eĢitsizliği elde edilir. O halde (i) koĢulundan          için           
 

 
  

olur.      olduğundan  
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elde edilir.          olduğundan Teorem 3.2.3'ün (i) koĢulu sağlanmıĢ olur. 

Ġkinci olarak Teorem 3.2.3'ün   (ii) Ģıkkının sağlandığını gösterelim. Bunun 

için           seçelim. O halde                                'dir. 

Lemma 3.1.2'den            için 

 

        
      

       
  

 

eĢitsizliği elde edilir. O halde (ii) koĢulundan            için            
 

 
  

olur. Buradan, 
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olur.         olduğundan Teorem 3.2.3'ün (ii) koĢulu sağlanmıĢ olur. 

Son olarak Teorem 3.2.3'ün son koĢulunun da sağlandığını gösterelim. 

    ve     olduğundan         , yani         . ġimdi           

olsun. O halde                                    'dir. Lemma 

3.1.2'den               için 

 

        
      

         
  

 

eĢitsizliği elde edilir. O halde kabulümüz olan (iii) koĢulundan               

için           
 

 
  olur. Buradan   
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dir. Teorem 3.2.3'ün tüm koĢulları sağlandığından    operatörü en iki pozitif 

çözüme sahiptir. Buradan        -      p-Laplacian      'nin  

 

         ve           ,          ve          

 

koĢullarını sağlayan en az iki pozitif       ve       çözümü vardır. 

 

ġimdi aĢağıdaki Avery-Peterson Sabit Nokta Teoremini kullanarak      -

      p-Laplacian      'nin en az üç pozitif çözümünün varlığını ispatlayacağız. 

 

Teorem 3.2.5. (Liang et al 2009)  ,   Banach uzayında bir koni olsun. 

 

                      

 

 ,   ve     konisi üzerinde artan, negatif olmayan ve sürekli üç fonksiyonel 

olsun. Bazı     ve      sayıları ve                   için  

 

              ,           

 

eĢitsizliği sağlansın. Kabul edelim ki                     tamamen sürekli operatör ve 

        sayıları var olsun öyle ki 

 

i)            için        , 

 

ii)            için        , 

 

iii)            için          ve        ’dır. 

 

O halde   operatörü   ,  ,                    olacak Ģekilde en az üç pozitif 

sabit noktaya sahiptir öyle ki, 

 

               ,               ,        'dir. 
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Teorem 3.2.6. Kabul edelim ki     -     koĢulları sağlansın ve       

olacak Ģekilde pozitif sayılar var olsun. Böylece   fonksiyonu bazı pozitif  , ,  

sabitleri için aĢağıdaki koĢulları sağlasın: 

 

i)       
      

       
     için,            

 

 
 , 

 

ii)       
      

       
   için,           

 

 
 , 

 

iii)       
      

         
   için,           

 

 
 . 

 

O halde     -       p-Laplacian      'nin  

 

                ,               ,         

 

olacak Ģekilde en az üç   ,   ,    pozitif çözümü vardır. 

 

Buradaki   ve   sabitlerini daha önce Teorem 3.2.4'de tanımlamıĢtık.   

sabit sayısını ise 

 

       

   

 

         

 

    

   

 

  

              

 

    

   

 

    

      

    

    

 

 

Ģeklinde alacağız. 

 

Ġspat L operatörünü ve   konisini Teorem 3.2.4'deki gibi tanımlayalım.   

        olsun. O halde         için         olur.                     olduğunu 

biliyoruz.   konisi üzerinde  ,   ve   artan, negatif olmayan, sürekli 

fonksiyonellerini 

  

        
           

        
 
   

  

        
           

        
 
   

 

        
             

        
   

       

 

Ģeklinde tanımlayalım.      için 
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              , 

 

eĢitsizliği tanımdan rahatça görülebilir ve Lemma 3.1.2'den 

 

        
 
  

 
 

     

      
    

 

eĢitsizliği elde edilir. 

ġimdi Teorem 3.2.5'in tüm koĢullarının sağlandığını göstereceğiz. Bunun 

için öncelikle           seçelim. O halde                          

   
 
   'dir.  Lemma 3.1.2 yardımıyla  

 

    
      

 
 
     

     
      

 
 

     
  

 

eĢitsizliğini elde ederiz. Buradan  

  

       
      

 
 
     

  

 

olur. O halde Teorem 3.2.6'nın (i) Ģıkkından            için           
 

 
  

olur. Buradan   
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dir. Böylece Teorem 3.2.5'in (i) koĢulu sağlanmıĢ olur. 

 

 Ġkinci olarak           seçelim. O halde                         

   
 
   'dir.     olduğundan, tüm     

 
    için Lemma 3.1.2'den 

 

       
      

 
 

     
  

 

eĢitsizliği elde edilir. Teorem 3.2.6'nın (ii) koĢulundan     
 
    için        

   
 

 
  olur. Buradan, 
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olur. Böylece Teorem 3.2.5'in (ii) koĢulu sağlanmıĢ olur.  

 Son olarak  Teorem 3.2.5'in (iii) koĢulunu sağlatalım.            için 

     
 

 
         nın bir elemanıdır ve      

 

 
  . Böylece         . 

ġimdi           olsun. O halde        .           
   

  için Lemma 

3.1.2'den  

    
      

 
   

     
     

      

 
   

     
  

 

elde edilir. Buradan 

 

       
      

 
   

     
  

olur . O halde  
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dır. Böylece Teorem 3.2.5'in son koĢulu da sağlanmıĢ olur. Dolayısıyla   

operatörü   ,   ,                    olacak Ģekilde en az üç pozitif sabit noktaya 

sahiptir. Buradan      -       p-Laplacian      'nin 

 

               ,               ,        . 

 

koĢullarını sağlayan en az üç   ,   ,     pozitif çözümü vardır. 

 

Örnek 3.1.               olsun. AĢağıdaki p-Laplacian denklemini ele alalım, 

 

  
 
                                              

 
                  

 

ve aĢağıdaki sınır koĢullarını sağlasın. 

 

                         

 

 

                         

 

Burada    ,       
 

 
,    ,       ,         ve  

 

             
  

   
 

 

  
                              

                          

  

 

   ,     ,      ,    
 

 
,     

 

 
'dir. O halde Teorem 2.1.10 ve Teorem 

2.1.11 kullanılarak     
  

 
,     ,      bulunur. Buradan    

 

 
  

 

  
   

ve  
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olur. Teorem 3.2.4.'ü kullanarak         -        sınır değer probleminin  

 

   
 

 
     ve     

 

 
   ,    

 

 
     ve    

 

 
      

 

olacak Ģekilde pozitif en az iki   ve    çözüme sahip olduğunu görebiliriz. 
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4. ÜÇÜNCÜ MERTEBE ÖZDEĞER PROBLEMĠ 

 

Bu bölümde 

 

            
 

                                          

 

                       

   

 

       
                

 

m-nokta p-Laplacian özdeğer problemini ele alacağız. Burada     bir 

parametre,                     zaman skalasının noktaları, 

   ,     sabitlerdir.    sabitleri,   fonksiyonu aĢağıdaki koĢulları sağlasın: 

 

A1)           ,             ve                   

 

A2)          
   
            

   
      

 

4.1. Temel Bilgiler 

 

Bu bölümde  

 

            
 

                                                   

 

                       

   

 

       
                  

 

lineer özdeğer problemini inceleyeceğiz. 

 

Lemma 4.1.1. Eğer     ise, o halde                için         -        

problemi tek çözüme sahiptir ve  
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Ģeklindedir. 

 

Ġspat         denkleminden 

 

            
 

        

 

olduğunu biliyoruz. Her iki taraftan  -integral alalım. 

 

             
 

 

 

          

 

 

   

 

olur. Buradan 

 

                             

 

 

   

 

olur. Sınır değer koĢullarından ve    fonksiyonunun özelliğinden 

 

                 

 

 

    

 

elde edilir. Her iki taraftan tekrar   -integral alalım. 

 

                     

 

 

     

 

 

 

 

 

 

ve  

 

                      

 

 

     

 

 

 

 

olur. Son olarak her iki taraftan  -integral alalım, 
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elde edilir. Ġntegrali çözdüğümüzde 

 

                             

 

 

     

 

 

   

 

 

 

 

olur. Ġntegrallerin sınırlarını değiĢtirdiğimizde 

 

                                

 

 

     

 

 

 

 

elde edilir. ġimdi notasyon kolaylığı için        ve         olsun. O halde  

 

                         

 

 

     

 

 

 

 

olur. Sınır değerleri ve Cramer kuralı yardımıyla; 

 

   

   

     

   

 

       

   

 

           

   

 

         

   

 

        

 

  
                 

 

 
     

 

 
                    

 

 
     

  

 
   
  

 
 

 

  
                 

 

 
     

 

 
                    

 

 
     

  

 
   
  

 
 

 

bulunur. ġimdi elde ettiklerimizi yerine yazıp düzenleyelim, 
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olur.  

 

4.2. Pozitif Çözümün Varlığı 

 

Lemma 4.2.1. (Guo and Lakshmikantham, 1988)   bir Banach uzayı ve      nin 

alt uzayı,     olsun.        tamamen sürekli operatör olsun. O halde; 

ya     ,     öyle ki       

ya da    operatörü bir sabit noktaya sahiptir ve       dır. 

 

 Lemma 4.2.1 yardımıyla      -      özdeğer probleminin çözümünün 

varlığını göstermeden önce               ile normlanmıĢ     
        

uzayını ele alalım. Burada                     'dir. Kolayca gösterebiliriz ki 

         Banach uzaydır. 

 

ġimdi kolaylık için aĢağıdaki notasyonları oluĢturalım. 
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Teorem 4.2.1.     -     koĢullarının sağlandığını kabul edelim. 

              sol-yoğun sürekli fonksiyon olsun.         için 

           ve                   olmak üzere, negatif olmayan 

              fonksiyonları vardır öyle ki; 

 

                                      

 

eĢitsizliği sağlanır ve           öyle ki         veya        'dır. O halde 

     olacak Ģekilde bir sabit vardır öyle ki herhangi        için      -      

problemi en az bir aĢikar olmayan      
            çözümüne sahiptir. 

 

Ġspat Lemma 4.1.1'e göre      -      problemi bir      çözümüne sahiptir ancak 

ve ancak   ,   'nun bir çözümü ise 

 

                                     

 

 

     

 

 

  

 

         
    

 
                          

 

 

     

 

 

 

 

                       
    

 
                              

 

 

     

  

 

   

 

 

 

elde edilir. Böylece    de   nin sabit noktasını aramaya ihtiyaç duyacağız.  

 Arzela-Ascoli Teoremini uygulayarak    operatörünün tamamen sürekli 

olduğunu gösterebiliriz. Bunun için öncelikle       operatörünün sürekli 

olduğunu yani  

 

                                         

 

olduğunu gösterelim. O halde  
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olur. 

 

                           
   

 

     olacak Ģekilde tanımladığımızdan, 

 

                       
       

 

dur. Böylece   operatörünün sürekli olduğunu göstermiĢ oluruz. 

ġimdi   operatörünün kompakt olduğunu yani       ye ait elemanların 

aynı dereceden sürekli ve aynı dereceden sınırlı olduğunu gösterelim.        ye ait 

elemanlar  ayni dereceden sürekli ise 

 

      için      öyle ki              ve       için  

 

                              

 

dur. O halde 
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olur. Gerekli düzenlemeler yapıldığında 

 

                                            

 

 

     

  

 

                           

 

                                   

 

 

     

  

 

 

 

                         
        

 
                          

 

 

            

 

 

 

 

                              
        

 
                              

 

 

     

  

 

   

 

  

 

elde edilir. Ardından 

 

                              
   

      

  

eĢitsizliğini yerine yazalım. Ayrıca iĢlem kolaylığı için 

                          
   

      
 

 
    ifadesini kısaca      

notasyonu ile gösterelim. 
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elde edilir. ġimdi varsayalım ki       olsun. O halde 
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olur. Buradan  

 

                           
     

           
      

        
     

         

 

  
 

 
   
     

                  

  

 

   

 

  

 

olur. ġimdi de                       ifadesini inceleyelim. 

 

                                             

 

 

     

  

 

  

 

                                         

 

 

     

  

 

  

 

dir. Kabul edelim ki        olsun. O halde 

 

                                            

 

 

     

  

  

  

 

olur. Ardından 

 

                              
   

      

  

eĢitsizliğini yerine yazalım. Ayrıca iĢlem kolaylığı için 
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ifadesini kısaca      notasyonu ile gösterelim. 

 

                                             

  

  

  

 

          

  

  

 

 

                    
     

            

  

  

 

 

                      
     

                 

 

olur. Buradan her iki tarafın maximumuna geçtiğimizde 

 

                         
     

                 

 

elde edilir. Böylece  

 

                                                        

 

            
     

           
      

        
     

         

 

  
 

 
   
     

                      
     

         

  

 

   

 

     

 

olur. KöĢeli parantez içindeki ifade sonlu bir sayı olduğundan bu değeri   ile 

gösterelim. O halde   
 

 
 seçersek      ait elemanların aynı dereceden sürekli 

olduğunu göstermiĢ oluruz. 

Son olarak      ait elemanların aynı dereceden sınırlı olduğunu 

gösterelim. O halde         olacak Ģekilde bir sabitin varlığını araĢtıracağız. 
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                   olduğundan 

 

                                      

 

 

                 

 

         
    

 
                                 

 

 

 

 

                       
    

 
                                     

  

 

   

 

 

 

                                           
    

 
            

 

 

 

 

  

 

  
    

 
                

  

 

   

 

                                    

 

                    
    

 
            

 

 

 

 

  

 

  
    

 
                

  

 

   

 

                                     

 

olur. ġimdi         yı hesaplayalım. 
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olur. Buradan  

 

                                     

 

elde edilir. Böylece   operatörü aynı dereceden sınırlı olmuĢ olur. 

 

        için                ,                  
 

 
     

 

 

 

 
   

ve         veya          olduğundan                    
 

 

 

 

 

 

             olduğu kolayca görülür. 

 

 ġimdi operatörümüzün sabit noktasının varlığını Lemma 4.2.1 yardımıyla 

araĢtıralım. Bunun için   
 

 
 ve         

                olsun. Kabul 

edelim ki     ,     olsun öyle ki      . O halde  

 

                             olur. Az önce yukarıda  

  

                                     

 

olduğunu gösterdik. Buradan   

 

                        

 

olur. Burada     
 

  
 
   

 seçersek,        olduğu zaman  

 

               
 

  
      

 

  
 

 

eĢitsizliği elde edilir. Buradan  
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olur. Bu ise kabulümüzle çeliĢir. O halde Lemma 4.2.2'ye göre   operatörü bir 

sabit noktaya sahiptir. O halde      -      problemi aĢikar olmayan bir    

   
       çözümüne sahiptir. 

 

Sonuç 4.2.1.     -     koĢullarının sağlandığını varsayalım.           

           veya                     sol-yoğun sürekli fonksiyon ve 

        için            olsun. negatif olmayan             fonksiyonları 

                           için  

 

                                   
               

    

 

eĢitsizliği sağlasın. Ayrıca           için         veya         olsun. O 

halde      olacak Ģekilde bir sabit    değeri vardır öyle ki herhangi        

için      -      problemi aĢikar olmayan bir       
       çözümüne sahiptir. 

 

Ġspat Eğer         ise o halde; 

 

                                                

 

              
            

    

 

olur. Buradan  

 

                     
            

               

 

olur. Teorem 4.2.1'den      -      problemi aĢikar olmayan bir       
       

çözümüne sahip olduğunu biliyoruz. Fakat bu koĢulda çözümün tekliğine 

konsantre olmayı tercih edeceğiz. Bunun için iki farklı   ,     çözümünün var 

olduğunu kabul edelim. O halde  

 

                    

 

olur. ġimdi bu eĢitliğin sağlanmadığını gösterelim. 
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elde edilir. Bir sonraki adımda                     eĢitsizliğini 

kullanacağız, böylece 
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olur. Buradan  

 

                                    

 

 

  

 

  
    

 
             

    

 
                

  

 

   

 

 

 

  

 

elde edilir. ġimdi de       
       

   ifadesini inceleyelim. 

 

      
       

                   
          

     'dir 

 

    yazalım ve üçgen eĢitsizliğini uygulayalım, 
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olduğundan 

 

                          

 

olur. Eğer     
 

  
 
   

 seçersek        için 

 

           
 

 
         

 

olur. Bu ise çeliĢkidir. O halde       -      probleminin aĢikar olmayan    

   
       çözümü tektir. 

 

Teorem 4.2.2. Kabul edelim ki     -     koĢulları sağlansın ve           

    sol-yoğun sürekli,         için            ve  
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olsun. O halde      sabiti vardır öyle ki herhangi        için      -      

problemi        
            olacak Ģekilde en az bir aĢikar olmayan çözüme 

sahiptir. 

 

Ġspat     olsun öyle ki        .        'den      öyle ki  

 

                                  

 

burada          ,      'dir. 

 

     
                 

           

 

olsun. O halde                    için  

 

                                    

 

eĢitsizliği yazılabilir. Teorem 4.2.1'den biliyoruz ki      -      denkleminin en az 

bir aĢikar olmayan çözümü vardır. 

 

Sonuç 4.2.2.     -     koĢulları sağlansın ve               sol-yoğun 

sürekli,         için            ve  

 

       
         

      
       

          

      
   

 

       
         

      
       

          

      
   

 

olsun. O halde       sabiti vardır ve herhangi        için      -      

problemi en az bir aĢikar olmayan çözüme sahiptir. 

 

Örnek 4.2.1. AĢağıdaki üçüncü mertebe özdeğer problemini düĢünelim 
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               fonksiyonunun tamamen sürekli olduğunu kontrol 

etmek kolaydır. Burada    ,    ,    
 

 
,    

 

 
,    ,    'dır. O halde 

 

 
        

    
                   

  

    
               

 

yazabiliriz. AĢağıdaki hesaplamalar yapıldığında  

 

          
  

    
   

 

 

     
  

 
 

 

 
       

 
 

  

 

    
 

 
   

 

            
        

 

 

 

             

 

 

 

 

      
      

 
   

   

   

              

  

 

 

 

               
      

 
 

 
 

 

 

              
     

 
 

 

 

 

 

 
  

 

 
          

 
 

 

 

 

                           

 

              

 

olur. Böylece  

 

      
 

  
 

 

        

 

olur. O halde Teorem 4.2.1'den                 için         -        probleminin 

herhangi aĢikar olmayan bir       
            çözümüne sahip olduğunu 

biliyoruz. 
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SONUÇ 

  Bu  tez çalıĢmasında   zaman  skalasında  p-Laplacian üçüncü 

mertebeden sınır değer problemi ve özdeğer probleminin çözümünün varlığını ve 

tekliğini verecek sonuçlar ispatlanmıĢtır. Ardından  bu problemlerin pozitif 

çözümlerinin varlığı ispatlanmıĢ ve birer örnek verilmiĢtir. 
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