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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BiR GRAFIN TERS WIENER ENERJISi VE TERS WIENER-ESTRADA
INDEKSI

Sezin CIZMECI

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Dog. Dr. A. Dilek MADEN (Giingor)
2011, 41 Sayfa
Jiiri

Dog¢. Dr. A. Dilek MADEN
Prof. Dr. I. Naci CANGUL
Prof. Dr. A. Sinan CEVIK

Bu calisma tarafimizdan ilk defa tanimlanan basit baglantili bir grafin ters
Wiener enerjisi ve ters Wiener-Estrada indeksi iizerinedir. Oncelikle bir grafin ters
Wiener enerjisi ve ters Wiener-Estrada indeksi tanimlanmig ve daha sonra bu
invaryantlar i¢in bazi sinirlar elde edilmistir. Sonug olarak elde edilen bu simirlar
ornekler iizerinde degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ters Wiener Matris, Enerji, Ters Wiener Enerji, Estrada
Indeks, Ters Wiener-Estrada indeks.



ABSTRACT

MSC THESIS

BOUNDS FOR THE REVERSE WIENER ENERGY AND THE REVERSE
WIENER-ESTRADA INDEX OF A GRAPH

Sezin CIZMECI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
SELCUK UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE DEPARTMENT OF
MATHEMATICS

Advisor: Assoc. Prof. Dr. A. Dilek MADEN (Giingor)
2011, 41 Pages
Jury

Dog¢. Dr. A. Dilek MADEN
Prof. Dr. I. Naci CANGUL
Prof. Dr. A. Sinan CEVIK

In this study, as the first time in the literature, it has been defined and studied the
reverse Wiener energy and the reverse Wiener-Estrada index for a simple connected
graph. First of all, the reverse Wiener energy and the reverse Wiener-Estrada index of a
graph have been defined. Then some bounds over these invariants have been
constructed. Consequently, it has been given some examples for these above results that
are obtained.

Keywords: Reverse Wiener Matrix, Energy, Reverse Wiener Energy, Estrada

Index, Reverse Wiener-Estrada Index.
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d. Minimum derece
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1. GIRIS

1.1. Graf Teori

Graf teori gercekte 20. yilizyillda gelisme gostermesine ragmen, aslinin
Konigsberg (bugiin Rusya’da Kaliningrad) Kopriileri denilen probleme dayandig: kabul
edilir. 1736°da FEuler’in ¢ozdigii bulmacaya benzer bir problem olan Konigsberg
Kopriileri problemi sdyle ifade edilebilir; kentin herhangi bir yerinden yola ¢ikip,
kentteki yedi kopriiden yalnizca bir kez gegerek baslangic noktasina geri donmek
mimkiin miidiir?

Graf teori her seyden Once ¢6ziimii aranan bir problemi ya da bir isi en etkin
sekilde temsil edebilmeye ve diizenlemeye yardimet olur. Bunun i¢in bir problem, graf
yapisina doniistiiriildiikten sonra, problemin tiim amaglarin1 yerine getirecek en hizh
veya en az masrafli yolu bulmak i¢in sistematik yontemler aranir. Bu durumun dogal bir
sonucu olarak, graf teori pek c¢ok degisik uygulama alanlarina sahiptir. Bunlardan
bazilar1; ulasim aglarinin optimizasyonunda (yol ya da bilgi ulasimi), elektrik sebekeleri
kavraminda, haberlesme aglarinda, istatistiksel mekanikte, kimyasal formiillerde,
bilgisayar kuraminda, toplumsal bilimlerde, cografyada, mimarlikta,...vb. Cizgi kuram:
olarak da bilinen graf teorinin gelismesinin en 6nemli nedeni, diger pek ¢ok bilim
dallarina uygulanabilir olmasidir. Ciinkii Ornegin; teorik bilgisayar bilimlerindeki
karmasik problemlerin ¢ogu, graf teori problemlerine donistiiriilerek ¢oziilebilmektedir.
Bunun disinda, matematigin diger bilim dallariyla ortak alana sahip olmasi da graf
teorinin 6nemini arttirmaktadir.

Graflar; matematik alaninda, temel matris yapilarini, formiilleri, hesaplamalari,
fikirleri ve sonuglar1 aydinlatmada kullanilir. Bu sekildeki bir yaklagim ise, matris teori
ve bazi 6rneklerdeki konularin daha iyi anlasilmasina ve daha 1yi tanimlanmasina katki
saglar.

Spectral graf teori; grafi temsil eden bazi matrislerin Jzdegerleri ve
ozvektorlerinin kullanilarak incelendigi graf teorinin onemli alt dallarindan biridir.
Buradaki amag, grafin belirli 6zellikleri hakkinda bilgi edinmektir.

Bir grafin enerjisi ve Estrada indeksi parametreleri grafin 6zdegerlerini ihtiva
ettiginden bu konular da spectral graf teori alanina girmektedir.

Simdi bunlardan biraz bahsedelim.



G nin enerjisi Ivan Gutman tarafindan 1978 yilinda ortaya atilmis ve teorik
kimya sonuglarindan esinlenilerek graf teoriye kazandirilmistir.

Grafin enerjisi son zamanlarda popiiler bir konu olmasindan dolay1 bu tanima
benzer birgok tanim yapilmistir. Bunlardan biri de bir grafin Estrada indeksi
kavramidir.

Ernesto Estrada tarafindan 2000 yilinda tanimlanan bu kavram o&zellikle
proteinlerin  ve diger wuzun zincirli  biyopolimerlerin bag  derecelerinin
karakterizasyonlarinda kullanilmistir. Bir grafin Estrada indeksi son zamanlarda yine
tizerinde yogun bir sekilde ¢alisilan diger bir konudur.

Simdi calismamizda yararlanacagimiz bazi temel kavramlari Ornekleri ile
birlikte vererek, bunlari teoremler yardimi ile kuvvetlendirelim.

Aksi belirtilmedikge, asagida tanimlari verilen kavramlarin kaynagi ‘Aldous ve
ark., (2000)’ dir.

1.2. Tamimlar ve Parametreler

1.2.1. Graf, Nokta Derecesi, Regiiler (Diizenli) Graf ve Tam Graf

V bostan farkli bir kiime ve E , her eleman1 V nin elemanlarinin olusturdugu

siral1 olmayan ikililerden olusan bir kiime olmak iizere V ve E kiimelerinden olusan
yapiya graf denir. Kisaca G = V,E bi¢iminde gosterilir. V nin elemanlarina noktalar,
E nin elemanlarina kenarlar denir.

Bir grafta farkli iki noktay: birlestiren iki ya da daha fazla kenara ¢oklu kenar,
bir noktay1 kendisi ile birlestiren kenara ise ilmek denir. Ilmegi ya da ¢oklu kenari
olmayan grafa da basit graf denir. Ayrica ¢oklu kenar ve ilmeklere sahip grafa ¢coklu
graf (multigraph) denir.

Herhangi bir G= V,E grafinda, nokta kiimesi V nin alt kiimesi ve kenar
kiimesi de E nin alt kiimesi olan grafa G nin bir alt grafi denir. G grafi, nokta kiimesi

V.G =v,v,,.,V

n

olan bir graf olmak tizere v; ve v; noktalari kenar olusturuyor ise
bu noktalara komsudur denir ve Vv, [Jv; veya V,v; €E seklinde gosterilir. Aksi

takdirde komsu degildir denir ve v, [/ v; veya Vv;,v;, ¢E seklinde gosterilir.



Herhangi bir v, noktasinin derecesi Vv, ye komsu olan noktalarin sayisi olup d,

ile gosterilir. Derecesi 0 olan noktaya izole nokta ve derecesi 1 olan noktaya ise pendant

(astlr) nokta denir.

Vs
v, v,
oV,
Vs Va
Ve
Sekil 1.2.1.1

Yukaridaki grafin noktalarinin dereceleri, d, =4, d,=5, d,;=2, d,=2,
d; =4, d, =1 ve d, =0 olup v, izole nokta ve v, pendant (asilt) noktadur.

Graf teoride Euler teoremi adi altinda gegen ve c¢alismamizda siklikla
kullanacagimiz teoremi ifade edelim.

Herhangi bir grafta nokta derecelerinin toplami, kenar sayisinin iki kat1 olup; tek
dereceli noktalarin sayis1 da gifttir.

Ozel bir graf olan diizenli (regiiler) grafin tanim1 da asagidaki gibi verilebilir.

Bir G grafinin her bir noktasi ayn1 dereceye sahipse bu grafa diizenli (regiiler)
graf denir. Her bir nokta derecesi r olan graf r-diizenli graf (r-regiiler graf) olarak
adlandirilir.

Farkli noktalarinin her bir ¢ifti komsu olan G grafina ise tam graf denir. n noktali bir

tam graf K ile gosterilir.

1.2.2. Grafta Yol ve Baglantiilik

Bir grafin nokta kiimesi V. G = v,V,,Vv;,...,V,;,V, olsun. Grafin herhangi &,

1 ¥n-17 'n
noktasindan baglayip ardi ardina k kenarin dizilmesiyle olusan

AV VAVARVA VAR VAR

! 'n-1"n

k



formuna, G de k uzunlugunda bir yiiriime denir. Ayn1 noktada baslayip biten bir
yirtimeye G de kapali yiiriime, eger bu yiirimede i' j icin v, #v; oluyorsa bu
yiriimeye de yol denir. Baslangi¢ ve bitis noktalar1 hari¢ biitiin noktalar1 farkli olan
kapali bir ylirimeye ise G grafinda bir devir denir.

Asagidaki gibi bir graf verilsin.

aq a,

5

a4y

Sekil 1.2.2.1
Bu grafta a,aa,a.a, yazimi bes uzunlugunda bir yiiriime, a.a,a,a,a, kapali bir
iiriime, son olarak a,a,a.a,a, yazimi bir yol ve aa,a ise bir devirdir.
y 1dsd,d; Y y aa,858;3,
G nin v; ve v; noktalari arasinda bir yol var ise bu noktalara baglantilidir denir.

Eger G grafinin her nokta ¢ifti arasinda bir yol var ise bu grafa da baglantili graf denir.
Baglantililik bagimntis1 V {izerinde bir denklik bagntisidir. V,,V,,....V, denklik
smiflar1 olmak tizere G [/, JG V, ] ...,G I/, ] alt graflarina G nin bilesenleri denir. r = 1

olmast durumunda graf baglantilidir. Aksi takdirde r bilesene sahip baglantisiz bir
graftir.
Asagida baglantili bir graf 6rnegi verilmistir.

Sekil 1.2.2.2



1.2.3. Komsuluk Matrisi, Uzakhik Matrisi, Laplacian ve Ters Wiener Matrisleri

Bu kisimda, kullanacagimiz basit bir grafin komsuluk, uzaklik, Laplacian ve ters
Wiener matrislerinin tanimlarini verip bu tanimlarin bir drnek {izerinde uygulamasini
verelim.

G grafi, nokta kiimesi V. G = v,,V,,...,v. olan bir graf olsun. G nin komsuluk

n

matrisi

AG =[a]=

bi¢iminde tanimlanan nxn simetrik bir matristir.
Asagidaki gibi bir G graf1 verilsin.
Ornek 1.2.3.1.

e f g9
Sekil 1.2.3.1
Bu grafin komsuluk matrisi
(01 110 0 O]
1 001 0 01
1 001110
AG=(1110001
0010010
0010100
01 0100 0

olur.
Sekil 1.2.3.1 g6z oOniline alindiginda bu grafin noktalarinin dereceleri

d,=3,d,=3d.=4,d,=4,d,=2,d; =2, d, =2 olup nokta derecelerinin matrisi



DG

O O O O O O Ww

O O O O O w o

o O O O b O O

O O o pp O O O
O O N O O O O
O N O OO O o
N O O O O O O

seklindedir. A G ve D G matrisleri yardimiyla, verilen bir G grafinin Laplacian

matrisi

LG

=D G -AG

olacak sekilde yine nxn simetrik bir matris olarak tanimlanir. Ayn1 zamanda bu L G

matrisinin

V=V, ise

v, v, ise

diger durumlarda

seklinde de ifade edilebilecegi agiktir. Boylece Sekil 1.2.3.1 in Laplacian matrisi

LG

olarak elde edilir.

-1

-1
-2

G nin herhangi v, ve v; noktalari

noktalar arasindaki en kisa uzaklik olup u;

-1 -2 -2 -2
-1 -3 -3 41
-1 -1 -1 -2
4 2 -2 -1
-2 2 -1 -3
-2 -1 2 -3
-1 -3 -3 2

arasindaki en kisa yolun uzunlugu, bu

ile gosterilir. Bu takdirde, G nin uzaklik

matrisi, U =| u; | olacak sekilde taniml nxn simetrik bir matristir.

Sekil 1.2.3.1 grafin1 goz oniine alalim. Bu grafin uzaklik matrisi



(@

()

Il
I R R N N =)
B, W W Rk, N O R
N P P P O N -
P NN O R e
W Rk ONRFE WN
W o R, NP WN
O W W E N RFP N

seklinde elde edilir.

Bir grafta her nokta cifti arasindaki uzakliklarin maksimumuna G grafinin ¢ap1

denir ve A ile gosterilir.

Gnin RW =RW G =[A-d, | ters Wiener matrisi

A-d;, i1#]
RWij: .
0, =]

bi¢iminde tanimli nxn simetrik bir matristir (Zhou ve ark., 2007).
Tekrar Sekil 1.2.3.1 grafin1 goz oniine alirsak A =3 oldugu igin bu grafin ters

Wiener matrisi

RW =

P P P NN DN DN O
N O O N P ODN
P NN NN O P DN
N P P O DNMNDNDDN
O N O P N O -
O O N P N O B
O O o NN P DN P

bi¢ciminde elde edilir.
Calismamizda sik¢a kullanacagimiz bir grafin bazi enerji ve Estrada indeks

¢esitlerini tanimlayalim.



1.2.4. Bir grafin enerji ve Estrada indeks cesitleri

G grafi, komsuluk matrisi A G olan bir graf olsun. Bu takdirde A G nin

O0zdegerlerine G grafinin 6zdegerleri denir.

G graft, n noktali ve 6zdegerleri A, A4,,...,4,0lan bir graf olmak iizere G nin

enerjisi (Gutman,1978)

ve Estrada indeksi (Estrada,2000)

EE G =Zn:e‘i

i=1
bigiminde tanimlanir.
G grafi uzaklik matrisi U G olan bir graf olsun. Bu takdirde U G nin

ozdegerlerine G grafinin uzaklik 6zdegerleri denir.

G graft uzaklik ézdegerleri pu, p,,..., 44, olan n noktali bir graf olsun. Bu
takdirde G nin uzaklik enerjisi (Indulal ve ark., 2008)

UE G =) |u
i1
Ve uzaklik Estrada indeksi (Giingor ve ark., 2009)

UEE(G) = e“
i=1
bigiminde tanimlanir.
Asagidaki grafi goz oniine alalim.

Ornek 1.2.4.1.

K3
Sekil 1.2.4.1

Bu grafin komsuluk matrisi



011
A=l1 0 1
110
olup 6zdegerleri
A=2ve L,=4,=-1

dir. Boylece bu grafin enerjisi ve Estrada indeksi

ve
3
EE G =) e" =812
i=1

olarak elde edilir. Uzaklik enerjisi ve uzaklik Estrada indeksi de

3
UE G =) |u|=4
i=1

3
UEE(G) =) e" =8.12

i=1

seklindedir. [ |

G grafi, Laplacian matrisi L G olan bir graf olsun. Bu takdirde L G nin

Ozdegerlerine G grafinin Laplacian ézdegerleri denir.
G grafi, n noktali ve m kenarli bir graf ve G nin Laplacian 6zdegerleri

a,,Q,,....a, olmak lizere

ifadesine G grafinin Laplacian enerjisi (Gutman ve ark., 2006) ve
LEE G =) e”
i=1

ifadesine de G grafinin Laplacian-Estrada indeksi denir (Li ve ark., 2009).

Sekil 1.2.4.1 grafin1 gbz Oniine alirsak bu grafin Laplacian matrisi
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2 -1 -1
LG =-1 2 -1
-1 -1 2

olup, Laplacian ozdegerleri
o=a,=3Vve a,=0
dir. Boylece bu garfin Laplacian enerjisi ve Laplacian-Estrada indeksi, nokta ve kenar

sayist sirastyla n =3 ve m =3 olmak lizere

3
LE G =) |, -2 =4
i=1

ve

3
LEE G =) e" =4117

i=1

olarak elde edilir.
1.2.5. Bazi lineer cebir tanimlari

Tanim 1.2.5.1. (Bozkurt ve ark., 2003) A:T — T lineer doniisiimii vektor uzayr ve
X eT sifirdan farkli bir vektor olmak tizere

A X =AX
esitligini saglayan bir A sayisina A doniislimiiniin ozdegeri, X vektorine de A
Ozdegerine karsilik gelen ézvektorii denir.

Ozdeger ve dzvektorler i¢in asagidaki 6zellikler vardir.
a A matrisi tekil ise, en az bir 6zdegeri sifirdir. A tekil degil ise tiim 6zdegerleri
sifirdan farklidir.

b Birim matrisin biitiin 6zdegerleri 1 dir.

c A kdsegen bir matris ise, 6zdegerler bu matrisin kdsegen elemanlaridir.
d A simetrik bir matris ise, tim 6zdegerleri reeldir.
e A Hermityen bir matris ise, tiim 6zdegerleri reeldir.

f  A™ matrisinin 6zdegerleri, A nin 6zdegerlerinin tersine esittir.

g Reel simetrik bir matrisin tiim 6zvektorleri karsilikli ortogonaldir.
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h A ve A" matrislerinin 6zdegerleri aynidur.

I Bir matrisin 6zdegerlerinin toplami o matrisin kdsegen elemanlari toplamina (izine)
esittir.
J Eger bir A matrisinin 4 06zdegerine karsilik gelen 6zvektor v ise, ¢ bir sabit

olmak tizere cv de A matrisinin 6zvektorudiir.

Teorem 1.2.5.1. (Zhang F., 1999) (Schur Teoremi)
A= I:ajk]nxn tipinde bir matris ve A matrisinin 6zdegerleri de 4, 4,,..., 4, olsun.

Bu durumda

olur.

Lemma 1.2.5.1. (Zhou B. ve ark., 1998) n>2 i¢in B= B; matrisi, negatif olmayan,

indirgenemez, simetrik bir matris ve satir toplamlar1 B, B,,...,B, olsun. 4,(B), Bninen

biiylik 6zdegeri olmak iizere

Z Bi2 n B
=L <4 (B)<max,., Y. B; /—‘
n B B,

esitsizligi vardir. Esitligin olmasi igin gerek ve yeter sart B, = B, =...= B, olmasidur.
1.2.6. Baz1 Reel Say1 Esitsizlikleri ve Artan - Azalan Fonksiyonlar

Teorem 1.2.6.1. (Cauchy Schwartz Esitsizligi) a a,,...,a, ve b,b,,...,b, reel say1

dizileri olsun. Bu takdirde

(B0 (& )8

esitsizligi saglanir. Esitsizligin esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart her bir 1<i<n

i¢in & =rb, olacak sekilde bir r €[l olmasidur.
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Teorem 1.2.6.2 (Marshall ve ark., 1979) (Aritmetik-Geometrik Ortalama

Esitsizligi) Negatif olmayan ntane a a,,...,a, reel sayilari igin

a,.,a
%Z n aiaz,”.’an

esitsizligi saglanir. Esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart @ =a, =...=a, olmasidir.

Teorem 1.2.6.3 (Horn ve ark., 1985) (Rayleigh Rit’z Oran1) Ac M () hermityen

ve Anin 6zdegerleri

ﬂ’min :ﬂlgﬂz S"'Sﬂ’n&Sﬂ’ nzﬂ’max
olacak sekilde siral1 verilsin. Bu takdirde , ¥V x e[l " igin

AX XX AXS A XX

dir. Yani
X" AX .
Ao = A4 = MaX—— =max X AX
=0 XX X'x=1
ve
" AX .
Ain = A4 = MIN——=min X" AX
x#0 XX X"x=1
dir.

Simdi de artan-azalan fonksiyonlardan bahsedelim.
f :B—[ olmak tizere her x,x, € B igin x <X, iken
fx <fx
ise f x fonksiyonuna B {izerinde monoton artan fonksiyon,
fx <f x

ise f x kesin artan fonksiyondur denir. Benzer sekilde, her x, X, € B i¢in x, <X, iken

fx >f x
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ise f x Biizerinde monoton azalan fonksiyon,
fx >fx
ise f x kesin azalan fonksiyondur denir.
Bir araligin tiim x noktalarinda f’ x >0 ise fonksiyon bu aralikta monoton
artan, eger bir araligin tiim x noktalarinda f' x <0 ise fonksiyon bu aralikta monoton

azalan fonksiyondur.

Bir aralikta monoton artan veya kesin artan fonksiyona kisaca artan fonksiyon,
benzer sekilde monoton azalan veya kesin azalan fonksiyona da azalan fonksiyon denir.
Buna gore bir aralik iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyonun tiirevinin isaretine bakarak

fonksiyonun bu aralik iizerinde artan veya azalan olup olmadigina karar verilebilir.
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1.3. Kaynak Arastirmasi

Bu kisimda ¢aligmalarimiz ile ilgili literatiir hakkinda bilgiler verelim.

M. Edelberg ve arkadaglar1 (1974) ¢alismalarinda, n noktali bir T agacinin
uzaklik matrisinin karakteristik polinomunun bir dizi 6zelliklerini arastirmiglar ve bu
polinomun ilk birkag¢ ve son birkag katsayisi i¢in basit ifadeler bulmuslardir.

J. A. Rodriguez (2005) ¢alismasinda, basit bir grafin Laplacian matrisinin farkli
bir versiyonunu tanimlamis ve Laplacian veya komsuluk matrisinin 6zdegerlerinden
olusan Randic indeks tizerine sinirlar elde etmistir.

I. Gutman ve B. Zhou (2006) calismalarinda, n noktali, m kenarli bir G
grafinin Laplacian enerjisini tanimlamislar daha sonra bu grafin enerjisi ve Laplacian
enerjisi arasindaki bazi 6nemli farklar {izerinde durmuslardir.

B. Zhou ve N. Trinajstic (2007) ¢alismalarinda, baglantili bir grafin ters Wiener
matrisinin en biliylik 6zdegeri i¢in bazi sinirlar elde etmisler ve bu sonuglar1 Nordhaus-
Gaddum cinsinden ifade etmislerdir.

J. A. De La Pena ve arkadaslar1 (2007) ¢alismalarinda, n noktali, m kenarl bir
G grafinin Estrada indeksi i¢in nokta ve kenar sayisini ihtiva eden bir alt ve bir {ist
sinir elde etmislerdir. Ayrica Estrada indeks i¢in grafin enerjisini de ihtiva eden baz1 iist
sinirlar elde etmislerdir.

I. Gutman (2008) ¢alismasinda, n noktali, m kenarli bir G grafinin Estrada
indeksi i¢in nokta ve kenar sayisini ihtiva eden bazi alt sinirlar elde etmistir.

H. S. Ramane ve arkadaslar1 (2008) calismalarinda, n noktali bir G grafinin
uzaklik enerjisi i¢in bir alt ve bir {ist sinir elde etmislerdir.

H. S. Ramane ve arkadaglar1 (2008) calismalarinda, n noktali bir T agacinin
uzaklik enerjisi i¢in bir alt ve bir {ist sinir elde etmislerdir.

G. Indulal ve arkadaglari (2008) calismalarinda, n noktali ve ¢ap1 ikiyi

geemeyen bir G grafinin uzaklik enerjisi i¢in bir alt ve bir iist sinir elde etmislerdir.

G. Indulal (2009) ¢alismasinda, uzaklik derece dizisi D,,D,,...,D, ve ikinci

n

uzaklik derece dizisi T,,T,,...,T,

n

olan n noktali bir G grafinin uzaklik enerjisi i¢in bu
degerlerin kareleri toplamini ihtiva eden bir {ist sinir elde etmistir.

B. Zhou ve 1. Gutman (2009) calismalarinda, n noktali, m kenarli ve derece
dizisi d,,d,,...,d, olan bir G grafinin Laplacian-Estrada indeksi i¢in nokta sayisini,

n
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n
kenar sayisini ve grafin ilk Zagreb indeksi olan Z G = Zdiz yi ihtiva eden bazi alt ve
i=1

iist sinirlar elde etmislerdir.

C. Adiga ve M. Smitha (2009) c¢alismalarinda, yonlendirilmis baglantili bir G
grafinin ters Laplacian enerjisini tanimlamislar ve nokta sayisi ikiden kiic¢iik olmayan bu
G grafinin enerjisi i¢in nokta sayisini ihtiva eden bir alt ve bir iist sinir elde etmislerdir.

C. Adiga ve Z. Khoshbakht (2009) calismalarinda, yonlendirilmis bir grafin ters
Laplacian enerjisini tanimlamislar ve bu yonlendirilmis grafin ters Laplacian enerjisi
icin sinirlar elde etmislerdir.

K. Das ve S. Lee (2009) calismalarinda, baz1 baglantili graflar i¢in (m>1.8n+4

veya m>n’/6) minimum Estrada indekse sahip yollar ve bu baglantili graflarin
Estrada indeksi i¢in en iyi alt sinir elde etmislerdir.

A. Dilek Giingér ve S. Burcu Bozkurt (2009) ¢alismalarinda, n noktali bir G
grafinin uzaklik Estrada indeksi i¢in nokta sayisini ihtiva eden alt ve iist sinirlar elde
etmislerdir. Ayrica uzaklik Estrada indeksi i¢in grafin enerjisini de i¢eren bir {ist sinir
vermisglerdir.

J. Li ve arkadaslar1 (2009) ¢alismalarinda, n noktali, m kenarli, maksimum

derecesi d,,, ve minimum derecesi d ; olan bir G grafinin Laplacian-Estrada indeksi

icin nokta sayisi, kenar sayisi, maksimum ve minimum dereceyi ihtiva eden alt ve iist
siirlar ve de Laplacian Estrada indeksi i¢in grafin Laplacian enerjisini igeren alt ve tist
sinirlar elde etmislerdir.

J. L ve B. Lwu (2010) ¢alismalarinda, n noktali, m kenarl iki pargali bir G
grafinin Estrada indeksi i¢in nokta ve kenar sayisini ihtiva eden alt ve iist sinirlar elde
etmislerdir.

A. Dilek Giingor, A. Sinan Cevik, Eylem G. Karpuz, Firat Ateg ve 1. Naci Gangiil
(2010) caligmalarinda, n mertebeli A hermityen matrisinin Estrada indeksi i¢in iz(A)
ifadesini iceren bir alt ve bir {ist smir elde etmislerdir. Ayrica bu A hermityen
matrisinin Estrada indeks ve enerjisi arasinda bir bagint1 elde etmislerdir.

A. Dilek Giingor ve A. Sinan Cevik (2010) ¢calismalarinda, bir G grafinin Harary
enerjisini ve Harary-Estrada indeksini tanimlamislar ve bu yeni enerji ve Estrada indeks
i¢in alt ve iist sinirlar elde etmislerdir.

S. Burcu Bozkurt, A. Dilek Giingor, I. Gutman ve A. Sinan Cevik (2010)

calismalarinda, Randic enerjiyi randic matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerleri
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toplam1 olarak tanitmislar ve bazi1 6zelliklerini saptayarak bu enerji icin alt ve tist
sinirlar elde etmislerdir.

I. Gutman (2007) ¢alismasinda, E(G)>n sartin1 saglayan n noktali graflarin

cesitli siiflarin1 karakterize etmistir.
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2. BiIR GRAFIN TERS WIENER ENERJiSI VE TERS WIENER-ESTRADA
INDEKSI

Bu béliimde, ilk defa literatiire kazandirdigimiz tanim, teorem ve 6nermelere yer
verilmistir. Oncelikle ters Wiener matrisinden yararlanilarak yeni yap1 tanimlayicilari
olarak da nitelendirebilecegimiz enerji ve Estrada indeks ¢esidi tanimlanmis, bu
parametreler igin sinirlar elde edilmistir. Daha sonra ise bu iki parametre arasinda bir

bagint1 kurulmustur.
2.1. Bir Grafin Ters Wiener Enerjisi

Oncelikle basit baglantili bir grafin ters Wiener enerjisini tanimlayarak bu enerji
icin elde ettigimiz sinirlar1 verelim.
Calismamiz boyunca, G grafi n noktali, m kenarli, basit baglantili bir graf

olarak diisiiniilecektir.

Tamm 2.1.1. G nin ters Wiener ozdegerleri p, S,,..., B, olsun. Bu takdirde RWE(G)

ile gosterilen G grafinin ters Wiener enerjisi
RWE(G) =Y | 4]
i=1

seklinde tanimlanir.
Lemma 2.1.1. G nin ters Wiener ézdegerleri p, f3,,..., 5, olsun. Buradan

iﬁizo

ve

Zn:ﬂf =2) A-d,

i<j

esitlikleri vardir.

Ispat. Ters Wiener matrisin tanimindan agiktir.
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Simdi ters Wiener enerji igin ilk sinirimizi verelim.
2 2
Teorem 2.1.1. fzz A-d; " <RWE G s\/ZnZ A—d; (2.11)
i<j 1<]

Ispat. Cauchy Schwartz esitsizliginden

(Zon] <(50)2w)

dir. a, =1 ve b =|]| seersek

n 2 n )
DIIEDY
i=1 i=1
olur. Buradan ters Wiener enerji tanim1 ve Lemma 2.1.1°den

2 2
RWE? G <2n.)’ A-d,

i<j

elde edilir. Bu ise bize RWE G igin bir st sinir verir. Ayrica

RWE? G =(i|ﬂi|J > Ypf =23 a-d,

i<j

olup, boylece RWE G igin bir alt sinir elde edilir. g

Simdi daha iyi bir alt sinir verelim.

Teorem 2.1.2. Gnin ters Wiener matrisinin determinantinin mutlak degeri V ile

gosterilsin. Bu takdirde

i<j

2
Jzz A-d, “+n n—1 V' <RWE G (2.12)

dir.

Ispat. Ters Wiener enerjinin tanimindan



e 6 =( 31| =350+ 25lallA|

i= i<j

=2), A-dy 2+22|,5i”/3,-‘,

i<j i<j
=2y A-d, 2+Z|ﬂi|\ﬁj\
i<j i#]

olur. Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden

1

1
nn-1/1

#] i#]

n 2 2
{fwi)-+
elde edilir. Buradan

2
RWE? G 223 A-d, “+n n-1V"

i<j

sonucuna ulasilir. Bu ise istenen sonugtur.

Sirada RWE G igin farkli bir iist sinir yer almaktadir.

Teorem 2.1.3.

> 1815 >[Hlﬂ.l\ﬁ,\jmll =[H|ﬂ|j

2
RWE G s%Z A-d, 2+\/ n-1 [22 A-d, Z—GZ A-d, 2]]

i(j i(j i

Ispat. Cauchy-Schwartz esitsizliginden

DIREES Y

yazilabilir. Buradan

RWE G -4, “< n-1 (22 A-d, 2—512]

i<j

elde edilir. Bu esitsizlik diizenlenirse

19

(2.1.3)



RWE G S,Bl-l-\/ n-1 (22 A_dij Z_ﬂlzJ

i<j

yazilir. Simdi

f x :x+\/n—1 (22 A-d; Z—XZJ
i<j

diyelim. Burada g >0, B =x ve

;ﬁiz :22 A_dij 2

i<j

oldugundan

2
X2=p2<2y A-d,

i<j

X < /22 A—-d; i
i<j

ve boylece

elde edilir. ' x =0 esitliginden

X = %Z A-d; i

i<j

dir. Burada f X azalan bir fonksiyon oldugundan

f%z A-d, " <xs< /22 A-d,

i<j i<j

,/%Z A-d; 2 S%Z A-d; <p
i<j i<j

ve

olur. Boylece

f B < f(gz A-d, Zj

n i<j



21

esitsizlik saglanmis olur. ﬁ

Lemma 2.1.2. A=2 ve Gnin ters Wiener ozdegerleri de p, f,,..., 5, olsun. Bu

takdirde
2. A% =2m
i=1

dir.

Ispat. G grafinin ters Wiener matrisinde 2m tane eleman 1 ve n®> —2m tane eleman da

0 oldugundan
n n n n n 2
BE=22 MWW = > W
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
=2m.1> + n*-2m .0%,
=2m
elde edilir. -

Teorem 2.1.4. A=2 ve RW(G) nin en biiyiik 6zdegeri £, olsun. Bu durumda

>
hiz—

esitsizligi vardir. Esitligin olmasi igin gerek ve yeter sart G nin regiiler olmasidir.

Ispat. A=2 oldugundan RW(G)nin i. satirnda d. tane 1 ve n-d.tane O

bulunmaktadir. X = 1,1,1,...,1 bir vektor olsun. Rayleigh Rit’z oranindan

elde edilir. G r-regiiler (r-diizenli) ise RW (G)nin her bir satir toplam1 r ve buradan
B, =rolup esitlik saglanir. Tersi disliniildiigiinde, yani eger esitlik var ise; X, f, e
karsilik gelen bir 6zvektor ve boylece RW (G) nin her satir toplami esit olur. i. satir
toplam: d, oldugundan bu durum her i i¢in d, lerin ayni degere sahip olmasini

gerektirir, yani G nin regiiler (diizenli) olmasini gerektirir. g
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Asagida arka arkaya verilen 3 teoremde c¢ap1 2 olan graflarin ters Wiener enerjisi

icin alt ve iist sinirlar elde edilmistir.

Teorem 2.1.5. A=2 ve G nin ters Wiener matrisinin determinantinin mutlak degeri

V ile gosterilsin. Bu durumda

J2m+n(h-DVv’" < RWE(G) < 2mn (2.1.4)

dir.
Ispat. RWE tanimindan ve Lemma 2.1.2 den

RWE? G :(iw.U :iﬁiz"‘zwi”ﬂj"

i#]

:2m+Z|ﬂi”ﬂj‘ (2.1.5)

i#]
olur. Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden

1
nn-1

1 ZJ:WH'BJPEHMMJUMII :(i[lﬂ.léj

n n_l i# i#j

:{ljmﬁj v (2.1.6)

elde edilir. (2.1.5) ve (2.1.6) dan alt sinir elde edilmis olur. Ust sinir i¢in

IR

i=L j=1

ifadesi diizenlenerek RWE tanimindan
N> BZ-2RWE(G)*+n) B72=0
i=1 i=1
elde edilir. Bu esitsizlik ¢oziildiiglinde iist sinira ulagilacaktir. ﬁ

Simdi Lemma 2.1.2 i kullanarak RWE ig¢in farkli bir tist sinir verelim.
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Teorem 2.1.6. G, r-regiiler ve A =2 olsun. Bu takdirde

RWE <r+./r(n-1)(n-r) (2.1.7)
dir.
Ispat. G, r-regiiler olsun. Teorem 2.1.4 den RW nin en biiyiik 6zdegeri B, =r idi.

Cauchy-Schwartz egitsizligi, n—1 bilesenli 11,...1 ve f,,f,,..., 5, vektorlerine

uygulanirsa
(iWJ <(-DY. 4
yani
RWE -4, “<(n-1)(2m- A7)
veya
RWE <, +4/(n-1)(2m - 52
bulunur.

S, =1 ve 2m=rn oldugundan

RWE <r+r(n=1)(n-r)

elde edilir. g

Teorem 2.1.7. A =2 olsun. Bu takdirde

RWE < %[2m+\/2m(n—1)(n2 —2m)} (2.1.8)

esitsizligi vardir.

Ispat. Cauchy-Schwartz egitsizliginden, Teorem 2.1.6 nin ispatinda

RWE < 4, +4/(n-1)(2m - 4?)

elde edilmisti. Simdi
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i¢in

f x =x+y(n-1)(2m-x?)

fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan
ve boylece

. . . 2m
icin f X azalan fonksiyondur. Boylece x>1 iken — < x<x* olup, sonug olarak
n

f x < f(z—mj elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. g
n

2.2. Bir Grafin Ters Wiener-Estrada indeksi

Bu alt boliimde diger bir yap1 tanimlayicist olan basit baglantili bir grafin ters
Wiener-Estrada indeksi tanimlanmis ve bu indeks i¢in bazi sinirlar elde edilmistir.

Oncelikle bir grafin ters Wiener-Estrada indeksini tanimlayalim.

Tamm 2.2.1. G nin ters Wiener dzdegerleri p, f,,..., 5, olsun. Bu takdirde RWEE(G)

ile gosterilen G grafinin ters Wiener-Estrada indeksi

RWEE =RWEE G =) e’ (2.2.1)

i=1

seklinde tanimlanir. Ayrica

olmak lizere e*’in seri agilimindan

RWEE G :zﬂ
= k!

esitligi de yazilabilir.
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Asagida ispati ile birlikte verilen Lemma 2.2.1. bu bdliimde verilecek sinir

degerlerinin ispatinda yardime1 rol oynamaktadir.

Lemma 2.2.1. G nin ¢ap1 A olsun. Bu durumda

nn-1
> <3 A-d, " <2mA(A-D) (2.2.2)
i0j

m—A?
dir.

Ispat: d;>1 i=]j ved; <A oldugundan

3 A-d, =Y A’-2ad, +d,

i i
=Y A*=2A> d;+>.d;2,
i0j i0j i0j
nn-1 , ,hn-1
> A®—=2A +m
2
ve buradan da
nn-1
3 A-d, =m-A?
o 2
it j
yazilir. Ayrica
2
D A-d; =) A*-2Ad; +d?
il i
<MA* —2Am+mA?,
<2mA(A-1)
esitsizligi elde edilir. Boylece istenen elde edilmis olur. g

Simdi RWEE ig¢in elde etti§imiz siirlar1 verelim.

Teorem 2.2.1. G grafinin ¢ap1 A olsun. Bu durumda

\(mA(A—l)

nn-1 2
\/n2+4(m—A2 > JSRWEE G <n-1l+e (2.2.3)



dir.

Ispat: Oncelikle alt sinir1 ispatlayalim, (2.2.1) esitliginin karesi alinirsa

RWEE® G =) €% +2) efle”
i=1 i<j
elde edilir ve aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden
2

n n-1
2> e/ =n n-1 Heﬂ‘e”’} ,

i<j i<j

=n(n-1) e™ %
=n(n-1)
olur. Kuvvet serisinin agilimindan ve
M, =n,
M, =0
ve
M, =8% A-d, ’
i)
oldugundan

n 28 k , 2 k
;e A :ZZT:n+4Z A-d, +ZZT

i=1 k>0 i<j i=1 k>3

elde edilir. Miimkiin oldugu kadar iyi bir alt sinir elde etmek i¢in

k

25
2k

k>3
ifadesi yerine
k
5 b
s k!

yazilabilir. Ayrica asagidaki ifadeyi elde etmek igin 4=2° yerine se 0,4

kullanilirsa bdylece

26

(2.2.4)

(2.2.5)

carpani
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Zez"”'>n+4ZA d; Zn: ﬂk—

i<j i=1 k>3

=”+4Z A-d; —sn SZA d; +SZZ ,

i<j i<j i=1 k=0

—n1-s + 4-s 3 A-d, +SRWEE G

i<j

olur. Lemma 2.2.1.’den

n nn-1
Zezﬂi >n 1-s + 4—s (m—AZ > J-FSRWEE G (226)

i=1
elde edilir. (2.2.5) ve (2.2.6) esitsizlikleri (2.2.4)‘de yerine yazilir ve elde edilen

denklem RWEE G ye gore ¢oziiliirse

2
nn-1
RWEE G >>+ (n—EJ +(4-3)| m—A?
2 2 2

elde edilir. n>2 ve m>1 igin

f(x)=§+\/(n—%j +(4—s)(m—A2n ”2_1J

fonksiyonu 0,4 araliginda monoton azalandir. Boylece RWEE G igin en iyi alt sinir

s =0 i¢in elde edilir.

Simdi de iist sinir1 ispatlayalim.

k

RWEE G = n+ZZ—

i=1 k>1 k

i=1 kx1

—n+z Zﬁ,z ,

k>1

33 g }

k>1
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k

B 2
=N+ 1 2> A-d, .
= k!

| il

k>0 k!

,22 A-d; °
=n-1+e' "

olup, Lemma 2.2.1.den

RWEE G <n-1+e """

elde edilir. §

Lemma 2.2.2. G grafi, n>2 noktali bir graf olsun. r, sembolii, RW G matrisinin i.

satir elemanlarinin toplamini gostermek tizere

2.2.7

esitsizligi vardir. 2.2.7 esitsizliginin esit olmasi icin gerek ve yeter sart I, =1, =...=T,

olmasidir.

Ispat. n>2 igin RW matrisinin indirgenemez oldugu (Zhou ve ark., 2007) agiktir.
Lemma 1.2.5.1 den (2.2.7) esitsizligi elde edilir. g

Teorem 2.2.2. G grafi, n>2 noktali bir graf olsun. Bu takdirde

n

s
= n-1
RWEE G >e' " +——— 2.2.8
L&
enil n

esitsizligi vardir.
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Ispat. G grafi, N, grafina (bos graf) esit olsun. Her bir 1<i<n i¢in =0 ve

B, =P, =...= B, =0 olur. Bu takdirde

RWEE G :ieﬂi =n

i=1
esitligi gegerlidir ve boylece 2.2.8 esitsizligi saglanmig olur. Simdi
RWEE G =n
oldugunu kabul edelim. Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginin esitlik kosulu
geregi
p=p=..=p=0
olur. O halde G=N, dir. (Yani G grafi bos bir graftir.)
Diger taraftan G# N, ve S >0 oldugu kabul edilirse

RWEE G =¢” +e” +...+e"

olur ve yine Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden
1
1 n r n Py n-1
— > e > O
=iy

1
Zn:e/’i > n-1 (ﬁeﬂi ]H,
i=2 i=2

1
n n-1
RWEE G >e” + n—1( eij 2.2.9
i=2
elde edilir. Zﬂi =0 oldugundan
i=1
B+ B+ B ==ph
oldugu agikca goriiliir. Buradan
1
RWEE G >ef+ n-1 e# nt 2.2.10

yazilir. B, = X olmak lizere
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x>0

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun birinci tiirevi

X

f' x =eX—e "1 x>0

olarak bulunur. f fonksiyonu x>0 i¢in, artan bir fonksiyondur. O halde Lemma

2.2.2 ve (2.2.7) ifadesinden

RWEE G 2e' " +——

olur ve istenen elde edilmis olur. ﬁ
Asagida baglantil1 bir grafin ters Wiener-Estrada Indeks ve ters Wiener Enerji
arasindaki iliski ortaya konarak bu parametrelere bagli iki siir elde edilmistir.

2.3. Ters Wiener-Estrada indeks ve Ters Wiener Enerji Arasindaki Bagint:

Teorem 2.3.1. G grafinin ¢ap1 A olsun. Bu takdirde

RWEE G -RWE G <n-1-2mA(A-1) +e*™* (2.3.1)

ve

EG

RWEE G <n-l+e (2.3.2)

esitsizlikleri saglanir. Esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart G [l K, olmasidir.

Ispat. Teorem 2.2.2.’nin ispatindan

n k n
RWEE G =n+) > ﬂil <n+ bl

i=1 k=1 k i=1 kx1

yazilabilir. Ters Wiener enerji tanimindan

n k
RWEE G <n+RWE G +22ﬂ

i=1 k=2 kl
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yazilir. Burada Teorem 2.1.3.’deki islemlerin benzeri yapilirsa

RWEE G -RWE G <n+zz| Al ,

i=1 k=2 kl

> 2y A-dy
<n-1- /22 A-d;  +e'™ (2.3.3)
i<j
esitsizligi kolay bir sekilde goriilir. f x =e*—x fonksiyonu 0,0 araliginda

monoton artan oldugundan ve Teorem 2.2.1.” den

RWEE G —RWE G <n-1-2,/mA(A-1) +e*™®*? (2.3.4)

esitsizligi elde edilir.

RWEE G ve RWE G arasindaki diger bir baginti ise

RWEE G <n+zz|ﬂ|

i=1 kx1 kl

<ne3 St )

k>l

bicimindedir. Boylece

RWEE G <n-1+¢e™E¢®

esitsizligi elde edilip ispat tamamlanmis olur. g
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3. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA
Bu boluimde, bulunan smirlar Orneklendirilerek bir tablo {izerinde

karsilastirilmistir. lk olarak Béliim 2.1 de yeni tanimladigimiz ters Wiener enerji icin

buldugumuz sinirlar1 bir 6rnek lizerinde gorelim.

Ornek 3.1. Sekil 3.1.1 ve Sekil 3.1.2°de gosterilen G,ve G, grafi verilsin.

Sekil 3.1.1 Sekil 3.1.2
G, grafinin uzaklik matrisi
011 2
UG) = 1021
Yl1 201
2110

dir. Bu matrisin 6zdegerleri

lul(Gl) =0, H (Gl) =4, /us(Gl) =y (Gl) =2

olarak bulunur. A =2 oldugundan bu grafin ters Wiener matrisi

RW (G,) =

O R L O
O O K
O O K
O R L O

olup 6zdegerleri
B(G)=5,(G)=0, B(G)=p(G)=-2

olur. Bu degerlere bagl uzaklik enerjisi
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UE(G) = Z|:Ui| =38
i=1
ve ters Wiener enerji

RWE(G) = || =4

seklindedir.

G, grafinin uzaklik matrisi

U (Gz) =

N PO R
=R =
o B, N W

0
1
2
3
dir. Bu matrisin 6zdegerleri

14(G,)=—0585, 1,(G,)=-3414, 1,(G,)=5162, 1,(G,)=-1.162

olarak bulunur. A =3 oldugundan bu grafin ters Wiener matrisi

0210
20 2 1
RWG)=11 5 o
0120

olup 6zdegerleri
p(G,)=4.162, B,(G,)=-2162, B(G,)=0414, p,(G,)=-2.414

olur. Bu degerler kullanilarak uzaklik enerjisi
4
UE(G,) =) |u|=10.323
i=1
ve ters Wiener enerji
4
RWE(G,) =Y |3 |=9.152
i=1

seklindedir.

Bu graflarin ters Wiener enerjileri i¢in Bolim 2.1’°de bahsedilen sinirlar



(2.1.1) igin,
2.8284 < RWE(G,) <5.6568
ve
5.2915 < RWE(G,) <10.583
(2.1.2) i¢in,
2.8284 < RWE(G))
ve
5.2915 < RWE(G,)
(2.1.3) igin,
RWE(G,) <5.6568
ve
RWE(G,) <14
(2.1.4) i¢in,
RWE(G,) <5.6568
(2.1.7) i¢in,
RWE(G,) <5.4641
(2.1.8) igin,
RWE(G,) <5.4641

seklinde elde edilir. Tabloda bu degerleri yerlestirirsek

Tablo 3.1.1
RWE (2.1.1) (2.1.3) (2.1.4) (2.1.7) (2.1.8)
3 4 5.6568 5.6568 5.6568 5.4641 5.4641
) 9.152 10.583 14
RWE (2.1.2)
G, 4 2.8284

G, 9.152 5.2915

34
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olur. Simdi de Bolim 2.2°de tamimladigimiz ters Wiener-Estrada indeks icin

buldugumuz sinirlarin uygulamasini yapalim. Ornek 3.1°de verilen G,ve G, graflarini

g0z Oniine alalim.

G, grafinin ters Wiener 6zdegerleri

B(G)=L,(G)=0, B(G)=8,(G)=-2

olup G, grafinin ters Wiener-Estrada indeksi

RWEE(G,) = ) e’ = 2.27067

i=1

seklindedir. Benzer sekilde G, grafinin ters Wiener 6zdegerleri
5(G,)=4.162, B,(G,)=-2162, B(G,)=0414, p,(G,)=-2.414

olup bu 6zdegerleri yerine koyarsak G, grafinin ters Wiener-Estrada indeksi igin
4
RWEE(G,) = e” =65.9169
i=1

bulunur.

Bu graflarin ters Wiener-Estrada indeksleri i¢in Boliim 2.2°de bahsedilen sinirlar

ise
(2.2.3) igin,
RWEE(G,) <80.2134
ve
RWEE(G,) <573.5344
(2.2.8) igin,
RWEE(G,) = 62.5093
seklinde olup, tablo degerleri
Tablo 3.1.2
RWEE (2.2.3)
G, 2.27067 80.2134

G, 65.9169 573.5344




RWEE (2.2.8)
] 2.27067
G, 65.9169 62.5093

olur.
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Son olarak da Boliim 2.3’de verdigimiz ters Wiener-Estrada indeks ile ters Wiener

enerji arasindaki bagmti igin elde ettigimiz smirlari, Ornek 3.1°de ele aldigimiz G, ve

G, graflar1 izerinde inceliyelim.

Yukarida bulundugu ilizere G,ve G, graflarinin ters Wiener enerjileri ve ters

Wiener-Estrada indeksleri kullanilarak

(2.3.1) igin,
RWEE(G,) -RWE(G,) <18.2425
ve
RWEE(G,) - RWE(G,) <565.0491
(2.3.2) igin,
RWEE(G,) <57.5981
ve
RWEE(G,) <9.436.2881

olup tablo degerleri asagidaki gibidir.

Tablo 3.1.3
RWEE — RWE (2.3.1) RWEE (2.3.2)
G, —1.72933 18.2425 2.27067 57.5981
56.7676 565.0491 65.9169 9.436.2881
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Calismamizda, yeni bir enerji tiirii olan ters Wiener enerji i¢in Teorem 2.1.1 de
(2.1.1), Teorem 2.1.2 de (2.1.2), Teorem 2.1.3 de (2.1.3), Teorem 2.1.5 de (2.1.4),
Teorem 2.1.6 da (2.1.7) ve Teorem 2.1.7 de (2.1.8) esitsizlikleri ile verilen sinirlar elde
edilmis ve bu sinirlar Tablo 3.1.1 de karsilastirilmistir. Benzer sekilde Teorem 2.2.1 de
(2.2.1) ve Teorem 2.2.2 de (2.2.8) ters Wiener-Estrada indeks i¢in verilen sinirlarin
uygulamasi da Tablo 3.1.2 de sunulmustur. Teorem 2.3.1 de (2.3.1 ve 2.3.2) ise ters
Wiener enerji ile ters Wiener-Estrada indeks arasindaki baginti ortaya konmus olup
bulunan bu sinirlara bagl karsilastirmalar ise Tablo 3.1.3 de gésterilmistir.

Ters Wiener-Estrada indeks i¢in elde edilen smirlar ¢ok iyi degerler
vermemesine ragmen bu smirlarin ters Wiener-Estrada indeks ve ters Wiener enerji
arasinda bagintilar kurmasi agisindan 6nemli oldugunu diisiiniiyoruz. Bu nedenle bir
grafin ters Wiener-Estrada indeksi daha detayli bir sekilde calisilabilir ve daha iyi
sinirlar elde edilebilir.

Bunun yanisira bir grafin enerjsi, uzaklik enerjisi ve ters Wiener enerjisi
arasinda ve Estrada indeks, uzaklik Estrada indeks ve ters Wiener-Estrada indeksi

arasinda bagintilar elde edilerek yeni ¢alisma alanlari olusturulabilir.
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