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A G                    G  grafının komşuluk matrisi 

   …   
min

                                  A G  nin en küçük özdeğeri 

   …   
max

                                  A G  nin en büyük özdeğeri 

   …   
i
                    A G  nin i - inci özdeğeri   

Tx                                     x  vektörünün transpozu 

x                                      x  vektörünün eşlenik transpozu                                  

D G                     G  grafının nokta derecelerinin köşegen matrisi 

1 2, ,..., nd d d                    G  grafının derece dizisi 

1 2, ,..., nD D D                  G  grafının uzaklık derece dizisi 

1 2, ,..., nT T T                     G  grafının ikinci uzaklık derece dizisi 

Z G                                Zagreb indeksi 

nK                     n  noktalı tam graf 

nN          Boş graf (Kenar içermeyen graf) 

L G          G  grafının Laplacian matrisi 

   …    
i
         L G  nin  i - inci özdeğeri 

U G                                G  grafının uzaklık matrisi 

   …    
i
                                      ( )U G  nin  i - inci özdeğeri 

  …    iju          i ve j  noktaları arasındaki en kısa uzaklık 

iG V                                G nin i - inci bileşeni  



 

 V 
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mind                                    Minimum derece 

RW G         G  grafının Ters Wiener matrisi 

   …   
i
         RW G nin i - inci özdeğeri 

   …    R          RW G nin elemanlarının toplamı 

   …            RW G nin determinantının mutlak değeri 

   ...   ijrw          i ve j  noktaları arasındaki ters Wiener uzaklığı 

                    G  grafının çapı 

E G          G  grafının enerjisi 

LE G         G  grafının Laplacian enerjisi 

EE G         G  grafının Estrada indeksi 

LEE G         G  grafının Laplacian-Estrada indeksi 

( )UE G                              G  grafının uzaklık enerjisi 

( )UEE G                            G  grafının uzaklık Estrada indeksi 

RWE G         G  grafının Ters Wiener enerjisi 

RWEE G         G  grafının Ters Wiener-Estrada indeksi 
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      1. GĠRĠġ 

 

      1.1. Graf Teori  

 

            Graf teori gerçekte 20. yüzyılda gelişme göstermesine rağmen, aslının 

Königsberg (bugün Rusya’da Kaliningrad) Köprüleri denilen probleme dayandığı kabul 

edilir. 1736’da Euler’in çözdüğü bulmacaya benzer bir problem olan Königsberg 

Köprüleri problemi şöyle ifade edilebilir; kentin herhangi bir yerinden yola çıkıp, 

kentteki yedi köprüden yalnızca bir kez geçerek başlangıç noktasına geri dönmek 

mümkün müdür?  

Graf teori her şeyden önce çözümü aranan bir problemi ya da bir işi en etkin 

şekilde temsil edebilmeye ve düzenlemeye yardımcı olur. Bunun için bir problem, graf 

yapısına dönüştürüldükten sonra, problemin tüm amaçlarını yerine getirecek en hızlı 

veya en az masraflı yolu bulmak için sistematik yöntemler aranır. Bu durumun doğal bir 

sonucu olarak, graf teori  pek çok değişik uygulama alanlarına sahiptir. Bunlardan 

bazıları; ulaşım ağlarının optimizasyonunda (yol ya da bilgi ulaşımı), elektrik şebekeleri 

kavramında, haberleşme ağlarında, istatistiksel mekanikte, kimyasal formüllerde, 

bilgisayar kuramında, toplumsal bilimlerde, coğrafyada, mimarlıkta,…vb. Çizgi kuramı 

olarak da bilinen graf teorinin gelişmesinin en önemli nedeni, diğer pek çok bilim 

dallarına uygulanabilir olmasıdır. Çünkü örneğin; teorik bilgisayar bilimlerindeki 

karmaşık problemlerin çoğu, graf teori problemlerine dönüştürülerek çözülebilmektedir. 

Bunun dışında, matematiğin diğer bilim dallarıyla ortak alana sahip olması da graf 

teorinin önemini arttırmaktadır. 

Graflar; matematik alanında, temel matris yapılarını, formülleri, hesaplamaları, 

fikirleri ve sonuçları aydınlatmada kullanılır. Bu şekildeki bir yaklaşım ise, matris teori 

ve bazı örneklerdeki konuların daha iyi anlaşılmasına ve daha iyi tanımlanmasına katkı 

sağlar.  

Spectral graf teori; grafı temsil eden bazı matrislerin özdeğerleri ve 

özvektörlerinin kullanılarak incelendiği graf teorinin önemli alt dallarından biridir. 

Buradaki amaç,  grafın belirli özellikleri hakkında bilgi edinmektir. 

Bir grafın enerjisi ve Estrada indeksi parametreleri grafın özdeğerlerini ihtiva 

ettiğinden bu konular da spectral graf teori alanına girmektedir.  

Şimdi bunlardan biraz bahsedelim. 
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G nin enerjisi Ivan Gutman tarafından 1978 yılında ortaya atılmış ve teorik 

kimya sonuçlarından esinlenilerek graf teoriye kazandırılmıştır. 

             Grafın enerjisi son zamanlarda popüler bir konu olmasından dolayı bu tanıma 

benzer birçok tanım yapılmıştır. Bunlardan biri de bir grafın Estrada indeksi 

kavramıdır. 

           Ernesto Estrada tarafından 2000 yılında tanımlanan bu kavram özellikle 

proteinlerin ve diğer uzun zincirli biyopolimerlerin bağ derecelerinin 

karakterizasyonlarında kullanılmıştır. Bir grafın Estrada indeksi son zamanlarda yine 

üzerinde yoğun bir şekilde çalışılan diğer bir konudur.  

Şimdi çalışmamızda yararlanacağımız bazı temel kavramları örnekleri ile 

birlikte vererek, bunları teoremler yardımı ile kuvvetlendirelim. 

Aksi belirtilmedikçe, aşağıda tanımları verilen kavramların kaynağı ‘Aldous ve 

ark., (2000)’ dir. 

 

1.2. Tanımlar ve Parametreler 

  

1.2.1. Graf, Nokta Derecesi, Regüler (Düzenli) Graf ve Tam Graf 

 

V  boştan farklı bir küme ve E , her elemanı V nin elemanlarının oluşturduğu 

sıralı olmayan ikililerden oluşan bir küme olmak üzere V  ve E  kümelerinden oluşan 

yapıya graf denir. Kısaca ,G V E  biçiminde gösterilir. V nin elemanlarına noktalar, 

E nin elemanlarına kenarlar denir.  

Bir grafta farklı iki noktayı birleştiren iki ya da daha fazla kenara çoklu kenar, 

bir noktayı kendisi ile birleştiren kenara ise ilmek denir. İlmeği ya da çoklu kenarı 

olmayan grafa da basit graf denir. Ayrıca çoklu kenar ve ilmeklere sahip grafa çoklu 

graf  (multigraph) denir. 

Herhangi bir ,G V E  grafında, nokta kümesi V nin alt kümesi ve kenar 

kümesi de E nin alt kümesi olan grafa G nin bir alt grafı denir. G  grafı, nokta kümesi 

1 2, ,..., nV G v v v  olan bir graf olmak üzere 
iv  ve jv  noktaları kenar oluşturuyor ise 

bu noktalara komşudur denir ve i jv v  veya ,i jv v E  şeklinde gösterilir. Aksi 

takdirde komşu değildir denir ve i jv v  veya ,i jv v E  şeklinde gösterilir.  
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Herhangi bir 
iv  noktasının derecesi 

iv  ye komşu olan noktaların sayısı olup 
id  

ile gösterilir. Derecesi 0 olan noktaya izole nokta ve derecesi 1 olan noktaya ise pendant 

(asılı) nokta denir.  

 

ġekil 1.2.1.1 

Yukarıdaki grafın noktalarının dereceleri, 
1 4d , 

2 5d , 
3 2d , 

4 2d , 

5 4d , 
6 1d  ve 

7 0d  olup 
7v  izole nokta ve 

6v  pendant (asılı) noktadır.  

Graf teoride Euler teoremi adı altında geçen ve çalışmamızda sıklıkla 

kullanacağımız teoremi ifade edelim. 

Herhangi bir grafta nokta derecelerinin toplamı, kenar sayısının iki katı olup; tek 

dereceli noktaların sayısı da çifttir.  

Özel bir graf olan düzenli (regüler) grafın tanımı da aşağıdaki gibi verilebilir.  

Bir G  grafının her bir noktası aynı dereceye sahipse bu grafa düzenli (regüler) 

graf denir. Her bir nokta derecesi r olan graf r-düzenli graf (r-regüler graf) olarak 

adlandırılır.  

Farklı noktalarının her bir çifti komşu olan G  grafına ise tam graf denir. n noktalı bir 

tam graf 
nK  ile gösterilir. 

 

1.2.2. Grafta Yol ve Bağlantılılık 

 

           Bir grafın nokta kümesi 1 2 3 1, , ,..., ,n nV G v v v v v  olsun. Grafın herhangi 
ia  

noktasından başlayıp ardı ardına k kenarın dizilmesiyle oluşan  

1 3 3 2 2 1 1, , ,..., n n

k

v v v v v v v v

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formuna, G  de k uzunluğunda bir yürüme denir. Aynı noktada başlayıp biten bir 

yürümeye G  de kapalı yürüme, eğer bu yürümede i j¹  için i jv v  oluyorsa bu  

yürümeye de yol denir. Başlangıç ve bitiş noktaları hariç bütün noktaları farklı olan 

kapalı bir yürümeye ise G grafında bir devir denir.  

Aşağıdaki gibi bir graf verilsin. 

 
                                                                       ġekil 1.2.2.1 

 

Bu grafta 
2 3 2 5 4a a a a a  yazımı beş uzunluğunda bir yürüme, 

5 4 1 2 5a a a a a  kapalı bir 

yürüme, son olarak 
1 2 5 4 3a a a a a  yazımı bir yol ve 

1 4 5 3 1a a a a a  ise bir devirdir. 

            G nin 
iv  ve jv  noktaları arasında bir yol var ise bu noktalara bağlantılıdır denir. 

Eğer G grafının her nokta çifti arasında bir yol var ise bu grafa da bağlantılı graf denir. 

Bağlantılılık bağıntısı V  üzerinde bir denklik bağıntısıdır. 
1 2, , ..., rV V V  denklik 

sınıfları olmak üzere [ ] [ ] [ ]1 2, ,..., rG V G V G V  alt graflarına G nin bileşenleri denir. 1r =  

olması durumunda graf bağlantılıdır. Aksi takdirde r  bileşene sahip bağlantısız bir 

graftır.  

           Aşağıda bağlantılı bir graf örneği verilmiştir.  

 
                                                                              

                                                                           ġekil 1.2.2.2 
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1.2.3. KomĢuluk Matrisi, Uzaklık Matrisi, Laplacian ve Ters Wiener Matrisleri 

 

Bu kısımda, kullanacağımız basit bir grafın komşuluk, uzaklık, Laplacian ve ters 

Wiener matrislerinin tanımlarını verip bu tanımların bir örnek üzerinde uygulamasını 

verelim. 

G grafı, nokta kümesi  1 2, ,..., nV G v v v  olan bir graf olsun. G nin komşuluk 

matrisi 

1,

0,

i j

ij

v v

A G a

diğer



 

biçiminde tanımlanan n x n  simetrik bir matristir. 

Aşağıdaki gibi bir G grafı verilsin. 

Örnek 1.2.3.1. 

 
 

ġekil 1.2.3.1 

Bu grafın komşuluk matrisi 

0 1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 1 1 0

1 1 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0

A G  

olur. 

Şekil 1.2.3.1 göz önüne alındığında bu grafın noktalarının dereceleri 

3, 3, 4, 4, 2, 2, 2a b c d e f gd d d d d d d  olup nokta derecelerinin matrisi 
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3 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 2

D G  

şeklindedir. A G  ve D G  matrisleri yardımıyla, verilen bir G  grafının Laplacian 

matrisi  

L G D G A G  

 

olacak şekilde yine n n  simetrik bir matris olarak tanımlanır. Aynı zamanda bu L G  

matrisinin  

                                     

,

1,

0,

i i j

i jij

d v v ise

L G v v ise

diğer durumlarda

      

         

şeklinde de ifade edilebileceği açıktır. Böylece Şekil 1.2.3.1 in Laplacian matrisi 

 

3 1 1 1 2 2 2

1 3 2 1 3 3 1

1 2 4 1 1 1 2

1 1 1 4 2 2 1

2 3 1 2 2 1 3

2 3 1 2 1 2 3

2 1 2 1 3 3 2

L G  

 

olarak elde edilir. 

G nin herhangi 
iv  ve jv  noktaları arasındaki en kısa yolun uzunluğu, bu 

noktalar arasındaki en kısa uzaklık olup iju  ile gösterilir. Bu takdirde, G nin uzaklık 

matrisi, ijU u  olacak şekilde tanımlı n x n  simetrik bir matristir.  

Şekil 1.2.3.1 grafını göz önüne alalım. Bu grafın uzaklık matrisi 



 

 

7 

 

0 1 1 1 2 2 2

1 0 2 1 3 3 1

1 2 0 1 1 1 2

1 1 1 0 2 2 1

2 3 1 2 0 1 3

2 3 1 2 1 0 3

2 1 2 1 3 3 0

U G  

 

şeklinde elde edilir. 

Bir grafta her nokta çifti arasındaki uzaklıkların maksimumuna G grafının çapı 

denir ve  ile gösterilir.  

 G nin ijRW RW G d  ters Wiener matrisi  

                                   
,

0,

ij

ij

d i j
RW

i j
              

biçiminde tanımlı n x n  simetrik bir matristir (Zhou ve ark., 2007).  

Tekrar Şekil 1.2.3.1 grafını göz önüne alırsak 3  olduğu için bu grafın ters 

Wiener matrisi 

 

0 2 2 2 1 1 1

2 0 1 2 0 0 2

2 1 0 2 2 2 1

2 2 2 0 1 1 2

1 0 2 1 0 2 0

1 0 2 1 2 0 0

1 2 1 2 0 0 0

RW  

 

biçiminde elde edilir. 

Çalışmamızda sıkça kullanacağımız bir grafın bazı enerji ve Estrada indeks 

çeşitlerini tanımlayalım. 
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1.2.4. Bir grafın enerji ve Estrada indeks çeĢitleri 

 

G grafı, komşuluk matrisi A G  olan bir graf olsun. Bu takdirde A G nin 

özdeğerlerine G grafının özdeğerleri denir. 

G grafı, n  noktalı ve özdeğerleri 
1 2, ,..., n

olan bir graf olmak üzere G nin 

enerjisi (Gutman,1978)                                                                                                

                                             
1

n

i

i

E G               

ve Estrada indeksi (Estrada,2000) 

                                                              
1

i

n

i

EE G e             

biçiminde tanımlanır. 

G grafı uzaklık matrisi U G  olan bir graf olsun. Bu takdirde U G  nin 

özdeğerlerine G grafının uzaklık özdeğerleri denir.  

G grafı uzaklık özdeğerleri 
1 2, ,..., n

 olan n  noktalı bir graf olsun. Bu 

takdirde G nin uzaklık enerjisi (Indulal ve ark., 2008) 

1

n

i

i

UE G  

ve uzaklık Estrada indeksi (Güngör ve ark., 2009) 

1

( ) i

n

i

UEE G e  

biçiminde tanımlanır. 

Aşağıdaki grafı göz önüne alalım. 

Örnek 1.2.4.1. 

                                          

 
 

ġekil 1.2.4.1 

Bu grafın komşuluk matrisi  
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0 1 1

1 0 1

1 1 0

A  

 

olup özdeğerleri 

1 2  ve 
2 3 1  

dir. Böylece bu grafın enerjisi ve Estrada indeksi 

3

1

4i

i

E G   

ve 

 
3

1

8.12i

i

EE G e  

olarak elde edilir. Uzaklık enerjisi ve uzaklık Estrada indeksi de 

                                                    
3

1

i

i

UE G 4 

                                                     
3

1

( ) 8.12i

i

UEE G e  

şeklindedir.                                                                                                                        ■ 

 

G  grafı, Laplacian matrisi L G  olan bir graf olsun. Bu takdirde L G nin 

özdeğerlerine  G  grafının Laplacian özdeğerleri denir. 

 G  grafı, n  noktalı ve m  kenarlı bir graf ve G nin Laplacian özdeğerleri 

1 2, ,..., n
 olmak üzere 

1

2n

i

i

m
LE G

n
  

ifadesine G  grafının Laplacian enerjisi (Gutman ve ark., 2006) ve  

1

i

n

i

LEE G e  

ifadesine de G  grafının Laplacian-Estrada indeksi denir (Li ve ark., 2009). 

Şekil 1.2.4.1 grafını göz önüne alırsak bu grafın Laplacian matrisi 
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2 1 1

1 2 1

1 1 2

L G  

olup, Laplacian özdeğerleri 

1 2 3 ve 
3 0  

dir. Böylece bu garfın Laplacian enerjisi ve Laplacian-Estrada indeksi, nokta ve kenar 

sayısı sırasıyla 3n  ve 3m  olmak üzere  

3

1

2 4i

i

LE G   

ve 

 
3

1

41.17i

i

LEE G e  

olarak elde edilir. 

 

1.2.5. Bazı lineer cebir tanımları 

 

Tanım 1.2.5.1. (Bozkurt ve ark., 2003) :A T T  lineer dönüşümü vektör uzayı ve 

x T  sıfırdan farklı bir vektör olmak üzere  

A x x  

eşitliğini sağlayan bir  sayısına A  dönüşümünün özdeğeri, x  vektörüne de  

özdeğerine karşılık gelen özvektörü denir.  

 Özdeğer ve özvektörler için aşağıdaki özellikler vardır. 

a  A  matrisi tekil ise, en az bir özdeğeri sıfırdır. A  tekil değil ise tüm özdeğerleri 

sıfırdan farklıdır. 

b  Birim matrisin bütün özdeğerleri 1 dir. 

c  A  köşegen bir matris ise, özdeğerler bu matrisin köşegen elemanlarıdır. 

d  A  simetrik bir matris ise, tüm özdeğerleri reeldir. 

e  A  Hermityen bir matris ise, tüm özdeğerleri reeldir. 

f  
1A  matrisinin özdeğerleri, A  nın özdeğerlerinin tersine eşittir. 

g  Reel simetrik bir matrisin tüm özvektörleri karşılıklı ortogonaldir. 
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h  A  ve TA  matrislerinin özdeğerleri aynıdır. 

i  Bir matrisin özdeğerlerinin toplamı o matrisin köşegen elemanları toplamına (izine) 

eşittir.  

j  Eğer bir A  matrisinin  özdeğerine karşılık gelen özvektör v  ise, c  bir sabit 

olmak üzere cv  de A  matrisinin özvektörüdür.  

 

Teorem 1.2.5.1. (Zhang F., 1999) (Schur Teoremi) 

jk n n
A a  tipinde bir matris ve A  matrisinin özdeğerleri de 

1 2, ,..., n
 olsun. 

Bu durumda 

22

1 1 1

n n n

i jk

i j k

a  

olur. 

 

Lemma 1.2.5.1.  (Zhou B. ve ark., 1998) 2n  için ijB B matrisi, negatif olmayan, 

indirgenemez, simetrik bir matris ve satır toplamları 
1 2, ,..., nB B B  olsun. 

1( )B , B nin en 

büyük özdeğeri olmak üzere  

                                 

2

1
1 1

1

( ) max

n

i n
ji

i n ij

i i

B
B

B B
n B

 

 

eşitsizliği vardır. Eşitliğin olması için gerek ve yeter şart 
1 2 ... nB B B  olmasıdır. 

 

1.2.6. Bazı Reel Sayı EĢitsizlikleri ve Artan - Azalan Fonksiyonlar 

 

Teorem 1.2.6.1.  (Cauchy Schwartz EĢitsizliği)  1, 2 ,..., na a a  ve 
1 2, ,..., nb b b  reel sayı 

dizileri olsun. Bu takdirde 

2

2 2

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

a b a b  

eşitsizliği sağlanır. Eşitsizliğin eşitlik olması için gerek ve yeter şart her bir 1 i n  

için 
i ia rb  olacak şekilde bir r   olmasıdır.  
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Teorem 1.2.6.2 (Marshall ve ark., 1979) (Aritmetik-Geometrik Ortalama 

EĢitsizliği)   Negatif olmayan n tane 1, 2 ,..., na a a   reel sayıları için  

1 2
1 2

,...,
,...,n n

n

a a a
a a a

n
 

eşitsizliği sağlanır. Eşitlik olması için gerek ve yeter şart 
1 2 ... na a a  olmasıdır. 

 

Teorem 1.2.6.3 (Horn ve ark.,  1985) (Rayleigh Rit’z Oranı) ( )nA M   hermityen 

ve A nın özdeğerleri  

min 1 2 1 max... n n
 

olacak şekilde sıralı verilsin. Bu takdirde , nx   için  

1 nx x x Ax x x  

dir. Yani 

max
0 1

max maxn
x x x

x Ax
x Ax

x x
 

ve 

min 1
0 1

min min
x x x

x Ax
x Ax

x x
 

dir. 

 

Şimdi de artan-azalan fonksiyonlardan bahsedelim. 

:f B   olmak üzere her 
1 2,x x B  için 

1 2x x  iken  

1 2f x f x  

ise f x  fonksiyonuna B  üzerinde monoton artan fonksiyon,  

1 2f x f x  

ise f x  kesin artan fonksiyondur denir. Benzer şekilde, her 
1 2,x x B  için

1 2x x iken  

1 2f x f x  
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ise f x   B üzerinde monoton azalan fonksiyon,  

1 2f x f x  

ise f x  kesin azalan fonksiyondur denir. 

 Bir aralığın tüm x noktalarında 0f x  ise fonksiyon bu aralıkta monoton 

artan, eğer bir aralığın tüm x noktalarında 0f x  ise fonksiyon bu aralıkta monoton 

azalan fonksiyondur. 

Bir aralıkta monoton artan veya kesin artan fonksiyona kısaca artan fonksiyon, 

benzer şekilde monoton azalan veya kesin azalan fonksiyona da azalan fonksiyon denir. 

Buna göre bir aralık üzerinde türevlenebilen bir fonksiyonun türevinin işaretine bakarak 

fonksiyonun bu aralık üzerinde artan veya azalan olup olmadığına karar verilebilir.  
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1.3. Kaynak AraĢtırması 

 

Bu kısımda çalışmalarımız ile ilgili literatür hakkında bilgiler verelim. 

M. Edelberg ve arkadaşları (1974) çalışmalarında, n  noktalı bir T  ağacının 

uzaklık matrisinin karakteristik polinomunun bir dizi özelliklerini araştırmışlar ve bu 

polinomun ilk birkaç ve son birkaç katsayısı için basit ifadeler bulmuşlardır. 

J. A. Rodriguez (2005) çalışmasında, basit bir grafın Laplacian matrisinin farklı 

bir versiyonunu tanımlamış ve Laplacian veya komşuluk matrisinin özdeğerlerinden 

oluşan Randic indeks üzerine sınırlar elde etmiştir. 

I. Gutman ve B. Zhou (2006) çalışmalarında, n  noktalı, m  kenarlı bir G  

grafının Laplacian enerjisini tanımlamışlar daha sonra bu grafın enerjisi ve Laplacian 

enerjisi arasındaki bazı önemli farklar üzerinde durmuşlardır. 

B. Zhou ve N. Trınajstıc (2007) çalışmalarında, bağlantılı bir grafın ters Wiener 

matrisinin en büyük özdeğeri için bazı sınırlar elde etmişler ve bu sonuçları Nordhaus-

Gaddum cinsinden ifade etmişlerdir.  

J. A. De La Pena ve arkadaşları (2007) çalışmalarında, n  noktalı, m  kenarlı bir 

G   grafının Estrada indeksi için nokta ve kenar sayısını ihtiva eden bir alt ve bir üst 

sınır elde etmişlerdir. Ayrıca Estrada indeks için grafın enerjisini de ihtiva eden bazı üst 

sınırlar elde etmişlerdir. 

I. Gutman (2008) çalışmasında, n  noktalı, m  kenarlı bir G  grafının Estrada 

indeksi için nokta ve kenar sayısını ihtiva eden bazı alt sınırlar elde etmiştir. 

H. S. Ramane ve arkadaşları (2008) çalışmalarında, n  noktalı bir G  grafının 

uzaklık enerjisi için bir alt ve bir üst sınır elde etmişlerdir. 

H. S. Ramane ve arkadaşları (2008) çalışmalarında, n  noktalı bir T ağacının 

uzaklık enerjisi için bir alt ve bir üst sınır elde etmişlerdir. 

G. Indulal ve arkadaşları (2008) çalışmalarında, n  noktalı ve çapı ikiyi 

geçmeyen bir G  grafının uzaklık enerjisi için bir alt ve bir üst sınır elde etmişlerdir. 

G. Indulal (2009) çalışmasında, uzaklık derece dizisi 1 2, ,..., nD D D  ve ikinci 

uzaklık derece dizisi 1 2, ,..., nT T T  olan n  noktalı bir G  grafının uzaklık enerjisi için bu 

değerlerin kareleri toplamını ihtiva eden bir üst sınır elde etmiştir. 

B. Zhou ve I. Gutman (2009) çalışmalarında, n  noktalı, m  kenarlı ve derece 

dizisi 1 2, ,..., nd d d  olan bir G grafının Laplacian-Estrada indeksi için nokta sayısını, 
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kenar sayısını ve grafın ilk Zagreb indeksi olan 2

1

n

i

i

Z G d  yi ihtiva eden bazı alt ve 

üst sınırlar elde etmişlerdir. 

C. Adiga ve M. Smitha (2009) çalışmalarında, yönlendirilmiş bağlantılı bir G  

grafının ters Laplacian enerjisini tanımlamışlar ve nokta sayısı ikiden küçük olmayan bu 

G  grafının enerjisi için nokta sayısını ihtiva eden bir alt ve bir üst sınır elde etmişlerdir. 

C. Adıga ve Z. Khoshbakht (2009) çalışmalarında, yönlendirilmiş bir grafın ters 

Laplacian enerjisini tanımlamışlar ve bu yönlendirilmiş grafın ters Laplacian enerjisi 

için sınırlar elde etmişlerdir. 

K. Das ve S. Lee (2009) çalışmalarında, bazı bağlantılı graflar için ( 1.8 4m n  

veya 2 / 6m n ) minimum Estrada indekse sahip yollar ve bu bağlantılı grafların 

Estrada indeksi için en iyi alt sınır elde etmişlerdir. 

A. Dilek Güngör ve Ş. Burcu Bozkurt (2009) çalışmalarında, n  noktalı bir G  

grafının uzaklık Estrada indeksi için nokta sayısını ihtiva eden alt ve üst sınırlar elde 

etmişlerdir. Ayrıca uzaklık Estrada indeksi için grafın enerjisini de içeren bir üst sınır 

vermişlerdir. 

J. Li ve arkadaşları (2009) çalışmalarında, n  noktalı, m  kenarlı, maksimum 

derecesi 
maxd ve minimum derecesi 

mind olan bir G  grafının Laplacian-Estrada indeksi 

için nokta sayısı, kenar sayısı, maksimum ve minimum dereceyi ihtiva eden alt ve üst 

sınırlar ve de Laplacian Estrada indeksi için grafın Laplacian enerjisini içeren alt ve üst 

sınırlar elde etmişlerdir. 

J. Lıu ve B. Lıu (2010) çalışmalarında, n  noktalı, m  kenarlı iki parçalı bir G  

grafının Estrada indeksi için nokta ve kenar sayısını ihtiva eden alt ve üst sınırlar elde 

etmişlerdir. 

A. Dilek Güngör, A. Sinan Çevik, Eylem G. Karpuz, Fırat Ateş ve I. Naci Gangül 

(2010) çalışmalarında, n  mertebeli A  hermityen matrisinin Estrada indeksi için ( )iz A  

ifadesini içeren bir alt ve bir üst sınır elde etmişlerdir. Ayrıca bu A  hermityen 

matrisinin Estrada indeks ve enerjisi arasında bir bağıntı elde etmişlerdir. 

A. Dilek Güngör ve A. Sinan Çevik (2010) çalışmalarında, bir G grafının Harary 

enerjisini ve Harary-Estrada indeksini tanımlamışlar ve bu yeni enerji ve Estrada indeks 

için alt ve üst sınırlar elde etmişlerdir. 

Ş. Burcu Bozkurt, A. Dilek Güngör, I. Gutman ve A. Sinan Çevik (2010)       

çalışmalarında, Randic enerjiyi randic matrisinin özdeğerlerinin mutlak değerleri 
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toplamı olarak tanıtmışlar ve bazı özelliklerini saptayarak bu enerji için alt ve üst 

sınırlar elde etmişlerdir.  

I. Gutman (2007) çalışmasında,  ( )E G n  şartını sağlayan n  noktalı grafların 

çeşitli sınıflarını karakterize etmiştir. 
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2. BĠR GRAFIN TERS WIENER ENERJĠSĠ VE TERS WIENER-ESTRADA 

ĠNDEKSĠ  

 

Bu bölümde, ilk defa literatüre kazandırdığımız tanım, teorem ve önermelere yer 

verilmiştir. Öncelikle ters Wiener matrisinden yararlanılarak yeni yapı tanımlayıcıları 

olarak da nitelendirebileceğimiz enerji ve Estrada indeks çeşidi tanımlanmış, bu 

parametreler için sınırlar elde edilmiştir. Daha sonra ise bu iki parametre arasında bir 

bağıntı kurulmuştur. 

 

2.1. Bir Grafın Ters Wiener Enerjisi 

  

            Öncelikle basit bağlantılı bir grafın ters Wiener enerjisini tanımlayarak bu enerji 

için elde ettiğimiz sınırları verelim. 

Çalışmamız boyunca, G grafı n  noktalı, m  kenarlı, basit bağlantılı bir graf 

olarak düşünülecektir. 

 

Tanım 2.1.1. G nin ters Wiener özdeğerleri 1, 2 ,..., n  olsun. Bu takdirde ( )RWE G  

ile gösterilen G grafının ters Wiener enerjisi  

1

( )
n

i

i

RWE G  

şeklinde tanımlanır. 

 

Lemma 2.1.1. G nin ters Wiener özdeğerleri 1, 2 ,..., n  olsun. Buradan 

1

0
n

i

i

 

ve 

2

2

1

2
n

i ij

i i j

d  

eşitlikleri vardır. 

 

Ġspat. Ters Wiener matrisin tanımından açıktır. 
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Şimdi ters Wiener enerji için ilk sınırımızı verelim. 

Teorem 2.1.1.             
2 2

2 2ij ij

i j i j

d RWE G n d                    (2.1.1)  

 

 Ġspat.  Cauchy Schwartz eşitsizliğinden 

2

2 2

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

a b a b  

dir. 1ia  ve i ib  seçersek 

2

2

1 1

.
n n

i i

i i

n  

olur. Buradan ters Wiener enerji tanımı ve Lemma 2.1.1’den  

2
2 2 . ij

i j

RWE G n d  

elde edilir. Bu ise bize RWE G  için bir üst sınır verir. Ayrıca 

2
222

1 1

2
n n

i i ij

i i i j

RWE G d  

olup, böylece RWE G  için bir alt sınır elde edilir.                                                        ▓ 

 

Şimdi daha iyi bir alt sınır verelim. 

 

Teorem 2.1.2. G nin ters Wiener matrisinin determinantının mutlak değeri  ile 

gösterilsin. Bu takdirde 

                                     
2

2

2 1 n
ij

i j

d n n RWE G                            (2.1.2) 

dir. 

 

 

Ġspat.  Ters Wiener enerjinin tanımından 
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2

2 2

1 1

2
n n

i i i j

i i i j

RWE G , 

                                                     
2

2 2ij i j

i j i j

d , 

                                                    
2

2 ij i j

i j i j

d  

olur. Aritmetik-geometrik ortalama eşitsizliğinden 

1 1

1 2 1

1

1

1

1

nn n n n

n
i j i j i

i j i j in n
, 

                                                      
22

1

n

nn
i

i

   

elde edilir. Buradan 

2
2

2 2 1 n
ij

i j

RWE G d n n  

sonucuna ulaşılır. Bu ise istenen sonuçtur.                                                                       ▓ 

 

Sırada RWE G  için farklı bir üst sınır yer almaktadır. 

 

Teorem 2.1.3.  

2

2 2 22 2
1 2ij ij ij

i j i j i j

RWE G d n d d
n n

           (2.1.3) 

               

Ġspat.  Cauchy-Schwartz eşitsizliğinden 

2

2

2 2

1
n n

i i

i i

n  

yazılabilir. Buradan 

22 2

1 11 2 ij

i j

RWE G n d  

elde edilir. Bu eşitsizlik düzenlenirse  
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2
2

1 11 2 ij

i j

RWE G n d  

yazılır. Şimdi 

2
21 2 ij

i j

f x x n d x  

diyelim. Burada 
1 0 , 

1 x  ve 

2
2

1

2
n

i ij

i i j

d  

olduğundan 

2
2 2

1 2 ij

i j

x d  

ve böylece  

2

2 ij

i j

x d  

elde edilir. ' 0f x  eşitliğinden 

22
ij

i j

x d
n

 

dir. Burada f x  azalan bir fonksiyon olduğundan 

2 22
2ij ij

i j i j

d x d
n

 

ve 

2 2

1

2 2
ij ij

i j i j

d d
n n

 

 

olur. Böylece 

2

1

2
ij

i j

f f d
n
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 eşitsizlik sağlanmış olur.                                                                                                  ▓ 

Lemma 2.1.2. 2  ve G nin ters Wiener özdeğerleri de 1, 2 ,..., n  olsun. Bu 

takdirde            

2

1

2
n

i

i

m  

dir.  

 

Ġspat. G  grafının ters Wiener matrisinde 2m  tane eleman 1 ve 2 2n m tane eleman da 

0 olduğundan 

2
2

1 1 1 1 1

n n n n n

i ij ji ij

i i j i j

rw rw rw , 

                                                   2 2 22 .1 2 .0m n m , 

                                                   2m  

elde edilir.                                                                                                                         ▓ 

 

Teorem 2.1.4. 2  ve ( )RW G  nin en büyük özdeğeri 
1
 olsun. Bu durumda 

1

2m

n
 

eşitsizliği vardır. Eşitliğin olması için gerek ve yeter şart G nin regüler olmasıdır. 

 

Ġspat. 2  olduğundan ( )RW G nin .i  satırında 
id  tane 1 ve 

in d tane 0 

bulunmaktadır. 1,1,1,...,1x  bir vektör olsun. Rayleigh Rit’z oranından 

1

1

1 2T n

iT
i

xRWx m
d

xx n n
 

elde edilir. G r -regüler (r-düzenli) ise ( )RW G nin her bir satır toplamı r  ve buradan 

1 r olup eşitlik sağlanır. Tersi düşünüldüğünde, yani eğer eşitlik var ise; x , 
1
 e 

karşılık gelen bir özvektör ve böylece ( )RW G  nin her satır toplamı eşit olur. .i  satır 

toplamı 
id  olduğundan bu durum her i  için 

id  lerin aynı değere sahip olmasını 

gerektirir, yani G nin regüler (düzenli) olmasını gerektirir.                                             ▓ 
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           Aşağıda arka arkaya verilen 3 teoremde çapı 2 olan grafların ters Wiener enerjisi 

için alt ve üst sınırlar elde edilmiştir. 

 

Teorem 2.1.5. 2  ve G nin ters Wiener matrisinin determinantının mutlak değeri 

ile gösterilsin. Bu durumda 

                                      
2

2 ( 1) ( ) 2nm n n RWE G mn                               (2.1.4) 

dir.                         

                                                                      

Ġspat. RWE  tanımından ve Lemma 2.1.2 den  

2

2 2

1 1

n n

i i i j

i i i j

RWE G , 

                                                     2 i j

i j

m                                                  (2.1.5) 

olur. Aritmetik-geometrik ortalama eşitsizliğinden 

1 1

1 2 1

1

1

1

1

nn n n n

n
i j i j i

i j i j in n
, 

                                                      
22

1

n

nn
i

i

                                                (2.1.6) 

elde edilir. (2.1.5) ve (2.1.6) dan alt sınır elde edilmiş olur. Üst sınır için 

2

1 1

n n

i j

i j

 

ifadesi düzenlenerek RWE  tanımından  

2 2 2

1 1

2 ( ) 0
n n

i j

i i

n RWE G n  

elde edilir. Bu eşitsizlik çözüldüğünde üst sınıra ulaşılacaktır.                                        ▓ 

 

Şimdi Lemma 2.1.2 i kullanarak RWE  için farklı bir üst sınır verelim. 
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Teorem 2.1.6. G , r -regüler ve 2  olsun. Bu takdirde 

                                                ( 1)( )RWE r r n n r                                        (2.1.7) 

dir. 

Ġspat. G , r -regüler olsun. Teorem 2.1.4 den RW nin en büyük özdeğeri 
1 r  idi. 

Cauchy-Schwartz eşitsizliği, 1n  bileşenli 1,1,...,1 ve 2 3, ,..., n vektörlerine 

uygulanırsa 

2

2

2 2

( 1)
n n

i i

i i

n  

yani 

2 2

1 1( 1)(2 )RWE n m  

veya 

2

1 1( 1)(2 )RWE n m  

bulunur. 

1 r  ve 2m rn olduğundan  

( 1)( )RWE r r n n r  

elde edilir.                                                                                                                         ▓ 

 

Teorem 2.1.7. 2  olsun. Bu takdirde 

                                        
21

2 2 ( 1)( 2 )RWE m m n n m
n

                             (2.1.8) 

eşitsizliği vardır. 

 

Ġspat. Cauchy-Schwartz eşitsizliğinden, Teorem 2.1.6 nın ispatında 

2

1 1( 1)(2 )RWE n m  

elde edilmişti. Şimdi  

2
2

m
x m

n
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için                    

2: ( 1)(2 )f x x n m x  

fonksiyonunu tanımlayalım. Buradan 

2
1

m

n
 

ve böylece 

22m
x

n
 

için f x  azalan fonksiyondur. Böylece 1x  iken 
22m

x x
n

 olup, sonuç olarak 

2m
f x f

n
 elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.                                                        ▓ 

 

2.2. Bir Grafın Ters Wiener-Estrada Ġndeksi 

 

Bu alt bölümde diğer bir yapı tanımlayıcısı olan basit bağlantılı bir grafın ters 

Wiener-Estrada indeksi tanımlanmış ve bu indeks için bazı sınırlar elde edilmiştir. 

     Öncelikle bir grafın ters Wiener-Estrada indeksini tanımlayalım. 

 

Tanım 2.2.1. G nin ters Wiener özdeğerleri 1, 2 ,..., n  olsun. Bu takdirde RWEE(G) 

ile gösterilen G  grafının ters Wiener-Estrada indeksi 

                                              
1

i

n

i

RWEE RWEE G e                                       (2.2.1) 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca  

1

n
k

k i

i

M  

olmak üzere xe ’in seri açılımından 

0 !

k

k

M
RWEE G

k
 

eşitliği de yazılabilir. 
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Aşağıda ispatı ile birlikte verilen Lemma 2.2.1. bu bölümde verilecek sınır 

değerlerinin ispatında yardımcı rol oynamaktadır.   

 

Lemma 2.2.1. G nin çapı  olsun. Bu durumda 

                             
2

2
1

2 ( 1)
2

ij

i j

n n
m d m



                       (2.2.2) 

dir. 

 

Ġspat:  1ijd  i j  ve ijd  olduğundan 

2
2 22ij ij ij

i j i j

d d d
 

, 

                                                              2 22 ij ij

i j i j i j

d d
  

, 

                                                              2 2
1 1

2
2 2

n n n n
m      

ve buradan da                                         

                                           
2

2
1

2
ij

i j

n n
d m



  

yazılır. Ayrıca 

                                          
2

2 22ij ij ij

i j i j

d d d
 

, 

                                                               2 22m m m , 

                                                               2 ( 1)m  

eşitsizliği elde edilir. Böylece istenen elde edilmiş olur.                                                  ▓ 

 

Şimdi RWEE  için elde ettiğimiz sınırları verelim. 

 

Teorem 2.2.1. G  grafının çapı  olsun. Bu durumda                                                   

                         
2 2

1
4

2

n n
n m

2 ( 1)

1
m

RWEE G n e                 (2.2.3) 
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dir. 

 

Ġspat: Öncelikle alt sınırı ispatlayalım, (2.2.1) eşitliğinin karesi alınırsa   

                                           
22

1

2 ji i

n

i i j

RWEE G e e e                                 (2.2.4) 

elde edilir ve aritmetik-geometrik ortalama eşitsizliğinden 

2

1
2

2 1j ji i

n n

i j i j

e e n n e e , 

                                                          

2

( 1)1

1

1 i

n n nn

i

n n e , 

                                                          1

2

( 1)
M nn n e , 

                                                          ( 1)n n                                                          (2.2.5) 

olur. Kuvvet serisinin açılımından ve  

0M n , 

                                                                
1 0M  

ve  

2

2 8 ij

i j

M d  

olduğundan  

2
2

1 1 0 1 3

2 2
4

! !
i

k k
n n n

i i

ij

i i k i j i k

e n d
k k

 

elde edilir. Mümkün olduğu kadar iyi bir alt sınır elde etmek için 

3

2

!

k

i

k k
 

 ifadesi yerine  

3

4
!

k

i

k k
 

yazılabilir. Ayrıca aşağıdaki ifadeyi elde etmek için 
24 2  yerine 0,4s  çarpanı 

kullanılırsa böylece  
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2
2

1 1 3

4 .
!

i

k
n n

i

ij

i i j i k

e n d s
k

, 

                                                
2

1 0

4 . .
!

k
n

i

ij ij

i j i j i k

n d s n s d s
k

, 

                                                
2

1 4 .ij

i j

n s s d s RWEE G  

olur. Lemma 2.2.1.’den   

                            2 2

1

1
1 4 .

2
i

n

i

n n
e n s s m s RWEE G          (2.2.6) 

elde edilir. (2.2.5) ve (2.2.6) eşitsizlikleri (2.2.4)‘de yerine yazılır ve elde edilen 

denklem RWEE G ye göre çözülürse 

2

2
1

(4 )
2 2 2

n ns s
RWEE G n s m  

elde edilir. 2n  ve 1m  için  

2

2
1

( ) (4 )
2 2 2

n ns s
f x n s m  

fonksiyonu 0,4  aralığında monoton azalandır. Böylece RWEE G  için en iyi alt sınır 

0s  için elde edilir.  

Şimdi de üst sınırı ispatlayalım. 

1 1 !

k
n

i

i k

RWEE G n
k

, 

                                                                  
1 1 !

k
n

i

i k

n
k

, 

                                                                  
2

2

1 1

1

!

k
n

i

k i

n
k

, 

                                                                  
2

2

1 1

1

!

k
n

i

k i

n
k

, 
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22

1

1
2

!

k

ij

k i j

n d
k 

, 

                                                                 

2

0

2

1
!

k

ij

i j

k

d

n
k


, 

                                                                 

2
2

1
ij

i j

d

n e                                                 

olup, Lemma 2.2.1.den 

2 ( 1)

1
m

RWEE G n e  

elde edilir.                                                                                                                         ▓ 

 

Lemma 2.2.2. G  grafı, 2n  noktalı bir graf olsun. 
ir  sembolü, RW G  matrisinin .i  

satır elemanlarının toplamını göstermek üzere 

                                                        

2

1
1

n

i

i

r

G
n

                                             2.2.7  

eşitsizliği vardır. 2.2.7  eşitsizliğinin eşit olması için gerek ve yeter şart 
1 2 ... nr r r  

olmasıdır. 

Ġspat. 2n  için RW matrisinin indirgenemez olduğu (Zhou ve ark., 2007) açıktır. 

Lemma 1.2.5.1 den  (2.2.7) eşitsizliği elde edilir.                                                    ▓ 

 

Teorem 2.2.2. G  grafı, 2n  noktalı bir graf olsun. Bu takdirde 

                                    

2

1

2

11

1

1

n

i

i

n

i

i

r

n

r

n n

n
RWEE G e

e

                                      2.2.8  

eşitsizliği vardır. 
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Ġspat. G  grafı, 
nN  grafına (boş graf) eşit olsun. Her bir 1 i n  için 0ir  ve 

1 2 ... 0n
 olur. Bu takdirde  

1

i

n

i

RWEE G e n  

eşitliği geçerlidir ve böylece 2.2.8  eşitsizliği sağlanmış olur. Şimdi  

RWEE G n  

olduğunu kabul edelim. Aritmetik-Geometrik ortalama eşitsizliğinin eşitlik  koşulu 

gereği                             

1 2 ... 0n
 

 olur. O halde 
nG N  dir. (Yani G  grafı boş bir graftır.) 

 Diğer taraftan 
nG N   ve 

1 0>  olduğu kabul edilirse 

1 2 ... nRWEE G e e e  

olur ve yine Aritmetik-Geometrik ortalama eşitsizliğinden 

1

1

2 2

1

1
i i

nn n

i i

e e
n

, 

1

1

2 2

1i i

nn n

i i

e n e , 

1 1

1

1

2 2

1i i

nn n

i i

e e e n e , 

                                      1

1

1

2

1 i

n n

i

RWEE G e n e                              2.2.9  

elde edilir. 
1

0
n

i

i

 olduğundan  

2 3 1... n
 

 olduğu açıkça görülür. Buradan   

                                          1 1

1

11 nRWEE G e n e                               2.2.10  

yazılır.
1 x  olmak üzere  



 

 

30 

1

1
0x

x

n

n
f x e x

e

>  

fonksiyonunu tanımlayalım. Bu  fonksiyonun birinci türevi 

1 0
x

x nf x e e x>  

olarak bulunur. f  fonksiyonu 0x>  için, artan bir fonksiyondur. O halde Lemma 

2.2.2  ve (2.2.7) ifadesinden 

2

1

2

11

1

1

n

i

i

n

i

i

R

n

R

n n

n
RWEE G e

e

 

olur ve istenen elde edilmiş olur.                                                                                      ▓                                                                      

Aşağıda bağlantılı bir grafın ters Wiener-Estrada İndeks ve ters  Wiener Enerji 

arasındaki ilişki ortaya konarak bu parametrelere bağlı iki sınır elde edilmiştir. 

 

2.3. Ters Wiener-Estrada Ġndeks ve Ters  Wiener Enerji Arasındaki Bağıntı  

 

Teorem 2.3.1. G grafının çapı  olsun. Bu takdirde 

                          
2 ( 1)

1 2 ( 1)
m

RWEE G RWE G n m e                      (2.3.1) 

ve 

                                           1
RWE G

RWEE G n e                                               (2.3.2) 

eşitsizlikleri sağlanır. Eşitlik olması için gerek ve yeter şart 
1G K  olmasıdır. 

 

Ġspat. Teorem 2.2.2.’nin ispatından  

1 1 1 1! !

kk
n n

ii

i k i k

RWEE G n n
k k

 

yazılabilir. Ters Wiener enerji tanımından 

1 2 !

k
n

i

i k

RWEE G n RWE G
k
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yazılır. Burada Teorem 2.1.3.’deki işlemlerin benzeri yapılırsa 

                                
1 2 !

k
n

i

i k

RWEE G RWE G n
k

, 

                                                                     

2
2

2

1 2
ij

i j

d

ij

i j

n d e   (2.3.3) 

eşitsizliği kolay bir şekilde görülür. 
xf x e x  fonksiyonu 0,  aralığında 

monoton artan olduğundan ve Teorem 2.2.1.’ den  

                          
2 ( 1)

1 2 ( 1)
m

RWEE G RWE G n m e                (2.3.4) 

eşitsizliği elde edilir. 

RWEE G  ve RWE G  arasındaki diğer bir bağıntı ise 

1 1 !

k
n

i

i k

RWEE G n
k

, 

                                                                   
1 1

1

!

n
k

i

k i

n
k

, 

                                                                  
1 !

k

k

RWE G
n

k
 , 

                                                                  
0

1
!

k

k

RWE G
n

k
 

biçimindedir. Böylece  

1
RWE G

RWEE G n e  

eşitsizliği elde edilip ispat tamamlanmış olur.                                                                 ▓ 
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3. ARAġTIRMA SONUÇLARI VE TARTIġMA 

 

Bu bölümde, bulunan sınırlar örneklendirilerek bir tablo üzerinde 

karşılaştırılmıştır. İlk olarak Bölüm 2.1 de yeni tanımladığımız ters Wiener enerji için 

bulduğumuz sınırları bir örnek üzerinde görelim. 

 

Örnek 3.1.  Şekil 3.1.1 ve Şekil 3.1.2’de gösterilen 
1G ve 

2G  grafı verilsin. 

                

                                                                          

                                             ġekil 3.1.1                                      ġekil 3.1.2                                            

 

1G  grafının uzaklık matrisi 

1

0 1 1 2

1 0 2 1
( )

1 2 0 1

2 1 1 0

U G  

dir. Bu matrisin özdeğerleri 

1 1 2 1 3 1 4 1( ) 0, ( ) 4, ( ) ( ) 2G G G G  

olarak bulunur. 2  olduğundan bu grafın ters Wiener matrisi 

  

1

0 1 1 0

1 0 0 1
( )

1 0 0 1

0 1 1 0

RW G  

 

olup özdeğerleri 

1 1 2 1 3 1 4 1( ) ( ) 0, ( ) ( ) 2G G G G  

olur. Bu değerlere bağlı uzaklık enerjisi 



 

 

33 

1

1

( ) 8
n

i

i

UE G  

ve ters Wiener enerji 

1

1

( ) 4
n

i

i

RWE G  

şeklindedir. 

2G  grafının uzaklık matrisi 

2

0 1 2 3

1 0 1 2
( )

2 1 0 1

3 2 1 0

U G  

dir. Bu matrisin özdeğerleri 

1 2 2 2( ) 0.585, ( ) 3.414G G ,  
3 2 4 2( ) 5.162, ( ) 1.162G G  

olarak bulunur. 3  olduğundan bu grafın ters Wiener matrisi  

 

2

0 2 1 0

2 0 2 1
( )

1 2 0 2

0 1 2 0

RW G  

 

olup özdeğerleri 

1 2( ) 4.162G ,  
2 2( ) 2.162G ,  

3 2( ) 0.414G ,  
4 2( ) 2.414G  

olur. Bu değerler kullanılarak uzaklık enerjisi 

4

2

1

( ) 10.323i

i

UE G  

ve ters Wiener enerji 

4

2

1

( ) 9.152i

i

RWE G  

şeklindedir. 

Bu grafların ters Wiener enerjileri için Bölüm 2.1’de bahsedilen sınırlar 



 

 

34 

(2.1.1) için,  

12.8284 ( ) 5.6568RWE G  

ve 

25.2915 ( ) 10.583RWE G  

(2.1.2) için, 

12.8284 ( )RWE G  

ve 

25.2915 ( )RWE G  

(2.1.3) için,  

1( ) 5.6568RWE G  

ve 

2( ) 14RWE G  

(2.1.4) için, 

1( ) 5.6568RWE G  

(2.1.7) için, 

1( ) 5.4641RWE G  

(2.1.8) için, 

1( ) 5.4641RWE G  

şeklinde elde edilir. Tabloda bu değerleri yerleştirirsek 

                                                              Tablo 3.1.1 

                                                    

   RWE   (2.1.1)   (2.1.3) (2.1.4) (2.1.7) (2.1.8) 

1G  4 5.6568 5.6568 5.6568 5.4641 5.4641 

2G  9.152    10.583       14         

                                  

 
   RWE (2.1.2) 

1G  4 2.8284 

2G  9.152 5.2915 
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olur. Şimdi de Bölüm 2.2’de tanımladığımız ters Wiener-Estrada indeks için 

bulduğumuz sınırların uygulamasını yapalım. Örnek 3.1’de verilen 
1G ve 

2G  graflarını 

göz önüne alalım. 

       
1G  grafının ters Wiener özdeğerleri  

1 1 2 1 3 1 4 1( ) ( ) 0, ( ) ( ) 2G G G G  

olup 
1G  grafının ters Wiener-Estrada indeksi 

1

1

( ) 2.27067i

n

i

RWEE G e  

şeklindedir. Benzer şekilde 
2G  grafının ters Wiener özdeğerleri 

1 2( ) 4.162G ,  
2 2( ) 2.162G ,  

3 2( ) 0.414G ,  
4 2( ) 2.414G  

olup bu özdeğerleri yerine koyarsak 
2G  grafının ters Wiener-Estrada indeksi için  

4

2

1

( ) 65.9169i

i

RWEE G e  

bulunur. 

          Bu grafların ters Wiener-Estrada indeksleri için Bölüm 2.2’de bahsedilen sınırlar 

ise 

(2.2.3) için, 

1( ) 80.2134RWEE G  

ve 

2( ) 573.5344RWEE G  

(2.2.8) için, 

2( ) 62.5093RWEE G  

şeklinde olup, tablo değerleri  

                                                     Tablo 3.1.2 

                                                       

 

 

 RWEE (2.2.3) 

1G  2.27067 80.2134 

2G  65.9169 573.5344 
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 RWEE (2.2.8) 

1G  2.27067      

2G  65.9169 62.5093 

 

olur. 

       Son olarak da Bölüm 2.3’de verdiğimiz ters Wiener-Estrada indeks ile ters Wiener 

enerji arasındaki bağıntı için elde ettiğimiz sınırları, Örnek 3.1’de ele aldığımız 
1G ve 

2G  grafları üzerinde inceliyelim. 

Yukarıda bulunduğu üzere 
1G ve 

2G  graflarının ters Wiener enerjileri ve ters 

Wiener-Estrada indeksleri kullanılarak 

 

(2.3.1) için,                            

1 1( ) ( ) 18.2425RWEE G RWE G  

ve 

2 2( ) ( ) 565.0491RWEE G RWE G  

(2.3.2) için,                           

1( ) 57.5981RWEE G  

ve 

   
2( ) 9.436.2881RWEE G  

olup tablo değerleri aşağıdaki gibidir. 

                                                                Tablo 3.1.3                                                                      

    RWEE RWE   (2.3.1) RWEE (2.3.2) 

    
1G       1.72933  18.2425 2.27067 57.5981 

    
2G         56.7676  565.0491 65.9169 9.436.2881 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

Çalışmamızda, yeni bir enerji türü olan ters Wiener enerji için Teorem 2.1.1 de 

(2.1.1), Teorem 2.1.2 de (2.1.2), Teorem 2.1.3 de (2.1.3), Teorem 2.1.5 de (2.1.4), 

Teorem 2.1.6 da (2.1.7) ve Teorem 2.1.7 de (2.1.8) eşitsizlikleri ile verilen sınırlar elde 

edilmiş ve bu sınırlar Tablo 3.1.1 de karşılaştırılmıştır. Benzer şekilde Teorem 2.2.1 de 

(2.2.1) ve Teorem 2.2.2 de (2.2.8) ters Wiener-Estrada indeks için verilen sınırların 

uygulaması da Tablo 3.1.2 de sunulmuştur. Teorem 2.3.1 de (2.3.1 ve 2.3.2) ise ters 

Wiener enerji ile ters Wiener-Estrada indeks arasındaki bağıntı ortaya konmuş olup 

bulunan bu sınırlara bağlı karşılaştırmalar ise Tablo 3.1.3 de gösterilmiştir.  

Ters Wiener-Estrada indeks için elde edilen sınırlar çok iyi değerler 

vermemesine rağmen bu sınırların ters Wiener-Estrada indeks ve ters Wiener enerji 

arasında bağıntılar kurması açısından önemli olduğunu düşünüyoruz. Bu nedenle bir 

grafın ters Wiener-Estrada indeksi daha detaylı bir şekilde çalışılabilir ve daha iyi 

sınırlar elde edilebilir. 

Bunun yanısıra bir grafın enerjsi, uzaklık enerjisi ve ters Wiener enerjisi 

arasında ve Estrada indeks, uzaklık Estrada indeks ve ters Wiener-Estrada indeksi 

arasında bağıntılar elde edilerek yeni çalışma alanları oluşturulabilir.  
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