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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

KÜRE ÜZER·INDEK·I KON·IKLERE YEN·I B·IR YAKLAŞIM

Esra EM·IR

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof.Dr. H. Hilmi HACISAL·IHO¼GLU

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölümde çemberlerle ilgili kavramlar verilmi̧s ve önemli noktalar¬n ispatlar¬

yap¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, koniklerle ilgili geometrik problemler üzerinde durulmuştur.

Üçüncü bölümde, Ayakkab¬c¬B¬ça¼g¬problemi üzerinde durulmuştur. Oluşan koniklerin

durumlar¬de¼gerlendirilmi̧stir. Ayr¬ca bu inceleme şekillerle desteklenmi̧stir.

Dördüncü bölümde küre üzerindeki koniklerin tan¬mlar¬verilmi̧s ve bu tan¬mlar, ilgili

şekiller üzerinde gösterilmi̧stir.

Son bölümde ise, düzlemde bulunan Ayakkab¬c¬ B¬ça¼g¬ küre üzerine taş¬nm¬̧s ve

Küresel Ayakkab¬c¬B¬ça¼g¬ tan¬m¬ ifade edilmi̧stir. ·Ilaveten bu tan¬m yard¬m¬ ile

küre üzerindeki koniklere yeni bir yaklaş¬m getirilmi̧stir .
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A NEW APPROACH TO THE SPHER·ICAL CON·ICS

Esra EM·IR
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. H. Hilmi HACISAL·IHO¼GLU

This thesis consists of �ve chapters.

In the �rst chapter, the de�nitions about circles are given and proofs of the impotant

points are given.

In the second chapter, the geometric problems of conics are mentioned.

In the third chapter, the problem of the Shoemaker�s Knife is presented. The conics

which are consisted, are evaluated. Moreover this investigation is stayed by graphics.

In the fourth chapter, the de�nitions of conics which are clari�ed and this de�nitions

are showen on the graphics.

The last chapter, the Shoemaker�s Knife which is on the plane, is moved to sphere

and the de�nitions of the Spherical Shoemaker�s Knife is explaned. Moreover with

status this de�nition, A New Approach To The Spherical Conics

is given on the sphere .

July 2010, 60 pages

Key Words: Conic, Shoemaker�s Knife, Spherical Shoemaker�s Knife, Spherical

Conic
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Şekil 1.10 Harmonik set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Şekil 2.6 Elips . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Şekil 5.5 Küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ve parabol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

vi
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1.ÇEMBERLERLE ·ILG·IL·I ÖNEML·I KAVRAMLAR

Bu bölümde çemberlerle ilgili önemli noktalar¬n tan¬mlar¬verilmi̧stir.(Tahir 2007 a,

Tahir 2007 b, Hac¬saliho¼glu 1983)

Tan¬m 1.1 (Noktan¬n çembere göre kuvveti)

Merkezi O, yar¬çap uzunlu¼gu R olan bir çember alal¬m. Çemberin üzerindeki A ve

B noktalar¬ çemberin içindeki bir P noktas¬ndan geçecek şekilde do¼grusal olarak

birleştirilsin.

PA:PB

de¼gerine P noktas¬n¬n çembere göre kuvveti denir.

Teorem 1.1: Bir çemberde AB ve CD kiri̧sleri çemberin içindeki bir P noktas¬nda

kesi̧siyorsa, AP ile PB nin çarp¬m¬CP ile PD nin çarp¬m¬na eşittir.

·Ispat:

Şekil 1.1 Çemberin iç bölgesindeki noktan¬n çembere göre kuvveti

CB ve AD yi çizersek. ADP ve CPB üçgenleri benzer olur. Dolay¬s¬ile

AP

CP
=
PD

PB

veya

1



AP .PB = CP:PD dir:�

Teorem 1.2: Merkezi O, yar¬çap uzunlu¼gu R olan bir çember alal¬m. Bu çemberde

AB ve CD kiri̧sleri çember d¬̧s¬ndaki bir P noktas¬nda kesi̧siyorsa

PA:PB = PC:PD

dir.

·Ispat:

Şekil 1.2 Çemberin d¬̧s¬ndaki noktan¬n çembere göre kuvveti

Bu durumda ise PBC ve PDA üçgenleri benzer olup;

PB

PD
=
BC

DA
=
PC

PA

PA:PB = PC:PD

dir.�

Teorem 1.3: Merkezi O; yar¬çap uzunlu¼gu R olan bir çember alal¬m. Bu çemberin

d¬̧s¬ndaki bir P noktas¬ndan çembere çizilen te¼get PT ise, P noktas¬n¬n çembere

göre kuvveti PT 2 dir.

2



·Ispat:

Şekil 1.3 Çembere te¼get olan noktan¬n çembere göre kuvveti

T çember üzerinde bir nokta olsun. P noktas¬ndan geçen ve çemberi A ve B nokta-

lar¬nda kesen do¼gruyu alal¬m. A ve B noktalar¬n¬ayr¬ayr¬T ile birleştirelim.

Şekil 1.4 P noktas¬n¬n çembere göre kuvveti

PTA ve PBT üçgenleri benzerdir. (Aç¬-kenar-aç¬benzerli¼gi)

PT

PB
=

TA

BT
=
PA

PT

PT
2
= PB:PA

dir.�

Teorem 1.4: O merkezli, R yar¬çapl¬çemberin d¬̧s¬ndaki bir P noktas¬n¬n çemberin

merkezine olan uzakl¬¼g¬n¬d ile gösterelim.
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P den geçen ve çemberi A; B noktalar¬nda kesen bir do¼gru için

PT
2
= d2 � r2 dir:

Şekil 1.5 Noktan¬n çembere göre kuvveti

·Ispat: Şekle göre

PT
2
= d2 � r2

PT
2
= PA:PB

PA:PB = d2 � r2

PT
2
de¼geri P den geçen kesenin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan kesen olarak PO

yu seçelim. Bu kesen çemberi K ve L noktalar¬nda kessin. O zaman

PT
2
= PK:PL

olur. Burada

PK = d� r

ve

PL = d+ r

dir.

PT
2
= (d� r)(d+ r) = d2 � r2

olur.�

4



·Irdeleme:

d > r ise P çemberin d¬̧s¬nda (Bu durumda kuvvet pozitiftir.)

d = r ise P çemberin üzerinde (Bu durumda kuvvet nötrdür.)

dir.

Tan¬m 1.2 : (O1; R1) ve (O2; R2) çemberlerine göre kuvvetleri eşit olan P nok-

talar¬n¬n geometrik yeri bu iki çemberin merkezlerini birleştiren do¼gruya dik bir

do¼grudur. Bu do¼gruya kuvvet ekseni denir.

Teorem 1.5: Kuvvet ekseni merkezleri birleştiren do¼gruya diktir.

·Ispat:

Şekil 1.6 Kuvvet ekseni

PO1 = d1

PO2 = d2

5



O1 ve O2 yi birleştilelim.

Şekil 1.7 Kuvvet ekseni ve çemberler

O1 ve O2 yi birleştiren do¼gru parças¬n¬n orta noktas¬M ve P den O1O2 ye indirilen

dikmenin aya¼g¬H olsun. (O1; R1) ve (O2; R2) çemberlerine göre kuvvetleri eşit olan

P noktalar¬n¬n geometrik yeri bu iki çemberin merkezlerini birleştiren do¼gruya dik

bir do¼gru ise PO1H ve PO2H üçgenleri dik üçgenler olmal¬d¬r.Yani

d21 � (O1H)2 = (PH)2

d22 � (O2H)2 = (PH)2

d21 � (O1H)2 = d22 � (O2H)2

d21 � d22 = (O1H)
2 � (O2H)2

d21 � d22 � (O1H)2 + (O2H)2 = 0 (1.1)

(O1H)
2 = (MH +O1M)

2

(O1H)
2 = (MH)2 + (O1M)

2 + 2MH:O1M (1.2)

(O2H)
2 = (MO2 �MH)2

(O2H)
2 = (MO2)

2 + (MH)2 � 2MH:MO2 (1.3)

6



1.1 de 1.2 ve 1.3 denklemini yerine yazarsak,

d21 � d22 � (MH)2 � (O1M)2 � 2MH:O1M + (MO2)
2 + (MH)2 � 2MH:MO2 = 0

d21 � d22 �
�
(O1M)

2 + 2MH:O1M � (MO2)2 + 2MH:MO2
�
= 0

d21 � d22 �
�
(O1M)

2 � (MO2)2 + 2MH:O1M + 2MH:MO2
�
= 0

d21 � d22 �
��
(O1M +MO2)� (O1M +MO2)

�
+ 2MH:(O1M + :MO2)

	
= 0

d21 � d22 �
�
(O1M +MO2)(O1M � :MO2 + 2MH)

�
: = 0

d21 � d22 �
�
(O1M +MO2)

�
O1M +MH � (:MO2 �MH

	�
: = 0

d21 � d22 = (O1M +MO2)(O1H �HO2)

d21 � d22 = O1O2:(O1H �HO2) (1.4)

P nin çemberlere göre kuvvetlaeri eşit oldu¼gundan;

(d1 �R1) (d1 +R1) = (d2 �R2) (d2 +R2)

d21 �R21 = d22 �R22

d21 � d22 = R21 �R22 (1.5)

H , P nin geometrik yeri üzerinde oldu¼gundan

�
O1H �R1

� �
O1H +R1

�
=

�
O2H �R2

� �
O2H +R2

�
(O1H)

2 �R21 = (O2H)
2 �R22

(O1H)
2 � (O2H)2 = R21 �R22

(O1H �O2H)(O1H +O2H) = R21 �R22

(O1H �O2H):O1O2 = R21 �R22

(O1H �O2H) =
R21 �R22
O1O2

(1.6)
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1.5 ve 1.6 denklemlerini 1.4 te yerine yazarsak;

R21 �R22 = O1O2
R21 �R22
O1O2

R21 �R22 = R21 �R22

oldu¼gundan 1 eşitli¼gi sa¼glanm¬̧s olur .Bu eşitlikten PH ¬n O1O2 ye dikli¼gi bulunmuş

olur.�

Teorem 1.6 :

Şekil 1.8 De¼gme noktas¬

Merkezleri, s¬ras¬ile, O ve P olan içten te¼get iki çemberin çap uzunluklar¬, s¬ras¬ile,

AB ve EF olmak üzere iki do¼gru parças¬d¬r. E¼ger T bu iki çemberin şekildeki gibi

de¼gme noktas¬ise;

A, F ve T do¼grusald¬r.

·Ispat:

[AOT e= [FPT ve
OA

OT
=
PF

PT
= 1

Bu yüzden OAT üçgeni ile PFT üçgeni benzerdir.

[PFT e= [OAT ve [AFP + [OAT = 180�

[AFP + [PFT = 180�
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AT ve FT do¼grusal olup di¼ger bir anlamda A, T ve F ayn¬do¼gru üzerindedir.�

Tan¬m 1.3: (Harmonik Ortalama)

A, B, C ve D do¼grusal dört nokta olmak üzere noktalardan C ve D biri AB do¼gru

parças¬n¬n üzerinde ve di¼geri bu do¼gru parças¬n¬n uzant¬s¬üzerinde olacak şekilde

yerleştirilsin. Bu durumda CA
CB
= �DA

DB
ba¼g¬nt¬s¬verildi¼ginde, AB, C veD taraf¬ndan

harmonik olarak bölünmüştür denir.

Şekil 1.9 Harmonik ortalama

CA

CB
= k

DA

DB
= k

CA

CB
=
DA

DB
= k

CA

CB
= �DA

DB

Bu durum göz önüne al¬n¬rsa AB yi harmonik olarak bölen; C ve D olmak üzere bu

dört noktaya harmonik set veya harmonik range ad¬verilir. Bu oran H(AB;CD)

ile gösterilir. AB ve CD nin herbiri bir harmonik çift olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 1.7: E¼ger C ve D noktalar¬AB do¼gru parças¬n¬harmonik olarak bölü-

yorsa, A ve B noktalar¬da CD do¼gru parças¬n¬harmonik olarak böler.

9



·Ispat:

CA

CB
= �DA

DB
ya da

CA

DA
= �CB

DB

CA = �AC DA = �AD CB = �BC DB = �BD

oldu¼gundan
AC

AD
= �BC

BD

Yani A ve B, CD yi harmonik olarak böler.�

Tan¬m 1.4: (Harmonik ortalama)

p ve q gibi iki reel say¬n¬n 1
p
+ 1

q
de¼gerine p ile q nun harmonik ortalamas{ denir.

Tan¬m 1.5: (A, B, C, D Harmonik set noktalar¬n¬n koordinatlar¬aras¬n-

daki ili̧ski) ;

Şekil 1.10 Harmonik set

A; B; C ve D ayn¬do¼gru üzerinde ( bu do¼gru x ekseni ) olsun ve O orijin olmak

üzere

A(a; 0), B(b; 0), C(c; 0) ve D(d; 0) noktalar¬x ekseni üzerinde olduklar¬ndan

CA = a� c CB = b� c DA = a� d DB = b� d

dir. AB ve CD harmonik çift olduklar¬ndan

a� c
b� c =

d� a
b� d

ab� cb� ad+ cd = bd� cd� ab+ ac

10



2(ab+ cd) = (a+ b)(c+ d)

yaz¬labilir. Bundan sonra gösterilecek her bir teoremdeki her bir do¼grusal nokta

dörtlüsü için bu formül harmonik olmalar¬özeli¼gi olarak al¬nacakt¬r.

Teorem 1.8:

Ayn¬do¼gru üzerindeki dört noktan¬n oluşturdu¼gu H(AB;CD) oran¬bir harmonik

oran olmas¬için gerek ve yeter koşul

2

AB
=

1

AC
+

1

AD

olmas¬d¬r.

·Ispat :

(=))

H(AB; CD) bir harmonik set olsun. Harmonik set olma ba¼g¬nt¬s¬ndan bu dört

nokta aras¬nda

(a+ b)(c+ d) = 2(ab+ cd)

oldu¼gunu biliyoruz. A noktas¬orijin al¬n¬rsa

a = 0

olur. O zaman

b(c+ d) = 2cd

bc+ bd = 2cd

2

b
=

1

c
+
1

d
ve a = 0 ise

AB = b AC = c AD = d

11



oldu¼gundan

2

AB
=

1

AC
+

1

AD

olur.

((=) Tersine
2

AB
=

1

AC
+

1

AD

do¼gru olsun. D den farkl¬bir D
0
gibi bir nokta alal¬m. E¼ger (C ve D

0
) ikilisi bir

harmonik çift ise bu durumda

2

AB
=

1

AC
+

1

AD0

ve bu iki eşitlikten

AD = AD0

olur.Yani bu durumda D ve D
0
çak¬̧s¬r. ·Iki nokta ayn¬oldu¼gundan

H(AB;CD) = H(AB;CD
0
)

olur.�
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Teorem 1.9:

O (orijin), AB nin orta noktas¬olmak üzere, ayn¬do¼gru üzerindeki dört noktan¬n

harmonik set olmas¬için gerek ve yeter koşul

OB
2
= OC �OD

olmas¬d¬r.

·Ispat:

(=))

E¼ger orijin orta nokta ise

b = �a

d¬r. Buradan harmonik ortan¬n koordinatlarla ili̧skisi kullan¬l¬rsa

(a+ b)| {z }(c+ d) = 2(ab+ cd)
0

oldu¼gundan

2(�a2 + cd) = 0

a2 = cd

AO
2
= OB

2
= OC �OD

dir.
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((=) Tersine

Farzedelim ki

OB
2
= OC �OD

olsun. AB yi bölen harmonik çift C ve D
0
olsun. Bu durumda

OB
2
= OC �OD0

olur.

OD = OD0

D = D0

olur.Yani

H(AB;CD) = H(AB;CD
0
)

dir.�

Tan¬m 1.6:

Yar¬m çemberde aritmetik ve geometrik ortalama, s¬ras¬ile,

aşa¼g¬daki şekildedir.

a) Şekil 1.11�e göre AC ve CB nin aritmerik ortalamas¬O1B dir.

b) Şekil 1.12 �ye göre AC ve CB nin geometrik ortalamas¬CD dir.
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a)

Şekil 1.11 Aritmetik ortalama

AC + CB

2
=

2R2 + 2R3
2

= R2 +R3 = R1

O1B =
AC + CB

2

dir.�
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b)

Şekil 1.12 Geometrik ortalama

�

(ABD) bir dik üçgen olup;

CD
2
= AC � CB = 2R2 � 2R3 = 4R2R3

dir.�

Teorem 1.10:

a) Verilen iki noktaya uzakl¬klar¬ayn¬olan tüm noktalar¬n geometrik yeri bir çem-

berdir.

b) Verilen iki nokta (A;B) ve çemberlerin OX eksenini kesti¼gi noktalar (C;D) olmak

üzere verilen A, B noktalar¬C;D noktalar¬ile bir harmonik set oluşturur.

16



·Ispat:

a)

Şekil 1.13 Çember

Kabul edelim ki A ve B verilen iki nokta ve P; AB üzerinde olmayan bir nokta ve

k sabit oran olmak üzere
AP

PB
= k

H; AB do¼grusuna P den indirilen dikmenin aya¼g¬ ve A; B aras¬ndaki uzakl¬k d

olmak üzere

PB = t AP = kt

k2t2 = x2 + y2

t2 = y2 + (d� x)2

y2 = k2t2 � x2

y2 = t2 � (d� x)2

17



E¼ger ikinci eşitli¼gi k2 ile çarpar ve ilk eşitlikten ç¬kar¬rsak;

k2y2 = k2t2 � k2(d� x)2

y2 � k2y2 = k2(d� x)2 � x2

y2(1� k2) = k2(d2 + x2 � 2dx)� x2

y2(1� k2) = �x2(1� k2) + k2(d2 � 2dx)

(x2 + y2)(1� k2) = k2d2 � 2k2dx

x2 + y2 = � k2d2

k2 � 1 +
2k2dx

k2 � 1

x2 + y2 = �k
2d2(k2 � 1)
(k2 � 1)2 +

2k2dx

k2 � 1

x2 + y2 = � k4d2

(k2 � 1)2 +
k2d2

(k2 � 1)2 +
2k2dx

k2 � 1

x2 + y2 � 2k2dx

k2 � 1 +
k4d2

(k2 � 1) = (
kd

k2 � 1)
2

(x� k2d

k2 � 1)
2 + y2 = (

kd

k2 � 1)
2

Bu ifade ise merkezi

O(
k2d

k2 � 1 ; 0)

ve yar¬çap¬

r =
kd

k2 � 1

olan bir çemberdir. Bu çeşit çemberlere Apollonian çemberler denir.

b)

C ve D , x ekseni üzerinde oldu¼gundan y = 0 d¬r.

(x� k2d

k2 � 1)
2 = (

kd

k2 � 1)
2

dir.
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C noktas¬için

k2d

k2 � 1 �
kd

k2 � 1 =
kd(k � 1)

(k � 1)(k + 1)

=
kd

k + 1

C(
kd

k + 1
; 0)

D noktas¬için

k2d

k2 � 1 +
kd

k2 � 1 =
kd(k + 1)

(k � 1)(k + 1)

=
kd

k + 1

D(
kd

k � 1 ; 0)

dir.

DA

DB
= ?

DA =
kd

k � 1
DB = DA� AB

=
kd

k � 1 � d =
kd� kd+ d
k � 1 =

d

k � 1
DA

DB
=

kd

k � 1 �
k � 1
d

= k

CA

CB
= ?

CA =
kd

k + 1

CB = d� kd

k + 1
=

d

k + 1

CA

CB
= k olup

CA

CB
=

DA

DB
= k olup

H(AB;CD) dir.�
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2. KON·IKLERLE ·ILG·IL·I TEMEL TANIMLAR ve TEMEL KAVRAM-

LAR

Bu bölümde koniklerle ilgili geometrik problemler üzerinde durulmuştur. (Tahir

2007 a, Tahir 2007 b, Namikawa, Y.1958 a, Hac¬saliho¼glu 1983)

2.1 Koniklerle ·Ilgili Geometrik Problemler

Problem 1: C(O1; R1) ve C(O2; R2) çemberlerinden biri di¼gerinin içine yerleşti-

rilmi̧s olsun. Şekil 2.1 bu çemberlerden birine içten, di¼gerine d¬̧stan te¼get olanC(P; r)

çemberlerinin P merkezlerinin geometrik yeri odaklar¬O1 ve O2 olan, asal eksen

uzunlu¼gu 2a = R1 +R2 ve 2b = R1 �R2 olan, ayn¬odakl¬iki elipstir.

Çözüm:

Şekil 2.1 ·Içten te¼get çember ve elips

jPO1j = R1 � r

jPO2j = R2 + r

9=;) jPO1j+ jPO2j = R1 +R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1+R2

olan bir elipstir.
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Şekil 2.2 D¬̧stan te¼get çember ve elips

jPO1j = R1 � r

jPO2j = r �R2

9=;) jPO1j+ jPO2j = R1 �R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2b = R1�R2
olan bir di¼ger elipstir.

Problem 2: C(O1; R1) ve C(O2; R2) herhangi iki çember verilsin.

a. C(O1; R1), C(O2; R2) çemberlerinin her ikisine de d¬̧stan te¼get olan C(P; r) çem-

berlerinin P merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1 � R2 ve

odaklar¬O1; O2 olan bir hiperboldür.

b. C(O1; R1), C(O2; R2) çemberlerinin her ikisine de içten te¼get olan C(P
0
; r0) çem-

berlerinin P
0
merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlu¼gu 2b = R1 � R2 ve

odaklar¬O1; O2 olan bir hiperboldür.

21



Çözüm: a.

Şekil 2.3 D¬̧stan te¼get çember ve hiperbol

jPO1j = R1 + r

jPO2j = R2 + r

9=;) jPO1j � jPO2j = R1 �R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1�R2
olan bir hiperboldür.

b.

Şekil 2.4 ·Içten te¼get çember ve hiperbol��P 0
O1
�� = r0 �R1��P 0

O2
�� = r0 �R2

9=;)
���P 0
O1

���� ���P 0
O2

��� = R2 �R1
P

0
merkezlerinin geometrik yeri odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1�R2

olan bir hiperboldür.
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Problem 3: C(O1; R1) ve C(O2; R2) herhangi çemberleri veriliyor.

a. C(O1; R1) çemberine içten te¼get ve C(O2; R2) çemberine d¬̧stan te¼get olan C(P; r)

çemberlerinin P merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1 + R2

olan ve odaklar¬O1; O2 olan bir hiperboldür.

b. C(O1; R1) çemberine d¬̧stan te¼get veC(O2; R2) çemberine içten te¼get olanC(P
0
; r

0
)

çemberlerinin P
0
merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1 + R2

olan ve odaklar¬O1; O2 olan bir hiperboldür.

Çözüm:

Şekil 2.5 Hiperbol

a.
jPO1j = r �R1
jPO2j = r +R2

9=;) jPO2j � jPO1j = R1 +R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1+R2

olan bir hiperboldür.

b. ��P 0
O1
�� = r0 +R1��P 0

O2
�� = r0 �R2

9=;)
���P 0
O1

���� ���P 0
O2

��� = R1 +R2
P

0
merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1+R2

olan bir hiperboldür.
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Problem 4: Kesi̧sen iki C(O1; R1) ve C(O2; R2) çemberleri veriliyor.

a. çemberlerden C(O1; R1) e içten ve C(O2; R2) ye d¬̧stan te¼get olan C(P; r) çem-

berlerinin P merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1 + R2 ve

odak noktalar¬O1; O2 olan bir elipstir.

b. çemberlerden C(O1; R1) e d¬̧stan ve C(O2; R2) ye içten te¼get olan C(P
0
; r

0
)

çemberlerinin P
0
merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1 + R2

ve odak noktalar¬O1; O2 olan bir elipstir.

Çözüm:

Şekil 2.6 Elips

a.
jPO1j = R1 � r

jPO2j = R2 + r

9=;) jPO1j+ jPO2j = R1 +R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1+R2

olan bir elipstir.

b. ��P 0
O1
�� = R1 + r0��P 0

O2
�� = R2 � r0

9=;)
���P 0
O1

���+ ���P 0
O2

��� = R1 +R2
P

0
merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1+R2

olan bir elipstir.
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Problem 5: Kesi̧sen iki C(O1; R1) ve C(O2; R2) çemberleri veriliyor.

a. çemberlerden her ikisine de içten te¼get olan C(P; r) çemberlerinin merkezlerinin

geometrik yeri asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1 �R2 ve odaklar¬O1; O2 olan bir hiper-

boldür.

b. çemberlerden her ikisine de d¬̧stan te¼get olan C(P
0
; r

0
) çemberlerinin merkez-

lerinin geometrik yeri asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1�R2 ve odaklar¬O1; O2 olan bir

hiperboldür.

Çözüm:

Şekil 2.7 Kesi̧sen çemberler ve hiperbol

a.
jPO1j = R1 � r

jPO2j = R2 � r

9=;) jPO1j � jPO2j = R1 �R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1�R2
olan bir hiperboldür.
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b.

Şekil 2.8 Kesi̧sen çemberlere d¬̧stan te¼get çember

��P 0
O1
�� = R1 + r0��P 0

O2
�� = R2 + r0

9=;)
���P 0
O1

���� ���P 0
O2

��� = R1 �R2
P

0
merkezlerinin geometrik yeri; odaklar¬O1; O2 ve asal eksen uzunlu¼gu 2a = R1�R2

olan bir hiperboldür.

Problem 6: Ayn¬düzlemde bir l do¼grusu ile onu kesmeyen bir C(O;R) çemberine

te¼get olan C(P; r) çemberlerinin P merkezlerinin geometrik yeri nedir?

Çözüm:

a. C(P; r) nin C(O;R) ye d¬̧stan te¼get olmas¬hali:

l do¼grusuna ve C(O;R) çemberine te¼get olan C(P; r) çemberlerinin P merkezlerinin

geometrik yeri parabold�ur:

Bu parabolün oda¼g¬, verilen C(O;R) çemberinin O merkezi ve do¼grultman¬da, l ye

göre C(O;R) nin bulunmad¬¼g¬yar¬düzlemde l den R kadar uzakl¬kta l ye paralel
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çizilen d do¼grusudur.

Şekil 2.9 Parabol

Parabollerin denklemleri:

l do¼grusunu y - ekseni ve O dan l ye çizilen do¼gruyuda x- ekseni olarak alal¬m.

O = (a; 0) olarak verilmi̧s olsun. O zaman P noktas¬n¬n apsisi x = r ve ordinat¬da

y =

q
(R + r)2 � (a� r)2

y2 = (R + r)2 � (a� r)2

y2 = R2 + 2R + r2 �
�
a2 � 2ar + r2

�
y2 = 2 (R + a) r +R2 � a2

r = x

y2 = 2 (R + a) r +R2 � a2

parabolün denklemidir.

b. C(P; r) nin C(O;R) ye içten te¼get olmas¬hali:

l do¼grusuna te¼get olan ve C(O;R) çemberinede içten te¼get olan C(P; r) çember-

lerinin P merkezlerinin geometrik yeri parabold�ur:

Bu parabolun oda¼g¬verilen C(O;R) çemberinin O merkezi ve do¼grultman¬da l ye

göre C(O;R) nin bulunmad¬¼g¬yar¬düzlemde l den R kadar uzaktan l ye çizilen bir
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paralel d do¼grusudur.

Şekil 2.10 ·Içten te¼get çember ve parabol

Benzer şekilde l do¼grusunu y -ekseni olarak şeçelim.

O dan l ye dik do¼gru x -ekseni ve C(R; 0) olsun. O zaman P noktas¬n¬n apsisi

x = r

y =

q
(r �R)2 � (a� r)2

y2 = r2 � 2Rr +R2 � a2 + 2ar � r2

y2 = 2 (a� r) r +R2 � a2

r = x

y2 = 2 (a�R)x+R2 � a2

Problem 7: C(O1; R1); C(O2; R2); ve C(O3; R3) çemberleri veriliyor. Bu üç çem-

berin her birine te¼get olan C(P; r) çemberlerinin P merkezlerinin geometrik yeri

nedir?

Çözüm:

C(P; r) çemberinin konumuna göre sekiz hal vard¬r. bunlardan dördünü ele alal¬m.

a. C(O2; R2); C(O3; R3) ye d¬̧stan te¼get,C(O1; R1) ye içten te¼get olarak çizilen
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C(P1; r) çemberlerin P1 merkezlerinin geometrik yeri:

Şekil 2.11 ·Iki çemberede d¬̧stan te¼get çemberler

jP1O1j = R1 � r

jP1O2j = R2 + r

jP1O3j = R3 + r

jP1O1j+ jP1O1j = R1 +R2

i) odaklar¬O1;O2 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 +R2 olan bir E1 elipsi vard¬r.

jP1O1j+ jP1O3j = R1 +R3

ii) odaklar¬O1;O3 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 +R3 olan bir E4 elipsi vard¬r.

iii)

jP1O2j � jP1O3j = R2 �R3

hiperbol hali geçerli de¼gildir. Çünkü P1 in geometrik yeri C(O1; R1) in içindedir.

b. C(O2; R2); C(O3; R3) ye d¬̧stan te¼get,C(O1; R1) ye içten te¼get ve C(O2; R2) yi
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kapsayan C(P2; r) çemberlerin P2 merkezlerinin geometrik yeri:

Şekil 2.12 Çemberlerden birine içten di¼gerine d¬̧stan te¼get çemberler

jP2O1j = R1 � r

jP2O2j = r �R2

jP2O3j = r +R3

jP2O1j+ jP2O2j = R1 �R2

i) odaklar¬O1;O2 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 �R2 olan bir E3 elipsi vard¬r.

jP2O1j+ jP2O3j = R1 �R3

ii) odaklar¬O1;O3 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 �R3 olan bir E4 elipsi vard¬r.

iii)

jP2O3j � jP2O2j = R2 +R3

hiperbol hali geçerli de¼gildir. Çünkü P2 nin geometrik yeri C(O2; R2) in içindedir.

c. C(O2; R2); C(O3; R3) ye d¬̧stan te¼get,C(O1; R1) ye içten te¼get ve C(O2; R2);
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C(O3; R3) yi kapsayan C(P3; r) çemberlerin P3 merkezlerinin geometrik yeri:

Şekil 2.13 Çemberlerden ikisinede içten te¼get çemberler

i) odaklar¬O1;O2 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 �R2 olan bir E3 elipsi vard¬r.

jP3O1j+ jP3O2j = R1 �R2

ii) odaklar¬O1;O3 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 �R3 olan bir E2 elipsi vard¬r.

jP3O1j+ jP3O3j = R1 �R3

iii)

jP3O1j � jP3O2j = R1 +R2

hiperbol hali geçerli de¼gildir. Çünkü P3 ün geometrik yeri C(O1; R1) in içindedir.

d. C(O2; R2); C(O3; R3) ye d¬̧stan te¼get,C(O1; R1) ye içten te¼get ve C(O3; R3) ü

kapsayan C(P4; r) çemberlerin P4 merkezlerinin geometrik yeri:
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Şekil 2.14 Üç te¼get çemberin durumlar¬

jP4O1j+ jP4O3j = R1 �R2

i) odaklar¬O1;O2 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 +R2 olan bir E1 elipsi vard¬r.

jP4O1j+ jP4O3j = R1 �R3

ii) odaklar¬O1;O3 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 �R3 olan bir E2 elipsi vard¬r.

iii)

jP4O2j � jP4O3j = R2 +R3

hiperbol hali geçerli de¼gildir. Çünkü P4 ün geometrik yeri C(O1; R1) in içindedir.
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3. AYAKKABICI BIÇA¼GI

Bu bölümde ayakkab¬c¬ b¬ça¼g¬ problemi üzerinde durulmuştur.Oluşan koniklerin

durumlar¬ de¼gerlendirilmi̧stir. (Tahir 2007 a, Tahir 2007 b, Hac¬saliho¼glu 1983,

Namikawa, Y.1958 c)

Tan¬m 3.1: Ayakkab¬c¬B¬ça¼g¬(Shoemaker�s Knife):

O1; O2 ve O3 merkezli yar¬çemberler verilsin. O2 ve O3 merkezleri ,O1 merkezli çem-

berin çap¬üzerinde yer als¬n. O2 ve O3 merkezli çemberler, O1 merkezli çemberinin

çap¬n¬n uç noktalar¬ndan O1 merkezli çembere içten te¼get,birbirlerine de d¬̧stan te¼get

olsunlar. Bu üç yar¬çember aras¬nda kalan kapal¬bölgeye ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ denir.

Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬geometride kullan¬lan en ilginç şekillerdendir. Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬

üzerinde ilk olarak Arşimed (287 � 212 BC) çal¬̧sm¬̧st¬r. Bu isim, ayakkab¬c¬lar

taraf¬ndan kullan¬lan b¬ça¼ga benzerli¼gi sebebiyle verilmi̧stir. Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬n¬n

bir di¼ger ad¬da yunanca olarak Arbelos tur. Bir çok kaynakta bu isimle an¬lmak-

tad¬r.

Şekil 3.1 Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬

3.1 Ayakkab¬c¬B¬ça¼g¬ve Konikler

Teorem 3.1:Şekil 3.2 ayakkab¬c¬ b¬ça¼g¬nda, O1 merkezli yar¬ çembere içten,O2

merkezli yar¬ çembere d¬̧stan te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri
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odaklar¬O1, O2ve asal eksen uzunlu¼gu R1 +R2 olan bir elipstir:

·Ispat:

Şekil 3.2 O2 merkezli çembere te¼get çember ve elips

jPO1j = R1 � r

jPO2j = R2 + r

jPO1j+ jPO2j = R1 � r +R2 + r

= R1 +R2

Bu yüzden P lerin geometrik yeri elipstir. Bu elipsin odaklar¬O1 ve O2 , asal eksen

uzunlu¼gu R1 +R2 dir.

Bu elipsi E1 ile adland¬ral¬m.
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E1 eşitli¼gini hesaplarsak;

y2 = (R1 � r)2 � (R1 � x)2

y2 = (R2 + r)
2 � (x�R2)2

(R1 � r)2 � (R1 � x)2 = (R2 + r)
2 � (x�R2)2

R21 + r
2 � 2R1r �R21 � x2 + 2R1x = R22 + r

2 � 2R2r �R22 � x2 + 2R2x

�2R1r + 2R1x = �2R2r + 2R2x

x (R1 �R2) = R1r +R2r

x =
R1 +R2
R1 �R2

r

R3 = R1 �R2

x =
R1 +R2
R3

r

x i yerine yazarsak;

y =
2

R1 +R2

p
R1R2 (R1 +R2 � x)x

y =
2

R3

p
R1R2 (R1 +R2 � x)x

dir.�

Teorem 3.2: Şekil 3.3 ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda ,O1 merkezli yar¬çembere içten, O3

merkezli yar¬ çembere d¬̧stan te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri

odaklar¬O1, O2 ve asal eksen uzunlu¼gu R1 +R2 olan bir elipstir:
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·Ispat:

Şekil 3.3 O3 merkezli çembere te¼get çemberve elips

jPO1j = R1 � r

jPO3j = R3 + r

jPO1j+ jPO3j = R1 � r +R3 + r

= R1 +R3
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Bu yüzden P lerin geometrik yeri elipstir. Bu elipsin odaklar¬O1 ve O3 , asal eksen

uzunlu¼gu R1 +R3 dir.

E2 eşitli¼gini hesaplarsak;

y2 = (R1 � r)2 � (x�R1)2

y2 = (R3 + r)
2 � (x�R1 �R2)2

x = 2R1 �
R1 +R3
R2

r

x i yerine yazarsak;

y =
2

R1 +R3

p
R1R3 (2R1 � x) (x�R2)

y =
2

R2

p
R1R3 (R2 � r) r

dir.�

Teorem 3.3: Şekil 3.4 ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda O2 ve O3 merkezli çemberlere d¬̧stan

te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri odaklar¬O2; O3 ve asal eksen

uzunlu¼gu R1�R2 olan bir odaklar¬O2, O3 ve asal eksen uzunlu¼gu R2�R3 olan bir

hiperbold�ur:

·Ispat:

Şekil 3.4 O2ve O3 merkezli çemberlere te¼get çember ve hiperbol

37



jPO2j = R2 + r

jPO3j = R3 + r

jPO2j � jPO3j = R2 + r �R3 � r

= R2 �R3

Bu yüzden P lerin geometrik yeri hiperboldür. Bu hiperbolün odaklar¬O2 ve O3 ,

asal eksen uzunlu¼gu R2 �R3 dür.

HN eşitli¼gini hesaplarsak;

y2 = (R2 � r)2 � (x�R2)2

y2 = (R3 + r)
2 � (2R1 �R3 � x)2

(R2 � r)2 � (x�R2)2 = (R3 + r)
2 � (2R1 �R3 � x)2

2R3r � 4R21 + 4R1R3 + 4R1x� 2R3x = 2R2r + 2R2x

R3r � 2R21 + 2R1R3 + 2R1x�R3x = R2r +R2x

x =
R2 �R3
R1

r + 2 (R1 �R3)

x =
R2 �R3
R1

r + 2R2

x i yerine yazarsak;

y =
2

R2 �R3
p
R2R3 (x� 2R2) (x�R1)

y =
2

R1

p
R2R3 (R1 + r) r

dir.

Teorem 3.4: Şekil 3.5 ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda O2 merkezli çembere d¬̧stan te¼get ve

jCDj ye te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri do¼grultman¬L ,merkezi

O2 ve tepe noktas¬C olan bir parabold�ur:
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·Ispat:

Şekil 3.5 O3 merkezli çemberlere te¼get çember ve parabol

jPLj = jPO2j olacak şekilde bir L do¼grusu daima bulunabilir. Parabolün do¼grult-

man¬L; merkezi O2 ve tepe noktas¬C dir. Do¼grultman eşitli¼gi x = 3R2 dir.

Parabol eşitli¼gini hesaplarsak;

Çizilen çemberin merkezi P (x; y) , yar¬çap r ve çap¬jABj olmak üzere;

h2 = (R2 + r)
2 � (R2 � r)2

= R22 + 2rR2 + r
2 �R22 � r2 + 2R2r

h = 4R2r

h = 2
p
R2r

di¼ger yandan;

x = 2R2 � r

r = 2R2 � x

h = y = 2
p
R2 (2R2 � x)

dir.�

Teorem 3.5: Şekil 3.6 ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda O1 merkezli çembere içten te¼get ve

jCDj ye te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri do¼grultman¬L ,merkezi

O1 ve tepe noktas¬O3 olan bir parabold�ur:
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a. çember jCDj nin sa¼g¬nda ise

b. çember jCDj nin solunda ise
·Ispat:

a.

Şekil 3.6 Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ve parabol

O1 ve P aras¬ndaki uzunluk P ile L aras¬ndaki uzakl¬¼ga eşit olacak şekilde bir L

do¼grusu bulunabilir.L, jCDj ile paralel olup;

jPQj = jPO1j = R1 � r

L parabolünün do¼grultman¬, O1 merkezi, O3 tepe noktas¬olmak üzere;

x = R1 + 2R2

Do¼grultman denklemi olup,

Şekil 3.7 Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ve parabol (ispat)

40



Parabolün eşitli¼gi;

(R1 � r)2 = (x�R1)2 + y2

x = 2R2 + r

R21 + r
2 � 2R1r = x2 � 2R1x+R21 + y2

R21 � 2R1r + r2 = 4R22 + r
2 + 4R2r � 4R1R2 � 2R1r +R21 + y2

y2 = 4R1R2 � 4R2r � 4R22

R1 = R2 +R3

= 4R22 + 4R2R3 � 4R2r � 4R22

= 4R2 (R3 � r)

h = y = 2
p
R2 (R3 � r)

y = 2
p
R2 (R1 +R2 � x)

dir.

b.

Şekil 3.8 Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ve parabol

ispat a.ile ayn¬şekildedir.�
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Teorem 3.6: Şekil 3.9 ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda O3 merkezli çembere d¬̧stan ve jCDj

ye te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri do¼grultman¬L ,merkezi O3

ve tepe noktas¬C olan bir parabold�ur:

·Ispat:

Şekil 3.9 O2 merkezli çemberlere te¼get çember ve parabol

O3 ve P aras¬ndaki uzunluk P ile L aras¬ndaki uzakl¬¼ga eşit olacak şekilde bir L

do¼grusu bulunabilir. L, jCDj ile paralel olup

jPQj = jPO3j = R3 + r

L parabolünün do¼grultman¬, O3 merkezi, C tepe noktas¬olmak üzere;

x = 2R2 �R3

Şekil 3.10 O2 merkezli çemberlere te¼get çember ve parabol (ispat)
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Parabolün eşitli¼gi;

(R3 + r)
2 = (R3 � r)2 + y2

R23 + r
2 + 2R3r = R23 � 2R3r + r2 + y2

y2 = 4R3r

y = 2
p
R3r

x = 2R2 + r

r = x� 2R2

y = 2
p
R3 (x� 2R2)

dir. Bu parabolü P3 ile isimlendirelim.�

Teorem 3.7: Şekil 3.11 ayakkab¬c¬ b¬ça¼g¬nda O1 merkezli çembere içten te¼get

ve onun çap¬na te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri do¼grultman¬

L ,merkezi O1 ve tepe noktas¬(R1; R12 ) olan bir parabold�ur:

·Ispat:

Şekil 3.11 x eksenine te¼get çember ve parabol

jPQj = jPO1j = R1 � r

L nin eksene olan uzakl¬¼g¬;

y = R1

Parabolün tepe noktas¬; �
R1;

R1
2

�
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Parabolün eşitli¼gi;

(R1 � r)2 = r2 + (R1 � x)2

R21 + r
2 � 2R1r = r2 +R21 � 2R1x+ x2

r =
�2R1x+ x2
�2R1

h = y = r = x� x2

2R1

Tepe noktas¬yerine yaz¬l¬rsa;

y =
�1
2R1

(x�R1)2 +
R1
2

dir. Bu parabolü P5 ile isimlendirelim.�

Teorem 3.8:Şekil 3.12 ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda O2 merkezli çembere d¬̧stan te¼get ve

O1 merkezli çemberin çap¬na te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri

do¼grultman¬L ,merkezi O2 ve tepe noktas¬(R2; R22 ) olan bir parabold�ur:

·Ispat:

Şekil 3.12 Parabol

jPQj = jPO2j = R2 + r

L nin eksene olan uzakl¬¼g¬;

y = �R2
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Parabolün tepe noktas¬; �
R2;

R2
2

�

Şekil 3.13 Parabol (ispat)

Parabolün eşitli¼gi;

(R2 + r)
2 = y2 + (x�R2)2

y = r

R22 + y
2 � 2R2y = y2 +R22 � 2R2x+ x2

h = y = r =
x2

2R2
� x

Tepe noktas¬yerine yaz¬l¬rsa;

y =
1

2R2
(x�R2)2 +

R2
2

dir. Bu parabolü P6 ile isimlendirelim.�
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Teorem 3.9:Şekil 3.13 ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda O3 merkezli çembere d¬̧stan te¼get ve

O1 merkezli çemberin çap¬na te¼get olan çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri

do¼grultman¬L ,merkezi O3 ve tepe noktas¬
�
R1 +R2;

�R2
2

�
olan bir parabold�ur:

·Ispat:

Şekil 3.14 x ekseni ve parabol

L nin eksene olan uzakl¬¼g¬;

y = �R3

Parabolün tepe noktas¬; �
R1 +R2;

�R2
2

�

Şekil 3.15 x ekseni ve parabol (ispat)
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Parabolün eşitli¼gi;

(R3 + r)
2 = y2 + (R1 +R2 � x)2

y = r

R23 + y
2 + 2R3y = y2 + (R1 +R2)

2 � 2 (R1 +R2)x+ x2

y =
1

2R3
(x�R1 �R2)2 �

R3
2

dir. Bu parabolü P7 ile isimlendirelim �.

Sonuç:

Şekil 3.16 Koniklerin ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ndaki görüntüsü

P1 ; y = 2
p
R2r

P2 ; y = 2
p
R3 (R2 � r)

P3 ; y = 2
p
R3r

P4 ; y = 2
p
R2 (R3 � r)

P5 ; y = r

HN ; y =
2

R1

p
R2R3 (R1 + r) r

E1 ; y =
2

R3

p
R1R2 (R3 � r) r

E2 ; y =
2

R2

p
R1R3 (R2 � r) r

.
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3.2 Ayakkab¬c¬B¬ça¼g¬n¬n Di¼ger Baz¬Özellikleri

1)Ayakkab¬c¬ b¬ça¼g¬nda, jCDj do¼gru parças¬n¬ çap kabul eden çemberin alan¬ ile

ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬n¬n alan¬eşittir.

Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬n¬n alan¬:

Şekil 3.17 Ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬n¬n alan¬

=
�R21 � �R22 � �R23

2

R1 = R2 +R3

=
� (R22 +R

2
3 + 2R2R3 �R22 �R23)

2

= �R2R3

dir. Çap¬jCDj olan çemberin alan¬:

jCDj2 = jACj jCBj

jCDj2 = 4R2R3

jCDj = 2
p
R2R3

jCDj
2

=
p
R2R3

yar¬çap
p
R2R3 oldu¼gundan, çap¬jCDj olan çemberin alan¬�R2R3 dir.�
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2)Ayakkab¬c¬ b¬ça¼g¬nda; O1 merkezli çembere içten, O2 merkezli çembere d¬̧stan

te¼get, jCDj ye te¼get ve P1, P2 ve E1 koniklerinin kesi̧sti¼gi noktay¬merkez kabul

eden O merkezli r yar¬çapl¬çember ile O1 merkezli çembere içten, O3 merkezli çem-

bere d¬̧stan te¼get, jCDj ye te¼get ve P3, P4 ve E2 koniklerinin kesi̧sti¼gi noktay¬merkez

kabul eden O
0
merkezli r

0
yar¬çapl¬çember özdeştir. Bu çemberler, Arcsimed çem-

berleri olarak an¬l¬rlar.

Şekil 3.18 Aŗsimed çemberi

O merkezli çember için P1 ve P2 yi kullan¬rsak;

O
0
merkezli çember için P3 ve P4 ü kullan¬rsak;

P3; y = 2
p
R3r

P2; y = 2
p
R2(R3 � r0)

2
p
R2r

0 = 2
p
R3(R2 � r0)

R2r
0
+R3r

0
= R2R3

r
0
=

R2R3
R1
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4. KÜRE ÜZER·INDEK·I KON·IKLER

T¬pk¬düzlemde oldu¼gu gibi küre üzerinde de konikleri ele alabiliriz.(Tahir 2007 a,

Tahir 2007 b, Namikawa, Y.1958 a, Namikawa, Y.1958 c, Hac¬saliho¼glu 1983)

4.1 Küre Üzerinde Çember ( Küresel Çember)

Küre üzerinde tesbit edilmi̧s bir C noktas¬ndan sabit küresel r uzakl¬¼g¬ndaki P

noktalar¬n¬n geometrik yerine bir k�uresel çember denir ( Şekil 4.1).

Şekil 4.1 Küresel çember

4.2 Küre Üzerinde Elips ( Küresel Elips)

Küre üzerinde F1ve F2 gibi tesbit edilmi̧s iki noktaya olan küresel uzakl¬klar¬(s{ras{

ile r1ve r2) toplam¬sabit 2a olan (r1 + r2 = 2a) P noktalar¬n¬n geometrik yeri bir

k�uresel elipstir (Şekil 4.2).

Şekil 4.2 Küresel elips
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4.3 Küre Üzerinde Hiperbol ( Küresel Hiperbol)

Küre üzerinde F1ve F2 gibi tesbit edilmi̧s iki noktaya olan küresel uzakl¬klar¬(s{ras{

ile r1ve r2) farklar¬n¬n mutlak de¼geri sabit 2a olan (jr1 � r2j = 2a) P noktalar¬n¬n

geometrik yeri bir k�uresel hiperbold�ur (Şekil 4.3).

Şekil 4.3 Küresel hiperbol

4.4 Küre Üzerinde Parabol ( Küresel Parabol)

Küre üzerinde bir F noktas¬(odak) ve bir 
 büyük çember e¼grisi verilmi̧s olsun.


 büyük çember e¼grisine ve F noktas¬na olan küresel uzakl¬klar¬oran¬sabit olan P

noktalar¬n¬n geometrik yerine bir k�uresel parabol denir ( Şekil 4.4)

Şekil 4.4 Küresel parabol
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5. KÜRESEL AYAKKABICI BIÇA¼GI

Küre üzerindeO1; O2 ve O3 noktalar¬ndan geçen bir büyük çember yay¬
 olanO1; O2

ve O3 merkezli yar¬küresel çemberler verilsin. O2 ve O3 merkezli küresel çemberler

, O1 merkezli 
 küresel çemberinin çap¬n¬n uç noktalar¬ndan 
 ya içten te¼get ve

birbirine de d¬̧stan te¼get olsunlar. Bu üç yar¬kürelsel çember aras¬nda kalan kapal¬

küresel bölgeye k�uresel ayakkab{c{ b¬ça¼g¬ denir (Şekil 5.1), (Namikawa, Y.1958 b,

Tahir 2007 a, Tahir 2007 b, Hac¬saliho¼glu 1983).

Şekil 5.1 Küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬

5. 1 KÜRESEL AYAKKABICI BIÇA¼GI VE KON·IKLER

Teorem 5.1: Şekil 5.2 de küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda, O1 merkezli büyük küre-

sel çembere içten, O2 merkezli küresel yar¬çembere d¬̧stan te¼get olan çemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir k�uresel elipstir:
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·Ispat:

Şekil 5.2 Küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ve elips

jPO1j = R1 � r

jPO2j = R2 + r

jPO1j+ jPO2j = R1 � r +R2 + r

= R1 +R2

Bu yüzden P lerin geometrik yeri odaklar¬O1ve O2 olan bir küresel elipstir ( Şekil

5.2) �

Teorem 5.2: Şekil 5.3 de küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda O1 merkezli büyük küresel

çembere içten, O3 merkezli küresel yar¬çembere d¬̧stan te¼get olan küresel çemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir k�uresel elipstir
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·Ispat:

Şekil 5.3 O3 merkezli küresel çemberlere te¼get küresel çemberler

jPO1j = R1 � r

jPO3j = R3 + r

jPO1j+ jPO3j = R1 � r +R3 + r

= R1 +R3

Bu yüzden P lerin geometrik yeri odak noktalar¬O1 ve O2 olan bir küresel elipstir

(Şekil 5.3). �

Teorem 5.3: Şekil 5.4 küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda O2 ve O3 merkezli küresel

yar¬çemberlere d¬̧stan te¼get olan küresel çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri

bir k�uresel hiperbold�ur.
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Şekil 5.4 Küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ve hiperbol

·Ispat:

jPO2j = R2 + r

jPO3j = R3 + r

jPO2j � jPO3j = R2 + r �R3 � r

= R2 �R3

Bu yüzden P lerin geometrik yeri odaklar¬O2 ve O3 olan bir küresel hiperboldür

(Şekil 5.4).�

Teorem 5.4: Şekil 5.5 de küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda, O2 merkezli küresel yar¬

çembere d¬̧stan te¼get ve
���dCD��� büyük çember e¼grisine te¼get olan küresel çemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir k�uresel parabold�ur:
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·Ispat:

Şekil 5.5 Küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬ve parabol��� cPL��� = ���dPO2��� olacak şekilde bir � küresel e¼grisi üzerinde bir L noktas¬daima

bulunabilir. Bu yüzden P lerin geometrik yeri bir küresel paraboldür (Şekil 5.5).�

Teorem 5.5: Şekil 5.6 da küresel ayakkab¬c¬ b¬ça¼g¬nda, O1 merkezli küresel 


çemberine içten te¼get ve
���dCD��� büyük çember e¼grisine te¼get olan küresel çemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir k�uresel parabold�ur:

a. küresel çember jCDj nin solunda ise

b. küresel çember jCDj nin sa¼g¬nda ise
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·Ispat:

a.

Şekil 5.6 CD �ye te¼get çemberler ve parabol

O1 ile P aras¬ndaki küresel yay uzunlu¼gu P ile L aras¬ndaki küresel yay uzunlu¼guna

eşit olacak şekilde bir L küresel e¼grisi bulunabilir.

jPLj = jPO1j = R1 � r

Bu yüzden P lerin geometrik yeri bir küresel paraboldür.

b.

Şekil 5.7 CD �ye te¼get çemberler ve parabol (ispat)

ispat a.ile ayn¬şekildedir.�
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Teorem 5.6: Şekil 5.8 de küresel ayakkab¬c¬b¬ça¼g¬nda, O3 merkezli küresel yar¬

çembere d¬̧stan te¼get ve
���dCD��� büyük çember e¼grisine te¼get olan küresel çemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir k�uresel parabold�ur:

·Ispat:

Şekil 5.8 Küresel parabol (ispat)��� cPL��� = ���dPO3��� olacak şekilde bir � küresel e¼grisi üzerinde bir L noktas¬daima

bulunabilir. Bu yüzden P lerin geometrik yeri bir küresel paraboldür (Şekil 5.8).�
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