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1.CEMBERLERLE ILGiLi ONEMLi KAVRAMLAR

Bu boliimde gemberlerle ilgili 6nemli noktalarin tanimlar: verilmistir.(Tahir 2007 a,

Tahir 2007 b, Hacisalihoglu 1983)

Tamim 1.1 (Noktanin ¢gembere gore kuvveti)

Merkezi O, yarigap uzunlugu R olan bir gember alalim. Cemberin iizerindeki A ve
B noktalar1 cemberin icindeki bir P noktasindan gegecek sekilde dogrusal olarak

birlestirilsin.

PA.PB

degerine P noktasinin ¢cembere gore kuvveti denir.

Teorem 1.1: Bir cemberde AB ve C'D Kkirigleri cemberin i¢indeki bir P noktasinda

kesisiyorsa, AP ile PB nin carpim CP ile PD nin carpimina esittir.

ispat:

Sekil 1.1 Cemberin i¢ bolgesindeki noktanin ¢embere gore kuvveti

OB ve AD yi cizersek. ADP ve CPB iicgenleri benzer olur. Dolayisi ile

veya



AP.PB=CP.PD dir.1

Teorem 1.2: Merkezi O, yarigap uzunlugu R olan bir ¢gember alalim. Bu ¢emberde

AB ve CD Kkirigleri gember digindaki bir P noktasinda kesisiyorsa

PA.PB = PC.PD

dir.

ispat:

Sekil 1.2 Cemberin digindaki noktanin ¢embere gore kuvveti

Bu durumda ise PBC' ve PDA tiggenleri benzer olup;

PB BC PC
PD DA PA

PA.PB = PC.PD

dir.l

Teorem 1.3: Merkezi O, yaricap uzunlugu R olan bir ¢ember alalim. Bu ¢emberin

disindaki bir P noktasindan ¢embere ¢izilen teget PT' ise, P noktasinin ¢cembere

gore kuvveti PT? dir.



ispat:

Sekil 1.3 Cembere teget olan noktanin ¢gembere gore kuvveti

T cember iizerinde bir nokta olsun. P noktasindan gecen ve ¢cemberi A ve B nokta-

larinda kesen dogruyu alalim. A ve B noktalarini ayr1 ayr1 T' ile birlestirelim.

Sekil 1.4 P noktasinin ¢embere gore kuvveti

PTA ve PBT tiggenleri benzerdir. (Agi -kenar-ag1 benzerligi)

PT_ TA_PA
PB BT PT
2

PT° = PB.PA
dir.l

Teorem 1.4: O merkezli, R yaricaph cemberin digindaki bir P noktasinin ¢gemberin

merkezine olan uzaklhiginm d ile gosterelim.



P den gecen ve cemberi A, B noktalarinda kesen bir dogru igin

PT" = d? — r? dir.

Ispat: Sekle gore

PT" = d*—r*
PT° — PAPB
PA.PB = d*>—1r?

PT” degeri P den gegen kesenin segilisinden bagimsiz oldugundan kesen olarak PO

yu secelim. Bu kesen ¢emberi K ve L noktalarinda kessin. O zaman

2 —_—

PT" = PK.PL

olur. Burada

PK=d—r
ve

PL=d+r
dir.

PT" = (d—r)(d+7r)=d —r?

olur.l



irdeleme:

d > r ise P g¢emberin diginda (Bu durumda kuvvet pozitiftir.)

d = r ise P gemberin iizerinde (Bu durumda kuvvet nétrdiir.)
dir.
Tanim 1.2 : (Oy, Ry) ve (O2, R2) ¢emberlerine gore kuvvetleri esit olan P nok-
talarinin geometrik yeri bu iki ¢emberin merkezlerini birlestiren dogruya dik bir
dogrudur. Bu dogruya kuvvet ekseni denir.

Teorem 1.5: Kuvvet ekseni merkezleri birlestiren dogruya diktir.

ispat:

Sekil 1.6 Kuvvet ekseni

PO, = 4
POy, = d,



O; ve O, yi birlegtilelim.

AN

M H

Sekil 1.7 Kuvvet ekseni ve cemberler

O, ve O yi birlegtiren dogru parcasinin orta noktasi M ve P den O;0s ye indirilen
dikmenin ayag1 H olsun. (Oy, Ry) ve (Os, Ry) gemberlerine gore kuvvetleri egit olan
P noktalarinin geometrik yeri bu iki ¢emberin merkezlerini birlestiren dogruya dik

bir dogru ise POH ve PO.H iiggenleri dik iiggenler olmalidir.Yani

&~ (OH) = (PHY

&~ TOHY ~ (P
di — (0:H)* = d;—(0,H)?

di —d; = (01H)*—(0:H)?

d2 —d5— (O H)? + (O,H)> =0 (1.1)

(O1H)? = (MH + O, M)?

(O1H)? = (MH)?*+ (O:M)* +2MH.O,: M (1.2)

(O;H)? = (MO, — MHY

(O.H)?> = (MOy)* + (MH)* — 2MH.MO, (1.3)



1.1 de 1.2 ve 1.3 denklemini yerine yazarsak,

&2 —d;— (MH)*> — (O1M)? —2MH.O:M + (MO,)* + (MH)* — 2M H.MO,
di — d; = [(O1M)?

di — dj — [(O1M)? — (MO,)* + 2MH.O:M + 2M H. MO,
(

+2MH.O/M — (MO,)* + 2MH.MO,)]

di —d5 — {[(O1M + MO,) — (O1M + MO,)| +2MH.(O:M + .MO,)}

d} — dj — [(O1M + MO5)(O1M — MO, + 2MH)] .

di —dj — [(O1M + MO5) {O/M + MH — (MO, — MH}] .

42 — &2 = (O, M + MO,) (O H — HO,)

d% - dg = 0102.(01H - HOQ)

P nin ¢emberlere gore kuvvetlaeri esit oldugundan;

(dy — Ry) (di + R1) = (d2— R2)(d2+ R»)
- R = d5—R;

di —d; = R{ — R;
H |, P nin geometrik yeri iizerinde oldugundan

(O1H — R1) (O1H + R1) = (0:H — Ry) (O:H + R»)
(O1H)* =R} = (O:H)—R;

(0:H)? — (O:H)* = R;-R;

(O1H — O.H)(O,H + O,H) = R:—Rj

(OH — 0,H).0,0, = R>—R?




1.5 ve 1.6 denklemlerini 1.4 te yerine yazarsak;

R? — R2
010,
R} —R: = R’ R;

R —R: = 0,0,

oldugundan 1 esitligi saglanmig olur .Bu esitlikten PH 1 O;05 ye dikligi bulunmus

olur.l

Teorem 1.6 :

Sekil 1.8 Degme noktasi

Merkezleri, sirasi ile, O ve P olan icten teget iki cemberin ¢ap uzunluklari, sirasi ile,
AB ve EF olmak iizere iki dogru parcasidir. Eger T' bu iki ¢emberin gekildeki gibi

degme noktasi ise;
A, F ve T dogrusaldir.

ispat: -
@ = ﬁ ve —_— = =—=1
Bu yiizden OAT iiggeni ile PFT ii¢geni benzerdir.

PFT = OAT ve AFP+OAT = 180°

AFP+ PFT = 180°



AT ve FT dogrusal olup diger bir anlamda A, T ve F' aym dogru iizerindedir.ll
Tanim 1.3: (Harmonik Ortalama)

A, B, C' ve D dogrusal dort nokta olmak iizere noktalardan C' ve D biri AB dogru
parcasinin iizerinde ve digeri bu dogru pargasinin uzantisi iizerinde olacak gekilde

yerlestirilsin. Bu durumda g;g = —% bagimtisi verildiginde, AB, C ve D tarafindan

harmonik olarak boliinmiigtiir denir.

=
9]
m

o

Sekil 1.9 Harmonik ortalama

ca_, pa_, CA_pi_,
CB DB CB DB
ca_ pa
CB DB

Bu durum goz 6niine alimirsa AB yi harmonik olarak bolen; C' ve D olmak iizere bu
dort noktaya harmonik set veya harmonik range adi verilir. Bu oran H(AB,CD)

ile gosterilir. AB ve C'D nin herbiri bir harmonik ¢ift olarak adlandirilir.

Teorem 1.7: Eger C' ve D noktalar1 AB dogru parcasini harmonik olarak bolii-

yorsa, A ve B noktalar1 da C'D dogru pargasini harmonik olarak boler.



ispat:

CA DA CA CB
_ = — = ya da _ = ——
CB DB DA DB

CA=-AC DA=-AD CB=-BC DB=-BD

oldugundan L
AC
AD

|| &
@H Q‘

Yani A ve B, C'D yi harmonik olarak boler.ll
Tanim 1.4: (Harmonik ortalama)
p ve q gibi iki reel sayinin % + % degerine p ile ¢ nun harmonik ortalamast denir.

Tanim 1.5: (A, B, C, D Harmonik set noktalarinin koordinatlar1 arasin-

daki iliski) ;

Sekil 1.10 Harmonik set

A, B, C ve D aym dogru iizerinde ( bu dogru z ekseni ) olsun ve O orijin olmak

lizere

A(a,0), B(b,0), C(c,0) ve D(d,0) noktalar1 x ekseni iizerinde olduklarindan

CA=a—c CB=b-—c¢ DA=a—d DB=b—d

dir. AB ve C'D harmonik ¢ift olduklarindan

ab—cb—ad+cd =bd — cd — ab+ ac

10



2(ab+cd) = (a+b)(c+d)
yazilabilir. Bundan sonra gosterilecek her bir teoremdeki her bir dogrusal nokta
dortliisii i¢in bu formiil harmonik olmalar1 6zeligi olarak alinacaktir.

Teorem 1.8:

Ayni dogru iizerindeki dért noktanin olusturdugu H(AB, C' D) oran bir harmonik

oran olmasi icin gerek ve yeter kosul

2_1+1
AB AC AD

olmasidir.

ispat :

(=)

H(AB, CD) bir harmonik set olsun. Harmonik set olma bagmtisindan bu dort

nokta arasinda

(a+b)(c+d) =2(ab+ cd)

oldugunu biliyoruz. A noktasi orijin alinirsa
a=0
olur. O zaman

blc+d) = 2cd

bc+bd = 2cd
2 1 1 )
3 = E—i—avea:Olse
AB = b AC=c¢ AD=d



oldugundan

2_1+1
AB AC AD

olur.

(«<=) Tersine
2 1 1

==+
AB AC AD
dogru olsun. D den farkli bir D’ gibi bir nokta alahm. Eger (C' ve D') ikilisi bir

harmonik ¢ift ise bu durumda

2 1 N 1
AB  AC AD

ve bu iki esitlikten
AD = AD'

olur.Yani bu durumda D ve D' cakisir. ki nokta ayni oldugundan
H(AB,CD) = H(AB,CD')

olur.l

12



Teorem 1.9:

O (orijin), AB nin orta noktasi olmak iizere, ayn1 dogru iizerindeki dort noktanmn

harmonik set olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

OB =0C x 0D

olmasidir.

ispat:

(=)

Eger orijin orta nokta ise

b= —a

dir. Buradan harmonik ortanin koordinatlarla iligkisi kullanilirsa

(a+b)(c+d) =2(ab+ cd)

——
0
oldugundan
2(—a® + cd) =0
a2 = ed
A0° = OB =0C x OD
dir.

13



(«<=) Tersine

Farzedelim ki

OB =0C x 0D

olsun. AB yi bolen harmonik ¢ift C ve D’ olsun. Bu durumda

OB =0C x OD'

olur.
OD = OD
olur.Yani
H(AB,CD) = H(AB,CD")
dir.l
Tanim 1.6:

Yarim g¢emberde aritmetik ve geometrik ortalama, sirasi ile,

asagidaki sekildedir.

a) Sekil 1.11° e gore AC ve CB nin aritmerik ortalamas1 O, B dir.

b) Sekil 1.12 ’ye gére AC ve C'B nin geometrik ortalamasi CD dir.

14



dir.H

Sekil 1.11 Aritmetik ortalama

2Ry + 2R3

5

Q

o+ o
S
oy

15

=R+ R3 =Ry



b)

Sekil 1.12 Geometrik ortalama

A
(ABD) bir dik tg¢gen olup;

CD> =AC x OB = 2Ry x 2R3 — 4Ry R
dir.l
Teorem 1.10:

a) Verilen iki noktaya uzakliklar1 ayni olan tiim noktalarin geometrik yeri bir ¢em-

berdir.

b) Verilen iki nokta (A, B) ve gemberlerin Oy eksenini kestigi noktalar (C', D) olmak

iizere verilen A, B noktalar1 C, D noktalar ile bir harmonik set olusturur.

16



ispat:

Sekil 1.13 Cember

Kabul edelim ki A ve B verilen iki nokta ve P, AB iizerinde olmayan bir nokta ve

k sabit oran olmak tizere L
AP

:—k
PB

H, AB dogrusuna P den indirilen dikmenin ayag ve A, B arasmdaki uzaklik d

olmak {izere

PB =t AP =kt
B2 = a2 4P

t2 — y2—|—(d—l’)2

y? = k22 — 22

v =12 — (d — )

17



Eger ikinci esitligi k2 ile carpar ve ilk esitlikten cikarirsak;

]{72y2

Bu ifade ise merkezi

ve yarigapl

K242~ k2 (d — x)?
E*(d — 2)* — 2?
E*(d? + 2* — 2dx) — 2*

—2%(1 — k?) + k*(d* — 2dx)

K2d? — 2k*dx
Kd? 2K
— -
-1 k-1

RPR 1) | 202
k2—12 k-1
k*d? . k2d? n 2k*dx
212 (2—12  K-1
kd

kd

kd

r=——

k2 —1

olan bir ¢cemberdir. Bu cesit ¢cemberlere Apollonian ¢cemberler denir.

b)

C ve D , x ekseni iizerinde oldugundan y = 0 dir.

k*d
k2 —1

(z —

dir.

kd

P = ()

18



C noktasi i¢in

D noktasi icin

dir.

k2d kd

K2 -1 k2—1

kd(k — 1)
k—1)(k+1)
kd

kd(k + 1)
(k—1)(k+1)
kd

E+1

D(—70)

k—1

|2

DB
kd

k—1

SIS
o
|

kd
k—1

= DA-AB

kd—kd+d  d

k-1 k-1

SN

CA
CB

CA

CB

CA
CB
CA
CB

kd
—Q X

-~




2. KONIKLERLE iLGILi TEMEL TANIMLAR ve TEMEL KAVRAM-
LAR

Bu boliimde koniklerle ilgili geometrik problemler iizerinde durulmustur. (Tahir

2007 a, Tahir 2007 b, Namikawa, Y.1958 a, Hacisalihoglu 1983)

2.1 Koniklerle Tlgili Geometrik Problemler

Problem 1: C(Oq, Ry) ve C(Os, Ry) ¢emberlerinden biri digerinin igine yerlesti-
rilmis olsun. Sekil 2.1 bu gemberlerden birine i¢ten, digerine digtan teget olan C'(P, )
¢emberlerinin P merkezlerinin geometrik yeri odaklar1 O; ve O olan, asal eksen

uzunlugu 2a = Ry + Ry ve 2b = Ry — Ry olan, aymi odakl iki elipstir.

Coziim:

Sekil 2.1 Icten teget cember ve elips

|P01|:R1—T
|POQ|:R2+T

:>‘P01‘+‘P02‘:R1+R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar1 O, Oy ve asal eksen uzunlugu 2a = R+ R»

olan bir elipstir.

20



Sekil 2.2 Distan teget cember ve elips

|P01|:R1—’F
’POQ’:T_RQ

:>|P01|+’P02’:R1—R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar1 Oy, Oy ve asal eksen uzunlugu 2b = R; — R»

olan bir diger elipstir.

Problem 2: C(Oy, Ry) ve C(Os, Ry) herhangi iki cember verilsin.

a. C(Oy, Ry), C(Os9, Ry) gcemberlerinin her ikisine de digtan teget olan C'(P, ) ¢em-
berlerinin P merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlugu 2a = Ry — Ry ve
odaklar1 O, Os olan bir hiperboldiir.

b. C(01, Ry), C(Os, Ry) cemberlerinin her ikisine de icten teget olan C'(P', ') cem-
berlerinin P’ merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlugu 2b = R; — R, ve

odaklar1 O1, O, olan bir hiperboldiir.
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Coziim: a.

Sekil 2.3 Digtan teget cember ve hiperbol

|P01| :R1+T’
|P02| :R2+T

:>|P01|—|P02|:R1—R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar1 O, Oy ve asal eksen uzunlugu 2a = Ry — R»
olan bir hiperboldiir.
b.

Sekil 2.4 Icten teget cember ve hiperbol

POy =+ — Ry

N ‘P'Ol‘ _ ‘P’OQ‘ — R, — R,
|P'Os| =1 — Ry

P’ merkezlerinin geometrik yeri odaklar1 O;, Oy ve asal eksen uzunlugu 2a = Ry — R,

olan bir hiperboldiir.
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Problem 3: C(Oy, R;) ve C(Os2, R2) herhangi ¢cemberleri veriliyor.

a. C(0Oq, Ry) cemberine igten teget ve C'(Os, Ry) cemberine digtan teget olan C'(P, r)
¢emberlerinin P merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlugu 2a = Ry + R»
olan ve odaklar1 O, Oy olan bir hiperboldiir.

b. C(Oy, R;) cemberine distan teget ve C'(O3, Ry) cemberine icten teget olan C'(P', 1)
cemberlerinin P’ merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlugu 2a = R; + R

olan ve odaklar1 O1, Oy olan bir hiperboldiir.

Coziim:
Sekil 2.5 Hiperbol
a.
|P01| =T — Rl
= ’POQ’ — |P01’ :R1+R2
|P02| =7r+ RQ

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar1 Oy, Oy ve asal eksen uzunlugu 2a = R;+R»

olan bir hiperboldiir.

}PlOl} :Tl +R1

jka
}P/Og} = 7"l - R2

—@@

= R + Ry

P’ merkezlerinin geometrik yeri; odaklar1 Oy, O, ve asal eksen uzunlugu 2a = R+ R»

olan bir hiperboldiir.
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Problem 4: Kesigen iki C'(Oq, R;) ve C(Os, R2) gemberleri veriliyor.
a. gemberlerden C'(Oq, Ry) e igten ve C'(Os, Rs) ye digtan teget olan C'(P,r) ¢em-
berlerinin P merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlugu 2a¢ = R; + Ry ve

odak noktalar1 Oy, Oy olan bir elipstir.
b. cemberlerden C(O1, Ry) e distan ve C(Oy, Ry) ye icten teget olan C(P',r")

cemberlerinin P’ merkezlerinin geometrik yeri; asal eksen uzunlugu 2a = R; + R

ve odak noktalar1 Oy, O, olan bir elipstir.

Coziim:

Sekil 2.6 Elips

|P01‘:R1—7“
|P02|:R2+T

:>|P01|+|P02|:R1+R2

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar: O;, Oy ve asal eksen uzunlugu 2a = Ry + R»

olan bir elipstir.

|P,01| :Rl—FT,

) , = ‘P,Ol‘ + ‘P,OQ‘ =R+ R,
|P02{ :RQ—T‘

P’ merkezlerinin geometrik yeri; odaklar1 O, Oy ve asal eksen uzunlugu 2a = R+ R»

olan bir elipstir.
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Problem 5: Kesigen iki C'(Oq, R;) ve C(Os, R2) gemberleri veriliyor.

a. gemberlerden her ikisine de igten teget olan C(P,r) ¢gemberlerinin merkezlerinin
geometrik yeri asal eksen uzunlugu 2a = R; — Ry ve odaklar1 Oy, Os olan bir hiper-

boldiir.

b. cemberlerden her ikisine de distan teget olan C(P',r') cemberlerinin merkez-

lerinin geometrik yeri asal eksen uzunlugu 2a = R; — Ry ve odaklar1 O, Oy olan bir

hiperboldiir.
Coziim:
Sekil 2.7 Kesigen ¢emberler ve hiperbol
a.
‘POl‘ = Rl - T
:>|P01‘—|P02|:R1—R2
‘POQ‘ = R2 —-Tr

P merkezlerinin geometrik yeri; odaklar: O;, O ve asal eksen uzunlugu 2a = Ry — R»

olan bir hiperboldiir.
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Sekil 2.8 Kesigen gemberlere digtan teget ¢ember

|P'Oy| = Ry +7

— R -R
[POs| = By +7° L

= ‘P’Ol

—P@

P’ merkezlerinin geometrik yeri; odaklar1 Oy, O, ve asal eksen uzunlugu 2a = Ry —R»

olan bir hiperboldiir.

Problem 6: Ayn diizlemde bir [ dogrusu ile onu kesmeyen bir C'(O, R) ¢emberine

teget olan C'(P,r) ¢emberlerinin P merkezlerinin geometrik yeri nedir?

Coziim:

a. C(P,r) nin C(O, R) ye digtan teget olmas: hali:

[ dogrusuna ve C'(O, R) gemberine teget olan C'(P,r) gemberlerinin P merkezlerinin
geometrik yeri paraboldiir.

Bu paraboliin odagy, verilen C'(O, R) gemberinin O merkezi ve dogrultmanida, [ ye

gore C'(O, R) nin bulunmadigr yar diizlemde [ den R kadar uzaklikta [ ye paralel
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¢izilen d dogrusudur.

Sekil 2.9 Parabol

Parabollerin denklemleri:
[ dogrusunu y - ekseni ve O dan [ ye ¢izilen dogruyuda z- ekseni olarak alalim.

O = (a,0) olarak verilmig olsun. O zaman P noktasmin apsisi z = r ve ordinatida

y = \/(R+r)2—(a—7‘)2

¥ = (R+7)7—(a—7)

v? = R*4+2R+1r%— (a2—2ar+r2)
y* = 2(R+a)r+ R —d°

r o=z

v* = 2(R+a)r+ R*>—a®

paraboliin denklemidir.

b. C(P,r) nin C(O, R) ye igten teget olmasi hali:

[ dogrusuna teget olan ve C'(O, R) gemberinede icten teget olan C(P,r) ¢ember-
lerinin P merkezlerinin geometrik yeri paraboldiir.

Bu parabolun odag: verilen C'(O, R) ¢emberinin O merkezi ve dogrultmamda [ ye

gore C'(O, R) nin bulunmadig) yar diizlemde [ den R kadar uzaktan [ ye ¢izilen bir
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paralel d dogrusudur.

Sekil 2.10 Icten teget cember ve parabol

Benzer sekilde [ dogrusunu y -ekseni olarak secelim.

O dan [ ye dik dogru x -ekseni ve C(R,0) olsun. O zaman P noktasimin apsisi

xT =T

y = Jr—R?—(a—r)

y* = 1’ —2Rr+ R* —a® + 2ar — r?

v = 2(a—71)r+R*—ad?
r = x

v = 2(a—R)x+ R? —d?

Problem 7: C(Oy, Ry), C(O2, Ry), ve C(Os3, R3) ¢emberleri veriliyor. Bu ii¢ ¢em-
berin her birine teget olan C(P,r) gemberlerinin P merkezlerinin geometrik yeri

nedir?

Coziim:
C(P,r) ¢gemberinin konumuna gore sekiz hal vardir. bunlardan doérdiinii ele alalim.

a. C(Oq, Ry), C(Os, R3) ye digtan teget,C'(Oq, Ry) ye igten teget olarak gizilen
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C(Py,7) gemberlerin P; merkezlerinin geometrik yeri:

Sekil 2.11 Iki cemberede distan teget cemberler

|P101| = Rl—T

|P102| = Rg +r
|P103| = R3 —f‘T
’P101’+|P101| == R1+R2

i) odaklar1 O; Oy ve asal eksen uzunlugu Ry + R, olan bir E) elipsi vardir.

|P101| + |P103| = R1 + Rg

ii) odaklar1 O; O3 ve asal eksen uzunlugu R; + R olan bir Ej elipsi vardur.
iii)

|P102| - ‘PlOg‘ = R2 - Rg

hiperbol hali gegerli degildir. Ciinkii P; in geometrik yeri C(O;, R;) in igindedir.

b. C(Os, Rs), C(O3, R3) ye digtan teget,C'(Oq, Ry) ye igten teget ve C(Oz, Ry) yi
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kapsayan C'(P,,r) ¢emberlerin P, merkezlerinin geometrik yeri:

e

Sekil 2.12 Cemberlerden birine icten digerine distan teget cemberler

|P201| = R1 —T

|P202| = T—RQ

|P203| = T+R3
|P201|+|P202| = Rl_RQ

i) odaklar1 O; O, ve asal eksen uzunlugu Ry — Ry olan bir Ej elipsi vardir.

|P,O1| + |P2Os| = Ry — R3

i) odaklar1 O; O3 ve asal eksen uzunlugu R, — R3 olan bir Ej elipsi vardir.
iii)
|P203| - ’PQOQ’ - RQ + Rg

hiperbol hali gegerli degildir. Ciinkii P, nin geometrik yeri C(Os, Ry) in igindedir.
c. C(0z,Ry), C(O3, R3) ye digtan teget,C'(O1, Ry) ye icten teget ve C(Oa, Ry),
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C(Os, R3) yi kapsayan C(Ps,7) gemberlerin P merkezlerinin geometrik yeri:

Sekil 2.13 Cemberlerden ikisinede icten teget gemberler

i) odaklar1 O; O, ve asal eksen uzunlugu Ry — R, olan bir Ej elipsi vardir.

|P301| + |P3Os| = Ry — Ry

ii) odaklar1 O O3 ve asal eksen uzunlugu Ry — Rj3 olan bir Es elipsi vardir.

|P301| + |P303| = Rl — Rg

iii)

|P3O1| — |P3sOs] = Ri + Ry

hiperbol hali gegerli degildir. Ciinkii P; iin geometrik yeri C'(O;, R;) in i¢indedir.

d. (02, Ry), C(Os3, R3) ye digtan teget,C(O1, Ry) ye igten teget ve C(Os, R3) ii

kapsayan C'(Py,r) ¢emberlerin Py merkezlerinin geometrik yeri:
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Sekil 2.14 Ug teget cemberin durumlar:

|P401| + ’P403’ - Rl - R2

i) odaklar1 O; O, ve asal eksen uzunlugu Ry + R, olan bir E; elipsi vardir.
|P,O1] + |P,Os| = Ry — R3

ii) odaklar1 O O3 ve asal eksen uzunlugu Ry — R3 olan bir Es elipsi vardir.

iii)

|P4Os| — |P4O3| = Ry + Ry

hiperbol hali gegerli degildir. Ciinkii P, iin geometrik yeri C'(O;, R;) in i¢indedir.
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3. AYAKKABICI BICAGI

Bu boliimde ayakkabici bicagi problemi iizerinde durulmustur.Olusan koniklerin
durumlar1 degerlendirilmigtir. (Tahir 2007 a, Tahir 2007 b, Hacisalihoglu 1983,
Namikawa, Y.1958 c)

Tanim 3.1: Ayakkabici Bigagi (Shoemaker s Knife):

O1, Oy ve O3 merkezli yar1 cemberler verilsin. O, ve O3 merkezleri ,0; merkezli ¢cem-
berin ¢api iizerinde yer alsin. Oy ve O3 merkezli cemberler, O; merkezli gemberinin
capinin ug noktalarindan O; merkezli cembere icten teget,birbirlerine de digtan teget
olsunlar. Bu ii¢ yar1 cember arasinda kalan kapali bolgeye ayakkabicr bicage denir.
Ayakkabic1 bigagi geometride kullanilan en ilging sekillerdendir. Ayakkabici bigag
iizerinde ilk olarak Argimed (287 — 212 BC) caligmigtir. Bu isim, ayakkabicilar
tarafindan kullanilan bicaga benzerligi sebebiyle verilmistir. Ayakkabici bigagimin
bir diger adi da yunanca olarak Arbelos tur. Bir ¢ok kaynakta bu isimle anilmak-

tadir.

Sekil 3.1 Ayakkabic1 bigag

3.1 Ayakkabici Bigag1 ve Konikler

Teorem 3.1:5ekil 3.2 ayakkabici bicaginda, O; merkezli yari cembere icten,Os

merkezli yar1 ¢gembere digtan teget olan cemberlerin merkezlerinin geometrik yeri

33



odaklar1 O, Oyve asal eksen uzunlugu R; + Ry olan bir elipstir.

ispat:

Sekil 3.2 O, merkezli cembere teget cember ve elips

‘P01| = Rl—T‘

‘P02| = R2+T
’P01|+’P02’ = Ri—r+Ry+r
= Ri+ R

Bu yiizden P lerin geometrik yeri elipstir. Bu elipsin odaklar1 O; ve O, , asal eksen

uzunlugu Ry + Ry dir.

Bu elipsi F; ile adlandiralim.
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E esitligini hesaplarsak;

v = (Ri—1)° = (R —2)
' = (Re+1)’—(z— Ry’
(Ri—1)° = (Ri—2)" = (Ro+71)—(z— Ry’

R4 72 —2Ryr — R? — 2> + 2Rz = R2+1% —2Ryr — R2 — 2* + 2Ry

—2R1T + 2R1[E = —2R27" + 2R2?L’
T (Rl - Rg) = RlT + RQT
— Ry + Rgr
R — Ry
Rs = Ry — Ry
A Ry + RQT
= R,
x 1 yerine yazarsak;
2 V/RiRy (R, + Ry — )
= —)x
Y Ry + R 1412 (111 2

2
y = R_\/R1R2(R1+R2—{L‘){L‘
3

dir.
Teorem 3.2: Sekil 3.3 ayakkabici bicaginda ,0; merkezli yar1 cembere icten, Os

merkezli yar1 ¢cembere distan teget olan cemberlerin merkezlerinin geometrik yeri

odaklar1 O;, Os ve asal eksen uzunlugu R; + Ry olan bir elipstir.
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ispat:

Sekil 3.3 O; merkezli cembere teget cemberve elips

\P01| = Rl—T

‘P03| = R3+7“
|PO,| +|POs| = Ry —7+Rs+r
= Ri+Ry
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Bu yiizden P lerin geometrik yeri elipstir. Bu elipsin odaklar1 O; ve O3 , asal eksen
uzunlugu Ry + Rj3 dir.
E5 esitligini hesaplarsak;

¥ = (Ri—r)’—(z—R)°
2 = (Rs+71)° —(x— Ry — Ry)”

x 1 yerine yazarsak;
2 V/RiRs (2R ) (z — R)
= _— — X Tr —
Y R, + Rs 1413 1 2

2
y = R#\/RlRZ%(RQ_T)T
2

dir.H

Teorem 3.3: Sekil 3.4 ayakkabici bicaginda Oy ve O3 merkezli gemberlere digtan
teget olan g¢emberlerin merkezlerinin geometrik yeri odaklar1 O,, O3 ve asal eksen

uzunlugu R; — Ry olan bir odaklar1 Oy, O3 ve asal eksen uzunlugu Ry — R3 olan bir

hiperboldiir.
Ispat:
-
y
- P
X
h
o 5
A o oCH o B x

Sekil 3.4 Oyve O3 merkezli cemberlere teget cember ve hiperbol
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|P02| = RQ
|P03| = Rg
|P02|—’P03’ - R2

Bu yiizden P lerin geometrik yeri hiperboldiir
asal eksen uzunlugu Ry, — Rj3 diir.
HN esitligini hesaplarsak;

y2

y2

(Ry —7)" — (¢ — Ry)’

—+r

+r
+T—R3—T
— Ry

. Bu hiperboliin odaklar1 Oy ve O3

(Ry—1)* = (z — Ra)’
(Rs+7)* — (2R, — Ry — z)*
(Rs+71)* — (2R, — Ry — z)*

2Rsr — 4R? + 4R Ry + 4R1x — 2R3z = 2Ror + 2Ryx
Rsr —2R? + 2R Rs + 2Rz — Ry = Ror + Rox
Ry
Ry — Rs
= = __—"r42R
X Rl T+ 2
x 1 yerine yazarsak;
= L\/RR (z — 2Ry) (x — Ry)
Yy Ry, — Ry 2113 2 1
2
Yy = R_l\/R2R3 (Rl +7’)T

dir.

Teorem 3.4: Sekil 3.5 ayakkabici bigaginda

Oy merkezli cembere digtan teget ve

|C' D] ye teget olan ¢gemberlerin merkezlerinin geometrik yeri dogrultmani L ;merkezi

O; ve tepe noktas1 C olan bir paraboldiir.
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ispat:

¥ -
D
L
+
P R) r 0
L
R+r

2

o

A [ o C [ B x

Sekil 3.5 O; merkezli cemberlere teget cember ve parabol

|PL| = |POs| olacak sekilde bir L dogrusu daima bulunabilir. Paraboliin dogrult-
mani L, merkezi Oy ve tepe noktas1 C' dir. Dogrultman esitligi + = 3R, dir.
Parabol esitligini hesaplarsak;

Cizilen gemberin merkezi P (x,y) , yaricap r ve ¢ap1 |AB| olmak {izere;

h* = (Ry+1)" = (Ry—r1)°
= R+2rRy+71°>— R — 1>+ 2Ryr
h = 4R27“

h = 2\/ RQT’

diger yandan;

r = 2Ry —r
r = 2Ry —=x

dir.H

Teorem 3.5: Sekil 3.6 ayakkabici bicaginda O; merkezli cembere icten teget ve
|C' D] ye teget olan ¢gemberlerin merkezlerinin geometrik yeri dogrultmani L ;merkezi

O, ve tepe noktasi O3 olan bir paraboldiir.
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a. cember |C'D| nin saginda ise
b. ¢ember |C'D| nin solunda ise
ispat:

a.

Sekil 3.6 Ayakkabic1 bigag1 ve parabol

O; ve P arasindaki uzunluk P ile L arasindaki uzakliga esit olacak sekilde bir L
dogrusu bulunabilir.L, |C' D] ile paralel olup;

|PQ| = |PO:[ =Ry —r

L paraboliiniin dogrultmani, O; merkezi, O3 tepe noktasi olmak tizere;

ZL':R1+2R2

Dogrultman denklemi olup,

D

L
¥
1 O
x=2R2+ R,
: n 1
A o o C 1 0 H x
1 2 d ] 3
x=2R+r

Sekil 3.7 Ayakkabici bigagi ve parabol (ispat)
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Paraboliin esitligi;

(Bi=1)" = (2= R)’ +y’
r = 2Ry +r
RI+1r*—2Rir = 2 —2Riz+Ri+vy°
R? —2Ryr+71? = AR}+4 1?4+ 4Ryr — AR Ry — 2Ry 7 + R? + 12
y* = 4R Ry — 4Ryr — 4R3
R = Ry+ Ry
= 4R} +4RyR3 — 4Ryr — AR
= 4Ry (R3—)
h = y=2Ry(Rs—7)

y = 2\/R2(R1+R2—I>

dir.

ol

Sekil 3.8 Ayakkabic1 bigag1 ve parabol

ispat a.ile aymi sekildedir.H
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Teorem 3.6: Sekil 3.9 ayakkabici bigaginda O3 merkezli gembere digtan ve |C'D|
ye teget olan gemberlerin merkezlerinin geometrik yeri dogrultmani L jmerkezi O3

ve tepe noktasi C olan bir paraboldiir.

ispat:

R+r
Q:-‘I‘\3 P

-1 :
A O H o0 cC (7] B x
2 1 3

Sekil 3.9 O, merkezli cemberlere teget cember ve parabol

O3 ve P arasindaki uzunluk P ile L arasindaki uzakliga esit olacak sekilde bir L

dogrusu bulunabilir. L, |C'D| ile paralel olup
|PQ| =|POs| = Ry +r
L paraboliiniin dogrultmani, O3 merkezi, C' tepe noktasi olmak iizere;

[E:2R2—R3

x=2R - R,
2 "D

0 .':I\R3+r

W)
\!

" -1 " : [

0O H o0 C |
4 2 1
x=2R2+r

[

Sekil 3.10 O, merkezli cemberlere teget gember ve parabol (ispat)
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Paraboliin esitligi;

(Rs+7)° = (Rs—1)*+y°

R2 4724 2Ryr = R2—2Rsr + 1% 49

y* = 4Rsr
y = 2/Ryr
r = 2R+
r = x— 2R,

y = 2v/R3(x—2Ry)

dir. Bu parabolii Pj ile isimlendirelim.Hl

Teorem 3.7: Sekil 3.11 ayakkabici bicaginda O; merkezli cembere icten teget
ve onun capina teget olan ¢emberlerin merkezlerinin geometrik yeri dogrultmani

L ,merkezi O; ve tepe noktasi (R, %) olan bir paraboldiir.

ispat:

~

Sekil 3.11 x eksenine teget ¢cember ve parabol
|PQ| = [PO1| =Ry —r

L nin eksene olan uzakligi;

Paraboliin tepe noktast;
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Paraboliin esitligi;

(Ri—7) = r»+ (R, —2x)°

R?4+ 1% —2Ryr = r*4+ R? - 2Rz + 2

—2R11’+J]2
r = —
—2R,
2
X
h = = = _— —_—
Y=r==2 SR

Tepe noktas1 yerine yazilirsa;

_ b pe
y=gg, W)+

dir. Bu parabolii P; ile isimlendirelim.ll

Teorem 3.8:5¢ekil 3.12 ayakkabici bicaginda O, merkezli cembere digtan teget ve
O; merkezli ¢gemberin capina teget olan gemberlerin merkezlerinin geometrik yeri

dogrultmam L ;merkezi Oy ve tepe noktasi (R, %) olan bir paraboldiir.

ispat:

P
>
[ o C [
4 2 1 3 B x
R+r
2
_.I
0 L

Sekil 3.12 Parabol
|PQ| = [POs| = Ry +r

L nin eksene olan uzakligy;

y=—Ry
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Paraboliin tepe noktast;

Ppx,y,
4
o o C o
AL________J _____ 1 2 B x
x R2+r
& y=-R,
(7] L

Sekil 3.13 Parabol (ispat)

Paraboliin esitligi;

(R2+r)2 = y2+(x—R2)2
y = r

R+ — 2Ry = o>+ R —2Rox + 2?

$2

h e e = — —
y=r=; s x
Tepe noktas1 yerine yazilirsa;
1 s Rs
= — (z—R 2
V= op, 0 RS

dir. Bu parabolii P ile isimlendirelim.H
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Teorem 3.9:5ekil 3.13 ayakkabici bicaginda O3 merkezli cembere digtan teget ve

O, merkezli ¢cemberin capina teget olan g¢emberlerin merkezlerinin geometrik yeri

—Ro
2

dogrultmani L ;merkezi O3 ve tepe noktasi (Rl + Ro, ) olan bir paraboldiir.

ispat:

P
5,
4 o o ¢ o B %
R+r
3
r
Q L
Sekil 3.14 x ekseni ve parabol
L nin eksene olan uzakligy;
y=—Rj
Paraboliin tepe noktast;
-R
<R1 + Ry, 2)
2
y
Y
o I SR
x R1+ R-x
FQ -k,

Sekil 3.15 x ekseni ve parabol (ispat)
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Paraboliin esitligi;

(Rs+71)° = 4>+ (R, + Ry —2)°

y = r
Ri+y*+2Rsy = y°+ (Ri+ Re)’ —2(Ri+ Ry)a + 2”
_ 1 2 R3
Yy = 2R3((E—R1—R2)—2

dir. Bu parabolii P ile isimlendirelim H.

Sonugc:

Sekil 3.16 Koniklerin ayakkabici bicagindaki goriintiisii

Pl;y:2\/R_27’
Pysy = 2/Rs(Ry—r)
Ps;y:2\/R_37“
Piiy = 2VRy(Rs—r1)
Psyy = r

2
HN,y = E\/RgRg(Rl‘FT)T

2
Eyyy = E\/R1R2(R3—7")7’

47



3.2 Ayakkabici Bicagimin Diger Bazi Ozellikleri

1)Ayakkabic1 bicaginda, |C'D| dogru pargasimi ¢ap kabul eden ¢emberin alan ile
ayakkabici bicaginin alani esittir.
Ayakkabic1 bicaginin alani:

Sekil 3.17 Ayakkabici bigaginin alan

2 2 2
TRy — mR5 — mR;

2
Ry = Ro+ Rj
7w (R3+ R3+2RyR3 — R3 — Rj)
B 2
= WRQR;;

dir. Cap1 |CD| olan gemberin alani:

ICDI* = |AC||CB]
|ICD|> = 4RyRs

ICD| = 2\/RyRs
N

2

yarigap v/ Ry R3 oldugundan, ¢ap1 |C'D| olan ¢gemberin alan 7Ry R3 dir.H
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2) Ayakkabici bicaginda; O; merkezli gembere igten, O, merkezli ¢gembere digtan
teget, |CD| ye teget ve Py, P, ve E; koniklerinin kesistigi noktayr merkez kabul
eden O merkezli r yarigapli cember ile O; merkezli cembere icten, O3 merkezli ¢em-
bere digtan teget, |C' D| ye teget ve Ps, Py ve E koniklerinin kesistigi noktay: merkez
kabul eden O" merkezli r yaricapli cember dzdestir. Bu cemberler, Arcsimed cem-

berleri olarak anilirlar.

Sekil 3.18 Argimed gemberi

O merkezli cember i¢in P, ve P, yi kullanirsak;

O'merkezli cember icin P ve Py i kullanirsak;

Py, y = 24/ Rsr
Py y = 2y Ry(Ry—1")
2\/ RQT’ = 2\/ R3(R2 — 7”>

Rg?”l + R37“, = R2R3
/ Ry Rs
Ry
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4. KURE UZERINDEKIiI KONIiKLER

Tipk: diizlemde oldugu gibi kiire iizerinde de konikleri ele alabiliriz.(Tahir 2007 a,
Tahir 2007 b, Namikawa, Y.1958 a, Namikawa, Y.1958 c, Hacisalihoglu 1983)

4.1 Kiire Uzerinde Cember ( Kiiresel Cember)

Kiire iizerinde tesbit edilmis bir C' noktasindan sabit kiiresel r uzakhgindaki P

noktalarinin geometrik yerine bir kiiresel ¢ember denir ( Sekil 4.1).

Sekil 4.1 Kiiresel cember

4.2 Kiire Uzerinde Elips ( Kiiresel Elips)

Kiire iizerinde Fyve Fy gibi tesbit edilmis iki noktaya olan kiiresel uzakliklari (siras:
ile Tve rg) toplami sabit 2a olan (r; 4+ ro = 2a) P noktalarimin geometrik yeri bir

kiiresel elipstir (Sekil 4.2).

Sekil 4.2 Kiiresel elips
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4.3 Kiire Uzerinde Hiperbol ( Kiiresel Hiperbol)

Kiire iizerinde Fyve Fy gibi tesbit edilmis iki noktaya olan kiiresel uzaklklari (siras:
ile Tve ry) farklarmin mutlak degeri sabit 2a olan (|r; — 73| = 2a) P noktalarinimn

geometrik yeri bir kiiresel hiperboldiir (Sekil 4.3).

Sekil 4.3 Kiiresel hiperbol

4.4 Kiire Uzerinde Parabol ( Kiiresel Parabol)

Kiire tizerinde bir I’ noktas1 (odak) ve bir v biiyiik ¢gember egrisi verilmis olsun.
v biiyiik ¢gember egrisine ve F' noktasina olan kiiresel uzakliklar1 orani sabit olan P

noktalarinin geometrik yerine bir kiiresel parabol denir ( Sekil 4.4)

Sekil 4.4 Kiiresel parabol
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5. KURESEL AYAKKABICI BICAGI

Kiire iizerinde O1, Oy ve O3 noktalarindan gegen bir biiyiik gember yay1 v olan Oy, O,
ve O3 merkezli yar1 kiiresel cemberler verilsin. Oy ve O3 merkezli kiiresel cemberler
, O1 merkezli v kiiresel cemberinin ¢apiin u¢ noktalarindan ~ ya icten teget ve
birbirine de distan teget olsunlar. Bu ii¢ yar kiirelsel cember arasinda kalan kapali
kiiresel bolgeye kiiresel ayakkabict bigage denir (Sekil 5.1), (Namikawa, Y.1958 b,
Tahir 2007 a, Tahir 2007 b, Hacisalihoglu 1983).

Sekil 5.1 Kiiresel ayakkabici bigagi

5. 1 KURESEL AYAKKABICI BICAGI VE KONIiKLER

Teorem 5.1: Sekil 5.2 de kiiresel ayakkabic1 bicaginda, Oy merkezli biiyiik kiire-
sel gembere i¢cten, O, merkezli kiiresel yar1 cembere digtan teget olan gemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir kiresel elipstir.
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ispat:

Sekil 5.2 Kiiresel ayakkabici bigag ve elips

‘P01| = Rl—T

‘P02| = R2+7“
|P01|+|P02| = Rl—T+R2+T

= Ri+ R

Bu yiizden P lerin geometrik yeri odaklari Oyve O, olan bir kiiresel elipstir (Sekil

5.2) M

Teorem 5.2: Sekil 5.3 de kiiresel ayakkabic1 bicaginda O; merkezli biiyiik kiiresel
¢embere i¢ten, O3 merkezli kiiresel yar1 cembere digtan teget olan kiiresel cemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir kiresel elipstir
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ispat:

Sekil 5.3 O; merkezli kiiresel cemberlere teget kiiresel cemberler

‘P01| = Rl—T

‘P03| = R3+T’
|P01|+|P03| = Rl—T+R3+T

— Ri+Rs

Bu yiizden P lerin geometrik yeri odak noktalar1 O; ve O, olan bir kiiresel elipstir

(Sekil 5.3). W

Teorem 5.3: Sekil 5.4 kiiresel ayakkabici bicaginda O; ve O3 merkezli kiiresel

yar1 ¢emberlere digtan teget olan kiiresel ¢cemberlerin merkezlerinin geometrik yeri

bir kturesel hiperboldiir.
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N

Sekil 5.4 Kiiresel ayakkabici bigagi ve hiperbol

ispat:
|P02| = R2—|—T
|P03| = R3+7"
|P02|—’P03’ = R2+T—R3—’F
= Ry —Rs

Bu yiizden P lerin geometrik yeri odaklar1 O; ve Oz olan bir kiiresel hiperboldiir

(Sekil 5.4).1

Teorem 5.4: Sekil 5.5 de kiiresel ayakkabici bicaginda, Oy merkezli kiiresel yari
¢embere digtan teget ve ‘61\)‘ biiyiik cember egrisine teget olan kiiresel cemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir kiiresel paraboldiir.
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ispat:

Sekil 5.5 Kiiresel ayakkabici bigagi ve parabol

lﬁ\L’ = ‘P/O\g‘ olacak gekilde bir [ kiiresel egrisi iizerinde bir L noktasi daima
bulunabilir. Bu yiizden P lerin geometrik yeri bir kiiresel paraboldiir (Sekil 5.5).1

Teorem 5.5: Sekil 5.6 da kiiresel ayakkabici bicaginda, O; merkezli kiiresel
¢emberine icten teget ve ‘C/’l\?‘ biiyiik cember egrisine teget olan kiiresel cemberlerin
merkezlerinin geometrik yeri bir kiiresel paraboldiir.

a. kiiresel cember |C'D| nin solunda ise

b. kiiresel cember |C'D| nin saginda ise
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ispat:

Sekil 5.6 CD ’ye teget ¢cemberler ve parabol

O, ile P arasindaki kiiresel yay uzunlugu P ile L arasindaki kiiresel yay uzunluguna

esit olacak sekilde bir L kiiresel egrisi bulunabilir.

|PL|:|P01|:R1—T

Bu yiizden P lerin geometrik yeri bir kiiresel paraboldiir.

Sekil 5.7 CD ’ye teget cemberler ve parabol (ispat)

ispat a.ile aym sekildedir.H
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Teorem 5.6: Sekil 5.8 de kiiresel ayakkabici bicaginda, O3 merkezli kiiresel yari
cembere digtan teget ve ‘61\)‘ biiyiik cember egrisine teget olan kiiresel cemberlerin

merkezlerinin geometrik yeri bir ktresel paraboldiir.

ispat:

Sekil 5.8 Kiiresel parabol (ispat)

‘ﬁz‘ = ‘]50\3‘ olacak gekilde bir [ kiiresel egrisi iizerinde bir L. noktasi daima

bulunabilir. Bu yiizden P lerin geometrik yeri bir kiiresel paraboldiir (Sekil 5.8).H
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