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FUZZY SAYI DIiZiLERININ LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Funda KOCABIYIK

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2011
Danisman: Yrd. Doc. Dr. A. Nihal TUNCER

OZET

Fuzzy sayillarimin sinirli ve yakinsak dizileri ilk olarak Matloka (1986) tarafindan
tanimlanmistir. Reel degerli diziler icin lacunary yakinsaklik ve lacunary
istatistiksel Cauchy dizisi kavramlar1 J. Fridy ve C. Orhan tarafindan 1993 te
verilmistir. Nuray ve Savas (1995) fuzzy say1 dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik
ve istatistiksel Cauchy dizisi kavramlarini tanimlamis, F. Nuray (1998) fuzzy
sayilarinin lacunary istatistiksel yakinsak dizi ciimleleri ile istatistiksel yakinsak
dizi climleleri arasindaki iliskiyi incelemistir.

Bu tez ii¢c boliimden olugmaktadir.

[k boliimde aralik sayilari, aritmetik islemler, fuzzy sayilari, yogunluk kavramu,
istatistiksel yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik gibi tezimizle ilgili
olan temel tanim ve teoremler ifade edilmistir. Ayn1 zamanda fuzzy sayilarinin
lacunary kuvvetli A-yakinsakligi incelenmis, o-asimptotiksel lacunary istatistiksel
denk diziler ile fuzzy sayilarimin genellestirilmis fark dizilerinin ve ¢ift dizilerinin
lacunary istatistiksel yakinsakligi kavramlar1 tanimlanmistir.

Ikinci boliimde istatistiksel yakinsaklik ile fuzzy sayilarmin lacunary istatistiksel
yakinsakligi, lacunary kuvvetli A-yakinsakligi ve genellestirilmis fark dizilerinin

lacunary istatistiksel yakinsakligi arasindaki iliskiler verilmistir.



Uciincii boliimde o-asimptotiksel lacunary istatistiksel denk diziler ile fuzzy
sayllarinin cift dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsakligi kavramlan ile ilgili

teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy sayilari; lacunary istatistiksel yakinsaklik; fuzzy
sayilarinin genellestirilmis fark dizileri ve cift dizilerinin lacunary istatistiksel
yakinsakligi; lacunary kuvvetli A-yakinsaklik; o-asimptotiksel lacunary istatistiksel

denk diziler.
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LACUNARY STATISTICAL CONVERGENCE OF SEQUENCES OF FUZZY
NUMBERS

Funda KOCABIYIK

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, June 2011
Supervisor: Assistant Professor A. Nihal TUNCER

ABSTRACT

Bounded and convergent sequences of fuzzy numbers have been introduced by Matloka,
in 1986. Then, the concepts such as lacunary convergence and lacunary statistical
Cauchy sequences for real numbers sequences have been defined by J. Fridy and C.
Orhan (1993). Nuray and Savas (1995) have defined the concepts of statistical
convergence and statistical Cauchy sequences of fuzzy numbers. Nuray (1998) has
studied the relations between lacunary statistical convergence and statistical convergent
sequences sets of fuzzy numbers.

This study consists of three chapters:

In the first chapter, some basic definitions and theorems about interval numbers,
density, fuzzy numbers, statistical convergence and lacunary statistical convergence that
will be used throughout the study have been given. Then lacunary strongly convergence
of fuzzy numbers have been studied, o- asymptotically lacunary statistical equivalent
sequences, generalized difference and double sequences of fuzzy numbers have been
defined.

In the second chapter, the relations between statistical convergence and lacunary
statistical convergence of generalized difference and lacunary strongly A-convergent
sequences of fuzzy numbers have been given.

In the final chapter, the relations theorems about o- asymptotically lacunary statistical

equivalent sequences and double sequences of fuzzy numbers have been proved.
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Keywords: Fuzzy numbers; lacunary statistical convergent; lacunary strongly
convergence of generalized difference and double sequences of fuzzy numbers;
lacunary strongly A-convergent and o- asymptotically lacunary statistical equivalent

sequences.
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GIRIS

Klasik bir kiime, bazi ozelliklere sahip nesnelerin bir toplulugu, bir sinifi, bir
koleksiyonu olarak diisiiniilebilir. Kiimeyi meydana getiren nesnelere o kiimenin
elemanlar1 denir. Bir kiimenin verilmesi i¢cin o kiimenin elemanlarinin
belirtilmesine yarayan karakteristik Ozelliklerin verilmesi gerekir. Ancak giinliik
hayatta, baz1 nesnelerin smifi icin karakteristik kriter kesin olarak
belirlenemeyebilir. Ornegin “orta yas” kavrami kisiden kisiye degistigi icin
kiimenin smirlar1 degiskendir. Boylece bir nesnenin bir kiimeye ait olup olmadig:
belirsizligi ortaya ¢ikar. Bu sebepten dolayi, ilk olarak 1965 yilinda L. A. Zadeh
fuzzy kiime kavramini tanimlamis, bir nesnenin kiimeye ait olup olmadigini veya
kismen ait oldugunu belirleyen, deger kiimesi [0,1] olan iiyelik fonksiyonu ile bir
tiyelik derecesi tamimlamistir. Fuzzy kiimeler; son yillarda bir¢ok miihendislik

dallarinda, uzay arastirmalar1 ve havacilik endiistrisinde kullanilmaktadir.

Fuzzy kiime kavrami sadece uygulamali bilimde degil, aynt zamanda teorik
bilimde de son derece 6nemli bir yere sahiptir. Ik olarak 1986 da Matloka [1]
“Sequences of fuzzy numbers’ adli makalesinde fuzzy sayi dizisinin tanimini
yapmis, reel say1 dizilerindeki yakinsaklik ve sinirlilik gibi bir¢ok 6zelligin fuzzy
sayilart i¢in de gecerli oldugunu ifade etmistir. 1995 de Nuray ve Savas [2], fuzzy
say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligini tanimlamis, 1998 de Nuray [3] fuzzy
say1 dizilerinde lacunary istatistiksel yakinsaklig1 tanimlayarak fuzzy say: dizileri
ile lacunary istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliskiyi vermistir. 2004 yilinda
Bilgin [4] fuzzy sayilarinin lacunary kuvvetli A-yakinsakligini tanimlamis, Savas

ve Patterson [5] o-asimptotiksel lacunary istatistiksel denk dizileri incelemislerdir.

2006 da Altn, Et ve Colak [6] fuzzy sayilarinin genellestirilmis fark dizilerinin

lacunary istatistiksel yakinsaklig tizerine calismalar yapmuglardir.



1. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ilk olarak konumuzla ilgili olan bazi tanim ve notasyonlar1 vererek bir

giris yapalim.

1.1. Aralik Sayilar

Biitiin reel sayilarin cimlesini R ile gosterelim. Herhangi bir reel sayinin a ve b gibi iki
reel say1 arasinda oldugu bilinir. Buna gore x reel sayisinin a < x < b veya x€[a,b]
seklinde [a, b] kapal1 sinirhi araliga dahil oldugu kabul edilir. a ve b, araligin sinirlar
veya bitim noktalar1 olarak adlandirilir. Bir aralik; kapali, agik, alttan sinirsiz (soldan),
iistten smursiz (sagdan) olabilir. R reel sayilar ciimlesi de bir araliktir ve (—oo, )
seklinde gosterilir. A aralik sayisi, a < x < b olacak sekildeki x reel sayilarinin
ciimlesidir. Yani a,b € R igin x € [a,b] veya A = [A, Z] = {X:A <x<AxE€ ]R}
seklindedir. Bir A aralik sayisinin alt sinir1 4, {ist sinir1 ise A seklinde gosterilir.

Ozel olarak a = b almirsa A aralik sayis1 bir reel sayiya indirgenir ki, bu da a = [a, a]
gibi nokta aralik veya tek nokta ciimlesi olarak adlandirilir. Boylece bir aralik sayisi bir
reel saymin (tek nokta ctimlesinin) genellestirilmisidir denir.

Herhangi bir A aralik sayist icin, genislik, biiyiikliikk, yansima ve tersi kavramlari

asagidaki sekilde tanimlanir.

Genislik (Width) :W(A) =W[4,A]=4-4A
Biiyiikliik (Magnitude) : |A| = |[4, A]|= max(|4], |4])

(4112
[l |4 <[]

Yansima AT = [é, AT]_ = [—Z, —/_1]



. —_ -1 —_
Ters (invers) At =[a4] =22 o¢[ad]
Ornek 1.1.1. A = [2,5] aralik say1s1 icin
Genislik (Width) :W(A) =WJ[25]=5-2=3
Biiyiikliik (Magnitude) : |A| = |[2,5]|= max(2,5) =5
Yansima : A” =[2,5] =[-5,-2]
Ters (invers) A1 =[25]"1 = E,ﬂ

Reel sayilarin araliklari tizerindeki “<” siralama bagintisi
A<BoA<B ve A<B

seklinde tanimlanir.

1.1.1. Aritmetik Islemler
A= [A, Z] ve B = [Q, E] araliklari icin A =B ve A =B yazlabiliyorsa A aralik
B =

B
sayis1 B aralik sayisina esittir denir. A = [A,A] ve [Q, E] aralik sayilar1 igin

asagidaki islemler tanimlanabilir.

Toplama: A + B = [A,A] + [B,B]=[A+ B,A+ B|
Cikarma: A —B = [A,Z] — [E,E] = [A— B,A —Q]
Carpma: A.B=AB = [A, Z]. [E,E]
= [min(é. B, Z.E,A. B, Z.Q),max(é. B, Z.E,A. B, Z.Q)]
Bolme : A:B=4/p=2=[44]:[BB] = [A,Z]-[%é
i) A+A =[AA]+[-A-A]=[-(A-A)A-A]+#0 fakat 0€ A+ A"
ve A+ A” yeniaraligim u¢ noktalar1 0 a gbre simetriktir.

i) AAT=[44][25] % 1 fakat 1€ 4.4 dir.

Eger A, A=[a,a] reel sayisina (tek nokta araligina) indirgenirse, bu durumda

yansimasi ve tersi sirasiyla A~ ve A™! olmak lizere A” =[—a,—a] = -4 ve



At = E,ﬂ = i seklindedir. (i) ve (ii) kullanilarak cebirdeki temel sonuclar 6zel bir

durum olarak asagidaki sekilde elde edilir.

a+(-a)=0 ve a.alt=1

Nokta araliklar1 0=[0,0] ve 1 = [1,1], sirasiyla araliklar iizerindeki toplama ve ¢carpma
islemleri i¢in etkisiz (birim) elemanlardir.
A=A4+0=0+4
A=A-1=1"-4A
A =[a,a] tek nokta aralig1 i¢in dagilma 6zelligi saglanir. Buna gore
A(B+C)=AB+ AC
dir.

1.1.2. Aralhklar Arasindaki Uzakhk
A= [A, Z] ve B = [E, E] aralik sayilarinin aralarindaki uzaklik

d(A,B) = max(|A — B|,|[A - B|) (1.1)
seklinde tanimlanir.
Eger A ve B tek nokta araliklari ise yani A = [a,a] ,B = [b, b] ise bu durumda, (1.1)
ifadesi reel sayilar arasindaki uzakliga indirgenir. Gercekten,
d([a,a], [b,b]) = max(|la — bl,|a — b]) = |a — b|

(1.1) tanimindan

d(A,B) = d(B, A),
d(A,B)=0 © A =B

oldugu soylenebilir.



Ornek 1.1.2. A=[1,6] , B = [3,7] aralik sayilar arasindaki uzaklik (1.1) tanimina gére
d(A,B) = max(|1 —3]|,]6 = 7]) = max(2,1) = 2

elde edilir.

1.2. Fuzzy Sayilar
Ik olarak fuzzy sayist kavramini tanimlayacak daha sonra da fuzzy sayilari icin

lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini inceleyecegiz.

Tamm 1.2.1. Fuzzy sayis1 X: R — [0,1] seklinde tanimli ve asagidaki sartlar1 saglayan
bir fonksiyondur;

i) X normaldir, yani X(t,) = 1 olacak sekilde 3t, € R vardir,

ii) X fuzzy konvekstir, yani

Vty, t, ER,0<A<1 igin X(At; + (1 — Aty)) = min{X(t,), X(t,)},

iii) X st yart siirekli, yani Vte [0,1] igin {x:X(x) <t} ciimlesi agik

olmali,
iv) X% = {teR: X(t) > 0} ciimlesinin kapanis1 kompakt olmalidir [7].

Fuzzy sayilarinin kiimesi L(R) ile gosterilir.

Ornek 1.2.1. 5 sayisinin karakteristik fonksiyonunda bu 6zellikleri inceleyelim.

1, X=5
A(X):{O X+#5

i) X =05 icin A(5) =1 oldugundan normaldir,

ii) A(Aty + (1 = Aty)) = min{fA(t1),A(t,)}

fuzzy konveks, min{X(t;),X(t,)} = 0 oldugundan saglanur,

iii) A iistten yan siirekli; {x: A(x) < t} acik, A71(—oo,t) acik, dolayisiyla
(—0,5) U (5,) acik olup A iist yari siireklidir.

iv) A° =5 =[5,5] kompakttir.

Her reel sayr kendi karakteristik fonksiyonu ile gosterilebilir. Ayrica fuzzy sayisi

tanimindan, her karakteristik fonksiyonun bir fuzzy sayis1 oldugu sdylenebilir.



Boylece reel sayilar kiimesi fuzzy sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir ve fuzzy sayilari
icin gozlemlenen biitiin ozellikler reel sayilar icin de gecerli olacaktir. Fakat fuzzy

sayilar1 kiimesi kismi sirali ve grup yapisi olusturmayan bir kiimedir.

Fuzzy sayilan iizerindeki d Haussdorff metrigi de d: L(R)X L(R) — R* U {0} olmak

uzere

d(X,Y) = sup max {|X* — Y|, [x* - Y[}

seklinde tanimlanir. X “=[X°‘, ia], X fuzzy sayisimin o kesmesidir. Burada d, L(R)

iizerinde bir metriktir. (L (R), cf) tam metrik uzaydir [8].

Fuzzy sayilari icin siralama bagintisi
X<YoVae[01] igin XT<Y* ve X*<Y

olarak tanimlanir. Bu ‘< ¢ bagintist bir kismi siralama bagintisidir. Kesin kiigiikliik

bagintist ise
X<Yeo X<Y, 3a€[01] icin X¥<Y® veya X*<Y®

seklindedir [9]. Eger X <Y ve Y < X bagintilarindan her ikisi de saglanmiyor ise, X

ve Y fuzzy sayilar1 karsilastirilamaz denir ve X + Y seklinde gosterilir.

1.3.Yogunluk Kavramn ve Istatistiksel Yakinsaklik
Tamm 1.3.1. A, B dogal sayilar kiimesinin herhangi iki altkiimesi olmak {izere AAB
simetrik farki sonlu ise A asimptotik olarak B ye esittir denir ve A~B seklinde

gosterilir [10].

Tamm 1.3.2. A, B dogal sayilar kiimesinin herhangi iki altkiimesi olsun. Eger,
D1) A~B = §(4) = &(B),
D2)ANB=0= §(A) +6(B) <8(AUB),



D3) VA, B i¢in §(4) + 8(B) < 1+ 6(A N B),
D4) 8(N) = 1
ozellikleri saglaniyorsa, &:4 — [0,1] fonksiyonuna alt asimptotik yogunluk denir

[10].

Tanmm 1.3.3. §(A) =1 — S(N \ 4) seklinde tanimlanan § yogunluguna birlestirilmis
ist yogunluk denir [10].

Alt ve iist yogunlugun temel 6zelliklerini asagidaki teoremle verecegiz.
Teorem 1.3.1. § alt asimptotik yogunluk ve 8, 8 nin birlestirilmis iist yogunlugu olsun.
Herhangi iki 4, B dogal say1 kiimeleri icin;

i) ACS B = 8(4) <48(B),

ii) A< B = 6(4) <56(B),

iii) VA, B icin 6(4) +6(B) = 6(AUB),

iv) §(0) = 8(®)=0,

v) S(N) =1,

vi) A~B=6(4) = 6(B),

vii) 8(4) < 5(A),

seklindedir [10].
Tamm 1.3.4. Dogal sayilarin herhangi bir A altkiimesi i¢in  §(A4) :E(A) oluyorsa 4

kiimesi 6 yogunluguna gore dogal yogunluga sahiptir denir. Bu 6zellige sahip kiimelerin

kiimesini ng ile gosterecegiz. Yani,

ns = {A:8(4) = §(4)}
dir. ng° uzay1 da,

1s° = {4:8(4) = §(4) = 0}



olarak tanimlanir. Yani 4 € ns demek §(4) = 8(4) = 8§(A) demektir [10].
Bir A kiimesindeki n e esit veya daha kiiciik pozitif tam sayilarin sayisi A(n) ile
gosterilsin. Yani A(n) = {k <n:k € An€R}| dir. | | ise kardinal (eleman)

sayisin1 gosterir. Ornegin, A kiimesi cift sayilardan olusuyorsa A = {2,4,6, ...} dir. Bu
durumda A(1) =0, A(2) =1, AB) =1,.., A(7) =3, A®) =4, A(Z) =4

Burada agikca n = 0 icin A(n) = Hﬂ] oldugu elde edilir.

Tamm 1.3.5. Bir A kiimesinin asimptotik yogunlugu,

doA) = lim inf 2

seklinde tanimlanir. @ dizisinin limitinin var olmast durumunda A kiimesinin dogal
yogunlugu d,(A) ile gosterilir.
Boylece A dogal yogunluga sahipse,
A(n
- n-oo N
dir [10].
Ornek 1.3.1. A ={1,2,..} =N ise do(4) = dy(4) =1 dir.

Ornek 1.3.2. A = {2,4,6, ...} olsun. %”) dizisi,

0112233
1'2’3’4’5°6’7"""
seklinde olup
A 1
= n-co M 2

dir.



Tanim 1.3.6. istatistiksel Yakinsakhik
Her >0 i¢in,

Sk |x,— Ll =eh) =0

yani

1
lim—|{k <n:|x;, — Ll =¢}|=0
n-on

ise x dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limx = L veya xj, — L(S) ile
gosterilir. Dikey cubuklar kapali kiimede elemanlarin sayilarin1 gosterir. Ayni1 zamanda

S biitiin istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gostermek icin de kullanilir [11].

Ornek 1.3.4. x = (x;,) dizisi,

seklinde tanimlansin. % den kiiciik olacak sekilde herhangi bir €>0 i¢in

K ={k:|x, — L| = ¢} = {1,49,16, ...}

alinir. Burada K kiimesinin yogunlugu &(K) =0 dir. Dolayisiyla x dizisi L =0 a
istatistiksel yakinsaktir, yani st —limx =0 dir. Aym1 zamanda bu dizinin €
komsulugu disinda kalan elemanlar1 sonsuz sayida oldugundan yakinsak degildir.
0 halde istatistiksel yakinsak her dizinin yakinsak olamayacagi séylenebilir. Diger
taraftan yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak oldugu sonlu sayidaki kiimenin

dogal yogunlugu sifir oldugundan soylenebilir [12].
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1.4. Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 1.4.1. Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik

n
1
loy| = {x: baz L igin, lim (_lek — L|> = 0}
n \n

k=1

olarak tanimlanir.
Bir lacunary dizisi ile ky=0,r - o iken h, =k, —k,_; = oo olacak sekilde

6 = {k,} artan tamsay1 dizisi ifade edilir. 0 tarafindan belirlenen araliklar

I, = (ky_1, k] ile gosterilir ve kk oran1 @, olarak kisaltilir [13]. || ile

r—1

1
Ny =< x:baz1 L icin, lim —lek —Ll|=0
r \ h,

seklinde tanimlanan Ny dizi uzayi arasinda kuvvetli bir bag vardir.

Tamim 1.4.2. 0 bir lacunary dizisi olsun. V €>0 icin
o1
lim—I|{k €L:|x,— L =€} =0
r h,

ise x sayidizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda
Sg — limx = L veya x;, —» L(Sg) olarak gosterilir ve

Sp == {x:baz1L icin, Sy — limx = L} olarak tanimlanir [13].

1.5. Fuzzy Say1 Dizilerinin Lacunary Istatistiksel Yakimsakhg
Once fuzzy say1 dizilerinin istatistik yakinsakligini1 tanimlayalim.
Tanmm 1.5.1. Fuzzy Sayilarinda Istatistiksel Yakinsakhk

Her €>0 icin,

1 —
lim = |{k <n:dXp,Xo) = e}| =0

n-on
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ise bir X = (X)) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu
durumda X; = X,(S) olarak gosterilir. Fuzzy sayilarinin biitiin istatistiksel yakinsak

dizilerinin kiimesi S ile gosterilir [2].

Tanmm 1.5.2. 0 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her €>0 i¢in
1 —
lim—|{k € I : d(X;, Xo) = €}| =0
r h,

ise bir X = (X;) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir
denir. Bu durumda X, — X,(Sg) seklinde gosterilir. Fuzzy sayilarinin biitiin lacunary

istatistiksel yakinsak dizilerinin kiimesi Sgy ile gosterilir [3].

Tanim 1.5.3. 8 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her €>0 i¢in
1 —
limh— {k €l : dXp, X)) 2 €} =0 (1.2)
T Ay

ve her bir 7 igin lim, Xr,y =X, ve k'(r) €. olacak sekilde X in bir {x k’(r)}
altdizisi varsa X = (X)) fuzzy say: dizisine lacunary istatistiksel Cauchy dizisi denir

[3].

1.6. Lacunary Kuvvetli A-Yakinsak Fuzzy Sayi Dizileri
Tanim 1.6.1. Fuzzy Sayilarinda A-istatistiksel Yakinsaklik
Eger her €>0 i¢in, AX}, = X, — X1 olmak {izere

1 —
lim £|{k <n:d(AXpXo) =€} =0

n—->0oo

yani hemen hemen her k icin E(AX 0 Xo) < € ise bir X = (Xy) fuzzy say1 dizisi X,
fuzzy sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda X, — X,(S(A)) olarak

gosterilir. Biitiin A-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S(A) ile gosterilir [14].



12

Tamm 1.6.2. 0 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her €>0 i¢in
1 —
limh—|{k €l : d(AX, Xo) = e} =0
r Ny

ise bir X = (Xy) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina lacunary A-istatistiksel
yakinsaktir denir. Bu durumda X;, = X;(Sg(4)) seklinde gosterilir.

Biitiin lacunary A-istatistiksel yakinsak dizilerinin kiimesi Sg(A) ile gosterilir [4].

Tamm 1.6.3. 0 = {k,.} bir lacunary dizi ve X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger

1 —
lim— E d(AX,Xy,) =0
r h,

i€l,

olacak sekilde bir X, sayisi varsa X dizisine kuvvetli lacunary A-toplanabilir denir.
Fuzzy sayilarinin biitiin kuvvetli lacunary A-yakinsak dizilerinin kiimesi Ng(A) ile

gosterilir [4].

1.7. Fuzzy Sayllarmin Genellestirilmis Fark Dizilerinin Lacunary Istatistiksel
Yakinsakhgi ve Kuvvetli Lacunary Yakinsakhig

C(R™) = {A c R™: A kompakt ve konveks } olsun. C(R™) uzayinn, A,B € C(R™) ve
HER icin A+B={a+b:a€AbeB} ve uA={ua:aé€A} islemleri ile

tanimlanan lineer bir yapisi vardir. C(R™) de A ile B arasindaki Haussdorf uzakligi
80o(A, B) = max{agh yehlla = bll, pep acalla = blI}

olarak tanimlanir. (C(R™), 8 ) tam bir metrik uzaydir.
Bir fuzzy sayisi, X:R™ — [0,1] araliginda tanimli, normal, fuzzy konveks, iist yari
stirekli ve {x € R™: X(x) > 0} kiimesinin kapanis1 kompakt olacak sekildeki bir X

fonksiyonudur.
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Fuzzy sayilari igin d; ve do, Haussdorff metrikleri asagidaki gibi tanimlansin.

QR

1
dg(X,Y) = f 5on (X, Y*)4d, 1<q<w)

0
doo (X, Y) = 05;21;600 (X(Z, Y(Z)

Eger q<s ise d;(X,Y)<d;(X,Y) ve do(X,Y)=Ilimg,,d4(X,Y) dir [15].

Notasyonda basitlik i¢in 1< q < oo olmak iizere d, yerine d yazalim. d metrigi

asagidaki iki ozelligi saglar.

d(cX,cY) = |c|ld(X,Y) (1.3)
dX+Z,Y+2Z)<dX,Y)+d(Z2) (1.4)

w , biitiin fuzzy sayilarinin dizisinin kiimesi olsun. A™: w — w operatorii

(A°X)y = X
(A'X), = A'X), = X, — Xierns ((m = 2),Vk € N)
(A™X), = (A (A™ DXy

olarak tamimlanir.

Tanmm 1.7.1. X = (X;) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger fuzzy sayilarinin
{A™X,: k € N} kiimesi simirh ise X = (X) dizisine A™-sinirli denir. Eger Ve > 0

icin ve Yk >k, icin
d(Aka,XO) <¢g

olacak sekilde bir k, pozitif tamsayis1 varsa X = (X}) dizisi X, fuzzy sayisina
A™-yakinsak denir ve lim, A™X, = X, olarak gosterilir.
[ (A™) ve c(A™), sirasiyla fuzzy sayilarinin biitiin A™-sinirh dizileri ve A™-yakinsak

dizilerinin kiimesini gosterir [6].
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Tamm 1.7.2. 0 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun. X = (X)) fuzzy sayilarinin bir dizisi

olmak iizere eger Ve > 0 icin

1
lim —|{k €I, : d(A™X},X,) = €}| =0
r—oo
ise X = (X) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina lacunary A™-istatistiksel yakinsak
denir. Bu durumda Xj, > X,(Sg(A™)) veya Sy — limA™X, =X, olarak gosterilir.

Biitiin lacunary A™-istatistiksel yakinsak dizilerinin kiimesi Sg(A™) ile gosterilir [6].

Tamm 1.7.3. 6 = {k,} bir lacunary dizi, X = (X;) bir fuzzy say1 dizisi ve p = (py)
tamamiyla pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olsun.

Eger

1
1im—2 [d(A™X,, Xo)]Pk = 0
r h,

kel

olacak sekilde bir X, sayisi varsa X dizisine kuvvetli lacunary A’{;)—yakmsaktlr denir.
Bu durumda X, - X, (Ng (AZ;)) ) veya Ngpy — limA™X, = X, olarak gosterilir.
Fuzzy sayilarinin biitiin kuvvetli lacunary A’(’I’,)-yakmsak dizilerinin kiimesi Ny (A’(';)))
ile gosterilir. Yk €N igin 6 =(2") ve p, =p durumunda , Ng(Af;)) yerine
sirastyla |0(AZ‘9))| ve Ng(Ap") yazilabilir. Aym sekilde Vk € N igin, p, =1
durumunda Ng(A'(’;,)) yerine Ng(A™) ; 6 = (2") igin Ny(A™) yerine |0(Am)|
yazilabilir [6].

Eger bir fuzzy sayr dizisi X, fuzzy sayisina A™-yakinsak ise X, fuzzy sayisina

A™ — istatistiksel yakinsaktir ancak tersi dogru degildir.

Ornegin,
- 1, t=1
1) = {0, t+1
olmak iizere
1 — 2 —
Amxk={l' ku—n, n=12..,
0, diger durumda
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olacak sekilde X = (X;) tanmimlayalim.
Bu takdirde X = (X} ), A™-istatistiksel yakinsak ancak A™ — yakinsak degildir.

Tamm 1.7.4. 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve X = (X;) fuzzy say1 dizisi olsun.
Eger her €>0 i¢in

li;nhlr [{k €1, : d(A™X,, A" X1 1) = €}| = 0 (1.5)

ve her bir 7 icin

llm Aka’(T‘) = XO
T

ve k'(r) €I, olacak sekilde X in bir (X)) alt dizisi varsa, X = (X)) fuzzy say1

dizisine lacunary A™ —istatistiksel Cauchy dizisi denir [6].

1.8. o-Asimptotiksel Lacunary Istatistiksel Denk Diziler

Sirasiyla I, ve ¢, ||x|| = supg|x,| normu ile verilen x = (x;) smirh ve yakinsak
dizilerin Banach uzaylar1 olsun ve o, dogal sayilar kiimesinden kendi i¢ine birebir
doniisiim olsun. Eger asagidaki 6zellikler saglaniyorsa, [, {izerinde bir ¢ siirekli lineer

fonksiyoneline invaryant anlam veya c-anlam denir [5].

i) Her k icin x, = 0 olacak sekildeki x = (x;) dizisi i¢in ¢(x) = 0,
ii) e =(1,1,1,...) olmak iizere ¢p(e) =1,
iii)  Her x € L, icin ¢px) = p(x59) dir.

Tamm 1.8.1. x ve y sifirdan farkl iki dizi olmak iizere, eger

ise bu iki dizi asimptotik olarak denktir denir. x~y ile gosterilir [16].
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Tanmm 1.8.2. x ve y sifirdan farkl iki dizi olmak iizere, eger Ve > 0 icin

1
lim— {kSn: =0

nn

X
—k—L 25}
Yk

ise bu iki diziye L katlisinn istatistiksel asimptotik denki denir. (x3Ly) ile gosterilir

[17].

Tanmm 1.8.3. 6 bir lacunary dizisi ve x ve y sifirdan farkli iki dizi olsun.

Eger Ve > 0 icin

1
lim— =0

r h,

{k € I,

x—k—L| ZE}
Yk

ise x ve y dizilerine L kathisinin lacunary istatistiksel asimptotik denki denir. (xs"fy)

ile gosterilir [18].

Tanim 1.8.4. 6 bir lacunary dizisi ve x ve y sifirdan farkl iki dizi olsun. Eger

ise x ve y dizilerine L kathisinin kuvvetli lacunary asimptotik denki denir. (xN‘iLy) ile

gosterilir [18].

Tanm 1.8.5. x ve y sifirdan farkl iki dizi olsun. ¢*¥(m) , m de o nm k. iterasyonu

olmak iizere, eger Ve > 0 icinve m = 1,2, ... i¢in

1
{kSn:

xo.k (m)

lim— —-L =0

nn

4

ise x ve y dizilerine L kathisinin Sj-asimptotik denkidir denir. (x5¢y) ile gosterilir

[5].

Yokm)
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Tanmm 1.8.6. 0 bir lacunary dizisi ve x ve y sifirdan farkl iki dizi olsun. Eger Ve > 0
icin

xo.k (m) _

L =0

S

ise x ve y dizilerine L katlisinin S, g-asimptotik denkidir denir. (x Si’e y) ile gosterilir

[5].

1
{k € I,:

lim—
r Ny

Yokm)

Tanmm 1.8.7. 6 bir lacunary dizisi ve x ve y sifirdan farkl iki dizi olsun. Eger Ve > 0

icin

xo.k (m)

I 12 Ll =0
l;nhr =

keI,

Yokm)

ise x ve y dizilerine L katlisinin kuvvetli lacunary o-asimptotik denki denir. (x 6 y)

ile gosterilir [5].

1.9. Fuzzy Sayilarmin Cift Dizilerinin Lacunary istatistiksel Yakinsakhg
Tanim 1.9.1. k,l > N olmak iizere x = (x;) bir ¢ift dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in
|xx; — L] < € olacak sekilde N € N varsa x = (xj;) Pringsheim limit L ye sahiptir,

denir ve P — limx = L seklinde gosterilir [19].

Tamm 1.9.2. K € N X N pozitif sayilarin iki boyutlu bir kiimesi olsun. i <n ve
j <m olacak sekilde K da (i,j) nin sayilart K(n,m) olsun. Bu takdirde dogal
yogunlugun iki boyutlu benzerligi asagidaki gibi tanimlanir.

K © N X N kiimesinin alt asimptotik yogunlugu

K(n,m)
nm

6,(K) = liminf
_ nm
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olarak tanimlanir. (%) dizisi Pringsheim anlaminda bir limite sahip oldugu

durumda K bir cift dogal yogunluga sahiptir denir ve

K(n,m
nm nm
dir.
Omegin K = {(i%,j?):i,j € N} olsun. Bu takdirde
Knm nvm
6,(K) = lim ( )Slim\/_ =0
nm nm nm nm

yani {(i,2j):i,j € N} kiimesi % cift dogal yogunluga sahip iken K kiimesi sifir ¢ift

dogal yogunluga sahiptir [20].

Tammm 1.9.3. Eger Ve >0 i¢in k,l > N oldugunda d(X,;, X,) < & olacak sekilde
N €N varsa X = (Xy)i=o fuzzy sayilarinin bir ¢ift dizisine Pringsheim anlaminda
yakinsaklik veya P-yakinsaklik denir ve P — limX = X, ile gosterilir. X, sayisina Xy;

nin Pringsheim limiti denir [20].

Tammm 1.9.4. Eger Vk,l icin d(x,xo) < M olacak sekilde bir M pozitif sayisi
varsa yani ||x|[(e2) = S’,‘ﬁd(xkl,xo) < oo ise X = (X)) cift dizisi sinirhdir. Biitiin

stnirly cift dizilerin kiimesi 1% (F) ile gosterilir [20].

Tamm 1.9.5. X = (X,;) bir fuzzy sayilarinin dizisi ve X, fuzzy sayisi olsun.

Eger Ve > 0 icin
1
P—lim—|{k <mvel <n:d(Xy,X,) =€} =0
n,m mn

ise X = (Xy;) fuzzy sayilarinin dizisi X, fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir denir
ve st —limX,; = X, seklinde gosterilir. Biitiin istatistiksel yakinsak cift dizilerin

kiimesi st, ile gosterilir.
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Simdi bir lacunary cift diziyi asagidaki gibi tanimlayalim.

ko =0, hy =ky—kp_q > (r—)oo)
ve

lo=0, Es:ls_ls—l -0 (s> )
olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir dizisi 0, = {(k,,[5)} dir [21].

Notasyon: k,; = k.l ve h, ¢ = hrﬁs olarak; 6, tarafindan belirlenen araliklar ise
Ls ={(k,D):k,_1 <k <k, veya l;_; <1<} ile gosterilsin.

Ayrica q, = k’:l, q, = i ve qrs = qrq, seklinde olsun.

Tamm 1.9.6. X = (X,;) bir fuzzy sayilarinin dizisi ve X, fuzzy sayisi olsun.

Eger Ve > 0 i¢in

1
P - lirglh—|{(k, DElLgdXwXo) =e}|=0

r,s

ise X = (Xy;) fuzzy sayillarimin dizisi X, fuzzy sayisina lacunary istatistiksel
yakinsaktir denir ve  spt, —limX,; = X, seklinde gosterilir. Biitiin lacunary

istatistiksel yakinsak cift dizilerin ciimlesi syt ile gosterilir [22].



2. BOLUM

FUZZY SAYILARININ LACUNARY KUVVETLI A-YAKINSAKLIGI VE
GENELLESTIRILMIS FARK DiZiLERI

Ik olarak Ny ve Sg-yakinsaklik arasindaki kapsama iliskilerini ve sinirh diziler icin
bunlarin denkligini verecegiz. Ayni1 zamanda 6 = {k,} iizerinde belirli kisitlamalar

altinda S € Sy ve Sy &S kapsamalarim gosterecegiz.

2.1. Fuzzy Sayillarinin Lacunary Kuvvetli A-Yakinsaklig1 ve Genellestirilmis Fark
Dizileri
Teorem 2.1.1. 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu takdirde

i) (@) x; = L(Ng) ise x; — L(Sp),

(b) Ny, Sg nin 6zel bir alt kiimesidir,

ii) X €ly ve xp = L(Sp) ise x; = L(Np),

iii) Spgnl,=NgnNnl, [13]
Ispat.
(i-a) Eger €>0 ve x; = L(Ng) ise

Z|xk—L| > Z It —L| = & |{k € L: | — L| = &}

kel kel
|xp—L|ze

yazilabilir. Her taraf hi ile carpilirsa ve r ye gore limit alinirsa;
Nz NE \
11£n h—rZka—LI 211£n \h—r Z ka—Ll)

kel, kel,
|xp—L|ze
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1
> lim (—el{k €L:lx, —L| > e}|)
r \h,

elde edilir. x;, & L(Ng) oldugundan esitsizligin sol tarafi sifira esittir dolayisiyla sag

tarafi da sifira esittir. Sonug olarak x, — L(Sg) dir.

(i-b) Ny € Sy oldugunu gosterelim. O verilsin ve Xx;, asagidaki sekilde tanimlansin.

x = (x) = { [\/?], k=123, ..., [Ji]

, diger durumda

olsun. Ve>0 i¢in,

1 J
—I{kEIr:ka—0|2€}|=[ |
h, h,

/]
h

r

r — oo iken — 0 oldugundan;

1
m(—{k € L:|x,—0| > g}) =
h,

r

bulunur. Dolayisiyla x; — 0(Sg) dir. Diger taraftan

S =01 = et = el e 2

h,
" kel, " kel,

olup

[J_]N_H]

lim—

—0
r h, Zi

oldugundan xj » 0(Ng) dir. Yani x; = L(Ng) = x;, = L(Sg) dir fakat
X = L(Sg) = x;, = L(Ng) degildir. Sonug olarak Ny € Sy dir.
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ii) (x € l, ve x; > L(Sg)) ise xx > L(Ng) oldugunu gosterelim. x, — L(Sp) ve

X € l,, olsun. Her k i¢in |x, — L| < M alahm. €>0 verildiginde

1 1 1
h_Zkelrlxk —L| = h—Z kel |xx — L +h—2 ket |x — L]
" " |xk—Llze T |xp-Ll<e

shﬂ|{ke1r:|xk—L| > e} +¢

.1 .M
hmrh—rzkarlxk —L| < llmrh—rl{k € I:|x; — L| = €}

bulunur. x; — L(Sg) oldugundan, esitsizligin sag tarafi sifirdir, dolayisiyla sol taraf da
sifira esit olur. Buradan x; — L(Ng) oldugu gosterilmis olur.

iii) (i) ve (ii) siklarinin agik bir sonucudur.

Lemma 2.1.1. 0 bir lacunary dizisi olmak iizere, liminf,.q, > lise S —limx = L iken

Sg — limx = L dir [13].

Ispat. Oncelikle liminf,.q, > 1 oldugu varsayilsin. Sonra yeterince uzunluktaki 7 icin
qr = 1+ 8§ olacak sekilde 6>0 olsun. Bu durumda % = % saglanir.

Eger x;, — L(S) ise bu takdirde Ve>0 icin ve yeterince uzunlukta r i¢in

1 1
k—l{k <k.|x,—L|=¢e} = k—l{k € L:|x, —L| = &}

r r

6 1
> — : — =
2175 hrl{kelr-lxk L| = &}

elde edilir. Her tarafin limiti alinirsa;

1 ) 1
lim (k—rl{k <kolt—L| = e}|) > lim (1_'_—6-h—r|{k €L:lx, —L| = s}l)

bulunur. S — limx = L kabuliinden, esitsizligin sol tarafinin limiti sifira esit oldugu i¢in

sag tarafin limiti de sifirdir, yani Sg — limx = L dir.
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Lemma 2.1.2. 6 bir lacunary dizisi olmak iizere, limsup,q, < o ise Sg —limx =1

iken S — limx = L dir [13].

Ispat. Eger limsup,q, < oo ise her r icin g, < H olacak sekilde H > 0 vardr.

X = L(Sg) oldugunu varsayalim.
Ny = [{k € I: |x; — L| = €}

olarak kabul edelim. x, — L(Sg) oldugundan verilen bir €>0 i¢in ve Vr > 1y igin

% < ¢ olacak sekilde r, € N vardir.

Simdi M =max{N,:1<r<ry} ve n de k,_; <n<k, sartimm saglayan bir

tamsay1 olsun. Bu takdirde

1 1
El{kelr:lxk—LIZS}ISk {k € I.:|x; — L| = &}

r—1
1
=T {Ny + Ny + -+ Np, + Ny g + -+ N, }
r—1
M 1 Nyo+1 N,
< . h L 4.+ h. —
=¥ r°+kr_1{ oty o TR,
M 1 sup N,
< . —_— cee
_%F1m+hqg>mmﬂ%ﬂ+ + h,}

-M k., —k
Sro fe— 0
ky_1 ky_1
oM o' M

0
< +e:qr <
kr—1 " ke

+¢&-H

dir. Her tarafin limiti alinarak sonuca ulasilir.
Teorem 2.1.2. 0 bir lacunary dizisi olsun. S = Sy olmasi icin gerek ve yeter sart
1 < liminf,.q, < limsup,q, < % olmasidir. Boylece S — limx = L iken

Sg — limx = L dir [13].

Ispat. Lemma 2.1.1 ve Lemma 2.1.2 den ispat aciktir.
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Teorem 2.1.3. Fuzzy sayilarinin bir X = (X;) dizisinin lacunary istatistiksel yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeter sart X = (X)) dizisi lacunary istatistiksel Cauchy dizisi

olmasidir [3].

Ispat.
Gereklilik. sty — limX;, = X, olsun. Her bir j € N icin

. _ 1
K= {k € N : d(X;, Xo)) < 7}

olarak alinsin. Boylece her bir j i¢in K ) o KU+D e

KDnr,
hy

r — oo iken -1

dir.

K®nr,

— > 0 sartin1 saglayan r > m(1) olacak sekildle m(1) secilsin. Yani K™ n

L #@ dir. K¥ NI, #@ sartim saglayan r =>m(2) icin m(2) > m(1) secelim.
Daha sonra m(1) <r <m(2) sartii saglayan her bir r icin k'(r) € [, n KD
olacak sekilde k'(r) € I, segilsin. Yani E(X k'(r)'XO) < 1. Genel olarak I, n K®@+D
#@ sartin1 saglayan ve r > m(p + 1) olacak sekilde m(p + 1) > m(p) secelim. Bu
taktirde m(p) <r <m(p+1) olacak sekildeki her r icin k'(r) €. NnK®

secilsin. Yani
= 1
d(Xy(ryXo) < (2.1)

olsun. Boylece k'(r) € I, elde edilir ve (2.1) den lim, Xy/(,y = X, saglamir. Buradan

V e> 0 igin

ke b d(Xi X)) 2 €] <o |{k € b+ A0t Xo) 2 2}

1
+—
hy

{k €l : E(Xo'Xk’(r)) = %}
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dir. sty —limX, =Xy ve lim, Xyry =X, varsayimlari kullanilarak (1.2) elde

edilir, dolayistyla X bir lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir.

Yeterlilik. X bir lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olsun. ¥V €> 0 igin,

1 — 1 — £
ol € by s A0 Xo) 2 )] < = [{e € s A0 X)) 2 3|

LA
h

r

fiet, T x) 2 3)

dir. Sonug olarak sty — limX, = X, dir.

Teorem 2.1.4. Bir 0 lacunary dizisi i¢in, liminf,.q, > 1 ise bu takdirde S S Sy dir
[3].

Ispat. Oncelikle liminf.q, > 1 olsun. Sonra yeterince uzunluktaki 7 icin

qr = 1 + § olacak sekilde 6>0 var olsun. Bu durumda % = % saglanir.

Eger X, — X,(S) ise bu takdirde Ve>0 i¢in ve yeterince uzunlukta r igin

1 - 1 -
k—|{k <k d(Xp Xo) = €} = k—|{k € I:d(Xp, Xo) = €|
T T

§ 1 —
> H_s'E|{k € L:d(Xi, Xo) = €}

elde edilir. Her tarafin limiti alinirsa;
(1 - _ 5§ 1 _
lim <k_r|{k < kd(Xy, Xo) 2 £}|) > lim <1+_6h_r|{k € I.:d(Xy, Xy) = s}|>

bulunur. X, — X,(S) kabuliinden, esitsizligin sol tarafi sifir oldugu i¢in sag tarafin

limiti de sifirdir, yani X, — X,(Sg) dir.
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Teorem 2.1.5. Bir 0 lacunary dizisi i¢in, limsup,q,, < oo ise bu takdirde Sy € S dir

[3].
Ispat. Eger limsup,q, < oo iseher r icin q, < M olacak sekilde M > 0 vardur.

X, = Xy(Sp) oldugunu varsayalim.
N, = |{k € I, : d(Xy, X,) = ¢}
olarak alinsin. x; — (Sy) oldugundan verilen bir €>0 i¢in

Vr > 1y igin % <e¢ (2.2)

olacak sekilde ry, € N vardir.
Simdi M =max{N,:1<r<r,} ve n de k,_4<n<k, sartim saglayan bir

tamsay1 olsun. Bu takdirde

1
kr—l
1
kr—l

1 - —
;Hk € [ d(Xy, Xo) = €}| < |{k € I.:d(Xy, Xp) = g}'

{Ny + Ny + -+ Ny + Ny g + -+ N, }

ro'M TO M
< +e:qr < +eK
kr—sq kr_1

bulunur. Her tarafin limiti alinarak sonuca ulagilir.

Teorem 2.1.6. 0 bir lacunary dizisi olsun. 1 < liminf,q, < limsup,q, < o ise bu

takdirde S =Sg dir [3].

Ispat. Teorem 2.1.4. ve Teorem 2.1.5. den ispat aciktir.
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Teorem 2.1.7. Ny (4) ,

S Y)s = A + 5% | A7) AN, A7)

i€l,
metrigi ile tam bir metrik uzaydir [4].

Ispat. Her n € N igin (X™) = (X)) = (X}, X}, ...) € Ng(A) olmak iizere Ny(A) da
(X™) bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde

SXMX™)p =dXP XM + 52 [ A ZE(AXi", AX;™) =0

i€ly
dir. Boylece her bir i € N i¢in m,n — oo iken d(X;",X;™) - 0 dur.
Bu durumda (X;") = (X}, X2, X?,..) dizisi L(R) de bir Cauchy dizisidir. L(R) tam
oldugundan bu dizi yakinsaktir. Her bir i € N i¢in
n

diyelim. (X™) bir Cauchy dizisi oldugundan Ve>O0 icin ve her m,n = n, i¢in

S(XMX™Mp< e
olacak sekilde ny = ny(e) vardir. Bundan dolay1

d(XPX™) < ¢

ve her v € N, her m,n > n, i¢in

he ! Tier, d(AX AX™) = Ry Bier d((Xier ™ — Xt ™), X" = X™) < €



28

dir. Boylece
limd(XH X = d(XP, X)) < ¢
m

ve

lim ! Z A(Kia" = Xird™, (X" — X™)

i€l,

=h, " Z (K™ = Xien), X" = X1)))

i€l

=h,} ZE(Axi", AX)) <& (Vrven <mngicin)

i€l
elde edilir. Bu da her n = n, icin
S(X™ X)p < 2¢

anlamma gelir. Yani X = (X;) olmak iizere Ng(A) da n—> oo iken X" - X
demektir. Simdi X € Ng(A) oldugunu gosterelim. Her n igin X" , Ng(A) da
oldugundan her bir sabit N, >n, ig¢in r - o iken h, " Yiel, E(AXI-N",XO) -0
olacak sekilde X, fuzzy sayis1 vardir.

Sonug olarak

h, ! Z d(AX;, X,) = h, 7t 2 [d(axNo,AX;) + d(AX;"°, X,)]

i€l i€l

<h ! Z d(AxM,x,) + b, ZE(AXiNO,AXi) -0 (r— o)

i€y i€ly

bulunur. Bu da bize X = (X;) €Ny(A) sonucunu verir. Boylece Ng(A) tam bir

metrik uzaydir.

n
1 —
w(A) = {X = (Xl-):gi_{lgo;z d(AX;, X,) = 0,baz1 X, igin}
i=1



29

seklinde tamimlanmis w(A) dizi uzay1ile Ng(A) arasinda kuvvetli bir bag vardir.

Teorem 2.1.8. 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve X = (X;) bir fuzzy say1 dizisi olsun.

Bu takdirde asagidaki 6nermeler dogrudur [4].

i) liminf,q, > 1 ise w(A) € Ny(4),
ii) limsup,q, < © ise Ng(A) € w(A),
iii) 1 < liminf,q, < limsup,q, < © ise Ng(A) = w(4A) dir.

ispat.

(i) Oncelikle X € w(A) ve liminf,q, > 1 olsun. Sonra yeterince uzunluktaki 7 igin

qr = 1+ 6 olacak sekilde §>0 var olsun dolayistyla % > % saglanir. Boylece

kr
1O - 1=
— E d(AX;, Xo) = — E d(AX;, Xo)
fer £ kr

=

i€l

= (Z—:) %2 d(AX;, X,)

i€l,

0 123(&( Xo)
1+6 h, pao

i€l,

v

elde edilir. Her tarafin limiti alinarak X € Ng(A) bulunur.

(ii) Eger limsup,q, < o ise her r icin g, < K olacak sekilde K > 0 vardir.

X € Ng(A) ve € > 0 oldugunu varsayalim. Her m > m, icin

1 _
Hy = Z d(AX, X,) < ¢
m

i€l

esitligini saglayan m, var olsun. Aym1 zamanda her m i¢in H,, < T olacak sekilde

T > 0 vardir. Diger taraftan n, k,_; <n <k, sartin1 saglayan bir tamsay1 olsun.
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Bu takdirde

n kr
1 — 1 —
-~ E d(AX;, Xo) <— E d(AX;, Xo)
n ky £

i=1 i=1
my kT‘
1 —
(Y Y YA
kr—l - “ ‘
m=1 m=my+1 €Iy
my kT
1 - 1 —
= D AKX F— > Y ABK X))
K1 4= Kpy £
m=1Ii€ly m=moy+1i€ly
mo
1 - 1
< Z 2 A(0X;, Xo) + ey — k) ——
kr—l — kr—l
m=1i€ly,
1 1
= k—(h1H1 + hoHy + -+ hyp Hy ) + €(kr — ki) —
r—1 r—1

1 1
(reiomPHikem, ) + &K < 7 kT + 2K

< .
kr—l 1<ismy kr—l
bulunur. Her tarafin limiti alinarak X € w(A) sonucu elde edilir.

Teorem 2.1.9. 6 = {k,} bir lacunary dizi ve X = (X;) bir fuzzy say1 dizisi olsun.
Fuzzy sayilarinin biitiin sinirli fark dizilerinin kiimesi m(A) ile gosterilsin. Bu takdirde

asagidaki onermeler dogrudur.

i) X - X,(Ng(Q)) ise Xy — X,(Sg(D))
i) (X €m(a) ve X - X,(Sp(d)) ise Xi = X,(No(A))

iii) Eger X € m(4) ise (Sy(4)) = (Ng(R))
dir [4].
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ispat.
i) Bger € >0 ve X, - X,(Ng(4)) ise

1 — 1 —
— Z d(AXy, Xy) = — 2 d(AXy, Xo)
h, h,

kel kel
A(AXy,Xo)2e

1 _
> h—|{k € I:d(AXy, Xo) = €}le
.

elde edilir. Sonug olarak Xj, = X,(Se(4)) dir.
ii) X € m(A) ve X - X,(Sg(A)) oldugunu kabul edelim. X € m(A)

oldugundan her k icin d(AXy, X,) < T yi saglayan T sabiti vardir. Béylece Ve > 0

icin

1 - 1 - 1 -
= AWK X) = ) AWK XD+ > AKXy
hy h, I,

kel, keI, kel,
A(AXy,Xo)2e d(AXy,Xo)<e

1 —
< Th—|{k € L:d(AXy, Xo) = e}| + €
T

yazilabilir. r — oo iken limit alinirsa sonuca kolaylikla ulagilir.

iii) (i) ve (ii) maddelerinden sonug agiktir.

Teorem 2.1.10. [,(A™) , c(A™), Ng(A}') ve Sp(A™) toplama ve skalerle carpma

islemleri altinda kapalidir [6].

ispat.
i) Sadece Sg(A™) i¢in ispatlayalim. Digerleri benzer sekilde gosterilebilir.

X € Sg(A™) ve ¢ € R olsun. d metriginin (1.3) ve (1.4) o6zellikleri kullanilarak

1 1
h—l{k €I, : d(cA™Xy, cXy) = €} < =
.

r

&
{k €1, : d(A™X,, X,) = H}|

yazilabilir. Boylece cX € Sy(A™) dir.
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ii) X,Y € Sg(A™) olsun. (1.3) 6zelligi ile Minkowski esitsizligi birlestirilerek
d(A™ X, + A, Xy + V) < d(A™ Xy, Xo) + d(A™Y, Vo)
elde edilir. Boylece verilen bir €>0 i¢in

1
h—l{k S I‘I' : d(Aka + AmYk,XO + Yo) = S}I
r

{k el :d@mx, Xo) 2 §}| +hi

r

< hlr (ke :d@my,Y,) 2 §}|

dir. Boylece X +Y € S5(A™) oldugu gosterilerek ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.11. Ng (A7) , 1 < p < o olmak iizere

1
m p
S Y)a= ) Xy ¥) + ™% b7t ) (AN, ATV

i=1 i€l
metrigi ile tam bir metrik uzaydir [6].

Ispat. Her s €N i¢in (X%) = (X{) = (X{,X3,...) € Ng(A}) olmak iizere Ng (AR
da (X®) bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde

1
m »
5(XS, XN, = Z d(x;’,x;H) + 5% hr‘lz[d(Amxis,Amxit)]p -0
=1 i€ly

Boylece her bir i €N icin, §,t—> o iken Zﬁld(Xis,Xit) -0 ve
d(A™X;°, AmX;Y) > 0 dir. Simdi

AXFym XEim) < d(A™X°, A™X,5) + ()d(X5 X)) + -+ () AKX 1y Xf 1)
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oldugundan her bir i € N icin s,t - oo iken d(Xl-S,Xl-t) - 0 dir.
Boylece  (X;*)s = (X}, X%, X2,..) L(R) de bir Cauchy dizisidir. L(R) tam
oldugundan bu dizi yakinsaktir. Her bir i € N i¢in

S

diyelim. (X®) bir Cauchy dizisi oldugundan Ve>0 igin ve her s,t > n, igin
S(X5,XHa< e

olacak sekilde ny = ny(e) vardir. Bu durumda

m m
li{ni d(x*x") = Z diX;*, X)) <e
i=1 i=1
ve her r € N, her s > n, i¢in

limh, ™) [a(am, amx O] = b, 7Y A @S, AmX)P <P

i€ly i€l
olur. Budaher s > n, igin
8(X%,X)p < 2¢

anlamina gelir. Yani X = (X;) olmak iizere s - oo iken X° — X demektir.

r - o iken

Byt ) LA™ X, X)TP

i€l

<20 lp Z[d(Amxi”O,xo)]p 4R, Z[d(Amxi”O,Amxi)]p 50

i€y i€ly

oldugundan X € Ng(Ay") saglanir. Sonug olarak Ng(A%') tam bir metrik uzaydir.
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Teorem 2.1.12. 6 = {k,} bir lacunary dizisi ve X = (X;) fuzzy sayilarinin bir dizisi

olsun. Bu takdirde,

i) |0(A7(’;,))| C Ny (A'(’;,)) icin gerek ve yeter sart liminf,.q, > 1,
ii) Ny (A’('I‘,)) c |0(A7(’;,))| icin gerek ve yeter sart limsup,q, < oo,
iii) Ny (A’(T;,)) = |0(A’(’;))| icin gerek ve yeter sart

1 < liminf,q, < limsup,q, < o

olmasidir.[6].

Bir sonraki teoremde Sg(A™) ile Ng(A{,)) arasinda bazi kapsamalar verece§iz ve

fuzzy sayilarinin A™-sinirli dizileri i¢in benzer oldugunu gosterecegiz.

Teorem 2.1.13. 8 = {k,} bir lacunary dizisi ve X = (X) fuzzy sayilarin bir dizisi

olsun. Bu takdirde,

) X = X, (Ng(a7)) ise Xy > Xo(Sp(a™)).

i) (x € lo(A™) ve X > XO(Sg(Am))) ise Xj = X, (Ne(A’{;))),

iii) L, (A™) N Sg(A™) = 16,(A™) N N (A7) dir [6].

Ispat.
i) £0ve X, - X, (NQ(A’(’;,))) olsun. 0 < h = infpy, < supp, = H

olmak uizere

1 1
o DA Xz D AWK X

kel kel
d(Aka,Xo)Es
1 1
> — 2 gPk > — Z min(eh, M)
h, h,
k€l kel
d(Aka,Xo)Es d(Aka,Xo)ZE

1
2 h_l{k €I : d(A™ Xy, Xo) = €}|min(eh, )
T

elde edilir.

i) X € (™) ve X; - X,(Sg(A™)) olsun. X € 1,,(A™) oldugundan
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d(A™X,, Xo) < M saglanacak sekilde sabit bir M > 0 vardir.
Bir € > 0 verildiginde

Tk A X X =28 ke, [dA™ X, Xo)IPx

T d(AMXy,Xo)ze

+=% ke, [d(A™X, Xo)IPx

r

d(Aka,X0)<€
1 W H 1
< — Z max(M",M") + — Z gPk
h,; h,
kel, kel,
d(Aka,Xo)ZE d(Aka,X0)<8

1
< max(M", M") —|{k € I, : (A" X, X)) = €}
h

r

+max(eh, )

elde edilir. Boylece X, € Ng(AT') dir.

iii) (i) ve (ii) maddelerinden sonug agiktir.

Teorem 2.1.14. Eger X = (X;) € Ny(A™) N |o(A™)] ise
Ny — limA™X,, = |o| — limA™X,, dir [6].

Ispat. |o| — limA™X, = X, ve Ny — limA™X, = X, olsun. X, # X,’ oldugu kabul
edilsin. Bu takdirde

1

1 1
Tk Th =A™ Xo) + o Y AT Xe) = ) Ao, Xg) = d(Xo, Xo')
T I T I T I

yazilabilir. X € Ng(A™) oldugundan r - o iken 7, - 0 dir. Boylece yeterli

uzunlukta r igin T, > G) d(X,,X,") vardir. Yeterli uzunlukta r igin

Ky
1 1 k. —k._
_Z d(A™ Xy, Xo) = — Z A(A™ X, Xg) = ———"=L g,
Ky Lo K k
1=

keI,

—(1 1) >1(1 l)d(X X,
= Tr > a 040

4r
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oldugu gozlemlenir. X € |6(A™)| oldugundan iistteki esitsizligin sol tarafi sifira esittir.
Dolayistyla g, = 1 olmak zorundadir yani limsup,q, < c dir. Bu durumda Teorem
2.1.13. (ii) den Ng(A™) c |o(AM)| dir. Ny — limA™X), = X,' oldugundan

lo| — limA™X, = X, olur. Boylece t —» o iken

t
1
?2 d(A™X,, X,) = 0
i=1
ancak

t t

1 1

?Z d(A™X,, X)) +?Z d(A™X,, X) = d(Xo, X,) > 0
i=1 i=1

dir ve soldaki terimler sifira yakinsak olduklarindan d(XO,XO'):O , dolayisiyla
XO == XOI dll‘.

Teorem 2.1.15. Fuzzy sayilarimin bir X = (X)) dizisinin lacunary A™-istatistiksel
yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart X = (X)) dizisinin lacunary A™-istatistiksel

Cauchy dizisi olmasidir [6].

Ispat.
Gereklilik. X = (X};) lacunary A™-istatistiksel yakinsak olsun. Her bir j € N i¢in

j 1
Ki = {k €N : d(A™X,, Xg)) < ]__}
yazalim. Boylece her bir j icin KU) 2 KUY ve

KDni,
hy

r - o iken -1

dir.
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K®nr,

—= >0 sartint saglayan 7 >m(1) olacak sekilde m(1) secelim. Yani K @ n

I, # @ dir. K@ n I, # @ sartim saglayan r > m(2) icin m(2) > m(1) secelim. Daha
sonra m(1) <r < m(2) yisaglayan her bir r icin k'(r) € I, n KM olacak sekilde
k'(r) € I, segelim. Yani d(Akar(r),XO) < 1. Genel olarak I, N K®*D %@ sartim
saglayan r > m(p + 1) olacak sekilde m(p + 1) > m(p) secelim. Bu takdirde

m(p) <r <m(p+ 1) olacak sekilde her r icin k'(r) € I, N K® secelim. Yani

1
d(A™ X, ¢y, Xo) < > (2.3)

Boylece k'(r) € I, elde ederiz ve (2.3) den lim,A™ X1, = X, saglanir.
Buradan her €> 0 igin

! k €L :d(A™X,, A™ >

h_r|{ € [ : d(AM Xy, Xk’(r)) = g}'

< hl {k el d@mx,Xo) %}| +hl

T T

{k €l : d(Aka'(r),Xo) = ;}l

dir. Boylece X bir A™- istatistiksel Cauchy dizisidir.
Yeterlilik. X bir lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olsun. ¥V €> 0 icin,

1
|tk € I+ d(A™ X, Xo) 2 e}
T

(k€ 1, - d(A™ Xy, X) > M

{k €L d(@™X A"X ) 2 §}| +hl

T

1
<
hy

bulunur. Sonug olarak Sg — limA™X,, = X, dir



3. BOLUM
FUZZY SAYILARININ CiFT DIZILERININ LACUNARY ISTATISTiKSEL
YAKINSAKLIGI VE
6 - ASIMPTOTIK LACUNARY ISTATISTIKSEL DENK DIiZiLER

o-asimptotiksel lacunary istatistiksel denk diziler ile fuzzy sayilarinin c¢ift
dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsakligr kavramlar1 ile ilgili teoremleri

inceleyecegiz.

3.1. Fuzzy Sayilarin Cift Dizilerinin Lacunary Istatistiksel Yakinsakhg ve

o-Asimptotik Lacunary istatistiksel Denk Diziler

Teorem 3.1.1. 8={k,} bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde asagidaki Onermeler

dogrudur.
. - N . S .
i) Egerx 2%yisex 7%y dir,
oo - So,0 . Ngo .
ii) Egerx €l ,vex 2yisex 2 ydir,
g y y

i) x 2%y nl, = x " Py nly, [5].

Ispat.

i) Ve >0 i¢in xN‘i'eyise

yheools 3 =
fe Yok fe Yok
—xdk(m)—L =&
yo-k(m) B




=&

{k €l

:) o C(m)

ii) [x],[y] €l ve xs‘i'gy olsun. Her k, m igin

Yokm) _

LM

Yok(m)

alalim. € > 0 i¢in

O rmnll RE AN el
h; = Yaok(m) h, iceT, Yok(m)
T xdk(m) ils
yak(m)_ =€
+i xak(m) _ ‘
h, it Yok(m)
ak@m)
yak(m) LI<e
M X _k
s—{kelr ”(m)—Lm+s
h; Yokm)

bulunur. Sonug olarak x VP y dir.

iii) (i) ve (ii) maddelerinden sonuca ulasilir.

Lemma 3.1.1. Verilen bir &4 > 0 ve Ve > 0 icin

> e}

olacak sekilde n, ve my varsa xSoy dir [5].

Yokm) _

1
— L
n

{OSkSn—l:

Yokm)

39

<& (hern = ny ve m = my igin)



40

Ispat. &; verilmis olsun. Ve > 0 icin ve her n = n ve m > m, icin

X
l{oskSn—LM—L zg} <= (3.1)
n Y gk (m) 2
olacak sekilde nj ve mg segelim. n > n§ ve 0 <m < m, igin
X
l‘{OSkSn—l:M—L 2£}<sl (3.2)
n yo-k(m)

olacak sekilde n(1)‘1 var oldugunu ispatlamak yeterlidir.

Eger ny = max{n(l),n(l)‘l} alirsak n = ny ve her m i¢in (3.2) dogru olur. Sabit bir m,

secilmis olsun. Boylece

Xk
‘{OSkSmO—lz cm zs} =M
Yok(m)
dir. Simdi 0 < m < mgy ve n = m, alahm
1 X k 1 X Kk
—{OSkSn—l: cm_ ze} S—{OSkSmO—I: rm zg}
n Yok(m) n Yok(m)
1 X _k
+—{m0Sk<n—1 om 25}
n Yok(m)
M 1 X _k
S—+—{m0Sk<n—1 om >£}
n n Yok(m)
<M+£
n 2
bulunur. Boylece yeterli uzunluktaki n i¢in
1 X _k M ¢
—{OSkSn—l: cm ze} <—+-<g
n yak(m) n 2
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dir ve (3.2) elde edilir. Sonug olarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.2. Her 0 lacunary dizisi i¢in S; 9 = S, dir [5].

Ispat. x € S50 olsun. Bu takdirde Tanim 1.8.7 den, verilen bir & > O igin, 7 =71, ve

> e}

olacak sekilde € > 0 ve L vardir. n = h,. alalim, { bir tam say1 ve 0 <t < h, olmak

u = 0 olmak iizere m = k,_; + 1+ u igin

xo.k(m) _

L

1
{k €l

hr

<g

Yok (m)
lizere n =ih, +t yazahm. n = h, ve { = 0 oldugundan ve % <1 icin ‘h?’” <1
oldugundan

xo.k(m) _ L

1
—|{OSkSn—1:
n

4

Yokm)

1 X Kk
S—‘{Osks(i+1)hr—1: cm zs}
n Yokm)
i
1 X Kk
:_2 {jhrsks(j+1)hr—1: om_p zs}
n L Yok(m)
j=0
i + 1)h
< (i+1) e
n
2ih, ¢
<= i >1icin
n
elde edilir. Boylece
1 X Kk
- {OSkSn—l: om zs} < 2¢,
n Yok(m)

dir. Lemma 3.1.1 den S; g = S, oldugu gosterilmis olur. Buradan da her 0 icin

Ss0 = S5 oldugu agiktir.
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Teorem 3.1.3. 6={k,} bir lacunary dizisi ve liminfq, > 1 olsun. Bu takdirde x5y

o,0

ise xS~ y dir [5].

Ispat. Oncelikle liminf,.q, > 1 olsun. Sonra yeterince uzunluktaki r icin g, > 1+ 8

olacak sekilde 6>0 olsun. Boylece % > % saglanir.

Eger x5¢y ise Ve>0 icin ve yeterince uzunlukta 7 icin

1
—{kskr Tm_p zs} 2—{kelr cm_p >s}
T Yokm) ky Yokm)
1) 1
2—-—{kelr o >g}
14+6 hT yak(m)

bulunur. Her tarafin limiti alinarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.4. 6={k,} bir lacunary dizisi ve sup,q, < oo olsun. Bu takdirde xs"f’y

ise xSy dir [5].

Ispat. Eger sup,q, <o ise her r>1 icin g, < B olacak sekilde B > 0 vardur.

s . . .
x° %%y ve & > 0 olsun. Her j > R icin ve her m icin

xo.k(m) _

L

<e

A_l
]_hr

> o)

olacak sekilde R > 0 ve € > 0 vardir. Aym zamanda her j = 1,2, ... i¢in A; < K olacak

{k <k,:
Yok(m)

sekilde K > 0 vardir. Simdi r > R ve k,_; <n <k, olacak sekilde n tam sayisi
alalim. Bu takdirde

1 x 1 x
—{kSn:M—L ze}s {kskr: ofm _ . ze}
n Yok(m) ky—1 Yak(m)
1 X k
= {kellz cm zg}
ky—4 Yok(m)
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xo.k(m) _

+ L

> e}

xo.k(m) _

ky—1 Yok (m)

+oe ot L

2%
-

akm) _

Yokm)

okm) _

L

L

S

a¥(m)

+oe ot ~L

2%
S

xo.k (m)

+oe ot ~L

Yokm)

Ag

{k € l,:
kel.:
kr—l { "
X
{k € I;:
Yak(m)
kz - kl { X
+——FF——[kEL:
kr_1(ky — kq) ? Yak(m)
kp —kp_ X
R~ kns %e@:
ky_1(kgr — kr_1) Yok(m)
k, —k,_
d rt {k € I,
kr—l(kr - kr—l)
kl kz - kl kR - kR—l
= A +——A, + -+ ——m—
ket L kg kr_1
k —k k,—k,_
+MAR+1 + -"-I—T—HAr
kr_1 kr—s
k, — kg
kr—s

kr

< (A

jz1

+ {Jsr4)

r

o ke

+ B

oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5. 6={k,} bir lacunary dizisi ve 1 < inf,.q, < sup,q, < oo olsun. Bu

takdirde x°7y = x5y dir [5].

Teorem 3.1.6. X = (X),;) ve Y = (Yy) fuzzy sayilarmin cift dizileri olsun. Bu
takdirde

i) Eger sgt, — limX;; = Xy, ve ¢ € R ise sgt, — limcXy; = cX,,

ii) Eger sgt, — limXy; = X, ve sgt, — limY,; =Y, ise

Sgtz - llm(Xkl + Ykl) = XO + YO dir [22]
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ispat.
i) a€[0,1], ceER ve &>0 olsun. Swasiyla Xy, Vi X§ ve Y
X, Ye Xoo Yo min a —kesme kiimeleri olsun. 8., (cXg, cX§) = |c|8e (X5, X§)

oldugundan d(cXy;, cXy) = |cld(Xy, Xo) dir ve

1 1 £
(1) € g d(cXiq,cXo) 2 &} < —[{(k, 1) € s+ d Xy, Xo) 2 =]
h’T,S ' h’T,S ' c
elde edilir.
i) O(XE+ Y3, X§+ V) < 60(XEXE) + 80 (V3, YE) yazalim.

Minkowski esitsizliginden, d bir metriktir ve

d(Xi + Yi, Xo + Yo) < d(Xpy, Xo) + d(Yir, Yo)

dir. Boylece

1
n |{(k, l) € IT,S : d(Xkl + Ykl’XO + Yo) = E}l
r,S
1
< [{(k, D) €I : (X1, Xo) + A (Y, Vo) = €}
r,S
. &
=< m {(k; l) € Ir,s : d(Xkl'XO) 2 §}|
1 £
i {tD et dthaYo) =}

olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.7. 0, cift lacunary dizi olmak iizere eger limsup,q, < ve

limsupgq, < o ise sgt, C st, dir [22].

Ispat. limsup,.q, < © ve limsupgq, < o olsun. Her r,s i¢in q, <H ve q.<H
olacak sekilde H > 0 vardir.

X b Xo(sgty) oldugunu varsayalim.
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Nr,s = |{(k; l) € Ir,s : d(Xkl'XO) = S}l

olsun. X,;f X,(sgt,) nin tanimindan verilen bir £>0 igin

rs

hr,s

Vr,s > 1, icin <e¢

olacak sekilde ry € N vardir.
Simdi M =max{N,g:1<r<nvel<s<r} alahm.n ve m, k,_; <m<k,

ve l;_1 <n < [ esitsizligini saglayan tamsayilar olsun. Bu takdirde

1 1
%l{k <m,l<n: d(Xkl’XO) > E}l < —l{k < kr,l < lS : d(XkllXO) > E}l

~kroqlsg
7,8
1 Mr¢ 5
= X N (SEo e
r—1%s-1 ij=11 r—1%s-1

oldugundan sgt, C st, dir.

Teorem 3.1.8. 6, ; cift lacunary dizi olmak iizere eger liminf,.q, > 1 ve

liminfsq, > 1 ise st, C sgt, dir [22].

Ispat. Oncelikle liminf,q, >1 ve liminf;g_ > 1 olsun. Boylece q, =148 ve

— . . hy § hs 5 -
g, =1+ & olacak sekilde 6>0 vardir. Boylece o =5 Ve i =21 saglanir.

Eger X,; — X,(st,) ise bu takdirde her bir €>0 icin ve yeterince uzunlukta r ve s

icin

1

1
p I{k < k,vel <lg:d(Xe,Xo) = €}l = = [{(k, D) € I.s: d(X, Xo) = €}
) 7,8

5§\ 1
2 (155) 7 M0D € hrstd X 2 €]

dir, dolayisiyla ispata ulagilir.



4. BOLUM

TARTISMA SONUC VE ONERILER

4.1.Sonug¢

Bu tez calismasinda fuzzy sayilart ve bu sayr dizilerinin lacunary istatistiksel
yakinsaklig1 incelenmistir. Fuzzy sayilarinin genellestirilmis fark dizileri, o-asimptotik
denk dizileri ve cift dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimlar1 ifade
edilmistir ve bunlar arasindaki kapsama iliskileri verildi. Benzer sekilde fuzzy sayi

dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsaklig1 farkli diziler i¢in de uygulanabilir.
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