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Bu doktora calismasinda; n € N i¢in a,, b, kompleks diziler ve ¢ = 0,1 igin ,,
B; € C olmak tizere ikinci mertebeden fark denklemi icin

Ap—1Yn—1 + bnyn + AnYn+1 = )\yn , N &€ N
(Yo + 71 A)y1 + (Bo + B1A) %o 0

(1)
sinir deger problemi g6z oniine alinmigtir. Ayrica n € N igin y?2) vektor degerli

diziler, a,, # 0, b, # 0 olmak iizere (a,), (b,), (pn), (¢,) kompleks degerli diziler ve
1= 0,1 icin v,, 8, € C olmak iizere birinci mertebeden fark denklemleri sistemi icin
a1y + by + pays) = Ayl
1)y + by + quy) = My, neN,

(’Yo + 71)\)952) + (50 + 51)\)3/(()1) =0

sinir deger problemi incelenmigtir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde, spektral analizin temel tanim ve teoremleri hatirlatilmigtir.

Orjinal sonuglar tigiincii ve dordiincii boliimde yer almaktadir.

Bu boliimlerde, analitik fonksiyonlarin birebirlik teoremleri kullanilarak yukari-
daki siir deger problemlerinin Jost ¢oziimleri, Jost fonksiyonlari, ézdegerleri ve
spektral tekillikleri incelenmisgtir.

Mayis 2010 , 46 sayfa
Anahtar Kelimeler: Fark operatorleri, Spektral analiz, Jost ¢oziimii, Jost fonksi-
yonu, Ozdeger, Spektral tekillik, Resolvent operator
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In this study, the boundary value problem for the difference equation of second order

Apn—1Yn—1 + bnyn + @nlYnt1 = )‘y'm neN= {17 2,.. }
(Yo + 71N+ (Bo + 81Ny = 0, b1 — 7180 # 0, v, # aalﬁo

where(a,) , (b,), n € N are complex sequences and v;, 5, € C, i = 0,1 is considered.
Moreover the boundary value problem for the system of difference equations of first
order

(1)

an+1yn+1 + bnyn + pnyn )\y
An—1Yp_ 1 + bnyn + gy = Ay n €N,

(Yo +m ) + (Bo + B1A ) =0, ’7051 Y160 # 0, 11 # a(;lﬁo

(1)
where y?z) , n € N are vector sequences, a, # 0, b, # 0 for all n, v,, 3, € C,

n

t = 0,1 is researched.

This thesis consist of four chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic definitions and main theorems of spectral
analysis have been recalled.

Original results are contained in third and fourth chapters.

In this chapters, using the uniqueness theorems of analytic functions, Jost
solutions, Jost functions, eigenvalues and spectral singularities of boundary value
problems at above are investigated.

May 2010 , 46 pages
Key Words: Difference operators, Spectral analysis, Jost solution, Jost function,
Eigenvalue, Spectral singularity, Resolvent operator
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1. GIRIiS

Bir diferensiyel operatoriin 6zdegerlerinin, 6zfonksiyonlarinin ve spektral tekillik-
lerinin bulunmas1 problemi, fonksiyonel analiz ve matematiksel fizik gibi bir cok
alanda ortaya cikmaktadir. Bu nedenle Sturm-Liouville, Klein-Gordon, Dirac ve
Schrodinger diferensiyel denklemleri gibi bazi denklemler yardimiyla elde edilen
diferensiyel operatorlerin spektral analizi giiniimiize kadar bir ¢ok matematik¢inin
aragtirma konusu olmustur.
Hilbert uzaylarinda tanimli lineer, sinirl, selfadjoint operatorlerin spektral 6zellikleri
ile ilgili giintimiize kadar bir ¢ok ¢aligma yapilmigtir. Bununla birlikte baz1 fiziksel
problemlerin incelenmesi sirasinda karsilasilan diferensiyel operatorlerin bir cogu ise
sinirsiz ve non-selfadjoint olarak ortaya ¢ikmaktadir.
Non-selfadjoint diferensiyel denklemler yardimiyla tanimlanan operatorlerin spek-
tral analizi ilk kez Naimark (1960) tarafindan incelenmigtir. Bu ¢aligmada, ¢ kom-
pleks degerli bir fonksiyon, h € C ve A bir spektral parametre olmak iizere Lo(R )
uzayinda,

—y +q@)y=NNy, 0<r<o00,

y'(0) — hy(0) =0

siir deger problemi g6z 6niine alinmig olup (1.1) sinir deger probleminin spektrumu-

(1.1)

nun; siirekli spektrum, czdegerler ve spektral tekilliklerden olustugu goriilmiistiir.
Bununla birlikte (1.1) simir deger probleminin spektral tekilliklerinin, resolventin
kutup noktalar: olup siirekli spektrumun iizerinde bulundugu fakat 6zdeger olmadigi
elde edilmigtir. Ayrica bu ¢alismada, ¢ potansiyel fonksiyonunun en az bir ¢ > 0

say1sl icin
o0

/em lg(z)] dz < o0

0

sartin1 saglamasi durumunda s6z konusu siir deger probleminin spektral tekillik-
lerinin ve 6zdegerlerinin sonlu sayida oldugu ispatlanmigtir.

Son yillarda o6zellikle klasik moment problemi, miithendislik, ekonomi ve diger alan-
larin baz1 problemleri icin yapilan modelleme calismalarindaki gelismelerle birlikte

fark operatorlerinin spektral analizinin yapilmasi énem kazanmistir.

1



Bairamov ve Celebi (1999) tarafindan yapilan ¢alismada, (p,) ve (¢,) kompleks te-

rimli diziler ve \ bir spektral parametre olmak iizere lo(N, C?) uzayinda,

2 2
U — i+ payh’ =

1 1 2 2
y =y 4 gy = Y

denklem sistemi ve y(()l) = 0 smir kosulu yardim ile iiretilen Dirac operatoriiniin,

€ > 0 olmak tizere
Slelg [(|pn| + |Qn|) €xXp (5\/5)] < 0

kosulu altinda sonlu sayida sonlu kath ozdegerlere ve spektral tekilliklere sahip
oldugu gosterilerek bu operator i¢in bir spektral agilim verilmigtir.
Krall vd.(2001) tarafindan yapilan ¢alismada, (b,) kompleks terimli bir dizi olmak

tizere l(N) uzayinda,

(ly)n = Yp—1 + Yn+1 + bnyn

fark ifadesi ve yo = 0 smir kosulu tarafindan iiretilen fark operatoriiniin Weyl-
Titchmarsh fonksiyonu incelenmis ve bu fonksiyon ile operatoriin Marchenko an-
laminda genellestirilmis spektral fonksiyonu arasinda bir iligki elde edilmigtir. Ayrica
Weyl-Titchmarsh fonksiyonunun Cauchy tipinde bir integral gosterimi bulunmus ve
bu gosterimden yararlanilarak bir spektral agilim verilmigtir.

Goriildiigii tizere yukarida belirtilen caligmalarda gz oniine alinan problemlerin hep-
sinde sinir kogullar1 spektral parametreden bagimsiz olmustur. Son yillarda ise, sinir
kosullarinda spektral parametre olan diferensiyel operatorler iizerinde ¢alisilmalar
yapilmaya baglanmigtir.

Bu galismada A nin bir spektral parametre olmasi kosulu altinda; n € N = {1,2,...}
i¢in a,, # 0 olmakla birlikte a,,, b, kompleks diziler ve + = 0, 1 i¢in ,, 8, € C olmak

iizere selfadjoint olmayan ikinci mertebeden fark denklemi icin

Ap—-1Yn—1 + bnyn + AnYn+1 = )‘yn7 neN= {17 27 .- }
(Yo + 71N + (Bo + 81Ny = 0, b1 — 7180 # 0, v, # aalﬁo

(1)
siur deger problemine kargilik gelen L operatoriiile, n € N = {1,2,...} i¢cin 7(12)
Yn

vektor degerli diziler, a,, # 0, b, # 0 olmak tiizere (a,), (b,), (pn), (¢n) kompleks
2



degerli diziler ve i = 0,1 icin v,, 5, € C olmak {izere selfadjoint olmayan birinci

mertebeden fark denklemleri sistemi igin

i1y + by + payt) = Ayt

a1y, + b + Y = M, neN,

(’Yo + ’71)\)1/52) + (50 + 51)‘)%()1) =0, Y81 —711Bo #0, 11 # aalﬂo

sinir deger problemi goz 6niine alinmis olup bu problemlerin spektrumunun, 6zdeger-

lerinin ve spektral tekilliklerinin yapisal 6zellikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ileride ihtiyag duyulacak bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 X # {0} kompleks normlu bir uzay, 7' : D(T) C X — X lineer bir
operator olsun. A € C olmak tizere Ry(T) = (T'—\I)~! operatoriine T operatoriiniin

resolvent operatori ya da kisaca resolventi denir (Lusternik 1974).

Tamim 2.2 R, (7) mevcut, sinirhi ve tamm kiimesi X uzayinda yogun ise,
A € C sayisina T operatoriiniin regiiler degeri denir. T' operatoriiniin regiiler deger-
lerinden olusan kiimeye ise T" operatoriiniin resolvent kiimesi adi verilir (Lusternik

1974).

Tanim 2.3 R, (7) mevcut olmayacak sekildeki A kompleks sayilariin kiimesine 7'

operatoriiniin diskret spektrumu ya da nokta spektrumu adi verilir (Lusternik 1974).

Tanim 2.4 R, (7)) mevcut, simrsiz ve Ry(7") operatoriiniin tanim kiimesi X uza-
yinda yogun olacak sekildeki A kompleks sayilarimin olusturdugu kiimeye 7' ope-

ratoriiniin sirekli spektrumu denir (Lusternik 1974).

Tanim 2.5 X bir kompleks vektor uzay, ve T': X — X lineer bir operator olsun. A
kompleks sayisi icin T’z = Az denkleminin agikar olmayan bir z € X ¢oziimii varsa
A sayisina T operatoriiniin dzdegeri denir. Bu x ¢oziimiine ise T operatoriiniin A

vzdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu adi verilir (Lusternik 1974).

Tanim 2.6 Bir 7" operatoriiniin resolventinin ¢ekirdeginin kutup noktasi olup, siirekli
spektrumunda bulunan ve 7' operatoriiniin 6zdegeri olmayan noktalara 71" opera-

tortintin spektral tekillikleri ad verilir (Naimark 1960).

Teorem 2.1 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bol-

gesinin igindeki sifirlar1 (eger varsa) ayriktir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.2 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bol-
gesinin igindeki sifirlarinin limit noktalar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin sinirin-

dadir (Dolzhenko 1979).



Teorem 2.3 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz katl sifir-

lar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin simirimdadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi) Agik iist diizlemde 6zdeg olarak sifir olmayan ana-

litik bir fonksiyonun, reel eksendeki sifirlarinin Lebesgue 6lgiisii sifirdir (Dolzhenko

1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi) g fonksiyonu C, da her mertebeden tiireve sahip

bir fonksiyon ve p (G = {z € R: ¢™(z) = 0,Yn € N}) = 0 olsun. Ayrica
9% ()] < g, k€ NU{O}

esitsizligi saglanacak sekilde 7, sayilar1 mevcut olmakla birlikte G5, G kiimesinin

nksk

- ve w > 0 olmak {izere

s-komgulugu, t(s) = iIl%f

w

/ In#(s)du(Gy) = —o0 (2.1)

0

saglansin. Bu durumda g fonksiyonu C, da 6zdes olarak sifirdir (Pavlov 1975).
(2.1) ifadesindeki integral, sifir noktasini igeren herhangi bir aralik iizerinden alin-

maktadir.



3. SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN
IKINCi MERTEBEDEN NON-SELFADJOINT FARK OPERATORUNUN
SPEKTRAL ANALIZi

n € N={1,2,...} olmak iizere selfadjoint olmayan ikinci mertebeden fark denklemi
icin
n-1Yn-1 + bplYn + apYny1 = Ayp, n € N={1,2,...} (3.1)
g
(Yo + 71Ny + (Bo + 81N = 0, %81 =B #0, 11 # Cl—(()) (3.2)
simir deger problemi goz oniine alinsin. Ayrica (3.1), (3.2) sir deger problemine
kargilik gelen L : ¢5(N) — (5(N) operatorii,
(€y>n = Ap—1Yn—1 + bnyn + ApYn+1

fark ifadesinin ve (3.2) smur kogulunun yardimu ile tanimlanir. Burada n € N igin
a, # 0 olmak {iizere a,, b, kompleks diziler ve i = 0,1 i¢in v,, 5, € C olup A ise bir

spektral parametredir. Eger
h, = a,_1 + a, + b,
alinirsa (3.1) fark denklemi,
V(@ Ay) + hpyn = Ay, n € N (3.3)

seklindeki Sturm-Liouville formu ile ifade edilebilir. Burada A ileri fark operatorii

ve \/ geri fark operatorii olup
Ayn = Yn+1 — Yn
VYn = Yn — Yn—1

seklinde tanimlidirlar.

3.1 (3.1), (3.2) Sinir Deger Probleminin Jost Céziimii ve

Jost Fonksiyonu

€>0ve%§5§11§in

igg [exp(en®) (|1 — an| + |ba])] < o0 (3.4)

6



kosulu goz oniine almsm. (3.4) kosulu altinda A = 2cosz ve z € C, olmak iizere

(3.1) denklemi,

en(2) = ape™ (1 + Z Anmeimz> , neNU{0} (3.5)
m=1

seklinde bir ¢oziime sahiptir. e, (z) ¢oziimiine (3.1), (3.2) smur deger probleminin

Jost ¢oziimii denir. Burada «, ile A, ifadeleri,

Anl = - Z bk
k=n-+1
A = = Y (I=a))+ > b > b
k=n+1 k=n+1 p=k+1
An,m+2 = Z (1-&%) Alﬂ—l—l,m Z bkAk,m+1+An+1,m
k=n-+1 k=n-+1

seklinde (a,) ve (b,) ifadelerine bagh olarak yazilir. Bununla birlikte C' > 0 bir sabit

ve [|%H ifadesi, 5 sayisinin tam kismi olmak {iizere

Al SC 3 (L=l + o) (36)
e[|

saglanir. Dolayisiyla e(z) = {e,(z)} fonksiyonu, C; bolgesinde analitik olup
Im z = 0 bolgesinde siireklidir.

Diger yandan (3.2) sinir kosulu ve (3.5) esitligi kullamilarak f fonksiyonu,

f(2) = (0 + 271 cos 2)ex(2) + (Bo + 26, cos z)eo(2) (3.7)

seklinde tanimlansm. Bu durumda f fonksiyonu, C, da analitik olup C, da stirek-
lidir ve f(z) = f(z + 2m) esitligini saglar. f fonksiyonuna (3.1), (3.2) smur deger
probleminin Jost fonksiyonu denir.

Simdi, (3.1) denkleminin (3.2) kogulunu saglayan diger bir ¢ziimiinii bulmak

icin; (3.1) denkleminin, A ya gore C, bolgesinde tam fonksiyon olan ve

Ko(A) = 0, Ki(A) =1

Qo(A) = 1, Qi(N) =0
7



kogullarim saglayan lineer bagimsiz K, (\) ve @, () ¢oziimleri goz 6niine alinsin. Bu
durumda, (3.1) denkleminin (3.2) kogulunu saglayan diger bir ¢oztimii »,,(A) olmak
tizere bu ¢oziim, K,()\) ve @,()\) nin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

Yani
Pn(A) = (N Kn(A) +d(N)Qn(A)

olup (3.2) kosulundan

0 = (70 +71 NP1 (A) + (B + B1A)Be(N)
= (70 + 711N [N K (A) + d(N)Q1(N)] + (B + B1A) [e(A) Ko(A) + d(A)Qo(N)]
= (o +M1A)e(A) + (Bo + B1A)d(N)

bulunur ki

c(A) = Bo+BiA,
dA) = —(vo+mAN)
icin
P,(A) = (Bo + BN Kn(A) — (70 + 710 Qu(A)

elde edilir. Buradan da,

Po(A) = —(vo+ M1,
P1(A) = Bo+BiA (3.8)

bulunur. O halde A = 2cos 2 i¢in
0(2) = p(2cosz) = {9, (2cos 2)}, n e NU{0}
seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonu tamdir ve
o(2) = plz + 2)

durumunu gergekler. Burada

3
Py :{Z:ZE(C,sz—i-iT,—g§£§§,7'>0},
T 3T
P = P, ——



bolgeleri tanimlansin. Dolayisiyla ¢(2) ve e(z) fonksiyonlarinim Wronskiyeni,

W lp(2), e(2)] = an [B,11(2cos 2)en(2) — €ns1(2)8,, (2 cos 2)]

seklindedir ve Wronskiyen n den bagimsiz oldugundan n = 0 i¢in

Wip(2),e(2)] = ao[@1(2cos 2)eq(2) — e1(2)Po(2 cos 2)]

= aof(2)

olur. Buradan her z € P igin f(z) # 0 ise ¢(z) ve e(z) ¢oziimleri lineer bagimsizdir.
Simdi, (3.1), (3.2) smir deger probleminin Green fonksiyonu ve resolvent o-

peratoriinii incelemek igin; (3.3) denkleminden,

V(@ AYy) + "oy — AYn = Gn (3.9)
denkleminin ¢oziimiiniin bulunmasi gerekir. (3.9) denkleminin homogen kismi

V(anAYy) + by — Ay, =0
olup bu denklemin genel ¢oziimii

Un = ce, +dp,,
seklindedir. Buna karsilik (3.9) denkleminin genel ¢6ziimii ise
Yn = Cnepn + dpnd,,

bi¢imindedir. Buradan, Ay, ifadesinin agiliminda c,e,11 ve d,®, ., ifadelerini ek-

leyip gikartarak

Ayn = Cpy1€nt1 + dn+1gpn+1 S d”(pn

= (1= cn)ens1 + (dn1 — dn)@nJrl + cn(eny1 —€n) + dn(@nJrl — ©n)
bulunup her n € NU {0} igin
(cnt1 = cn)ens1 + (dny1 — dn)@n+1 =0 (3.10)

olmak {izere

Ayn - Cn<€n+1 - en) + dn(@n-l,-l - @n)
9



elde edilir. Bu ise

V(anAyn) = ancn(enﬂ - en) + andn(@n-s—l - @n)

—an,lcn,l(en — en71> - a/nfldnfl(@n - @n—l)

olmasini gerektirir. Bu ifade (3.9) denkleminde yerine yazlirsa,

gn == ancnenJrl — QpCp€y + andn@n_ﬂ - andnan — Qp—-1Cp—1€n + Apn—-1Cp—1€n—1

_an—ldn—lan + an—ldn—lanfl + bncnen + bndnan + AnCp€n + andn@n
+an—1cn6n + an—ldnan - Acnen - /\dnan

== Cn(amen—l—l + bnen - )\en) + dn(an@n-t,-l + bnan - )@n)
—Qp—1Cp—1€n + Ap—1Cn—1€p—1 — anfldnflan + anfldnflan_l
+ap-1Cn€n + an—ldn@n

= —Cplp-1€p—1 — dnan—lﬁn—l — Op—1Cp—1€n + Ap—-1Cp—1€n—1
_anfldnflan + anfldnflan_l + Ap—1Cp€p + anfldn@n

= —0p—1 [(Cn - Cnfl)enfl + (dn - dn71>®n—1}

~

+an—1 [(Cn - Cn—l)en + (dn - dn—l)cpn]
olup (3.10) esitligi geregince
(Cn - Cn—l)en + (dn - dn—l)ﬁn =0

oldugundan dolay1

~ gn
(Cn - Cn—l)en—l + (dn - dn_l)gpn—l - _a
n—1
bulunur. Burada
(Cn - Cn—l)en + (dn - dn—l)an =0
(Cn - Cn—l)en—l + (dn - dn—l)/@nfl = _aiil
denklem sisteminden,
Cp — Cpq = _ — 3.11
! an,1(§0n€n71 - Spnflen) ( )
dp — doy = Inn (3.12)

Qp—1 (@nenfl - @n—len}
10



bulunur. (3.11) den,

eL—cg = A‘Ql@{\
ag($1€0 — Poer)

e —C = A_g2®2/\
a1(Pe1 — Pr€2)

Cs—cy = A_g?;@:i
az(Psea — Pye3)
o — Cyy = —9InPn

Qn-1 (@nen—l - @n—len)

olup bu egitlikler taraf tarafa toplandig: taktirde

n

n = Co — Z 9P

P ap—1(Prex—1 — Pp_1€k)

elde edilir. Benzer sekilde (3.12) den,

In+1€n+1
dn+1 - dn

an (@nﬂen — Ppen+1)
gn+2€n+2

dn+2 - dn+1 =~ =
an+1((pn+2€n+1 - 80n+1€n+2)

In+3€n+3

dn+3 - dn+2 ~ P
an+2(90n+3€n+2 - 90n+2€n+3)

ImEm

Am—1 (@memfl - @mflem)

dm - dm—l

olup bu egitlikler taraf tarafa toplanirsa

m

k=n+1 ak_l(gpkek—l - Spkflek)

bulunur. Burada

Z Gk€k < 60

Wy k-1 (Prer1 — Pprk)

oldugundan m — oo igin

m

Z — k€

W5y k-1 (Pren-1 — Ppork)

toplaminin limiti mevcut olup lim d,, = s olacak sgekilde sonlu bir s sayis1 vardir.

m—00

Dolayisiyla

d, =s— Z 9kEk

ak—l@k@k—1 - @k—ﬂk)
11



elde edilir. Bulunan ¢, ve d,, katsayilar y,, ¢oziimiinde yerine yazilirsa

Yn = Cpen+dnp,

n ~ o0 ~
Z JkPrEn ~ Z Jrerp

- e T ap_1(Prer—1— @ e)+8(p"_ ap_1(pre _nA er)
oy Wk—1\PrCh—1 — Pp_1Ck jmg 1 W1\ PrCh—1 — Pp_1€k

olur. Burada y,, € (2(N) olup @, ¢ ¢5(N) oldugundan s = 0 bulunur. Dolayisiyla

Un = Coln — Z _ ngﬁkenA _ Z _ gkek@nA (3.13)
1 ar-1(Prer—1 — Pr_1€x) a—t ar—1(Prer—1 — Pr_16x)

olarak yazilir. Ayrica (3.2) sinir kogulu ve (3.8) den

0 = (vo+71M9 + (Bo+ B1M)yo
= — (@oy1 — 1%0)
olup buradan da (3.13) kullanilarak

0 = @091‘@190

~ 91@161 gkek@
= @ Co€1 — = = —
0 ( ao(Pre0 — 90061) Z a >

— ar-1(Pper-1 — Pr1k)

~ = gkek@o
—¢1 | Co€o — — —
' ( ; ap—1(Pree—1 — @klek))
91@0@161 91@0®161

— Cop1€0 + =

= cypae1 — —
0ot ao(P1e0 — Poer)

ao(P1e0 — Poer)
= co(Poe1 — P1€0)

elde edilir. Burada pye; — p;ep # 0 oldugundan ¢y = 0 bulunur. Yani

n o0

Un = — Z 91Pin _ Z Ik Py,

— ar1(Pger1 = Praer) 5 a1(Breh1 — Prorek)

olur. O halde (3.1), (3.2) smur deger probleminin Green fonksiyonu

_@k(z)en(z) ’ k S n
Gui(2) = /) (3.14)
_gDn(Z)Ek(Z) k >n
aof(z)

seklinde olup (3.1), (3.2) sinir deger probleminin resolvent operatorii de,

Ry\(L)g, = Z Gne(2)gr , n € NU{0} (3.15)

o0

bicimindedir.
12



3.2 L Operatoriiniin Ozdegerleri ve Spektral Tekillikleri

(3.2) kogulu altinda L operatoriiniin 6zdegerler kiimesi ve spektral tekillikler kiimesi

swrasiyla o04(L) ve 045(L) olarak gosterilsin. Bu durumda (3.14) ve (3.15) kullanilarak

od(L) = {A:X=2cosz, z€ Ry, f(z) =0}, (3.16)
os(L) = {)\ :A=2cosz, z € [—g, 37%], f(z) = O} \ {0} (3.17)
elde edilir. Eger f(z) ifadesi acikga yazilmak istenirse;
B eiz + e—iz
oSz = ——5——

esitliginden (3.5) ve (3.7) kullanilarak

f(2) = [vo+7:(e"+e)] [ale” <1 +> Almeimz)
m=1

(%)) (1 + Z Aomeimz>
m=1

= a0516_iz +y101 + aofBy + (Vo1 + ofBy) e+ 71a1€i2z

+ Z o1 Aome’ ™V + Z (Y101 Avm + 0By Aom) €
m=1 =

m=1

+ [Bo + By (67 +e77)]

o0

-3 G+ o) A 3 A

m=1 m=1

bulunur. Fakat buradaki e~ ifadesi, f(z) nin tiirevlerinin simirhhgi konusunda

sorun yaratacaktir. Dolayisiyla
F(z) = f(2)e” (3.18)
denilirse bu sorun ortadan kalkar. Burada F fonksiyonu C, da analitik ve C, da
stirekli olup
F(z) = F(z +2m)
ozelligini saglar. Ayrica f(z) ile F'(z) fonksiyonlarimin P bolgesindeki sifirlar gakigir.
Acikca

F(z) = aofy+ (7100 + aofBp) e” + (voou1 + apfy) e + 7104163”

+ Z a0y Aome™ + Z (101 A1 + apBoAgm) €M
m=1 m=1

+ Z (Yoo Arm + By Aom) €™ D7 + Z Y00 A el 37 (3.19)
m=1 m=1

13



seklindedir. Dolayisiyla (3.16), (3.17) ve (3.18) den,

ga(L) = {A:A=2cosz, z€ B, F(z)=0},
oss(L) = {)\ :A=2cosz, z € [—g, 3;], F(z) = 0} \ {0} (3.20)

olur.

Tanim 3.1 F' fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarinin katina, L operatoriiniin

ozdegerinin veya spektral tekilliginin kate denir.

Dolayisiyla (3.20) den goriiliir ki, L operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral
tekilliklerinin sayisal ozelliklerini arastirmak icin, F' fonksiyonunun P bolgesindeki

sifirlarinin sayisal ozelliklerini incelemek gerekir. Bu sifirlar igin;

Ay 2 ={z:z€ PR, F(z) =0},
3
Ay :{z:ze[—g,g], F(z):()},
As : ={A,; kiimesinin limit noktalarimin kiimesi},
Ay ={F(z) fonksiyonunun sonsuz kath sifirlarinin kiimesi} (3.21)

kiimeleri tanimlansin. Dolayisiyla (3.20) ve (3.21) den,

oa(L) = {A:A=2cosz, z€ A},
oss(L) = {A:A=2cosz, z€ A} \ {0} (3.22)

elde edilir.

Teorem 3.1 (3.4) kosulu altinda;

(i) Ay kiimesi simirhdir ve sayilabilirdir.

(il) Ay N A3 =2 ve Ay N Ay = & olur.

(iii) A, kiimesi kompakttir ve reel eksendeki Lebesgue ol¢iisii o olmak tizere
p(Az) = 0 olur.

(iv) A3 C Ag, Ay C Asve p(As) = p(Ag) = 0 olur.

(v) As C Ay olur.
14



Ispat. (i) (3.6) ve (3.19) kullanilarak

apfBy +O(e™7) ; B1#0, z€ P, 7 — 00

F(z) = |
(y101 + aoBp) €% + O(e™?7); B; =0, z€ P, 7 — o0

olup bu asimptotik esitlik ise F' fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarinin sinirh
bir bolgede oldugunu; yani A; kiimesinin siirh oldugunu gosterir. F' fonksiyonu
Py bolgesinde analitik olup Teorem 2.1 geregince F' fonksiyonunun F, daki sifirlar
ayriktir. Bu da A; kiimesinin sayilabilir oldugunu gosterir.

(#2) F fonksiyonu P, da analitik olup Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 geregince

F' fonksiyonunun, P, daki sifirlarinin limit noktalari ile Py daki sonsuz katlh sifirlar

Py bolgesinin siirinda; yani [—7, 3?”] araliginda olur. Dolaysiyla A; N A3 = @ ve
A; N Ay = @ bulunur.
(#i3) Her z € A, i¢in z € [—Z, 2] oldugundan A, kiimesi simirhdir. Bununla

beraber, F' fonksiyonu R de siirekli olup A, kiimesinin limit noktalar1 yine A,
kiimesinin i¢inde olur, yani A kiimesi kapalidir. Dolayisiyla Ay kompakttir. Ayrica
Teorem 2.4 geregince p(As) = 0 olur.

(iv) F fonksiyonu C, da siirekli oldugundan F(z) nin P, daki sifirlarinim

limit noktalar1 yine F'(z) nin sifir1 olup [—7, 37“] araligina diiger. Yani, A3 C A,
olur. Ayrica Teorem 2.3 geregince Ay C As oldugu agik olup dolayisiyla da
w(As) = u(Ay) = 0 bulunur.
(v) Keyfi zp € A3 alalim. Bu durumda zy # z, € A; olmak tizere
lim z, = 2o

n—o0

olur. z, € A; oldugundan F(z,) = 0 olup ayrica F fonksiyonu C, da siirekli
oldugundan

lim F(z,) = F(20)

bulunur. Dolaysiyla F'(z9) = 0 olur; yani zp, F'(z) fonksiyonunun sifiridir. Simdi
2o € Ay; yani zq ifadesinin F'(z) fonksiyonunun sonsuz katli sifir1 oldugu gosterilirse
ispat biter. Tersine zq, F'(z) fonksiyonunun sonlu katl sifir1 olsun. Bu durumda C

da analitik C, da siirekli yle bir h fonksiyonu vardir ki

F(2) = (2 — 2)*h(2), h(z0) #0, 1 <k < o0
15



saglanir. Buradan goriiliir ki, tiim z, ler h fonksiyonunun da sifiridir. Bu durumda

)= G
olup bu ise
h(z,) =0

oldugunu verir. Dolayisiyla h fonksiyonu C, da siirekli oldugundan,

0 = lim A(z,)

n—oo

= h(z)

bulunur ki bu bir geligkidir. O halde zg € A4 olup A3z C A4 elde edilir. =

(3.22) ve Teorem 3.1 kullanilarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2 (3.4) kosulu altinda;

(i) L operatoriiniin 6zdegerler kiimesi simirhdir, sayilabilirdir ve limit nokta-
lar1 [—2, 2] arahgindadir.

(ii) oss(L) C [—2,2] ve ploss(L)] = 0 olur.

Simdi, L operatoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sayisal 6zel-
liklerini incelemek i¢in (3.4) kogulunda 6 = 1 ve 3 < ¢ < 1 durumlan goz 6niine
almacaktir. Oncelikle § = 1 olsun. Bu durumda

ilel_IN) lexp(en) (|1 — an| + |bn])] < 00 (3.23)

olur.

Teorem 3.3 (3.23) kosulu altinda L operatorii, sonlu sayida sonlu kath 6zdegerlere

ve spektral tekilliklere sahiptir.

Ispat. C' > 0 bir sabit olmak iizere n,m € N icin (3.6) esitsizligini kullanarak

2 o)
}l(n—l—m)
16
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durumu goz oniine alindiginda,

Al < ) (11— ar] + b))
k=n+[| %]
= Y exp(—ck)exp(ek) (|1 — ax| + b))
k=n+[| %]
< Cexp[—i(n—l—m)] Z exp(ek) (|1 — ag| + |bx])
k=n+[| %]

< Coml-S(utm)

elde edilir. Buradan ise n > 0 oldugundan,

o0 o)
§ Anmezmz S § |Anm| |€zmz’
m=1 m=1

< C Z eXp[—Z(n + m)| exp(—mIm z)

m=1

< Ciexp [—m (Z + Imz)}
m=1

olup £-+Im z > 0 yani Im z > —% igin ) A,me™ serisi, z ye gore bu bolgede diizgiin
m=1
yakmsaktir. Dolayisiyla (3.19) dan F' fonksiyonu Im z > —§ bolgesinde analitiktir.

Yani F' fonksiyonu, C, dan Imz > —7 bolgesine analitik devama sahiptir. Bu

-5 5]

durumda Teorem 2.2 den F fonksiyonunun P deki sifirlariin limit noktalar: |
araliginda olamaz. Bu nedenle de Teorem 3.1 geregince A; ve A, kiimeleri sinirh
olup Bolzano-Weirstrass Teoremi geregince A; ve A, kiimeleri sonlu sayida elemana
sahiptirler. Ayrica F' fonksiyonu Imz > —% bolgesinde analitik oldugundan, F
fonksiyonunun P deki sifirlar1 sonlu kathdir. O halde (3.22) den, L operatoriiniin
sonlu sayida sonlu kath 6zdegerleri ve spektral tekillikleri olmasi sonucu elde edilir.
]

Goriilmektedir ki (3.23) kogulu, F' fonksiyonunun reel eksenden alt yar1 diiz-
leme analitik devamini saglar. Dolayisiyla bu analitik devam sonucunda L ope-
ratoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlu olmasi sonucu elde edilir.

Simdi € > 0 ve % < § < 1 olmak iizere (3.23) kogulundan daha zayif olan

igg [exp(en®) (|1 — an| + |ba])] < o0 (3.24)
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kosulu gozoniine alinsin. (3.24) kogulu altinda F' fonksiyonunun C; bolgesinde ana-
litik ve reel eksende sonsuz tiirevlenebilir oldugu agiktir. Fakat (3.24) kogulu al-
tinda F' fonksiyonu, reel eksenden alt yar1 diizleme analitik devama sahip degildir.
Bu yiizden (3.24) kosulu altinda L operatériiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekil-
liklerinin sonlu olmasi, Teorem 3.3 den farkl bir yolla gosterilmelidir. Bunun i¢in
ise Teorem 2.5 den faydanilacaktir. Burada, Teorem 2.5 e uygun olmasi amaciyla
g fonksiyonu yerine 27 periyotlu F fonksiyonu ve G kiimesi yerine 4, C [—Z,2T]
kiimesi diisiiniilecek olup ayrica bu teoremdeki 7, ifadesinin de belirlenmesi gereke-
cektir. Dolayisiyla F(z) fonksiyonunun tiirevlerinin incelenmesi gerekmektedir. O

halde (3.24) kogulu g6z oniine alinsin. Buradan & € N U {0} olmak iizere (3.19)
esitliginden,

{F(k)(z)} < |mea 4 aoBo| + 28 [ygen + By | + 37 |y au]

+ Z mk ‘Oéoﬁlem’ }eimz|

m=1

+ Z (m + 1)* [y,01 A1 + 0By Aol [

m=1

+ Z (m + Z)k ”}/0041141771 + Oéoﬁleml ‘ei(m”)z’

m=1

+) 0 (m+3)" [y Ay, | |07

m=1

olup m > 1 i¢in 2m > 2 ve 3m > 3 oldugundan
|F(k)<z)} < 4 (|v100 + @Bl + |1 + 0By | + |7101])

+4* {Z m"* |ao By Aom| + Z m" |y,00 A + 2080 Aom|

m=1 m=1

+ Z m* |yoo1 Aim + o3y Aom| + Z m" |y 1 A, |} (3.25)

m=1 m=1

bulunur. Ayrica n > 0 olmak {izere

m
bz oo |5
Z n—+ 5
m
>
- 4
ve buradan % <4 < 1 olmak iizere
5
m
k0 <
- 4



olup (3.6) esitsizligi kullanilarak

|Apm| < Z exp(—5k5) exp(ské) (|11 — ax| + |bk])
-
< Cexpl—=(m) (3.26)

4

elde edilir. Dolayisiyla (3.25) ve (3.26) dan,

8

‘F(k)(2)| < C4F + C4F Z mFe=im

m=1

(3.27)
bulunur. Burada
D, = C4F Z mke= 1™

m=1

olsun. Literatiirde, G : [a, b] — R siirekli bir fonksiyon ise

b
b —a b—a
T}LIEOT;G<G+mT>_/G(t)dt

a

durumunun saglandig1 bilinmektedir. O zaman a =0, b =n ve

icin

< O4F / the=3t ¢

olup y = %t‘s doniisiimii yapilarak,

dt =



oldugundan

4\ ¢ 1
D, < CO4F (= -T 1
p < C <€) 5 (a+1)
= (O4* % %la'
B € 5
k+1
< C’4k<é> i 1CL”L
€ )
< o (2 kgll(ajtl)a
- € )
o EEYLESA
- € ) )
A\ 5 M KR

olur. Burada % < ¢ < 1 olmak tizere 2 > % icin

k+1

AN
D, < C4* (g> 25D (k1) (k4 1)

k+1
B

k+1

s b
< C4F (é> (k+1)7" 220D (k4 1)5 (K +1)
£

=

k41

KR 1
C4%k+1 <§) (k+1)2 " (k+1)

Sk

olup literatiirdeki

[SES

(1+k)pt<e

esitsizligi kullanilarak
k
n

4 k k
Dk < C42k+1 (g) es (k + 1)3

=

yazilabilir. Yine iyi bilinen

(3.28)

(3.29)



esitsizliginden

olup
(k+1)% < kfes (3.30)
durumu elde edilir. Ayrica
K* < kle®
oldugundan
ké < (k)3 eb

olup (3.30) dan,

bulunur. O halde son esitsizlik (3.29) da goz oniine alimirsa

k+1

D, < (42t (é) 6 e (k!)%e%
€
k+1

_ g G) B R (R
9

1 17k
1 B 2 B 1
= 4Ces (il> lmes (é) ] k! (kDo
£ g
1

= Dd*k! (k)7
< Dd*kEIEG-1)

olup k£ > 1 i¢in gl (G-1) > 1 durumu da goz 6niinde bulundurulursa (3.27) den,

IF®(2)| < C4* 4 DakikHGY)
< 4G & pak g1

< Dd*kIKFG) (3.31)

elde edilir. Burada D > 0 ve d > 0 ifadeleri C, ¢ ve § ifadelerine baghdir. Dolayisiyla
Teorem 2.5 deki 7, ifadesi icin,

ne = Dd*kIEFG )

diistiniilecektir.
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Teorem 3.4 (3.24) saglandig) taktirde Ay = @ olur.

Ispat. F fonksiyonu zdes olarak sifir degildir. Dolayisiyla Teorem 2.5 geregince,
ke NU{0} igin

k
t(s) = inf T2

E okl
DEIEFGY) (ds)*
= inf
k k!

= Dinf [/f’“(%*l) (ds)*

olmak iizere Teorem 2.5 teki integralin araligi w > 0 i¢in [0, w) olarak alimirsa

w

/ Int(s)dp(Ass) > —o0 (3.32)

bulunur. Burada ¢(s) fonksiyonuna paralel olarak = € [0, 00) igin
h(z) = 26D (ds)* (3.33)

fonksiyonu goz oniine alinsin. #(s) fonksiyonunun agik¢a yazilabilmesi i¢in h(z)
fonksiyonunun minimumunun bulunmas: yeterlidir. Bunun igin éncelikle i(x) fonksi-

yonunun ekstremum noktalar: bulunmalidir. (3.33) den,
Inh(z) =xln (dsaj%_l)

olup

z(3 — 1)dszs 2

1

= In (ds:c%A) +

1
dsxs~

= % —1+1In (dsa:%’l)

bulunur. Yani

W (z) = 2°G~V(ds)* E —1+1n (dsx}s_l)}

seklindedir. O halde 2/(z) = 0 igin

%— 1+1In (dsx(%fl) =0

bulunup



yazilir. Buradan

- 1-8
e%(ds)_1 =1z,°

olup h(x) fonksiyonunun ekstremum noktasi
-1 =5
rg=e (ds)T=s

olarak bulunur. Ayrica

1 N
W'(z) = 2°G7V(ds)" {5 — 1+ <ds;1:6_1>] + 226D (ds)

= wx(%il)(ds)x { E —1+1In (ds:vél)] 2 + (% — 1)x1}

olup % <0 < 1igin % > 1 oldugundan

1-Lye=1ds % ]_
h”((EO) _ 6( 5)e” (ds) [(_ _ 1)6((18)165}

> 0

elde edilir. Yani zg, h(z) fonksiyonunun minimum noktasidir. O halde

min h(z) = h(xg)

z€[0,00)

bulunur. Dolayisiyla

(3.34)



olup ayrica Teorem 3.1 de p(A4) = 0 oldugundan

o > - / {mm(_lg%—ldlas1%)}@(@5)
0

= D [ + [ S5 s )
0 0

J

= D () — ()] + et [T auan)
0

— 0 5

1
= (A D+ T e / s dp(Ay)
0

elde edilir. Bu durum ise "

/ ST dp( Ay < 00 (3.35)
0

olmasim gerektirir. Fakat burada &5 > 1 oldugundan (3.35) kosulu ancak A, = @

oldugunda,yani 1(A4 ) = 0 oldugunda saglanir. Gergekten; eger A, # @ olsayd
p(Ags) > 2s

ve buradan da

du(Ags) > 2ds

olurdu. Dolayisiyla 1 — % < 0 esitsizligi goz oniinde bulundurularak

x> /Slgfsd:u(A&s)

0

> 2/5_155ds

0
2(1—6)s" 1
1-26

w

2(1 - 4)
(1—26) 751,

olur. Fakat bu durum ise bir celigkidir. Yani, A4 = & elde edilir. =

Teorem 3.5 (3.24) kosulu altinda L operatorii, sonlu sayida sonlu kath zdegerlere

ve spektral tekilliklere sahiptir.
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Ispat. (3.20) geregince teoremin ispati icin, (3.24) kosulu altinda F fonksiyonunun
P bolgesinde sonlu sayida sonlu kath sifirlara sahip oldugu gosterilmesi yeterlidir.
Teorem 3.1 ve Teorem 3.5 geregince A3 = & olur. Dolayisiyla A; ve Ay siirh
kiimeleri bir limit noktasina sahip degillerdir. Bu yiizden Bolzano-Weirstrass Teo-
remi geregince A; ve Aj kiimeleri sonlu olmalidir, yani F' fonksiyonu P bolgesinde
sonlu sayida sifira sahiptir. Ayrica Teorem 3.5 geregince Ay, = @ oldugundan F

fonsiyonunun P bolgesindeki sifirlari sonlu kathidir. m
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4. SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN
BiRiNCi MERTEBEDEN NON-SELFADJOINT FARK DENKLEM-
LERIi SISTEMININ SPEKTRAL ANALIZi

n € N ={1,2,...} olmak iizere selfadjoint olmayan birinci mertebeden fark denk-

lemleri sistemi icin

ns19 + by + pays = Ayl

a1ty + b + Y = MY, neN,

(Yo + 1N + (Bo + BNUSY =0, 181 — 1180 £ 0, 71 # a5'By (4.2)

(4.1)

(1)

sinir deger problemi goz oniine alinsin. Burada her n € N icin vektor degerli

(2)
Yn
diziler ve a,, # 0, b, # 0 olmak iizere (ay), (b,), (pn), (¢,) kompleks degerli dizilerdir.

Ayrica i = 0,1 icin v,, 3; € C olup A ise bir spektral parametredir.

4.1 (4.1), (4.2) Smr Deger Probleminin Jost Coziimii ve

Jost Fonksiyonu

€>0ve%§6§1igin

> exp(en’) (|11 = an| + 1+ bl + Ipal + |gu]) < 00 (4.3)
n=1

z

5 ve z € C, olmak {izere

kogulu goz oniine alinsin. (4.3) kogulu altinda A = 2sin

(4.1) denklem sistemi,

fél) (Z) = imz mnz
fn(Z) = (2) = Qp ]2 + Z Anme . e, ne N, (44)
fn (Z> m=1 —1

@) = oy {

Y A}J}neimZ] = Agilei"”} (4.5)
m=1 m=1
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seklinde simirh ¢oziimlere sahiptir. f(z) = (f.(2)) = ¢ozlimiine, (4.1)

denklem sisteminin Jost ¢oziimii denir. Burada

112
Gn = 21 22 |’
an an
10
[2 = 5
01
11 12
nm -

21 22
Anm Anm

seklinde olup n € NU {0} olmak tizere i, j = 1,2 igin a¥ ve A%  ifadeleri,

- 0o 71
Oé}LI = H (—]_)n_kbkak_ll s
Lk=n+1
a}f = 0,
- 0o 71
0432 = bn H (—1)"_k+1bkak_1] s
L k=n+1
o' = aZ |pat > (et
k=n+1
AL o= - Z (Pk + aw),
k=n+1
ALY = [aksaak + 07 — pras + (pr + ai) A — 2]
k=n+1
2
A3121 = —l+appia, + (A71121> + Avlzlh
A% = — Z {(Qkﬂ + A}j) [ak+1ak + Qor1 (Prs1 + Gor1) + Qe AL
k=n
g+ A — 1] = AT L+ AD)  + ) (AR — bipk) |
k=n+1
A71122 = —ng10n Qi1 + A71121) + AﬁA}}l + A71121 - A?}La
Ay = > {0 - 1) Al — akpa (g + AR AR — AP ]
k=n+1

— (e — Ai) [0k + AiL — ARz) — ARy + ATAG — A

22 _ 12y 412 22 12 412 11 11
Az = —Gn1n(Gnrr + A1) A 1 + Gn1an ATy + AiAny — A+ A,
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A% = Z {AR A + A% — arpar [(qe + AD AL — AR )
k=n

o0

- Z [(Qk+Allc2—1,1) (QkA — A3+ A )+b2A — prAZ 4 A2 }7
k=n+1

ve m > 3 igin

A7112n = ~Qp+4+1Gn [(%H +A12)A7111+1m 2+An+1m 2}
AleiLm 1+A1112m 1 Ailm 1
An, = — Z Ak+10k [(Qk+1+A]1€ )Ak—Hm 1 Ak+1m 1}
k= n+1
- Z Akl q]fAllclm 1 +Akm 1 A/1€72n> + Z (b2 - ]') Akm 1
k=n-+1 k=n+1
00 00
- Z GAL o+ D ARAL = D AT
k=n+1 k=n+1 k=n+1
A = —tuaan [(@o + A A o — A ] + ATA + An — Al
An, = —Zakﬂak [(grir + AR) At — Af 1]
- Z A2 ) (@A, + Al — A = > (i —1) A,
k=n+1 k=n+1
+Y ARAL + Z AL, +ZA Z Ain
k=n k=n+1 k=n+1

bi¢iminde (a,), (b,), (p,) ve (g,) ifadelerine bagh olarak yazihr.
Acikca n € N igin,

f7(ll) (Z) _ 11 7, n+ z Z O[ll <A11 i m+n+ ZA12 i m+n)z>
(2) _ 21 ji(n+3)z _ ;22 inz = 21 11 i(m+n+i)z _ 12 pi(m+n)z
fi(2) ace iaze™ + ar (A iA;

(A21 i(mtntl)z A22 i m+n)2)] (4.6)

seklinde olup ayrica C' > 0 bir sabit ve H%H ifadesi 7'nin tam kismi olmak iizere

1,7 = 1,2 i¢in

AT <C >0 (11— ar] + [T+ bl + |psl + ael) (4.7)
k=nt{|5]]
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esitsizligi saglanir. Dolayisiyla f,,(z) vektor degerli fonksiyonu, C, bolgesinde ana-
litik olup C.. bolgesinde siireklidir.
Diger yandan; (4.2) smur kosulu ile (4.4) ve (4.5) esitlikleri kullamlarak F

fonksiyonu,

F(2) = (v + 2v18in 2) 7 (2) + (By + 28, sin 2) £ (2) (4.8)

seklinde tamimlansin. Bu durumda F fonksiyonu, C, bélgesinde analitik olup C,

bolgesinde siireklidir ve

F(z+4m) = F(z)

esitligini saglar. I’ fonksiyonuna (4.1), (4.2) siur deger probleminin Jost fonksiyonu

denir.

4.2 (4.1), (4.2) Sinir Deger Probleminin Ozdegerleri ve Spek-
tral Tekillikleri

Py : ={2:2€C, z=a+iy, 0 <z <d4m, y>0},
P : =PyUl0,4x]

bolgeleri tanimlansin. Bu durumda (4.1), (4.2) smur deger probleminin ézdegerler

kiimesi ve spektral tekillikler kiimesi sirasiyla o, ve o olmak iizere

/\:)\:2sin§, 2 e R, F(z):O}, (4.9)

{
Tos = {/\ A= 2sin§, 2 e [0,4n], F(z) = 0} (4.10)

seklinde olur. Eger F'(z) fonksiyonu agik¢a yazilmak istenirse;



esitliginden (4.6) ve (4.8) kullamlarak

F(z)

bulunur.

{0+ [(=i) (1 —e75)]} £2(2)

+{By+ By [(—i) (¢'F — e72)]} £57(2)

iatl)lﬁl + (7104%2 + 0‘(1)150)615 + i(_%a? + 7104?2 - a(l)l 1)€iz

+ (7002 = 710%?) €% — iy atle?

P B AR LS (b B AR, + ol B, ALL)
m=1 m=1

0.9}

+ 3 (102 AR, + 1,0 AZ, + ol B Al — af! B, AR%) €(m )2

1

m=
oo
. 21 412 22 422 21 411 22 421
+e E (—70% Al = Yoo ALy, + a7 Ay, + 1077 AL,
m=1
11 11 Ji(m+1)z
—Qq ﬁlAOm) €
oo

+ 3 (e A, + 0 AT, — 10T AR, — 7,0 AR el R):

m=1

Y (cadtall, -l e
m=1

(4.11)

Tanim 4.1 F fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarmin katina, (4.1), (4.2) simr

deger probleminin dzdegerinin veya spektral tekilliginin kat: denir.

Dolayisiyla (4.9) ve (4.10) dan goriiliir ki, (4.1), (4.2) smir deger probleminin

ozdegerleri ve spektral tekilliklerinin sayisal ozelliklerini arastirmak icin, F' fonksi-

yonunun P bolgesindeki sifirlarinin sayisal 6zelliklerini incelemek gerekir. Bu sifirlar

i¢in;

: ={z:2€ PR, F(z) =0},
. ={z:2€[0,4n], F(z) =0},
: = {A; kiimesinin limit noktalarimn kiimesi} ,

: = {F(z) fonksiyonunun sonsuz kath sifirlarimin kiimesi}

kiimeleri tanimlansin. Dolayisiyla (4.9), (4.10) ve (4.12) den,

oq = {A:AzQsin%, zeAl},

Ogs = {/\:)\:2sin§, zGAQ}
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elde edilir.

Teorem 4.1 (4.3) kosulu altinda;

(i) A; kiimesi simirhdir ve sayilabilirdir.

(il) Ay N A3 =2 ve Ay N Ay = @ olur.

(iii) A, kiimesi kompakttir ve reel eksendeki Lebesgue ol¢iisii o olmak tizere
p(Az) = 0 olur.

(iv) A3 C Ag, Ay C Ayve p(As) = u(Ay) =0 olur.

(v) As C A4 olur.

Ispat. (i) (4.7) ve (4.11) kullanilarak

iadlB; + O(e"?) : 8, #0, 2€ P, 7 — o0

F(z) = .
(1102 + adlBy) s +0(e™™); B, =0, z€ P, 7 — 00

olup bu asimptotik egitlik ise F' fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarinin sinirh
bir bolgede oldugunu; yani A; kiimesinin sinirli oldugunu gosterir. F' fonksiyonu
Py bolgesinde analitik olup Teorem 2.1 geregince F' fonksiyonunun F, daki sifirlar:
ayriktir. Bu da A; kiimesinin sayilabilir oldugunu gosterir.

(¢2) F fonksiyonu P, da analitik olup Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 geregince F’
fonksiyonunun, P, daki sifirlarinin limit noktalar: ile Py daki sonsuz kath sifirlar1 P,
m siirinda; yani [0, 47| araliginda olur. Dolayisiyla Ay N A3 = @ ve AANAy =9
bulunur.

(¢43) Her z € A, igin z € |0, 47] oldugundan A, kiimesi sinirhidir. Bununla
beraber, F' fonksiyonu R de siirekli olup A, kiimesinin limit noktalar1 yine A,
kiimesinin i¢inde olur, yani As kiimesi kapalidir. Dolayisiyla A; kompakttir. Ayrica
Teorem 2.4 geregince (As) = 0 olur.

(iv) F fonksiyonu C, da siirekli oldugundan F'(z) nin Py daki sifirlarmin limit
noktalar1 yine F'(z) nin sifir1 olup [0, 47| araligina diiger. Yani, A3 C Ay olur. Ayrica
Teorem 2.3 geregince Ay, C A oldugu agik olup dolayisiyla da p(As) = u(Ay) =0
bulunur.

(v) Keyfi zg € A3 alalim. Bu durumda zy # z, € A; olmak iizere

lim z, = 2o

n—oo
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olur. z, € A; oldugundan F(z,) = 0 olup ayrica F fonksiyonu C, da siirekli
oldugundan

lim F(z,) = F(20)

bulunur. Dolayisiyla F'(z9) = 0 olur; yani zp, F'(z) fonksiyonunun sifiridir. Simdi
2o € Ay; yani zq ifadesinin F'(z) fonksiyonunun sonsuz katl sifir1 oldugu gosterilirse
ispat biter. Tersine zq, F'(z) fonksiyonunun sonlu kath sifir1 olsun. Bu durumda C,

da analitik C, da siirekli 6yle bir h fonksiyonu vardir ki
F(z) = (2 — 20)"h(2), h(20) #0, 1<k < o0

saglanir. Buradan goriiliir ki, tiim z, ler h fonksiyonunun da sifiridir. Bu durumda

M=) = (z — 2)F
olup bu ise
h(z,) =0

oldugunu verir. Dolayisiyla h fonksiyonu C, da siirekli oldugundan,

0 = lim h(z,)

n—oo

= h(z)

bulunur ki bu bir geligkidir. O halde zg € A4 olup A3z C A4 elde edilir. =

(4.13) ve Teorem 4.1 kullanilarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2 (4.3) kosulu altinda;
(i) (4.1), (4.2) sir deger probleminin 6zdegerler kiimesi sinirhidir, sayila-
bilirdir ve limit noktalar1 [—2, 2] arahgimdadir.

(i) 055 C [—2,2], 055 = Tss Ve poss| = 0 olur.

Simdi, (4.1), (4.2) sir deger probleminin 6zdegerlerinin ve spektral tekil-

liklerinin sayisal 6zelliklerini incelemek igin (4.3) kosulunda § = 1 ve % <4d<1

durumlar goz 6niine alinacaktir. Oncelikle § = 1 olsun. Bu durumda

> exp(en) (|1 = an| + |1+ ba| + Ipal + |gu]) < 00 (4.14)

n=1
olur.
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Teorem 4.3 (4.14) kosulu altinda (4.1), (4.2) siur deger problemi, sonlu sayida

sonlu kath ozdegerlere ve spektral tekilliklere sahiptir.

Ispat. C' > 0 bir sabit olmak iizere i,j = 1,2 ve n,m € N icin (4.7) esitsizligini

kullanarak k > n + H %H > 1(n +m) durumu goz oniine alindiginda,

Al < > (= ap] [T+ bl + el + la])
k=n+] 3]
= Z exp(—cek) exp(ek) (|1 — ag| + |1 + b| + |px| + |ax])
h=n+[| %]
< C’exp[—i(n—l—m)] S exp(ek) (11— arl + 14 by| + [pel + lax])
k=n+[| %]

< Cexpl—2(n+m)]

elde edilir. Buradan ise n > 0 oldugundan,

o) o]

i imz @ imz
> AL, < 1Al
m=1 m=1

< C Z exp[—%(n +m)] exp(—m Im z)

m=1
< C’i exp [—m (Z + Imz)}
m=1

olup §+Imz > O yaniIm z > —% icin ) A}J e"™? serisi, z ye gore bu bolgede diizgiin

yakinsaktir. Dolayisiyla (4.11) den Pr’n ?olnksiyonu Im z > —§ bolgesinde analitiktir.
Yani F' fonksiyonu, C, dan Imz > —3 bolgesine analitik devama sahiptir. Bu
durumda Teorem 2.2 den F' fonksiyonunun P deki sifirlarinin limit noktalar: [0, 47]
araliginda olamaz. Bu nedenle de Teorem 4.1 geregince A; ve A, kiimeleri sinirh
olup Bolzano-Weirstrass Teoremi geregince A; ve A, kiimeleri sonlu sayida elemana
sahiptirler. Ayrica F' fonksiyonu Imz > —% bolgesinde analitik oldugundan, F
fonksiyonunun P deki sifirlar1 sonlu kathdir. O halde (3.22) den, (4.1), (4.2) siur
deger probleminin sonlu sayida sonlu katl 6zdegerleri ve spektral tekillikleri olmasi
sonucu elde edilir. m

Goriilmektedir ki (4.14) kogulu, F' fonksiyonunun reel eksenden alt yar1 diiz-

leme analitik devamimi saglar. Dolayisiyla bu analitik devam sonucunda (4.1), (4.2)
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sinir deger probleminin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlu olmasi sonucu

elde edilir.

Simdi € > 0 ve § <6 < 1 olmak tizere (4.14) kogulundan daha zayif olan
Zexp en’®) (|1 = an| + [1 4 bo| + |pu] + |gn]) < (4.15)

kosulu gozoniine alinsin. (4.15) kogulu altinda F' fonksiyonunun C, bélgesinde ana-
litik ve reel eksende sonsuz tiirevlenebilir oldugu agiktir. Fakat (4.15) kosulu al-
tinda F' fonksiyonu, reel eksenden alt yar1 diizleme analitik devama sahip degildir.
Bu yiizden (4.15) kosulu altinda (4.1), (4.2) siir deger probleminin 6zdegerlerinin
ve spektral tekilliklerinin sonlu olmasi, Teorem 4.3 den farkh bir yolla gosterilme-
lidir. Bunun i¢in ise Teorem 2.5 den faydanilacaktir. Burada, Teorem 2.5 e uygun
olmas1 amaciyla g fonksiyonu yerine 47 periyotlu F' fonksiyonu ve G kiimesi ye-
rine Ay C [0,4n] kiimesi diigiiniilecek olup ayrica bu teoremdeki 7, ifadesinin de
belirlenmesi gerekecektir. Dolayisiyla F(z) fonksiyonunun tiirevlerinin incelenmesi
gerekmektedir. O halde (4.15) kogulu goz 6niine alinsin. Buradan & € NU{0} olmak
tizere (4.11) esitliginden,

1\
}F(k)(z” < (5) |71a +04(1)150}+‘_'700‘1 +'71041 _aolﬁl‘
(5
+Z<m__) ’ (1)151A12

+ Z | —ad By AL, + abl B, ALL | |

Do | o

k
) |’7004 - 710412‘ + 2" |7104%1|

)z

+z (e 1) Paf Al + oA+, 43,

+ Z (m + 1) | =003 ALY, = 7002 AT, + 0T AL,

+71a12z421 — ag' B Ag, | |07
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9] k
3
3 () oot Atk + a8, — afiat
m=1

ei(m+%)z

—ma? AT |
+3° (m+2)F =0t ALl — 30242, ||emi2s
m=1
olup m > 1 i¢in 2m > 2 oldugundan

P0G < 4 (na + afiso] + |00 + 9102 - adi| + el =0

+radi]) + 4 {z [\aymm £ 3 —aliBo AR, + ali, AL,
m=1 m=1

oo
21 412 22 422 11 11 o 412
+ E ‘%041 Al + 711077 AT, + ag BoAgn — 61A0m‘
m=1
o0
21 412 22 422 21 411 22 421 11p Al1
+ E ‘—70041 Al — Y001 ALy, + ioq Agy, + 71077 AT, — ag BIAOm}
m=1
o
21 411 22 421 21 412 22 422
+ E ‘70041 Al + 7000 AL, — 1107 Ay, — 1100 Alm}
m=1

} (4.16)

oo
21 411 22 421
+ E ‘—710‘1 Al — M7 AL, |
m=1

bulunur. Ayrica n > 0 olmak {izere

m
bz e [[5]
Z n+ 5
m
> -
- 4
ve buradan % < ¢ < 1 olmak iizere
5
m
k<
- 4
olup (4.7) esitsizligi kullanilarak
AT < > exp(—ek®) exp(ek?) (|11 — ar| + |1+ bel + pil + lgx])
k=n+[| ]
< Cexp[—%(m‘s)] (4.17)

elde edilir. Dolayisiyla (4.16) ve (4.17) den,

8

|F®(2)] < C4F + a7y " mbemim (4.18)
m=1
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bulunur. Burada
= C4F Z mke=im
m=1

olsun. Literatiirde, G : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon ise

) - et

durumunun saglandigy bilinmektedir. O zaman a =0, b =n ve G(t) = the=1t" icin

h_)m b_aZG<

D, = (J’ZlkhraneAlLs
m=1

= (4% lim ZG
— C4* / the= 3t gt

0
00

C4k / the= 5 dt

0

IN

olup y = %t‘s doniisiimii yapilarak,

Ay \ 3
t = (—y :
€
1/4 ; 1
o= 5(2)
oldugundan
Ny
Dy, < C4* (—) g/ykglleydy (4.19)
€
0

elde edilir. (4.19) esitsizliginde, a = k“ — 1 igin @ > 1 oldugu aciktir. Dolayisiyla

I(a) = / y* e Vdy
0
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Gamma fonksiyonu olmak iizere I'(a + 1) = a! oldugundan

Q
4

Dy, < ['(a+1)

IA |
Q Q
=~ =~
By >
2

I
Q
e

[\
Q
Ny
ES
S~ N 7 N /7 N /7 N/

Mk Ok Ok Ok O O

Il
Q
Ny
=
7N

% < 60 < 1 olmak tizere 2 > % icin

olur. Burada
k(AT ol -1 A
D, < C4% | - 25 (k+1) (k+1)7

k+1

I
< Cc4 (il> (k+1)"" 2200 (k4 1)
3

k
B

k+1

kB 1 k
= (4! (é) (k+1)° ' (k+1)°

olup literatiirdeki

SSIES

(1+k)pt<e

esitsizligi kullanilarak

k+1
o

4
Dy < C4%++1 (-) es (k+1)
€

1 k
<1+E) <e
k
1+1 6< 5
— e
k

(k+1)

Sk

yazilabilir. Yine literatiirdeki

esitsizliginden

olup

S
SO

=

< kse

(k+1)

=

(4.20)

(4.21)



durumu elde edilir. Ayrica
k* < kle®
oldugundan
ki < (K1)5 es

olup (4.21) den,

k+1
e o

(SO
Sl

(k+1)% < (k)

bulunur. O halde son esitsizlik (4.20) de gz 6niine alimirsa

k41
D, < (42t (é> 6 e (k!)%e%
£
%
= 42! (ﬁ) T K (k1)
£
4\7 ik
— 4Ce3 (-) [16& (—) ] k! (k15!
£ 9
= Dd*k! (k!)> !

DdF kKRG 1)

IN

olup £ > 1 i¢in Ik 1) > 1 durumu da goz oniinde bulundurulursa (4.18) den,

[FB ()] < C4F + D REHGY)
< 4G 4 a1

< Dd*kIEGY) (4.22)

elde edilir. Burada D > 0 ve d > 0 ifadeleri C ¢ ve § ifadelerine baghdir. Dolayisiyla

Teorem 2.5 teki 7, ifadesi icin,
ny = DARIEGY)
diisiiniilecektir.

Teorem 4.4 (4.15) saglandig1 taktirde A4 = @ olur.

Ispat. F fonksiyonu 6zdes olarak sifir degildir. Dolayisiyla Teorem 2.5 geregince,
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k € NU{0} igin

B NS
t(s) = Hlif T
 DEIEFGY) (ds)
= inf
k k!

olmak iizere Teorem 2.5 teki integralin araligi w > 0 i¢in [0,w) olarak alnirsa

w

/lnt(s)du(AzLS) > —00 (4.23)

bulunur. Burada t(s) fonksiyonuna paralel olarak = € [0, c0) i¢in
h(z) = 276D (ds)” (4.24)

fonksiyonu goz oniine alinsin. #(s) fonksiyonunun agik¢a yazilabilmesi i¢in h(z)
fonksiyonunun minimumunun bulunmas: yeterlidir. Bunun igin 6ncelikle h(x) fonksi-

yonunun ekstremum noktalar1 bulunmaldir. (4.24) ten,
Inh(z) =xln (dsx%_l)

olup

-2

=

' :—1)d
) In (dsx%_1> + 3:(6 >1 o
dsxs™1

= % —1+1In <dsx%_1>

bulunur. Yani

h'(z) = xx(%*l)(ds)‘” E —1+In (dsxélﬂ

seklindedir. O halde A/(z) = 0 igin
1 1_
5—1+ln<dsx§ 1) =0

bulunup

yazilir. Buradan



olup h(x) fonksiyonunun ekstremum noktasi
-1 =5
rg=e (ds)T=s

olarak bulunur. Ayrica

2 1 (2 — 1dsxs

W'(zx) = 2*G-Y(ds) E —1+1In (dsxrlilﬂ + 26 (ds)”
= 2*GD(ds)" L 1+1In (ds:c%*l) 2 + (1 — 1)zt
4] 4]

olup £ <4 < 1igin § > 1 oldugundan

h'(zg) = e

min h(x) = h(xg)

2€[0,00)

bulunur. Dolayisiyla

1-9¢
t(s) = Dexp (— eld_liés_lié>

olur. O halde (4.23) ve (4.25) ten,

(4.25)



olup ayrica Teorem 4.1 de p(A4) = 0 oldugundan

o > - / {mm(_lg%—ldlas1%)}@(@5)
0

= D [ + [ S5 s )
0 0

J

= D () — ()] + et [T auan)
0

— 0 5

1
= (A D+ T e / s dp(Ay)
0

elde edilir. Bu durum ise "

/3_165du(A475) < 00 (4.26)
0

olmasim gerektirir. Fakat burada 15 > 1 oldugundan (4.26) kosulu ancak A, = @

oldugunda,yani 1(A4 ) = 0 oldugunda saglanir. Gergekten; eger A, # @ olsayd
p(Ags) > 2s

ve buradan da

du(Ags) > 2ds

olurdu. Dolayisiyla 1 — % < 0 esitsizligi goz oniinde bulundurularak

x> /Slgfsd:u(A&s)

0

> 2/5_155ds

0
2(1—6)s" 1
1-26

w

2(1 - 4)
(1—26) 751,

olur. Fakat bu durum ise bir ¢eligkidir. Yani, A4 = @ dir. =

Teorem 4.5 (4.15) kogulu altinda (4.1), (4.2) siur deger problemi, sonlu sayida

sonlu kath ozdegerlere ve spektral tekilliklere sahiptir.
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Ispat. (4.9) ve (4.10) geregince teoremin ispati icin, (4.15) kosulu altinda F' fonksi-
yonunun P bolgesinde sonlu sayida sonlu kath sifirlara sahip oldugu gosterilmesi
yeterlidir. Teorem 4.1 ve Teorem 4.5 geregince A3 = @ olur. Dolayisiyla A; ve A,
sinirh kiimeleri bir limit noktasina sahip degillerdir. Bu yiizden Bolzano-Weirstrass
Teoremi geregince A; ve Ay kiimeleri sonlu olmalidir, yani F' fonksiyonu P bolgesinde
sonlu sayida sifira sahiptir. Ayrica Teorem 4.5 geregince Ay = @ oldugundan F

fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlari sonlu kathdir. m
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