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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

INTEGRAL OPERATORLER TEORISINDE DUHAMEL
CARPIMININ BAZI UYGULAMALARI

Yasemin OZEL

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd.Dog¢.Dr. Suna SALTAN

Bu calisma beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, konunun literatiirdeki
yerinin belirlenmesi amaciyla literatiir 6zeti verilmis ve konunun amaci agik-
lanmistir. Ikinci boliimde, operatérler teorisinde ve analitik fonksiyonlar uza-
yinda bazi temel tamm ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde, A(D) ana-
litik fonksiyonlar uzayinda J, integral operatoriiniin komutant1 incelenmistir.
Dordiincii ve beginci boliimde ise, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Duhamel ¢arpimi
ifade edilmistir. C’XL)(]ID x D) uzayimn zw ¢arpanlarmdan olugan F,,, invaryant
altuzayinin Duhamel carpimi ile birlikte Banach cebiri oldugu gosterilmistir. Daha
sonra F.,, altuzayma kisitlanmig olan W,,, iki kath integral operatoriiniin komu-
tant1 ve devirli vektorleri incelenmigtir. Ayrica f € F,,, fonksiyonunun Duhamel
carpimina gore terse sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosul aragtirilmig ve

(E., ®) cebirinin maksimal idealler uzay: ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Duhamel carpimi, Komutant, Iki katl integral operatorii,

Devirli vektor, Maksimal ideal
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the summary of litera-
ture is given in order to determine the place in the literature of the subject and
the aim of thesis is explained. In the second chapter, certain definitions and main
theorems related to operator theory and analytic functions space are introduced.
In the third chapter, commutant of 7, integration operator is studied in A(D)
analytic functions space. In the fourth and fifth chapters, Duhamel product is
described for two variables functions. It is denoted that F., invariant subspace
made up of multipliers of zw in 01(4”)(]1)) x D) is a Banach algebra with respect to
Duhamel product. Commutant and cyclic vectors of double integration operator
W, which is restricted to the subspace F.,, are studied. The necessary and suffi-
cient conditions for which f € F.,, is invertible with respect to Duhamel product

are also investigated and maximal ideals space of (E,,, ®) is defined.

Key Words: Duhamel product, Commutant, Double integration operator, Cyclic

vector, Maximal ideal.
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SIMGELER DiZiNi

Kompleks sayilar kiimesi

Birim disk

Duhamel ¢arpimi

Birim disk iizerindeki analitik fonksiyonlar uzay1
f nin Taylor katsayisi

Banach uzay1

X deki tiim sinirh lineer operatorlerin kiimesi
Volterra integral operatorii

Duhamel operatorii

Holomorfik fonksiyonlar uzay1

Konvoliisyon ¢arpimi

a-Duhamel operatorii

Integral operatorii

J. operatoriiniin komutanti

Iki kath integral operatorii

W .., operatoriiniin komutanti

X tlizerindeki yar1 norm

a-Duhamel ¢arpimi

Yildiz sekilli D bolgesinde analitik fonksiyonlar uzay:
Konvoliisyon operatorii

D, operatoriiniin cekirdegi

W .., operatoriiniin devirli vektorleri

(B, ®) cebirinin maksimal idealler uzayi



1. GIRIS

Operator kalkiiliisii ve integral doniigiim teorilerinin tarihi asirlara dayanmak-
tadir. Matematik, fizik ve elektrik miihendisligi alanlarindaki problemlere uygu-
lanmas1 sebebiyle de siirekli olarak gelisimi stz konusudur. Operator kalkiiliisii,
analizdeki problemleri ¢zellikle de diferensiyel denklemleri ¢oziimii cok daha ko-
lay olan cebirsel problemlere doniistiiren bir tekniktir. Gottfried Leibnitz’e kadar
birkag operator metodu gelistirilmistir. Bu metodlardan adi ve kismi tiirevli
denklemlere uygulanan operatér metodu, 1893 yilinda elektromanyetik teorinin
onciisii fizik¢i Oliver Heaviside tarafindan elektromanyetizm hakkindaki eseri ile

baglantili olarak olgunlagtirilmigtir.

1930 larda cebirsel mantik kullanilarak Polonyali Matematik¢i Jan Mikusinski
tarafindan operator kalkiiliise farkli bir yaklagim geligtirilmistir. Mikusinski tara-

findan ifade edilen

(f % 9)(z) = / f(z — Hyg()dt

konvoliisyon carpimi, operator kalkiiliisiiniin problemlerinde ve uygulamalarinda
onemli yer tutar (Mikusinski, 1956). Konvoliisyon ¢arpimi Heaviside' i operator

kalkiiliisiine direkt bir yaklagimdir. Boylece Volterra integral operatorii
716 = [ 1oy
0
ile konvoliisyon ¢arpimi arasindaki

Jf=1xf

bagintisi, yani J nin {1} in konvoliisyon operatorii olmasi gesitli fonksiyon

uzaylarinda Volterra integral operatoriiniin komutantlarinin ifade edilmesini saglar

(Dimovski, 1990).



Mikusinski’nin konvoliisyon ¢arpiminin tiirevi olarak tanimlanan Duhamel ¢arpimi

z

(F®9)() =5 [ 5z =ttt = [ £ = Dgle)de + F0)9(2)

0

seklinde ifade edilir (Wigley, 1974).

Duhamel carpimi analizin cegitli problemlerinde bir¢ok uygulamaya sahiptir.
Ornegin, adi diferensiyel denklemler teorisinde, matematiksel fizigin siir deger
problemlerinde (Wigley, 1974), Mikusinski’nin operatér hesabinda énemli rol oy-
nar (Mikusinski, 1956).

Wigley, analitik fonksiyonlarin Duhamel ¢arpimini kullanarak ID birim diskindeki
tek degerli analitik fonksiyonlarin uzayimin Duhamel carpimui ile birlikte cebir
oldugunu gostermistir (Wigley, 1974). Yine aym caligmada matematiksel fi-
zigin bir sinir deger probleminin ¢oziimlerinin Duhamel garpimu ile iiretildigini

incelemistir (Wigley, 1974).

p > 1 olmak iizere H?(D) Hardy uzaymm (Wigley, 1975 ve Koosis, 1988) ve
H?(D x D) uzaymn (Merryfield ve Watson, 1991) Banach cebiri yapisi belirttigi

ve bazi 6zellikleri Duhamel carpimi kullanilarak ifade edilmigtir.

Nagnibida, zyp = a noktasina gore yildiz gekilli D bolgesindeki analitik fonksiyon-

larin uzayinda

Tuf(2) = [ st
integral operatoriiniin komutantini belirlemis ve bu uzaydaki Duhamel ¢arpimini,
d 4
(f®9)(2) = — [ flz +a—t)g(t)dt
seklinde tamimlamigtir. Bu ifade a-Duhamel carpimi olarak da isimlendirilir.

Boylece, 7, integral operatoriiniin komutant1 a-Duhamel ¢arpima ile ifade edilebil-

migtir (Nagnibida, 1981).



a = 0 olmasi durumunda Duhamel garpimim kullanarak Tkachenko (1979) ve
Nagnibida (1984) nin yaptig1 caligmalar Duhamel garpimi uygulamalarina érnek-
lerdir. Duhamel ¢arpiminin gegitli uygulamalar1 Karaev ve Tuna (2004), Karaev
(2005a, 2005b, 2005¢), Karaev ve Saltan (2005), Karaev (2006a, 2006b), Giirdal
(2009a, 2009b) 1n ¢ahsmalarinda yer almaktadir.

Bu tez caligmasinda, f(z,w) iki degigkenli holomorfik fonksiyonlar: igin verilen

9 z w
(f®g)(z,w) = afaw//f(z—u,w—v)g(u,v)alvdu
00

Duhamel ¢arpimi tanimi kullanilarak 01(4") = O™ (D x D)N Hol(D x D) uzaymnin
E., = { fe 01(4”) cflzyw) = f (zw)} invaryant altuzayinda

Wf(z,w) = /7 F(u, v)dvdu

iki degiskenli integral operatoriiniin komutanti ve devirli vektorleri incelenmigtir.
Quasinilpotent operator teknigi ile f € FE,, fonksiyonunun tersinebilir olma
kosulu verilmis ve bu kogul gozoniinde bulundurularak FE,,, uzaymin maksimal

idealleri belirlenmigtir.
Dordiincii ve beginci boliimde elde edilen sonuclar orjinal niteliktedir.

Dérdiincii boliim Saltan S. ve Ozel Y. tarafindan "International Congress in Ho-
nour of Professor H. M. Srivastava on his 70th Birth Anniversary, 18-21 August,
2010 Bursa" isimli uluslararasi toplantida 6zet metin olarak sunulmustur. Daha
sonra makale haline getirilen bu sonuclar, SCI tarafindan taranan Journal Func-

tion Spaces and Applications isimli dergide yayimlanmak iizere kabul edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Baz1 Uzay ve Operatorler ile Ilgili Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. X ve Y iki vektor uzaylar1 olmak iizere T' : X — Y operatorii

verilsin. Her a, 5 € C ve f,g € X icin

T(af + Bg) =aT(f)+ BT(g)

esitligi saglaniyorsa T' operatoriine lineer operator denir (Dunford ve Schwartz,

1966).

Teorem 2.1.2. X ve Y normlu uzaylar ve D(T") C X olmak tizere T : D(T') — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin sinirli olmasi icin gerek ve yeter kosul

T nin siirekli olmasidir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.1.3. X ve Y normlu lineer uzaylar ve 7' : X — Y lineer operator

olsun. Her smirh M C X kiimesi i¢in 7' (M) kompakt ise 7" operatoriine kompakt

operator denir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2.1.4. X sonsuz boyutlu normlu bir uzay olsun. Bu uzayda 7" kompakt

bir operator ise tersinebilir degildir (Rynne and Youngson, 2000).

Tanim 2.1.5. T': X — Y lineer operator olsun. 7" altinda Y nin sifir elemanina
doniigen elemanlarin kiimesine 7" nin ¢ekirdegi veya sifir uzayr denir ve KerT ile

gosterilir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.1.6. X normlu uzay ve T : X — X lineer operator olsun. Y C X olmak

tizere T'(Y) C Y ise Y altuzayma T nin invaryant altuzay: denir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.1.7. X normlu uzay ve T', X iizerinde bir operator olsun. A : X — X

stirekli lineer operator olmak {izere,
(T} ={A: AT =TA}

kiimesine T" operatorinin komutant: denir (Conway, 2000).

4



Tanim 2.1.8. X lineer bir uzay ve S C X olsun. S yi igeren tiim altuzaylarin

arakesitine S nin lineer hulu (veya S nin gereni) denir ve lin.hull(S) ile gosterilir

(Maddox 1970).

Tanim 2.1.9. X bir Banach uzay1 ve T" : X — X simirl bir operator olsun.
r € X olmak tizere span{z, Tx, T?x,T3z,...} = X ise x e T nin devirli vektori

denir ve z € Cyc(T) ile gosterilir (Abramovich and Aliprantis, 2002).

Tanim 2.1.10. X normlu lineer uzay ve T': X — X lineer sinirli bir operator

olsun.

3=

lim || 77|

n—oo

=0

ise T' operatoriine quasi-nilpotent operator denir (Abramovich and Aliprantis,

2002).

Tanim 2.1.11. X, K cismi (K=R veya C) iizerinde bir vektoér uzay olsun.
p: X — R doniigiimii her z,y € X ve a € K igin,

i) p(xr) =20

i) p(ox) = || p(x)

iii) p(z +y) < p(z) + p(y)

kosullarini saglarsa p doniisiimiine X iizerinde yar: norm denir ve bu yari norma

gore X uzayma yart normlu uzay denir (Yosida, 1980).

Tanim 2.1.12. X yar1 normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X de bir noktaya
yakinsiyor ise, yani X tam uzay ise, X yar1 normlu uzayma Frechet uzay: denir

(Yosida, 1980).

Teorem 2.1.13. X ve Y lokal konveks uzaylar olmak iizere, {p} ve {q}, X ve Y
nin topolojilerini iireten yar1 norm sistemleri olsun. 7' : D (T) C X — Y lineer
operatoriiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her x € D (T') ve her q € {q}

yarl normu igin,

q(Tz) < Bp(x)

olacak gekilde bir p € {p} yar1 normu ve pozitif bir 5 sayisinin var olmasidir

(Yosida, 1980).



Tanim 2.1.14. X normlu vektor uzayi olmak tizere X uzayi tam yani X de alinan
her Cauchy dizisi yakinsak ve yakinsadigi deger X in bir eleman ise X uzayina

Banach uzay denir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2.1.15. X Banach uzaymin bir Y altuzayinin tam olmasi igin gerek ve

yeter kogul Y nin X de kapali bir kiime olmasidir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.1.16. A kompleks (veya reel) vektér uzay: olsun. Her z,y,z € A ve
her o kompleks (veya reel) sayisi igin A iizerinde agagidaki zellikleri saglayan bir
carpma islemi varsa bu uzaya kompleks (reel) cebir denir.

i) a(z.y) = (ax).y = z.(oy)

i) x(y+z)=xy+zxzve(x+y)lz=xz+y.z

Eger A bir cebir ve her x,y € A i¢in z.y = y.x oluyorsa, A ya degismeli veya
komiitatif cebir denir. A nin carpma iglemine gore etkisiz elemani varsa, yani her

x € A igin

olacak sekilde e € A varsa A ya birimli cebir ve e ye de A man birim elemam

(etkisiz elemani) denir (Rudin, 1991).

Tanim 2.1.17. A cebiri iizerinde tanimlanan norm her z,y € A i¢in

lzyll < Nzl y]

esitsizligini sagliyorsa ve A cebirinin birim elemanl olmas: halinde de,

lefl =1

ise A ya normlu cebir denir.
(A, ]|.]]) normlu cebiri tam ise bu normlu cebire Banach cebiri denir (Rudin, 1991).

Tanim 2.1.18. A degismeli bir Banach cebiri ve I, A nin lineer alt uzay: olsun.



Her x € Aigin 2/ C I ise I ya A nin ideali denir (Meise and Vogt, 1997).

Tanmim 2.1.19. A degismeli bir Banach cebiri olsun. A nin hicbir ideali tarafindan

icerilmeyen ve A cebirinden farkl olan [ idealine maksimal ideal denir (Meise and

Vogt, 1997).

Tanmim 2.1.20. A reel veya kompleks bir cebir olsun. 7' : A — A lineer doniigiim

olmak iizere her z,y € A igin,

T(zy) =T(z)T(y)

egitligi saglaniyor ise T' ye homomorfizm denir. T homomorfizmi birebir ve trten

ise T ye izomorfizm denir (Rudin, 1991).

Teorem 2.1.21. A degismeli bir Banach cebiri ve A, A nmin biitiin kompleks ho-
momorfizmlerinin kiimesi olsun.

a) A nin her maksimal ideali bir ~ € A homomorfizminin ¢ekirdegidir.

b) h € A ise ker h A nin maksimal idealidir.

c) v € A elemanmin tersinebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her A € A i¢in
h(z) # 0 olmasidir.

d) x € A elemaninin tersinebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kogul z in, A nin hicbir
idealinde bulunmamasidir.

e) A € o(z) olmasi igin gerek ve yeter kogul h € A igin h(x) = X olmasidir (Rudin,
1987).

Teorem 2.1.22. A degismeli ve birimli Banach cebiri ve z € A olsun. h: A — C
bir homomorfizm olmak iizere = in spektrumu o(z) = {h(x) : h € A} dir (Lax,

2002).

Tamim 2.1.23. A degismeli ve birimli Banach cebiri olsun. A cebirinin biitiin
maksimal ideallerinin kesisimine A min radikali denir. Diger bir deyisle radikal

quasinilpotent elemanlarin birlesimidir. Eger radA = A ise A cebirine radikal

Banach cebiri denir (Hille ve Phillips, 1957).



Tanmim 2.1.24. Degismeli bir A Banach cebirinin biitiin kompleks homomorfizm-

lerinin kiimesi A olsun. Her = € A igin #(h) = h(z) (h € A) olmak iizere
z2:A—=C

doniistimiine Gelfand déndgtimi denir (Rudin 1991).

Teorem 2.1.25. Degismeli bir A Banach cebirinin maksimal ideal uzay1 A olsun.

Her z € A igin & nin goriintiisii o(z) dir (Rudin 1991).

Tanim 2.1.26. A Banach cebiri ve z € A olsun.
r(z) =sup{|A : A € o(z)}

sayisina x in spektral yarigapr denir (Rudin 1991).

Teorem 2.1.27. A Banach cebiri ve z € A ise r(z) = lim ||x”||% dir (Rudin

1991).

Teorem 2.1.28. (Polinomlar i¢in Spektral Doniisiim Teoremi) X kompleks

bir Banach uzay1 olmak iizere 7" sinirhi lineer bir operator ve
P(A) = ap A" + an A"+ L+ ag (an, #0)

olsun. Bu durumda

dir. Yani
p(T) = apyT" + ap 1 T" ' + ... 4 apl

operatoriiniin spektrumu olan o(p(7")), p polinomunun yalnizca 7" nin o(T") spek-

trumu tizerinde aldig1 degerlerden olusur.

Teorem 2.1.29. (Weierstrass Yaklagim Teoremi) f(z), [a,b] arahginda reel
degerli siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman [a, b] aralig: tizerinde f(z) e diizgiin

olarak yakinsayan bir P,(z) polinomlar dizisi vardir. Diger bir deyisle keyfi

8



f € Cla,b] olmak iizere, her ¢ > 0 igin |f(z) — p(x)| < e olacak sekilde bir
p(x) € P,(x) mevcuttur (Stoll 2000).

Teorem 2.1.30. (Fredholm Alternatif Teoremi) 7" kompakt operator ve
A # 0 olsun. (T'— Al)xz = 0 denklemi yalniz x = 0 noktasinda bir tek ¢oziime
sahipse (yani ker(7'—AI) = {0} ise) T— I tersinebilirdir (Abramovich ve Alipran-
tis, 2002).

2.2. Analitik Fonksiyonlar ile Ilgili Temel Kavramlar

Tanim 2.2.1. D C C olsun. D;,D, C D olmak iizere D; = DN A; # 9,
Dy =DN Ay # @ ve D =D, U D, olacak sekilde C iginde ayrik ve acik A; ve A,

kiimeleri bulunamiyor ise D kiimesine baglantils kiime denir (Rudin, 1987).
Tanim 2.2.2. Baglantili acik kiimeye bilge denir (Rudin, 1987).

Tanim 2.2.3. D C C acik bir kiime olsun. Bir z5 € D noktasi i¢in, her z € D nok-
tasini zg a birlegtiren dogru pargasi D de bulunuyor, yani her z € D ve A € (0,1)
icin Az + (1 = X)zg € D ise, D ye zy noktasina gore yldiz sekilli bolge denir
(Wigley, 1974).

Tanim 2.2.4. S C C olmak iizere f : S — C kompleks fonksiyon ve z, € S olsun.

O halde f kompleks fonksiyonu zg noktasinin bir
D(zp,r) ={2€C: |z — 2| <r}

komgulugunun biitiin noktalarinda tiirevlenebilir ise f, zo noktasinda analitiktir

denir.

Bagka bir deyisle, f fonksiyonu zg noktasmin her D(z, r) komsulugunda yakinsak
ian (2 — 209)" Taylor serisine sahip ise f, zq noktasinda analitiktir denir. Eger
T]L”:loiompleks fonksiyonu bir S bolgesinin biitiin noktalarinda analitik ise f fonksi-
yonuna S kiimesi tizerinde analitiktir denir. f kompleks fonksiyonu C nin tiim

noktalarinda analitik ise f fonksiyonuna tam fonksiyon denir (Rudin, 1987).



Teorem 2.2.5. f fonksiyonu zy noktasinda analitik ise fonksiyonun her mertebe-

den tiirevi de o noktada analitiktir (Rudin, 1987).

Teorem 2.2.6. f fonksiyonu z; noktasinda analitik olsun. zy noktasinin komsu-

lugundaki z ler i¢in f fonksiyonu

0 ) (5,
F) = Yol =zt = ST

Taylor acilmina sahiptir. Bu kuvvet serisi bir D(zp,r) diski iizerinde mutlak
yakinsak ve bu diskin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsaktir (Rudin,

1987).

Tanim 2.2.7. D = {z € C: |z| < 1} birim disk olmak iizere,

Hol(D)= {f(Z) f(2) = Zf(n)zn}

kiimesine birim disk iizerinde tek degerli analitik fonksiyonlarin (holomorfik fonksi-

~

yonlarin) uzayr denir. Burada f(n), f fonksiyonunun n. Taylor katsayisidir ve

~ () (0
f(n) = / '( ) seklinde ifade edilir (Lavrent’ev and Shabat, 1973).
n!

Tamim 2.2.8. Hol(D) birim disk iizerinde holomorfik fonksiyonlarin uzay1 olmak

tizere f,g € Hol(D) igin,

z

(f % 9)(z) = / £z — Hyg(t)dt

0

ifadesine f ve g fonksiyonlarmin konvoliisyon ¢arpimi denir (Mikusinski 1956;

Krabbe, 1970).

Tamim 2.2.9. f, g € Hol(D) igin,

¥4 z

(F®9)(:) =7 [ 5 = Dgtde = [ £z = Dglo)de + F0)g(2)

0 0
ifadesine f ve g fonksiyonlarimn Duhamel ¢arpima denir (Wigley, 1974).
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Teorem 2.2.10. (Runge Teoremi) D, C kompleks uzaymda sinirl ve basit
baglantili bir bolge ve K, D nin kompakt bir altkiimesi olsun. D deki her anali-
tik f(z) fonksiyonuna K iizerinde diizgiin yakimsayan bir P,(z) polinomlar dizisi

vardir (Lax, 2002).

Teorem 2.1.11.(Titchmarsh Teoremi) Reel veya kompleks degerli siirekli
fonksiyonlar f(x) ve g(x) olmak iizere, her ¢ > 0 igin f(z) # 0 (her x € (0,¢)) ve

(f*9)(x) = /f(ﬂs —y)g(y)dy =0

ise g(z) = 0 dir (Yosida 1980).
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3. ANALITIK FONKSiYONLAR UZAYLARINDA 7, INTEGRAL
OPERATORUNUN KOMUTANTI

Bu boliimde, yildiz sekilli D bolgesindeki analitik fonksiyonlarim uzayi A(D) ii-
zerinde tanimlanan 7, integral operatorii ele alinmig ve bu operatoriin komutanti
belirlenmistir. A(D) uzayindaki siirekli lineer 7" operatoriiniin 7, nin komutant:

olmasi icin
z

(TF)(2) = pla) f(2) + / S (24 a— Df(t)dt (3.1)

«

esitligini saglamasi gerek ve yeter kosul olarak verilmistir.

Tanim 3.1. D basit baglantili bolgesi C kompleks uzayinda, z = « noktasina
gore yildiz sekilli bir bolge olsun. D deki tek degerli analitik fonksiyonlarin uzayi
olan A(D) kompakt yakimsakliga sahip topolojik bir uzaydir. f,g € A(D) igin,

o9 = 5 [fe+a-ngma 3.2

- /f’(z +a—1t)g(t)dt + f(a)g(z)

«

ifadesine f ve ¢ fonksiyonlarimin a-Duhamel ¢arpim: denir ve ® ile gosterilir

(Nagnibida, 1981).

A(D) uzay tizerindeki a-Duhamel ¢arpimi kavramimi Dy, Duhamel operatorii
olmak tizere g € A(D) icin,

Dyog=f ®g
olarak da ifade edebiliriz.

Tanim 3.2. A(D) uzay: iizerindeki 7, integral operatorii her f € A(D) igin,

(Tuf)(2) = / f(t)dt (3.3)

ile tanimlanir.
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J. operatoriiniin 7" komutant1 da
{(To} =A{T:TJ0 = TuT}

seklinde ifade edilir. Simdi bu operatorii inceleyelim.

Her f € A(D) icin (3.4) esitligi saglanir. O halde f = z* icin,
TJu2" = Ju T2

olur. Boylece,

z

TJu2" =1T( / thdt) = T( ) =T(

«

Pl

elde edilir.
Tzk+1 akJrlTl

E+1 k-1

egitliginde her iki tarafi k£ + 1 ile ¢arparsak,

T — o1 = (b + 1) 7, T2
bulunur. Yani her £ > 0 igin,

T = o1+ (b + 1) 7,17

elde edilir. Buradan tiimevarim metodu ile,

s=0 "~

k
k!
T:F = (Zyasj(’j_s) T1 (k=1,2,3,...)

esitligi elde edilir.

(3.4)
tk-i—l z Zk-‘rl ak-i—l ) B Tzkr-i-l Oék+1T1
E+1 k+1" k+1 k+1
= jaTZk
(3.5)
(3.6)

(3.6) esitligindeki J* *T'1 ifadesini belirleme amaciyla (7, f) operatoriiniin m.
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kuvvetini hesaplayalim.

- / F(t)dt

olmak {izere,

(TN (2) = Ta(Taf( (/f ) =7 (t/f(f)df) dt

seklinde yazilr. Burada u = [ f(7)dr ve dv = dt olmak {izere kismi integrasyon

metodu ile,

z

(T2)(2) = ]tf(ﬂdfi— / tf(t)dtZz]f(f)df—7tf(t)dt

- z] F(t)dt — 7t f(t)dt = 7(2 —#)f(t)dt

(&7 [0} Q
elde edilir. Benzer sekilde, kismi integrasyon metodunun tekrarlanmasiyla,

z [t

(2H)(z) = / /(t T)f(T)dT] dt :] (t]f(T)dT) dt —

] /tTf(T)dT> dt
= /f dTZ — [ = f(t)dt — {t/t f(r )de]th(t)dt}

— _/f dt—/ f(t dt—z/tf()dt+/t2f()dt
_ / (% S t2) F(t)dt = ]<Z D poyar

bulunur. Tiimevarim metodunu kullanarak (J,f) operatoriiniin m. kuvvetini,
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[(z— 1)

rne = [ (37

seklinde hesaplariz. Boylece (3.6) esitligindeki J* *T'1 operatorii (3.7) formiilii

kullanmilarak ifade edilirse,

T

olur ve (3.6) formiili,

olarak elde edilir. Esitlik s = k icin acik yazildiginda,

ksl
T2 —o/fT1+Z /k—s—l T1dt (3.8)

bulunur. Binom a¢ilimindan,

N

-1

k(k —1)!

s!(k_—s_l)!OéS(Z — t)k_s_l = k‘(Z +a— t)k_l

@
Il
o

oldugu gozoéniinde bulundurulursa her k (k= 0,1, ...) igin,

z

T2 =o"T1 4k / (z+a—t)'T1dt (3.9)
seklinde ifade edilir.
c[() ), cﬁ”), s c,ﬁ”), ...kompleks sayilar olmak iizere, (3.9) esitligini £ = 0,1,2,...,n, ...
icin acik yazip ve sirasiyla cé ), c&"), .. ,c%”), ... sayllariyla carpalim.

k=0 igin {"T1=c"T1+0
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ko= 1 icin, "7z =c"aT1+ c(ln)/(z +a—1)"T1dt

«
z

ko= 2 icin, T2% =Tl + 20 / (z+a —t)'T1dt

k= 3 igin, {"T2%=c"aT1+ 30;(3”)/(2 +a—t)*T1dt

(e}

Bu ifadeler taraf tarafa toplandiginda,

T(cgn)l + cgn)z + cgn)z2 oMy )
— ((c(()n)l +da+ a2+ L+ Mo+ )T

n)

+ (an) + Zan)ﬂZ +a—t)dt+ ...+ nen

Q —

(z+a— t)”_ldt)T1>
olur. Teorem 2.2.10 dan

c(()n)l + cgn)z + c(gn)z2 4o+l 4

n

polinom dizisi D nin herhangi bir kompakt alt kiimesinde f degerine diizgiin

yakinsar. Boylece,

Hm ("1 + e+ M2+ 4 dMn ) = f(2)

n—oo

olarak ifade edilir. Benzer sekilde,
lim ("1 + Mo+ P + .+ cMa” + ) = f(a)

n—oo

dir. Tiirev operatoriiniin A(D) iizerinde siirekli oldugu gozoniinde bulundurul-

dugunda, (3.9) ifadesinden,

Tf(z) = f(a)T1 + / fz+a—t)T1dt
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elde edilir. ¢(z) € A(D) olmak iizere ¢ = T'1 denilirse,

z

(TF)(2) = Fl@)olz) + / o(2)f (= + a — t)dt

«

olur. Konvoliisyon ¢arpimindaki degisme ¢zelliginden,

z

UTN@Z@@H@%ﬁ/¢@+a—ﬂﬂﬂﬁ (3.10)
yazilabilir. Dolayisiyla, 7, operatoriiniin (3.10) esitligi ile ifade edilebilen 7" ko-

mutanti i¢in bir ¢ € A(D) fonksiyonu vardir.

Tersine, ¢ € A(D) herhangi bir fonksiyon olmak iizere, (3.10) formiilii ile tanim-

lanan 71" operatoriiniin siirekli oldugunu gosterelim.

f € A(D) olmak iizere A(D) topolojik uzay: iizerindeki yar1 norm,

p(f) = max [f(z)]

zeKCD

seklinde ifade edilir. 7" komutant operatoriiniin siirekliligini gostermek igin bu

yar: norm tanimini kullanalim. Boylece

z

p(Tf) = max |[(Tf)(z)] = max go(oz)f(z)+/90/(z+a—t)f(t)dt

zeKCD zeK
o

IN

o) ma | ()] + / (= + a1 a8

IN

d(K)) mex | £(2)]

(1ot + e[ 0] a(26) )

bulunur. Burada K, D bélgesinde a noktasini igeren kompakt bir kiime ve d(K)

da bu kiimenin ¢apidir. ¢ > 0 bir sabit olmak iizere

p(T'f) < cp(f)
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esitsizligi saglanir. Bu da T nin siirekliligini gosterir.
Dolayisiyla agagidaki teorem ispatlanmig olur.

Teorem 3.3. A(D) uzayinda J, operatoriiniin komutantinin 7" olmasi igin gerek

ve yeter kosul her f € A(D) igin,

z

T1)E) = elalf(2) + [+ a =D

[e%

esitligini saglayan bir ¢ € A(D) fonksiyonunun olmasidir.

Bu esitlik Tanmim 3.1 deki a-Duhamel garpimi gozoniine alindiginda 7' = D,

olmak iizere,

Dy,of = 90<j3f

_ diz/go(z—l-oz — ) f()dt

- w@ﬂa+/¢@+a—wﬂWﬁ

[0}

seklinde yazlabilir. Boylece, J, operatoriiniin komutant:1 D, bi¢iminde a-

Duhamel operatorii ile ifade edilebilir.

Sonug 3.4. ¢ € A(D) olmak iizere, J, operatoriiniin 71 = ¢(z) olacak sekilde

bir tek 7" komutant1 mevcuttur.
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3.1. A(D) Uzaymnin Izomorfizmleri

Bu kisimda, J, integral operatoriiniin komutanti olan 7" operatoriiniin tersinin
mevcut olup olmadigr aragtirildi ve 7" nin A(D) uzayinda bir izomorfizm oldugu

belirlendi.

Simdi 7' operatoriinii iki operatoriin toplami seklinde yazip tersini aragtiralim.
(3.10) esitliginde genelligi bozmadan ¢(a) = 1 ve ¢ = 1 € A(D) secerek her
f € A(D) icin,

(T = /wzm—t F(tt

= (E+L)f(2)

seklinde yazabiliriz. Burada F, A(D) uzayinda birim operatér ve

- /w(z Foa— b f(t)dt

dir. Amacimiz E + L operatoriiniin terse sahip oldugunu gostermektir. Yani

o0

(E+L)" =) (-yLr

n=0

oldugunu gosterecegiz.

Once, o noktasini iceren D bélgesindeki K kompakt kiimesi icin her z € K olmak

izere,

(3.11)

teK teK n!

(D)) < (maxw( >|) max | f(1)] E—2

esitsizliginin saglandigini gosterelim. Bunun i¢in tiimevarim metodunu kullanaca-

g1z. n = 1 i¢in, tanimdan

(Lf)(z)| = / bz +a— ) f()dt
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< / Wz +a — ] [ £(2)]|d]

IN

e [0(0) | max (1) [ |t
= max[p(t)| max |f(t)][z — o
oldugu goriiliir.

n =m — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

| |z —a|™!

(L) ()] < (maxw( >|) e |£(1) (3.12)

teK teK (m —1)!

n = m i¢in ifadenin dogru oldugunu gostermeye ¢aligalm. Bunun igin (3.12)

ifadesini kullanalim.

(L)) = / =+ a — (L )bt

IN

(rtrggcw )I)mrtrggclf /|t— gy

Burada t — « € [, 2] oldugundan,

1 | el " |z—a|

dir. Boylece

| ’Z_a’m

("D = (maxlo(0)]) maxf(0)

m!

bulunur. Dolayisiyla (3.11) esitsizligi ispatlanmigtir. A(D) iizerindeki yar1 norm

p olmak tizere, (3.11) esitsizligi

p(L"f) < Cp(f) (3.13)
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seklinde ifade edilir. L™ operatorii siireklidir. L™ siirekli operatorii (—1)" sabiti
ile carpildiginda yine siirekli olacaktir. (3.11) esitsizligini n = 0, 1,2, ... igin yazip,
(—1)™ ile carpip taraf tarafa topladigimizda, Z(—l)"L” serisi elde edilir. Boylece

n=0

(3.13) esitsizligi kullanilarak,

C nrn - S ndn
pQQ_(=D"L"f) < |Cx) (1) m] p(f)
n=0 n=0
< (Cxe )p(f)
: S av . .
seklinde hesaplanir. Burada Z(—l)"—' serisi yakinsak bir seridir ve
n!
n=0
o0 dn
Z(—mm — ¢
n=0
dir. Dolayisiyla Z(—l)”L" f serisi yakinsak olup, siirekli lineer bir operator

n=0
belirler. Diger taraftan,

(E+ L)) (-1)"L" = (Z(—l)”L”() E+L)=1
n=0 n=0

esitliginin saglanmasi £ + L nin terse sahip bir operator oldugunu gosterir.

Boylece T operatoriiniin de terse sahip oldugu goriiliir.

Bu durumda agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.1. J, operatoriiniin komutant: olan 7" nin, A(D) de izomorfizm ol-
mast igin gerek ve yeter kogul T nin (3.10) esitligini saglamasi ve

o(a) = (T'1) |.=o# 0 olmasidir.

Sonug 3.1.2. ¢ € A(D) ve ¢p(a) # 0 i¢in, A(D) uzaymmda T1 = ¢(z) olacak

sekilde bir tek T izomorfizmi vardir.
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Sonug 3.1.3. ¢, g € A(D) olsun. ¢(a) # 0 ise,

z

ola)z(z) + / ¢ (24 a —t)z(t)dt = g(z) (3.14)

[0}

denkleminin A(D) de ¢oziimii var ve tektir (Nagnibida, 1981).

Ispat. ¢(a) # 0 olmak iizere, (3.14) denkleminin sol tarafi ¥ + L biciminde ifade
edilirse

(@) E + Lo)r =g

olur. (¢(a)E + L,) terse sahip oldugundan yukaridaki esitligin her iki tarafini

bu ifadenin tersi ile carparsak,

elde edilir. Boylece ¢oziim,

n=0

seklinde ifade edilir ve bu ¢oziim tektir.
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4. W, IKi KATLI INTEGRAL OPERATORUNUN KOMUTANTI VE
DEVIRLI VEKTORLERI

Bu boliimde, iki degigkenli fonksiyonlar i¢cin Duhamel ¢arpimi tanimi verilmistir.
an) uzayinda W iki kath integral operatorii ifade edilmis ve bu uzaym bir
altuzay1 olan FE,,, uzaymin bir Banach cebiri oldugu gosterilmistir. F.,, altuza-
yina kisitlanmig olan W,,, iki kath integral operatoriiniin komutant1 aragtirilmig
ve baz1 ozellikleri incelenmigtir. Ayrica W,,, iki kath integral operatoriiniin F,,,

altuzayindaki devirli vektorleri verilmigtir.

D = {z € C:|z|] <1} kompleks diizlemde birim disk olmak iizere, D x D da
siirekli ve ID x D de n. mertebeden kismi tiirevleri ID x ) daki siirekli fonksi-
yonlara genigletilebilen kompleks degerli f(z,w) fonksiyonlarinin Banach uzay:

C™ (D x D) olsun. C™(D x D) uzaymm analitik fonksiyonlarinin altuzayin

¢t = (D x D) ile gosterelim. O halde

¢t = ¢™(Dx D) Hol(D x D)
= {f(z,w): f(z,w) € C" (D x D) ve f(z,w) € Hol(D x D)}

olarak ifade edilir.

CI(L‘") uzayinda, iki degigkenli fonksiyonlar i¢in konvoliisyon carpimi ve Duhamel

carpimui asagidaki sekilde ifade edilmistir.

Tanim 4.1. f,g € 01(4") icin,

zZ w

(f*g)(z,w) = //f(z—u,w—v)g(u,v)dvdu

0 0

ifadesine iki degigkenli f ve g fonksiyonlarmmin konwvolisyon ¢arpyms denir.

Tanim 4.2. f,g € 01(4") icin,

(f®g)(z,w) = afaw//f(z—u,w—v)g(u,v)dvdu
00
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ifadesine iki degiskenli f ve ¢ fonksiyonlarimin Duhamel ¢arpime denir.

Cg”) uzayinda iki degiskenli integral operatorii her f € C’XZ) icin,

(Wf)(z,w) = /7 f(u,v)dvdu

seklinde tanimlanir.

C’XL) uzaymin sadece zw carpanlarindan olusan altuzay1 F., olmak iizere,

E., = {f € Oﬁ{‘) cfz,w) = f(zw)}

seklinde ifade edilir. Burada FE., = span{(zw)* : k& > 0} oldugunu kolayca

gorebiliriz.

E., = span{(zw)*:k >0}
= closlinhull{(zw)* : k > 0}

olarak ifade edildiginden E.,, uzay: kapahdiwr. F., C C’(n) C(")(]D) x ) ve Teo-

rem 2.1.15 goz 6niine alindiginda FE,,, bir Banach uzayidir.

Leibnitz formiilii gézoniinde bulunduruldugunda f, g € E.,, i¢cin Duhamel ¢arpima,

(f®g)(zw) = aj;w//f((z —u)(w — v))g(uv)dvdu

N //azaw z —u)(w —v))g(uv)dvdu

w

/8 g(uw)du + /a(lf(O)g(zv)dv + f(0)g(zw)

0

_ / / o (2 = w)(w = 0)g(un)dvdu + f(O)g(zw) (4.1

bi¢giminde ifade edilir.
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Teorem 4.3. (E,,,®) uzayi Duhamel c¢arpimina gore Banach cebiridir.

Ispat. (E..,®) uzay: Banach uzay1 oldugundan bu uzaym Banach cebiri oldugu-

nu gostermek icin tizerinde tanimlanan norma gore

If®9glg,, <

esitsizliginin saglandigim1 gostermek yeterlidir. F.,, altuzay: iizerindeki normu

9! f (zw)

0z%1 Doz

£, = max{ max

(z,w)eDxD

Dol = a1 + as :O,l,...,n} (4.2)

olarak tanimlayalim. (4.1) esitliginde konvoliisyon ¢arpiminin degisme 6zelligi

kullanilarak
o 9)ew) = [ [l = w)w =) 5 fluo)dodu+ [O)g(w)  (43)

elde edilir. o = a3 +ay olmak tizere (4.3) esitliginin « kez kismi tiirevi alindiginda

la] |al 2
0 //az 0 —u) (w —v)) 888 f (uv) dvdu

0291 Qw2 8w°‘2 o1 8w0‘2 uOv

olel

0z91 o2

+/(0) g (zw)

bulunur. F,, uzay: iizerinde tanimlanan norm ifadesi gézoniinde bulundurul-

dugunda

If ® 9., <2[fls., 19e.,

elde edilir. Boylece (E,,,, ®) uzay1r Duhamel ¢arpimina gore bir Banach cebiridir.

E., altuzay: iizerinde W, = W | E.,, integral operatoriinii

(W f)(zw) = 77f(uv)dvdu (4.4)

seklinde ifade edebiliriz.
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Simdi F,,, altuzay: i¢cin Duhamel ¢arpimi tanimini kullanarak W,,, operatoriiniin

komutantini aragtiralim.

E.,, Banach uzay: iizerindeki biitiin sinirh lineer operatorlerin Banach cebirini

L(E.,,) ile gosterelim. T' € L(FE.,), W, operatoriiniin komutant: ise
{sz}l = {T : Tsz - szT}

seklinde ifade edilir.

Her f € 01(4”) icin TW,,.f = W.,,Tf esitligi saglandigindan f = (zw)k i¢in,

TW o (zw0)* = W, T (zw)*

olur. Buradan,

z ¥4 w

TW.w(zw)* = T // Yedvdu | =T /uk /vkdv du
00 0 0
= T /u

B +1 k+1 _ T(Zw)k+1 B o .
B T((k+1) ) (k4 1) = WeuT(zw)

elde edilir. Bu esitlikte her iki taraf (k 4 1)2 ile carpilirsa her k > 0 igin,
T(zw)* = (k4 1)* W, T (zw)* (4.5)
bulunur. Tiimevarim metodunu kullanarak her £ > 1 ve s € R igin,
k
T(zw)" =Wk T1 [[152 (4.6)
esitliginin saglandigini gosterelim:

T(zw) =W,,T1 (k=1 igin)
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ifadesinin dogru oldugu (4.5) denkleminden goriiliir.
T(zw)” = W2, T1 1 52 (k = n icin) (4.7)
ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.
n+1
T(zw)"t = W1 [1132 k=n+1ign (4.8)
ifadesinin dogru oldugunu gostermeye caligahm. (4.5) esitliginden,
T(zw)"™t = (n+ 1) W, T (zw)"
elde edilir. Burada T'(zw)™ yerine (4.7) deki esitligi yazarsak,

T(zw)"™ = (n+1)>W., <W:wT1 Hls2)
= WIHT1(n + 1) [1132
n+1
= WrHT1 1}132
bulunur. Boylece (4.8) esitliginin dogru oldugu ispatlanmig olur.

Simdi her f € E., ve herhangi bir k icin (4.6) esitligindeki Wk, operatoriiniin
asagidaki sekilde ifade edilebildigini gosterelim:

k _ [ [le= 0=
(WEf) (zw) = [/ & DIP f(uv)dvdu (4.9)

0

Bunun i¢in oncelikle,
(zw)"*

(Wzkwf) (zw) = [k!]2

® f(zw) (4.10)

ifadesinin dogru oldugunu gosterelim.

k =1 igin,
(Wowf) (zw) = zw ® f(zw)
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= 82810// z—u) ) f(uv)dvdu

bulunur. Bu esitligin W,,, operatoriiniin tanimindan dogru oldugu goriiliir.

k = n igin,
(zw)"

wn Zw) =
(W2 () = 55

® f(zw)

ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.

k =n+1 igin,
(Zw)nJrl

[(n+ 1))

(WES) (zw) = ® f(zw)

ifadesinin dogru oldugunu gosterelim.

(WZ) (2w) = We (W2, ) (20))

_ (zw ® <(Zn7”‘,’))n) ® f(zw)

_ Mm// —w)(w — )
_ / / [z~ u)(w —v)] (;;7;))2 dvdu+0> ® f(zw)

— (n!)Q//(uv)”dvdu) ® f(zw)

= (Zw)n+l Al
= ey /Y

)) dvdu) ® f(zw)
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bulunur. Dolayisiyla (4.10) esitligi ispatlanmig olur. Bu esitlik kullanilarak,

(WEf) (zw) = (zw) ® f(zw) = aj;w//[(z—u)(wZ—v)] f(uv)dvdu

GIE (k)
1 T 2 k—1
— (k!)2/[k z—u)(w—v)]""" f(uww)dvdu
k? I k-1
- T O/ { (2 — w)(w — o) f(uv)dvdu

[ flemw—t
«—[{ v

elde edilir. Boylece (4.9) ifadesinin dogru oldugu gosterilmistir.

Yukaridaki egitlikte f = T'1 alinarak

TG —uw)w — o)
Wk T1 = [ [ kDT Tldvdu

ifadesi (4.6) esitliginde yerine yazilirsa,

zZ w

k - k-1
= 115 / / 2 ) )] Tldvdu

0

oldugu goriiliir. Bu egitlik £ = 1,2, 3, ... i¢in agik yazildiginda sag taraf p(zw) € P
ile T'1 in Duhamel ¢arpimini ifade eder. Gergekten k£ = 1 igin,

T(zw) = 12 / / Tldvdu
_ //azaw (> — w)(w — v)] Tldvdu + 0.T1

_ ajaw / / (2 — w)(w — v)] Tldvdu

= 2w®T1
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bulunur. k£ = 2 igin,

zZ w

T(xw)? = 12.22 / / (2 = 73'()112) =) Pl dvdu

0 0

— _ _ 2 2
= //8z8w z —u)(w —v)]" Tldvdu + 0°.T'1

_ aj;w / / (2 = u)(w — v)]* T1dvdu

= (zw)?®T1

bulunur. Bu sekilde devam edildiginde,

T(zw)® = (zw)*®T1

T(zw)* = (zw)*®T1

T(zw)" = (zw)"®T1

oldugu kolayca goriiliir.

Bu ifadeler taraf tarafa toplandiginda, her p € P polinomu igin,
Tp(zw) = plzw) ® T'1
olur. Weierstrass yaklagim teoreminin kullanilmasi ile her f € E,,, icin,
(T'f) (z2w) = f(zw) ® T1

dir. Boylece,

(TF)(zw) = f(ow) ® T1 = / / o [ (=~ w)(w — v) Tldudu + f(O)T1
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elde edilir. T'1 = ¢ alinip Duhamel ¢arpiminin degisme 6zelligi kullanildiginda,

(Tf)(zw) / /828w (z —u)(w —v)) f(uv)dvdu + p(0) f(zw)  (4.11)
yazilabilir. Dolayisiyla W,,, operatériiniin (4.11) ile ifade edilebilen 7" komutanti
i¢in bir ¢ € E,,, fonksiyonu vardir.

Tersine ¢ € E,, i¢in F,,, uzayinda W, operatoriiniin 7" komutanti (4.11) formiilii

ile ifade edilir ve T" operatorii
TW. o f(zw) = W, Tf(zw), feE.,

esitligini saglar. Ayrica T' € L(FE.,) ve E,, normlu bir uzay oldugundan T
operatorii Teorem 2.1.2 den siirekli bir operatordiir. Yani (4.11) gosterimine

sahip olan T' € L(E,,,) operatorii W,,, operatdriiniin komutantidir.
Boylece asagidaki teorem ispatlanmais olur.

Teorem 4.4. T € L(E,,) operatoriiniin W,,, operatoriiniin komutant1 olmasi

icin gerek ve yeter kogul her f € E,,, icin

(Tf)(zw) / /82810 (z —u)(w —v)) f(uv)dvdu + ¢(0) f(zw)

olacak gekilde bir ¢ € F,,, olmasidir.

Bu esitlik iki degiskenli fonksiyonlar icin Duhamel ¢arpimi tanimi gozoniine alindi-

gimda T' = D, olmak {izere
Dwf = o®f
= 8z8w//(p z—u)(w —v)) f(uv)dvdu
0

_ / / oo (2 = w)(w = ) f(ue)dvdu + 5(0) f(2u)
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seklinde yazilabilir. Boylece W.,, operatoriiniin komutant1 D, bigiminde Duha-

mel operatorii ile ifade edilebilir.

Sonug 4.5. ¢ € E,,, olmak tizere W,,, operatoriiniin 71 = ¢ olacak sekilde bir

tek T komutant1 vardir.

ispat. p € FE,, olmak iizere W,,, operatoriiniin 771 = ¢ ve To1 = ¢ olacak
sekilde iki kommutant1 oldugunu kabul edelim. 77, T5 € {sz}/ ise

(Tl - TQ) sz = lezw - TQsz
- szTl - szTQ

W (T =T)
oldugundan (T} — T3) € {W.,,} bulunur.
TJ@w)::wmﬁ@wwg77agw¢«z—wwwwwfwwmwu
0
T,f () = wmvuw»y?7agww«z—mewawwmwu
v
bu iki egitlik taraf tarafa gikarihrsa,
(Ty — Ty) f(2w) = 0 + [[Odvdu ~0

elde edilir. Boylece bu sonug W,,, operatoriiniin bir tek 7" komutant1 oldugunu

gosterir.
Sonug 4.6. Bir operatériin komutant: komutatifse {W.,,} = {W.,} dir.

ispat. v, Y € E,,, fonksiyonlar: i¢in W,,, operatoriiniin 77 ve Ty gibi iki komu-

tant1 olsun. Konvoliisyon operatorii

Koo flew) = //&&U (2 = ) (w — v)) f (wo)dvdu
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seklinde ifade edilmek iizere,

Tuf(zw) = @(0)f(z) + / / O (2 — u)(w — v)) f(uv)dvdu

dir, her f € E,,, i¢in

olur. Benzer sekilde

Tof(zw) = $(0)f(zw) + / / o (2 = u)w — v) f(ww)dvd

dir, her f € E,, i¢in
Ty = (0)I+K o2,

9z0w

bulunur. Konvoliisyon ¢arpimi degismeli oldugundan

T = (1K 2, ) (O1+K 4., )

- (WO ) (O )

0z0w 0z0w
= T1h

elde edilir.

Teorem 4.7. T € L(FE,,) operatoriiniin F,,, uzaymda bir izomorfizm ve W,

operatorii ile degismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7" nin

() = 010 + [ [ 55 (= =) flanddvdu (112

esitligini saglamasi ve p(0) = (T'1) |07 0 olmasidir.

Ispat. T e L(E.,) operatorii E,,, uzaymda bir izomorfizm ve W,,, ile degigmeli
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bir operator olsun. T € L(FE,,), W,, operatorii ile degismeli ise Teorem 4.4
gozoniinde bulunduruldugunda, 7' nin (4.12) seklinde ifade edilebildigi agiktir.
Simdi, T" operatorii E,,, uzayinda bir izomorfizm ise ¢(0) # 0 oldugunu gostere-
lim. Bunun igin olmayana ergi metodunu kullanarak éncelikle ¢(0) = 0 oldugunu

kabul edelim. Boylece (4.12) esitligi

(Tf)(zw) //82811} (z —u)(w —v)) f(uv)dvdu

seklini alir. Esitligin sag tarafi K ,2, konvoliisyon operatoriidiir. Bu operator
0z0w

Volterra tipi integral operator oldugundan kompakttir. Teorem 2.1.4 den dolay1

T operatorii tersinebilir degildir. Bu ise 7" nin izomorfizm olmasi ile geligir. O

halde ¢(0) # 0 dur.

Tersine, p(0) = (T'1) | # 0 ve T operatoriiniin (4.12) gosterimine sahip oldugu-

zw=0
nu kabul edip 7' € {sz}/ ve T operatoriiniin F,,, uzayinda bir izomorfizm
oldugunu gosterelim. Teorem 4.4 den T € {sz}/ oldugu acikca goriiliir. T

operatoriiniin izomorfizm oldugunu gostermek i¢in 7' nin tersinebilir oldugunu

gostermeliyiz. (4.12) esitligi kullamlarak,

0z0w

Ko f= // (= = u)(w — ) f (wv) dud

olmak {iizere T' operatorii

T=D,= (¢(O)I+Ka%)
0z0w

seklinde yazilabilir. K ,2, konvoliisyon operatorii £.,, uzayinda kompakt oldugun-
9z0w

dan sadece ker D, = {0} oldugunu gostermek Fredholm Alternatif teoremine gére

T operatoriiniin tersinebilir oldugunu ispatlar.

Simdi ker D, = {f € E.,, : D,f = 0} = {0} oldugunu gosterelim. Bunun icin,
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f € E.,, olmak iizere

D,f = <<P(0)I+K62¢>f:o

0z0w

olsun. Boylece

D,f = afaw//go ((z — u) (w—)) f (uwv) dvdu = 0 (4.13)

dir. ¢1, o sabit say1 ve z € D olmak {izere (4.13) esitliginden,

7790 (2 — ) (w—v)) f (w) dvdu = ¢12 + ¢,

bulunur. z = 0 aldigimizda her w € D igin,

z

0= //gp ((z —u) (w—w)) f (uv) dvdu = (az+2)|,_g =2
00 2=0
olur ve buradan ¢, = 0 oldugu goriiliir. Diger taraftan w = 0 aldigimizda her

z € D igin,

z

0= / o ((z —u) (w—2)) f (w) dvdu =z

0 w=0

bulunur ve ¢; = 0 elde edilir. Boylece her z, w € D igin,

//gp((z—u) (w—)) f (ww) dvdu =0 (4.14)

elde edilir. Buradan ¢ nin siirekli bir fonksiyon ve ¢(0) # 0 olmasi sebebiyle
(p(0) # 0 ise ¢ siirekli fonksiyon oldugundan dolayi, her £ > 0 igin ¢ fonksiyonu
sifirin her € komsulugunda da sifirdan farklidir) Titchmarsh teoreminden f(zw) =
0 dir. Boylece ker D, = kerT' = {0} oldugu bulunur. Dolayisiyla 7" operatorii

E.., uzayinda tersinebilirdir. Yani T" operatorii F,,, uzayinda bir izomorfizmdir.
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Sonug 4.8. ¢ € E,,, ve p(0) # 0 igin F,,, uzayinda T'1 = p(zw) olacak sekilde

W, ile degismeli bir tek T' izomorfizmi vardir.

Sonug 4.9. ¢, 1,y € E,,, olsun. p(0) # 0 ise,

e+ [ [ 550~ u)w = 0)) 0 (w0) dodu = o(zw)

denkleminin F,,, uzayinda coziimii vardir ve tektir.

Teorem 4.10. f € E,,, olsun. f fonksiyonunun W,,, operatériiniin devirli vek-

toril olmasi igin gerek ve yeter kogul f(0) # 0 olmasidir.

Ispat. Teorem 4.3 den F.,, uzay1 Duhamel carpimina gére Banach cebiri oldugun-

dan

(Drg)(zw) = (f ® g)(2w)

ile ifade edilen Dy Duhamel operatériiniin sinirli oldugunu biliyoruz. Ayrica W,

iki kath integral operatorii i¢in (4.10) esitligi ile verilen

(zw)"

Tk

(WE,f) (zw) = ® f(zw) (k > 0)

ifadesinin gerceklendigini gostermistik. Bu ifadelerden

(zw)*
Tk

E; = span{WE f:k>0} = span{

- o (52 21

= closDyspan {(zw)* : k > 0}

® feu) k20

= closDE,,

elde edilir. Tamimdan dolayr f in devirli vektoér olmasi icin (f € Cyc(W.y))
closDsE.,,, = ., esitliginin saglanmasi gerekmektedir. Boylece f in devirli vek-
tor oldugunu gostermek i¢in closD¢E,,, = E,, <= f(0) # 0 oldugunu goster-

meliyiz.
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Oncelikle closDE,,, = E,, yani E; = E,, iken f(0) # 0 oldugunu gosterelim.
f(0) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

(zw)"

[k1)?

Efzspan{ @f(O):k’ZO}C{hEEzw:h(O):()}

bulunur. Bu da Ef = E,,, olmasi ile gelistiginden f(0) # 0 dir.

Teoremin tersini gostermek igin f(0) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
closD¢FE.,, = E.,, oldugunu elde etmek i¢in D operatoriiniin tersinebilir oldugunu

ifade etmek yeterlidir. Teorem 4.7 in ispatinda

Df = (f(())[-i- K 825 )

9z0w

olarak ifade edilen D; operatoriiniin tersinebilir oldugu Titchmarsh ve Fred-
holm alternatif teoremi kullanilarak ispat edilmisti. Bu sebeple D; operatorii

tersinebilir oldugundan

closD¢E.,, = E.,

elde edilir. Boylece Ey = E,,, dir. Buradan f € Cyc(W,,) oldugu goriiliir.
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5. E., BANACH CEBIRININ MAKSIiMAL iDEALLER UZAYI

Bu bsliimde bir f € E,,, fonksiyonunun Duhamel ¢arpimina gore hangi kogullar
altinda terse sahip oldugu Karaev ve Tuna (2004) tarafindan kullanilan quasi-
nilpotent operator teknigi yardimiyla aragtirilmistir. Quasinilpotent elemanlarin
bulunmasiyla (F.,, ®) cebirinin radikal olmayan bir Banach cebiri oldugu gos-
terilmigtir. Ayrica, (F.,,®) cebirinin maksimal idealler uzay1 ifade edilmigtir.
Radikal Banach cebirleri i¢in maksimal idealler uzay: iyi bilinmektedir. Fakat,
Duhamel carpimina gore radikal olmayan Banach cebirleri i¢in bu tiir problemler
yeterince aragtirilmamigtir. Bu agidan (F,,,, ®) cebirinin maksimal idealler uza-

yinin ifade edilmesi 6nemlidir.

Teorem 5.1. f € (F,,,®) olmak iizere f fonksiyonunun ®-tersinebilir olmasi

icin gerek ve yeter kosul f(zw) |,u=07# 0 olmasidir.

Ispat. f fonksiyonu Duhamel carpimina gore E.,, Banach cebirinde tersinebilir
olsun. O halde her z = (21, 29) € D x D igin (f ® g)(z) = 1 olacak gekilde bir tek
g € (E.,, ®) vardir. Ozel olarak z = 0 igin, (f ® ¢)(0) = 1 dir. Yani

0z0w

0)g(0) =1

(f®9)(0) = / / T 1((z — u)(w — v))gluv)dvdu + F(0)g(0) = 1
i

bulunur. Béylece f(0) # 0 dir.

Teoremin diger tarafinin ispati i¢in, f(0) # 0 olsun. Bu durumda f fonksi-
yonunun (F,,,, ®) Banach cebirinde tersinebilir oldugunu gosterelim. Bunun igin
h € E., olmak tizere Dth = f ® h geklindeki Dy Duhamel operatoriintin £,,,
cebirinde tersinebilir oldugunu gostermek yeterlidir. F' = f — f(0) olarak alalim.
Buradan agik¢a F'(0) = 0, f(2) = F(z) + f(0) oldugu goriiliir. I, F,,, cebirinde

birim operator olmak iizere

Dy = Dyoy+(s-f©0) = Dso) + Dy—f(0)
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dir. Teorem 2.1.28 den Dp in bir polinomu olan Dy = f(0)/ 4+ Dp operatdriiniin

spektrumunu

o (P(Dr)) = P (a(Dr))

olarak yazabiliriz. Burada Dp operatorii quasinilpotent ise o(Dp) = 0 dir.

o (P(Dr)), P(Dp) polinomunun o(Dp) de aldig1 degerlerden olugtugundan

o (f(0) + Dr) = f(0)

bulunur. Teoremin hipotezinden f(0) # 0 oldugunu biliyoruz. O halde o(Dy) # 0
dir ve 0 ¢ o(Dy) oldugundan Dy tersinebilirdir. Simdi de D in E,,, cebirinde
quasinilpotent operator oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin operatorlerin spek-

tral yaricapini ifade eden
r(Dp) = hm HD H

Gelfand formiiliinii kullanacagiz. Ilk olarak HD H ifadesini hesaplayalim. g €

E.,, i¢in konvoliisyon operatorii

(K gz ) (o) = (afiu * 9) (2)

olmak {izere

(Dpg) (zw) = 828107717 (z —u) (w—0))g(uw)dvdu

- //[F’<<z—u><w—v>>

z—u)( — ) F" (2 — u) (w — v))]g (uv) dvdu + F (0) g (zw)

= //F’ z—u)(w—wv))+

(z —u)(w—0)F" ((z —u) (w—10))]g (vwv) dvdu
= (K o2F g) (zw)

dzO0w
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bulunur. Boylece Duhamel operatérii konvoliisyon operatorii ile ifade edilebile-

ceginden

(K ggo) (] =

<

bulunur.

(K a) o)

+

[{ z—u —|—
(z —u) (w—0) F"((z — u) (w — v))]g (w) dvdu

//| (2 =) (w =) +

(z —u) (w=v) F"((z = u) (w = 0))][ g (u0)| |dv] |du|
IE1 Mgl 2wl

= |1, (K ggo)] (o)

0z0w dzo0w

(= 8) (0 = ) P () (0~ 7)) g (0] ] ] o
1712 o, 2T

elde edilir. Boylece tiimevarim yontemi ile

[zw]*

[(Kr 0) G| < IFIE Ngll, (5.1)
0z0w

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Simdi konvoliisyon operatoriiniin kismi tiirev-
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lerini hesaplayalim.

azaw Jz0w

2 (Kﬁ g) ‘ _

F' — —
82811}(// (z —u) v)) +

+ (2 —u) (w—0) F"((z — u) (w —v))]g (w) dvdu)]

= 828w (779 Z —u) ) [F" (uv) + wvo F" (uv) dvdu)

0 0

_ // (2 —u) (w =) + (2 — ) (w —v) g" ((z — u) (w — )] (F' (uv) +

- w0 (w))dvdu + g (0) (F' (zw) + 2wF" (zw))|

- / / F (2 — ) (w — ) + (2 — u) (w — ) F" ((z — ) (w — )] [¢ (uw0)

tuvg” (wv)]dvdu + g (0) (F' (zw) + 2wF” (z0))|

IN

[ 19 (G = = o)+ = ) 0= 0) P (= = ) (w0 = o)) g ) +

+uvg” (wo)| [dol |du| + |g (0)] [F' (zw) + zwF" (zw)]

IN

1E1], (g1l 20l + [1E1L, N9,

< #l, llgll, (lzw] + 1)

seklinde elde edilir.

gegw (Fag) (o
+ (2 —u) (w—v) F"((z — u) (w —v))] {{{[F’((U—t)(v—ﬂ)
+ (u—t)( T)F" ((u—1t) (v —7))]g (tT) drdt} dvdul

(z —u) (w—0))

+(2—U)( - )F”((Z—U)(w—v))]{Z{[F/((U—t)(v—ﬂ)
(u—1) (v —7) F" ((u—1) (v = 7)) g (t7) + trg" (t7) drdt]
) [F' (uv) + uwv F" (uww)]} dvdul

g9(0
{{ ((z —u) (w—))

+
+
<
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(2 =) (w — v) F” (= — u) (w — v)) {ff F ((u— 1) (v — 7))

+l(uw=1t) (v =7) F"((u = 1) (v = 7))| g (t7) + trg" (t7)[ |d||di]
+ [g (O] [F" (wv) + w0 B (uwv)[} |do] |du|

< JJ1F (= =) (w =)

(2= u) (w —v) F" (= — ) (w— v)) (ZZ\F’«u—t) (v—1))

(=) (0= 7) " (= 1) (0 = 7)1 (t7) + b (¢7)] | ] o]
[P (=) (w =)

(2 =) (w— ) B (= =) (w—v))| |g (0)] |F" (uv) + woF” ()] |do |dul

2
2 |zw 2
< 1 gl == + 115 lgll, [zl

[zwl?
< HFHiH9Hn< 5 Tl

< |IEII, lgll, (

olarak bulunur ve tiimevarim yontemiyle

k
0? A & (|zw|2 + 1)
Kk, < |IF ~ )

elde edilir. Kismi tiirevleri hesaplamaya devam ettigimizde,

8228w2//F/ z—u)(w—0)

84
dz20uw? <K§’faF g ‘

+ (2 —w) (w—v) F"((z — u) (w —v))]g (uwv) dvdul

8z5w(//F z—u)(w—0)
00

(2= w) (w = 0) P ((z = u) (w — )] [¢' () + uvg” (uwv)] dvdu
+ 9(0) (F' (z2w) + 2wF" (z0)))|

zZ w

[ J1# (= =)

0 0
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+(z =) (w =) F" ((z = u) (w — v))][g"? (w0)
+4uvg® (uwv) + (uv)® g@ (w)|dvdu

+ (F' (zw) + zwF" (zw)) ¢' (0) + (F' (2w) + zwF" (zw)) g (0)|

< N1F, Mgll, lzwl + 11, gl + 11E L, gll,,
< 1F, llgll, ([zw] +2)
bulunur.
ot 0? 0?
- K2 — —K2
az2aw2( Lig> (Z“’)' 920w (azaw e )(zw)l

= 8zaw(//F z—u)(w—0)

+@—uﬂw—vﬂﬂ«z—wuu—mn{//ﬁwau—ww—w»

+(u—t)(v—7)F" ((u—1t)(v—7))] g (t7) + trg" (t7)] drdt
+ g (0) [F' (uwv) + woF" (uv)]} dvdu)|)

Mw(//p o
(2 — u) (w— ) F" (= — u) // (=) (v —7)

+(u - t) (v —7) F"((u—1t) (v —7)) g’ (t7) + t7g" (t7)])

[F' ((z — —
(?zaw// (z—w) v)

+ (2 — u) (w —0) F" ((z — u) (w — )] [F' (uwv) + uwoF" (uv)] g (0) dvdul

]7wwu—uﬂw—m>

4 (2 — ) (w— v) F" (2 — ) (w — v) // IF' ((u—1t) (v—17)

+(u—1) (v =7) F"((w—1t) (v = 7)) [g" (w0)
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+4uvg® (uw) + (uv)® g (wv)]drdt
+F" (0 //F' z—1) (w—1))[¢? (2w)

+4 Zw)g(4)( w) + (zw)? g (zw)]drdt

//F c ) (w— )+ 4 (2 — u) (w— v)

F¢ ((Z—U) (w = 0)) + (z = w)* (w = )" [P (2 = u) (w = v)]
[F' (uv) + wvF" (uv)] g (0) dvdu + [F' (zw) - F' (zw)] g (0)]

Izwl
IEIL g1,

IN

+IF15 Mgl 1zl +IEI gl Lzl + 1 EI llgll,

(|zw| +2)
2!

IN

2
£ gl

olarak hesaplanir. Tiimevarim yoénteminin kullanilmasi ile,

O (Kb ) eul] < 1 o, L2 5.3

0z0w

bulunur. (5.1), (5.2), (5.3) esitsizlikleri gbzoniinde bulunduruldugunda, s = n+m

olmak iizere,

0° zw| + )"
O e A (5.4

6927159107” Oz0w

elde edilir. Boylece
(14 s)"

K
|t i

= IEIL 191l

olur ve buradan
r (L+ 8)

HKGQF k!

9z0w

< ||Fll,
dir. Yukaridaki esitsizlikte limite gecildiginde,

1/k 1+s

K% <I|\|F|, —=
(™ <IFl G

9z0w

— 0, (k— o0)
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bulunur. Boylece

1/k
=0

r(Dp) =r <K82F> = lim ‘Kkai

9z0w k—o0 0z0w

dir. Yani Dp = K 5,

dz0w

Sonug olarak, f (0) # 0 iken D operatorii tersinebilir oldugundan f de tersinebi-

lirdir.

operatorii E,,, uzayinda quasinilpotent operatordiir.

Sonug 5.2. (E,,, ®) cebiri radikal olmayan Banach cebiridir.

Ispat. (F.,,®) cebirinde f(0) # 0 iken D; operatériiniin tersinebilir olmasi en
az bir f € E,, nin quasinilpotent olmadigim gosterir. O halde (F.,, ®) cebiri

radikal olmayan bir Banach cebiridir.

Teorem 5.3. (E,,,®) cebirinin M ((E,,,®)) maksimal idealler uzay:
h(f) = f(0) olacak gekilde bir tek homomorfizm icerir.

Ispat. Teorem 2.1.21 (d) ve Teorem 5.1 gozoniine alindiginda (E.,,, ®) cebirinde

maksimal idealler

M ((EZ’LW ®)) = {f € Ezw : f |zw:0: O}

seklinde ifade edilir. Teorem 2.1.21 (a), (b)den f € M ((E.,,®)) ise h(f) = f(0)
olacak gekilde bir A : E,,, — C homomorfizmi vardir. Teorem 2.1.22 den o (f) =
h(f) dir. Yani f nin spektrumlari h(f) = f(0) olacak sekildeki h(f) lerden olus-
mustur. Kisaca o (f) = {f(0)} dir. Ayrica A, E,,, nmin biitiin homomorfizmlerinin

kiimesi olsun. O halde

f: A=C
h— f(h) = h(f)
Gelfand dontistimiidiir. Teorem 2.1.25 ve Teorem 5.1 den o (f) = f(h) = {h(f) :
h € A} dir. f € E,, fonksiyonunun ®-tersinebilir olmas igin gerek ve yeter kogu-

lun f(0) # 0 olmasi sebebiyle h (f) = f (0) olacak sekilde bir tek homomorfizm

vardir.
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