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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

·INTEGRAL OPERATÖRLER TEOR·IS·INDE DUHAMEL

ÇARPIMININ BAZI UYGULAMALARI

Yasemin ÖZEL

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd.Doç.Dr. Suna SALTAN

Bu çal¬̧sma beş bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölümde, konunun literatürdeki

yerinin belirlenmesi amac¬yla literatür özeti verilmi̧s ve konunun amac¬ aç¬k-

lanm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde, operatörler teorisinde ve analitik fonksiyonlar uza-

y¬nda baz¬temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir. Üçüncü bölümde, A(D) ana-

litik fonksiyonlar uzay¬nda J� integral operatörünün komutant¬ incelenmi̧stir.

Dördüncü ve beşinci bölümde ise, iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için Duhamel çarp¬m¬

ifade edilmi̧stir. C(n)A (D� D) uzay¬n¬n zw çarpanlar¬ndan oluşan Ezw invaryant

altuzay¬n¬n Duhamel çarp¬m¬ile birlikte Banach cebiri oldu¼gu gösterilmi̧stir. Daha

sonra Ezw altuzay¬na k¬s¬tlanm¬̧s olan Wzw iki katl¬integral operatörünün komu-

tant¬ve devirli vektörleri incelenmi̧stir. Ayr¬ca f 2 Ezw fonksiyonunun Duhamel

çarp¬m¬na göre terse sahip olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul araşt¬r¬lm¬̧s ve

(Ezw;~) cebirinin maksimal idealler uzay¬ifade edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Duhamel çarp¬m¬, Komutant, ·Iki katl¬integral operatörü,

Devirli vektör, Maksimal ideal

2011, 50 sayfa
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This thesis consists of �ve chapters. In the �rst chapter, the summary of litera-

ture is given in order to determine the place in the literature of the subject and

the aim of thesis is explained. In the second chapter, certain de�nitions and main

theorems related to operator theory and analytic functions space are introduced.

In the third chapter, commutant of J� integration operator is studied in A(D)

analytic functions space. In the fourth and �fth chapters, Duhamel product is

described for two variables functions. It is denoted that Ezw invariant subspace

made up of multipliers of zw in C(n)A (D� D) is a Banach algebra with respect to

Duhamel product. Commutant and cyclic vectors of double integration operator

Wzw which is restricted to the subspace Ezw are studied. The necessary and su¢ -

cient conditions for which f 2 Ezw is invertible with respect to Duhamel product

are also investigated and maximal ideals space of (Ezw;~) is de�ned.

KeyWords: Duhamel product, Commutant, Double integration operator, Cyclic

vector, Maximal ideal.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

C : Kompleks say¬lar kümesi

D : Birim disk

~ : Duhamel çarp¬m¬

A (D) : Birim disk üzerindeki analitik fonksiyonlar uzay¬bf : f nin Taylor katsay¬s¬

X : Banach uzay¬

L (X) : X deki tüm s¬n¬rl¬lineer operatörlerin kümesi

J : Volterra integral operatörü

Df : Duhamel operatörü

Hol(D) : Holomor�k fonksiyonlar uzay¬

� : Konvolüsyon çarp¬m¬

D';� : �-Duhamel operatörü

J� : Integral operatörü

fJ�g0 : J� operatörünün komutant¬

W : ·Iki katl¬integral operatörü

fWzwg0 : Wzw operatörünün komutant¬

p(x) : X üzerindeki yar¬norm

~
�

: �-Duhamel çarp¬m¬

A (D) : Y¬ld¬z şekilli D bölgesinde analitik fonksiyonlar uzay¬

K @2

@z@w

: Konvolüsyon operatörü

kerD' : D' operatörünün çekirde¼gi

Cyc(Wzw) : Wzw operatörünün devirli vektörleri

M ((Ezw;~)) : (Ezw;~) cebirinin maksimal idealler uzay¬
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1: G·IR·IŞ

Operatör kalkülüsü ve integral dönüşüm teorilerinin tarihi as¬rlara dayanmak-

tad¬r. Matematik, �zik ve elektrik mühendisli¼gi alanlar¬ndaki problemlere uygu-

lanmas¬sebebiyle de sürekli olarak geli̧simi söz konusudur. Operatör kalkülüsü,

analizdeki problemleri özellikle de diferensiyel denklemleri çözümü çok daha ko-

lay olan cebirsel problemlere dönüştüren bir tekniktir. Gottfried Leibnitz�e kadar

birkaç operatör metodu geli̧stirilmi̧stir. Bu metodlardan adi ve k¬smi türevli

denklemlere uygulanan operatör metodu, 1893 y¬l¬nda elektromanyetik teorinin

öncüsü �zikçi Oliver Heaviside taraf¬ndan elektromanyetizm hakk¬ndaki eseri ile

ba¼glant¬l¬olarak olgunlaşt¬r¬lm¬̧st¬r.

1930 larda cebirsel mant¬k kullan¬larak Polonyal¬Matematikçi Jan Mikusinski

taraf¬ndan operatör kalkülüse farkl¬bir yaklaş¬m geli̧stirilmi̧stir. Mikusinski tara-

f¬ndan ifade edilen

(f � g)(z) =
zZ
0

f(z � t)g(t)dt

konvolüsyon çarp¬m¬, operatör kalkülüsünün problemlerinde ve uygulamalar¬nda

önemli yer tutar (Mikusinski, 1956). Konvolüsyon çarp¬m¬Heaviside�¬n operatör

kalkülüsüne direkt bir yaklaş¬md¬r. Böylece Volterra integral operatörü

J f(z) =
zZ
0

f(t)dt

ile konvolüsyon çarp¬m¬aras¬ndaki

J f = 1 � f

ba¼g¬nt¬s¬, yani J nin f1g in konvolüsyon operatörü olmas¬ çeşitli fonksiyon

uzaylar¬nda Volterra integral operatörünün komutantlar¬n¬n ifade edilmesini sa¼glar

(Dimovski, 1990).
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Mikusinski�nin konvolüsyon çarp¬m¬n¬n türevi olarak tan¬mlanan Duhamel çarp¬m¬

(f ~ g)(z) =
d

dz

zZ
0

f(z � t)g(t)dt =

zZ
0

f
0
(z � t)g(t)dt+ f(0)g(z)

şeklinde ifade edilir (Wigley, 1974).

Duhamel çarp¬m¬ analizin çeşitli problemlerinde birçok uygulamaya sahiptir.

Örne¼gin, adi diferensiyel denklemler teorisinde, matematiksel �zi¼gin s¬n¬r de¼ger

problemlerinde (Wigley, 1974), Mikusinski�nin operatör hesab¬nda önemli rol oy-

nar (Mikusinski, 1956).

Wigley, analitik fonksiyonlar¬n Duhamel çarp¬m¬n¬kullanarak D birim diskindeki

tek de¼gerli analitik fonksiyonlar¬n uzay¬n¬n Duhamel çarp¬m¬ ile birlikte cebir

oldu¼gunu göstermi̧stir (Wigley, 1974). Yine ayn¬ çal¬̧smada matematiksel �-

zi¼gin bir s¬n¬r de¼ger probleminin çözümlerinin Duhamel çarp¬m¬ ile üretildi¼gini

incelemi̧stir (Wigley, 1974).

p � 1 olmak üzere Hp(D) Hardy uzay¬n¬n (Wigley, 1975 ve Koosis, 1988) ve

Hp(D� D) uzay¬n¬n (Merry�eld ve Watson, 1991) Banach cebiri yap¬s¬belirtti¼gi

ve baz¬özellikleri Duhamel çarp¬m¬kullan¬larak ifade edilmi̧stir.

Nagnibida, z0 = � noktas¬na göre y¬ld¬z şekilli D bölgesindeki analitik fonksiyon-

lar¬n uzay¬nda

J�f(z) =
zZ
�

f(t)dt

integral operatörünün komutant¬n¬belirlemi̧s ve bu uzaydaki Duhamel çarp¬m¬n¬,

(f ~
�
g)(z) =

d

dz

zZ
�

f(z + �� t)g(t)dt

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬r. Bu ifade �-Duhamel çarp¬m¬ olarak da isimlendirilir.

Böylece, J� integral operatörünün komutant¬�-Duhamel çarp¬m¬ile ifade edilebil-

mi̧stir (Nagnibida, 1981).
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� = 0 olmas¬durumunda Duhamel çarp¬m¬n¬kullanarak Tkachenko (1979) ve

Nagnibida (1984) n¬n yapt¬¼g¬çal¬̧smalar Duhamel çarp¬m¬uygulamalar¬na örnek-

lerdir. Duhamel çarp¬m¬n¬n çeşitli uygulamalar¬Karaev ve Tuna (2004), Karaev

(2005a, 2005b, 2005c), Karaev ve Saltan (2005), Karaev (2006a, 2006b), Gürdal

(2009a, 2009b) ¬n çal¬̧smalar¬nda yer almaktad¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda, f(z; w) iki de¼gi̧skenli holomor�k fonksiyonlar¬ için verilen

(f ~ g)(z; w) =
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

f(z � u;w � v)g(u; v)dvdu

Duhamel çarp¬m¬tan¬m¬kullan¬larak C(n)A = C(n)(D� D)\Hol(D� D) uzay¬n¬n

Ezw =
n
f 2 C(n)A : f(z; w) = f(zw)

o
invaryant altuzay¬nda

Wf(z; w) =

zZ
0

wZ
0

f(u; v)dvdu

iki de¼gi̧skenli integral operatörünün komutant¬ve devirli vektörleri incelenmi̧stir.

Quasinilpotent operatör tekni¼gi ile f 2 Ezw fonksiyonunun tersinebilir olma

koşulu verilmi̧s ve bu koşul gözönünde bulundurularak Ezw uzay¬n¬n maksimal

idealleri belirlenmi̧stir.

Dördüncü ve beşinci bölümde elde edilen sonuçlar orjinal niteliktedir.

Dördüncü bölüm Saltan S. ve Özel Y. taraf¬ndan "International Congress in Ho-

nour of Professor H. M. Srivastava on his 70th Birth Anniversary, 18-21 August,

2010 Bursa" isimli uluslararas¬toplant¬da özet metin olarak sunulmuştur. Daha

sonra makale haline getirilen bu sonuçlar, SCI taraf¬ndan taranan Journal Func-

tion Spaces and Applications isimli dergide yay¬mlanmak üzere kabul edilmi̧stir.
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2: TEMEL KAVRAMLAR

2:1: Baz¬Uzay ve Operatörler ile ·Ilgili Temel Kavramlar

Tan¬m 2:1:1: X ve Y iki vektör uzaylar¬olmak üzere T : X ! Y operatörü

verilsin. Her �; � 2 C ve f; g 2 X için

T (�f + �g) = �T (f) + �T (g)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa T operatörüne lineer operatör denir (Dunford ve Schwartz,

1966).

Teorem 2:1:2: X ve Y normlu uzaylar ve D(T ) � X olmak üzere T : D(T )! Y

lineer operatör olsun. Bu durumda T nin s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

T nin sürekli olmas¬d¬r (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 2:1:3: X ve Y normlu lineer uzaylar ve T : X ! Y lineer operatör

olsun. Her s¬n¬rl¬M � X kümesi için T (M) kompakt ise T operatörüne kompakt

operatör denir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2:1:4: X sonsuz boyutlu normlu bir uzay olsun. Bu uzayda T kompakt

bir operatör ise tersinebilir de¼gildir (Rynne and Youngson, 2000).

Tan¬m 2:1:5. T : X ! Y lineer operatör olsun. T alt¬nda Y nin s¬f¬r eleman¬na

dönüşen elemanlar¬n kümesine T nin çekirde¼gi veya s¬f¬r uzay¬denir ve KerT ile

gösterilir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 2:1:6: X normlu uzay ve T : X ! X lineer operatör olsun. Y � X olmak

üzere T (Y ) � Y ise Y altuzay¬na T nin invaryant altuzay¬denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 2:1:7: X normlu uzay ve T , X üzerinde bir operatör olsun. A : X ! X

sürekli lineer operatör olmak üzere,

fTg
0
= fA : AT = TAg

kümesine T operatörünün komutant¬denir (Conway, 2000).
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Tan¬m 2:1:8: X lineer bir uzay ve S � X olsun. S yi içeren tüm altuzaylar¬n

arakesitine S nin lineer hulu (veya S nin gereni) denir ve lin:hull(S) ile gösterilir

(Maddox 1970).

Tan¬m 2:1:9: X bir Banach uzay¬ ve T : X ! X s¬n¬rl¬ bir operatör olsun.

x 2 X olmak üzere spanfx; Tx; T 2x; T 3x; :::g = X ise x e T nin devirli vektörü

denir ve x 2 Cyc(T ) ile gösterilir (Abramovich and Aliprantis, 2002).

Tan¬m 2:1:10: X normlu lineer uzay ve T : X ! X lineer s¬n¬rl¬bir operatör

olsun.

lim
n!1

kT nk
1
n = 0

ise T operatörüne quasi-nilpotent operatör denir (Abramovich and Aliprantis,

2002).

Tan¬m 2:1:11: X, K cismi (K=R veya C) üzerinde bir vektör uzay olsun.

p : X ! R dönüşümü her x; y 2 X ve � 2 K için,

i) p(x) � 0

ii) p(�x) = j�j p(x)

iii) p(x+ y) � p(x) + p(y)

koşullar¬n¬sa¼glarsa p dönüşümüne X üzerinde yar¬norm denir ve bu yar¬norma

göre X uzay¬na yar¬normlu uzay denir (Yosida, 1980).

Tan¬m 2:1:12: X yar¬normlu uzay¬ndaki her Cauchy dizisi X de bir noktaya

yak¬ns¬yor ise, yani X tam uzay ise, X yar¬normlu uzay¬na Frechet uzay¬ denir

(Yosida, 1980).

Teorem 2:1:13: X ve Y lokal konveks uzaylar olmak üzere, fpg ve fqg, X ve Y

nin topolojilerini üreten yar¬norm sistemleri olsun. T : D (T ) � X ! Y lineer

operatörünün sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul her x 2 D (T ) ve her q 2 fqg

yar¬ normu için,

q (Tx) � �p (x)

olacak şekilde bir p 2 fpg yar¬ normu ve pozitif bir � say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r

(Yosida, 1980).
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Tan¬m 2:1:14: X normlu vektör uzay¬olmak üzereX uzay¬tam yaniX de al¬nan

her Cauchy dizisi yak¬nsak ve yak¬nsad¬¼g¬de¼ger X in bir eleman¬ise X uzay¬na

Banach uzay¬denir (Kreyszig, 1989).

Teorem 2:1:15: X Banach uzay¬n¬n bir Y altuzay¬n¬n tam olmas¬için gerek ve

yeter koşul Y nin X de kapal¬bir küme olmas¬d¬r (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 2:1:16: A kompleks (veya reel) vektör uzay¬olsun. Her x; y; z 2 A ve

her � kompleks (veya reel) say¬s¬için A üzerinde aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan bir

çarpma i̧slemi varsa bu uzaya kompleks (reel) cebir denir.

i) �(x:y) = (�x):y = x:(�y)

ii) x:(y + z) = x:y + x:z ve (x+ y):z = x:z + y:z

ii) x:(y:z) = (x:y):z

E¼ger A bir cebir ve her x; y 2 A için x:y = y:x oluyorsa, A ya de¼gişmeli veya

komütatif cebir denir. A n¬n çarpma i̧slemine göre etkisiz eleman¬varsa, yani her

x 2 A için

x:e = e:x = x

olacak şekilde e 2 A varsa A ya birimli cebir ve e ye de A n¬n birim eleman¬

(etkisiz eleman¬) denir (Rudin, 1991).

Tan¬m 2:1:17: A cebiri üzerinde tan¬mlanan norm her x; y 2 A için

kxyk � kxk kyk

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa ve A cebirinin birim elemanl¬olmas¬halinde de,

kek = 1

ise A ya normlu cebir denir.

(A; k:k) normlu cebiri tam ise bu normlu cebire Banach cebiri denir (Rudin, 1991).

Tan¬m 2:1:18: A de¼gi̧smeli bir Banach cebiri ve I; A n¬n lineer alt uzay¬olsun.
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Her x 2 A için xI � I ise I ya A n¬n ideali denir (Meise and Vogt, 1997).

Tan¬m 2:1:19: A de¼gi̧smeli bir Banach cebiri olsun. A n¬n hiçbir ideali taraf¬ndan

içerilmeyen ve A cebirinden farkl¬olan I idealine maksimal ideal denir (Meise and

Vogt, 1997).

Tan¬m 2:1:20: A reel veya kompleks bir cebir olsun. T : A! A lineer dönüşüm

olmak üzere her x; y 2 A için,

T (xy) = T (x)T (y)

eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise T ye homomor�zm denir. T homomor�zmi birebir ve örten

ise T ye izomor�zm denir (Rudin, 1991).

Teorem 2:1:21: A de¼gi̧smeli bir Banach cebiri ve �; A n¬n bütün kompleks ho-

momor�zmlerinin kümesi olsun.

a) A n¬n her maksimal ideali bir h 2 � homomor�zminin çekirde¼gidir.

b) h 2 � ise kerh A n¬n maksimal idealidir.

c) x 2 A eleman¬n¬n tersinebilir olmas¬için gerek ve yeter koşul her h 2 � için

h(x) 6= 0 olmas¬d¬r.

d) x 2 A eleman¬n¬n tersinebilir olmas¬için gerek ve yeter koşul x in, A n¬n hiçbir

idealinde bulunmamas¬d¬r.

e) � 2 �(x) olmas¬için gerek ve yeter koşul h 2 � için h(x) = � olmas¬d¬r (Rudin,

1987).

Teorem 2:1:22: A de¼gi̧smeli ve birimli Banach cebiri ve x 2 A olsun. h : A! C

bir homomor�zm olmak üzere x in spektrumu �(x) = fh(x) : h 2 �g dir (Lax,

2002).

Tan¬m 2:1:23: A de¼gi̧smeli ve birimli Banach cebiri olsun. A cebirinin bütün

maksimal ideallerinin kesi̧simine A n¬n radikali denir. Di¼ger bir deyi̧sle radikal

quasinilpotent elemanlar¬n birleşimidir. E¼ger radA = A ise A cebirine radikal

Banach cebiri denir (Hille ve Phillips, 1957).
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Tan¬m 2:1:24: De¼gi̧smeli bir A Banach cebirinin bütün kompleks homomor�zm-

lerinin kümesi � olsun. Her x 2 A için x̂(h) = h(x) (h 2 �) olmak üzere

x̂ : �! C

dönüşümüne Gelfand dönüşümü denir (Rudin 1991).

Teorem 2:1:25: De¼gi̧smeli bir A Banach cebirinin maksimal ideal uzay¬� olsun.

Her x 2 A için x̂ n¬n görüntüsü �(x) dir (Rudin 1991).

Tan¬m 2:1:26: A Banach cebiri ve x 2 A olsun.

r(x) = supfj�j : � 2 �(x)g

say¬s¬na x in spektral yar¬çap¬denir (Rudin 1991).

Teorem 2:1:27: A Banach cebiri ve x 2 A ise r(x) = lim
n!1

kxnk
1
n dir (Rudin

1991).

Teorem 2:1:28: (Polinomlar için Spektral Dönüşüm Teoremi) X kompleks

bir Banach uzay¬olmak üzere T s¬n¬rl¬lineer bir operatör ve

p(�) = an�
n + an�1�

n�1 + :::+ a0 (an 6= 0)

olsun. Bu durumda

�(p(T )) = p(�(T ))

dir. Yani

p(T ) = anT
n + an�1T

n�1 + :::+ a0I

operatörünün spektrumu olan �(p(T )); p polinomunun yaln¬zca T nin �(T ) spek-

trumu üzerinde ald¬¼g¬de¼gerlerden oluşur.

Teorem 2:1:29: (Weierstrass Yaklaş¬m Teoremi) f(x); [a; b] aral¬¼g¬nda reel

de¼gerli sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman [a; b] aral¬¼g¬üzerinde f(x) e düzgün

olarak yak¬nsayan bir Pn(x) polinomlar dizisi vard¬r. Di¼ger bir deyi̧sle key�
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f 2 C [a; b] olmak üzere, her " > 0 için jf(x)� p(x)j < " olacak şekilde bir

p(x) 2 Pn(x) mevcuttur (Stoll 2000).

Teorem 2:1:30: (Fredholm Alternatif Teoremi) T kompakt operatör ve

� 6= 0 olsun. (T � �I)x = 0 denklemi yaln¬z x = 0 noktas¬nda bir tek çözüme

sahipse (yani ker(T��I) = f0g ise) T��I tersinebilirdir (Abramovich ve Alipran-

tis, 2002).

2:2: Analitik Fonksiyonlar ile ·Ilgili Temel Kavramlar

Tan¬m 2:2:1: D � C olsun. D1;D2 � D olmak üzere D1 = D \ A1 6= ?,

D2 = D\A2 6= ? ve D = D1 [D2 olacak şekilde C içinde ayr¬k ve aç¬k A1 ve A2
kümeleri bulunam¬yor ise D kümesine ba¼glant¬l¬küme denir (Rudin, 1987).

Tan¬m 2:2:2: Ba¼glant¬l¬aç¬k kümeye bölge denir (Rudin, 1987).

Tan¬m 2:2:3: D � C aç¬k bir küme olsun. Bir z0 2 D noktas¬için, her z 2 D nok-

tas¬n¬z0 a birleştiren do¼gru parças¬D de bulunuyor, yani her z 2 D ve � 2 (0; 1)

için �z + (1� �) z0 2 D ise, D ye z0 noktas¬na göre y¬ld¬z şekilli bölge denir

(Wigley, 1974).

Tan¬m 2:2:4: S � C olmak üzere f : S ! C kompleks fonksiyon ve z0 2 S olsun.

O halde f kompleks fonksiyonu z0 noktas¬n¬n bir

D(z0; r) = fz 2 C : jz � z0j < rg

komşulu¼gunun bütün noktalar¬nda türevlenebilir ise f , z0 noktas¬nda analitiktir

denir.

Başka bir deyi̧sle, f fonksiyonu z0 noktas¬n¬n herD(z0; r) komşulu¼gunda yak¬nsak
1P
n=0

an (z � z0)
n Taylor serisine sahip ise f , z0 noktas¬nda analitiktir denir. E¼ger

f kompleks fonksiyonu bir S bölgesinin bütün noktalar¬nda analitik ise f fonksi-

yonuna S kümesi üzerinde analitiktir denir. f kompleks fonksiyonu C nin tüm

noktalar¬nda analitik ise f fonksiyonuna tam fonksiyon denir (Rudin, 1987).

9



Teorem 2:2:5: f fonksiyonu z0 noktas¬nda analitik ise fonksiyonun her mertebe-

den türevi de o noktada analitiktir (Rudin, 1987).

Teorem 2:2:6: f fonksiyonu z0 noktas¬nda analitik olsun. z0 noktas¬n¬n komşu-

lu¼gundaki z ler için f fonksiyonu

f(z) =
1X
n=0

an(z � z0)
n =

1X
n=0

f (n)(z0)

n!
(z � z0)

n

Taylor aç¬l¬m¬na sahiptir. Bu kuvvet serisi bir D(z0; r) diski üzerinde mutlak

yak¬nsak ve bu diskin kompakt alt kümeleri üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r (Rudin,

1987).

Tan¬m 2:2:7: D = fz 2 C : jzj < 1g birim disk olmak üzere,

Hol(D)=

(
f(z) : f(z) =

1X
n=0

bf(n)zn)

kümesine birim disk üzerinde tek de¼gerli analitik fonksiyonlar¬n (holomor�k fonksi-

yonlar¬n) uzay¬ denir. Burada bf(n), f fonksiyonunun n: Taylor katsay¬s¬d¬r vebf(n) = f (n)(0)

n!
şeklinde ifade edilir (Lavrent�ev and Shabat, 1973).

Tan¬m 2:2:8: Hol(D) birim disk üzerinde holomor�k fonksiyonlar¬n uzay¬olmak

üzere f; g 2 Hol(D) için,

(f � g)(z) =
zZ
0

f(z � t)g(t)dt

ifadesine f ve g fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyon çarp¬m¬ denir (Mikusinski 1956;

Krabbe, 1970).

Tan¬m 2:2:9: f; g 2 Hol(D) için,

(f ~ g)(z) =
d

dz

zZ
0

f(z � t)g(t)dt =

zZ
0

f
0
(z � t)g(t)dt+ f(0)g(z)

ifadesine f ve g fonksiyonlar¬n¬n Duhamel çarp¬m¬denir (Wigley, 1974).
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Teorem 2:2:10: (Runge Teoremi) D, C kompleks uzay¬nda s¬n¬rl¬ ve basit

ba¼glant¬l¬bir bölge ve K, D nin kompakt bir altkümesi olsun. D deki her anali-

tik f(z) fonksiyonuna K üzerinde düzgün yak¬nsayan bir Pn(z) polinomlar dizisi

vard¬r (Lax, 2002).

Teorem 2:1:11:(Titchmarsh Teoremi) Reel veya kompleks de¼gerli sürekli

fonksiyonlar f(x) ve g(x) olmak üzere, her " > 0 için f(x) 6= 0 (her x 2 (0; ")) ve

(f � g)(x) =
xZ
0

f(x� y)g(y)dy = 0

ise g(x) = 0 d¬r (Yosida 1980).
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3: ANAL·IT·IK FONKS·IYONLAR UZAYLARINDA J� ·INTEGRAL

OPERATÖRÜNÜN KOMUTANTI

Bu bölümde, y¬ld¬z şekilli D bölgesindeki analitik fonksiyonlar¬n uzay¬A(D) ü-

zerinde tan¬mlanan J� integral operatörü ele al¬nm¬̧s ve bu operatörün komutant¬

belirlenmi̧stir. A(D) uzay¬ndaki sürekli lineer T operatörünün J� n¬n komutant¬

olmas¬için

(Tf)(z) = '(�)f(z) +

zZ
�

'
0
(z + �� t)f(t)dt (3.1)

eşitli¼gini sa¼glamas¬gerek ve yeter koşul olarak verilmi̧stir.

Tan¬m 3:1: D basit ba¼glant¬l¬bölgesi C kompleks uzay¬nda, z = � noktas¬na

göre y¬ld¬z şekilli bir bölge olsun. D deki tek de¼gerli analitik fonksiyonlar¬n uzay¬

olan A(D) kompakt yak¬nsakl¬¼ga sahip topolojik bir uzayd¬r. f; g 2 A(D) için,

(f ~
�
g)(z) =

d

dz

zZ
�

f(z + �� t)g(t)dt (3.2)

=

zZ
�

f 0(z + �� t)g(t)dt+ f(�)g(z)

ifadesine f ve g fonksiyonlar¬n¬n �-Duhamel çarp¬m¬ denir ve ~
�
ile gösterilir

(Nagnibida, 1981).

A(D) uzay¬üzerindeki �-Duhamel çarp¬m¬kavram¬n¬Df;� Duhamel operatörü

olmak üzere g 2 A(D) için,

Df;�g = f ~
�
g

olarak da ifade edebiliriz.

Tan¬m 3:2: A(D) uzay¬üzerindeki J� integral operatörü her f 2 A(D) için,

(J�f)(z) =
zZ
�

f(t)dt (3.3)

ile tan¬mlan¬r.
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J� operatörünün T komutant¬da

fJ�g
0
= fT : TJ� = J�Tg (3.4)

şeklinde ifade edilir. Şimdi bu operatörü inceleyelim.

Her f 2 A(D) için (3:4) eşitli¼gi sa¼glan¬r. O halde f = zk için,

TJ�zk = J�Tzk

olur. Böylece,

TJ�zk = T (

zZ
�

tkdt) = T (
tk+1

k + 1

z

j
�

) = T (
zk+1

k + 1
� �k+1

k + 1
) =

Tzk+1

k + 1
� �k+1T1

k + 1

elde edilir.
Tzk+1

k + 1
� �k+1T1

k + 1
= J�Tzk

eşitli¼ginde her iki taraf¬k + 1 ile çarparsak,

Tzk+1 � �k+1T1 = (k + 1)J�Tzk

bulunur. Yani her k � 0 için,

Tzk+1 = �k+1T1 + (k + 1)J�Tzk (3.5)

elde edilir. Buradan tümevar¬m metodu ile,

Tzk =

 
kX
s=0

k!

s!
�sJk�s�

!
T1 (k = 1; 2; 3; :::) (3.6)

eşitli¼gi elde edilir.

(3:6) eşitli¼gindeki J k�s
� T1 ifadesini belirleme amac¬yla (J�f) operatörünün m:
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kuvvetini hesaplayal¬m.

(J�f)(z) =
zZ
�

f(t)dt

olmak üzere,

(J 2
�f)(z) = J�(J�f(z)) = J�

0@ zZ
�

f(t)dt

1A =

zZ
�

0@ tZ
�

f(�)d�

1A dt

şeklinde yaz¬l¬r. Burada u =
tR
�

f(�)d� ve dv = dt olmak üzere k¬smi integrasyon

metodu ile,

(J 2
�f)(z) =

tZ
�

tf(�)d�
z

j
�

�
zZ
�

tf(t)dt = z

tZ
�

f(�)d� �
zZ
�

tf(t)dt

= z

zZ
�

f(t)dt�
zZ
�

tf(t)dt =

zZ
�

(z � t)f(t)dt

elde edilir. Benzer şekilde, k¬smi integrasyon metodunun tekrarlanmas¬yla,

(J3�f)(z) =

zZ
�

24 tZ
�

(t� �)f(�)d�

35 dt = zZ
�

0@t tZ
�

f(�)d�

1A dt�

zZ
�

0@ tZ
�

�f(�)d�

1A dt

=
t2

2

tZ
�

f(�)d�
z

j
�

�
zZ
�

t2

2
f(t)dt�

24t tZ
�

�f(�)d�
z

j
�

�
zZ
�

t2f(t)dt

35
=

z2

2

zZ
�

f(t)dt�
zZ
�

t2

2
f(t)dt� z

zZ
�

tf(t)dt+

zZ
�

t2f(t)dt

=

zZ
�

�
z2

2
� t2

2
� zt+ t2

�
f(t)dt =

zZ
�

(z � t)2

2!
f(t)dt

bulunur. Tümevar¬m metodunu kullanarak (J�f) operatörünün m: kuvvetini,
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(Jm
� f)(z) =

zZ
�

(z � t)m�1

(m� 1)! f(t)dt (3.7)

şeklinde hesaplar¬z. Böylece (3:6) eşitli¼gindeki J k�s
� T1 operatörü (3:7) formülü

kullan¬larak ifade edilirse,

J k�s
� T1 =

zZ
�

(z � t)k�s�1

(k � s� 1)!T1dt

olur ve (3:6) formülü,

Tzk =
kX
s=0

k!

s!
�s

zZ
�

(z � t)k�s�1

(k � s� 1)!T1dt

olarak elde edilir. Eşitlik s = k için aç¬k yaz¬ld¬¼g¬nda,

Tzk = �kT1 +
k�1X
s=0

k!

s!
�s

zZ
�

(z � t)k�s�1

(k � s� 1)!T1dt (3.8)

bulunur. Binom aç¬l¬m¬ndan,

k�1X
s=0

k(k � 1)!
s!(k � s� 1)!�

s(z � t)k�s�1 = k(z + �� t)k�1

oldu¼gu gözönünde bulundurulursa her k (k = 0; 1; :::) için,

Tzk = �kT1 + k

zZ
�

(z + �� t)k�1T1dt (3.9)

şeklinde ifade edilir.

c
(n)
0 ; c

(n)
1 ; :::; c

(n)
n ; :::kompleks say¬lar olmak üzere, (3:9) eşitli¼gini k = 0; 1; 2; :::; n; :::

için aç¬k yaz¬p ve s¬ras¬yla c(n)0 ; c
(n)
1 ; :::; c

(n)
n ; ::: say¬lar¬yla çarpal¬m.

k = 0 için c
(n)
0 T1 = c

(n)
0 T1 + 0
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k = 1 için, c(n)1 Tz = c
(n)
1 �T1 + c

(n)
1

zZ
�

(z + �� t)0T1dt

k = 2 için, c(n)2 Tz2 = c
(n)
2 �2T1 + 2c

(n)
2

zZ
�

(z + �� t)1T1dt

k = 3 için, c(n)3 Tz3 = c
(n)
3 �3T1 + 3c

(n)
3

zZ
�

(z + �� t)2T1dt

...

Bu ifadeler taraf tarafa topland¬¼g¬nda,

T (c
(n)
0 1 + c

(n)
1 z + c

(n)
2 z2 + :::+ c

(n)
n zn + :::)

=
�
(c
(n)
0 1 + c

(n)
1 �+ c

(n)
2 �2 + :::+ c

(n)
n �n + :::)T1

+ (c
(n)
1 + 2c

(n)
2

zR
�

(z + �� t)dt+ :::+ nc
(n)
n

zR
�

(z + �� t)n�1dt)T1

�

olur. Teorem 2:2:10 dan

c
(n)
0 1 + c

(n)
1 z + c

(n)
2 z2 + :::+ c(n)n zn + :::

polinom dizisi D nin herhangi bir kompakt alt kümesinde f de¼gerine düzgün

yak¬nsar. Böylece,

lim
n!1

(c
(n)
0 1 + c

(n)
1 z + c

(n)
2 z2 + :::+ c(n)n zn + :::) = f(z)

olarak ifade edilir. Benzer şekilde,

lim
n!1

(c
(n)
0 1 + c

(n)
1 �+ c

(n)
2 �2 + :::+ c(n)n �n + :::) = f(�)

d¬r. Türev operatörünün A(D) üzerinde sürekli oldu¼gu gözönünde bulundurul-

du¼gunda, (3:9) ifadesinden,

Tf(z) = f(�)T1 +

zZ
�

f
0
(z + �� t)T1dt

16



elde edilir. '(z) 2 A(D) olmak üzere ' = T1 denilirse,

(Tf)(z) = f(�)'(z) +

zZ
�

'(z)f
0
(z + �� t)dt

olur. Konvolüsyon çarp¬m¬ndaki de¼gi̧sme özelli¼ginden,

(Tf)(z) = '(�)f(z) +

zZ
�

'
0
(z + �� t)f(t)dt (3.10)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla, J� operatörünün (3:10) eşitli¼gi ile ifade edilebilen T ko-

mutant¬için bir ' 2 A(D) fonksiyonu vard¬r.

Tersine, ' 2 A(D) herhangi bir fonksiyon olmak üzere, (3:10) formülü ile tan¬m-

lanan T operatörünün sürekli oldu¼gunu gösterelim.

f 2 A(D) olmak üzere A(D) topolojik uzay¬üzerindeki yar¬norm,

p(f) = max
z2K�D

jf(z)j

şeklinde ifade edilir. T komutant operatörünün süreklili¼gini göstermek için bu

yar¬norm tan¬m¬n¬kullanal¬m. Böylece

p(Tf) = max
z2K�D

j(Tf)(z)j = max
z2K

������'(�)f(z) +
zZ
�

'
0
(z + �� t)f(t)dt

������
� j'(�)jmax

z2K
jf(z)j+

zZ
�

���'0
(z + �� t)

��� jf(t)j jdtj
�

�
j'(�)j+max

t2K

���'0
(t)
��� d(K)�max

z2K
jf(z)j

bulunur. Burada K, D bölgesinde � noktas¬n¬içeren kompakt bir küme ve d(K)

da bu kümenin çap¬d¬r. c > 0 bir sabit olmak üzere

p(Tf) � c p(f)
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu da T nin süreklili¼gini gösterir.

Dolay¬s¬yla aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 3:3: A(D) uzay¬nda J� operatörünün komutant¬n¬n T olmas¬için gerek

ve yeter koşul her f 2 A(D) için,

(Tf)(z) = '(�)f(z) +

zZ
�

'
0
(z + �� t)f(t)dt

eşitli¼gini sa¼glayan bir ' 2 A(D) fonksiyonunun olmas¬d¬r.

Bu eşitlik Tan¬m 3:1 deki �-Duhamel çarp¬m¬gözönüne al¬nd¬¼g¬nda T = D';�

olmak üzere,

D';�f = '~
�
f

=
d

dz

zZ
�

'(z + �� t)f(t)dt

= '(�)f(z) +

zZ
�

'
0
(z + �� t)f(t)dt

şeklinde yaz¬labilir. Böylece, J� operatörünün komutant¬D';� biçiminde �-

Duhamel operatörü ile ifade edilebilir.

Sonuç 3:4: ' 2 A(D) olmak üzere, J� operatörünün T1 = '(z) olacak şekilde

bir tek T komutant¬mevcuttur.
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3:1: A(D) Uzay¬n¬n ·Izomor�zmleri

Bu k¬s¬mda, J� integral operatörünün komutant¬olan T operatörünün tersinin

mevcut olup olmad¬¼g¬araşt¬r¬ld¬ve T nin A(D) uzay¬nda bir izomor�zm oldu¼gu

belirlendi.

Şimdi T operatörünü iki operatörün toplam¬ şeklinde yaz¬p tersini araşt¬ral¬m.

(3:10) eşitli¼ginde genelli¼gi bozmadan '(�) = 1 ve '
0
=  2 A(D) seçerek her

f 2 A(D) için,

(Tf)(z) = f(z) +

zZ
�

 (z + �� t)f(t)dt

= (E + L)f(z)

şeklinde yazabiliriz. Burada E; A(D) uzay¬nda birim operatör ve

(Lf)(z) =

zZ
�

 (z + �� t)f(t)dt

dir. Amac¬m¬z E + L operatörünün terse sahip oldu¼gunu göstermektir. Yani

(E + L)�1 =
1X
n=0

(�1)nLn

oldu¼gunu gösterece¼giz.

Önce, � noktas¬n¬içeren D bölgesindeki K kompakt kümesi için her z 2 K olmak

üzere,

j(Lnf)(z)j �
�
max
t2K

j (t)j
�n
max
t2K

jf(t)j (z � �)n

n!
(3.11)

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim. Bunun için tümevar¬mmetodunu kullanaca-

¼g¬z. n = 1 için, tan¬mdan

j(Lf)(z)j =

������
zZ
�

 (z + �� t)f(t)dt

������
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�
zZ
�

j (z + �� t)j jf(t)j jdtj

� max
t2K

j (t)jmax
t2K

jf(t)j
zZ
�

jdtj

= max
t2K

j (t)jmax
t2K

jf(t)j jz � �j

oldu¼gu görülür.

n = m� 1 için do¼gru oldu¼gunu kabul edelim.

��(Lm�1f)(z)�� � �max
t2K

j (t)j
�m�1

max
t2K

jf(t)j jz � �jm�1

(m� 1)! (3.12)

n = m için ifadenin do¼gru oldu¼gunu göstermeye çal¬̧sal¬m. Bunun için (3:12)

ifadesini kullanal¬m.

j(Lmf)(z)j =

������
zZ
�

 (z + �� t)(Lm�1f)(t)dt

������
�

�
max
t2K

j (t)j
�m

max
t2K

jf(t)j 1

(m� 1)!

zZ
�

jt� �jm�1 dt

Burada t� � 2 [�; z] oldu¼gundan,

1

(m� 1)!

zZ
�

jt� �jm�1 dt = 1

(m� 1)!
1

m

zZ
�

d jt� �jm = jz � �jm

m!

dir. Böylece

j(Lmf)(z)j =
�
max
t2K

j (t)j
�m

max
t2K

jf(t)j jz � �jm

m!

bulunur. Dolay¬s¬yla (3:11) eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧st¬r. A(D) üzerindeki yar¬norm

p olmak üzere, (3:11) eşitsizli¼gi

p(Lnf) � CKp(f) (3.13)
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şeklinde ifade edilir. Ln operatörü süreklidir. Ln sürekli operatörü (�1)n sabiti

ile çarp¬ld¬¼g¬nda yine sürekli olacakt¬r. (3:11) eşitsizli¼gini n = 0; 1; 2; ::: için yaz¬p,

(�1)n ile çarp¬p taraf tarafa toplad¬¼g¬m¬zda,
1X
n=0

(�1)nLn serisi elde edilir. Böylece

(3:13) eşitsizli¼gi kullan¬larak,

p(
1X
n=0

(�1)nLnf) �
"

�
CK

1X
n=0

(�1)nd
n

n!

#
p(f)

� (
�
CKe

�d)p(f)

şeklinde hesaplan¬r. Burada
1X
n=0

(�1)nd
n

n!
serisi yak¬nsak bir seridir ve

1X
n=0

(�1)nd
n

n!
= e�d

dir. Dolay¬s¬yla
1X
n=0

(�1)nLnf serisi yak¬nsak olup, sürekli lineer bir operatör

belirler. Di¼ger taraftan,

(E + L)
1X
n=0

(�1)nLn =
 1X
n=0

(�1)nLn(
!
E + L) = I

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬ E + L nin terse sahip bir operatör oldu¼gunu gösterir.

Böylece T operatörünün de terse sahip oldu¼gu görülür.

Bu durumda aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 3:1:1: J� operatörünün komutant¬olan T nin, A(D) de izomor�zm ol-

mas¬ için gerek ve yeter koşul T nin (3:10) eşitli¼gini sa¼glamas¬ ve

'(�) = (T1) jz=� 6= 0 olmas¬d¬r.

Sonuç 3:1:2: ' 2 A(D) ve '(�) 6= 0 için, A(D) uzay¬nda T1 = '(z) olacak

şekilde bir tek T izomor�zmi vard¬r.
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Sonuç 3:1:3: '; g 2 A(D) olsun. '(�) 6= 0 ise,

'(�)x(z) +

zZ
�

'
0
(z + �� t)x(t)dt = g(z) (3.14)

denkleminin A(D) de çözümü var ve tektir (Nagnibida, 1981).

·Ispat. '(�) 6= 0 olmak üzere, (3:14) denkleminin sol taraf¬E+L biçiminde ifade

edilirse

('(�)E + L')x = g

olur. ('(�)E + L') terse sahip oldu¼gundan yukar¬daki eşitli¼gin her iki taraf¬n¬

bu ifadenin tersi ile çarparsak,

x(z) = ('(�)E + L')
�1g

elde edilir. Böylece çözüm,

x(z) =

 1X
n=0

(�1)nLn'

!
g

şeklinde ifade edilir ve bu çözüm tektir.
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4: Wzw
·IK·I KATLI ·INTEGRALOPERATÖRÜNÜNKOMUTANTI VE

DEV·IRL·I VEKTÖRLER·I

Bu bölümde, iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için Duhamel çarp¬m¬tan¬m¬verilmi̧stir.

C
(n)
A uzay¬nda W iki katl¬ integral operatörü ifade edilmi̧s ve bu uzay¬n bir

altuzay¬olan Ezw uzay¬n¬n bir Banach cebiri oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ezw altuza-

y¬na k¬s¬tlanm¬̧s olan Wzw iki katl¬integral operatörünün komutant¬araşt¬r¬lm¬̧s

ve baz¬özellikleri incelenmi̧stir. Ayr¬ca Wzw iki katl¬integral operatörünün Ezw

altuzay¬ndaki devirli vektörleri verilmi̧stir.

D = fz 2 C : jzj < 1g kompleks düzlemde birim disk olmak üzere, D� D da

sürekli ve D � D de n: mertebeden k¬smi türevleri D� D daki sürekli fonksi-

yonlara geni̧sletilebilen kompleks de¼gerli f(z; w) fonksiyonlar¬n¬n Banach uzay¬

C(n)(D� D) olsun. C(n)(D� D) uzay¬n¬n analitik fonksiyonlar¬n¬n altuzay¬n¬

C
(n)
A = C

(n)
A (D� D) ile gösterelim. O halde

C
(n)
A = C(n)(D� D) \Hol(D� D)

=
�
f(z; w) : f(z; w) 2 C(n)(D� D) ve f(z; w) 2 Hol(D� D)

	
olarak ifade edilir.

C
(n)
A uzay¬nda, iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için konvolüsyon çarp¬m¬ve Duhamel

çarp¬m¬aşa¼g¬daki şekilde ifade edilmi̧stir.

Tan¬m 4:1: f; g 2 C(n)A için,

(f � g)(z; w) =
zZ
0

wZ
0

f(z � u;w � v)g(u; v)dvdu

ifadesine iki de¼gi̧skenli f ve g fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyon çarp¬m¬ denir.

Tan¬m 4:2: f; g 2 C(n)A için,

(f ~ g)(z; w) =
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

f(z � u;w � v)g(u; v)dvdu
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ifadesine iki de¼gi̧skenli f ve g fonksiyonlar¬n¬n Duhamel çarp¬m¬ denir.

C
(n)
A uzay¬nda iki de¼gi̧skenli integral operatörü her f 2 C(n)A için,

(Wf)(z; w) =

zZ
0

wZ
0

f(u; v)dvdu

şeklinde tan¬mlan¬r.

C
(n)
A uzay¬n¬n sadece zw çarpanlar¬ndan oluşan altuzay¬ Ezw olmak üzere,

Ezw =
n
f 2 C(n)A : f(z; w) = f(zw)

o
şeklinde ifade edilir. Burada Ezw = spanf(zw)k : k � 0g oldu¼gunu kolayca

görebiliriz.

Ezw = spanf(zw)k : k � 0g

= closlinhullf(zw)k : k � 0g

olarak ifade edildi¼ginden Ezw uzay¬kapal¬d¬r. Ezw � C
(n)
A � C(n)(D� D) ve Teo-

rem 2:1:15 göz önüne al¬nd¬¼g¬nda Ezw bir Banach uzay¬d¬r.

Leibnitz formülü gözönünde bulunduruldu¼gunda f; g 2 Ezw için Duhamel çarp¬m¬,

(f ~ g)(zw) =
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

f((z � u)(w � v))g(uv)dvdu

=

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
f((z � u)(w � v))g(uv)dvdu

+

zZ
0

@

@z
f(0)g(uw)du+

wZ
0

@

@w
f(0)g(zv)dv + f(0)g(zw)

=

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
f((z � u)(w � v))g(uv)dvdu+ f(0)g(zw) (4.1)

biçiminde ifade edilir.
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Teorem 4:3: (Ezw;~) uzay¬ Duhamel çarp¬m¬na göre Banach cebiridir.

·Ispat. (Ezw;~) uzay¬Banach uzay¬oldu¼gundan bu uzay¬n Banach cebiri oldu¼gu-
nu göstermek için üzerinde tan¬mlanan norma göre

kf ~ gkEzw � kfkEzw kgkEzw

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek yeterlidir. Ezw altuzay¬üzerindeki normu

kfkn = max
�

max
(z;w)2D�D

����@j�jf (zw)@z�1@w�2

���� : j�j = �1 + �2 = 0; 1; :::; n

�
(4.2)

olarak tan¬mlayal¬m. (4:1) eşitli¼ginde konvolüsyon çarp¬m¬n¬n de¼gi̧sme özelli¼gi

kullan¬larak

(f ~ g)(zw) =

zZ
0

wZ
0

g((z � u)(w � v))
@2

@u@v
f(uv)dvdu+ f(0)g(zw) (4.3)

elde edilir. � = �1+�2 olmak üzere (4:3) eşitli¼ginin � kez k¬smi türevi al¬nd¬¼g¬nda

@j�j

@z�1@w�2
(f ~ g) =

zZ
0

wZ
0

@j�j

@z�1@w�2
g ((z � u) (w � v))

@2

@u@v
f (uv) dvdu

+f (0)
@j�j

@z�1@w�2
g (zw)

bulunur. Ezw uzay¬ üzerinde tan¬mlanan norm ifadesi gözönünde bulundurul-

du¼gunda

kf ~ gkEzw � 2 kfkEzw kgkEzw

elde edilir. Böylece (Ezw;~) uzay¬Duhamel çarp¬m¬na göre bir Banach cebiridir.

Ezw altuzay¬üzerinde Wzw = W j Ezw integral operatörünü

(Wzwf)(zw) =

zZ
0

wZ
0

f(uv)dvdu (4.4)

şeklinde ifade edebiliriz.

25



Şimdi Ezw altuzay¬için Duhamel çarp¬m¬tan¬m¬n¬kullanarak Wzw operatörünün

komutant¬n¬araşt¬ral¬m.

Ezw Banach uzay¬üzerindeki bütün s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin Banach cebirini

L(Ezw) ile gösterelim. T 2 L(Ezw); Wzw operatörünün komutant¬ise

fWzwg
0
= fT : TWzw = WzwTg

şeklinde ifade edilir.

Her f 2 C
(n)
A için TWzwf = WzwTf eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan f = (zw)k için,

TWzw(zw)
k = WzwT (zw)

k

olur. Buradan,

TWzw(zw)
k = T

0@ zZ
0

wZ
0

(uv)kdvdu

1A = T

0@ zZ
0

uk

0@ wZ
0

vkdv

1A du

1A
= T

0@ zZ
0

uk
wk+1

k + 1
du

1A
= T

�
zk+1wk+1

(k + 1)2

�
=
T (zw)k+1

(k + 1)2
= WzwT (zw)

k

elde edilir. Bu eşitlikte her iki taraf (k + 1)2 ile çarp¬l¬rsa her k � 0 için,

T (zw)k+1 = (k + 1)2WzwT (zw)
k (4.5)

bulunur. Tümevar¬m metodunu kullanarak her k � 1 ve s 2 R için,

T (zw)k = W k
zwT1

k

�
s=1
s2 (4.6)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim:

T (zw) =WzwT1 (k = 1 için)
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ifadesinin do¼gru oldu¼gu (4:5) denkleminden görülür.

T (zw)n = W n
zwT1

n

�
s=1
s2 (k = n için) (4.7)

ifadesinin do¼gru oldu¼gunu kabul edelim.

T (zw)n+1 = W n+1
zw T1

n+1

�
s=1

s2 k = n+ 1 için (4.8)

ifadesinin do¼gru oldu¼gunu göstermeye çal¬̧sal¬m. (4:5) eşitli¼ginden,

T (zw)n+1 = (n+ 1)2WzwT (zw)
n

elde edilir. Burada T (zw)n yerine (4:7) deki eşitli¼gi yazarsak,

T (zw)n+1 = (n+ 1)2Wzw

�
W n
zwT1

n

�
s=1
s2
�

= W n+1
zw T1(n+ 1)2

n

�
s=1
s2

= W n+1
zw T1

n+1

�
s=1

s2

bulunur. Böylece (4:8) eşitli¼ginin do¼gru oldu¼gu ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi her f 2 Ezw ve herhangi bir k için (4:6) eşitli¼gindeki W k
zw operatörünün

aşa¼g¬daki şekilde ifade edilebildi¼gini gösterelim:

�
W k
zwf
�
(zw) =

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]k�1

[(k � 1)!]2
f(uv)dvdu (4.9)

Bunun için öncelikle,

�
W k
zwf
�
(zw) =

(zw)k

[k!]2
~ f(zw) (4.10)

ifadesinin do¼gru oldu¼gunu gösterelim.

k = 1 için,

(Wzwf) (zw) = zw ~ f(zw)

27



=
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu

=

zZ
0

wZ
0

f(uv)dvdu

bulunur. Bu eşitli¼gin Wzw operatörünün tan¬m¬ndan do¼gru oldu¼gu görülür.

k = n için,

(W n
zwf) (zw) =

(zw)n

(n!)2
~ f(zw)

ifadesinin do¼gru oldu¼gunu kabul edelim.

k = n+ 1 için, �
W n+1
zw f

�
(zw) =

(zw)n+1

[(n+ 1)!]2
~ f(zw)

ifadesinin do¼gru oldu¼gunu gösterelim.

�
W n+1
zw f

�
(zw) = Wzw ((W

n
zwf)(zw))

= Wzw

�
(zw)n

(n!)2
~ f(zw)

�

= zw ~
�
(zw)n

(n!)2
~ f(zw)

�

=

�
zw ~ (zw)

n

(n!)2

�
~ f(zw)

=

0@ @2

@z@w

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]
(uv)n

(n!)2
dvdu

1A~ f(zw)

=

0@ zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
[(z � u)(w � v)]

(uv)n

(n!)2
dvdu+ 0

1A~ f(zw)

=

0@ 1

(n!)2

zZ
0

wZ
0

(uv)ndvdu

1A~ f(zw)

=
(zw)n+1

[(n+ 1)!]2
~ f(zw)
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bulunur. Dolay¬s¬yla (4:10) eşitli¼gi ispatlanm¬̧s olur. Bu eşitlik kullan¬larak,

�
W k
zwf
�
(zw) =

(zw)k

(k!)2
~ f(zw) =

@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]k

(k!)2
f(uv)dvdu

=
1

(k!)2

zZ
0

wZ
0

k2 [(z � u)(w � v)]k�1 f(uv)dvdu

=
k2

k2 [(k � 1)!]2

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]k�1 f(uv)dvdu

=

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]k�1

[(k � 1)!]2
f(uv)dvdu

elde edilir. Böylece (4:9) ifadesinin do¼gru oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Yukar¬daki eşitlikte f = T1 al¬narak

W k
zwT1 =

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]k�1

[(k � 1)!]2
T1dvdu

ifadesi (4:6) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

T (zw)k =
k

�
s=1
s2

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]k�1

[(k � 1)!]2
T1dvdu

oldu¼gu görülür. Bu eşitlik k = 1; 2; 3; ::: için aç¬k yaz¬ld¬¼g¬nda sa¼g taraf p(zw) 2 P

ile T1 in Duhamel çarp¬m¬n¬ifade eder. Gerçekten k = 1 için,

T (zw) = 12
zZ
0

wZ
0

T1dvdu

=

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
[(z � u)(w � v)]T1dvdu+ 0:T1

=
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]T1dvdu

= zw ~ T1
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bulunur. k = 2 için,

T (zw)2 = 12:22
zZ
0

wZ
0

(z � u)(w � v)

(1!)2
T1dvdu

=

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
[(z � u)(w � v)]2 T1dvdu+ 02:T1

=
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

[(z � u)(w � v)]2 T1dvdu

= (zw)2 ~ T1

bulunur. Bu şekilde devam edildi¼ginde,

T (zw)3 = (zw)3 ~ T1

T (zw)4 = (zw)4 ~ T1

...

T (zw)n = (zw)n ~ T1

...

oldu¼gu kolayca görülür.

Bu ifadeler taraf tarafa topland¬¼g¬nda, her p 2 P polinomu için,

Tp(zw) = p(zw)~ T1

olur. Weierstrass yaklaş¬m teoreminin kullan¬lmas¬ile her f 2 Ezw için,

(Tf) (zw) = f(zw)~ T1

dir. Böylece,

(Tf)(zw) = f(zw)~ T1 =

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
f ((z � u)(w � v))T1dvdu+ f(0)T1
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elde edilir. T1 = ' al¬n¬p Duhamel çarp¬m¬n¬n de¼gi̧sme özelli¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda,

(Tf)(zw) =

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu+ '(0)f(zw) (4.11)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla Wzw operatörünün (4:11) ile ifade edilebilen T komutant¬

için bir ' 2 Ezw fonksiyonu vard¬r.

Tersine ' 2 Ezw için Ezw uzay¬ndaWzw operatörünün T komutant¬(4:11) formülü

ile ifade edilir ve T operatörü

TWzwf(zw) =WzwTf(zw); f 2 Ezw

eşitli¼gini sa¼glar. Ayr¬ca T 2 L(Ezw) ve Ezw normlu bir uzay oldu¼gundan T

operatörü Teorem 2:1:2 den sürekli bir operatördür. Yani (4:11) gösterimine

sahip olan T 2 L(Ezw) operatörü Wzw operatörünün komutant¬d¬r.

Böylece aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 4:4: T 2 L(Ezw) operatörünün Wzw operatörünün komutant¬ olmas¬

için gerek ve yeter koşul her f 2 Ezw için

(Tf)(zw) =

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu+ '(0)f(zw)

olacak şekilde bir ' 2 Ezw olmas¬d¬r.

Bu eşitlik iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için Duhamel çarp¬m¬tan¬m¬gözönüne al¬nd¬-

¼g¬nda T = D' olmak üzere

D'f = '~ f

=
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu

=

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu+ '(0)f(zw)
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şeklinde yaz¬labilir. Böylece Wzw operatörünün komutant¬D' biçiminde Duha-

mel operatörü ile ifade edilebilir.

Sonuç 4:5: ' 2 Ezw olmak üzere Wzw operatörünün T1 = ' olacak şekilde bir

tek T komutant¬vard¬r.

·Ispat. ' 2 Ezw olmak üzere Wzw operatörünün T11 = ' ve T21 = ' olacak

şekilde iki kommutant¬oldu¼gunu kabul edelim. T1; T2 2 fWzwg
0
ise

(T1 � T2)Wzw = T1Wzw � T2Wzw

= WzwT1 �WzwT2

= Wzw (T1 � T2)

oldu¼gundan (T1 � T2) 2 fWzwg
0
bulunur.

T1f(zw) = '(0)f(zw) +

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu

T2f(zw) = '(0)f(zw) +

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu

bu iki eşitlik taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa,

(T1 � T2)f(zw) = 0 +

zZ
0

wZ
0

0dvdu = 0

elde edilir. Böylece bu sonuç Wzw operatörünün bir tek T komutant¬oldu¼gunu

gösterir.

Sonuç 4:6: Bir operatörün komutant¬komutatifse fWzwg
0
= fWzwg

00

dir.

·Ispat. ',  2 Ezw fonksiyonlar¬için Wzw operatörünün T1 ve T2 gibi iki komu-

tant¬olsun. Konvolüsyon operatörü

K @2

@z@w

f(zw) =

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu
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şeklinde ifade edilmek üzere,

T1f(zw) = '(0)f(zw) +

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu

=
�
'(0)I+K @2'

@z@w

�
f(zw)

d¬r, her f 2 Ezw için

T1 = '(0)I+K @2'

@z@w

olur. Benzer şekilde

T2f(zw) =  (0)f(zw) +

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
 ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu

=
�
 (0)I+K @2 

@z@w

�
f(zw)

d¬r, her f 2 Ezw için

T2 =  (0)I+K @2 
@z@w

bulunur. Konvolüsyon çarp¬m¬de¼gi̧smeli oldu¼gundan

T1T2 =
�
'(0)I+K @2'

@z@w

��
 (0)I+K @2 

@z@w

�
=

�
 (0)I+K @2 

@z@w

��
'(0)I+K @2'

@z@w

�
= T2T1

elde edilir.

Teorem 4:7: T 2 L(Ezw) operatörünün Ezw uzay¬nda bir izomor�zm ve Wzw

operatörü ile de¼gi̧smeli olmas¬için gerek ve yeter koşul T nin

(Tf)(zw) = '(0)f(zw) +

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu (4.12)

eşitli¼gini sa¼glamas¬ve '(0) = (T1) jzw=0 6= 0 olmas¬d¬r.

·Ispat. T 2 L(Ezw) operatörü Ezw uzay¬nda bir izomor�zm ve Wzw ile de¼gi̧smeli
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bir operatör olsun. T 2 L(Ezw); Wzw operatörü ile de¼gi̧smeli ise Teorem 4:4

gözönünde bulunduruldu¼gunda, T nin (4:12) şeklinde ifade edilebildi¼gi aç¬kt¬r.

Şimdi, T operatörü Ezw uzay¬nda bir izomor�zm ise '(0) 6= 0 oldu¼gunu göstere-

lim. Bunun için olmayana ergi metodunu kullanarak öncelikle '(0) = 0 oldu¼gunu

kabul edelim. Böylece (4:12) eşitli¼gi

(Tf)(zw) =

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f(uv)dvdu

şeklini al¬r. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬K @2'
@z@w

konvolüsyon operatörüdür. Bu operatör

Volterra tipi integral operatör oldu¼gundan kompaktt¬r. Teorem 2:1:4 den dolay¬

T operatörü tersinebilir de¼gildir. Bu ise T nin izomor�zm olmas¬ile çeli̧sir. O

halde '(0) 6= 0 d¬r.

Tersine, '(0) = (T1) j
zw=0

6= 0 ve T operatörünün (4:12) gösterimine sahip oldu¼gu-

nu kabul edip T 2 fWzwg
0
ve T operatörünün Ezw uzay¬nda bir izomor�zm

oldu¼gunu gösterelim. Teorem 4:4 den T 2 fWzwg
0
oldu¼gu aç¬kça görülür. T

operatörünün izomor�zm oldu¼gunu göstermek için T nin tersinebilir oldu¼gunu

göstermeliyiz. (4:12) eşitli¼gi kullan¬larak,

K @2'
@z@w

f =

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) f (uv) dvdu

olmak üzere T operatörü

T = D' =
�
' (0) I +K @2'

@z@w

�
şeklinde yaz¬labilir. K @2'

@z@w

konvolüsyon operatörüEzw uzay¬nda kompakt oldu¼gun-

dan sadece kerD' = f0g oldu¼gunu göstermek Fredholm Alternatif teoremine göre

T operatörünün tersinebilir oldu¼gunu ispatlar.

Şimdi kerD' = ff 2 Ezw : D'f = 0g = f0g oldu¼gunu gösterelim. Bunun için,
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f 2 Ezw olmak üzere

D'f =
�
' (0) I +K @2'

@z@w

�
f = 0

olsun. Böylece

D'f =
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

' ((z � u) (w � v)) f (uv) dvdu = 0 (4.13)

d¬r. c1; c2 sabit say¬ve z 2 D olmak üzere (4:13) eşitli¼ginden,

zZ
0

wZ
0

' ((z � u) (w � v)) f (uv) dvdu = c1z + c2;

bulunur. z = 0 ald¬¼g¬m¬zda her w 2 D için,

0 =

0@ zZ
0

wZ
0

' ((z � u) (w � v)) f (uv) dvdu

1A������
z=0

= (c1z + c2)jz=0 = c2

olur ve buradan c2 = 0 oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan w = 0 ald¬¼g¬m¬zda her

z 2 D için,

0 =

0@ zZ
0

wZ
0

' ((z � u) (w � v)) f (uv) dvdu

1A������
w=0

= c1z

bulunur ve c1 = 0 elde edilir: Böylece her z; w 2 D için,

zZ
0

wZ
0

' ((z � u) (w � v)) f (uv) dvdu = 0 (4.14)

elde edilir. Buradan ' nin sürekli bir fonksiyon ve '(0) 6= 0 olmas¬ sebebiyle

('(0) 6= 0 ise ' sürekli fonksiyon oldu¼gundan dolay¬, her " > 0 için ' fonksiyonu

s¬f¬r¬n her " komşulu¼gunda da s¬f¬rdan farkl¬d¬r) Titchmarsh teoreminden f(zw) =

0 d¬r. Böylece kerD' = kerT = f0g oldu¼gu bulunur. Dolay¬s¬yla T operatörü

Ezw uzay¬nda tersinebilirdir. Yani T operatörü Ezw uzay¬nda bir izomor�zmdir.
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Sonuç 4:8: ' 2 Ezw ve '(0) 6= 0 için Ezw uzay¬nda T1 = '(zw) olacak şekilde

Wzw ile de¼gi̧smeli bir tek T izomor�zmi vard¬r.

Sonuç 4:9: ';  ; 
 2 Ezw olsun. '(0) 6= 0 ise,

'(0) (zw) +

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
' ((z � u)(w � v)) (uv) dvdu = 
(zw)

denkleminin Ezw uzay¬nda çözümü vard¬r ve tektir.

Teorem 4:10: f 2 Ezw olsun. f fonksiyonunun Wzw operatörünün devirli vek-

törü olmas¬için gerek ve yeter koşul f(0) 6= 0 olmas¬d¬r.

·Ispat. Teorem 4:3 denEzw uzay¬Duhamel çarp¬m¬na göre Banach cebiri oldu¼gun-

dan

(Dfg)(zw) = (f ~ g)(zw)

ile ifade edilen Df Duhamel operatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬caWzw

iki katl¬integral operatörü için (4:10) eşitli¼gi ile verilen

�
W k
zwf
�
(zw) =

(zw)k

[k!]2
~ f(zw) (k � 0)

ifadesinin gerçeklendi¼gini göstermi̧stik. Bu ifadelerden

Ef = spanfW k
zwf : k � 0g = span

�
(zw)k

[k!]2
~ f(zw) : k � 0

�
= span

�
Df

�
(zw)k

[k!]2

�
: k � 0

�
= closDfspan

�
(zw)k : k � 0

	
= closDfEzw

elde edilir. Tan¬mdan dolay¬ f in devirli vektör olmas¬ için (f 2 Cyc(Wzw))

closDfEzw = Ezw eşitli¼ginin sa¼glanmas¬gerekmektedir. Böylece f in devirli vek-

tör oldu¼gunu göstermek için closDfEzw = Ezw () f(0) 6= 0 oldu¼gunu göster-

meliyiz.
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Öncelikle closDfEzw = Ezw yani Ef = Ezw iken f(0) 6= 0 oldu¼gunu gösterelim.

f(0) = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

Ef = span

�
(zw)k

[k!]2
~ f(0) : k � 0

�
� fh 2 Ezw : h(0) = 0g

bulunur. Bu da Ef = Ezw olmas¬ile çeli̧sti¼ginden f(0) 6= 0 d¬r.

Teoremin tersini göstermek için f(0) 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda,

closDfEzw = Ezw oldu¼gunu elde etmek içinDf operatörünün tersinebilir oldu¼gunu

ifade etmek yeterlidir. Teorem 4:7 in ispat¬nda

Df =
�
f(0)I +K @2f

@z@w

�
olarak ifade edilen Df operatörünün tersinebilir oldu¼gu Titchmarsh ve Fred-

holm alternatif teoremi kullan¬larak ispat edilmi̧sti. Bu sebeple Df operatörü

tersinebilir oldu¼gundan

closDfEzw = Ezw

elde edilir. Böylece Ef = Ezw dir. Buradan f 2 Cyc(Wzw) oldu¼gu görülür.
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5: Ezw BANACH CEB·IR·IN·IN MAKS·IMAL ·IDEALLER UZAYI

Bu bölümde bir f 2 Ezw fonksiyonunun Duhamel çarp¬m¬na göre hangi koşullar

alt¬nda terse sahip oldu¼gu Karaev ve Tuna (2004) taraf¬ndan kullan¬lan quasi-

nilpotent operator tekni¼gi yard¬m¬yla araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Quasinilpotent elemanlar¬n

bulunmas¬yla (Ezw;~) cebirinin radikal olmayan bir Banach cebiri oldu¼gu gös-
terilmi̧stir. Ayr¬ca, (Ezw;~) cebirinin maksimal idealler uzay¬ ifade edilmi̧stir.
Radikal Banach cebirleri için maksimal idealler uzay¬ iyi bilinmektedir. Fakat,

Duhamel çarp¬m¬na göre radikal olmayan Banach cebirleri için bu tür problemler

yeterince araşt¬r¬lmam¬̧st¬r. Bu aç¬dan (Ezw;~) cebirinin maksimal idealler uza-
y¬n¬n ifade edilmesi önemlidir.

Teorem 5:1: f 2 (Ezw;~) olmak üzere f fonksiyonunun ~-tersinebilir olmas¬
için gerek ve yeter koşul f(zw) jzw=0 6= 0 olmas¬d¬r.

·Ispat. f fonksiyonu Duhamel çarp¬m¬na göre Ezw Banach cebirinde tersinebilir

olsun. O halde her z = (z1;z2) 2 D� D için (f ~ g)(z) = 1 olacak şekilde bir tek

g 2 (Ezw;~) vard¬r. Özel olarak z = 0 için, (f ~ g)(0) = 1 dir. Yani

(f ~ g)(0) =

zZ
0

wZ
0

@2

@z@w
f((z � u)(w � v))g(uv)dvdu+ f(0)g(0) = 1

= f(0)g(0) = 1

bulunur. Böylece f(0) 6= 0 d¬r.

Teoremin di¼ger taraf¬n¬n ispat¬ için, f(0) 6= 0 olsun. Bu durumda f fonksi-

yonunun (Ezw;~) Banach cebirinde tersinebilir oldu¼gunu gösterelim. Bunun için
h 2 Ezw olmak üzere Dfh = f ~ h şeklindeki Df Duhamel operatörünün Ezw

cebirinde tersinebilir oldu¼gunu göstermek yeterlidir. F = f � f(0) olarak alal¬m.

Buradan aç¬kça F (0) = 0; f(z) = F (z) + f(0) oldu¼gu görülür. I; Ezw cebirinde

birim operatör olmak üzere

Df = Df(0)+(f�f(0)) = Df(0) +Df�f(0)

= f(0)I +DF
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dir. Teorem 2:1:28 den DF in bir polinomu olan Df = f(0)I +DF operatörünün

spektrumunu

� (P (DF )) = P (�(DF ))

olarak yazabiliriz. Burada DF operatörü quasinilpotent ise �(DF ) = 0 d¬r.

� (P (DF )), P (DF ) polinomunun �(DF ) de ald¬¼g¬de¼gerlerden oluştu¼gundan

� (f(0)I +DF ) = f(0)

bulunur. Teoremin hipotezinden f(0) 6= 0 oldu¼gunu biliyoruz. O halde �(Df ) 6= 0

d¬r ve 0 =2 �(Df ) oldu¼gundan Df tersinebilirdir. Şimdi de DF in Ezw cebirinde

quasinilpotent operatör oldu¼gunu göstermeliyiz. Bunun için operatörlerin spek-

tral yar¬çap¬n¬ifade eden

r (DF ) = lim
k!1



Dk
F



 1
k

Gelfand formülünü kullanaca¼g¬z. ·Ilk olarak


Dk

F



 1
k ifadesini hesaplayal¬m: g 2

Ezw için konvolüsyon operatörü

�
K @2F

@z@w

g
�
(zw) =

�
@2F

@z@w
� g
�
(zw)

olmak üzere

(DFg) (zw) =
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

F ((z � u) (w � v)) g (uv) dvdu

=

zZ
0

wZ
[

0

F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]g (uv) dvdu+ F (0) g (zw)

=

zZ
0

wZ
0

[F 0 ((z � u) (w � v)) +

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]g (uv) dvdu

=
�
K @2F

@z@w

g
�
(zw)

39



bulunur. Böylece Duhamel operatörü konvolüsyon operatörü ile ifade edilebile-

ce¼ginden

����K @2F
@z@w

g
�
(zw)

��� =

������
zZ
0

wZ
0

[F 0 ((z � u) (w � v))+

(z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]g (uv) dvduj

�
zZ
0

wZ
0

j[F 0 ((z � u) (w � v))+

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]j jg (uv)j jdvj jduj

� kFkn kgkn jzwj

bulunur.�����K2
@2F
@z@w

g

�
(zw)

���� =
���hK @2F

@z@w

�
K @2F

@z@w

g
�i
(zw)

���
=

zR
0

wR
0

[F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]K @2F
@z@w

g (uv) dvdu
���

=
zR
0

wR
0

[F 0 ((z � u) (w � v)) + (z � u) (w � v)

F 00 ((z � u) (w � v))]

�
uR
0

vR
0

[F 0 ((u� t) (v � �))

+ ((u� t) (v � �))F 00 ((u� t) (v � �))] g (t�) d�dtg dvduj

�
zR
0

wR
0

F 0 ((z � u) (w � v)) + (z � u) (w � v)

F 00 ((z � u) (w � v))

�
uR
0

vR
0

jF 0 ((u� t) (v � �))j

+ j(u� t) (v � �)F 00 ((u� t) (v � �))j jg (t�)j jd� j jdtj jdvj jduj

� kFk2n kgkn
jzwj2

2!

elde edilir. Böylece tümevar¬m yöntemi ile

����Kk
@2F
@z@w

g
�
(zw)

��� � kFkkn kgkn jzwjkk!
(5.1)

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür. Şimdi konvolüsyon operatörünün k¬smi türev-
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lerini hesaplayal¬m.

���� @2

@z@w

�
K @2F

@z@w

g
�
(zw)

���� =

������ @2

@z@w

0@ zZ
0

wZ
0

[F 0 ((z � u) (w � v))+

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]g (uv) dvdu)j

=

������ @2

@z@w

0@ zZ
0

wZ
0

g ((z � u) (w � v))

1A [F 0 (uv) + uvF 00 (uv) dvdu]

������
=

������
zZ
0

wZ
[g0 ((z � u) (w � v)) + (z � u) (w � v) g00 ((z � u) (w � v))](F 0 (uv)+

+ uvF 00 (uv))dvdu+ g (0) (F 0 (zw) + zwF 00 (zw))j

=

������
zZ
0

wZ
0

[F 0 ((z � u) (w � v)) + (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))] [g0 (uv)

+uvg00 (uv)]dvdu+ g (0) (F 0 (zw) + zwF 00 (zw))j

�
zZ
0

wZ
0

jF 0 ((z � u) (w � v)) + (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))j jg0 (uv)+

+uvg00 (uv)j jdvj jduj+ jg (0)j jF 0 (zw) + zwF 00 (zw)j

� kFkn kgkn jzwj+ kFkn kgkn

� kFkn kgkn (jzwj+ 1)

şeklinde elde edilir.���� @2

@z@w

�
K2

@2F
@z@w

g

�
(zw)

���� = ���� @2

@z@w

zR
0

wR
0

[F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]

�
uR
0

vR
0

[F 0 ((u� t) (v � �))

+ (u� t) (v � �)F 00 ((u� t) (v � �))]g (t�) d�dtg dvduj

=

���� zR
0

wR
0

[F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]

�
uR
0

vR
0

[F 0 ((u� t) (v � �))

+ (u� t) (v � �)F 00 ((u� t) (v � �))] [g0 (t�) + t�g00 (t�) d�dt]

+ g (0) [F 0 (uv) + uvF 00 (uv)]g dvduj

�
zR
0

wR
0

jF 0 ((z � u) (w � v))

41



+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))j
�
uR
0

vR
0

jF 0 ((u� t) (v � �))j

+ j(u� t) (v � �)F 00 ((u� t) (v � �))j jg0 (t�) + t�g00 (t�)j jd� j jdtj

+ jg (0)j jF 0 (uv) + uvF 00 (uv)jg jdvj jduj

�
zR
0

wR
0

jF 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))j
�
uR
0

vR
0

jF 0 ((u� t) (v � �))

+ (u� t) (v � �)F 00 ((u� t) (v � �))j jg0 (t�) + t�g00 (t�)j jd� j jdtj jdvj jduj)

+
zR
0

wR
0

F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))j jg (0)j jF 0 (uv) + uvF 00 (uv)j jdvj jduj

� kFk2n kgkn
jzwj2

2
+ kFk2n kgkn jzwj

� kFk2n kgkn

 
jzwj2

2
+ jzwj

!

� kFk2n kgkn

�
jzwj2 + 1

�2
2!

olarak bulunur ve tümevar¬m yöntemiyle

���� @2

@z@w

�
Kk

@2F
@z@w

g
�
(zw)

���� � kFkkn kgkn
�
jzwj2 + 1

�k
k!

(5.2)

elde edilir. K¬smi türevleri hesaplamaya devam etti¼gimizde,

���� @4

@z2@w2

�
K @2F

@z@w

g
�
(zw)

���� =
������ @4

@z2@w2

zZ
0

wZ
[

0

F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]g (uv) dvduj

=

������ @2

@z@w

0@ zZ
0

wZ
[

0

F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))] [g0 (uv) + uvg00 (uv)] dvdu

+ g (0) (F 0 (zw) + zwF 00 (zw)))j

=

������
zZ
0

wZ
[

0

F 0 ((z � u) (w � v))
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+(z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))][g(2) (uv)

+4uvg(3) (uv) + (uv)2 g(4) (uv)]dvdu

+ (F 0 (zw) + zwF 00 (zw)) g0 (0) + (F 0 (zw) + zwF 00 (zw)) g (0)j

� kFkn kgkn jzwj+ kFkn kgkn + kFkn kgkn

� kFkn kgkn (jzwj+ 2)

bulunur.���� @4

@z2@w2

�
K2

@2F
@z@w

g
�
(zw)

���� =

���� @2

@z@w

�
@2

@z@w
K2

@2F
@z@w

g

�
(zw)

����
=

������ @2

@z@w

0@ zZ
0

wZ
[

0

F 0 ((z � u) (w � v))+

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]

8<:
uZ
0

vZ
0

[F 0 ((u� t) (v � �))

+ [(u� t) (v � �)F 00 ((u� t) (v � �))] [g0 (t�) + t�g00 (t�)] d�dt

+ g (0) [F 0 (uv) + uvF 00 (uv)]g dvdu)j)

=

������ @2

@z@w

0@ zZ
0

wZ
0

[F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]

uZ
0

vZ
0

[F 0 ((u� t) (v � �))

+ (u� t) (v � �)F 00 ((u� t) (v � �)) [g0 (t�) + t�g00 (t�)])

+
@2

@z@w

zZ
0

wZ
0

[F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))] [F 0 (uv) + uvF 00 (uv)] g (0) dvduj

=

������
zZ
0

wZ
0

[F 0 ((z � u) (w � v))

+ (z � u) (w � v)F 00 ((z � u) (w � v))]

uZ
0

vZ
0

[F 0 ((u� t) (v � �))

+ (u� t) (v � �)F 00 ((u� t) (v � �))] [g(2) (uv)
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+4uvg(3) (uv) + (uv)2 g(4) (uv)]d�dt

+F 0 (0)

zZ
0

wZ
0

F 0 ((z � t) (w � �)) [g(2) (zw)

+4 (zw) g(4) (zw) + (zw)2 g(4) (zw)]d�dt

+

zZ
0

wZ
0

[F 00 ((z � u) (w � v)) + 4 (z � u) (w � v)

F (3) ((z � u) (w � v)) + (z � u)2 (w � v)2 f (4) (z � u) (w � v)]

[F 0 (uv) + uvF 00 (uv)] g (0) dvdu+ [F 0 (zw) � F 0 (zw)] g (0)j

� kFk2n kgkn
jzwj2

2
+ kFk2n kgkn jzwj+ kFk

2
n kgkn jzwj+ kFk

2
n kgkn

� kFk2n kgkn
(jzwj+ 2)2

2!

olarak hesaplan¬r. Tümevar¬m yönteminin kullan¬lmas¬ile,

@4

@z2@w2

h�
Kk

@2F
@z@w

�
(zw)

i
� kFkkn kgkn

(jzwj+ 2)k

k!
(5.3)

bulunur. (5:1) ; (5:2); (5:3) eşitsizlikleri gözönünde bulunduruldu¼gunda, s = n+m

olmak üzere,

���� @s

@zn@wm

�
Kk

@2F
@z@w

g
�
(zw)

���� � kFkkn kgkn (jzwj+ s)k

k!
(5.4)

elde edilir. Böylece 


Kk
@2F
@z@w

g




n
� kFkkn kgkn

(1 + s)k

k!

olur ve buradan 


Kk
@2F
@z@w





n
� kFkkn

(1 + s)k

k!

d¬r. Yukar¬daki eşitsizlikte limite geçildi¼ginde,




Kk
@2F
@z@w




1=k � kFkn 1 + s
(k!)1=k

! 0; (k !1)
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bulunur. Böylece

r(DF ) = r
�
K @2F

@z@w

�
= lim

k!1




Kk
@2F
@z@w




1=k = 0
d¬r. Yani DF = K

@2F
@z@w

operatörü Ezw uzay¬nda quasinilpotent operatördür.

Sonuç olarak, f (0) 6= 0 iken Df operatörü tersinebilir oldu¼gundan f de tersinebi-

lirdir.

Sonuç 5:2: (Ezw;~) cebiri radikal olmayan Banach cebiridir.

·Ispat. (Ezw;~) cebirinde f(0) 6= 0 iken Df operatörünün tersinebilir olmas¬en

az bir f 2 Ezw nin quasinilpotent olmad¬¼g¬n¬gösterir. O halde (Ezw;~) cebiri
radikal olmayan bir Banach cebiridir.

Teorem 5:3: (Ezw;~) cebirinin M ((Ezw;~)) maksimal idealler uzay¬

h (f) = f (0) olacak şekilde bir tek homomor�zm içerir.

·Ispat. Teorem 2:1:21 (d) ve Teorem 5:1 gözönüne al¬nd¬¼g¬nda (Ezw;~) cebirinde
maksimal idealler

M ((Ezw;~)) = ff 2 Ezw : f jzw=0= 0g

şeklinde ifade edilir. Teorem 2:1:21 (a), (b) den f 2M ((Ezw;~)) ise h(f) = f(0)

olacak şekilde bir h : Ezw ! C homomor�zmi vard¬r. Teorem 2:1:22 den � (f) =

h(f) dir. Yani f nin spektrumlar¬h(f) = f(0) olacak şekildeki h(f) lerden oluş-

muştur. K¬saca � (f) = ff(0)g d¬r. Ayr¬ca�; Ezw n¬n bütün homomor�zmlerinin

kümesi olsun. O halde
f̂ : �! C

h! f̂(h) = h(f)

Gelfand dönüşümüdür. Teorem 2:1:25 ve Teorem 5:1 den � (f) = f̂(h) = fh(f) :

h 2 �g dir. f 2 Ezw fonksiyonunun ~-tersinebilir olmas¬için gerek ve yeter koşu-
lun f(0) 6= 0 olmas¬sebebiyle h (f) = f (0) olacak şekilde bir tek homomor�zm

vard¬r.
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