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ÖZET 

RIEMANN-OTSUKI UZAYLARINDA BAZI ÖZEL EĞRİLERİN TANIMI VE 

İNCELENMESİ 

 
Riemann-Otsuki uzayları, Otsuki tarafından tanımlanan genel konneksiyon kavramı ile 
ilişkilendirilen bir Riemann metriği ile karakterize edilir. Bu uzay, A.Moor tarafından  
tanımlanan Weyl-Otsuki uzayının bir özel halidir.  

0k ijD g =  

denklemi ile belirlenen bir genel konneksiyon ( )n
R O−  ile göstereceğimiz Riemann-

Otsuki uzayını tanımlar.  
 
Genel konneksiyon tanımında hareket noktası afin konneksiyonun bileşenleridir. 
Bilindiği üzere bir afin konneksiyonun lokal koordinatlara göre ifade edilen bileşenleri, 
birer geometrik nesnedir ancak geometrik çokluklar değillerdir. Çünkü bir koordinat 

dönüşümünde bunlar ( )1,2  tipinde bir tensörün bileşenleri gibi dönüşürler, ancak lokal 

koordinatların ikinci mertebeden kısmi türevlerini içeren terimler barındırırlar. Buradan 

hareketle, afin konneksiyonun bileşenleri ile ( )1,2  tipinde bir tensörün bileşenlerinin 

birbirinden tamamıyla farklı kavramlar olmadığını T.Otsuki  göstermiştir. Bu iki 
kavram Otsuki’nin tanımladığı bir genel konneksiyonun özel halleridir. Bu nedenle 
Otsuki konneksiyonu diferansiyellenebilir manifoldlar için afin konneksiyon 
kavramının genelleştirilmesinden ibarettir. 
 

 Bu genelleştirmeyi yapan Otsuki, ( )2 Mℑ  ile göstereceğimiz 2.mertebeden tanjant 

demeti kavramını kullanarak, afin, projektif ve konformal konneksiyon gibi klasik 
konneksiyonlara tek bir bakış açısından bakılabileceğini göstermiştir. Otsuki 

çalışmasında, ( )2 MD  M’nin ikinci mertebeden kotanjant demeti olmak üzere, genel 

konneksiyonu ( ) ( )2T M M⊗D ’nin bir kesiti olarak tanımlamıştır. Genel konneksiyonu 

bu şekilde tanımladıktan sonra, genel konneksiyona göre kovaryant türevi tanımlayarak, 
bu kovaryant türev ile temel kovaryant türevin ilişkisini ortaya koymuştur.  
 
Ayrıca, bir genel konneksiyonun (1,1) tipinden bir Q tensörü ile çarpımının da bir genel 
konneksiyon olduğu Otsuki tarafından gösterilmiştir. Bu şekilde elde edilen ' QΓ = Γ  ve 

'' QΓ = Γ  konneksiyonlarına Γ  ile gösterilen konneksiyonunun, sırasıyla, kontravaryant 
ve kovaryant kısımları adı verilmiştir.  
 



 ix 

( )nR O−  ile gösterilen n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayını ilk defa Nadj tanımladı ve bu 

uzayın alt uzayları ile bu altuzaya ortogonal altuzayları inceledi. Bu altuzaylar da birer 
Riemann-Otsuki uzayı olacak şekilde altuzay ve onun ortogonal uzayında, sırasıyla, Γ

�
 

ve Γ�  konneksiyonlarını belirledi. Riemann-Otsuki uzayında Ricci formülü, Gauss-
Codazzi, Kühne denklemleri ve Frenet formülleri yine Nadj tarafından elde edildi. 
Ayrıca Nadj, Riemann-Otsuki uzayının bir  altuzayındaki  otoparalel eğrileri 
tanımlayarak bu eğrilerin üst uzayda da otoparalel olmaları için gerekli koşulları elde 
etmiştir.      
 
Diğer taraftan, Riemann uzayındaki eğrilerin sonsuz küçük deformasyonlarının 
J.A.Shouten, K.Yano ve H.A.Hayden tarafından incelendiği bilinmektedir. Riemann 
uzayındaki eğrilerin deformasyonlarının incelenmesi Riemann uzayları için tanımlanmış 

olan ∆  ve 
13

D  operatörleri kullanılarak yapılmıştır. 
 

Bu tez çalışmasında, Riemann uzayında tanımlanan ∆  ve 
13

D  operatörleri Riemann-
Otsuki uzayları için hesaplanarak eğrilerin deformasyonunu incelemek için 
kullanılmıştır. Ayrıca, paralel teğet ve Combescure deformasyonları tanımlanmış ve 
otoparalel eğrileri otoparalel eğrilere ve çemberleri çemberlere dönüştüren 
deformasyonlar yeniden elde edilmiştir. Daha sonra, Riemann-Otsuki uzayında bir helis 
eğrisini tanımlayan deformasyon elde edilmiş ve Riemann-Otsuki uzayındaki bir involüt 
eğrisinin Riemann uzayındaki bir involüt eğrisinden  farklı olan özellikleri 
araştırılmıştır. Son olarak, Riemann uzayında Pears tarafından incelenen Bertrand 
eğrileri n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayında incelenerek, Riemann uzayındakilerden 
farklı olan özellikleri elde edilmiştir. 
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SUMMARY 

INVESTIGATION OF SOME SPECIAL CURVES IN RIEMANN-OTSUKI 

SPACES 

 

Riemann-Otsuki spaces are characterized by a Riemannian metric associated with 
general connection concept defined by T.Otsuki. This space, as defined by A. Moor is a 
special case of  a Weyl-Otsuki space. A general connection determined by the equation 

0k ijD g = , 

 defines a Riemann-Otsuki space which will be denoted by ( )nR O− . 

  
As is well known, components on an affine connection expressed in local coordinates 
constitute a geometrical object but not a geometrical quantity, because for coordinate 
transformations they are transformed in the same way as the components of a tensor of 
type (1,2), but related with the terms containing the second order partial derivatives of 
the local coordinates. However, T. Otsuki showed that the components of an affine 
connection and the components of a tensor of type (1,2) are not  entirely different 
concepts. These two concepts are a special cases of a general connection so the Otsuki 
connection is a generalization of a concept of an affine connection in differantiable 
manifolds. 
 

Using the concept of  tangent bundles of order 2 which will be denoted by ( )2 Mℑ , 

Otsuki showed that the classical connections such as affine, projective and conformal  
connections on manifolds can be considered from unificative standpoint. Otsuki defined 

a general connection as a cross-section of the vector bundle ( ) ( )2T M M⊗D , where 

( )2 MD  ise the dual vector bundle of ( )2 Mℑ . Then he defined the covariant derivative 

with respect to this connection and gave the relationship between covariant derivative 
and basic covariant derivative. 
 
Moreover, Otsuki showed that the product of a tensor of type (1,1) and the general 
connection is a general connection, too. These connections denoted by ' QΓ = Γ  and 

'' QΓ = Γ  are called, respectively, the contravariant and the covariant part of the  
connection Γ . 
 
Nadj F, defined the Riemann-Otsuki spaces and studied their subspaces and the 
orthogonal space of any subspace of the Riemann-Otsuki space. Then he determined the 
coefficients of the connections Γ

�
 and Γ�  of, respectively, a subspace and its orthogonal 
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space  so that this subspaces be Riemannian-Otsuki spaces, too. Then he obtained 
Frenet and Ricci’s formulas, as well as, Gauss, Codazzi and Kühne equations of 
Riemann-Otsuki spaces. He also defined the autoparallel curves of a subspace of 
Riemann-Otsuki space and gave some necessary conditions so that this type of curves 
be autoparallel curve of the space, too.  
 
On the other hand, infinitesimal deformations of curves in a Riemannian space have 

been studied by H. A. Hayden, J. A. Shouten, K. Yano by using operators ∆  and 
13

D  
defined in the Riemannian space. 
 

In this thesis, we define operators ∆  and 
13

D  in Riemann-Otsuki space and use them for 

studying the deformation of the curve. Moreover, we define parallel tangent and 

Combescure deformations and determine the deformations carrying autoparallel curves 

into autoparallel curves and Riemannian circles into Riemannian circles in Riemann-

Otsuki space. Then we determine the deformations which define helical curves in 

Riemann-Otsuki space and investigate some characteristics of an involute curve which 

are different from the ones in Riemannian space. Finally, we investigate  Bertrand 

curves in an n-dimensional Riemann-Otsuki space and obtain some properties of these 

curves which are different from the Riemann space studied by Pears. 
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1.GİRİŞ 

Riemann-Otsuki uzayları, Otsuki [1] tarafından tanımlanan genel konneksiyon kavramı 

ile ilişkilendirilen bir Riemann metriği ile karakterize edilir. Bu uzay, A.Moor [2,3]  

tarafından tanımlanan Weyl-Otsuki uzayının bir özel halidir. Söz konusu bu 

çalışmalarda Moor, ( )k xγ  bir kovaryant vektör olmak üzere ( )k ij k ijg x gγ∇ =  eşitliğini 

sağlayan bir ( )ijg x  temel tensörü tarafından belirlenen bir Otsuki konneksiyonu 

tanımlayarak Weyl ve Otsuki konneksiyon teorilerini kendi içinde birleştirmiştir.  

0k ijD g =  

denklemi ile belirlenen Otsuki konneksiyonu ise ( )nR O−  ile göstereceğimiz Riemann-

Otsuki uzayını tanımlar, [4], [5].  

 

Riemann-Otsuki uzayları ile ilgili yapılan araştırmalar 2.bölümde yer almaktadır. Bu 

çalışmada, öncelikle A.Moor tarafından yapılan tanımlamanın ortaya çıkmasına 

yardımcı olan kaynaklar incelendi, [6-10]. Bu inceleme sonucunda genel konneksiyon 

kavramının nasıl ortaya atıldığı ayrıntıları ile ortaya kondu. Bu kavramı ilk olarak 

T.Otsuki tanıttı ve daha sonra genel konneksiyona onun adına atfen Otsuki 

konneksiyonu adı verildi. Otsuki konneksiyonu diferansiyellenebilir manifoldlar için 

afin konneksiyon kavramının genelleştirilmesinden ibarettir.  

 

Bu genelleştirmenin esasını anlayabilmek için jet manifoldlar teorisinin temel 

kavramlarına ve genel özelliklerine gereksinim olduğu ortaya çıkmıştır. Jet manifoldlar 

teorisi kaynak [11]’den yararlanarak geniş bir şekilde Bölüm 2.1’de anlatılmıştır.  

 

Konneksiyon kavramında kullanılan vektör demetleri (vector bundles)  ve bunların 

kesitleri ile çatı demetleri (frame bundles) hakkındaki bilgiler kaynak [12] ve [13] 

kullanılarak Bölüm 2.2’de verilmiştir. 
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Bölüm 2.3 ve 2.4’de ise Bölüm 2.1 ve 2.2’deki bilgiler kullanılarak ikinci mertebeden 

tanjant ve kotanjant demetler tanımlanmıştır, [6,7]. Daha sonra bu tanımlar kullanılarak 

Γ  ile gösterilen genel konneksiyonun ve kovaryant türevinin tanımı yapılmış ve 

özellikleri incelenmiştir. Ayrıca, bir eğri boyunca kovaryant diferansiyel, geodezik 

eğriler ve genel konneksiyonların öz eğrileri ile öz fonksiyonları çalışılmıştır. 

 

Bölüm 2.5’de  genel bir konneksiyonun (1,1) tipinden bir Q tensörü ile çarpmının da bir 

genel konneksiyon olduğu gösterilmiştir, [14,15].  Bu şekilde elde edilen ' QΓ = Γ  ve 

'' QΓ = Γ  konneksiyonlarına Γ  konneksiyonunun, sırasıyla, kontravaryant ve kovaryant 

kısmı adı verilir. Bu bölümde ayrıca regüler genel konneksiyonlar tanımlanmıştır. 

Bölüm 2.6’da ise bu regüler genel konneksiyonun tanımladığı temel kovaryant türev 

tanımlanmış ve kovaryant türev ile ilişkisi verilmiştir, [7]. 

 

Γ  konneksiyonuna göre geodezik ve öz eğriler T.Otsuki [7] tarafından incelenmiştir, bu 

kavramlar Bölüm 2.7’de verilmiştir. Ayrıca bu bölümde normal genel konneksiyonlar, 

Otsuki metrik konneksiyonları ve metrik olma koşulu verilmiştir, [9,16]. Bölüm 2.8’de 

de klasik konneksiyonların genelleştirilmesi olarak genel konneksiyonların burulma ve 

eğrilik formları verilmiştir. 

 

Bölüm 2.9’da Nadj’ın [4] tanımladığı n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayı verilmiş ve bu 

uzayın alt uzayları ile bu altuzaya ortogonal olan altuzaylar incelenmiştir, [5]. Bu 

altuzaylar da birer Riemann-Otsuki uzayı olacak şekilde altuzay ve onun ortogonal 

uzayında , sırasıyla, Γ
�

 ve Γ�  konneksiyonlarının alacağı şekil belirlenmiştir. 

 

Ricci formülü, Gauss-Codazzi ve Kühne denklemleri, altuzayın D
�

 temel kovaryant 

diferansiyeli kullanılarak Bölüm 2.10’da verilmiştir. Daha önce bu denklemler [17]’de 

konneksiyonun kovaryant kısmı ile tanımlanan kovaryant türev kullanılarak elde 

edilmişti.  Konneksiyonun kovaryant ve kontravaryant kısımları farklı olduğundan 

vektörün kontravaryant ve kovaryant kısımlara göre Riemann-Otsuki uzayındaki Frenet 

formülleri Nadj [18] tarafından verilmektedir. Biz bu formülleri Bölüm 2.11’de ayrıntılı 

bir şekilde inceledik. Bölüm 2.12’de Riemann-Otsuki altuzayındaki otoparalel eğriler 
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tanımlanmış ve bu eğrilerin üst uzayda da otoparalel olmaları için gerekli koşullar elde 

edilmiştir, [19].      

 

Yaptığımız araştırmanın metodolojisi üçüncü bölümde yer almaktadır. 

 

Dördüncü bölümde ise yukarıda belirttiğimiz bilgiler kullanılarak genel konneksiyon 

yardımıyla n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayında otoparalel eğriler, çember, helis, 

invölüt eğrisi ve Bertrand eğrileri gibi özel eğriler incelenmiştir. Bölüm 4.1’de 

Riemann-Otsuki uzayında eğrilerin deformasyonu incelenmiştir. Riemann uzayında bu 

deformasyon sonucunda ortaya çıkan ∆  ve 
13

D  operatörleri, [20]-[24], Riemann-Otsuki 

uzayında yeniden hesaplanarak eğrilerin deformasyonunu incelemek için kullanılmıştır. 

Ayrıca paralel teğet ve Combescure deformasyonları verilmiştir, [20], [23] ve otoparalel 

eğrileri otoparalel eğrilere ve çemberi çembere dönüştüren deformasyonlar özgün 

biçimde elde edilmiştir. Bölüm 4.2’de Riemann-Otsuki uzayında helis eğrisini 

tanımlayan deformasyon elde edilmiş ve Bölüm 4.3’de ise Riemann-Otsuki uzayında 

involüt eğrisinin Riemannian haldeki özelliklerden farklı olan özellikleri araştırılmıştır. 

Son olarak Bölüm 4.4’de Riemann uzayında Pears [25] tarafından incelenen Bertrand 

eğrileri yine Riemann-Otsuki uzayında incelenmiş ve Riemannian halden farklı olan 

yeni özellikleri elde edilmiştir.  

 

Beşinci bölümde ise yapılan araştırma ile ilgili bir değerlendirme yapılmıştır ve ileride 

yapılabilecek araştırmalara yönelik öneriler verilmiştir. 
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2.GENEL KISIMLAR 

2.1. 2

n
L  GRUBUNUN TANIMI 

Bu bölümde genel konneksiyon tanımında kullanacağımız 2. mertebeden ( )2 MT  

tanjant demetinin, yapı grubunu oluşturacak olan jet-manifoldları ele alacağız. Jet-

manifoldlar geniş bir şekilde D.Krupka ve M.Krupka [11] tarafından incelenmiştir. Jet-

manifold kavramı, diferansiyellenebilir bir manifoldtan diğerine tanımlı bir dönüşümün, 

bir noktadaki diferansiyel kavramının genelleştirilmesidir. X ve Y iki 

differansiyellenebilir manifold için x X∈  noktasında “birbirine 2. mertebeden tanjant” 

olan tüm 2C sınıfından dönüşümler bir denklik bağıntısı belirler. Bu denklik bağıntısının 

belirlediği denklik sınıflarına, kaynağı x ve hedefi y Y∈  olan bir 2-jet denir. Kaynağı x 

ve hedefi y olan 2-jetlerin kümesi 2C  sınıfından diferansiyellenebilir bir manifoldtur. 

Bu manifoldlara jet-manifold adı verilir. Öte yandan 2-jetlerin bileşkesi işlemi 

tanımlanmış ve bileşke işlemine göre tersinir 2-jetlerin oluşturduğu kümenin bir grup 

yapısına sahip olduğu gösterilmiştir. Bu çalışmada 2. mertebeden diferansiyel grup 

olarak adlandırılan bu grup, kaynak [7]’de, 2. mertebeden genelleştirilmiş sonsuz küçük 

izotropiler grubu olarak adlandırılan 2
nL  grubunun genelleştirilmiş şeklidir. 

2.1.1 Birinci ve İkinci Mertebeden Genelleştirilmiş Zincir Kuralı 

Tanım 2.1.1. n

nU ⊂ �  ve m

mU ⊂ �  açık kümeler, : mf U → �  bir düzgün fonksiyon 

ve ( )g gσ= , 1 mσ≤ ≤ , 
nU ’dan 

mU ’ye düzgün bir dönüşüm olsun. 
i ix

∂
∂ =

∂
 olmak 

üzere, ( )1,..., nx x x=  noktasında ( )( ) ( ) ( )( )1 ,...., mf g x f g x g x=  fonksiyonunun 

birinci ve ikinci türevi  
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( )( ) ( )( )( ) ( )
( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( )( )( ) ( )                             ,    1 , ,  1 ,

i i

j i j i

ij

f g x f g x g x

f g x f g x g x g x

f g x g x i j n m

σ
σ

ω σ
ωσ

σ
σ ω σ

∂ = ∂ ∂

∂ ∂ = ∂ ∂ ∂

+ ∂ ∂ ≤ ≤ ≤ ≤

�

�  2.1.1) 

şeklinde tanmlanır. Bu formüllere, sırasıyla, birinci ve ikinci mertebeden zincir kuralı 

denir. 

2.1.2  Düzgün Dönüşümlerin Jetleri. 

Tanım 2.1.2. X  n-boyutlu ve Y  m-boyutlu manifold, x X∈  herhangi bir nokta ve bu 

noktanın iki komşuluğu, sırasıyla, 1W  ve  2W  olsun. ( ) ( )1 2f x f x=  eşitliğini sağlayan 

1 1:f W Y→  ve 2 2:f W Y→  sürekli ( 0C  sınıfından) dönüşümlerine, x  noktasında 0. 

mertebeden tanjanttır denir.  

 

Tanım 2.1.3. 2C  sınıfından 1 1:f W Y→  ve 2 2:f W Y→  dönüşümleri için 

•  ( ) ( )1 2f x f x= ,  yani 0.mertebeden tanjant ve 

• 1 2U W W⊂ ∩   ve ( ) ( )1 2,f U f U V⊂  olmak üzere, ( )xϕ  noktasında 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1
1 2

2 1 2 1
1 2

,f x f x

f x f x

ψ ϕ ϕ ψ ϕ ϕ

ψ ϕ ϕ ψ ϕ ϕ

− −

− −

∂ = ∂

∂ = ∂
 (2.1.2) 

koşullarını sağlayan, x noktasında bir ( ),U ϕ , ( )ixϕ =  haritası ve ( ) ( )1 2f x f x=  

noktasında, bir ( ),V ψ , ( )yσψ =  haritası bulunabiliyorsa bu iki dönüşüme x  

noktasında 2. mertebeden tanjanttır denir.  

 

Bileşenler cinsinde ( )1 1
1 1f y fσψ ϕ ϕ− −= , ( )1 1

2 2f y fσψ ϕ ϕ− −=  yazarsak 1f  ve 2f  

fonksiyonları birbirine 2. mertebeden tanjant olması için gerek ve yeter koşul 

( ) ( )1 2f x f x=  eşitliği ve  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1
1 2

1 1
1 2 ,     1 , ,  1

i i

j i j i

y f x y f x

y f x y f x i j n m

σ σ

σ σ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ σ

− −

− −

∂ = ∂

∂ ∂ = ∂ ∂ ≤ ≤ ≤ ≤
 (2.1.3) 

denklemlerinin sağlanmasıdır.  

  

 

Şimdi, x X∈ , y Y∈  iki sabit nokta ve x ’in bir komşuluğu W olsun. 2C  sınıfından 

( )f x y=  koşulunu sağlayan tüm :f W Y→  dönüşümlerinin kümesini  

( ) ( ) ( ){ }2 2
, , : ,

x y
C X Y f W Y f C f x y= → ∈ = . (2.1.4) 

ile gösterelim. ( ) ( )2
, ,

x y
C X Y  üzerinde tanımlanan “ f  ve g  fonksiyonları x  noktasında 

2. mertebeden tanjanttır”  bağıntısının yansımalı, geçişken ve simetrik olduğu, 

dolayısıyla bir denklik bağıntısı olduğu açıktır. Bu denklik bağıntısının belirlediği 

denklik sınıflarına, kaynağı x ve hedefi y olan 2-jet denir. Bir ( ) ( )2
,

,
x y

f C X Y∈  

dönüşümünün belirlediği denklik sınıfına f ’nin x noktasındaki  2-jeti denir ve 2
xJ f  

ile gösterilir. Kaynağı x X∈  ve hedefi y Y∈  olan 2-jetlerin kümesi ise   

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2
, ,, ,xx y x y

J X Y J f f C X Y= ∈  (2.1.5) 

ile gösterilir. Şimdi de ( )f x y=  koşulunu sağlayan 2C  sınıfından bir dönüşüm 

:f W Y→ olsun. U, x W∈  noktasının bir komşuluğu ve V, y Y∈  noktasının bir 

komşuluğu olmak üzere süreklilik argümanları sayesinde f ’nin tanım ve görüntü 

kümelerini U  ve V  kümelerine kısıtlayabiliriz. , :V Yı V Y→  ve 

( ) ( )1

1

,
:

U f V W
ı U f V W−

−
∩

∩ →  dönüşümleri kanonik içgönderimler (inclusions) olsun. 

( )1
,

1

,V Y U f V W
f ı f ı −

−
∩

′ = � �  eşitliği ile tanımlı ( ) ( )2
, ,

x y
f C U V′∈  dönüşümü ( ) ( )2

, ,
x y

J X Y ’den 

( ) ( )2
, ,

x y
J U V  içine bir ν  dönüşümünü ifade eder. Tersine eğer ( ) ( )2

, ,
x y

f C U V′∈  şeklinde 

bir dönüşüm ise, 
( )1 ,

1
,

U f V W
V Yf ı f ı

−∩

−′= � �  eşitliği ile tanımlı f  dönüşümü ( ) ( )2
, ,

x y
J U V ’den 

( ) ( )2
,

,
x y

J X Y  içine bir ı  dönüşümünü ifade eder. Yani, 
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( ) ( )( )
( )

( )( )
1

,

1 ,

2 2 1

,

2 2 1
,

V Y

U f V W

x x U f V W

x x V Y

J f J ı f ı

ı J f J ı f ı

ν −

−∩

−
∩

−

=

′ ′=

� �

� �
 

dir. v  ve ı  dönüşümlerinin her ikisi de 1-1 ve üzerinedir ve 1ıν −=  dir. ı  ve ν  

dönüşümlerine ( ) ( )2
, ,

x y
J U V  ve ( ) ( )2

, ,
x y

J X Y ’nin kanonik özdeşimler (identifications) 

denir. 

 

 Şimdi de ( ) ( )2
,

,
x y

J X Y  üzerinde bir 2C  yapısını ifade edelim: x  ve y noktalarında iki 

harita , sırasıyla, ( ),U ϕ , ( )ixϕ =  ve ( ),V ψ , ( )yσψ =  olsun. Her ( ) ( )2 2
, ,x x y

J f J X Y∈  

için 

 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2 1

2 1 ,    1 ,   1

i x i

ij x i j

y J f y f x

y J f y f x i j n m

σ σ

σ σ

ϕ ϕ

ϕ ϕ σ

−

−

= ∂

= ∂ ∂ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
 (2.1.6) 

yazalım. ,i ijy yσ σ ’ler ( ) ( )2
, ,

x y
J X Y  üzerinde gerçel değerli fonksiyonlardır. Böylece 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
, ,x i x ij xJ f y J f y J f

σ σ
ϕ ψχ = (2.1.7) 

eşitliği sayesinde, 

1 2
1

1   2    

n n n
N m m

n

 +   +      
= + = −        

        
 (2.1.8) 

olmak üzere, bileşenler cinsinden bir ( ) ( )2 2
, ,: , N

x y
J X Yϕ ψχ →�  dönüşümü tanımlanmış 

olur. 

Lemma 2.1.1. X ve Y düzgün iki manifold olsun. x X∈  noktasında herhangi bir 

( ),U ϕ , ( )ixϕ =  ve y Y∈  noktasında herhangi bir ( ),V ψ , ( )yσψ =  haritaları için 

( ) ( )( )2 2
,,

, ,
x y

J X Y ϕ ψχ , ( ) ( )2 2
, ,

x i ij
J f y yσ σ

ϕ ψχ =  bir harita olacak şekilde, ( ),rJ X Y  üzerinde 

bir ve yalnız bir düzgün yapı vardır, [11]. Böylece ( ) ( )( )2 2
,,

, ,
x y

J X Y ϕ ψχ  haritasına da 

( ),U ϕ  ve ( ),V ψ  haritaları ile ilgilidir denir. 
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2.1.2.1.  2-jet’in geometrik yorumu  

Kaynağı 0 nR∈  ve hedefi 0 mR∈  olan 2-jetlerin kümesini  

( ) ( )2 2
, 0,0

,n m

n m
L J= � �  

ile gösterelim ve ( )f f σ=  olmak üzere her 2 2
0 ,n mJ f L∈  için 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

r

i x i

r

ij x i j

a J f f

a J f f

σ σ

σ σ

= ∂

= ∂ ∂
, 1 mσ≤ ≤  1 i j n≤ ≤ ≤  

fonksiyonlarını tanımlayalım. ijaσ  gerçel değerli fonksiyonları ( ) ( )0,0
,r n mJ � �  üzerinde 

bir harita tanımlar (bu durumda nidϕ =
�

 ( n�  de özdeşlik dönüşümü) ve midψ =
�

 dir). 

Bu haritaya  kanonik harita adı verilir. Şimdi, n� ’den m� ’ye lineer dönüşümlerin 

vektör uzayı ( ),n mL � �  ve n n×� � ’den m� ’ye bilineer simetrik dönüşümlerin vektör 

uzayı ( ) ( )2 ,n m

s
L � �  olmak üzere 

( ) ( ) ( )2, ,n m n m

s
L L×� � � �  (2.1.9) 

karteziyen çarpımını gözönüne alalım. n�  ve m� ’nin kanonik bazlarını kullanarak, 

sırasıyla, ( ),n mL � � ’nin ve ( ) ( )2 ,n m

s
L � � ’nin vektörleri yerine bunların matrisleri olan 

( )i
Aσ  ve ( )ij

Aσ ’leri, 1 mσ≤ ≤ , 1 i j n≤ ≤ ≤ , alabiliriz. ( )ij
Aσ  matrisi alt indislerine göre 

simetrik olduğundan (2.1.9) ile verilen vektör uzayının boyutu (2.1.8) ile verilen N  dir. 

( ) ( )2
,

,
x y

J X Y , 2
,n mL  ve (2.1.9)’daki vektör uzayları N� ’ye diffeomorfik olduğundan 

bunların hepsi biribirine diffeomorfiktir. ,  ,   1i ija a i j nσ σ ≤ ≤ ≤  kanonik koordinatlar 

kümesini ,  ,   1 ,i ija a i j nσ σ ≤ ≤  ( i j≤  olması gerekmiyor) kümesine genişleterek 2
,n mL  ile 

(2.1.9)’daki vektör uzayı arasında bir diffeomorfizmayı elde edebiliriz. Bu şekilde elde 

edilen diffeomorfizmaya kanonik özdeşim adı verilir. Bu diffeomorfizma 2
,n mL  

kümesine ait 2-jetlerin geometrik bir yorumunu verir. 

 

X  ve Y  iki düzgün manifold için dimn X=  ve dimm Y=  olsun.  
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( ) { } ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

2 2 2 2
,

, ,                    ,

, , ,       , ,    ,    

o

x

x xx y

y Y x X

J X Y x Y J X Y X Y

J X Y J X Y J X Y J X Y
∈ ∈

= × = ×

= =∪ ∪
 

gösterimleri kullanalım ve 2
xP J f=   için 

( )
( )
( ) ( )

2 1

2

2

,  

,

  

x x

x

x

J f J f

J f x

J f f x

ρ

µ

ν

=

=

=

 

yazalım. Bu dönüşümler  

( ) ( )2 1: , ,J X Y J X Yρ → , 

 ( )2: ,J X Y Xµ →   

ve  

 ( )2: ,J X Y Yν →   

şeklinde kanonik 2-jet izdüşümleri tanımlar. µ  ve ν  dönüşümleri bazen, sırasıyla, 

kaynak izdüşüm ve hedef izdüşüm olarak da adlandırılır. 2-jet izdüşümleri doğal olarak 

( )2 ,J X Y ’yi ( ) ( )2
, ,

x y
J X Y  ve ( )2 ,xJ X Y  kümelerine kısıtlar. 

Lemma 2.1.2. X  ve Y  iki düzgün manifold olsun. Aşağıdaki ifadeler geçerlidir: 

a) X  üzerinde her ( ),U ϕ  haritası ve Y  üzerinde her ( ),V ψ  haritası için 

( )2 2
,,W ϕ ψχ  ( )2 ,J X Y  üzerinde bir harita olacak şekilde ( )2 ,J X Y  üzerinde bir 

ve yalnız bir düzgün yapı vardır. Bu düzgün yapıda 2-jet izdüşümleri düzgün ve 

üzerine alt daldırmalar (submersions) dır. 

b) Her x X∈  için ( )2 ,xJ X Y  kümesi ( )2 ,J X Y ’nin bir alt manifoldudur. Eğer 

( ),U ϕ  x  noktasında bir harita ve ( ),V ψ  y  noktasında bir harita ise ( )2 2
,,W ϕ ψχ  

haritası ( )2 ,xJ X Y  için uyarlanmış (adapted) bir haritadır. 
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c) Her ( ),x y X Y∈ ×  için ( ) ( )2
, ,

x y
J X Y  kümesi ( )2 ,J X Y ’nin bir alt manifoldudur, 

[11].  

2.1.3. Jetlerin Bileşkesi 

X , Y  ve Z  gerçel, sonlu boyutlu düzgün manifoldlar olsun. ( ) ( )2
,

,
x y

P J X Y∈  ve 

( ) ( )2
,

,
y z

Q J Y Z∈  iki 2-jet olsun. P ve Q’nun yukarıda verilen gösterilişlerinin, birer 

dönüşüm olarak, bileşkesi tanımlı  ise P  ve Q  2 jetlerinin de bileşkesi  tanımlıdır denir. 

P  ve Q ’nun bileşkelerinin tanımlı olması için gerek koşul P ’nin hedefi Q ’nun 

kaynağına eşit, yani u y=  olmasıdır. 

 

P  ve Q , sırasıyla, f  ve g  ile gösterilsin, yani 2
xP J f=  ( ( )

2 2
,x x y

y Y

J J
∈

=∪ ) ve 2
yQ J g=   

( ( )
2 2

,y y z

z Z

J J
∈

=∪ ) olsun. Bu iki 2-jetin bileşkelerinin tanımlı olduğunu varsayalım. 

Gerektiği durumda g f�  bileşke dönüşümünün tanımlı olması için f ’in tanım 

kümesini daraltabildiğimizi varsayalım. Böylece ( )2
xJ g f�  2-jeti de tanımlıdır. 

( )2
xJ g f� ’in koordinatları ise P  ve Q ’nun koordinatları ile belirlenebilir. x , 

( )y f x=  ve ( )z g y=  noktalarında, sırasıyla, ( ),U ϕ , ( )ixϕ = , ( ),V ψ , ( )yσψ =  ve  

( ),W η , ( )Azη = , sırasıyla, X, Y ve Z’de haritalar olsun. Lemma 2.1.1’den 

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

2 1

1 1

2 1 1

                         ,

,    1 2

A A

i x i

A

i

A A

ij x i j

w J g f z gf x

z g f x

w J g f z g f x i j

ϕ ϕ

ψ ψ ϕ ϕ

ψ ψ ϕ ϕ

−

− −

− −

= ∂

= ∂

= ∂ ∂ ≤ ≤ ≤

�

�

� �

 (2.1.10) 

 

olmak üzere, ( )( ) ( )2 2
, ,A A

x i ij
J g f w wϕ ηχ =�  dönüşümü ( ) ( )( )2 2

,, , ,
x z

J X Z ϕ ηχ  haritasını 

tanımlar. İkinci mertebeden zincir kuralın (2.1.10) eşitliğe uygulayalım. İlgili haritaları 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2
, ,, , , ,  ,r

x i ijx y
J X Y J f y y

σ σ
ϕ ψ ϕ ψχ χ =  ve ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2

, ,, , , ,  ,A A

xy z
J Y Z J g z zψ η ψ η σ σωχ χ =  

ile gösterelim. Böylece 
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( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A r A r r

i x x i x

A r A r r A r r r

ij x x ij x x j x i x

w J g f z J g y J f

w J g f z J g y J f z J g y J f y J f

σ
σ

σ ω σ
σ σω

=

= +

�

�
 (2.1.11) 

 ya da 

A A

i i

A A A

ij ij j i

w z y

w z y z y y

σ
σ

σ ω σ
σ σω

=

= +
  (2.1.12) 

buluruz. 

 

Tanım 2.1.4. Eğer, ( )y f x=  ve ( )z g y=  olmak üzere, 2
xP J f=  ve 2

yQ J g=  

bileşkeleri tanımlı 2-jetler ise 

( )2
xQ P J g f=� �  (2.1.13) 

bileşkesi tanımlıdır. Ayrıca Q P�  jetine de P  ve Q ’nun bileşkesi denir.  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
, ,

, ,
x y y z

J X Y J Y Z×  kümesinden ( ) ( )2
,

,
x z

J X Z  kümesi içine tanımlı, 

( ),P Q Q P→ �  dönüşümüne 2-jetlerin bileşke işlemi adı verilir. 2-jet’lerin bileşke 

işlemi birleşmelidir ve (2.1.11) ya da (2.1.12) eşitliği 2-jetlerin bileşke formülüdür. 

2.1.4. Regüler jetler, tersinir jetler 

Xid  ve Yid  , sırasıyla, X  ve Y  manifoldlarının özdeşlik dönüşümleri olsun. Şu halde 

( ) ( )2 2
,

,x X x x
J id J X X∈  ve ( ) ( )2 2

,
,y Y y y

J id J Y Y∈  dir. Herhangi bir ( ) ( )2
,

,
x y

P J X Y∈ , 

2
xP J f=  için 2

y YJ id P�  ve 2
x XP J id�  bileşkeleri tanımlıdır ve (2.1.13)’ten  

( )
( )

r r r r r

y Y y Y x x Y x

r r r r r

x X x x X x X x

J id P J id J f J id f J f P

P J id J f J id J f id J f P

= = = =

= = = =

� � �

� � �
 

buluruz. 

Tanım 2.1.5.  Bir ( ) ( )2
,

,
x y

P J X Y∈  2-jeti için  

2
x XQ P J id=�  (2.1.14) 
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olacak şekilde bir ( ) ( )2
, ,

y x
Q J Y X∈  2-jeti bulunabiliyorsa P ’ye regüler denir.  

 Tanım 2.1.6. Bir ( ) ( )2
, ,

x y
P J X Y∈  2-jeti için  

2 2,     x X y YQ P J id P Q J id= =� �   (2.1.15) 

olacak şekilde bir ( ) ( )2
,

,
y x

Q J Y X∈  2-jeti bulunabiliyorsa P ’ye tersinir denir. 

Lemma 2.1.3.  

a) Bir ( ) ( )2
,

,
x y

P J X Y∈  2-jetinin regüler olması için gerek ve yeter koşul P ’nin 

her gösterilişinin x  noktasında bir daldırma (immersion) olmasıdır. 

b)  Bir ( ) ( )2
, ,

x y
P J X Y∈  2-jetinin tersinir olması için gerek ve yeter koşul P ’nin 

her gösterilişinin x ’in bir komşuluğunda bir diffeomorfizma olmasıdır, [11]. 

 

( ) ( )2
, ,

x y
J X Y ’nin düzgün 2-jetlerinden oluşan küme ( ) ( )2

, ,
x y

immJ X Y  ile gösterilirse bu 

küme ( ) ( )2
, ,

x y
J X Y ’nin bir açık alt kümesidir. Açıktır ki, determinant fonksiyonunun 

sürekliliği kullanılarak ( )j
wν  matrislerinin maksimal rankı n  olmak üzere 

( ), N

i ij
w wσ σ ∈�  noktalarından oluşan W  kümesi N� ’in bir açık alt kümesidir. Şu halde 

x  noktasında bir ( ) ( ), ,  iU xϕ ϕ = , y  noktasında bir ( ) ( ), ,V yσψ ψ =  ve bunlarla ilgili 

olarak ( ) ( )2
, ,

x y
J X Y  üzerinde ( ) ( )( )2 2

,, , ,
x y

J X Y ϕ ψχ , ( )2
, ,

i ij
y yσ σ

ϕ ψχ =  haritaları kullanılarak, 

2
,ϕ ψχ  sürekli dönüşümleri sayesinde ( ) ( )2

,
,

x y
immJ X Y  kümesi W ’nın ters görüntüsü 

olarak elde edilir. ( ) ( )2
,

,
x y

immJ X Y ≠ ∅  olması için gerek ve yeter koşul 

dim dimX n Y m= ≤ =  dir. Eğer n m=  ise ( ) ( )2
,

,
x y

immJ X Y  kümesi tersinir 2-jetlerden 

oluşur. Tersine ( ) ( )2
,

,
x y

immJ X Y  kümesi bir tersinir 2-jet içerirse x  ve y  noktaları aynı 

boyutlu komşuluklara sahiptir. 

2.1.5 Jet manifoldlar. Diferansiyel gruplar 

n pozitif bir tamsayı olmak üzere 
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( ) ( )2 2
0,0

,n n

n
L immJ= � �  (2.1.16) 

olsun. Bu takdirde 2
nL , ( ) ( )2

0,0
,n nJ � �  jet manifoldunun tersinir 2-jetlerinin kümesidir. 

( ) ( )2
0,0

,n nJ R R  üstünde , ,  1k k

i ija a i j n≤ ≤ ≤  kanonik koordinatlarını 2
nL ’ye kısıtlayarak 

2
nL  üstünde 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

0

0

k k

i x i

k k

ij x i j

a J

a J

α α

α α

= ∂

= ∂ ∂
  (2.1.17) 

kanonik koordinatları elde ederiz, burada ( )kα α= , 1 k n≤ ≤ ,  1 i j n≤ ≤ ≤  dir. Bu 

koordinatlarda ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2
0 00,0 ,    det 0n n k

n iL J J a Jα α= ∈  ≠� �  dır. 

Jetlerin bileşkesi, 2
nL  üstünde  

( )

2 2 2

,

n n n
L L L

A B A B

× →

→ �
 (2.1.18) 

şeklinde bir işlem tanımlar. Bu işlem birleşmelidir, 2
0 nJ id

�
 2

nL ’nin birim elemanıdır ve 

her 2
nA L∈ , 2

0A J α=  2-jetinin 1 2 1
0A J α− −=  şeklinde tek bir tersi vardır. Böylece 

(2.1.18) ile verilen jetlerin bileşkesi işlemi 2
nL  üstünde bir grup yapısı tanımlar, bu gruba 

diferansiyel grup adı verilir ve (2.1.8)’den 

2 2
dim 1

   n

n
L n

n

 +  
= −  

  
 

bulunur. 

2.1.5. 2
nL ’de grup işlemi 

2, nA B L∈  iki 2-jet olsun. , , nU V W ⊂ �  kümeleri 0 n∈�  orijinin üç komşuluğu ve 

2
0A J α= , 2

0B J β=  olacak şekilde :U Vα → , :V Wβ →  iki diffeomorfizma olsun. 

n�  üstünde (aynı zamanda U , V  ve W  üstünde de) kanonik koordinatları ( )kx  ile 
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gösterelim. Bileşenler cinsinden ( )kxα α= , ( )kxβ β=  yazalım ve U ’dan W  içine 

γ β α= � , ( )kxγ γ=  diffeomorfizmasını düşünelim. Şu halde A  ve B ’nin 2
nL ’deki 

çarpımı 2
0C J γ=  2-jeti dir. C ’nin kanonik koordinatlarını elde etmek için 0 n∈�  

noktasında γ ’nın bileşenlerinin 2. mertebeye kadar kısmi türevlerini hesaplamalıyız. Bu 

diffeomorfizmanın bileşenlerini bir x U∈  noktasında türetirsek, 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )k k k l

i i l i
x x x x x x x xγ β α β α α∂ = ∂ = ∂ ∂�  

 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
                      

                       

k k

j i j i

k m l

m l j i

k l

l j i

x x x x

x x x x x x

x x x x

γ β α

β α α α

β α α

∂ ∂ = ∂ ∂

= ∂ ∂ ∂ ∂

= ∂ ∂ ∂

�

 (2.1.19) 

bulunur. ( )0 0x α= =  eşitliği yerine yazılırsa 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0k k l

i l ix x xγ β α α∂ = ∂ ∂  

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
0 0 0 0

                         0 0

k k m l

j i m l j i

k l

l j i

x x x x

x x

γ β α α α

β α α

∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂

+ ∂ ∂ ∂
 (2.1.20) 

ya da (2.1.17)’den eşdeğer olarak 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
0 0 0

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

k k l

i l i

k k m l k l

ji ml j i l ji

a J a J a J

a J a J a J a J a J a J

γ β α

γ β α α β α

=

= +
 (2.1.21) 

bulunur. Bu formülleri aşağıdaki gibi kısaltabiliriz: 

k k l

i l i

k k m l k l

ji ml j i l ji

c b a

c b a a b a

=

= +
 (2.1.22) 

Bu formüller 2
nL  diferansiyel grubunun grup işleminin kanonik koordinatlar cinsinden 

denklemleridir. 
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2.2. LİF DEMETLERİ (FIBER BUNDLES) 

Bu bölümde Otsuki’nin konneksiyon tanımında geçen kavramların özelliklerinin 

incelenmesi için lif demetleri, vektör demetleri (vector bundle) ile bunların üstünde 

tanımlı yerel trivializasyonlar (lokal trivialisations), kesitler (cross-sections) ve 

konneksiyonlar  kaynak [12]’den ayrıntılı olarak incelenmiştir. Daha sonra çatı demeti 

ve çatı demeti üstünde diferansiyel 1-formlar verilmiştir, [13]. 

Tanım 2.2.1. G  bir topolojik uzay ve aynı zamanda bir grup olsun. G ’de tanımlı 

;G G G× →  

( )1 2 1 2,g g g g→  (2.2.1) 

ve 

;G G→  

1g g−→  (2.2.2) 

grup işlemleri sürekli ise G ’ye topolojik grup adı verilir. Burada G G× , çarpım 

topolojisi sayesinde bir topolojik uzaydır. 

Tanım 2.2.2. G  bir topolojik grup ve X  bir topolojik uzay olmak üzere ( ),x g xg→  

ile tanımlanan X G X× →  dönüşümü 

 i) x X∀ ∈  ve 1 2,g g G∀ ∈  için ( ) ( )1 2 1 2x g g xg g=                                       (2.2.3) 

 ii) x X∀ ∈  ve 1 G∈  (G ’nin birimi) için 1x x=                                           (2.2.4) 

koşullarını sağlıyor ise G ’ye X  üstünde bir sağ  etkime ve X ’e de bir sağ  G-uzay 

denir. 

 

Örnek olarak skaler çarpım sayesinde n�  bir sağ { }( )0−� -uzay ve matrislerin çarpımı 

sayesinde ise n�  bir sağ ( ),GL n � -uzaydır. 

 

Tanım 2.2.3. Bir X  sağ G-uzayında  

 x X∀ ∈  için 1 2,g g G∃ ∈  ∋  1 2xg xg=  ⇒  1 2g g=                                       (2.2.5) 

 ya da buna denk olarak 
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 x X∀ ∈  için g G∃ ∈  ∋  xg x=  ⇒  1g =   

koşulu sağlanıyorsa X  sağ G-uzayına etkilidir denir. 

Tanım 2.2.4. g G∀ ∈  için tüm xg  elemanlarından oluşan küme xG  ile gösterilir ve 

x X∈  tarafından oluşturulan eşdeğerlik sınıfı adını alır.  

 

Tanım 2.2.5. E , M  ve F  birer topolojik uzay ve : E Mπ →  sürekli ve üzerine bir 

dönüşüm olsun. Herhangi bir x M∈  için 1projπ φ= � , şekil 2.2.1,  olacak şeklilde 

x ’in bir U  açık komşuluğu ve ( )1: U U Fφ π − → ×  homeomorfizması bulunabiliyorsa 

( ), , ,E M Fπ ’ye ya da kısaca : E Mπ →  dönüşümüne  lif demeti adı verilir. 

 

                           

 Şekil 2.2.1: Lif demeti 

 

Burada ( ),U φ  ikilisine lif demetinin lokal trivializasyonu, M’ye baz uzayı, E ’ye tümel 

uzayı, π ’ye de izdüşümü denir. Herhangi bir x M∈  için ( )1 xπ − , F ’ye homeomorfik 

olup x  üzerinde lif adını alır. 

Tanım 2.2.6. ( ), , ,E M Fπ  bir lif demeti ve F  bir etkili sağ G-uzay olsun. ( ),Uα αφ  , 

( ),Uβ βφ  iki lokal trivializasyonu ve U Uα β∩ ≠ ∅  için U U Uαβ α β= ∩  olsun. 

1 :U F U Fα β αβ αβφ φ − × → ×�  olmak üzere 

( ) ( )( )1 , ,x v x vg xα β αβφ φ − =�
 (2.2.6) 

( )1 Uπ −  
U F×  

U  

π  

1proj  

φ  
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 ile tanımlanan :g U Gαβ αβ →  sürekli fonksiyonlarına geçiş fonksiyonları denir, G ’ye 

de ( ), , ,E M Fπ  lif demetinin yapı grubu adı verilir. Tanımdan dolayı gαβ  geçiş 

fonksiyonları  

 

( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1

)    1

)   

)  

i g x

ii g x g x

iii g x g x g x

αα

αβ βα

αγ αβ βγ

−

=

=

=

 (2.2.7) 

özelliklerini sağlar. 

Tanım 2.2.7. :E E Mπ →  ve :F F Mπ → , M üzerinde iki lif demeti olsun. 

F Eπ ϕ π=�  koşulunu sağlayan bir : E Fϕ →  sürekli dünüşümüne M üstünde E’den 

F’ye bir demet dönüşümü denir, şekil 2.2.2. 

                                       
                                                        

 Şekil 2.2.2: Demet dönüşümü 

 

Tanım 2.2.8. :E E Mπ →  ve :F F Nπ → , sırasıyla, M ve N  üzerinde iki lif demeti 

olsun. :f M N→  olmak üzere, F Efπ ϕ π=� �  koşulunu sağlayan bir : E Fϕ →  

sürekli dünüşümüne  f fonksiyonunu örten bir demet dönüşümü denir, şekil 2.2.3. 

 

      E F 

M 

ϕ  

Eπ  Fπ  
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 Şekil 2.2.3: f fonksiyonunu örten demet dönüşümü 

    
Bu iki tanımı kullanarak, M üstünde bir demet dönüşümü M’deki özdeşlik dönüşümünü 

örten bir demet dönüşümü olduğu görülür. 

2.2.1 Vektör Demetleri (Vector Bundles) 

Tanım 2.2.9.  M ve F iki düzgün manifold, V r-boyutlu bir vektör uzayı ve :p F M→  

izdüşüm olmak üzere:  

• her  kv R∈  için  ( )( ),p x v xϕ =   ve  

•     
{ }( )

( )

1:

: ,

k

x

x

R p x

v x v

ϕ

ϕ ϕ

−→

→
 

 dönüşümü, iki vektör uzayı arasında bir izomorfizma  

olacak şekilde her x M∈  için bir U açık komşuluğu, bir doğal k sayısı ve bir  

( )1: kU R p Uϕ −× →   difeomorfizması bulunabiliyorsa, F’ye M üstünde r boyutlu bir 

V vektör demeti denir. 

 

( ),U Φ  çifti bir demetin lokal trivializasyonudur, demetin baz uzayı M dir,  tümel uzayı 

F, lifi (fiber) xF , izdüşümü p ve demetin rankı r dir. Bir demetin trivializasyonlarını 

, ,...Uα αΦ . Greek indislerle göstereceğiz, Uαβ  sembolü ise U Uα β∩ ’yı gösterir.  

Örnek 2.2.1. Vektör demetlerinin bir örneği tanjant demetleridir. Bir M manifoldu 

üzerinde v vektörü x M∈  noktasında bir teğet vektör olmak üzere ( ),x v  çiftlerinden 

oluşan ( )T M  uzayına M’nin tanjant demeti denir. 

      E F 

M N 

ϕ  

Eπ  Fπ  

    f 



 

 

19 

Tanım 2.1.10. :p E M→  bir demet olsun. Mp s id=�  olacak şekilde bir :s M E→  

düzgün dünüşümüne vektör demetin bir  kesitidir (section) denir. Demetin tüm 

kesitlerin kümesini ( ),M EΨ  veya ( )EΨ  ile gösteririz. ( ),Uα αΦ  bir lokal 

trivializayon olmak üzere s kesitini, ( )( ) ( )( ),s x x s xα αΦ =  ile tanımlanan :s U Vα α →  

dönüşümü ile gösterebiliriz. sα  ve sβ  arasındaki ilişki  ise ( )( ) ( )( ), ,x s x x g s xβ αβ α=  

şeklinde verilir. 

Örnek 2.2.2. Bir M manifold üzerinde 

( )
( )

:

: x x

V M T M

V x V T M

→

→ ∈
 

ile tanımlanan bir V vektör alanı M’nin tanjant demetinin bir kesitidir.  

2.2.2.1. Vektör demeti üzerine konneksiyon 

Bir :p E M→  vektör demetinde, f fonksiyonunun df  dış diferansiyeline karşılık 

gelen, kesitlerin diferansiyelini tanımlayan bir operatöre konneksiyon denir.  

Tanım 2.2.11. ( )T M , M’nin tanjant uzayı, ( )*T M  dual uzayı, :p E M→  bir vektör 

demeti, f  M’de düzgün bir fonksiyon ve ( )s E∈ Ψ  olmak üzere , 

( ) ( )sf s f s df∇ = ∇ + ⊗  (2.2.8) 

koşulunu sağlayan bir   

( ) ( )( )*: E E T Mψ∇ Ψ → ⊗  (2.2.9) 

bilineer dönüşümüne konneksiyon denir.  

Eğer X, M’de bir  vektör alanı ise (yani ( )T M  nin bir kesiti)  

( )( )X s s X∇ = ∇  (2.2.10) 

denklemi ile  

( ) ( ):X E Eψ∇ Ψ →  (2.2.11) 
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teğetler boyunca kovaryant türevi tanımlayabiliriz. Kovaryant türevin tanımından 

aşağıdaki denklemleri verebiliriz: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1 2 1 2

1 2 1 2X X X

X X X X

X X

fX X

s s s s

s s s

fs f s X f s

s f s

+

∇ + = ∇ + ∇

∇ = ∇ + ∇

∇ = ∇ +

∇ = ∇

 

Tersine, yukarıdaki denklemleri sağlayan herhangi bir operatör, E’de bir konneksiyon 

belirler ve bu anlamdaki konneksiyona E’de kovaryant türev denir. 

Tanım 2.2.12. :p E M→  bir vektör demeti  ve ( ), ,  1iU u i m≤ ≤  M’de bir koordinat 

komşuluğu (harita) olsun. M üzerinde lineer bağımsız olacak şekilde E’nin q tane 

,  1s qα α≤ ≤   kesitlerinin kümesine E’nin M üzerindeki bir lokal çatı alanı denir. 

2.2.2 Çatı demetleri ve çatı demetleri üzerinde 1-formlar 

M, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun. 1 2, ,..., ne e e  vektörleri x M∈  

noktasında lineer bağımsız vektörler olmak üzere ( )1 2 ; , ,..., nx e e e  kombinasyonu bir 

çatı oluşturur. M’deki bütün çatıların kümesini ( )MB  ile gösterelim. ( )MB ’ye bir 

düzgün manifold yapısı kazandırmak için ( )MB  üstünde bir diferansiyellenebilir yapı 

tanımlayacağız. Böylece ( )1 ; ,...,
n

x e e xπ =  izdüşümü  ( )MB ’den M’ye bir düzgün 

dönüşüm olmak üzere ( )( ), ,M M πB  kümesi bir demet olur. Bu demete çatı demeti 

denir. 

 

( ),U uλ , M’de herhangi bir koordinat komşuluğu  olsun. O takdirde ( )1 2, ,..., nu u u∂ ∂ ∂ , 

U’da bir çatı alanıdır ve U’da herhangi bir ( )1 2 ; , ,..., nx e e e  çatısı, ( )i

n n
aλ ×

  terslenebilir 

matris olmak üzere 

,     1i

ie a u nλ λ λ= ∂ ≤ ≤  (2.2.12) 

şeklinde yazılabilir. Böylece her x M∈ ve ( )1 ,i

na L GL n Rλ ∈ =  için  
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( ) ( )1,  ; ,...,i

U n
x a x e eλϕ =  (2.2.13) 

olacak şekilde bir ( )1 1:U nU L Uϕ π −× →  dönüşümü tanımlayabiliriz. Bu dönüşümün  

1 1−  olduğu açıktır. M’nin  herhangi bir { }, , ,...U W Z  koordinat komşuluğu örtüsü için 

, , ,...U W Zϕ ϕ ϕ ’ler (2.2.13) ile tanımlanan dönüşümler olsun. 1
nU L×  karteziyen çarpım 

kümesinin bütün açık alt kümelerinin Uϕ  altındaki görüntüleri  ( )MB ’de bir topolojik 

baz oluşturur. ( )MB ’deki bu topolojik yapıya göre  

( )1 1:U nU L Uϕ π −× →  (2.2.14) 

dönüşümü bir homeomorfizmadır. Bu dönüşüm sayesinde ( )1 Uπ −  kümesi ( ), iu aλ
λ  

koordinat sistemi ile birlikte ( )MB  de bir koordinat komşuluğu olur. U V∩ ≠ ∅ olmak 

üzere U V∩ ’de M’nin  

( )1,..., ,     1nv v u u i nλ λ= ≤ ≤ , (2.2.15) 

şeklinde bir lokal koordinat değişimi için bazlar arasındaki ilişki  

v

u u v

µ

λ λ µ

∂ ∂ ∂
= ⋅

∂ ∂ ∂
 (2.2.16) 

şeklindedir. ( )1 2 ; , ,..., nx e e e , U V∩ ’de  bir çatı ise ( ), iu aλ
λ  ve ( ), iv aλ

λ  koordinatları 

( ) ( ), ,i i

U W
u a u aλ λ

λ λϕ ϕ=  (2.2.17) 

eşitliğini sağlar, yani 

i i

i ia u a vλ λ∂ = ∂  

ya da 

i
i j

j

v
a a

u
λ λ

∂
=

∂
 (2.2.18) 
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yazabiliriz. Böylece (2.2.15) ve (2.2.18) denklemleri ( )MB  için koordinat değişim 

formüllerini oluştururlar. vλ  ve iaλ ’lar uλ  ve iaλ ’ların düzgün fonksiyonlarıdır, 

dolayısıyla ( )1 Uπ −  ve ( )1 Vπ −  koordinat komşulukları C∞ -uyumludurlar. Böylece 

( )MB , ( )2n n+ -boyutlu düzgün bir manifold yapısını kazanır, ( )1 ; ,..., nx e e xπ =  

izdüşümü ise üzerinedir dolayısıyla ( )MB  bir demettir. 

 

M’de ( );U uλ  ve ( );V vλ , ( )MB ’de ise bunlara karşılık gelen ( ), iu aλ
λ  ve ( ), iv aλ

λ  

koordinat sistemleri verilsin. ( )i
bλ  ve ( )i

b λ , sırasıyla, ( )iaλ  ve ( )iaλ  matrislerinin ters 

matrisleri olsun, yani 

.

i i

i i

i i

i i

a b b a

a b b a

µ µ µ
λ λ λ

µ µ µ
λ λ λ

δ

δ

= =

= =
 (2.2.19) 

U V∩ ≠ ∅  için U V∩ ’de  

i
i j

j

v
dv du

u

∂
=

∂
 (2.2.20) 

ve (2.2.18)’ den   

j

i ji

v
b b

u

λ λ∂
=

∂
 (2.2.21) 

yazabiliriz. (2.2.20) ve (2.2.21) den  

i i

i ib du b dvλ λ=  (2.2.22) 

buluruz ki bu  

j

jb duλ λθ =  (2.2.23) 

diferansiyel 1-formların ( )MB ’de lokal koordinatlardan bağımsız olduğunu gösterir. 

Dolayısıyla iθ ’ler, ( )MB ’de diferansiyel 1-formlardır. 
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2.2.3. Demetlerin direkt toplamı ve tensör çarpımı. Dual demetler. 

 E ve F , M üzerinde iki demet olsun. x M∈  üstündeki lifi, E ve F’nin x M∈  

üstündeki liflerinin tensör çarpımı ve direkt toplamı olan demetler, sırasıyla, E F⊗  ve 

E F⊕  ile gösterilir. 

Tanım 2.2.13. :p F M→  ile verilen bir vektör demeti F olsun. Lifleri F demetinin 

liflerinin dual uzayları olan bir *: *p F M→  demetine F nin dual demeti  denir. 

Tanım 2.2.14.  :p F M→  bir vektör demeti ve 'F  kümesi, F tümel uzayının bir 

altkümesi olsun. Her x M∈  noktası üstündeki lifi ( ) ( )1

' '
F x

p x F
−

= , ( )1
xF p x−= ’in 

bir altuzayı  ise ve ' : 'Fp F M→  bir vektör demeti ise 'F ’ye F’nin bir alt demetidir 

denir. 

2.3. İKİNCİ MERTEBEDEN TANJANT VE KOTANJANT DEMETLER 

Bu bölümde genel konneksiyon tanımında geçen ikinci mertebeden tanjant ve kotanjant 

demetleri inceleyeceğiz. Bu demetler Otsuki [1], [6] ve [7]’de  detaylı bir şekilde 

anlatılmıştır. 

 

2
nL , elemanları ( ),j j

i ih
a a ( ( ) 0j

ia α ≠ ) gerçel sayılarının kümesi olan bir grup olsun. Bu 

grubun çarpma işlemi aşağıdaki formüllerle verilsin: 

  , ∈α β 2
nL   için αβ ’nın bileşenleri 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

j j k

i k i

j j k j k l

ih k ih kl i h

a a a

a a a a a a

αβ α β

αβ α β α β β

=

= +
 (2.3.1) 

şeklindedir. j j

ih hia a=   için, bölüm 2.1’de tanımladığımız 2
nL  grubunu elde ederiz, yani 

2 2
n nL ⊂ L  dir. 2

nL  grubunun bir gösterimi ise 

( ) ( ) : ,j j j

i ih i
a a aσ →  (2.3.2) 

ile tanımlanan bir 

 ( )2 1: ,n nL GL n Rσ → =L  
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homomorfizması olsun. 

 

Şimdi M, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve ( ), iU u , x M∈  noktasını örten 

bir koordinat komşuluğu olsun. x noktasında 
xT M  tanjant uzayının kanonik bazı  

 ,  1, 2,...,
i

i n
u

∂
=

∂
 dir. ( )*xT M  kotanjant uzayının bazı ise i i

jj
du

u
δ∂  = ∂ 

 olmak üzere 

( ) , 1,...,idu i n= ’lerden oluşur. Böylece bunların diğer bir ( ), iV v  koordinat sistemi ile 

ilişkisi şu şekilde verilir 

 
j

i i j

v

u u v

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
        ve          

i
i j

j

u
du dv

v

∂
=

∂
 . (2.3.3) 

x

x M

TM T M
∈

= ∪   ve ( ) ( )* *x

x M

T M T M
∈

= ∪  uzayları, sırasıyla,  M  üstünde bir tanjant ve 

kotanjant demet oluştururlar. 

 

Şimdi de M’de herhangi bir ( ), iU u  koordinat komşuluğuna, iu∂  ve 2
ihu∂  ile gösterilen 

2n n+  tane vektör alanını ilişkilendirelim. iv∂  ve 2
ihv∂  diğer bir ( ), iV v  koordinat 

komşuluğuna karşı gelen vektör alanları olsun ve  U V∩ ≠ ∅  komşuluğunda bu vektör 

alanlarının aşağıdaki gibi bağlantılı olduğunu varsayalım: 

 
j

i ji

v
u v

u

∂
∂ = ∂

∂
 (2.3.4) 

2
2 2

j j k

ih j jkh i i h

v v v
u v v

u u u u

∂ ∂ ∂
∂ = ∂ + ∂

∂ ∂ ∂ ∂
. (2.3.5) 

Böylece M’nin her x noktasında koordinat komşuluğundan bağımsız olan iu∂  ve 2
ihu∂  

vektörlerinden doğurulan, ( )2
x Mℑ  ile göstereceğimiz, 2n n+  boyutlu  bir vektör uzayı 

elde edilir.  
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( ) ( )2 2
x

x M

M M
∈

ℑ = ℑ∪  uzayını, yapı grubu 2
nL  olan ( ){ }2

2, ,M M τℑ  demetinin tümel 

uzayı olarak düşünebiliriz,  ( )2
2 : M Mτ ℑ →  ise demetin doğal izdüşümüdür. Birbirini 

örten ( ),ΦUα α  ve ( ),ΦUβ β  haritaları için (2.3.4) ve (2.3.5)’den bu demetin 

2: ng U Vβα ∩ → L  koordinat değişim fonksiyonları  

( )
j

j

i i

v
a g

u
βα

∂
=

∂
,              ( )

2 j
j

ih h i

v
a g

u u
βα

∂
=

∂ ∂
 (2.3.6) 

ile verilir. Bu şekilde elde ettiğimiz vektör demeti yine aynı ( )2 Mℑ  notasyonu ile 

gösterilir ve M nin ikinci mertebeden tanjant demeti adını alır. Diğer yandan 

ii
ı u

u

∂
= ∂

∂
 

ile verilen ( ) ( )2:ı T M M→ ℑ  dönüşümü bir kapsama (inclusion) dönüşümü 

olduğundan iu∂  vektörünü 
iu

∂
∂

 tanjant vektör ile özdeşleştirebiliriz. Dolayısıyla x 

noktasında ( )xT M  uzayını ( )2
x Mℑ ’nin bir altuzayı olarak düşünebiliriz. 

 

( )*
xT M , M’ nin herhangi bir ( ), iU u  koordinat komşuluğunda ( )xT M ’nin dual uzayı 

olsun. Bazı, i hdu du⊗  olan 2n -boyutlu ( ) ( )* *
x xT M T M⊗  ve 2 id u  diferansiyellerinden 

doğurulan n-boyutlu uzayları gözönüne alalım. Daha sonra bu iki uzayın direk 

toplamını alırsak, bazı { }2 ,i i hd u du du⊗  olan 2n n+ -boyutlu bir vektör uzayı elde 

ederiz. Bu şekilde elde ettiğimiz vektör uzayını her x U∈  noktasına ilişkilendirelim. 

U V∩ ≠ ∅  olmak üzere x U V∈ ∩  noktasında,  ( ), iV v  koordinat sisteminden ( ), iU u  

koordinat sistemine geçiş 

( )
2

2 2
j j j

j j i i i h

i i h i

v v v
d v d dv d du d u du du

u u u u

 ∂ ∂ ∂
= = = + ⊗ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (2.3.7) 

j k
j k i h

i h

v v
dv dv du du

u u

∂ ∂
⊗ = ⊗

∂ ∂
. (2.3.8) 
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denklemleri ile verilsin. Bu denklemleri (2.3.4) ve (2.3.5) ile karşılaştırırsak bu şekilde 

elde ettiğimiz uzayın, ( )2
x Mℑ  uzayının dual uzayı olduğunu görebiliriz. Bu uzayı da 

( )2
x MD  ile gösterelim.  ( ){ }2

2, ,
x

M M ηD ’nin { }2 ,i i hd u du du⊗  bazı, ( )2
x Mℑ ’nin 

{ }2,
i ih

u u∂ ∂   bazının dualidir ve  

( ) ( ) ( )2* *x x xT M T M M⊗ ⊂D  

 dir. ( ) ( )2 2
x

x M

M M
∈

= ∪D D   birleşimi ise ( )2 MD  vektör demetinin M üzerindeki tümel 

uzayı olarak düşünülebilir ve buna M nin 2. mertebeden kotanjant demeti denir. 

 

Şimdi ise, ( )T M ’nin bir i

iV u∂  ve ( )*T M ’nin bir  i

iV du  kesiti için  

( )
( )

2

2

i i h i

i ih i

i i i

i i i

d V u u V du u dV

d V du V d u du dV

∂ = ∂ ⊗ + ∂ ⊗

= + ⊗
 (2.3.9) 

şeklinde tanımlanan 

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2

2

*
:

*

T M M T M
d

T M M

Ψ → Ψ ℑ ⊗


Ψ → Ψ D

 (2.3.10) 

doğal diferansiyel operatörünü gözönüne alalım. (2.3.4), (2.3.5), (2.3.7) ve (2.3.8) 

denklemlerinden bu tanımın lokal koordinatlardan bağımsız olduğunu görürüz. 

 

Genel olarak, M üstünde bir vektör demeti için d operatörünü tanımlayalım. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
... * ... *

p q

p kez q kez

T M T M T M T M T M
⊗

− −

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
��������	 ����������	

, M üstünde bir vektör 

demeti olsun. İlk önce, ( ) ( ) ( ) ( )* * * *T M T M T M T M⊗ ⊗ ⊗  çarpım demetini 

gözönüne alalım. Bu demetin 2. ve 4. demetinin ( )2
x MD ’ye genişlemesinden elde 

edilen vektör demetini ( ) ( ) ( )2* *xT M M T M⊗ ⊗
D  ile gösterelim. Benzer şekilde 

( ) ( )1
*

q
T M

⊗ +
 demetinin t-inci ve ( )1q + -inci bileşenlerinin ( )2 MD ’ye 
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genişlemesinden elde edilen vektör demetini de ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2* *
t q t

T M M T M
⊗ − ⊗ −⊗ ⊗
D  

ile gösterelim. Bu takdirde: 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

1 12

1

1 2

1

:

*

         

* *

p q

p
s p s q

s

q
p t q t

t

d T M

T M M T M T M

T M T M M T M

⊗

⊗ − ⊗ − ⊗ +

=

⊗ ⊗ − ⊗ −

=

Ψ →

 
⊗ ℑ ⊗ ⊗ 

 Ψ
 

+ ⊗ ⊗ ⊗ 
 

∑

∑ 
D

 (2.3.11) 

 diferansiyel operatörü,   

( )

( )

1

1

1

1 1 1

1 11

1

2

1

2

... ...

   ... ... ...

  ... ... ...

q

p

q

s s s p

qt t t

p

jj

i i

p
jj h

i i i h i i

s

jj j jj

i i

d u u du du

u u u u u du du du

u u du du d u du du

− +

− +

=

∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ =

∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ∂ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

+ ∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∑




    (2.3.12) 

olmak üzere , 1 1

1 1

...

... ... ...p q

q p

i i jj

j j i i
V V u u du du= ∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗   için 

( )1 1

1 1

11

1 1

...

...

...

...

... ...

     ... ...

p q

q p

q p

p q

i i jj

j j i i

j i ij

i i j j

dV V d u u du du

u u du du dV

= ∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗

+ ∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗
 (2.3.13) 

şeklinde tanımlanır.  

 

(2.3.11) denklemindeki sağ taraftaki toplamı şu şekilde açıklarız: toplamın her iki 

bileşeni de ( ) ( ), 1p q
T M

⊗ +
 terimini içerir, dolayısıyla ( ) ( ), 1p q

T M
⊗ +

 demetininin ( )p q+ - 

tane değişik şekilde genişletilmiş demetlerinin bir tür direkt toplamı şeklinde 

düşünebiliriz. (2.3.7) ve (2.3.8)  den  

( )1

1

11

1

... ... ,  

                                         ... ...

q

p

q q

p

jj

i i

j jj

i i

d u u du du

u u du du du +

∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗

∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
 (2.3) 

vektörlerinin (2.3.11)’in sağ yandaki vektör demetinin x M∈  üstündeki lifinin 

( )1 1p q p q p qn n n n+ + + ++ = +  boyutlu bir altuzayını oluşturduğu kolayca görülür. 
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x M∈  üstündeki lifi, bu ( )1p qn n+ + -boyutlu vektör uzayı olan demetini 

( ) ( ), 1p q
T M

⊗ +
 ile göstereceğiz. ( ) ( ), 1p q

T M
⊗ +

 demeti ( ) ( ), 1p q
T M

⊗ +
’nin bir 

altdemetidir. O takdirde (2.3.11) ile verilen diferansiyel operatör 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), 1
:

p q p q
d T M T M

⊗ + ⊗ +Ψ → Ψ  (2.3.15) 

şeklini alır. 

2.4. GENEL KONNEKSİYON VE KOVARYANT TÜREV 

Şimdi, bölüm 2.3’de tanımladığımız 2
nL  grubuna, 0j

i
a =  elemanlarını da katarak 2

nM  

yarı grubunu göz önüne alalım.  2
nM ’nin gösterimi ise 

( ) ( ) : ,j j j

i ih i
a a aσ →  

ile tanımlanan bir  

( )2 1: matrislerin cebrin nM n nσ → = × −M           

homomorfizması olsun. 

 

( )T M , M’nin tanjant demeti ( )2 MD  ise M’nin ikinci mertebeden kotanjant demeti 

olmak üzere ( ) ( )2T M M⊗D  vektör demetini göz önüne alalım. ( ), iU u  koordinat 

sisteminde ( ) 2,h h

k km n
P Γ ∈M  olmak üzere, bu demetin Γ  kesiti şu şekilde verilsin; 

( )2i k i j k

i j jk
u P d u du duΓ = ∂ ⊗ + Γ ⊗ .  (2.4.1) 

Dolayısıyla  

 ,     i i i i

j U j jk U jka f P a f⋅ = ⋅ = Γ  

olacak şekilde bir 2:U nf U →M  dönüşümü bulunabilir. 
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Bu takdirde ( ), iV v  koordinatlarında (2.3.4), (2.3.7) ve (2.3.8) denklemleri kullanılarak 

( )2

2
2

2
2

    

    

 

h k h k m

h k km

i k k k m
h j j h h j h

i k kmh j h j j h

i k i k k m
h j h h j h

i k k kmh j h h j j h

u P d u du du

v u u u u
v P d v dv dv dv dv

u v v v v v

v u v u u u
v P d v P dv dv

u v u v v v v

Γ = ∂ ⊗ + Γ ⊗

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ⊗ + ⊗ + Γ ⊗  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ⊗ + + Γ ⊗  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

( )2   i j i j h

i j jhv P d v dv dv= ∂ ⊗ + Γ ⊗

 

bulunur. Yani  

i k
i h

j kh j

v u
P P

u v

∂ ∂
=

∂ ∂
  ve (2.4.2) 

 
2i k k m

i h h

jh k kmh h j j h

v u u u
P

u v v v v

 ∂ ∂ ∂ ∂
Γ = + Γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (2.4.3) 

dir. Buradan ise i

jP ’lerin (1,1) tipindeki bir tensörün bileşenleri olduğu görülür. (2.3.1) 

ve (2.3.6)’yı kullanarak (2.4.2) denkleminden 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )( ) ( )

k j
h k

i jh i

k h k j

h VU i U j V i VU

k k

i VU U i V VU

k k

i VU U i V VU

v v
P P

u u

a g a f a f a g

a g f a f g

a g f a f gσ

∂ ∂
=

∂ ∂
=

=

=

 

buluruz. Benzer şekilde (2.3.3)’den de ( )( ) ( )m m

ih VU U ih U VU
a g f a f gσ = ⋅  buluruz. 

Dolayısıyla Γ  konneksiyonu için ( ), iU u , ( ), iV v  , 0U V∩ ≠  komşuluğunda 

( )VU U V VUg f f gσ ⋅ =  (2.4.4) 

denklemi geçerlidir. σ  bir homomorfizma olduğundan  

( ) ( ) ( ) ( )VU U V VUg f f gσ σ σ σ=  
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buluruz. i

jP ’ler (1,1) tipindeki bir tensörün bileşenleri olduğundan 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 *: T M M T M T Mλ Ψ ⊗ → Ψ ⊗D  dönüşümünü  

( ) j i

i jP u du Pλ Γ = ∂ ⊗ =  (2.4.5) 

şeklinde tanımlayabiliriz. Bu takdirde (2.4.1) ile verilen genel konneksiyona bir P-

konneksiyon denir. ( )T M
P id=  şeklinde ise bu konneksiyona bir 1-konneksiyon, P bir 

sıfır homomorfizma ise de bir 0-konneksiyon denir. Buradan aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 

Teorem 2.4.1. ( )T M  tanjant demetinin klasik afin konneksiyonu, λ  altındaki 

görüntüsü ( )T M ’nin özdeşlik izomorfizması olacak şekilde, ( ) ( )2T M M⊗D ’nin bir 

kesitine karşılık gelir. Yani, afin konneksiyon bir 1-konneksiyondur, [7]. 

İspat. Afin konneksiyonun katsayıları koordinat değişimi altında 

2l m j k
l m

ih jkm h i i h

u v v v

v u u u u

 ∂ ∂ ∂ ∂
Γ = + Γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 denklemini sağlar, yani m m

j jP δ=  buluruz. Bunu 

(2.4.2) denkleminde yazarsak, h h

i iP δ=  buluruz ve bu durumda 

( )( )( ) ( )j j j j i

h i i h i i h h i h
u u du u u u uλ δ δ δ δΓ ∂ = ∂ ⊗ ∂ = ∂ = ∂ = ∂  

yani λ , ( )T M  de özdeşlik izomorfizmasıdır. Böylece teorem kanıtlanmış olur.  

 

Not. Bilindiği gibi bir afin konneksiyonun lokal koordinatlara göre ifade edilen 

bileşenleri birer geometrik nesnedir ancak bunlar geometrik çokluklar değildir. Çünkü 

bir koordinat dönüşümünde bunların tamamı ( )1,2  tipinde bir tensörün bileşenleri gibi 

dönüşürler ancak lokal koordinatların ikinci mertebeden kısmi türevlerini içeren 

terimler barındırırlar. (2.4.1) denkleminden bir afin konneksiyonun k

ijΓ  bileşenleri bir 1-

konneksiyonun ikinci bileşenleri olduğu (2.4.3) denklemi ise (1,2) tipte bir tensörün k

ijT  

bileşenleri, bir 0-konneksiyonun bileşenleri olduğu gösterir. Dolayısıyla bir afin 

konneksiyonun bileşenleri ile ( )1,2  tipinde bir tensörün bileşenlerine birbirinden 

tamamıyla farklı olmayan kavramlar olarak bakılabilir.  
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Şimdi, ( ) ( )( )2T M MΓ ∈ Ψ ⊗D  için M  baz uzayının özdeşlik dönüşümünü örten 

( ) ( )2: M T Mµ µΓ= ℑ →  

demet homomorfizmasını 

( ) ( )2, ,   X X X Mµ = Γ ∈ ℑ  

şeklindeki iç çarpım ile tanımlayalım. Yani  { }2,
j jk

u u∂ ∂  ve { }2 ,h h ld u du du⊗  , 

sırasıyla, ( )2 Mℑ  ve ( )2 MD ’nin bazları olmak üzere 

( ) ( )2

2

, ,

, ,

i h i h k

j j i h hk j

i h i h k i h i

i h j i hk j h i j j i

u u u P d u du du u

u P d u u u du du u P u P u

µ

δ

∂ = Γ ∂ = ∂ ⊗ + Γ ⊗ ∂ =

∂ ⊗ ∂ + ∂ ⊗ Γ ⊗ ∂ = ∂ = ∂
 (2.4.6) 

ve 

( ) ( )2 2 2 2

2 2 2

, ,

, ,

i h i h l

jk jk i h hl jk

i h i h l i

i h jk i hl jk jk i

u u u P d u du du u

u P d u u u du du u u

µ ∂ = Γ ∂ = ∂ ⊗ + Γ ⊗ ∂ =

∂ ⊗ ∂ + ∂ ⊗ Γ ⊗ ∂ = Γ ∂
 (2.4.7) 

yazılabilir. 

 

Diğer yandan, ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

altdemet
T M M M M⊗ ⊂ ℑ ⊗D D   olduğundan, Γ  konneksiyonu 

( ) ( )2 2M Mℑ ⊗D  demetinin bir kesiti olarak düşünülebilir. Dolayısıyla benzer şekilde  

( )2 MD ’de de bir homomorfizma tanımlayabiliriz. Bu homomorfizmayı, ( )2 Mω ∈D  

olmak üzere ,ω Γ  şeklinde tanımlayabiliriz, yani   

( )
( )

2 2 2

2

2

, ,

              

              

j j k i k i h

k i ih

j k i k i h

k i ih

j i j i h

i ih

d u d u u P d u du du

P d u du du

P d u du du

δ

Γ = ∂ ⊗ + Γ ⊗

= + Γ ⊗ =

= + Γ ⊗

 (2.4.8) 

ve 
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( )2, , 0j k j k i j i j k

i j jkdu du du du u P d u du du⊗ Γ = ⊗ ∂ ⊗ + Γ ⊗ = . (2.4.9) 

( ) ( ) ( )( )*T M T Mλ Γ ∈ Ψ ⊗  olduğundan (2.3.15)’den ( )( ) ( )
( )1,2

d T Mλ ⊗ Γ ∈ Ψ  
 

 dir. 

Bölüm 2.3’den  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1,2 2 2* *T M M T M T M T M M
⊗ ⊂ ℑ ⊗ ⊗ + ⊗D   

olduğunu biliyoruz, ayrıca  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2* *M T M T M T M M M Mℑ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊂ ℑ ⊗D D  

 dir, dolayısıyla ( )
( )

( ) ( )( )
1,2

2 2
T M M M

⊗ Ψ ⊂ Ψ ℑ ⊗ 
 

D  yazabiliriz. (2.4.5) ve 

(2.3.18)’den ( ) j i

i jP u duλ Γ = ∂ ⊗  için  

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
�

( )
�

22 2
2

2 2

* *

k
i l k i l k ii

k i kl i kl

MT M T M T MM
T M

P
d u du du P u du du P u d u

u
λ

⊗ ⊗ ∈∈ ∈ ∈∈ℑ
∈

∂
Γ = ∂ ⊗ ⊗ + ∂ ⊗ ⊗ + ∂ ⊗

∂ ����	 ����	����	
����	 D

 

dir, ( )2 Mω ∈D  için ( )2 MD ’deki homomorfizmayı ise ( )( ),dω λ Γ  şeklinde 

tanımlayabiliriz. Yani 

( )( )2 2

2

,

              

k
j k k i i li

j i l

j
j i i hi

i h

P
d u d P d u du du

u

P
P d u du du

u

λ δ
 ∂

Γ = + ⊗ ∂ 

∂
= + ⊗

∂

 (2.4.10) 

ve 

( )( ) ( ),j h k l k i l j i h

j h i idu du d P du du P du duλ δ δ⊗ Γ = ⊗ = ⊗  (2.4.11) 

dir.  

Lemma 2.4.2. ( ) ( )( ) ( )2, ,   d Mϕ ω ω λ ω= Γ − Γ ∈D  ile verilen  
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( ) ( ) ( )2: * *M T M T Mϕ ϕΓ= → ⊗D  

dönüşümü M baz uzayının özdeşlik dönüşümünü örten bir homomorfizmadır, [1]. 

 

 ( )2 MD ’nin { }2 ,j j hd u du du⊗  bazı için (2.4.8), (2.4.9), (2.4.10) ve (2.4.11)’den 

( ) ( )( )
( )( )

2 2

2 2

,

             , ,

             

i i

i i

j
j i hi
ihh

d u d u d

d u d d u

P
du du

u

ϕ λ

λ

= Γ − Γ

= Γ − Γ

 ∂
= − Γ ⊗ ∂ 

 

ve 

( ) ( )( ),

          0

i h i h

j i h j i h

i i

du du du du d

P du du P du du

ϕ λ⊗ = ⊗ Γ − Γ

= ⊗ − = ⊗
, 

buluruz. Burada  

j
j ji
ih ihh

P

u

∂
Γ − = Λ

∂
 (2.4.12) 

 notasyonu kullanırsak  

( )
( )

2 i i j k

jk

i h i j h

j

d u du du

du du P du du

ϕ

ϕ

= −Λ ⊗

⊗ = ⊗
 (2.4.13) 

buluruz. Üstelik genel olarak 

( )i idu duϕ =  (2.4.14) 

( )1 1 1

1
... ... ,   1q q q

q

i i ji i jh h

j jdu du du P P du du du qϕ ⊗ ⊗ ⊗ = ⋅⋅⋅ ⊗ ⊗ ⊗ ≥  (2.4.15) 

dir. ( )2 Mℑ 'de tanımladığımız µ  homomorfizmasını da ϕ  ile gösterelim yani 
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( )2 M
ϕ µ

ℑ
=  (2.4.16) 

Dolayısıyla doğal olarak, ( ) ( ), 1p q
T M

⊗ +
  üstünde denk olan 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )11 , 12 *    

   1,2,...,

q
s p s p q

T M M T M T M T M

s p

+⊗ − ⊗ − ⊗ ⊗ +⊗ ℑ ⊗ ⊗ →

=
 

ve    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )1 , 12* *        

 1, 2,...

q t
p t p q

T M T M M T M T M

t q

−⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ +⊗ ⊗ ⊗ →

=


D
 

homomorfizmalarını buluruz. " "⊗
  tensör çarpımının tanımına göre  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

11 2

, 11

1 2

1

*

* *

q

q t

p
s p s

p qs

q
p t

t

T M M T M T M

T M

T M T M M T M

+

−

⊗ − ⊗ − ⊗

⊗ +=

⊗ ⊗ − ⊗

=

⊗ ℑ ⊗ ⊗
→

+ ⊗ ⊗ ⊗

∑

∑ 
D

 

homomorfizmasını tanımlayabiliriz ve bunu aynı ϕ  sembolü ile gösteririz. Doğal olarak 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1
:

p q p q
T M T Mϕ ϕ ⊗ + ⊗ +

Γ= → , , 0,1,2,...p q =  (2.4.17) 

homomorfizmasını elde ederiz. 

 

Şimdi de bu homomorfizmayı kullanarak kovaryant diferansiyel operatörünü 

tanımlayalım. Herhangi bir ( ) ( )( )2T M MΓ ∈ Ψ ⊗D  için Г genel konneksiyonunun 

D DΓ=  kovaryant differansiyel operatörü  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , 1
:

p q p q
D D d T M T Mϕ ⊗ ⊗ +

Γ Γ= = ⋅ Ψ → Ψ  (2.4.18) 

şeklinde tanımlanır. Yani,  

1 1

1 1

... ...

... ...
p p

q q

i i i i

j j j j
DV dVϕ= ⋅  
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 olmak üzere  1 1

1 1

...

... ... ...p q

q p

i i jj

j j i i
V V u u du du= ∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗  için  

11

1 1

...

...... ... q p

p q

j i ij

i i j j
DV u u du du DV= ∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗  (2.4.19) 

şeklindedir. (2.3.12), (2.3.13), (2.4.13), (2.4.14) ve (2.4.15) denklemlerinden 

( )
1

1 1

1

1 1 1

1

1

1

1

1 11

...

...

2
,

1

...

...

1

2

... ...

... ...

       ...
  V

...

        ... .

p

q q

p

s s s p

q

p

q

p

t t t

i i

j j jj h

i ih

p

i i i l i i

s

jj h

i i

qj j

i i

t

j j jj

V
DV u u du du du

u

u u u u u

du du du

u u

du du d u du

ϕ

ϕ

− +

− +

=

=

∂
= ∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∂

∂ ⊗ ⊗ ∂ ⊗ ∂ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ∂

⊗ ⊗ ⊗ ⊗
+

+ ∂ ⊗ ∂

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

∑

∑


 ( )
1

11 1

1 1

11 11 1

1 1 1 1 1

1 11 1

1 1 1 1

...

...

...

...
1

...

...

..

... ...  

... ... V ...

... V ...

q

p

qp q

p q

p p qs s s

s s s p q q

p p t

p q t t

j

i i

j jk jk j

i i m ml

p
k i i jk k kk j

i i i l i i j j m m

s

k i i jk j

i i j j m m m h

du

V
P P P P

u

P P P P P P

P P P P

− +

− +

−

−

=

 
 
 
 
 
 
 
 
 

⊗  

∂

∂

= + Γ

− Λ

∑ 1

1

1

1
1

... ...

...

q

p

qt t

t q

mm l

k k

q
jj j

m m

t

u u du du du

P P+

+
=

 
 
 
  ∂ ⊗ ∂ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ 
 
 
 
  
∑

 

yani 

1

11 1 1

1 1 1

11 11 1

1 1 1 1 1

11 1

1 1 1

...

......

...

...

...
1

...

...

... ...  

              ... ... V ...

              ... V

p

qp p q

q p q

p p qs s s

s s s p q q

p p

p q

i i

j jk k k jk j

h m m i i m mh

p
k i i jk k kk j

i i i h i i j j m m

s

k i ik j

i i j j m

V
D V P P P P

u

P P P P P P

P P P

− +

− +
=

∂
=

∂

+ Γ

−

∑

1 1

1 1
1

... ... qt t t

t t t q

q
jj j j

m m h m m

t

P P P− +

− +
=

Λ∑

 (2.4.20) 

bulunur. Bu şekilde tanımlanan türeve Otsuki kovaryant türevi de denir. 

 

Şimdi de ( )T M
µ ’nin ( ) ( )* : * *T M T Mµ Γ →  dual homomorfizmasını göz önüne 

alalım, (2.4.6)’dan 
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( )* i j

i jdu P duµ Γ =
 (2.4.21) 

dir.   ( ) ( ) ( ) ( ), ,
:

p q p q
T M T Mλ λ ⊗ ⊗

Γ= →  homomorfizmasını ise  

( ) ( )* *

tane tane

... ...
p q

λ µ µ µ µΓ Γ Γ Γ Γ

− −

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
�







� �









�

. (2.4.22) 

şeklinde tanımlayalım. Lokal bileşenleri 1

1

...

...
p

q

i i

j j
V  ve 1

1

...
...

a

b

i i

j jW  olan, sırasıyla, ( ),p q  ve ( ),a b  

tipindeki V ve W tensör alanları için (2.4.20) formülü V W⊗  ye uygularsak   

( ) ( )1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

11 1

1 1 1 1

.. .. .. ..

... ... ... ...

..

... .                                

p p p a p p p a p p a q q b

q q q b q p p a q q b q q b

p p q

p q q q

i i i i i i i i h h k k

h j j j j h j j h h k k j j

i h h ki k

h h k k j j h j

D V W D V P P W P P

P P V P P D W

+ + + + + + + +

+ + + + + + + +

+

= ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅

+ ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ( )1 ..

..
p p a

q b

i i

j
+ +

+

 (2.4.23) 

ya da 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 11 1 1 1

1 1 1 1
1 1

.. .... .. .. ..

... ... ... ...... ...

p p a pp p p a p p p a

q q q b q q q b
q q b q

i i i ii i i i i i i i

h j j j j h j j h j jj j j j
D V W D V W V D Wλ λ+ ++ + + +

+ + + ++ +
Γ Γ= + .  

elde ederiz. Bunu da  

( ) ( )D V W DV W V DWε λ λ⊗ = ⊗ + ⊗  (2.4.24) 

şeklinde yazabiliriz. Burada ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , , , 1
:

p q a b p q a b
T M T M T M T Mε ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ +

⊗ → ⊗  

izomorfizmadır ve toplananların aynı tipte olmasını sağlar. Buradan görülür ki genel 

konneksiyonların kovaryant türevi, Idλ ≠  için, bilinen klasik çarpımın türev kuralını 

sağlamaz. 

 

Son olarak kovaryant türev ve büzülme arasındaki ilişkiyi gösterelim. Bileşenleri 1

1

...

...
p

q

i i i

j j j
V  

olan bir ( )1, 1p q+ + -tipindeki V tensör alanı için (2.4.20)’den  
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( )
1

11 1 1

1 1 1

11 11 1

1 1 1 1 1

...

......

...

...

...
1

 ... ...

                ... ... ...

                

p

qp p q

q p q

p p qs s s

s s s p q q

k k k

h h hi i i i hi hj j i h

i m j j j i k k k j j jm

p
i k k k hi i ii hj i h h

i k k k m k k k h h h i j j j

s

V
D V P P P P P P

u

P P P P P V P P P P

δ δ

δ − +

− +
=

∂
=

∂

+ Γ∑
11 1

1 1 1

1 1 11 1

1 1 1 1 1

1

1 1

...

...

...

...
1

...

... ...

                ... ... ...

                ...

p p q

p q q

p p qt t t

p q t t t q

p

p q

i k k k hi hj i h

i k k k m h h h j j j

q
i k k k hh h hi hj i h

i k k k h h h j j j m j j j

t

iij i

i k k k h h h

P P V P P P

P P P V P P P P P

P P P V

δ

δ

δ

− +

− +
=

+ Γ

− Λ

−

∑
1 1

1

...
...p q

q

k k k hhh

i m j jP PΛ

 

ya da 

( ) ( )

( )

1

11 1 1

1 1 1

11 11 1

1 1 1 1 1

...

......

...

...

...
1

 ... ...

                           ... ... ...

              

p

qp p q

q p q

p p qs s s

s s s p q q

k k k

h h hi i i i hi hj h i

i m j j j k k i k j jm

p
i k k k hi i ii hh i

k k k m k k h h h i k j j

s

V
D V P P P P P P

u

P P P P V P P P P

δ

− +

− +
=

∂
=

∂

+ Γ∑

( )

11 1

1 1 1

1 1 11 1

1 1 1 1 1

...

...

...

...
1

             ... ...

                           ... ... ...

                           

p p q

p q q

p p qt t t

p q t t t q

i k k k hi hi h

k k k m h h h i j j

q
i k k k hh h hi hh i

k k h h h i k j j j m j j

t

P P V P P P

P P V P P P P P P− +

− +
=

+ Γ

− Λ∑
11 1

1 1 1

...

...... ...p p q

p q q

i k k k hi hi h

k k k h h h i m j jP P P V P P− Λ

 

buluruz. i i k

j k jM P P=  ve 2M P=  alırsak 

( ) ( )

( )

1

11 1 1

1 1 1

11 11 1

1 1 1 1 1

1

1

...

......

...

...

...
1

 ... ...

                ... ... ...

                ...

p

qp p q

q p q

p p qs s s

s s s p q q

p

p

k k k h

h h h ki i i i hi hj

i m j j j k k j jm

p
i k k k hi i ii hh

k k k m k k h h h k j j

s

ii

k k

V M
D V P P P P

u

P P P P V M P P

P P V

δ

− +

− +
=

∂
=

∂

+ Γ

−

∑

( )
( )

1 1 11

1 1 1 1

11 1

1 1 1

...

...
1

...

...

... ...

               ... ...

p qt t t

q t t t q

p p q

p q q

q
k k k hh h hhh

h h h k j j j m j j

t

h i

i ki k k k hi hh i h i

k k h h h i k m i m k j jm

M P P P P

P P
P P V P P P P

u

− +

− +
=

Λ

 ∂
 − − Γ + Λ

∂  

∑
 (2.4.25) 

buluruz.  Şimdi 
( )h i

i k h i h i

i k m i m km

P P
P P

u

∂
− Γ + Λ

∂
  ifadesini inceleyelim. 
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( )h i

i k h i h i

i km im km

i h
h i h i h i h ik i

i km im k im k i kmm m

P P
P P

u

P P
P P P P

u u

∂
− Γ + Λ

∂
   ∂ ∂

= −Γ + + + Λ = Γ − Λ   ∂ ∂   

 

ve ( 2.4.20) denkleminden  

i i k i k

h j kh j k jhD P Pδ = Γ − Λ  (2.4.26) 

olduğundan  (2.4.25) denklemi  

( ) ( )1 1 11 1

1 1 1 1 1

... ... ...

... ... ...... ...p p p p q

q q p q q

i i i k k k i k k k hi hj h h

m i j j j m h h h k k k h h h m k j jD V D V M P P V D P Pδ δ= −  (2.4.27) 

şeklini alır. Buradaki denklemin sağ tarafındaki birinci terimin kovaryant türevi, 

büzülmüş ( ),p q - tipindeki tensörün türevidir ikinci terim ise Kronecker δ ’sının genel 

konneksiyona göre türevini içerir.  

 

2.5. KONNEKSİYONUN (1,1) TİPİNDEN BİR TENSÖR İLE ÇARPIMI. 

REGÜLER GENEL KONNEKSİYONLAR. 

Bu bölümde, bir Γ  genel konneksiyonun kovaryant ve kontravaryant kısımlarını elde 

edeceğiz. Otsuki [7]’de regüler genel konneksiyonun kontravaryant ve kovaryant 

kısımları elde etmiştir. Sonra ise [15]’deki makalesinde bunu regüler olmayan 

konneksiyonlara da genelleştirmiştir. Bunun için 2
nL  grubunu, i

jp  elemanlarını da 

ekleyerek 2
n
�L  yarıgrubuna genişletmek gereksinim duyulmuştur. Yani 2

n
�L , 0i

j
a ≠  

olacak şekilde ( ), ,i i i

j jh j
a a p  gerçel sayılarının bir kümesidir. i

jp  elemanlarının tersi 

olmayabilir dolayısıyla bu küme bir yarıgruptur. Bu yarı grupta çarpma işlemini 

aşağıdaki formüller ile verelim: 

2, nLα β ∈ �   için αβ  nın bileşenleri 



 

 

39 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

j j k

i k i

j j k j k l

ih k ih kl i h

j j k

i k i

a a a

a a a a p a

p p p

αβ α β

αβ α β α β β

αβ α β

=

= +

=

 (2.5.1)  

şeklindedir. ( )1 1,n nL GL n R M= ⊂  olmak üzere  

( ) ( ): , ,i i i i

j jh j j
a a p aσ →  (2.5.2) 

ile tanımlanan 2 1: n nL Lσ →�  izdüşüm homomorfizması verilsin. ( ),i i

j jh
a a  elemanlarını 

( ), ,i i i

j jh j
a a a  ile özdeşleştirerek, 2

nL  grubu  2
nL�  yarı grubunun bir altgrubu olarak 

düşünülür. 

 

Herhangi bir ( ), iU u  koordinat komşuluğu için 
j

j j i
ih ih h

P

u

∂
Λ = Γ −

∂
 olmak üzere 

i i

j U j

i i

jh U jh

i i

j U j

a f

a f

p f P

δ⋅ =

⋅ = Λ

⋅ = −

�

�

�

 (2.5.3) 

şeklinde bir 2:U nf U L→� �  dönüşümünü tanımlayalım. Herhangi bir ( ), iU u  koordinat 

komşuluğunda tanımlı i

jhΛ  için, (2.4.12), (2.4.2) ve (2.4.3) den 0U V∩ ≠ olmak üzere, 

( ), iV v  koordinat komşuluğunda 

2 j j l m
j k k

ih l lmm k k i h

v v u u
P

u u u v v

 ∂ ∂ ∂ ∂
Λ = − + Λ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (2.5.4) 

buluruz. Böylece (2.4.2), (2.5.3) ve (2.5.4) denklemlerinden  (2.4.4) denkleminin  

benzeri olan 

( )VU U V VUg f f gσ= ⋅� �  (2.5.5) 

denklemini elde ederiz. 
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Dolayısıyla, M nin herhangi bir U komşuluğunda 2:U nf U L→  (ya da 2:U nf U L→� � )  

dönüşümü  (2.4.4) (ya da (2.5.5)) denklemlerini sağlıyorsa { }Uf ( ya da { }Uf
� ) sistemi 

M’de bir Γ  konneksiyonunu tanımlar . (2.4.1) ve (2.4.12)’den Γ  konneksiyonu 

( )( )h k h k m

h k kmu d P du du duΓ = ∂ ⊗ + Λ ⊗  (2.5.6) 

şeklinde de yazılabilir. 

 

Şimdi de konneksiyonun kontravaryant ve kovayrant kısımlarını verelim. Bunun için, 

Q   (1,1) tipinde bir tensör olmak üzere 

0

i i

j U j

i

jk U

a q Q

a q

⋅ =

⋅ =
 (2.5.7) 

denklemleri ile tanımlanan bir 2:U nq U M→  dönüşümü verilsin. i

jQ ’ler bir Q tensör 

alanının bileşenleri olduğundan herhangi bir ,  ,  0U V U V∩ ≠  koordinat 

komşuluğunda  

( ) ( )VU U V VUg q q gσ σ⋅ = ⋅  

denklemini sağlar. (2.4.4) denkleminden  

( )( ) ( )VU U U V V VUg q f q f gσ ⋅ =  

buluruz, yani { }'U U Uf q f=  sistemi, bileşenleri   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

'

'

            

i i i k i k

j U j U U k U j U k j

i i i k i k l

jh U jh U U k U jh U kl U j U h U

i k

k jh

a f a q f a q a f Q P

a f a q f a q a f a q a f a f

Q

=

⋅ = ⋅ = =

⋅ = ⋅ = +

= Γ

�


�
 (2.5.8) 

olan bir 'Γ  genel konneksiyonu tanımlar. Lokal koordinatlarda 'Γ  genel konneksiyonu  
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( )
( )

2

2

'

   

i k j i k j h

i k j k jh

i k j k j h

i k j jh

u Q P d u Q du du

u Q P d u du du Q

Γ = ∂ ⊗ + Γ ⊗

= ∂ ⊗ + Γ ⊗ = Γ
 (2.5.9) 

şeklindedir ve bu konneksiyona Γ ’nın kontravaryant kısmı denir. Benzer şekilde 

1 2 2
n n nL ⊂ ⊂ �L L  olmak üzere 

0

i i

j U j

i

jh U

i i

j U j

a q

a q

p q Q

δ⋅ =

⋅ =

⋅ =

�

�

�

 (2.5.10) 

denklemleri ile 2:U nq U → �� L  dönüşümünü tanımlayalım. Bu takdirde  

( ) ( )VU U V VUg q q gσ σ⋅ = ⋅� �  

buluruz. Diğer taraftan (2.5.5) denkleminden  

( ) ( )( )VU U U V V VUg f q f q gσ= ⋅� �� �  

buluruz.  Yani { }''U U Uf f q= � �  sistemi,  bileşenleri  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

''

''

             

''

i i i k i k i

j U j U U k U j U k j j

i i i k i k l

jh U jh U U k U jh U kl U j U h U

i k l i k

kl j h kh j

i i i k i k

j U j U U k U j U k j

a f a f q a f a q

a f a f q a f a q a f p q a q

Q Q

p f p f q p f p q P Q

δ δ δ

δ
=

⋅ = = = =

⋅ = ⋅ = +

= Λ = Λ

⋅ = = = −

� �� �

� � �� � � �
�



�

� �� �

 (2.5.11) 

olan bir ''Γ  genel konneksiyonu tanımlar. Bu konneksiyona Γ ’nın kovaryant kısmı 

denir.  (2.5.3) ve (2.5.6)’dan ''Γ  genel konneksiyonu lokal olarak 

( )( )'' i k j i k h j

i k j kh ju d P Q du Q du du QΓ = ∂ ⊗ + Λ ⊗ = Γ  (2.5.12) 

şeklinde yazılabilir .   
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Önerme 2.5.1 Bir genel konneksiyon ile (1,1) tipindeki bir tensör alanının çarpımı 

birleşmelidir, [15]. 

Tanım 2.5.1. Eğer ( )P λ= Γ  homomorfizması ( )T M ’nin bir izomorfizması ise Г 

genel konneksiyonuna regüler genel  konneksiyon denir. 

 

Γ , M’de bir regüler genel konneksiyon ve 1Q P−=  olsun. Bu takdirde (2.5.9) ve 

(2.5.12) ile tanımlanan  (2.5.8) ve (2.5.11)’den 'Γ  ve ''Γ  genel konneksiyonların 

katsayıları  

'

'

i i k i

j U k j j

i i k

jh U k jh

a f Q P

a f Q

δ⋅ = =

⋅ = Γ
 

''

''

''

i i

j U j

i i k

jh U kh j

i i

j U j

a f

a f Q

p f

δ

δ

⋅ =

⋅ = Λ

⋅ = −

 (2.5.13) 

şeklinde bulunur. Buradan ( )' ,i i k

j k jh
QδΓ = Γ  ve ( )'' ,i i k

j kh j
QδΓ = Λ  konneksiyonların birer 

afin konneksiyon olduğu görülür. 'Γ  ve ''Γ  konnneksiyonlar, sırasıyla, ' D  ve '' D  

kovaryant diferansiyellerini tanımlarlar. Kovaryant diferansiyel tanımından (1,1) tipinde 

bir tensör alanı için  

( )( )
( )( )

' ' ' '

'' '' '' ''

j j i j j l l j i

i h i h i lh i jh l

j j i j j l l j i

i h i h i lh i jh l

DV D V du V V V du

DV D V du V V V du

= = ∂ + Γ − Γ

= = ∂ + Γ − Γ
 (2.5.14) 

eşitlikleri elde edilir. 

2.6. TEMEL KOVARYANT TÜREVİN TANIMI VE KOVARYANT TÜREV İLE 

İLİŞKİSİ 

 'Γ  ve ''Γ  için  'ϕ ϕ Γ′ =  ve  ''ϕ ϕ Γ′′ =  yazarsak (2.4.16), (2.4.6), (2.4.7) ve (2.4.13) 

denklemlerini 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

' ' '

''

i i i

j k k

ih k ih j ih k ih

j j j

j j l k i h j

lk i h

u u u

u P u u u

du du du

d u P P du du d u

ϕ ϕϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕϕ

ϕ ϕϕ ϕϕ

ϕ ϕϕ

′ ′′∂ = ∂ = ∂

∂ = Γ ∂ = Γ ∂ = ∂

′ ′′= =

′′= − Γ ⊗ =

 

şeklinde yazabiliriz. 

Teorem 2.6.1. ϕ  transformasyonu ϕ ’nin 1. mertebeden tensör çarpım demetlerinde 

kısıtı, µΓ  homomorfizması ise: ( )T M  ve ( )*T M  demetlerinde bir özdeşlik 

dönüşümü, ( )2 Mℑ ’de 'ϕ , ( )2 MD ’de de ''ϕ  homomorfizması olmak üzere herhangi 

bir ( ) ( )( )2T M MΓ ∈ Ψ ⊗D  regüler genel konneksiyonu için 

ϕ ϕ µ= ⋅  

eşitliği geçerlidir, [1]. 

İspat. Bunu ispatlamak için ( )iu T M∂ ∈ , ( )*idu T M∈ , ( )2 2
jku M∂ ∈ ℑ  ve  

( )2 2id u M∈D  elemanları için: 

( ) ( ) ( ) ( )i i i iu id u u uϕ µ ϕ ϕ ϕ⋅ ∂ = ⋅ ∂ = ∂ = ∂  

 ( ) ( ) ( ) ( )i i i idu id du du duϕ µ ϕ ϕ ϕ⋅ = ⋅ = = , 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2

2

' '

                                                    

i i l

jk jk jk i l jk i

m i l m

i l jk m jk m jk

u u u Q u

P Q u u u

ϕ µ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

⋅ ∂ = ⋅ ∂ = Γ ∂ = Γ ∂

= Γ ∂ = Γ ∂ = ∂
 

ve  
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( ) ( ) ( )

�

( )

2 2

0

'' ''

                                                 ''

                                                  ''

      

i i i j k

jk

i

ji j k

jk k

i j k

jk

d u d u du du

du du
u

du du

ϕ µ ϕ ϕ ϕ

δ
ϕ

ϕ

=

⋅ = ⋅ = − Λ ⊗

  
∂  = − Γ − ⊗  ∂  

  

= − Γ ⊗

( )
( )2

                                             

                                                   

i l j k i l j m k

lk j lk j m

i l m k i l k i

lk m lk

Q du du Q P du du

du du du du d u

ϕ

δ ϕ

= −Λ ⊗ = −Λ ⊗

= −Λ ⊗ = −Λ ⊗ =

 

buluruz dolayısıyla ϕ µ ϕ⋅ =  ve böylece teorem ispatlanmış oldu.       

Tanım 2.6.1. µΓ  homomorfizmasına Г regüler genel konneksiyonun temel 

homomorfizması denir. Bu takdirde kovaryant türev  

D D dµΓ Γ= = ⋅  (2.6.1) 

şeklinde tanımlanır ve Г regüler  genel konneksiyonunun temel kovaryant türevi adını 

alır.  

(2.4.18)’den ise  

D Dϕ= ⋅  (2.6.2) 

bulunur. Dolayısıyla lokal koordinatları 1

1

...

...
p

q

i i

j j
V  olan herhangi bir ( ) ( )( ),p q

V T M
⊗∈ Ψ   

tensör alanı için  

1 1

1 1

... ...

... ...
p p

q q

i i i i h

j j h j j
DV D V du=  (2.6.3) 

1

11 1 1 1 1 2

1 1 2 1 1 1

...

...... ... ... ...

... ... ... ...
1 1

' ''
p

qp s s p ps

q q t t t q

i i
p q

j ji i i i ki i i i ii k

h j j kh j j j j h j j kj jh
s t

V
D V V V

u

− +

− +
= =

∂
= + Γ − Γ

∂ ∑ ∑  (2.6.4) 

ve 

( )1 11 1

1 1 1 1

... ...

... ...... ...p p p q

q p q q

i i i k k hi h

m j j k k m h h j jD V P P D V P P=  (2.6.5) 
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buluruz. Şimdi de  Г genel konneksiyonunun temel kovaryant türevi ile ilgili, (2.4.24) 

ve (2.4.27) denklemlerine benzer denklemleri araştıralım. ( ),p q  ve ( ),a b  tipindeki  V 

ve W  tanjant tensör alanları için 
( ) ( ),p q

p

q T M
ϕ ϕ ⊗= , 

( ) ( ),p q

p

q T M
λ λ ⊗= ,... alırsak 

( )1 1
p a p a

q b q b
ε ϕ λ ϕ ε+

+ + +⋅ ⊗ = ⋅ ,      1 1
p a p a

q b q bλ ϕ ϕ +
+ + +⊗ =  

buluruz.  (2.6.2)’yi kullanarak (2.4.24)’den 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
                    

                    

D V W D V W DV W V DW

DV W V DW

DV W V DW

ϕ ε λ λ

ε ϕ λ λ ϕ

ϕ ε

⊗ = ⊗ = ⊗ + ⊗

= ⊗ + ⊗

= ⊗ + ⊗

 (2.6.6) 

buluruz. Üstelik ϕ  herhangi bir düzgün genel konneksiyon için bir izomorfizma 

olduğundan 

( ) ( )D V W DV W V DWε⊗ = ⊗ + ⊗  

elde edilir. Bu denklem, klasik afin konneksiyona göre tensör çarpımının kovaryant 

türevinin formülüdür. (2.6.4) formülünü kullanarak 

 

( )
1

11 1 1 1 1 2

1 1 2 1 1 1

1 1

1 1

...

...... ... ... ...

... ... ... ...
1 1

... ...

... ...

' ''

                         ' ''

p

qp s s p ps

q q t t t q

p

q q

i i i
p q

j j ii i i i i ki i i i i i iij k

i h j j j kh j j j i j h j j kj j ih
s t

i i k ii k

kh j j i ih j j k

V
D V V V

u

V V

δ − +

− +
= =

∂
= + Γ − Γ

∂

+ Γ − Γ

∑ ∑

( ) ( )1 1

1 1

... ...

... ...                    ' ''

p

p p

q q

i i

i i i i i ij j j

h j j j i j j j ih ihD V Vδ= + Γ − Γ

 (2.6.7) 

buluruz. Aynı formülü kullanarak 

' ''j j j

h i ih ihD δ = Γ − Γ  (2.6.8) 

olduğundan üstteki denklem 

( ) ( ) ( )1 1 1

1 1 1

... ... ...

... ... ...
p p p

q q q

i i i i i i i i ij j j

i h j j j h j j j i j j j h iD V D V V Dδ δ δ= +  (2.6.9) 

şeklinde yazılabilir. 
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Buradan temel kovaryant operatörün, I büzme operatörü ile değişimli olmayabildiğini 

görürüz. Değişimli olması için ise gerek ve yeter koşul 0j

h iD δ =  ya da (2.6.8)’den 

' ''Γ = Γ  olmasıdır.  

 

Şimdi (2.5.13) denklemlerinden 

''

           '

i
i k l i l kl
kh j k lh k jh

ii
jl k i l k i kl

k j lh k j k jhh h

P
P Q Q P

u

PP
Q P Q P P

u u

 ∂
Γ = − + Γ ∂ 

∂∂
= − + Γ = − + Γ

∂ ∂

 

bulunur ve buradan  

'' ' 0
i

j i k i k

kh j k jhh

P
P P

u

∂
+ Γ − Γ =

∂
 (2.6.10) 

şeklindeki Otsuki denklemini elde ederiz. Diğer yandan ' hD  ve '' hD , sırasıyla, 'Γ  ve 

''Γ  klasik afin konneksiyonlar için hu ’ya göre kovaryant türevler olmak üzere 

( )

( )

' ''

       ' '

        '

i i k l i k k l

h j k h l j k lh lh j

k

ji k l k l

k lh j l jh h

i k

k h j

D P D P P P

P
P P P

u

P D P

δ δ= = Γ − Γ

 ∂
= Γ − Γ +  ∂ 

=

 (2.6.11) 

eşitliği ile benzer şekilde 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

' '' ' ''

        '' '' ''

        '' .

i i k l i k k l i k i k l

h j k h l j k lh lh j k lh k lh j

i
i i k l i j i k ll
lh k lh j jh l k lh jh

i l

h l j

D P D P P P P P P

P
P P P P P

u

D P P

δ δ= = Γ − Γ = Γ − Γ

 ∂
= Γ − Γ = Γ + − Γ ∂ 

=

     

eşitliği bulunur. Sonuç olarak  

( )' i i k

h j h k j
D P D Pδ=  (2.6.12) 
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 ( )'' i i k

h j k h j
D P P D δ=  (2.6.13) 

denklemleri elde ederiz. i

h jD P  yı (2.6.4)’e  göre ise  

' ''
i

ji i k i k

h j kh j k jhh

P
D P P P

u

∂
= + Γ − Γ

∂
 (2.6.14) 

şeklinde yazabiliriz. Dolayısıyla aşağıdaki teoremi ispatlamış olduk. 

Teorem 2.6.2 I tarafından belirlenen büzülme operatörü ile kovaryant türev 

operatörlerinin değişimli olması için gerek ve yeter koşul aşağıdakilerden en az birinin 

sağlanmasıdır: 

1. ( )T M ’deki δ  özdeşlik izomorfizması, Γ ’ya göre kovaryant sabittir.  

2. ( )P λ= Γ  tensörü 1' P−Γ = Γ  şeklinde verilen afin konneksiyona göre kovaryant 

sabittir. 

3. ( )P λ= Γ  tensörü 1'' P−Γ = Γ  şeklinde verilen afin konneksiyonuna göre 

kovaryant sabittir. 

4. ' ''Γ = Γ , eşitliği geçerlidir, [7]. 

2.7. GEODEZİKLER VE METRİK KOŞULLARI 

( ),i i

j jh
PΓ = Γ , M’de bir genel konneksiyon olsun. Bir C, ( ) ( )( )ix t u s=  eğrisi ve C 

boyunca ( )( )1

1

...

...
p

q

i i

j jV V s=  tensör alanı için Γ ’ya göre 
DV

ds
 kovaryant türevini aşağıdaki 

şekilde tanımlarız 

1 1

1 11 1

1 1

11 11 1

1 1 1 1 1

1 11 1

1 1 1 1

... ...

... ...

...

...
1

...

...

 ... ...

... ... ...

               

... ...

p p

q qp q

p q

p p qs s s

s s s p q q

p p t

p q t

i i k k

j j m mi mi m

k k j j

p
i k k mi i ii m

k k k h k k m m j j

s

i k k mi m

k k m m j j

DV dV
P P P P

ds ds

P P P P V P P

P P V P P

− +

− +

−

−

=

=

Γ
+

− Λ

∑

1

1
1

... qt t

t t q

h

q
mm m

j h j j

t

du

ds
P P+

+
=

 
 
 
 
 
 
∑

 (2.7.1) 
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özellikle 
idx du

ds ds

 
=  
 

 hız vektörü için  

2

2

i i k h
i i

k kh

D du d u du du
P

ds ds ds ds ds

 
= + Γ 

 
. (2.7.2) 

Tanım 2.7.1. Verilen bir C eğrisi için 

0
iD du

ds ds

 
= 

 
 (2.7.3) 

koşulu sağlanıyorsa eğriye Γ  konneksiyonuna göre geodeziktir denir. 

 

Г bir düzgün genel konneksiyon olsun. Bu takdirde 

1 1

1 11 1

1 1

... ...

... ...
 ... ...  

p p

q qp q

p q

i i k k

j j h hi hi h

k k j j

DV DV
P P P P

ds ds
=  (2.7.4) 

ve  

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1...

... ...

... ... ...   ... ...

... ...   
1 1

  ' ''
p p

q q l l p ps

q t t j tq

i i i i
h hp q

j j j j i i k i i i ii k

k h j j j j k j j h

l t

DV dV du du
V V

ds ds ds ds

− +

− +
= =

= + Γ − Γ∑ ∑  (2.7.5) 

dir, dolayısıyla  (2.7.3) koşulu  

0
iD du

ds ds

 
= 

 
 (2.7.6) 

ile eşdeğerdir. 

 

Bir kontravaryant tensör için, D   temel kovaryant türevi 'Γ ’ye göre olan kovaryant 

türev ile aynıdır dolayısıyla şu teorem verilebilir. 

Teorem 2.7.1.  M üstünde bir C eğrisi, Г regüler konneksiyonuna  göre bir geodezik ise 

'Γ ’ya göre de bir geodeziktir. Tersi de geçerlidir, [7].  



 

 

49 

Tanım 2.7.3.. M’nin her noktasında ( )P λ= Γ ’nın bir özdeğeri olan, M’ de tanımlı bir 

τ  fonksiyonuna bir öz fonksiyon denir. C eğrisinin her noktasındaki tanjant vektörü, 

τ ’ya karşı gelen bir öz vektör, yani  

j i
i

j

du du
P

dt dt
τ=  (2.7.7) 

ise C’ ye τ  öz fonksiyonuna karşı gelen bir öz eğri denir.   

 

Riemann Geometrisinde bilindiği gibi, verilen bir non-singüler i j

ijG g du du= ⊗  

simetrik tensör alanı için, i

jh

i

jh

 
Γ =  

 
’lar 

1

2
jk jhkh

ki j h k

g gi g
g

jh u u u

∂ ∂   ∂
= + −   ∂ ∂ ∂   

 

ikinci mertebeden Christoffel sembolleri ve 
hGD  afin konneksiyona göre kovaryant 

türev olmak üzere 

1) i i

jh hjΓ = Γ   

2)  0
hG ijD g =  

olacak şekilde, tek şekilde belirlenen bir ( ),i i

j jh
δΓ = Γ  afin konneksiyonu vardır. Bu 

konneksiyon GΓ = Γ  ile gösterilir ve Levi-Civita konneksiyonu adını alır. Şimdi bu 

bilgileri Otsuki konneksiyonuna genişletelim. Bunun için gerekli tanımları verelim. 

 

Tanım 2.7.4. M, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve P, (1,1) tipinde bir 

tensör alanı olsun. Her x M∈  noktasında ( ) ( ):P T M T M→  homomorfizması 

( )( )x
P T M ’de bir izomorfizma ve ( )( )boy

x
P T M m sabit= = ise P’ye M’de normaldir 

denir. 

 

 P, bir normal tensör alanı olsun 
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( ) ( )( )x

x M

P M P T M
∈

= ∪  (2.7.9) 

birleşimi, lifi m-boyutlu ( ) ( )( )x x
P M P T M=  vektör uzayı olan, ( )T M ’nin bir 

altdemeti olarak düşünülebilir. P bir izomorfizma olduğundan, çekirdeği 

( ) ( )( )ker
x

x T M
N M P=  (2.7.10) 

n-m boyutlu bir  vektör uzayıdır. 

( ) ( )x

x M

N M N M
∈

= ∪  (2.7.11) 

birleşimi ise ( )T M ’nin bir altdemetidir ve  

( ) ( ) ( )T M P M N M= ⊕  (2.7.12) 

dir. A ve N, izdüşümlerini  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

: ,        1

: ,     1

A T M P M A P M

N T M N M N N M

→ =

→ =
 (2.7.13) 

şeklinde tanımlayalım. A ve N’yi M’de (1,1) tipindeki tensör olarak düşünebiliriz. Şimdi  

{ }1,... mV V , ( )P M ’nin  ve  { }1,...m nV V+ , ( )N M ’nin çatı alanları olacak şekilde M’nin 

bir komşuluğunda { }1 1,..., , ,...,m m nV V V V+ bir çatı alanı  olsun. Bu takdirde  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

,      0,    0

,           0,   

0,            

P V W V P V W

A V V A V

N V N V V

β β
α α β µ α

α α µ

α µ µ

= = ≠

= =

= =

 

denklemleri yazabiliriz. Buradan ise 

,    0,   ,   0A N I AN NA AP PA P NP PN+ = = = = = = =  (2.7.14) 

bulunur. 



 

 

51 

Tanım 2.7.5. P normal bir tensör ve i j

ijG g du du= ⊗  singüler olmayan simetrik metrik 

tensörü olsun. ( )xP M  ve ( )xN M  tensörleri G’ye göre ortogonal iseler o zaman P’ye 

ortogonal olarak G ye bağlıdır denir. 

Tanım 2.7.6.     

( )2h k h k m

h k km
u P d u du duΓ = ∂ ⊗ + Γ ⊗  

denklemi ile verilen bir Γ  konneksiyonu için  

( ) j i

i jP P u duλ= Γ = ∂ ⊗  

tensörü normal ise Γ ’ya normal genel konneksiyon denir. 

Tanım 2.7.7. Bir Γ  normal genel konneksiyon için, i

jN ’ler N tensörünün lokal 

bileşenleri olmak üzere, 0i k

k jhN Γ =  koşulu sağlanıyorsa Γ ya öz’dür (proper) denir. 

Tanım 2.7.8. ( ),i i

j jh
PΓ = Γ  bir genel konneksiyon ve i j

ijG g du du= ⊗  non-singüler 

simetrik kovaryant bir tensör için 

( )

        

        

l k l k l klk
h ij i j lk ih j lk i jhh

kl
jl k l k l klk i

i j lk ih j lk i jhh h h

l k l k l k

lk i j lk ih j lk i jhh

g
D g P P g P g P

u

Pg P
P P g P g P

u u u

g P P g P g P
u

∂
= − Λ − Λ

∂
 ∂ ∂ ∂

= − Γ − − Γ −    ∂ ∂ ∂   

∂
= − Γ − Γ

∂

 (2.7.15) 

olmak üzere 

0i j h

h ijDG D g du du du= ⊗ ⊗ =  (2.7.16) 

koşulu sağlanıyorsa Γ ’ya, G için metrik koşulunu sağlar ya da Otsuki metrik 

konneksiyonu denir. 

Teorem 2.7.1 Γ , G ye göre bir metrik konneksiyon, ( )iV V=  ve ( )iW W=  ise 

( )( ): iC x u t=  eğrisi boyunca bu konneksiyona göre kovaryant sabit herhangi iki vektör 

alanı olsun. O takdirde l k i j

lk i jg P P V W  bir sabit skalerdir. Tersine, herhangi bir eğri için 
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bu özellik  sağlanıyorsa, verilen Γ konneksiyonu  G’ye göre bir metrik koneksiyondur, 

[9]. 

İspat.  

V ve W vektör alanları için  

0

0

i j h j h
i i j i i j

j jh j jh

i j h j h
i i j i i j

j jh j jh

DV dV du dV du
P V P V

dt dt dt dt dt

DW dW du dW du
P W P W

dt dt dt dt dt

= + Γ = ⇒ = −Γ

= + Γ = ⇒ = −Γ
 

ve (2.7.15) den 

( ) ( )

( )                            

                            

i j
l k i j l k i j l k j l k i

lk i j lk i j lk i j lk i j

h h
l k i j l i k j l i k j

lk i j lk ih j lk i jh

h

d d dV dW
g P P V W g P P V W g P P W g P P V

dt dt dt dt

d du du
g P P V W g V P W g P V W

dt dt dt

g
u

= + +

   
= + −Γ + −Γ   

   

∂
=

∂
( )

( ) ( ) ( )

                          

                          

                      

h h h
l k i j k l i j l k i j

lk i j lk j ih lk i jh

klh h h
jl k i j k i j l i jlk i

i j lk j lk ih h h

du du du
P P V W g P V W g P V W

dt dt dt

Pg Pdu du du
P P V W g P V W g P V W

u dt u dt u dt

− Γ − Γ

∂∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂

( )

            

                          

                         

h h
k l i j l k i j

lk j ih lk i jh

kl h
jl k k l l k i jlk i

i j lk j ih lk i jhh h h

h
i j

h ij

du du
g P V W g P V W

dt dt

Pg P du
P P g P g P V W

u u u dt

du
D g V W

d

− Γ − Γ

  ∂ ∂ ∂
= − Γ − − Γ −      ∂ ∂ ∂    

= 0
t

=
 

bulunur ki bu teoremi ispatlar. 

Teorem 2.7.2. P ortogonal olarak G’ye bağlı olmak üzere i j

j iP P u du= ∂ ⊗  bir normal 

tensör ve i j

ijG g du du= ⊗  singüler olmayan simetrik tensör alanı olsun. Aşağıdaki 

koşulları sağlayan: 

1) ( )P λ= Γ , 

2) Г öz’dür, yani 0N NΓ = Γ = , 

3) Г , G ye göre bir metrik konneksiyondur yani 0h ijD g = , 
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bir Γ  normal genel konneksiyon bulunabilir. Üstelik, i

jA ’ler A nın lokal koordinatları, 

( )1

2
i i i

jh jh hjS = Γ − Γ  ve “
hGD ” sembolü G’den indirgenmiş Levi-Civita konneksiyonuna 

göre kovaryant türev olmak üzere 

4)   ( )1

2 h k

i k i l l k

kh j l G k G h jS A A D P D P A= −  

koşulunu da eklersek, Г tek şekilde belirlenebilir, [16]. 

 

Bu teorem regüler genel konneksiyonlar için de geçerlidir, çünkü regüler genel 

konneksiyonlar için P sadece görüntüsünde değil her noktasında izomorfizmadır. Yani 

her regüler genel konneksiyon bir normal konneksiyondur. 

2.8. GENEL KONNEKSİYONLARIN EĞRİLİK VE BURULMA FORMLARI 

Bu bölümde klasik konneksiyonların genelleştirilmesi olan genel konneksiyonların 

burulma ve eğrilik formlarını vereceğiz. İlk önce bölüm 2.2.2’de tanımladığımız ( )MB  

çatı demetinde, Γ  genel konneksiyonu ile tanımlanan 1-formları bulalım. 

 

iaλ ’ları, ( ), iU u  koordinat komşuluğunda tanımlı birer fonksiyon olarak düşünelim. Bu 

takdirde ( )( )e T Mλ ∈ Ψ  olmak üzere  

 i

ie a uλ λ= ∂  

kontravaryant vektör alanı için (2.4.19) ve (2.4.20) den 

( )
j

i i h i i j h i j j i h

h j jh j jhh

a
Da D a du P a du P da a du

u

λ
λ λ λ λ λ

 ∂
= = + Γ = + Γ ∂ 

 

olmak üzere  

 ,i

iDe u Daλ λ= ∂ ⊗  

buluruz. ibλ  fonksiyonları (2.2.19) ile tanımladığımız iaλ ’nın ters fonksiyonları olsun. 

i

i i ie a u u e bµ
λ λ µ= ∂ ⇒ ∂ =   yi kullanarak 
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( )
( )      

i j i j h

i j jh

i j i j h

i j jh

De u P da a du

e b P da a du

λ λ λ

µ
µ λ λ

= ∂ ⊗ + Γ

= ⊗ + Γ
 

buluruz. Şimdi de ( ){ }, ,M M πB  demetinde ( )1 Uπ − ’nun ( )1,  ,  i

n
u Lβ β ∈  lokal 

koordinatlarını kullanarak 2n  tane 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } i j i j h

i j jh
b P u da u a duµ µ

λ λ λθ β β β= + Γ  (2.8.1) 

diferansiyel formunu tanımlayalım. Burada i

jb  ler  

 ( ) ( )1i i

j j
b aα α −=  (2.8.2) 

olacak şekilde ( ) 1, nGL n R L= ’de fonksiyonlardır.  

Lemma 3.8.1  λ
µθ ’lar ( )MB  uzayında tanımlı ve lokal koordinat seçiminden 

bağımsızdırlar, [7].  

İspat. ( )MB ’nin herhangi bir elemanı  M’nin bir çatısı olduğundan, 

( ) ( )1b U Mπ −∈ ⊂B  için 

( ) ( )i

ie b a uλ λ β= ∂  

alırsak  

1:U nh U Lβ = →   

buluruz. Herhangi iki ( ), iU u , ( ), iV v  ve U V∩ ≠ ∅  koordinat komşuluğu için  

 ( )VU U Vg h hσ ⋅ =  (2.8.3) 

denklemi geçerlidir. Bölüm 2.4’de tanımladığımız 

,     i i i i

j U j jk U jka f P a f⋅ = ⋅ = Γ  (2.8.4) 

ve (2.3.1) denklemlerini kullanarak, (2.8.1) denklemini 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
( )( ) ( ) ( )( )( )1 1

 

    

i j i j h

i j jh

i j i j h

i U j U U jh U U

i j i j h

i U j U U i U jh U U

b P u da u a du

b h a f d a h a f a h du

a h a f d a h a h a f a h du

µ µ
λ λ λ

µ µ
λ λ λ

µ µ
λ λ

θ β β β

θ
− −

= + Γ

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

 (2.8.5) 

( ) ( ) ( )( )1 1j i h

i U U U ih U U U
a h f d a h a h f a h duµ µ µ

λ λ λθ − −= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  (2.8.6) 

şeklinde yazabiliriz. (2.8.3) ve (2.4.4) den 

( )1 1 1
U U V VU U V V VUh f h g f h f gσ− − −= ⋅ =  (2.8.7) 

buluruz ve bunu (2.8.6) da yerine koyarsak 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1i j k

i V V V jk V V V
a h f d a h a h f a h dvµ µ µ

λ λ λθ − −= +   

elde ederiz ki bu, µ
λθ  diferansiyel formlarının M’deki koordinat seçiminden bağımsız 

olduğunu gösterir. 

 

( )MB ’deki bu µ
λθ  diferansiyel formlara, Г nın ( )MB  deki konneksiyon formları 

denir. ( )MB  de (2.2.23) den gördüğümüz gibi  n tane: 

( ) ( )1i i

i i U
b du a h duµ µ µθ β −= = ⋅  (2.8.8) 

diferansiyel formu vardır. B(M) üstünde π  tarafından indirgenmiş P tensörünü  

( ) ( ) ( )j i

iP b P u aµ µ
λ λ λβ β=  (2.8.9) 

şeklinde tanımlayalım, [7]. Bu denklem 

( ) ( ) ( )
( )

1

1     

j i

j U i U U

U U U

P a h a f a h

a h f h

µ µ
λ λ

µ
λ

−

−

= =

= ⋅
 (2.8.10) 
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şeklinde de yazılabilir. Böylece (2.8.5), (2.8.8) ve 0i

jk Ua h⋅ =  denklemlerini kullanarak 

" "∧  diferansiyel formların dış çarpımı olmak üzere, aşağıdaki ikinci mertebeden 

diferansiyel formları tanımlayabiliriz: 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ){ } ( )

( )
( )( )

1

1 1

1

      

                

      

      ,

j

U U U j U

i i h j

i U U U ih U U U j U

i h

ih U U

l i h

l U ih U

P d

a h f h d b h du

a h f d a h a h f a h du b h du

a h f du du

b h a f du du

µ λ µ λ
λ λ

µ λ
λ

µ µ λ
λ λ

µ

µ

θ θ θ
−

− −

−

+ ∧

= ⋅ ⋅ +

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∧ ⋅

= − ⋅ ∧

= − ⋅ ⋅ ∧

 

yani 

( )( )  j i h

j U ih U
P d b h a f du duµ λ µ λ µ

λ λθ θ θ+ ∧ = − ⋅ ⋅ ∧ . 

Dolayısıyla,  

( )j j i h j i h

ih U ih
a f du du du duΩ = − ⋅ ∧ = −Γ ∧  (2.8.11) 

alırsak 

( ) j

jP d bµ µ λ µ λ µ
λ λθ θ θ βΘ ≡ + ∧ = Ω  (2.8.12) 

buluruz. Buradan da B(M)’de ikinci mertebeden µΘ  diferansiyel formların, M’deki 

vektörel diferansiyel formlardan π  tarafından indirgenmiş olduğunu gösterelim. 

Lemma 3.7.3 (2.8.11) ile tanımlanan jΩ ’ler M’nin vektörel formda diferansiyel 

formlarıdır, [7]. 

İspat. (2.3.1), (2.3.6) ve (2.4.4) denklemlerini kullanarak 

 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
  

  

j i h

ih V

j i l h m

ih V l VU m VU

j k i h

k VU ih U

a f dv dv

a f a g du a g du

a g a f du du

⋅ ∧

= ⋅ ∧

= ∧

 

buluruz. Yani, 
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( ) ( ) .
j

j i h k i h

ih V ih Uk

v
a f dv dv a f du du

u

∂
⋅ ∧ = ∧

∂
 (2.8.13) 

jΩ  lere Г genel konneksiyonun burulma formları denir. Lokal bileşenleri 

j j j

ih ih hiT = Γ − Γ  (2.8.14) 

olan (1,2)  tipinden tanjant tensör alanına ise  Г’nın burulma tensörü denir. Böylece 

(2.8.11) den 

1

2
j j i h

ih
T du duΩ = − ∧  (2.8.15)  

buluruz. Şimdi de Г nın eğrilik formlarını vereceğiz. İlk önce P dµ ν µ ν
ν σ ν σθ θ θ+ ∧  ifadesini 

konneksiyon bileşenleri cinsinden ifade edelim: 

( ){ }
{ }

{ }
           

                 

j i l i h

l i ih

j i j i h

j i j ih

j i j i h j i h

j i ih ih

P d P d b P da a du

P db P da db a du

P b dP da d a du da du

µ ν µ ν
ν σ ν σ σ

µ ν ν
ν σ σ

µ ν
ν σ σ σ

θ = +

= ∧ + ∧ Γ

+ ∧ + Γ ∧ + Γ ∧

Γ

 

ve 

( ) ( )
            

                       

j i j i m k h k h l

j i im k h hl

k h k h l

k h k hl

j m i h j m i h l

j im h j im hl

b P da a du b P da a du

P db P da P db a du

b du P da b du a du

µ ν µ ν
ν σ ν ν σ σ

µ ν µ ν
ν σ ν σ

µ µ
σ σ

θ θ∧ = + ∧ +

= − ∧ − ∧ Γ

+ Γ ∧ + Γ ∧ Γ

Γ Γ

 

denklemlerinden (2.4.12)’yi kullanarak 

{ }
{ }             

j l k j h l k i

j l ik lh ik

j h l j l h i

j lh i l ih

P d b P d du du du a

b du P P du da

µ ν µ ν µ
ν σ ν σ σ

µ
σ

θ θ θ+ ∧ = Γ ∧ + Γ ∧ Γ

+ Γ − Λ ∧
 (2.8.16) 

elde edilir. Şimdi  

dPµ µ µ
λ λ λπ θ≡ −  (2.8.17) 

alalım.  Bu eşitliği aşağıdaki gibi ifade edersek 
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( ) ( )
        

j i j i h j i

j i ih j i

j i

j i

b P da a du d b P a

b P da

µ µ µ
λ λ λ λ

µ
λ

π = + Γ −

= j i h j i j i

j ih j i j ib a du db P a b dP aµ µ µ
λ λ λ+ Γ − −

( )       

        

j i

j i

j i j h j i

j i j ih i

j i j h i

j i j ih

b P da

db P a b du dP a

db P a b du a

µ
λ

µ µ
λ λ

µ µ
λ λ

−

= − + Γ −

= − + Λ

 

buluruz. Böylece 

( )j j h i

j i j ih
db P b du aµ µ µ

λ λπ = − + Λ   (2.8.18) 

ya da l

l j jb da a dbµ ν µ
ν = −  olduğunu kullanarak 

( )j j h i

j ih
b da P du aµ µ ν

λ ν λ λπ = + Λ  (2.8.19) 

buluruz.  

 

Eğer jbµ ’leri bir kovaryant tensörün bileşenleri olarak düşünürsek 

       

j j h

i j i j ih

j h j

j ih j i

Db db P b du

b du db P

µ µ µ

µ µ

= − Λ

= − Λ +
 

elde ederiz. Bu ifadeyi (2.8.19) da yerine yazarsak 

( )i

i
a Dbµ µ

λ λπ− =  

 buluruz. Dolayısıyla µ
λπ−  lar, M deki formlardan türetilen, B(M) de diferansiyel 

formlardır.  

 

Şimdi, P Pµ ν µ ν
ν σ ν σθ π−  ifadesini inceleyelim. Yukarıda verilen tanımları kullanarak 

( ) ( )
( )                     

j i j i h j j i h

j i ih j ih

j h l j l h i

j lh i l ih

P P b P da a du P P b da P a du

b du P P du a

µ ν µ ν µ ν µ ν ρ
ν σ ν σ ν ν σ ν ρ σ σ

µ
σ

θ π− = + Γ − + Λ

= Γ − Λ
 (2.8.20)  

buluruz. Buradan ise 
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( ) ( )j h l j l h

j lh i l ih i
b du P P du P P bµ µ ν µ ν σ

ν σ ν σθ πΓ − Λ = −  

elde edilir ve bunu (2.8.16) da yerine koyarsak 

{ }
( )                                    

j l k j h l k i

j l ik lh ik

i

i

P d b P d du du du a

P P b da

µ ν µ ν µ
ν σ ν σ σ

µ ν µ ν ρ
ν ρ ν ρ σ

θ θ θ

θ π

+ ∧ = Γ ∧ + Γ ∧ Γ +

− ∧
 

buluruz. Bu denklemin sağ tarafını (2.8.19) ile karşılaştırsak (2.8.9)’u kullanarak 

( ) { }
( )

{ }
( )

                        

                  

                         

j l k j h l k m

j l mk lh mk

m

m

j l k j h l k m i

j l mk lh mk i

P d P b P d du du du a P

P P b da P

b P d du du du P a

P P

µ ν µ ν σ µ σ
ν σ ν σ λ σ λ

µ ν µ ν ρ σ
ν ρ ν ρ σ λ

µ
λ

µ ν µ ν
ν ρ ν ρ

θ θ θ

θ π

θ π

+ ∧ = Γ ∧ + Γ ∧ Γ

+ − ∧

= Γ ∧ + Γ ∧ Γ

+ − ( )j h i

j ihb du aρ ρ
λ λπ∧ − Λ

 

( ) { }
( ) ( )

( ) ( )
                              

                    

j l k j h l k m i

j l mk lh mk i

j h i

j ih

j l

j l mk

P d P b P d du du du P a

P P P P b du a

P d P P P

b P d

µ ν µ ν σ µ
ν σ ν σ λ λ

µ ν µ ν ρ µ ν µ ν ρ
ν ρ ν ρ λ ν ρ ν ρ λ

µ ν µ ν σ µ ν µ ν σ
ν σ ν σ λ ν σ ν σ λ

µ

θ θ θ

θ π π θ π

θ θ θ θ π π

+ ∧ = Γ ∧ + Γ ∧ Γ

+ − ∧ − − Λ

+ ∧ − − ∧

= Γ ∧{ }
( )                               

k j h l k m i

lh mk i

j h i

j ih

du du du P a

P P b du a

λ

µ ν µ ν σ
ν σ ν σ λθ π

+ Γ ∧ Γ

− − Λ

 

buluruz. Dolayısıyla, B(M) ve M’deki diferansiyel formları, sırasıyla, şu şekilde 

tanımlayabiliriz: 

 ( ) ( )P d P P Pµ µ ν µ ν σ µ ν µ ν σ
λ ν σ ν σ λ ν σ ν σ λθ θ θ θ π πΘ = + ∧ − − ∧  (2.8.21) 

ve  

{ }
( )

( )
( )

( )

2.8.20

               

    

               .

j j l k j h l k m

i l mk lh mk i

j h

j ih

j l k j h l k m

l mk lh mk i

j h l j l h m k

lh m l mh ik

P d du du du P

P P b du

P d du du du P

du P P du du

µ ν µ ν σ
ν σ ν σθ π

Ω = Γ ∧ + Γ ∧ Γ

− − ∧ Λ

= Γ ∧ + Γ ∧ Γ

− Γ − Λ ∧ Λ

 (2.8.22) 
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(2.4.20)’den i i k i k

h j kh j k jhD P Pδ = Γ − Λ  olduğu kullanılarak (2.8.22) denklemini 

 ( )j j l k j h l k m j m k

i l mk lh mk i m ik
P d du du du P D duδΩ = Γ ∧ + Γ ∧ Γ − ∧ Λ  (2.8.23) 

şeklinde yazabiliriz. Böylece 

  j i

j ib aµ µ
λ λΘ = Ω  (2.8.24) 

bulunur. Buradan j

iΩ ’lerin M de (1,1) tipinden tensörel diferansiyel formlar olduğu 

görülür. ( ) P Iλ Γ = =  için j

iΩ ’ler klasik afin konneksiyonun eğrilik formlarıdır. 

j

iΩ ’lere Г’nın eğrilik formları  ve ona karşı gelen, lokal bileşenleri j

ihkR   olan 

 
1

2
j j h k

i i hk
R du duΩ = ∧  (2.8.25) 

tensör alanına Г’nın eğrilik tensörü denir.  

 

( )

( )

{ }

1
 

2
     

1

2

1
              

2

  

j j l k j h l k m j m k

i l mk lh mk i m ik

l l
j h k k hmk mh

l h k
m

i

j h l k j k l h

lh mk lk mh

j h m k j k m h

h m ik k m ih

P d du du du P D du

P du du du du
u u

P

du du du du

D du du D du du

δ

δ δ

Ω = Γ ∧ + Γ ∧ Γ − ∧ Λ

  ∂Γ ∂Γ
∧ + ∧ +   ∂ ∂ =  

 Γ ∧ Γ + Γ ∧ Γ  

− ∧ Λ + ∧ Λ

1
  

2

l l
j j l j l mmk mh

l lh mk lk mh ih k h k

j m j m

h m ik k m ih

P P
u u du du

D Dδ δ

   ∂Γ ∂Γ
− + Γ Γ − Γ Γ   ∂ ∂= ∧   

 − Λ + Λ   

olduğundan j j l j l

h i lh i l ihD P Pδ = Γ − Λ  olmak üzere j

i hkR  lar 

( );           

l l
j j j l j l mmk mh

i hk l lh mk lk mh ih k

j m j m

h m h ik k m ih

R P P
u u

D Dδ δ

  ∂Γ ∂Γ
= − + Γ Γ − Γ Γ  ∂ ∂  

− Λ + Λ

 (2.8.26) 

şeklinde verilir ve 
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 j j

i hk i khR R= −  (2.8.27) 

bulunur. 

2.8.1. Regüler Genel Konneksiyonların Eğrilik Formları 

Bu bölümde Г genel konneksiyonunun regüler olduğunu varsayalım. Regüler genel 

konneksiyonlar için ( ) Pλ Γ =  bir izomorfizma olduğundan k j j

i k iP Q δ=  olacak şekilde 

bir Q tensörü vardır. Г nın kontravaryant ve kovaryant kısımları, sırasıyla, 'Γ  ve ''Γ  

olsun. 'D  konneksiyonun kontravaryant kısmına göre kovaryant türev olmak üzere  

(2.5.8) ve (2.6.11) denklemleri ile verilen  

,

'

'

j j l

ih l ih

j j l

i h l h i

P

P Pδ

Γ = Γ

= ∇
 

ifadelerini (2.8.23)’de yerine koyarsak ' ' '
m

m m l m s ki
i lk i s ikk

P
DP P P du

u

 ∂
= + Γ − Γ ∂ 

 ve 

j l l

i j iP P M=  notasyonunu kullanarak 

( )
( ){ }

( )
     ' ' '

            ' '

' '
     

' '

j j l k j h l k m j m k

i l mk lh mk i m ik

j l t k j t h l s k m

l t mk t lh s mk i

j t m s k m

t m s ik i

j l t k j t k

l t mk t mk

j t h l s k

t lh s mk

P d du du du P D du

P d P du P du P du P

P DP P du dP

P dP du M d du

P du P du

δΩ = Γ ∧ + Γ ∧ Γ − ∧ Λ

= Γ ∧ + Γ ∧ Γ

− ∧ Γ −

 ∧ Γ + Γ ∧ += 
Γ ∧ Γ

( )
{ }

             ' ' '

      ' ' '

             ' '

m

i

j t m m k l

t m i lk i

j t k j b h t k m

t mk b th mk i

j t m

t m i

P

P DP DP du P

M d du M du du P

P DP DP





+ ∧ − Γ

= Γ ∧ + Γ ∧ Γ

+ ∧

 

buluruz ve buradan da  

{ }' ' '  ' 'j j l k l h t k m j l m

i l mk th mk i l m i
M d du du du P P DP DPΩ = Γ ∧ + Γ ∧ Γ + ∧  

elde ederiz. Г’nın 'Γ  kontravaryant kısmı bir afin konneksiyon olduğundan, 

' 'j j h

i ihduω = Γ  konneksiyon formları  olmak üzere, eğrilik formlarını  
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' ' ' ' ,  j j j l

i i l id ω ω ωΩ = + ∧  

şeklinde gösterirsek üstteki denklemleri    

'  ' 'j j l m j l m

i l m i l m iM P P DP DPΩ = Ω + ∧  (2.8.28)  

biçiminde yazabiliriz. Г’nın ''Γ  kovaryant kısmının konneksiyon formlarını ise (2.5.13) 

den 

'' '' '

      '

      '

j j
j j h j l h j k l hl l

i ih lh i k lh ih h

j k l j l

k l i l i

l j j k l

i l k l i

P P
du Q du P Q du

u u

P Q dP Q

dQ P P Q

ω

ω

ω

   ∂ ∂
= Γ = Γ − = Γ −   ∂ ∂   

= −

= +

 

ya da  

( )'' 'j j k k l

i k i l i
P dQ Qω ω= +  (2.8.29) 

şeklinde buluruz. ''Γ ’ya göre eğrilik formlarını 

'' '' '' ''j j j m

i i m id ω ω ωΩ = + ∧  (2.8.30) 

şeklinde yazarak ve 0j k

k idP dQ∧ =   olduğunu kullanarak, 

( ){ } ( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

'' '' '' ''

'' ' ' '

      ' '

        ' '

      ' ' '

      '

j j j m

i i m i

j j k k l j t k l m s s h

i k i l i t m l m s i h i

j k k l j k k l

k i l i k i l i

j t k l m s s h

t m l m s i h i

j k k l h

k h l h i

j k

k h

d

d P dQ Q P dQ Q P dQ Q

dP dQ Q P d dQ Q

P dQ Q P dQ Q

P d Q

P

ω ω ω

ω ω ω

ω ω

ω ω

ω ω ω

Ω = + ∧

Ω = + + + ∧ +

= + + +

+ + ∧ +

= + ∧

= Ω h

iQ

 

yani, 

'' 'j j k h

i k h iP QΩ = Ω  (2.8.31) 

buluruz. Böylece, 
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'' '' '' '' ''

        

j
j j l j s k j j l j li

i lk i s ik i l i l ik

j

i

P
DP P P du dP P P

u

dP

ω ω
 ∂

= + Γ − Γ = + − ∂ 

=
j k l

l ik

j k

k l

P dQ P

P dQ

=−

+
�

�

( )

( )

' '

        ' '

l h
h i

j k h l j l m l m h

k h l i l m i m h i

dP Q

j k k l k l h

k h l h l h i

P Q P P P dQ P Q

P dP P P Q

ω ω

ω ω

=−

 
 + − +
 
 

= + −

�


�
 

ya da 

( )'' 'j j k h

i k h i
DP P DP Q=  (2.8.32) 

elde ederiz. (2.8.31) ve (2.8.32) denklemlerini (2.8.28)’de yazarsak 

( ) ( )
( )

'  ' '

'' '' ''

     '' '' ''

j j l m j l m

i l m i l m i

j j l h k m j l h t m s k

i l h k m i l h t m s k i

j h k j h k

h k i h k i

M P P DP DP

M Q P P P Q DP P Q DP P

P M DP DP P

Ω = Ω + ∧

Ω = Ω + ∧

= Ω + ∧

  

yani 

'' ''j j h k j h k

i h k i h k iP M DP DP PΩ = Ω + ∧  (2.8.33) 

buluruz. 

 

Ayrıca, B(M)’deki 'Γ  ve ''Γ ’nün eğrilik formlarını, sırasıyla, ' µ
λΘ  ve '' µ

λΘ  ile 

gösterirsek  

' '

'' ''

j i

j i

j i

j i

b a

b a

µ µ
λ λ

µ µ
λ λ

Θ = Ω

Θ = Ω
 

buluruz, dolayısıyla (2.8.28), (2.8.33) ve (2.8.24) den, k i

k ib M a M P Pσ σ σ ε
λ λ ε λ= =  olmak 

üzere 
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( )'' '' ''

'' '' ''

'' '' ''

j i

j i

j h k j h k i

j h k i h k i

j h k i j h k i

j h k i j h k i

j h h k k i j h h k k i

j h h k k i j h h k k i

b a

b P M DP DP P a

b P M a b DP DP P a

b P a b a b M a b DP a b DP a b P a

µ µ
λ λ

µ µ
λ λ

µ µ µ
λ λ λ

µ µ ρ σ µ ρ σ
λ ρ σ λ ρ σ λ

Θ = Ω

Θ = Ω + ∧

Θ = Ω + ∧

Θ = Ω + ∧
�




��



� �





��
 ��


� �





� 



 

'' '' ''P M DP DP Pµ µ ρ σ µ ρ σ
λ ρ σ λ ρ σ λθΘ = + ∧  (2.8.34) 

ve benzer şekilde  

' ' 'M P P DP DPµ µ ρ σ µ ρ σ
λ ρ σ λ ρ σ λθΘ = + ∧  (2.8.35) 

bulunur. 

 

Son olarak Γ  regüler genel konneksiyonun temel kovaryant türevi için Ricci 

denklemlerini inceleyelim. Örneğin, lokal bileşenleri j

iU ’ler olan (1,1) tipindeki tensör 

alanını  göz önüne alalım. (2.6.4) den  

' ''
j

j j l j li
h i lh i l ihh

U
D U U U

u

∂
= + Γ − Γ

∂
 

2

' '' ''

'
       ' ''

''
             ' ''

             '

j
j j m j m j mh i

k h i mk h i h m ik m i hkk

j j l j
l j li lh i l
i lh ihk h k k k

l m
j j m t m tih i

l mk th i t ihk h

j

m

h

D U
D D U D U D U D U

u

U U U
U

u u u u u

U
U U U

u u

U

u

∂
= + Γ − Γ − Γ =

∂
∂ ∂ Γ ∂ ∂

= + + Γ − Γ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ Γ ∂
− + Γ + Γ − Γ ∂ ∂ 

∂
− + Γ

∂
( )'' '' ''j t j t m j m

th m t mh ik m i hkU U D U
 

− Γ Γ − Γ 
 

 

buluruz. Şimdi de 

' '
' ' ' ' '

'' ''
'' '' '' '' ''

j j
j j l j lik ih

ihk lh ik lk ihh k

j j
j j l j lik ih

ihk lh ik lk ihh k

R
u u

R
u u

∂ Γ ∂ Γ
= − + Γ Γ − Γ Γ

∂ ∂
∂ Γ ∂ Γ

= − + Γ Γ − Γ Γ
∂ ∂

 (2.8.36) 
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olmak üzere 'Γ  ve ''Γ ’nün eğrilik tensörleri, sırasıyla,  

1
' '

2
1

'' '' ,
2

j j h k

i ihk

j j h k

i ihk

R du du

R du du

Ω = ∧

Ω = ∧
 (2.8.36) 

şeklinde,  

' ' '

'' '' ''

j j j

ih ih hi

j j j

ih ih hi

T

T

= −

= −

Γ Γ

Γ Γ

 (2.8.37) 

olmak üzere ve burulma tensörleri, sırasıyla, 

1
' ' '

2
1

'' '' ''
2

j j i j i h

i ih

j j i j i h

i ih

du T du du

du T du du

ω

ω

Ω = ∧ = − ∧

Ω = ∧ = − ∧
 (2.8.38) 

şeklinde verilsin. [ ] ( )1

2
j j j

i k h i h k ih k
D D U D D U D D U= −  gösterimini kullanarak  

[ ]2 ' '' ''j j j j l j l j m

i k h i h k i lkh i l ikh m i hkh k
D D U D D U D D U R U U R D U T= − = − −  (2.8.39) 

denklemi buluruz. 

 

Tensör çarpımının kovaryant türevi için   

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

.. .. .. .. .. ..

... ... ... ... ... ...
p p p a p p p a p p p a

q q q b q q q b q q q b

i i i i i i h h h h i i

h j j j j h j j k k k k h j j
D V W D V W V D W+ + + + + +

+ + + + + +
= +  (2.8.40) 

şeklindeki klasik formüller, temel kovaryant türev için de geçerlidir. Bu formülleri 

kullanarak aşağıdaki genel lemmayı verebiliriz. 

Lemma 3.8.1 Bileşenleri 1

1

..

...
p

q

i i

j j
V  olan herhangi bir tensör alanı için aşağıdaki Ricci 

formülü geçerlidir, [7]: 
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[ ]
1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

.. .. ..

... ... ...

.. .. ..

... ... ...
1 1

2

               ' '' ''

p p p

q q q

p p ps

q q t q

i i i i i i

j j k h j j h k j jk h

p q
i i i i i ii l l

lhk j j j j i hk l j j hk

s t

D D V D D V D D V

R V V R DV T
= =

= −

= − + −∑ ∑
 (2.8.41) 

 

2.9. RIEMANN-OTSUKI UZAYLARININ ALTUZAYLARI VE ORTOGONAL 

ALTUZAYLARI 

 [4] ve [5]’de, üzerinde bir ( ),i i

j jh
P Γ  regüler metrik genel konneksiyon tanımlanan n-

boyultu uzayın altuzayları ve bu altuzaylara ortogonal olan uzaylar incelenmiştir. 

Yukarıda sözü edilen konneksiyona sahip uzaya Riemann-Otsuki uzayı adı verilmiştir. 

Bu bölümde de Riemann-Otsuki uzayının altuzayı ile bu altuzaya ortogonal olan 

altuzayında, Riemann-Otsuki uzayı olacak şekilde, sırasıyla, ( ),Pµ µ
ν νγΓ
�

 ve ( ),Pµ µ
ν νγΓ�  

konneksiyon katsayıları belirlenmiştir, [4] ve [5]. Böylece elde edilen altuzaya ait 

konneksiyon katsayılar ile üst uzayının konneksiyon katsayıları arasındaki ilişki 

saptanmıştır. Öte yandan altuzaydaki konneksiyonun üst uzayının konneksiyonundan 

indüklenmiş olması için koşul da bulunmuştur. Buna göre nS , n-boyutlu bir uzay olsun. 

Bu uzayda bölüm 2.7’de tanımladığımız ( ),i i

j jk
PΓ = Γ  Otsuki metrik konneksiyonu 

verilsin. Yani, det 0
ij

g ≠  olacak şekilde ijg  metrik tensörü için 

( )'' '' 0l m s s

ij i j k lm lk sm mk ls
Dg P P g g g= ∂ − Γ − Γ =  (2.9.1)  

denklemi geçerli olsun. Bu koşulu sağlayan uzaylara Riemann-Otsuki Uzayları denir ve 

( )nR O−  ile gösterilir. Bu çalışmamızda konneksiyonun simetrik olduğunu 

varasayacağız, yani i i

jk kjΓ = Γ . 

 

Öte yandan nS ’nin m-boyutlu altuzayını ( ) ( )1,..., ,  i i mx x u u m n= < , rank
ix

m
uα

∂
=

∂
 

şeklinde tanımlayalım ve mS  ile gösterelim. [4]’de, bu altuzayın da bir Riemann-Otsuki 

uzayı olacak şekilde, konneksiyon katsayıları belirlenmiştir. Bu bölümde Latin indisleri 



 

 

67 

1,...,n değerlerini, ,...α κ  indisleri 1,...,m değerlerini , ,...λ µ  indisleri ise 1,...,m n+  

değerlerini almaktadır. Buna göre 

:
i

i x
B

u
α α

∂
=

∂
 (2.9.2) 

gösterimini kullanarak mS ’nin metrik tensörünü, ijg ’nin mS  altuzayındaki izdüşümü 

olarak tanımlarız ve Gαβ  ile gösteririz. Dolayısıyla 

;   ;   a b ab

ab a bG g B B G G G g B Bαγ γ αγ α γ
αβ α β αβ βδ= = =  (2.9.3) 

dir, buradan da det 0Gαβ ≠  olmak üzere 

: j

i ijB g G Bα αβ
β=  (2.9.4) 

buluruz. (2.9.3) ve (2.9.4) denklemlerinden ise i

iB Bβ β
α αδ=  ve i i k i

j jk jB B B g G Bα αγ
α α γ δ= ≠  

bulunur. i

jP ’lerin altuzaydaki izdüşümünü 

: i j

j iP P B Bα α
β β=  (2.9.5) 

şeklinde tanımlayalım. det 0Pα
β ≠  olduğundan 

P Qα β α
β γ γδ=  (2.9.6) 

olacak şekilde Qβ
γ  tensörleri bulunabilir. nS ’de bir i

jT  tensörü 

i i

j jT T B Bα β
β α=   

eşitliğini sağlıyorsa, bu tensör mS ’ye aittir. Şimdi mT Sα
β ∈  tensörünün Otsuki  

kovaryant  türevini  

( )' ''D T P P D T P P T T Tα α δ γ α δ γ γ ε ε γ
κ β γ β κ δ γ β κ δ εκ δ δκ ε= = ∂ + Γ − Γ

�� � �
 (2.9.7) 
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şeklinde tanımlayalım ve 
mS ’nin de bir Riemann-Otsuki uzayı olacak şekilde 

'   ve  ''α α
βγ βγΓ Γ
� �

’ları belirleyelim. Bu altuzayın bir ( )mR O−  uzayı olması için aşağıdaki 

koşullar sağlanmalıdır: 

1) Gαβ  metrik tensörü için  

( )'' '' 0D G P P G G Gγ δ ε ε
κ αβ α β κ γδ γκ εδ δκ γε= ∂ − Γ − Γ =
� � �

 (2.9.8) 

2) Otsuki denklemi 

'' ' 0P P Pα β β α α
βγ δ δγ β γ δΓ − Γ + ∂ =
� �

. (2.9.9) 

 

Birinci koşuldan '' α
βγΓ
�

 katsayılarını bulalım. (2.9.3) denklemini ve ,
i iB Bκ α α κ∂ =  

notasyonunu kullanarak (2.9.8) denkleminden 

( ) ( ) , ,'' '' i j i j i j i j

ij ij ij ij
G G G g B B g B B g B B g B Bε ε

γκ εδ δκ γε κ γδ κ δ γ κ δ γ δ κ γ δ γ κΓ + Γ = ∂ = ∂ = ∂ + +
� �

    

ya da  

( ) ( ), ,'' '' k i j i j i j

k ij ij
G G g B B B g B B B Bε ε

γκ εδ δκ γε κ δ γ δ κ γ δ γ κΓ + Γ = ∂ + +
� �

 (2.9.10) 

denklemini buluruz. Şimdi de '' i

jkΓ  ve '' α
βγΓ
�

 arasındaki ilişkiyi kuralım. (2.9.1)’den  

'' ''s s

k ij ik sj jk isg g g∂ = Γ + Γ  (2.9.11) 

dir ve bunu (2.9.10)’da yazarsak 

( ), ,

'' '' '' ''

                                

s k i j s k i j

ik sj jk si

i j i j

ij

G G g B B B g B B B

g B B B B

ε ε
γκ εδ δκ γε κ δ γ κ δ γ

δ κ γ δ γ κ

Γ + Γ = Γ + Γ

+ +

� �

 (2.9.12) 

buluruz. Bu denklemde 

'' '' i s k

sk iB B Bα α
βγ β γΓ = Γ  (2.9.13) 
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notasyonunu kullanırsak  

( ), ,'' '' '' '' i j i j

ij
G G G G g B B B Bε ε ε ε

γκ εδ δκ γε δκ γε γκ δε δ κ γ δ γ κΓ + Γ = Γ + Γ + +
� �

 

buluruz. Bu denklemde metrik tensör ile büzülme yaparsak  ve γ δ ’ya göre simetrik 

olan aşağıdaki denklemi buluruz: 

( ), ,'' '' '' '' i j i j

ij
g B B B Bγδκ δγκ γδκ δγκ δ κ γ δ γ κΓ + Γ = Γ + Γ + +

� �
. (2.9.14) 

 Şimdi (2.9.14)’de , ,γ δ κ  indislerine göre dairesel permutasyonu alalım ve 

'' ''γδκ κδγΓ = Γ
� �

 (2.9.15) 

olduğunu varsayarak ilk iki denklemin toplamından üçüncüsünü çıkartalım. Aynı 

zamanda, '' i

jkΓ  ve ,
iBα β ’nın alt indislere göre simetrik olduğunu ve (2.9.15) denklemini 

kullanarak 

,'' '' j i

ijB B gδκγ δκγ δ γ κΓ = Γ +
�

 (2.9.16) 

buluruz. (2.9.2) denklemleri  mS ’nin  m-tane tanjant vektörünü  belirler. 

( )

( ) ( ) ( )

0;i

i

i j

ij

B N

g x N N

α µ

µλµ λ δ

=

=
 (2.9.17) 

denklemleri ise, 
mS ’ye ortogonal olan n-m tane birbirine ortogonal ( )

iN µ  birim 

vektörlerini belirler. Bu durumda 

( ) ( )
i i i

j jj
B B N Nα

α µ µ δ+ =  (2.9.18)  

dir. (2.9.16)’yı Gκξ  ile büzersek (2.9.3), (2.9.13), (2.9.17) ve (2.9.18) denklemlerini 

kullanarak 

  , ,'' '' ''j j

j jB B B Bε ε ε ε ε
δγ δγ δ γ δγ δ γΓ = Γ + = Γ −
�

 (2.9.19) 

buluruz ve böylece aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 
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Teorem 2.9.1. (2.9.15) denklemi geçerli ise (2.9.8)’in sağlanması için gerek ve yeter 

koşul (2.9.19)’un sağlanmasıdır, [4].  

 

(2.9.19) ile tanımlanan '' α
βγΓ
�

 katsayıları (2.9.8) denklemini sağladığına göre Gαβ  metrik 

tensörüne göre Christoffel sembolleridir. Dolayısıyla (2.9.19) denklemi ( )nR O−  ve 

( )mR O− ’nin ikinci türden Chrisoffel sembolleri arasındaki  ilişkiyi gösterir, yani  

{ } { } { } ,
i j

ijG g
G B B gα

εα δγ δ γ εδεγ δεγ= = + . (2.9.20) 

 

Bu bilgileri kullanarak 
iT , 

mS ’nin bir tensörü olmak üzere 
iDT  ile DTα

�
 arasındaki 

bağıntıyı bulabiliriz. 

Teorem 2.9.2. 
iT , 

mS ’de bir tensör ise, yani 

:i iT B Tα
α=  (2.9.21) 

şeklinde ise 

i

iDT B DTα α=
�

 (2.9.22) 

dir, [4]. 

İspat. 
iT  tensörüne Otsuki kovaryant diferansiyelini uygularsak, (2.9.5), (2.9.7)  

(2.9.19) ve (2.9.21) denklemlerini kullanarak  

( )''s k s j k

i i k s i k s sk j
DT P D T du P T T du= = ∂ − Γ  

( )
( )

''

          ''

         

i i s j k

i i k s sk j

i s

i s

B DT B P T T B du

B P B T T du

P D T du D T du DT

β
α α β

γ δ β
α β γ γβ δ

γ β β
α β γ β α α

= ∂ − Γ

= ∂ − Γ

= = =

�

� � �

 

buluruz. 
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Şimdi de Otsuki denklemini kullanarak m-boyutlu altuzay için ' α
βγΓ
�

’ları belirleyelim. 

(2.9.18) denkleminden 

( )( ) ( ), ,
i i i

a a a
B B B B N N

β β
β γ β γ γ µ µ+ = − ∂  (2.9.23) 

buluruz. Diğer taraftan (2.9.5), (2.9.6), (2.9.17) ve (2.9.19) denklemlerini kullanarak 

(2.9.9)’dan  

( ) ( )

( ) ( )( ) ,

' ''
'

j k i a a j b i c

a jk j bca

i a j i i j

j ja

B B P P B N N B

Q B
P B N N P B

δ γ δ γµ µ
β β α
δγ α

δ γ δ γµ µ

 Γ − Γ
 Γ =
 − ∂ +
 

��
 (2.9.24) 

elde edilir. Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

Teorem 2.9.3. Eğer (2.9.5), (2.9.7), (2.9.15), (2.9.19) ve (2.9.24) denklemleri 

sağlanıyorsa, ( )nR O− ’nin ( ) ( )1,..., ,i i mx x u u m n= <  denklemleri ile tanımlanan 

altuzayı m-boyutlu bir Riemann-Otsuki uzayıdır, [4]. 

 

(2.9.22) denklemi genel olarak  

i iT B T α
α=  (2.9.25) 

ile verilen mS ’nin bir kontravaryant tensörü için geçerli değildir, geçerli olması için 

koşul belirlenebilir. Bunun için (2.9.25) denklemini sağlayan bir iT  tensörünün  

i

iDT B DTα α=
�

 (2.9.26) 

denkleminin gerçeklediğini varsayalım. Otsuki kovaryant diferansiyelinin tanımından 

( )( )'DT P T T du
α α β β δ κ

β κ δκ= ∂ + Γ
� �

 

buluruz. (2.9.2) ve (2.9.25) denklemlerinden ise 
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( )
( ) ( )( )

'

            '

             '

r
i i r s k

i i r skk

i r r s k

i r k sk

i r r r s k

i r sk

T
B DT B P T du

u

B P T T B du

B P T B B T B T B du

α α

α κ
κ

α β δ δ κ
κ β κ δ δ κ

 ∂
= + Γ ∂ 

= ∂ + Γ

= ∂ + ∂ + Γ

 

buluruz. Dolayısıyla, (2.9.26) denkleminin geçerli olması için 

( )' 'r r r s k

sk
B B B Bβ

β δκ κ δ δ κΓ = ∂ + Γ
�

 

denkleminin sağlanması gerekir. Bu denklemi
rBε  ile büzersek 

,' ' 'r s k r r

sk r r rB B B B B B Bβ β β β β
δκ δ κ δκ δκ δ κΓ = Γ + = Γ +
�

 (2.9.27) 

elde ederiz. Şimdi de bulduğumuz ' α
βγΓ
�

, Pα
β  ve '' α

βγΓ
�

 bileşenlerinin Otsuki uzayının 

(2.9.9) özelliğini sağlaması için koşulu verelim. (2.9.19) ve (2.9.27)’den  

( ) ( ) ,'' '' ''c a b i r b c a i i a b

i b ac i b rc i b aa
P B B P B B N N B B P B B P B Bα β α α α β

βγ δ γ δ δ γ β γ δµ µΓ = Γ − Γ +
�

 

( ) ( )

( ) ( ), ,

' ' '

              

i a b c b c r i a

a i bc i r bca

i a i r a

a i r ia

P P B B B B B N N B P

P B B P N N B B

α β α α
β δγ δ γ δ γ µ µ

α α
δ γ δ γµ µ

Γ = Γ − Γ

+ −

�

 (2.9.28) 

buluruz. Bu değerleri (2.9.9) denkleminde yerine yazarsak, (2.9.5)’i kullanarak 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ), ,

'' ' ' ''

                                 

b c r i a a i

i r bc b rca

r i a a b

r i b ra

P P P B B N N B P P

N N P B B P B B

α β β α α α
βγ δ δγ β γ δ δ γ µ µ

α α
δ γ δ γµ µ

Γ − Γ + ∂ = Γ − Γ

+ +

� �

 (2.9.29) 

bulunur. Sonuç olarak altuzaydaki kovaryant diferansiyelini (2.9.26) şeklinde 

tanımlarsak, ' α
βγΓ
�

 katsayıları (2.9.27) şeklindedir ve bu uzay bir Riemann-Otsuki uzayı 

olması çin 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ), ,

' ''

             0

b c r i a a i

i r bc b rca

r i a a b

r i b ra

B B N N B P P

N N P B B P B B

α
δ γ µ µ

α α
δ γ δ γµ µ

Γ − Γ

+ + =
 (2.9.30) 

 denklemi sağlanmalıdır. 
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Özel durumlar: 

I. Eğer ( ),i i

j jP xρδ ρ ρ= =  şeklinde ise (2.9.30) denklemi sağlanır. Fakat bu durumda 

' ''i i

jk jkΓ = Γ  dir ve Otsuki uzayı affin uzayına indirgenir. 

II. 1m n= −  ve iN  normal vektörler P dönüşümünün öz vektörleri yani 

( ) ( )
i

j i j
P N Nµ µτ=  olsun. Bu durumda  i

j ia ja ajP g P P= =  olmak üzere 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
i r i rj j ri ri i

r r rj j r
P N P g N P g N N g Nµ µ µ µ µτ τ= = = =  (2.9.31) 

buluruz. Böylece (2.9.30) denklemi sağlanır, yani Otsuki denklemi geçerlidir. 

III. Genel olarak i i

j jP P B Bα β
β α=   ile karakterize edilen alt uzaylar için (2.2.9) denklemi 

sağlanır. 

 

Şimdi de mS  altuzayına ortogonal olan n mS −  altuzayının da konneksiyon katsayılarını 

belirleyelim. Bunun için  (2.9.30) denkleminden      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,' '' 0i r b c a a i b c i r

r i bc b i rc ra i
P B N B B B N P B N B B B Nα α α

β γ β γ β γ γµ µ µ µΓ + − Γ + =  (2.9.32) 

buluruz. Öte yandan, i i

j is s ijP g P g=  ve (2.9.4) denklemlerini kullanarak 

( ) ( )

( ) ( )

:

     

i r i d r

r i r id

i d r i d

d ir d i

P P B N P g G B N

P g G B N G P B N

α α αε
µ εµ µ

αε αε
ε εµ µ

= =

= =
 (2.9.33) 

elde edilir. (2.9.33) denklemini (2.9.32)’de yazarsak  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,' '' 0i d b c a a c i r

d bc i rc ri a
P B N G B B B N B B B N

αε ε α α
ε β γ β γ β γ γµ µ µδΓ + − Γ + =  

bulunur. Bu denkleminin sıfır olması için yeter koşul 

( ) 0i b

b i
P B Nε µ =  (2.9.34) 
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olmasıdır. (2.9.33) denklemini kullanarak da bu eşitlikten 0P Pα µ
µ α= =  buluruz ki bu 

mS ’nin bir Riemann-Otsuki uzayı olması için yeter koşuldur. 

 

Şimdi de (2.9.34)’ün birkaç sonucunu verelim. i

jP ’nin m nS − ’deki  izdüşümü  

( ) ( )
i j

j i
P P N Nµ

ν µ ν=  (2.9.35) 

olsun. Şimdi 

;   ;   , , ...=1,...,   ve  , , ...= 1,...P Q P Q m m nα β α µ ν µ
β γ γ ν σ σδ δ α β γ µ ν σ= = +  (2.9.36) 

olacak şekilde  ve Q Qα µ
β ν  tensörlerinin bulunabildiğini varsayalım. Bu takdirde 

aşağıdaki teoremleri verebiliriz  

Teorem 2.9.4.  (2.9.34) denkleminden i j

j iQ Q B Bα α
β β=  ve ( ) ( )

i j

j i
Q Q N Nµ

ν µ γ=  buluruz, [4]. 

Teorem 2.9.5. 0Pµ
α =  dan  0Q Qα µ

µ α= =  sonucuna ulaşırız, [4].  

Teorem 2.9.6. (2.9.34) denkleminden 

i

j i j

i

j i j

P B P B

Q B Q B

α α β
β

α α β
β

=

=
 (2.9.37) 

( ) ( )

( ) ( )

i

j i j

i

j i j

P N P N

Q N Q N

µ
νµ ν

µ
νµ ν

=

=
 (2.9.38) 

( ) ( )

( )

;  

;  ;  

i

j i j

i

j i j

i i a

j a j

M B M B

M N M N

M P P M P P M P P

α α β
β

µ
νµ ν

α α ε µ µ σ
β ε β ν σ ν

=

=

= = =

 (2.9.39) 

denklemleri bulunur, [4]. 

 

(2.9.37) ve (2.9.38) denklemleri, iBα  ve iN µ  vektörlerinin öz vektör özelliğini taşıdığını 

gösterir dolayısıyla mS  altuzayı bir öz uzaydır ve onun n mS −  ortogonal uzayı da bir öz 

uzaydır. (2.9.34)’ün sonucu olarak  
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( ) ( )
i i i

j j j
P P B B P N Nα β µ

β α ν µ ν= +  (2.9.40) 

yazarız ve Teorem 2.9.5’den  

( ) ( )
i i i

j j j
Q Q B B Q N Nα β µ

β α ν µ ν= +  

buluruz. (2.9.34)’ün sonuçlarından biri de (2.9.24) ve (2.9.27) denklemlerinin eşdeğer 

olmasıdır yani (2.9.27) geçerlidir. 

 

Şimdi de, D
�

 kovaryant diferansiyelinin tanımını mS ’ye ortogonal olan elemanlara 

genişleteceğiz. Ortogonal uzayın konneksiyon katsayılarının kovaryant ve kontravaryant 

kısımlarını, sırasıyla, ' µ
νγΓ�  ve '' µ

νγΓ� , , ... 1,...,m nµ ν = +   ile gösterelim. Pµ
ν  tensörü 

i

jP ’nin n mS −  ortogonal altuzayındaki izdüşümü olmak üzere, Pµ
ν  ile ' µ

νγΓ�  ve '' µ
νγΓ�  

katsayılarının Otsuki denklemini sağlamaları için yeterli koşulu bulalım. Bunun için 

( )i i
Y N Yµµ=  (2.9.41) 

mS ’ye ortogonal olan kovaryant bir vektör alanı olsun. iDY ’nin n mS − ’ye izdüşümünü 

DYµ

�
 ile gösterelim, yani  

( ) ( ): ij i

i ij
DY g N DY N DYµ µ µ= =
�

. (2.9.42) 

Kovaryant türevin tanımını ve (2.9.41) denklemini kullanarak 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

:

       ''

ij ij

ij j j

ij a ij a s k

i i akj a j s a

DY g N DY g N D N Y

g N P N Y du g N P N B N Y du

µ ρµ µ ρ

γ γ
γ ρ γ γ ρµ ρ µ ρ ρ

= =

= ∂ − Γ − ∂

�

 

buluruz. (2.9.35) denklemini ve  

( ) ( )( ) ( )'' : '' s k a

ak s a
N B N N

ρ
σγ γ γρ ρ σ= Γ − ∂�Γ  (2.9.43) 

notasyonu kullanarak  
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( ): ''DY P dY Y du D Y duρ σ γ γ
µ µ ρ ργ σ γ µ= − Γ =

� �
�  (2.9.44) 

buluruz. Benzer şekilde mY  kontravaryant vektörü için, DY µ�  kovaryant diferansiyelini 

tanımlayabiliriz. iY  vektörü 
mS ’ye ortogonal olan bir kontravaryant vektör olmak üzere 

kovaryant türevini 

( ): i

i
DY N DYµ

µ=
�

 (2.9.45) 

biçimde tanımlayalım. ( )
i iY N Y µ

µ=  şeklinde yazılabileceğinden kovaryant türevin 

tanımını ve 

( ) ( )( ) ( )' ' a s k a

sk a
N B N N

ρ
νγ γ γγ γ ρΓ = Γ − ∂�  (2.9.46) 

notasyonu kullanarak,  (2.9.45) denklemi  

( ): 'DY P Y Y du D Y duµ µ ν ν ρ γ µ γ
ν γ ργ γ= ∂ + Γ =

� �
�  (2.9.47) 

şeklinde yazılır. (2.9.44) ve (2.9.47) denklemleri, Otsuki uzayında olduğu gibi, n mS −  

altuzayında da kovaryant diferansiyeli tanımlamanın mümkün olduğunu gösterir. ' µ
νγΓ�  

ve '' µ
νγΓ�  katsayıları n mS −  uzayının konneksiyon katsayıları olduğundan ve n mS − ’nin 

Otsuki uzayı olması nedeniyle  

 '' ' 0P P Pµ ν µ µ ν
γ σ σ νγ ν σγ∂ + Γ − Γ =� �  (2.9.48) 

denklemi sağlanmalıdır. Şimdi de bu denklemin sağlanması için gerekli koşulları 

araştıralım. Bunun için (2.9.43), (2.9.46) ve (2.9.35) denklemlerini (2.9.48)’de yerine 

yazarsak ve ' , ''  ile  i i i

jk jk jPΓ Γ  ler için Otsuki denklemini kullanırsak 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
'' '' ''

                

a j s k i a j s k

j ak j i aks s

a j i a j

j j ia a

P P N N B P B B N N B

P N N P B B N N

ν µ α
σ νγ γ α γσ µ σ µ

α
γ α γσ µ σ µ

Γ = Γ − Γ

− ∂ + ∂

�
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
' ' '

                 

i a s k i j a s k

a sk j a ski i

i i j a

a j ai a i

P P N N B P B B N N B

P N N P B B N N

µ ν α
ν σγ γ α γµ σ µ σ

α
γ α γµ σ µ σ

Γ = Γ − Γ

+ ∂ − ∂

�

 

buluruz ve bu eşitlikleri Otsuki Denkleminde yazarak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

'' '

          ' ''i j s a i j a s a

j a s a j i si a

P P P

P B N B B N P B N B B N

µ ν µ µ ν
γ σ σ νγ ν σγ

α α α
α γ γ γ α α γµ σ σ µ

∂ + Γ − Γ

= Γ − − Γ +

� �

 

buluruz. Yani Otsuki Denkleminin sağlanması için yeter koşulun 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '' 0i r s i j a s a

r a s a j i si a a
P B N B B N P B N B B Nα α α

α γ γ γ α αγµ σ σ µΓ − − Γ + =  (2.9.49) 

olduğunu görürüz. Eğer (2.9.34) denklemi sağlanıyorsa (2.9.33)’ü kullanarak 

(2.9.49)’un sağlandığını buluruz. O halde aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

Teorem 5.4. ' µ
νγΓ� , '' µ

νγΓ�  ve Pµ
ν  lerin Otsuki denklemini sağlamaları için (2.9.34) 

koşulu yeterlidir, dolayısıyla 
n mS −  bir Riemann-Otsuki uzayıdır. 

 

Nihayet her üç tür indisi içeren karışık bir tensörün kovaryant diferansiyelini 

tanımlayabiliriz. Örneğin i

jT αµ
βν  için, kovaryant diferansiyel 

:

' ' '

                      '' '' ''

i i a b

j a jb

a a a s a a

b s b b bb

s a a a

b s b b

DT P P P T P P P du

T T T T T

T T T

αµ α µ ερ η σ γ
βν ε ρ β νησ γ

ερ ερ ερ ε χρ ρ ετ
γ ησ γ ησ χγ ησ τγ ησησ γ

ερ χ ερ τ ερ
γ ησ ηγ χσ σγ ητ

=

= ∂ + Γ + Γ + Γ

− Γ − Γ − Γ

�

�
�

�
�

  (2.9.50) 

şeklinde tanımlanır. 

2.10. RIEMANN-OTSUKI UZAYLARININ GAUSS, CODAZZI VE KÜHNE 

DENKLEMLERİ 

Riemann-Otsuki ( )nR O−  uzayında, uzayın ve altuzayın eğrilik tensörleri arasındaki 

ilişki [17]’de Nadj tarafından incelenmiştir. Bu çalışmasında Nadj, konneksiyonun 

kovaryant kısmına göre altuzayda kovaryant türevi tanımlayıp, iBα  ve ( )
iN µ ’ye 
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uygulayarak Ricci formülünü elde etmiştir. Ricci formülü daha önce hD - temel 

kovaryant türev kullanılarak Otsuki T. tarafından [7]’de verilmiştir. Nadj Dj. [17] 

makalesinde ise 
hD -Otsuki türevini kullanarak Ricci formülünü hesaplamıştır. Bu 

bölümde bu hesaplamalar altuzayın D
�

 temel kovaryant diferansiyeli kullanarak 

yapılacaktır. 

 

nR O−  uzayında bir ( ),j j

i ih
PΓ = Γ  regüler genel konneksiyonu için, 

ijg  ( det 0
ij

g ≠ ) 

metrik tensörü verilsin ve i i

j is s ijP g P g=  koşulu geçerli olsun. (2.6.4) ve (2.6.5) 

denklemlerinde Γ  konneksiyonu tarafından belirlenen, (1,1) tipindeki bir tensörün D  

temel kovaryant diferansiyeli  

( )' ''i i k i i s s i k

j k j k j sk j jk s
DT D T dx T T T dx= = ∂ + Γ − Γ  (2.10.1) 

 şeklinde verilmişti. (2.5.13)’den konneksiyonun 'Γi

jk  kontravaryant ve ''Γi

jk  kovaryant 

kısımları  

'

''

Γ = Γ

 ∂
Γ = Γ − = Λ ∂ 

i i k

jh k jh

i
i i k i kk
jh kh j kh jh

Q

P
Q Q

u

 (2.10.2) 

şeklinde tanımlandığını biliyoruz. mS  ve n mS − , ( )nR O− ’nin, sırasıyla, bir altuzayı ve 

onun ortogonal uzayı olmak üzere, Pβ
α  ve P µ

ν  tensörleri, i

jP  tensörünün, sırasıyla, 

mS ’de ve n mS − ’deki izdüşümleri olsun. mS  ve n mS −  altuzayları, sırasıyla, birer  

( )mR O−  ve ( )n mR O −−  uzayı olacak şekilde ' α
βγΓ
�

 , '' α
βγΓ
�

, ' µ
νχΓ�  ve '' µ

νχΓ�  katsayılarını 

bölüm 2.9’da (2.9.19), (2.9.27), (2.9.43) ve (2.9.47) denklemleri ile belirlemiştik. Bu 

denklemlerden; 

 

, , , ,.... 1,..., ;

, , , , , , , , , , 1,2,... ;

, , , , , , , , , , , 1,... .

i j a b n

m

m n

α β χ δ ε φ ϕ γ η κ λ
µ ν π θ ρ σ ς τ ω ξ ψ ζ

=
=

= +
 

olmak üzere 
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( )

( )
( )

,

,

' ' ,    ' '

'' '' ,

' '

'' : ''

i i j k

i jk i

i

i

a s k a

sk a

s k a

ak s a

B B B B B

B B

N B N N

N B N N

η η η η η
βγ βγ β γ βγ β γ

η η η
βγ βγ β γ

ρ ρ
νγ γ γ γ γ

ρ ρ ρ
σγ γ γ σ

Γ = Γ + Γ = Γ

Γ = Γ +

Γ = Γ − ∂

= Γ − ∂

�

�

�

�Γ

 (2.10.3) 

olmak üzere, üç tür indisi içeren bir a

bT εσ
ητ  tensör için D

�
 kovaryant  diferansiyeli 

a a

b bDT D T dxεσ εσ χ
ητ χ ητ=

� �
 (2.10.4) 

 
: ' ' '

                     '' '' ''

a a a s a a

b b s b b b

s a a a

b s b b

D T T T T T

T T T

εσ εσ εσ ε γσ σ ερ
χ ητ χ ητ χ ητ γχ ητ ρχ ητ

εσ γ εσ ρ εσ
χ ητ ηχ γτ τχ ηρ

= ∂ + Γ + Γ + Γ

− Γ − Γ − Γ

� �
�

�
�

 (2.10.5) 

şeklinde verilir. 

 

Şimdi bu türevi önce iBα ’ya sonra da ( )
iN µ ’ye uygulayalım. Bu vektörler ( )nR O−  

uzayında birer (1,1) tipinden tensördür, dolayısıyla iBα  için 

( )' ''i i i s i

s
D B B B Bη

γ α γ α γ α αγ η= ∂ + Γ − Γ
� �

 (2.10.6) 

buluruz. ( )
iN µ  vektörün kontravaryant kısmı için iNµ  ve kovaryant kısmı için iN µ  

gösterimini kullanarak '' η
βγΓ
�

’nın (2.10.3)’de verilen  değerini (2.10.6)’da yerine yazarak 

ve (2.9.18)’i kullanarak 

( )
( )

( ) ( )( )
( )

,

,

,

' ''

            ' ''

           ' ''

' ''
           

  

i i i s i

s

i i s s j k i s i

s jk s s

i i s s j i s i

s j s s

i i s s j i i

s j s s

s

D B B B B

B B B B B B B B B

B B B B B B B B

B B B N N

B

η
γ α γ α γ α αγ η

η η
γ α γ α α γ η α γ η

η η
γ α γ α γ α η α γ η

µ
γ α γ α γ α µ

α γ

δ

δ

= ∂ + Γ − Γ =

= ∂ + Γ − Γ −

= ∂ + Γ − Γ −

∂ + Γ − Γ −
=

−

� �

( )

( ) ( )
,

,

' '' ''
           

  

           ''

i i

s s

i s i j s j i

s j j s

s i

s

i j s s i

j s

N N

B B B N N

B N N

D B B N N

µ
µ

µ
γ α γ α γ α µ

µ
α γ µ

µ
γ α αγ α γ µδ

 
 
 − 

 Γ − Γ + Γ
 =
 + 

= + Γ +

�

 (2.10.7) 
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ya da 

( ) ( ),''i i j s s i

j sD B D B B N Nµ
γ α γ α αγ α γ µδ− = Γ +
� �

 

buluruz. Şimdi  

( ),'' s s

s
B N Hµ µ

αγ α γ γαΓ + =  (2.10.9) 

gösterimini kullanarak 

( ) :i i l i i

lD B D B H N Hν
γ α γ α γα ν γαδ− = =
� �

                                                             (2.10.10) 

buluruz ki bu iHγα ’nın,  mS ’nin mT  tanjant uzayına ortogonal olduğunu gösterir. 

 

Şimdi de (2.10.5) ile verilen kovaryant türevi mS ’ye ortogonal olan iNν  vektörüne 

uygulayalım. Bölüm 2.9’da bulduğumuz ( )'' : '' s k a

ak s a
N B N Nσ σ σ

ργ γ γ ρΓ = Γ − ∂�   ve  

( ) ( )r r

r r
N N N Nσ σ

γ ρ γ ρ∂ = − ∂  denklemlerini kullanarak  

( )
( )( )( )

( )( )
( ) ( )

' ''

           ' ''

            = ' ''

            = ' ''

i i i r i

r

i i r s k r i

r rk s r

i i r s k i r r i

r r s r

i i r s k i i r r

r rk s s r

D N N N N

N N N B N N N

N N B N N N N N N

N N B B B N N N

σ
γ ρ γ ρ γ ρ ργ σ

σ σ
γ ρ γ ρ γ γ ρ σ

σ σ
γ ρ γ ρ γ γ σ ρ γ ρ σ

α σ
γ ρ γ ρ γ α ρ γ ρδ

= ∂ + Γ − Γ

= ∂ + Γ − Γ − ∂

∂ + Γ − Γ + ∂

∂ + Γ − Γ − − ∂

�
�

( )
( ) ( )( )

( )
            = ' '' ''

             = ''

i

i i r i r s i r i i r

r r r s r r

i r s i r i r

r r s r

N

N N N B B N B B N

D N B B N B B N

σ

α α
γ ρ γ ρ γ ρ γ α ρ α γ ρ

α α
γ ρ γ α ρ α γ ρ

δ

δ

∂ + Γ − Γ + Γ − − ∂

+ Γ + ∂

       

yani 

( ) ( )''i i r s i r i r

r r s r
D N D N B B N B B Nα α

γ ρ γ ρ γ α ρ α γ ρδ= + Γ + ∂
�

                                     (2.10.11) 

buluruz. Daha sonra 

( )( )'' :s r r

r s rB N B N L
α α α

γ ρ γ ρ γρΓ + ∂ =                                                                    (2.10.12) 
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gösterimini kullanarak 

( ) :i i r i i

r
D N D N L B Lα

γ ρ γ ρ γρ α γρδ− = =
�

                                                              (2.10.13)  

buluruz ki bu iLγρ ’nun 
mT ’ye ait olduğunu gösterir. Şimdi de (2.9.38) denklemini, 

(2.10.5) tanımını ve (2.6.7) I birim tensör ile büzülme formülünü kullanarak (2.10.10) 

denkleminin her iki yanının kovaryant türevini alarak  

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

      

      

i i j i i

j

i i

i i i

D D B D B D H N D H N

D H N D H N

D H N H D N D H N

ν µ ν
γ α β α β γ αβ ν γ αβ ν µ

ν µ ν µ
µ γ αβ ν γ µ αβ ν

ν ν ν µ
γ αβ ν αβ γ ν γ µ αβ ν

δ δ

δ δ

δ

− = =

= −

= + −

� � � � �

� �

� � �

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )                     

i i i

i i j

j

D D B D H N H D N

D H N D D B

ν ν
γ α β γ αβ ν αβ γ ν

ν µ
γ µ αβ ν γ α βδ δ

= +

− +

� � � �

� � �                                         (2.10.15) 

 iBα ’nın ikinci kovaryant türevini elde ederiz. Buradan  

( ) ( ) ( )
( ) ( )                     

i i i

i i j

j

D D B D H N D N H

H N D D D B

ν ν
α γ β α γβ ν α ν γβ

µ ν
γβ ν α µ γ α βδ δ

= +

− +

� � � �

� � �                                               (2.10.16) 

ve 

[ ] ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1

2

1
              

2   

i i i

i i i i j

j

i i i i j

j

D D B D D B D D B

D H N D N H H N D D D B

D H N D N H H N D D D B

β γ α β α γ βγ α

ν ν µ ν
γ αβ ν γ ν αβ αβ ν γ µ γ α β

ν ν µ ν
α γβ ν α ν γβ γβ ν α µ α α β

δ δ

δ δ

= −

 + − +
 

=  
 − + − +
 

� � � � � �

� � � �
�

� � � � �

 

ya da  

[ ] [ ]( ) [( ) ]

[( ) ] [ ]( )                    

i i i

i i j

j

D D B D H N D N H

N D H D D B

ν ν
β ν νγ α γ α β γ α β

ν µ
ν µ βγ α β γ αδ δ

= +

− +

� � � �

� � �                                           (2.10.17) 
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buluruz. Diğer yandan iBα ’ya iki kez kovaryant türevi uygularsak 

( ) ( )
( ) ( )

( )

' '' ''

             ' '' ' ' ''

                    - '' ' '' '' '

i i i t i i

t

i r s i i t t s t

s t s

i i t i i

t t

D D B D B D B D B D B

B B B B B B

B B B B

ε ε
γ α β γ α β γ α β βχ α ε αγ ε β

λ λ
γ α β α β βα λ γ α β α β βα λ

ε λ ε
βγ α ε α ε εα λ αγ ε β

= ∂ + Γ − Γ − Γ

= ∂ ∂ + Γ − Γ + Γ ∂ + Γ − Γ

Γ ∂ + Γ − Γ − Γ ∂ + Γ

� � � � � �� �

� �

� � � ( )
( ) ( ) ( ) ( )

''

             ' ' '' ''

                    ' ' ' ' '' '' '' '

                    ''

i t i

i i s i s i i

s s

i t i t s i t i i t

t t s t t

B B

B B B B B

B B B B B

λ
ε β βε λ

λ λ
γ α β γ α β α γ β γ βα λ βα γ λ

λ ε ε
γ α β γ α β γ βα λ βγ α ε βγ α ε

− Γ

= ∂ ∂ + ∂ Γ + Γ ∂ − ∂ Γ − Γ ∂

+ Γ ∂ + Γ Γ − Γ Γ − Γ ∂ − Γ Γ

+ Γ

�

� �

� � �

�
'' '' '' ' '' ''i i i t i

tB B B Bε λ ε ε ε λ
βγ εα λ αγ ε β αγ ε β αγ βε λΓ − Γ ∂ − Γ Γ + Γ Γ
� � � � �

 

ve  

( ) ( ) ( ) ( )' ' '' ''

                    ' ' ' ' '' '' '' '

                    '' '' ''

i i i s i s i i

s s

i t i t s i t i i t

t t s t t

i

D D B B B B B B

B B B B B

B

λ λ
α γ α α γ β α γ β γ α β α βγ λ βγ α λ

λ ε ε
α γ β α γ β α βγ λ βα γ ε βα γ ε

ε λ
βα εγ λ γα

= ∂ ∂ + ∂ Γ + Γ ∂ − ∂ Γ − Γ ∂

+ Γ ∂ + Γ Γ − Γ Γ − Γ ∂ − Γ Γ

+ Γ Γ − Γ

� � � �

� � �

� � �
'' ' '' ''i i t i

tB B Bε ε ε λ
ε β γα ε β γα βε λ∂ − Γ Γ + Γ Γ

� � �
 

 

buluruz. Bu iki denklemden ise   

i iD D B Bγ α β γ α β= ∂ ∂
� �

( ) ( )
1

' 'i s i s

s s
B Bγ α β α γ β+ ∂ Γ + Γ ∂

�



�
( ) ( )

2

'' ''i iB Bλ λ
γ βα λ βα γ λ− ∂ Γ − Γ ∂
� �

�






�
3

                    ' i t

t Bγ α β+ Γ ∂

�






�

4

' ' ' ''i t s i t

t s tB B
λ

γ α β γ βα λ+ Γ Γ − Γ Γ
�

�




�
5

'' i
B

ε
βγ α ε− Γ ∂
�

�






�
6

'' ' i t

t B
ε
βγ α ε− Γ Γ
�

�





�

( )
7

                    '' '' '' ' '' ''i i r t i

tB B B Bε λ ε ε λ
βγ εα λ αγ ε β ε β αγ βε λ+ Γ Γ − Γ ∂ + Γ + Γ Γ

�






�

� � � � �

8

                     iBα γ β− ∂ ∂

�






�

( ) ( )
2

' 'i s i s

s sB Bα γ β γ α β− ∂ Γ − Γ ∂
�



�

( ) ( )
4

'' ''i iB Bλ λ
α βγ λ βγ α λ+ ∂ Γ + Γ ∂
� �

�






�
6

                     ' i t

t Bα γ β− Γ ∂

�






�

2

' ' ' ''i t s i t

t s tB Bλ
α γ β α βγ λ− Γ Γ + Γ Γ

�

�




�
7

'' iBε
βα γ ε+ Γ ∂
�

�






�
3

'' ' i t

t Bε
βα γ ε+ Γ Γ
�

�





�

( )
5

                     '' '' '' ' '' ''i i r t i

tB B B Bε λ ε ε λ
βα εγ λ γα ε β ε β γα βε λ− Γ Γ + Γ ∂ + Γ − Γ Γ

�






�

� � � � �

8
�






�

 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

' ' ' ' ' '

               '' '' '' '' '' ''

i i i i t i t s

s s t s t s

r

D D B B

B

γ α β γ α α γ γ α α γ β

λ λ ε λ ε λ
γ βα α βγ βα εγ βγ εα λ

= ∂ Γ − ∂ Γ + Γ Γ − Γ Γ

− ∂ Γ − ∂ Γ + Γ Γ − Γ Γ

� �

� � � � � �  
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[ ]'' '' ' ''i i s i

sD D B R B R Bλ
β γα β βγα λγ α = −

� � �
                                                                 (2.10.18) 

bulunur. Burada ' i

sR γα , ( )nR O− ’nin eğrilik tensörünün kontravaryant kısmı, '' Rλ
χγα

�
  ise 

( )m
R O− ’nin eğrilik tensörünün kovaryant kısmıdır. Kovaryant türevin tanımını, 

 ve α γ  indislerinin değişimini ve '  ile ''r

sR Rλ
γα χγα

�
 tensörlerinin ,α γ  indislere göre 

antisimetrik oluşunu kullanarak (2.10.28) ve (2.10.17) denklemlerini eşitleyerek, 

[ ]( ) [( ) ] [( ) ] [ ]( )
       ' ''

i i i i j

j

i s i

s

D H N D N H N D H D D B

R B R B

ν ν ν µ
ν ν ν µ βγ α β γ α β γ α β γ α

λ
γα β βγα λ

δ δ+ − +

= −

� � � � �

�                   (2.10.19)  

buluruz. Bu denklemi iBδ  ile çarparsak 

[ ]( ) [( ) ] [( ) ]

[ ]( )
[( ) ] [ ]( )

[( ) [( ) ] [ ]( )

0 0

            ' ''

' ''

i i i

i i i

i j i s i

j i s i i

i i j i s

i j i s i

i r i i j

r i j i

D H N B D N H B N B D H

D D B B R B B R B B

D N H B D D B B R B B R

D N L H B D D B B

ν δ ν δ δ ν µ
ν ν ν µγ α β γ α β γ α β

δ δ λ δ
β γα β βγα λγ α

ν δ δ δ δ
ν β γα β βγαγ α β γ α

ν δ δ
ρ βγ γν α β γ α

δ

δ

δ

δ δ

= =

+ −

+ = −

+ = −

− +

� � �

�

� �

�

� � �

� � � �

� � �

[( ) ] [ ] [ ]( )
' ''

' ''

i s

s i

i r i i j i s

r i i j i s i

R B B R

D H N B L B H D D B B R B B R

δ δ
γα β βγα

ν δ δ ν δ δ δ
ρ β γα β βγαγ α β γν α β γ αδ δ

= −

− + = −

�

� � � �

 

[ ]

[ ]( ) [( ) ]

'' '

               

i s

s i

i j i r

j i r j i

R R B B L H

D D B B D H N B

δ δ δ ν
βγα γα β γν α β

δ ν δ
βγ α γ α βδ δ

= +

− −

�

� � �                                      (2.10.20) 

bulunur.Bu denklem ise Riemann-Otuski uzayının alt uzayında D
�

 diferansiyeline göre 

altuzayda Gauss denklemidir. Diğer taraftan [26]’de afin konneksiyonlar sayesinde 

Riemannian altuzaylara ait  genelleştirilmiş Gauss Denklemini elde etmişti. (2.10.20)  

denklemi ise 0j

iDγδ =  için 

 [ ]'' 'R R L Hδ δ δ ν
βγα βγα γν α β= +
�

 

şekline gelir ki bu [26]’deki (4.4) denklemidir. 
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Şimdi (2.10.19) denklemini iN µ  ile çarparsak 

[ ]( ) [( ) ] [( ) ]

[ ]( )
[ ]( ) [( ) ] [( ) ]

[ ]( )
[

0

             ' ''

             '

i i i

i i i

i j i s i

j i s i i

i r i

r i

i j i s

j i s i

D H N N D N H N D H N N

D D B N R B N R B N

D H D N L B H N D H

D D B N R B N

D

ν µ ν µ ν θ µ
ν ν θ νγ α β γ α β γ α β

µ µ λ µ
β γα β βγα λγ α

µ χ ν µ µ θ
ν γν χ θγ α β γ α β γ α β

µ µ
β γα βγ α

γ

δ

δ

δ δ

δ

=

+ −

+ = −

+ + −

+ =

� � �

�


�

� � �

�

�

� � �

� �

�

]( ) [( ) ] [( ) ]

[ ]( )             '

i r

r i

i j i s

j i s i

H D H N N D H

D D B N R B N

µ ν µ µ θ
ν θα β γ α β γ α β

µ µ
β γα βγ α

δ δ

δ

+ −

+ =

� �

� �

 

ya da 

[ ]( ) [( ) ] [( ) ]

[ ]( )
'

                     

i s i r

s i r i

i j

j i

D H R B N D H N N D H

D D B N

µ µ ν µ µ θ
γα β ν θγ α β γ α β γ α β

µ
βγ α

δ δ

δ

= − +

−
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� �                     (2.10.21) 

birinci Codazzi Denklemini buluruz.  Burada 0j

iDγδ =
�

 alırsak denklem 

'D H D H Rµ µ µ
γ αβ α γβ βγα− =
� �

 

şeklinde Riemann uzayındaki birinci Codazzi denklemine dönüşür. 

 

Şimdi de ( )'' '' iD D Nα γ ν

� �
 ifadesini inceleyelim. (2.10.5) ve (2.6.7) eşitliklerini  kullanarak  

(2.10.13)’den  

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i s i

s

i i i s

s

i i i i s

s

i i i i i s

s

D D N D N D L B

D D N D L B D D N

D D N D L B L B D D D N

D D N D L B L D B L B D D D N

β
α γ ν γ ν α γν β

β ε
α γ ν α γν ε β α γ ν

ε β β ε
α γ ν β α γν ε γν ε α β α γ ν

β β β ε
α γ ν α γν β γν α β γν ε α β α γ ν

δ

δ δ

δ δ δ

δ δ

− =

= +

= − +

= + − +

� � ��

� � � ��

� � � � � �

� � � � � � �

 

buluruz.  Buradan da 
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[ ] ( )( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( )                       

i i i

i i s

s

D D N D L B L D B

L B D D D N

β β
β βνγ α γ α ν αν γ

β ε
ε β ναν γ γ αδ δ

= +

− +

� � � �

� � �                                        (2.10.22) 

denklemini buluruz. Şimdi de ( )( )'' '' i
D D Nα γ ν

� �
’yi hesaplayalım. (2.10.5) formülünü iki 

kez iNν ’ye uygularsak  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

' '' ''

             ' '' ' ' ''

                      '' ' '' '' '

i i i t i i

t

i i r i i t t s t

r t s

i i s i i

s

D D N D N D N D N D N

N N N N N N

N N N N

ε τ
α γ ν α γ ν α γ ν γα ε ν να γ τ

σ σ
α γ ν γ ν νγ σ α γ ν γ ν νγ σ

ε σ τ
γα ε ν ε ν νε σ να γ τ

= ∂ + Γ − Γ − Γ

= ∂ ∂ + Γ − Γ + Γ ∂ + Γ − Γ

− Γ ∂ + Γ − Γ − Γ ∂ +

� � � � � ��
�

� �

�
� � ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

''

             ' ' '' ''

                      ' ' ' ''

                      '' '' '

i t i

t

i i r i r i i

r r

i t i t s i t

t t s t

i i s

s

N N

N N N N N

N N N

N N

σ
γ τ τγ σ

σ σ
α γ ν α γ ν γ α ν α νγ σ νγ α σ

σ
α γ ν α γ ν α νγ σ

ε ε
γα ε ν γα ε ν

Γ − Γ

= ∂ ∂ + ∂ Γ + Γ ∂ − ∂ Γ − Γ ∂

+ Γ ∂ + Γ Γ − Γ Γ

− Γ ∂ − Γ Γ

�

� �

�

� �

( )
'' ''

                      '' '' ' '' ''

i

i i t i

t

N

N N N

ε σ
γα νε σ

τ τ τ σ
να γ τ να γ τ να τγ σ

+ Γ Γ

− Γ ∂ − Γ Γ + Γ Γ

�
�

� � � �

 

ve 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

' ' '' ''

                      ' ' ' ''

                      '' '' ' '' ''

    

i i i r i r i i

r r

i t i t s i t

t t s t

i i s i

s

D D N N N N N N

N N N

N N N

σ σ
γ α ν γ α ν γ α ν α γ ν γ να σ να γ σ

σ
γ α ν γ α ν γ να σ

ε ε ε σ
γα ε ν αγ ε ν αγ νε σ

= ∂ ∂ + ∂ Γ + Γ ∂ − ∂ Γ − Γ ∂

+ Γ ∂ + Γ Γ − Γ Γ

− Γ ∂ − Γ Γ + Γ Γ

� �
� �

�

� � �
�

( )                  '' '' ' '' ''i i t i

tN N Nτ τ τ σ
νγ α τ νγ α τ νγ τα σ− Γ ∂ − Γ Γ + Γ Γ� � � �

 

denklemlerinden  ' i

rR γα , ( )mR O− ’nin eğrilik tensörünün kontravaryant kısmı, '' Rρ
νγα

�
 ise 

( )n mR O −− ’nin eğrilik tensörünün kovaryant kısmı olmak üzere 

[ ] ' ''i i r i

rD D N R N R N
ρ

ν γα ν νγα ργ α = −
� � �

                                                                   (2.10.23) 

bulunur. (2.10.22) ve (2.10.23) denklemlerini eşitlersek 
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[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) [ ]( )( ) [ ]( ) [ ]( )
            ' ''

            ' ''

i i i i s

s

i r i

r

i i l i i i s

l s

i r i

r

D L B L D B L B D D D N

R N R N

D L B L D B H L B D D D N

R N R N

β β β ε
β β ε β νγ α ν αν γ αν γ γ α

ρ
γα ν νγα ρ

β β β ε
β β γε ε β νγ α ν αν γ αν γ γ α

ρ
γα ν νγα ρ

δ δ

δ δ δ

+ − +

= −

+ + − +

= −

� � � � �

�

� � � � �

�

 

[ ]( ) [ ]( ) [

[ ]( ) [ ]( )         ' ''

i i l i

l

i i s i r i

s r

D L B L D B L H

L B D D D N R N R N

β β β
β β γβγ α ν αν γ αν

β ε ρ
ε β ν γα ν νγα ραν γ γ α

δ

δ δ

+ +

− + = −

� �

� � � �                      (2.10.24) 

buluruz. Bu denklemi iBϕ  ile çarpar ve (2.9.38) denklemini kullanırsak  

[ ]( ) [ ]( ) [ [ ]( )
[ ]( )

0

           ' ''

i i l i i

i l i i i

i s i r i

s i r i i

D L B B L D B B L H B L D B B

D D N B R N B R N B

β ϕ β ϕ β ϕ β ε ϕ
β β γβ β βγ α ν αν γ αν αν γ

ϕ ϕ ρ ϕ
ν γα ν νγα ργ α

δ δ

δ
=

+ + −

+ = −

� � �

� � �

�

�

[ ]( ) [ ]( ) [ [ ]( ) [ ]( )
0

            '

i l i i s

l i i s i

i r

r i

D L L D B B L H N B L D D D N B

R N B

ϕ β ϕ β ν ϕ β ϕ ϕ
β γβ ν β νγ α ν αν γ αν αν γ γ α

ϕ
γα ν

δ δ δ
=

+ + − +

=

� � � � �

�

�  

[ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( )

'

                 

i r i l

r i l i

i s

s i

D L R N B L D B B

L D D D N B

ϕ ϕ β ϕ
γα ν βγ α ν αν γ

β ϕ ϕ
β ναν γ γ α

δ

δ δ

= −

+ −

� �

� � �                                             (2.10.25) 

buluruz ki bu ikinci Codazzi denklemidir. Burada 0j

iDγδ =
�

 alırsak 

' i r

r iD L D L R N Bϕ ϕ ϕ
α γν γ αν γα ν− =
� �

 

şeklinde Riemann uzayındaki ikinci Codazzi denklemini elde ederiz.  

 

Şimdi, (2.10.24) denklemini iNω  ile çarparak 

[ ]( ) [ ]( ) [ [ ]( )
[ ]( )

0

              ' ''

i l i i i

i l i i i

i s i r i

s i r i i

D L B N L B D N L H N L B D N

D D N N R N N R N N

β ω β ω β ω β ε ω
β β γβ ε βγ α ν αν γ αν αν γ

ω ω ρ ω
ν γα ν νγα ργ α

δ δ

δ

=

+ + −

+ = −

� � �

�

�

� � �
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[ ]( ) [ [ ]( )
[ ]( )         ' ''

l i i

l i i

i s i r

s i r i

L D N L H L B D N

D D N N R N N R

ω β ω β ε ω
γε ε βαν γ αν αν γ

ω ω ω
ν γα ν νγαγ α

δ δ

δ

+ −

+ = −

� �

� � �                                           (2.10.26) 

bulunur ki bu Riemann Otsuki uzayında Kühne denklemidir. 0j

iDγδ =  alırsak 

 
[

[

' ''

' ''

i r

r i
L H R N N R

L H R R

β ω ω ω
γε γα ν νγααν

β ω ω ω
γε νγα νγααν

= −

= −

�

�  

şeklindeki Riemann uzayında Kühne denklemini buluruz. 

2.11. RIEMANN-OTSUKI UZAYININ FRENET FORMÜLLERİ       

Bu bölümde konneksiyonun kovaryant ve kontravaryant kısımlarına göre Riemann-

Otsuki uzayının Frenet formüllerini vereceğiz. Bu formülleri Nadj [18]’de elde etmiştir. 

Buradan elde edilen sonuca göre ( )nR O− ’nin Frenet formüllerinin sadece 

konneksiyonun kontravaryant kısmına göre Riemann geometrisinde bilinen Frenet 

formüllerinden  farklı oluşudur. Buradaki fark ise Otsuki uzayında 0i

jDδ ≠  olmasından 

kaynaklanmaktadır.                              

 

10. bölümünde gösterdiğimiz gibi Riemann-Otsuki uzayında konneksiyonun, sadece 

kovaryant ya da kontravaryant kısımlarına göre kovaryant diferansiyelleri 

tanımlayabiliriz. Bu durumda (1,1) tipinde bir tensör alanının 'D  ve ''D  ile gösterilen 

diferansiyelleri (2.5.13) denklemleri ile verilir. Bu şekilde tanımlanan kovaryant 

diferansiyeller birer afin konneksiyon olduğundan Leibnitz kuralı geçerlidir. Bu 

diferansiyellerin şu özelliği vardır: kontravaryant indisler için ' D D≡ , kovaryant 

indisler için ise '' D D≡  dir. Bir ijg  metrik tensörü için aşağıdaki denklemler geçerlidir: 

 ( )' ' 'r r k

ij ij ik rj jk ir
Dg dg g g dx= − Γ + Γ                                                                (2.11.1)  

( )'' '' '' 0r r k

ij ij ij ik rj jk ir
Dg Dg dg g g dx= = − Γ + Γ =                                             (2.11.2) 

( )' 'ra ra ia jr

ij
Dg Dg g g Dg= = −                                                                      (2.11.3) 
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 '' 0raDg =                                                                                                      (2.11.4) 

2.11.1. Vektörlerin kontravaryant bileşenlere göre Frenet Formülleri 

s, yay uzunluğu parametresi olmak üzere ( ): i iC x x s=  eğrisinin bir noktası P olsun. Bu 

noktada ( )1
V  birim tanjant vektörün bileşenleri ( )1

:
i

i dx
V

ds
=  olsun.  

 ( ) ( )1 1 1i j

ijg V V =                                                                                                    (2.11.5) 

denklemine ' D  kovaryant diferansiyeli uygularsak, Liebnitz formülü ve 
ijg  metrik 

tensörünün simetrik olduğu kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1' 2 ' 0i j i j

ij ijDg V V g V DV+ =                                                                (2.11.6)  

bulunur. (2.11.1) ve (2.11.2) denklemlerinden  

 

( )

( )

'' 0

' 0

' 2 0

' 2

ij

r r

ij ri j rj i

r

ij r i j

r

ij r i j

Dg

Dg g D g D

Dg g D

Dg g D

δ δ

δ

δ

=

+ + =

+ =

= −

  

buluruz. Bu denklemi (2.11.6) denkleminde yerine yazarak ve ( ) ( )1 1' j jDV DV=  olduğunu 

kullanarak 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 0

0

i j r i j r i j

ij ri j rj i

i j r j

ij r

g V DV g D V V g D V V

g V DV V D

δ δ

δ

− − =

− =
                                         (2.11.7) 

buluruz. Şimdi de , 1κ  C eğrisi üstünde bir fonksiyon olmak üzere ( )2
V  birim vektörünü 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 12 1 1
1

1
 : ,   0j j r j

r
V DV V D

s
δ κ

κ
= − >                                                         (2.11.8) 
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şeklinde tanımlayalım. (2.11.7)’den ( ) ( )2 1
V V⊥  olduğunu buluruz. Ayrıca  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 1 1
r a r q b q

rq a bs g DV V D DV V Dκ δ δ= − −                                            (2.11.9) 

ve  (2.11.8)’den 

 ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1
j j q j

qDV s V V Dκ δ= +                                                                         (2.11.10) 

denklemleri elde edilir. (2.11.10) denklemi vektörlerin kontravaryant bileşenlerine 

uygulanan D temel kovaryant diferansiyelinin Birinci Frenet Formülüdür. 

 

( )2
V  bir birim vektör olduğundan ( ) ( )2 2 1i j

ijg V V =  dir. Bu denkleme ' D  temel kovaryant 

diferansiyeli uygularsak ( )1
V  için yaptığımız benzer işlemleri yaparsak 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 0i j r j

ij rg V DV V Dδ− =                                                                          (2.11.11) 

buluruz. Bu ise ( )2
iV  vektörünün ( ) ( )2 2

j r j

rDV V Dδ− ’nin vektörüne ortogonal olduğunu 

gösterir. ( )1
V  ve  ( )2

V   vektörlerinin belirlediği düzleme ortogonal olan birim vektörün 

bileşenlerini  ( )3
iV  ile gösterelim. Bu takdirde 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 1 3
j r j j j

rDV V D V Vδ α κ− = +                                                                    (2.11.12) 

denklemi geçerlidir. 

 

Şimdi de ( ) ( )1 2 0i j

ijg V V =  denklemine ' D  temel kovaryant diferansiyelini uygularsak ve 

( ) ( )1 3
V V⊥  olduğunu kullanırsak   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2

11 2 1 2 2 1 2

0 1 22 1 3

' ' ' 0

                      0

i j i j i j

ij ij ij

r i j r i j i q i j

ri j rj i ij q

i r j j j

ij r

Dg V V g DV V g V DV

g D V V g D V V g V V D V

g V V D V V

δ δ κ δ

δ α κ

+ + =

− − + +

+ + + =
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( ) ( )1 1 1 10s sκ α α κ+ = ⇒ = −                                                                       (2.11.13) 

buluruz. Bunu (2.11.12)’de yerine yazarsak 

( ) ( ) ( ) ( )1 22 1 3 2
j j j r j

rDV V V V Dκ κ δ= − + +                                                                  (2.11.14) 

buluruz. Bu denklemden 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )13 2 1 1
2

1
 :i i i r i

rV DV V V D
s

κ δ
κ

= + −  

ve  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1

2
2 1 12 1 2 2 1 2

j j r j i i b i

ij r bs g DV V V D DV V V Dκ κ δ κ δ= + − + −  

elde ederiz. 

 

(2.11.7) ve (2.11.11)’den aşağıdaki genelleştirilmiş lemmayı verebiliriz. 

Lemma 2.11.1. Herhangi bir V birim vektör için  

 ( ) 0i j r j

ij r
g V DV V Dδ− =  

ve  

( ) 0ij r

i j r j
g V DV V Dδ− =  

denklemleri geçerlidir, [18]. 

Kovaryant tipi için ispat, bölüm 2.11.2’de verilecektir. 

 

Şimdi de aşağıdaki genelleştirmeleri yapalım. Biribirine ortogonal ( )l
V  (l=1,2,...,p) birim 

vektörleri için 0 0κ =  olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
j j j r j

l l rl l l l
DV V V V Dκ κ δ− − += − + +                                                            (2.11.15) 

olsun, 1,..., 1q p= −  için 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1

2
1 11 1

j j r j i i t i

q ij q r q tq q q q q q
g DV V V D DV V V Dκ κ δ κ δ− −− −= + − + −         (2.11.16) 

dir. Şimdi,  ( )
i

p
V , 2,..., 1p n= − , birim vektörlerini 

( ) ( ) ( ) ( )( )21 2 1
1

1
:i i i r i

p rp p p p

p

V DV V V Dκ δ
κ −− − −

−

= + −                                               (2.11.17) 

şeklinde tanımlayalım. Lemma 2.11.1’e göre ( ) ( ) ( )( ) 0i j r j

ij rp p p
g V DV V Dδ− =  denklemi 

geçerlidir, dolayısıyla ( ) ( )
j r j

rp p
DV V Dδ−  vektörünü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 21 1 1
...j r j j j j

r p pp p p p
DV V D V V Vδ α α κ− − +− = + + +                                    (2.11.18) 

şeklinde yazabiliriz. Bunu ( )
i

ij l
g V , 1l p≤ −  ile büzersek, ( )l

V ’nin birim vektör ve 

( ) ( ) ( ),  
l m

V V m l⊥ ≠  olduğunu kullanırsak 

( ) ( ) ( )( ) 1
i j r j

ij r ll p p
g V DV V Dδ α −− =  

buluruz. Şimdi (2.11.15) denklemini kullanırsak 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
i j j r j

ij p p rl p p p
g V V V V Dκ κ δ− − +− + + ( )

r j

rp
V Dδ−( )

( ) ( )

1

1 1 1

,      1l

i j

l p ij l p

l p

g V V

α

α κ

−

− − −

= ≤ −

= −
 

buluruz. Buradan 1l p= −  için 2 1p pα κ− −= −  ve  1l p≠ −   için 1 0lα − =  bulunur. Bunu 

(2.11.18)’de yerine yazarsak 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
j j j q j

p p qp p p p
DV V V V Dκ κ δ− − += − + +                                                       (2.11.19) 

buluruz ve böylece aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

Teorem 2.11.1. ( ): iC x s , ( )nR O−  uazayında bir eğri ve bu eğrinin bir noktasında 

birbirine ortogonal olan ( ) ( )( ),   1,..., , 1
l

V l p p p n= + <  vektörleri verilsin. 
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0 0,  0nκ κ= =  ve ( ) ( ),   1,..., 1
l

V l p= −  vektörleri için (2.11.15) denklemi sağlanıyorsa 

pV  vektörü için de bu denklem sağlanır, [18]. 

 

Otsuki D kovaryant diferansiyelini kullanırsak, j j a

aDV P DV=  denklemini kullanarak 

a a j

jDV Q DV=  buluruz ve bunu (2.11.15)’de uygulayarak  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
j j i i q b j

i l l q bl l l l
DV P V V V Q Dκ κ δ− − += − + +                                                (2.11.20) 

 ,...,l n= , 0 0,  0nκ κ= =  buluruz. Böylece şu teoremi verebiliriz. 

Teorem 2.11.2. ( )nR O−  uzayındaki C eğrisinin bir M noktasında 0 0κ =  ve 0nκ =  

olmak üzere, biribirine ortogonal olan ( ) ( ) ( )1 2
, ,...,

n
V V V  vektörleri (2.11.15) ve (2.11.16) 

denklemlerini sağlıyorsa, (2.11.20) denklemleri, Otsuki uzayındaki bu C eğrisi için 

Frenet formülleridir. Bu formül vektörlerin kontravaryant bileşenlerine uygulanan D 

kovaryant diferansiyeli için Frenet formülleridir, [18].  

 

 (2.11.20) formüller aynı zamanda vektörlerin kontravaryant bileşenlerine uygulanan 

' D  kovaryant diferansiyelinin de Frenet formülleridir. (2.11.20) formülleri ve Riemann 

geometrisinde bilinen Frenet formülleri arasındaki fark kronecker deltasının kovaryant 

diferansiyelinden gelir. Kronecker deltasının diferansiyelinin sıfır olması durumunda bu 

formül, j

iP  tensörü ile çarpılmış, bilinen Frenet formüllerine indirgenir.  

 

Şimdi de (2.11.5) denklemine '' D  kovaryant diferansiyelini uygulayalım. Leibnitz 

formülünü, ijg ’nin simetrik oluşunu ve (2.11.2)’yi kullanarak 

( ) ( )( )1 1'' 0i j

ijg V DV =  

buluruz yani  ( ) ( )1 1
''V DV⊥  dır.  Ayrıca 

( ) ( )( )
1

* 2
1 1 1'' '' 0i j

ijg DV DVκ = >                                                                         (2.11.21) 

olmak üzere,  
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 ( ) ( )
*
11 2'' j jDV Vκ=                                                                                              (2.11.22) 

denklemini sağlayan, ( )1
V ’e dik olan ( )2V  vektörünü bulabiliriz.  (2.11.22) denklemi 

vektörlerin kontravaryant bileşenlerine uygulanan '' D  kovaryant türevi için birinci 

Frenet Formülüdür.  

 

Teorem 2.11.3.  ' D  ve '' D  temel kovaryant diferansiyellerinin arasındaki bağıntısından 

( ) ( )2 2V V=  ve ( ) ( )*
1 1s sκ κ≡  bulunur, [18].  

  

Burada skalerler için kullanılan * işareti, eğriliğin kontravaryant bileşenlere uygulanan, 

'' D  temel kovaryant diferansiyeli yardımıyla ifade edildiğini gösterir. '' D  kovaryant 

diferansiyelinin özellikleri göz önüne alındığında şu teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 2.11.4. '' D  kovaryant diferansiyeline göre ( )nR O−  uzayındaki C eğrisinin 

Frenet formüllerinin Riemann uzayında bilinen Frenet formüllerinden farkı yoktur. C 

eğrisinin bir P noktasında  ( ) ( ) ( )1 2
, ,...,

n
V V V  vektörleri biribirine ortogonal olacak şekilde 

alınırsa  

 ( ) ( ) ( )
* *

1 1 1
'' i i i

l ll l l
DV V Vκ κ− − += − +  

denklemi, vektörün kontravaryant bileşenlere uygulanan '' D  kovaryant diferansiyeline 

göre Frenet formülünü gösterir. 

2.11.2. Vektörlerin kovaryant bileşenlerine göre Frenet Formülleri   

Tanıma göre ( )1
V  vektörünün kovaryant bileşenleri ( )1

j

iji

dx
V g

ds
=  şeklindedir. 

( ) ( )1 1
1ij

i j
g V V =  denklemine ' D  kovaryant diferansiyelini uygularsak Leibnitz kuralını, 

(2.11.8), (2.11.9) ve (2.11.10) denklemlerini kullanarak  

( ) ( ) ( )( )1 1 1' 0ij b

ji j b
g V DV V Dδ+ =  

buluruz. Bu ise Lemma 2.11.1’in  birinci kısmını ispatlar. 
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Şimdi  Bölüm 2.11.1’de  yaptığımız gibi, **
0 0κ =  ve ** 0nκ =  olmak üzere  

 ( ) ( ) ( ) ( )
** **

1 1 1' r

l l jl j l j l j l r
DV V V V Dκ κ δ− − += − + −                                                    (2.11.23) 

olacak şekilde birbirine ortogonal olan ( ) ( ), 1,...,
l

V l n=  vektörlerini gözönüne alalım. 

Burada   1,.... 1l n= −   için  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1

2** ** **
1 11 1' 'ij r s

l l j l il j l j l r l i l i l s
g DV V V D DV V V Dκ κ δ κ δ− −− −= + + + +  (2.11.24) 

dir. 

Teorem 7.2.1.  ( ) ( )
j

ijl i l
V g V=  denklemi kullanılırsa ( ) ( )**

l ls sκ κ=  ve ( ) ( )l l
V V≡  bulunur, 

[18]. 

 

Yukarıda kullandığımız ** işareti eğriliğin, vektörün kovaryant bileşenlerine uygulanan 

' D  temel kovaryant diferansiyel yardımıyla ifade edileceğini gösterir. 

Teorem 7.2.2. ( )nR O−  uzayında C eğrisinin bir M noktasında, ** **
0 0,  0nκ κ= =  olmak 

üzere 2,...,p n= için  

( ) ( ) ( ) ( )( )**
21 2 1**

1

1
: ' r

p ip i p i p i p r

p

V DV V V Dκ δ
κ −− − −

−

= + +                                            

olacak şekilde ( ) ( )1
,...,

n
V V  vektörleri bulunabilirse 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )** **
1 1 1

' r

p p ip i p i p i p r
DV V V V Dκ κ δ− − += − + −                                               (2.11.25) 

denklemi vektörün kovaryant bileşenlerine uygulanan ' D  kontravaryant 

diferansiyeline göre Frenet formülüdür.  

 

Yukarıdaki hesaplamayı '' D  kovaryant diferansiyeline göre yaparsak (2.11.4) 

denkleminden ve kovaryant indisler için D  ve '' D  aynı olduğundan  dolayı bu durumda 

Riemann uzayından bir farkı yoktur.  
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( ) ( ) ( ) ( )
*** ***

1 1 1'' p pp i p i p j p j
DV DV V Vκ κ− − += = − +                                                    (2.11.26) 

denkleminden ise  

( ) ( ) ( )( )*** ***
1 1 1

j

i p pp i p j p j
DV P V Vκ κ− − += − +  

buluruz ki kovaryant bileşenlerine uygulanan D kovaryant diferansiyeline göre Frenet 

formülleridir. Burada ***, skalerler için kullanılan işaret, eğriliğin, kontravaryant 

bileşenlerine uygulanan D Otsuki kovaryant diferansiyeli yardımıyla ifade edileceğini 

gösterir. (2.11.26)’dan 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

2*** *** ***
1 11 1

ij

p p pp i p i p j p j
g DV V DV Vκ κ κ− −− −
 = + +
 

                              (2.11.27) 

bulunur. '' ' r

i i i r iDV DV DV V Dδ= = +  denklemini kullanarak 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2*** *** ***
1 11 1' 'ij r s

p p i p ip i p i p r p j p j p s
g DV V V D DV V V Dκ κ δ κ δ− −− −
 = + + + +
 

 

buluruz ki bu farklı diferansiyellerde eğriliklerin değeri farklı olmadığını gösterir. Bu 

sonuç beklenen bir sonuçtur çünkü eğrilik sadece tek şekilde belirlenen bir eğri ve 

uygun şekilde kurulmuş bir vektör çatısına bağlıdır. Dolayısıyla Riemann-Otsuki 

uzayındaki Frenet formülleri sadece 0i

jDδ ≠  geçerli olması durrumunda Riemann 

uzayındaki formüllerden farklıdır. 

2.12. RIEMANN-OTSUKI UZAYININDA OTOPARALEL EĞRİLER 

Bu bölümde n-boyutlu ( )nR O−  Riemann-Otsuki uzayının m-boyutlu ( )mR O−  

altuzayındaki otoparalel eğriler incelenmiştir. Nadj Dj.  [19]’da, ( )mR O− ’de otoparalel 

olan eğrilerinin ( )nR O− ’de de otoparalel olması için koşullar belirlemiştir. Otsuki 

uzayında konneksiyonun kontravaryant ve kovaryant kısımları farklı olduğundan bu 

uzayda kontravaryant tipinde ve kovaryant tipinde otoparalel eğriler ayrı tanımlanmıştır. 
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2.12.1. Kontravaryant tipindeki oto paralel  eğriler 

( )mR O− ,  ( ) ( )1,..., ,   i i mx x u u m n= <  ile tanımlanan ( )nR O− ’nin bir altuzayı olsun. 

( ):C u sα  eğrisinin 
du

ds

α

 tanjant vektörü C boyunca bir paralel vektör alanı ise C 

eğrisine altuzayda bir otoparalel eğri denir. Konneksiyonun regüler olduğunu düşünerek 

C eğrisinin herhangi bir tanjant vektörüne kovaryant türev uygulanırsa,  

0

0

' 0

D du

ds ds

D du
P

ds ds

du du du
P

ds ds ds

ε

α
ε

α

α β γ
ε α

α γ βγ

 
= 

 

 
= 

 

  
∂ + Γ =   
  

�

�

�

 

ya da  

2

2
' 0

d u du du

ds ds ds

α β γ
α
βγ+ Γ =
�

                                                                              (2.12.1) 

denklemlerini buluruz. Bu denklemler kontravaryant tipindeki otoparalel eğrilerin 

denklemleridir. 

 

Şimdi de altuzayda otoparalel bir eğri aynı zamanda üst uzayda da otoparalel bir eğri 

olması için koşulları inceleyeceğiz.  

( )( ): i iC x x u sα=                                                                                        (2.12.2) 

eğrisi ( )mR O−  uzayında otoparalel bir eğri olsun. (2.12.2)’nin diferansiyelini alırsak ve 

:
i

i x
B

u
α α

∂
=

∂
 yazarsak 

 
i i

idx x du du
B

ds u ds ds

α α

αα

∂
= =

∂
 

ve  
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2 2

2 2

ii
iBd x du du d u

B
ds u ds ds ds

α β α
α

αβ

∂
= +

∂
                                                               (2.12.3) 

buluruz. C eğrisi kovaryant tipinde otoparalel bir eğri olduğundan (2.12.1)’i kullanarak  

2

2

d u

ds

α

 ifadesini (2.12.3)’de yerine yazarak 

( )( )
2

2
'

ii
i

Bd x du du
B u s

ds u ds ds

β γ
β α

α βγα

 ∂
= − Γ  ∂ 

�
 

buluruz. Diğer yandan, ( )nR O−  uzayında C eğrisi otoparalel bir eğri olması için 

2

2
' 0

i s k
i

sk

d x dx dx

ds ds ds
+ Γ =  

denklemi sağlanmalıdır, buradan da 

( )( )' '
i

i s k i

sk

Bdu du du du
B B B u s

ds ds u ds ds

β γ β γ
β α

β γ α βγα

 ∂
− Γ = − Γ  ∂ 

�
 

bulunur. Yani, C eğrisinin ( )nR O−  uzayında da otoparalel olması için 

' '
i

i s k i

sk

B du du du du
B B B

u ds ds ds ds

β γ β γ
β α

β γ α βγα

 ∂
+ Γ = Γ  ∂ 

�
                                           (2.12.4) 

denklemi geçerli olması gerekir. O halde aşağıdaki teoremleri verebiliriz. 

Teorem 2.12.1. ( )mR O− ’de otoparalel bir C eğrisi üst uzayda da otoparalel olması için 

gerek ve yeter koşul (2.12.4) denkleminin sağlanmasıdır, [19]. 

Teorem 2.12.2. ( )mR O−  altuzayında bir C eğrisi için (2.12.4) denklemi geçerli olsun 

ve i iB α
αξ ξ= ,  C eğrisi yönünde tanımlı, altuzayda bir vektör olsun. Bu takdirde C 

boyunca 

t
i

i t

D D
P B Q

ds ds

α
α δ

δ
ξ ξ

=
�

                                                                                   (2.12.5) 

geçerlidir, [19]. 
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İspat.  (2.12.4)’den bu eğrinin altuzayda ve üst uzayda otoparalel bir eğri olduğunu 

buluruz. Kovaryant türev tanımını kullanarak ( )nR O− ’deki iξ ’nin temel kovaryant 

diferansiyelini alırsak 

( ) '
i k

i i s

sk

D d dx
B B

ds ds ds

β β
β β

ξ ξ ξ= + Γ  

buluruz ve bunu da j

ijg Bα  ile çarparsak 

'
ii

j j i i s k

ij ij sk

BD d du
g B g B B B B

ds ds u ds

β γ
β β

α α β β γγ

ξ ξ ξ
  ∂

= + +   ∂   
Γ ,                         (2.12.6) 

denklemini elde ederiz. αξ  vektörü C eğrisinin yönünde tanımlı olduğundan  

du

ds

α
αξ ξ=                                                                                                  (2.12.7) 

şeklinde yazabiliriz ve bu denklemi (2.12.4)’de yerine koyarsak (2.12.6)’dan 

( )2.9.27

'

'

'

ii
j j i i s k

ij ij sk

du

ds

i
j j i i

ij ij

i
j j i

ij ij

BD d du
g B g B B B B

ds ds u ds

D d du du
g B g B B B

ds ds ds ds

D d d
g B g B B

ds ds

β

β γ
β β

α α β β γγ

ξ

β β γ
χ

α α β χ βγ

β
β

α α β γχ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

=

 
 
  ∂
 = + +  ∂  
 
  

 
= + 

 

= +

��

�

















�

�

�

Γ

Γ

Γ
u du

ds ds
γ

γ χ

ξ=

 
 
 
 
 

�

�

 

'
i

j j i

ij ij

D d du
g B g B B

ds ds ds

β χ
β γ

α α β γχ
ξ ξ ξ

 
= + 

 

�
Γ                                                     (2.12.8) 

ya da 
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i
j

ij

D D
g B G

ds ds

β

α αβ
ξ ξ

=

�

 

buluruz. Bu denklemde 
D

ds
 temel kovaryant diferansiyelini 

D

ds
 cinsinden yazarsak 

(
i j

i

j

D D
P

ds ds

ξ ξ
= ) ve Gαδ  ile çarparsak 

t
i

i t

D D
P B Q

ds ds

α
α δ

δ
ξ ξ

=
�

 

buluruz ki bu (2.12.5) denklemidir. Yani, altuzayda bir  kontravaryant vektörün 

kovaryant türevi ( )nR O− ’nin kovaryant türevinin izdüşümüne eşit değildir. Kovaryant 

türev, Pα
β  tensörü i

jP ’nin ( )mR O− ’deki izdüşümü ve i

aQ  tensörü i

jP ’nin tersi olmak 

üzere, Pα
β  ve i

aQ ’ya da bağlıdır.  

  

(2.12.4)  koşulu yerine daha güçlü bir koşul şu teorem ile verebiliriz. 

Teorem 2.12.3. Eğer mR O−  altuzayında  C boyunca  

' '
i

i i j k

jk

Bdu du
B B B

ds u ds

γ γ
βα

α βγ β γγ

 ∂
Γ = + Γ  ∂ 

�
                                                          (2.12.9) 

denklemi geçerli ise C boyunca tanımlı herhangi bir αξ  vektörü için (2.12.5) denklemi 

de geçerlidir, [19]. 

 

İspat. (2.12.9) koşulu (2.12.4) koşulundan daha güçlüdür dolayısıyla verilen  C eğrisi 

( )mR O− ’de ve ( )nR O− ’de otoparaleldir. Yukarıda yaptığımız hesaplamaların 

benzerini yaparak, (2.12.6) denklemini ve (2.12.9)’u kullanarak (2.12.8)’i buluruz. 

Kolayca görülür ki bu denklem (2.12.5)’e özdeştir.  

2.12.2. Kovaryant tipte otoparalel  eğriler 

( ) 0
j

ij

D dx
g x

ds ds

 
= 

 
                                                                                    (2.12.10) 
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denklemini sağlayan eğrilere kovaryant tipte otoparalel eğriler denir. Riemann uzayında 

bu denklem 0
jD dx

ds ds

 
= 

 
 denklemine eşdeğerdir çünkü Riemann uzayında 0ijDg =  ve 

Leibnitz kuralı geçerlidir. 

 

 (2.12.10) denklemine kovaryant türevi uygularsak 

2

2

0

'' 0

j
r

i rj

j i j k
rjir i

jk

D dx
P g

ds ds

dg dx d x dx dx
g

ds ds ds ds ds

 
= 

 

+ − Γ =

 

buluruz. ( )nR O−  uzayında '' 0ij ijDg Dg= =  olduğundan 

'' ''
k k

ij l l

ik lj jk li

dg dx dx
g g

ds ds ds
= +Γ Γ  

denklemi geçerlidir. Bunu yukarıdaki denklemde yerine yazarsak 

2

2
'' 0

i j k
i

rk

d x dx dx

ds ds ds
+ =Γ                                                                               (2.12.11) 

buluruz. Bu denklem ( )nR O−  uzayında kovaryant tipteki otoparalel eğrilerin 

denklemidir. ( )mR O−  uzayında kovaryant tipteki otoparalel  eğrilerin denklemi ise  

2

2
'' 0

d u du du

ds ds ds

α β γ
α
βγ+ =
�
Γ                                                                            (2.12.12) 

şeklindedir. (2.12.12) denkleminden 
2

2

d u

ds

α

 ifadesini (2.12.3)’de yerine yazarsak  

2

2
''

ii
i

Bd x du du
B

ds u ds ds

β γ
β α

α βγα

 ∂
= − Γ  ∂ 

�
 

buluruz. Bu denklemi (2.12.2)’de yerine yazarsak 
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'' '' 0

'' ''

i
i i j k

jk

i
i j k i

jk

B du du du du
B B B

u ds ds ds ds

B du du du du
B B B

u ds ds ds ds

α β α β
γα

γ αβ α βγ

α β α β
γα

α β γ αβγ

 ∂
− Γ + = ∂ 

 ∂
+ = Γ ∂ 

�

�

Γ

Γ

                                   (2.12.13) 

buluruz. Böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 2.12.4. mR O−  uzayında (2.14.1) denkleminin geçerli olması için gerek ve 

yeter koşul altuzayda bulunan kovaryant tipteki otoparalel bir eğrinin aynı zamanda üst 

uzayda da kovaryant tipten otoparalel bir eğri olmasıdır, [19]. 

 

Şimdi de kontravaryant tipte eğriler için elde ettiğimiz Teorem 2.12.2 ve 2.12.3’ün 

benzerlerini kovaryant durumda geçerli olup olmadığını araştıralım. Altuzayda verilen 

bir C eğrisine teğet olan i iBα
αξ ξ=  vektörüne temel kovaryant türevi uygulayıp ij

jg Bα  

ile çarparsak 

 ''ij ij s ki i
j j i ik s

dD B du
g B g B B B B

ds ds u ds

β χ
βα α β β

χ βχ

ξξ ξ
  ∂ = + −  ∂   

Γ                        (2.12.14) 

denklemini buluruz. Diğer yandan r

i ir
B g G Bβ αβ

γ=   olduğunu kullanarak 

( )

                     

ij ij ri
j j ir

r

ij k r rir
j ir irk

B
g B g B g G B

u u

Bg G
g B B B G g G g B

x u u

β
α α βγ

γχ χ

βγ
γα βγ βγ

χ γ γχ χ

∂ ∂
= =

∂ ∂
 ∂∂ ∂

+ +  ∂ ∂ ∂ 

 

buluruz. '' ''s sir
ik sr rk isk

g
g g

x

∂
= +

∂
Γ Γ  ifadesini yukarıdaki denklemde yerine yazarsak, 

sBβ ’nin tanımını ve r

r
B Bα α

γ γδ=  olduğunu kullanarak 

'' ''
j

ij s k j k ri
j ik s rk j

BB G
g B B B B B B G

u u u

β αβ
γα β α βγ

χ χ γχ χ χ

 ∂ ∂ ∂
− = + +    ∂ ∂ ∂   
Γ Γ  

buluruz. Bunu (2.12.14)’de yerine yazarak 
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''

''

ij ij ij s ki i
j j i j ik s

j

ij ij j k ri
j j i rk j

G

dD B du
g B g B B g B B B

ds ds u ds

d BD G du
g B g B B B B B G

ds ds u u ds
αβ

β χ
βα α β α β

χ βχ

αβ χ
β γα α β α βγ

χ γ βχ χ

ξξ ξ

ξξ ξ

 ∂
= + − ∂ 

  ∂ ∂ = + + +   ∂ ∂   

����������	

�



�

Γ

Γ

 

''

          ''

ij i
jj

j k r

rk j

G
G

uDD du
g B G

Bds ds ds
B B B G

u

αβ
αλ β

λχχ χ
βα αβ

β
γ α βγ

χ γ χ

ξξ ξ

 ∂
+ + ∂ = +

  ∂
+   ∂   

� Γ

Γ

          (2.12.15) 

buluruz. βξ  vektörü C eğrisine teğet olduğundan 

du
G

ds

γ
γβ γ

βξ ξ ξ= =  

dir ve (2.14.1) varasayımdan dolayı geçerli olduğundan  

'' ''ij i
j

DD G du
g B G G G

ds ds u ds

αβ χ
βα αβ β αλ α γβ

λχ γχ βχ

ξξ ξ
 ∂

= + + + ∂ 

�
�

Γ Γ                    (2.12.16) 

bulunur. Riemann-Otsuki uzaylarında 
''

0
DG DG

ds ds

αβ αβ= =

��

 ve buradan da '' D
�

 kovaryant 

türev için Laibnitz formülü geçerli olduğundan  

''
'' '' 0

G du DG
G G

u ds ds

αβ χ αβ
β αλ α γβ
λχ γχχ

 ∂
+ + = = ∂ 

�
� �
Γ Γ  

bulunur. Bunu (2.2.16)’da yazarsak 

ij i
j

DD
g B G

ds ds

βα αβ ξξ
=

�

                                                                                 (2.12.17) 

buluruz. Buradan ise  
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i i
DD

B
ds ds

γ
γ

ξξ
=

�

 

 elde edilir. D  ve D
�

 temel kovaryant diferansiyaller, sırasıyla, D  ve D
�

 cinsinden  

ri r
i

D D
Q

ds ds

ξ ξ
=   ve   

D D
Q

ds ds

γ α α
γ

ξ ξ
=

� �
�

, 

şeklinde ifade edebiliriz. Bunları bir önceki denklemde yerine yazarsak  

i r r
i

D D
P B Q

ds ds

γα
α γ

ξ ξ
=

�

                                                                                    (2.12.18) 

buluruz ve böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 2.12.5. ( )mR O−  uzayında, 
r rBα

αξ ξ=  vektörü C eğrisine teğet olmak üzere, 

(2.14.1) denklemi sağlanıyorsa C boyunca (2.12.18) denklemi de sağlanır, [19].  

 

Bu teorem ( )mR O−  alt uzayının  herhangi bir vektörü için de geçerlidir. Bunu 

göstermek için  (2.14.1) koşulundan daha güçlü bir koşul olan   

'' ''
i

i j k i

jk

B du du
B B B

u ds ds

χ χ
β α

β χ α βχχ

 ∂
+ = Γ  ∂ 

�
Γ                                                    (2.12.19) 

koşulunu kullanırız. (2.12.19)’un sağ yanını (2.12.15)’de yerine yazarak ve 
''

0
DG

ds

αβ

=
�

 

denklemini kullanarak (2.12.17)’yi  elde ederiz ve böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış 

olur. 

 

Teorem 2.12.6. (2.12.19) denklemi, nR O− ’de bileşenleri i iBα
αξ ξ=  olan altuzayın bir 

αξ  vektörü için, altuzayın otoparalel eğrileri boyunca (2.12.18) denkleminin geçerli 

olduğunu gösterir, [19]. 
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3.MALZEME VE YÖNTEM 

Bu tez çalışmasında, 2.bölümde belirttiğimiz bilgiler kullanılarak genel konneksiyon 

yardımıyla n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayında otoparalel eğriler, çember, helis, 

invölüt eğrisi ve Bertrand eğrileri gibi özel eğriler incelenmiştir. Bu tip eğrilerin 

incelenmesi Riemann-Otsuki uzayındaki eğrilerin deformasyonu kullanılarak 

yapılmıştır. Verilen bir ( ):C x x sλ λ= eğrisi için, ε  sonsuz küçük bir sabit ve λξ   C 

boyunca tanımlı bir vektör alanı olmak üzere, sonsuz küçük bir deformasyon xλ λδ εξ≡  

ile verilmiştir. Bu deformasyon sonucunda Riemann uzayında tanımlanan ∆  ve 
13

D  

operatörleri, [20-24], Riemann-Otsuki uzayında yeniden hesaplanarak eğrilerin 

incelenmesi için kullanılmıştır. Ayrıca Riemann-Otsuki uzayında paralel teğet ve 

Combescure deformasyonları verilmiştir, [20], [23], sonra da otoparalel eğrileri 

otoparalel eğrilere ve çemberi çembere taşıyan deformasyonlar elde edilmiştir.  

 

Riemannian uzayındaki helis eğrisinin sağladığı denklemlerden hareket ederek 

Riemann-Otsuki uzayında helis eğrisini tanımlayan deformasyon elde edilmiştir. Benzer 

şekilde Riemann-Otsuki uzayında involüt eğrisinin Riemann uzayındaki özelliklerinden 

farklı olan özellikleri araştırılmıştır. Son olarak da Riemann uzayında Pears tarafından 

[25]’de incelenen Bertrand eğrileri yine Otsuki kovaryant türevi ve özelliklerini 

kullanarak Riemann-Otsuki uzayında incelenmiş ve Rieman uzayından farklı olan yeni 

özellikleri elde edilmiştir. 
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4.BULGULAR 

4.1. ( )nR O−  UZAYINDA EĞRİLERİN DEFORMASYONLARI 

3-boyutlu Öklid uzayında bilindiği gibi, iki eğrinin noktaları arasında bir 1-1 eşleşme 

var ise ve bu karşılıklı iki noktada eğrilerin teğet vektörleri paralel ise bu takdirde 

eğrilerin birinci ve ikinci normalleri de paraleldir. Bu tür eğrilere, Combescure 

transformasyon ile biribirinden türetilebilen eğriler denir. 

 

[20]’de Riemann uzayındaki paralellik kavramı kullanılarak, yukarıda sözü edilen 

eğrilerin bu özelliği Riemann uzayında incelenmiştir. Yani, orada bir vektörün paralel 

yer değiştirmesi yayın yer değiştirmesine bağlı olduğundan, yay uzunluğunun sonlu 

olduğu durumlar için, eğrilerin sonsuz küçük deformasyonları incelenmiştir. Bizim 

çalışmamızda ise bu özellikler Riemann-Otsuki uzayında incelenecektir. Aslında, eğriyi 

sürekli bir deformasyon olarak düşeneceğiz ve her noktadaki teğeti paralel olarak 

öteleyen her deformasyonun 1. normal, 2. normal,...,n-1. normal vektörlerini de paralel 

olarak öteleyip ötelemeyeceğini araştıracağız. Bu özelliğe sahip deformasyona “genel 

Combescure transformasyonu”  ya da kısaca G.C. transformasyonu denir. Bir eğrinin 

teğetlerini paralel olarak öteleyen bir transformasyon G.C transformasyonu ise bu 

takdirde bu eğri “G.C. özelliğine sahiptir” denir. Üstelik, eğer uzayın her eğrisi G.C 

özelliğine sahip ise uzaya G.C özelliğine sahiptir denir.  

 

( )nR O− , n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayı, gµν  Riemann metrik tensörünü ve 

( ),Pλ λ
µ µνΓ = Γ , ,..., , ... 1, 2,...,nα β µ ν =  bir regüler genel konneksiyon olsun. Bu 

konneksiyona göre (1,1) tipinde bir tensör alanı için temel kovaryant diferansiyel (2.6.4) 

denkleminde 

( )' ''DT D T du T T T duλ λ γ λ λ α α λ γ
µ γ µ γ µ αγ µ µγ α= = ∂ + Γ − Γ  (4.1.1) 
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şeklinde tanımlanmıştı. Bu uzayın burulmasız bir uzay olduğunu varsayacağız, yani 

' 'λ λ
µν νµΓ = Γ  ve '' ''λ λ

µν νµΓ = Γ  dir. 

 

( )nR O−  uzayında bir eğri, eğrinin yay uzunluğu parametresi s olmak üzere,  

( )x x sλ λ=  (4.1.2) 

denklemleri ile verilsin ve bu eğriyi C ile gösterelim. Bu eğrinin her noktasında sonsuz 

küçük bir deformasyon xλ λδ εξ≡  ile verilsin. Burada ε  sonsuz küçük bir sabit, λξ  ise 

C boyunca tanımlı ve uzunluğu g µ ν
µνξ ξ ξ≡  olan bir vektör alanıdır. Bu C eğrisinin 

deformasyonu olan eğriyi C  ile gösterelim. Bu durumda C  eğrisi 

  ( ) ( ) ( )x s x s sλ λ λεξ= +  (4.1.3) 

denklemleri ile verilir.  C eğrisi  boyunca tanımlanan herhangi bir ( )v sλ  vektör alanını 

alalım. (4.1.3) ile verilen sonsuz küçük deformasyonla ( )v sλ ,  C  eğrisi boyunca 

tanımlı ( )v sλ  vektörüne dönüşür. ( )v sλ   ve ( )v sλ   vektörleri, sırasıyla, ( )x sλ  ve 

( )x sλ  noktalarında tanımlıdırlar ve (4.1.3)’den Taylor formülünü kullanarak  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )v x v x v x s x sλ λ λ ω ω
ω= + ∂ −  

ya da 

 ( )
1

:v v v v d vλ λ λ ω λ λ
ωε ξ= + ∂ = +  (4.1.4) 

buluruz. Öte yandan, bir eğri boyunca paralel bir vektör alanı 

' 0
Dv dv dx

v
ds ds ds

λ λ ν
λ µ
µν= + Γ =  (4.1.5) 

koşulunu sağlar ve buradan 

'
dv dx

v
ds ds

λ ν
λ µ
µν= − Γ  (4.1.6) 
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bulunur. Şimdi, vλ  vektörünü xλ  noktasından x λ  noktasına paralel olarak öteleyelim 

ve bu şekilde elde ettiğimiz vektörü *vλ  ile gösterelim. (4.1.6) denklemini (4.1.4) 

denkleminde yerine yazarsak 

 ( ) ( )* '
dx dt

v x v x v
dt dx

ν
λ λ λ µ ω

µν ω ξ ε= − Γ  

ya da 

( )
2

* ' :v x v v v d vλ λ λ µ ν λ λ
µν ξ ε= − Γ = +  (4.1.7) 

buluruz.  

 

Şimdi de λξ  uzayda herhangi bir kontravaryant vektör alanı olması durumunda sonsuz 

küçük deformasyonu tanımlayan denklemleri 

x xλ λ λεξ= +  (4.1.8) 

şeklinde ifade edelim. ( )x sλ , ( )nR O−  uzayında bir eğriyi göstersin ve bu eğri boyunca 

tanımlı bir vektör ( )v sλ olsun. (4.1.8) deformasyonunu uygularsak, deformasyona 

uğrayan eğri 

( ) ( ) ( )( )x s x s x sλ λ λεξ= +  (4.1.9) 

şeklini alır ve ( )x sλ  noktasında ( )v sλ  vektörü,  ( )x sλ  noktasında ( )v sλ  vektörüne 

dönüşür, ( )P xλ  noktası ise ( )Q xλ λξ ε+  noktasına dönüşür. Bu durumda (4.1.8) 

transformasyonu  

a) P noktasını  Q noktasına dönüştürür, 

b) ( )v Pλ  vektörünü ( )v Qλ  vektörüne dönüştürür. 

P noktasına komşu olan x v vλ λδ+  koordinatlı noktayı da R ile gösterelim ve P 

noktasındaki λεξ  vektörünü de  R’ye götürelim. O halde, Taylor formülünden 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

,

,

,

R P R P

x v v x v v

x v v x v v

λ λ λ
ω

λ λ λ ω
ω

λ λ λ ω
ω

εξ εξ εξ

εξ δ εξ εξ δ

εξ δ ε ξ ξ δ

= + −

+ = +

+ = +

 

yazarız. Bu vektörün ( ),x v v v vλ λ λ λ α
αδ ε ξ ξ δ+ + +  koordinatlı uç noktasını S ile, QS

����
 

vektörünü ise ( )^v sλ  ile gösterelim. Bu durumda 

( )v x v v x v
λ λ λ λδ δ = + −   (4.1.10) 

yazabiliriz, ( )^v sλ  vektörünü ise 

( ){ },^v x v v v v x v
λ λ λ λ λ α λ λ

αδ ε ξ ξ δ εξ δ   = + + + − +     

( )
3

,^ :v x v v v d vλ λ λ α λ λ
αεξ= + = +  (4.1.11) 

şeklinde elde ederiz. 

 

(4.1.4), (4.1.7) ve (4.1.11) denklemleri ile verilen 
1

d vλ , 
2

d vλ  ve 
3

d vλ  varyasyonları 

( )v sλ  vektörüne uygulanan aşağıdaki operatöreleri tanımlar: 

12 1 2

D v d d v
λ λ = − 

 
, (4.1.12) 

13 1 3

D v d d v
λ λ = − 

 
 . (4.1.13) 

(4.1.12) denklemi λξ  yönünde vλ ’nın kovaryant türevini, (4.1.13) denklemi λξ  

yönünde vλ ’nın  Lie türevini verir.  Şimdi bu operatörleri inceleyelim.  

4.1.1 ∆  operatörünün tanımı 

(4.1.7) ile tanımlanan P noktasındaki ( )1
vλ  vektörüne paralel olan, P  noktasında bir 

vektör ( )*v tλ  olmak üzere  
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12

* :D v v v vλ λ λ λδ= − =  (4.1.14) 

 denklemi sonsuz küçük bir vektör, 

 
0

lim
s

v
v

s

λ
λ

δ

δ
δ→

∆ =  (4.1.15)  

denklemi ise sonlu bir vektör tanımlar. Yani 

( ) ( )( )
0 0

1
lim lim *
s s

v
v v x v x

s s

λ
λ λ λ

δ δ

δ
δ δ→ →

∆ = = −  (4.1.16) 

yazabiliriz. Burada 

 ( )( )s g x x g x x x x gµ ν µ µ ν ν µ ν
µν µν µνδ δ δ εξ εξ εξ≡ = − − = =  (4.1.17) 

şeklindedir. (4.1.4) ve (4.1.7)  denklemlerini (4.1.14)’de yerlerine yazarsak 

( )v v tλ λδ = ( )( ) ( )v t v tλ ω λ
ωε ξ+ ∂ −

( )( )
'

'

v

v v t v

λ µ ω
µω

λ λ λ µ ω
ω µω

ε ξ

δ ε ξ

+ Γ

= ∂ + Γ
 

( )v D vλ λ ω
ωδ ξ ε=  (4.1.18) 

buluruz. Kovaryant bir vµ  paralel vektör alanı için ise  

''
dv dx

v
dt dt

ν
µ λ

µν λ= Γ  

olduğundan  

( ) ( ) ( )( )v t v t v t ω
ε ε ω ε ξ ε= + ∂  

ve  

( ) ( )* ''
dx dt

v t v t v
dt dx

ν
λ ω

ε ε εν λ ω ξ ε= + Γ  
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eşitliklerini buluruz. Dolayısıyla yukarıdaki son iki eşitlik kullanılarak  

( ) ( )
( )

*v v t v t

v v t

ε ε ε

ε ε

δ

δ

= −

= ( )( ) ( )v t v tω
ω ε εε ξ+ ∂ −

( )
''

''

v

v v v

λ ω
εω λ

λ ω
ε ω ε εω λ

ε ξ

δ ε ξ

− Γ

= ∂ − Γ

 

olur ve sonuç olarak 

( )v D v ω
ε ω εδ ξ ε=  (4.1.19)  

denklemi elde edilir. Herhangi bir (1,1) tipindeki paralel tensor alanı için, 

 ' V V ''
dV du du

dt dt dt

λ ω ω
µ λ α λ β

αω µ β µω= − Γ + Γ  

denklemi geçerli olduğundan, sırasıyla, 

( ) ( ) ( )V t
V t V t

x

α
βα α ω

β β ω ξ ε
∂

= +
∂

 

ve 

( ) ( ) ( )* ' ''V t V t V Vα α α ε α ε ω
β β εω β ε βω ξ ε= − Γ − Γ  

elde ederiz. Bu iki denklemden  ise 

( ) ( )
( )

*V V t V t

V V t

α α α
β β β

α α
β β

δ

δ

= −

= ( )( ) ( )V t V tα ω α
ω β βξ ε+ ∂ − ( )

( )( )
( )
( )

' ''

' ''

' ''

V V

V V t V V

V V V V

V D V

α ε α ε ω
εω β ε βω

α α α ε α ε ω
β ω β εω β ε βω

α α α ε α ε ω
β ω β εω β ε βω

α α ω
β ω β

ξ ε

δ ξ ε

δ ξ ε

δ ξ ε

+ Γ − Γ

= ∂ + Γ − Γ

= ∂ + Γ − Γ

=

 

buluruz. Benzer şekilde  ...
...V λµ

αβ  için de 

( )... ...
... ...V D Vλµ λµ ω

αβ ω αβδ ξ ε=  (4.1.20)  
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denklemi elde edilir. 

4.1.1.1.  Paralel teğet deformasyonları 

( ) ( )1
,...,

n
V Vλ λ  birim vektörleri C eğrisinin P noktasında, sırasıyla, tanjant, 1.normal, 

2.normal,…,(n-1).normal vektörleri olsun. ( ) ( )1
,...,

n
V Vλ λ  birim vektörler ise C ’nin P  

noktasındaki tanjant, 1.normal,…,(n-1).-normal vektörleri olsun. Bu takdirde 

(4.1.3)’den 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1

dx s dx s d s ds

ds ds ds ds

d s ds
V V

ds ds

λ λ λ

λ
λ λ

ξ
ε

ξ
ε

 
= +  
 

 
= +  
   (4.1.21) 

bulunur. Deformasyon sırasında teğet vektörleri paralel olarak yer değiştirmesi ya da 

kısaca λξ ’ların bir “paralel teğet deformasyonu” tanımlaması için C’nin her noktasında 

( )1
0V λ∆ =  olması gerekir. (4.1.14) ve (4.1.21) denklemlerinden  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*

1 1 1

1 1 1

1 1 1

       '

       '

V V V

V V V

d ds
V V V

ds ds

λ λ λ

λ λ λ µ ν
µν

λ
λ λ λ µ ν

µν

δ

ξ

ξε ξ

= −

= − + Γ

 
= + − + Γ 
 

 

yani 

( ) ( ) ( )1 1 1
1 '

ds d ds
V V V

ds ds ds

λ
λ λ λ µ ν

µν
ξδ ε ξ

  = − + + Γ  
   

 (4.1.22) 

denklemini buluruz. P  noktasında gµν ’nün değerini Taylor formülünü ve (2.9.1) 

denklemini kullanarak 
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( )

( )
     

     '' ''

g
g g x x

x

g
g

x

g g g

µν ω ω
µν µν ω

µνω
µν ω

ω α α
µν µα νω να µω

εξ

εξ

∂
= + −

∂
∂

= +
∂

= + Γ + Γ

 (4.1.23) 

şeklinde yazarız. Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlarda sonsuz küçük bir sabit olan 

ε ’nun birden daha büyük olan kuvvetlerini içeren terimlerini  ihmal edileceğini not 

ettikten sonra ( ) ( )1 1
1g V Vµ ν

µν =  denkleminden  

( )( )( )
( )

( )
( ) ( )

( ){ }

2

2
,

2 2
,

2 2

2 2

1

2

'' ''

' '

2

dx dx
g

ds ds

ds g dx dx

ds g g dx d dx d

ds ds g g dx dx

g g
ds ds dx dx

g D g D

ds ds g D D dx dx

µ ν

µν

µ ν
µν

ω µ µ ν ν
µν µν ω

ω α µ ν
µν ω αν µ

α α ω
µα νω να µω µ ν

α α ω α α ω
αν µ ωµ µα ν ων

α α ω µ ν
αν µ ω µ

ε ξ ε ξ ε ξ

ξ ξ ε

ξ
ε

ξ ξ ξ ξ

ε ξ δ ξ

=

=

= + + +

= + + ∂

 Γ + Γ = +  
+ − Γ + − Γ  

= + −

 

ya da  

( )

2

11 2
Dds D

V
ds ds ds

αα
ωω

α
δξε ξ

   = + −  
   

 (4.1.24) 

buluruz. Bu denklemde                                           

( )1

DD
V

ds ds

λλ
ωω

λ
δξ ξ φ

 
− = 

 
 (4.1.25) 

dersek ve bu ifadeyi (4.1.24)’de yerine yazarsak  

2

1 2
ds

ds
εφ  = + 

 
 (4.1.26) 

ve 
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 1
ds

ds
εφ= −                                                                                                    (4.1.27) 

elde edilir. (4.1.27) denklemini (4.1.22)’de yazarak  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1 '  

d
V V V

ds

λ
λ λ λ µ ν

µν
ξδ εφ ε εφ ξ

 
= − − + − + Γ 

 
 

bulunur ve burada  

( ) ( )1 1

D
V V

ds

λ
λ λξδ ε φ

 
= − 

 
 

ya da 

( )
( )

( ) ( )
1

1 1 10 0

1
lim lim
s s

V D D
V V V

s s ds ds

λ λ λ
λ λ λ

δ δ

δ ε ξ ξφ φ
δ δ ξ→ →

   
∆ = = − = −   

   
 (4.1.28) 

sonucuna ulaşırız. Böylece λξ  deformasyonunun bir paralel teğet deformasyonu olması 

için  

( )1

D
V

ds

λ
λξ φ=  (4.1.29) 

ya da  

( ) 0,    ( 2,3,..., )
D

V n
ds

λ

α λ
ξ α= =  (4.1.30) 

koşulunu sağlanmalıdır.  (4.1.29) denklemini (4.1.25)’de yazarsak  

 ( )1
0

D
V

ds

λ
ωω

λ
δ ξ =  (4.1.31) 

koşulunu buluruz. O halde, Riemann Otsuki uzayında bir λξ  deformasyonunun bir 

paralel teğet deformasyon olması için gerek koşul (4.1.29) denkleminin sağlanmasıdır. 

(4.1.30) denklemi bu gerek koşulun alternatif ifadesidir ve (4.1.31) denklemi bunun 

sonucudur. 
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4.1.1.2  ∆   operatörü için değişim formülleri 

uλ , C boyunca tanımlı herhangi bir vektör alanı olsun ve ona karşılık gelen  u λ  vektör 

alanı C  boyunca tanımlansın. (4.1.14) ve (4.1.17) denklemlerinden 

( )
( )

*

    '

    '

u u u

u u u

u u u

λ λ λ

λ λ λ µ ν
µν

λ λ λ µ ν
µν

δ

εξ ε ξ

ε ξ ξ

= +

= ∆ + − Γ

= + ∆ − Γ

 

ve [27]’den 

'
' '

x

λ
µνλ λ ω

µν µν ωε ξ
∂ Γ

Γ = Γ +
∂

 

eşitlikler geçerlidir. Şimdi  C  boyunca kovaryant türevi 
D

ds
 ile gösterelim. Bu takdirde 

( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )

1

1

1 1 1

'

   ' '

   ' 1

'
   ' ' '

'

  

Du du
u V

ds ds

d ds
u u u u V

ds ds

du d
u u

ds ds

u u u V V V
x

dD
u u

Du ds ds

ds

λ λ
λ µ ν
µν

λ λ λ µ ν λ µ ν
µν µν

λ
λ λ µ ν

µν

λ
µνλ ω µ µ µ α β ν ν ν γ δ

µν αβ γδω

λ
µνλ µ ν

λ

ε ξ ξ

ε ξ ξ εφ

ε ξ ε ξ ξ ε ξ ξ

ξ ξ
ε

= + Γ

= + ∆ − Γ + Γ

 
= + ∆ − Γ − 
 

 ∂ Γ
+ Γ + + ∆ − Γ + ∆ − Γ  ∂ 

Γ
∆ − −

= +

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

' '

'
 ' ' ' '

du d du
u

ds ds ds

u V u V u V V
x

µ ν λ
λ ν λ µ
µν µν

λ
µν ω µ ν λ µ α β ν λ µ ν ν γ δ

µν αβ µν γδω

ξξ φ

ξ ξ ξ ξ

 
Γ − Γ − 

 
 ∂ Γ

+ − Γ Γ + Γ ∆ − Γ 
∂  , 

buluruz. Kovaryant türevin tanımını ile (4.1.28) denklemini kullanarak 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1

1 1 1

'
'

'
   ' ' '

   ' ' ' ' )

D d Du
u u u V u V

ds ds ds x

Du Du du D
u V u V

ds ds x ds ds

u V u D V V

λλ
µνλ λ λ µ ν µ ω ν

µν ω

λλ λ µ ν
µν ω µ ν λ ν λ µ ν α β

µν µν αβω

λ µ α β ν λ µ ν ν ν γ δ
µν αβ µν γδ

ξξ φ ξ

ξε ξ ξ ξ

ξ ξ φ ξ

 ∂ Γ 
∆ + ∆ − − Γ −   ∂  

 ∂ Γ   = + + − Γ − Γ − Γ  ∂  
 
 − Γ Γ + Γ − − Γ

 



 

ya da 

( )
( )1

'

  

D d Du Du
u uDu Du

ds ds ds ds
ds ds

R u V

λ µ
λ λ λ νλ λ

µν

λ µ ν β
µνβ

ξξ φ ξ
ε

ξ

 
∆ + ∆ − − Γ = +  

 −
 

 (4.1.32) 

elde edilir. (4.1.32)’yi aşağıdaki denklemde yerine koyarsak 

( ) ( )

*

1
'

Du Du Du

ds ds ds

Du D d Du
u u R u V

ds ds ds ds

λ λ λ

λ λ
λ λ λ µ ν β

µνβ

δ

ξδ ε ξ φ ξ

   
= −   

   

   
= ∆ + ∆ − −   

   

     

ve buradan da her iki tarafın sδ → ∞  için limitini alıp (4.1.17)’yi kullanarak 

( ) ( )1

1
'

Du D d Du
u u R u V

ds ds ds ds

λ λ
λ λ λ µ ν β

µνβ
ξξ φ ξ

ξ
   

∆ = ∆ + ∆ − −   
   

 (4.1.33) 

elde ederiz.  Sonuç olarak  

( ) ( )1

1
'

Du D d Du
u u R u V

ds ds ds ds

λ λ
λ λ λ µ ν β

µνβ
ξ φ ξ

ξ
   

∆ − ∆ = ∆ − −   
   

 (4.1.34) 

denklemlerine ulaşırız. Bu son bağıntı ∆  operatörü ile kovaryant türev arasındaki 

ilişkiyi göstermektedir. 

4.1.1.3  Genel Combescure Transformasyonu 

 ( )u Vλ λ
α=  olsun, λξ ’nın bir “genel Combescure dönüşümü” olması için gerek koşul 

( ) 0,  1,2,...,V nλ
α α∆ = =  olmasıdır. Bunu (4.1.34)’de yerine yazarsak 
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

0 0

1

1
'

1
' ,    1,2,... .

DV DVD d
V V R V V

ds ds ds ds

DV DV
R V V n

ds ds

λ λ
α αλ λ λ µ ν β

µνβα α α

λ λ
α α λ µ ν β

µνβ α

ξ φ ξ
ξ

φ ξ α
ξ

= =

    
   ∆  − ∆ = ∆ − −

          

   
∆  = −  +  =
   
   

�

� �

�
 (4.1.35) 

buluruz. Riemann-Otsuki uzayında Frenet formülleri bölüm 2.11’de verildiği gibi 

( ) ( ) ( ) ( )1 01 1
,    1,2,... ;  0,  0n

DD
V V V V n

ds ds

λ
βλ λ λ β

α αα α α α

δ
κ κ α κ κ−+ −= − + = = =  

şeklindedir. Buradan  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 1

0 0 0

11 1                     

DV D
V V V

ds ds

D
V V V

ds

λ λ
α βλ λ β

α αα α α

λ
βλ λ β

α αα α α

δ
κ κ

δ
κ κ

−+ −

= = =

−+ −

 
∆  = ∆ − ∆ + ∆
 
 

 
+ ∆ − ∆ + ∆  

 

�


� �


� �

�
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1

DV D
V V V

ds ds

λ λ
α βλ λ β

α αα α α

δ
κ κ −+ −

   
∆  = ∆ − ∆ + ∆      

 (4.1.36) 

buluruz. (4.1.35) denkleminde Frenet formüllerini kullanarak  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 1

1
'

DV D
V V V R V V

ds ds

λ λ
α βλ λ β λ µ ν β

α α µνβα α α α

δ
φ κ κ ξ

ξ −+ −

    
 ∆ = − − + +         

 (4.1.37) 

buluruz. (4.1.36) ve (4.1.37) denklemlerinden ise 

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 1 1

11 1

1
'

     

D
V V V R V V

ds

D
V V V

ds

λ
βλ λ β λ µ ν β

α α µνβα α α α

λ
βλ λ β

α αα α α

δ
φ κ κ ξ

ξ

δ
κ κ

−+ −

−+ −

  
− − + +    

  

 
= ∆ − ∆ + ∆  

 

 

ya da 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1

'

           

R V V V

D D
V V

ds ds

λ µ ν β λ
µνβ α αα α

λ λ
β βλ β

α α α α

ξ ξ κ φκ

δ δ
ξ κ φκ φ ξ

+

− − −

− = ∆ +

  
− ∆ + + + ∆    

  

  1,...,nα =  (4.1.38) 

bağıntılarını elde ederiz. Bu denklemler λξ ’nın bir genel Combescure dönüşümü olması 

için gerekli koşullardır. 

 

(4.1.38) denkleminin her iki tarafını da ( )V λ
ω , 1,..., 2,  2,..., ;  1,2,...,n nω α α α= − + =   

ile çarparsak  

( ) ( ) ( )1' 0,     1,..., 2,  2,... ;   1,2,...,R V V V n nλ µ β ν
µνβ α ω λξ ω α α α= = − + =  (4.1.39) 

elde ederiz. (4.1.38) denklemini ( )1V λ
α + , 1,2,...,nα =  ile çarparsak 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

01 1

1 1

1 1

' ,        0,  0

' ,

1
' ,  1,2,...,

nR V V V

R V V V

R V V V n

λ µ ν β
α α µνβ α α λ

λ µ ν β
α α µνβ α α λ

λ µ ν β
α α µνβ α α λ

ξ κ φκ ξ κ κ

ξ κ φκ ξ

κ φκ ξ α
ξ

+

+

+

∆ + = − = =

∆ = − −

∆ = − + =

 (4.1.40) 

buluruz ve ( )V λ
α , 1,2,...,nα =  ile çarparsak 

D

ds

λ
βδ

∆  ifadesini de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1'
D D

R V V V V V
ds ds

λ λ
β βλ µ ν β β

µνβ α α λ α α λ

δ δ
ξ φ ξ

 
− = + ∆  

 
 

ya da  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1
'

D D
V V R V V V

ds ds

λ λ
β ββ λ ν µ β

βνµα α λ α α λ

δ δ
φ ξ

ξ
 

∆ = − +  
 

 (4.1.41) 

olarak elde ederiz. Eğer bu denklemlerin α ’ya göre toplamını alırsak  

( )1

1
'

D D
R V

ds ds

λ λ
β ββ λ ν µ β

λ βνµ λ

δ δ
δ φ ξ δ

ξ
 

∆ = − +  
 
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ya da  

( )1

1
'

D D
R V

ds ds

λ λ
λ ν µλ λ
λνµ

δ δφ ξ
ξ
 

∆ = − + 
 

 

olduğu açıktır. Şimdi de uzayda herhangi bir nokta 0P  ve bu noktadan geçen bir eğri C 

olsun. C eğrisi boyunca φ ’ye keyfi bir değer ve λξ ’lara ( 1,2,..nλ = ) 0P  noktasında 

keyfi değerler verirsek, o takdirde ( )1D Vλ λξ φ=  denklemi, teğetleri paralel olarak 

öteleyen, C  boyunca λξ  vektör alanını tanımlar. Dolayısıyla, eğer C eğrisi genel 

Combescure özelliğini taşıyorsa, (4.1.39) koşulları 0P  noktasında C boyunca tanımlı 

herhangi bir λξ  için de geçerlidir, yani 

( ) ( ) ( )1' 0,   

  1,..., 2,  2,... ;   1,2,..., .

R V V V

n n

λ µ β
µνβ α ω λ

ω α α α

=

= − + =
 (4.1.42) 

dir. Üstelik, eğer bu uzay Genel combescure özelliğini taşıyorsa, bu koşullar herhangi 

bir eğri için sağlanmalıdır yani (4.1.42) denklemi 0P  noktasında herhangi bir ( )V λ
α  için 

de geçerli olması gerekir. Dolayısıyla 0P  noktasında 

' 0;       , , , 1,2,...,R nλ
µνβ λ µ ν β= =  (4.1.43) 

koşulu sağlanmalıdır. 0P  noktası uzayın keyfi bir noktası olduğundan ' 0Rλ
µνβ =  eşitliği 

uzayın her noktasında geçerlidir.  

 

Şimdi de (4.1.43) denklemine alternatifi olan denklemleri elde edeceğiz. (2.8.31) 

denkleminden  

'' 0;   , , , 1,2,...,R nλ
µνβ λ µ ν β= =  (4.1.44) 

 yazarız, (2.8.28) denkleminden de  
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�

( ) ( )

0

1 1
' ' '

2 2

' '

' '

R dx dx M R P dx dx P DP DP

R dx dx P DP DP

R dx dx P D P dx D P dx

λ ν β λ ρ ε ν β λ ρ ε
µνβ ρ ενβ µ ρ ε µ

λ ν β λ ρ ε
µνβ ρ ε µ

λ ν β λ ρ ν ε β
µνβ ρ ν ε β µ

=

∧ = ∧ + ∧

∧ = ∧

∧ = ∧

 

( )( )' 'R P D P D Pλ λ ρ ε
µνβ ρ ν ε β µ=  (4.1.45) 

bulunur. (4.1.43) denklemi aynı zamanda deformasyonun bir genel Combescure 

deformasyon olması için  yeter koşuldur. Eğer (4.1.43) denklemi sağlanıyorsa (4.1.40) 

denkleminden  

0α αξ κ φκ∆ + =  

buluruz. (4.1.14) ve (4.1.17) denklemlerinden 

( )1
ds

ds
α α α α α α ακ κ δκ κ ελ κ εφ κ κ= + = + ∆ = − =  

elde ederiz. Bu denklem 3-boyutlu Öklid uzayında Combescure transformasyonun 

özelliğidir, [28].  

 

Dolayısıyla, genel combescure özelliğini taşıyan uzaylar sadece kontravaryant  ve 

kovaryant tipinde flat uzaylardır. 

4.1.2  
13

D  operatörünün tanımı 

λξ  vektörü ( )nR O− ’de tanımlı herhangi bir kontravaryant vektör alanı olsun ve bu 

uzayda sonsuz küçük bir deformasyon (4.1.8) denklemi ile verilsin.  x λ  noktasında 

( )v xλ  ve ( )^v xλ  vektörleri, sırasıyla, (4.1.4) ve (4.1.10) denklemleri ile tanımlanmak 

üzere verilen 

( ) ( )
13 1 3

^D v d d v v x v x
λ λ λ λ = − = − 

 
 (4.1.46) 
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denklemi bir 
13

D  operatörünü tanımlasın. (4.1.4) ve (4.1.10) denklemlerini (4.1.46)’da 

yerlerine yazarsak    

( ) ( ){ }
13

, ,D v v t v tλ λ ω λ α
ω αξ ξ ε= −  (4.1.47) 

buluruz. Üstelik,  

13

D dt dt dt= −  (4.1.48) 

dersek 

13

13

1 ,

1

dt D dt

dt dt

dt D dt

dt dt

= +

= −

 (4.1.49) 

buluruz. ( )^v xλ  ve ( )v xλ  birer vektör olduklarından onların farkı 
13

D vλ , x λ  

noktasında bir vektördür. Bu vektörleri xλ  başlangıç noktasında tanımlamak için x λ  

noktasını xλ  noktasına geri çekerek  

( ) ( )
13

^ ^D v v t v t
λ λ λ  = − 

 
 (4.1.50)  

eşitliğini elde ederiz. Fakat 
13

^ D v
λ 

 
 

 ile 
13

D vλ  yeteri kadar bir yaklaşımla 

örtüştürülebileceğinden (4.1.50)’den  

( ) ( )
13

^v t v t D vλ λ λ= +  (4.1.51)  

buluruz. Şimdi de (4.1.47) denklemini tensörel formda yazalım, önce kovaryant türev 

tanımından  

,

,

'

'

D v v v

v D v v

λ λ λ α
ω ω αω

λ λ λ α
ω ω αω

= + Γ

= − Γ
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ve benzer şekilde  

, 'Dλ λ λ ω
α α ωαξ ξ ξ= − Γ  

buluruz. Bu değerleri (4.1.47)’de yazarsak 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

13

13

' '

' '

D v D v v D v v

D v D v D v v

λ λ ω λ α ω λ α λ ω α
ω αω α ωα

λ λ ω λ α λ λ ω α
ω α αω ωα

ξ ξ ξ ξ ε

ξ ξ ξ ε

= − Γ − + Γ

= − − Γ − Γ
 

( ) ( )( )13

D v D v D vλ λ ω λ α
ω αξ ξ ε= −  (4.1.52) 

buluruz. Şimdi de uλ  kovaryant vektör alanı için 
13

D  operatörünü bulalım. Fakat önce bu 

deformasyonda bir skalerin davranışını görelim. ( )f x , xλ  noktasında bir skaler 

fonksiyon olsun. x x uλ λ λξ δ= +  noktasında ( )f x  fonksiyonu ( )^ f x ’e dönüşür. 

Fakat ( )f x  bir sakaler olduğundan  

( ) ( )^ f x f x=  (4.1.53) 

denklemi geçerlidir, [23]. Öte yandan 

 ( ) ( ) ( ),f x f x f ν
νξ ε= +  

şeklindedir, dolayısıyla  

( ) ( ) ( )
13

,^D f f x f x f ν
νξ ε= − =  (4.1.54) 

bulunur ki bu ( )f x ’in λξ  doğrultusunda Lie türevini verir. Kovaryant bir uµ  vektör 

alanı için 
13

D  operatörü 

( ) ( )
13

^Du u x u xµ µ µ= −  

şeklinde tanımlanır. u vµ
µ   bir skaler olduğundan (4.1.53)’den  
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )^ ^u x v x u x v xµ
µ µ=  (4.1.55) 

buluruz. Bu denklemde 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

13 13

,

13 13

,

^

^

u x u x Du u x u Du

v x v x Dv v x v Dv

ν
µ µ µ µ µ ν µ

µ µ µ µ µ ν µ
ν

ξ ε

ξ ε

= − = + −

= − = + −
 

değerlerini (4.1.55)’de yerlerine yazarsak  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

13 13

, ,u x u Du v x v Dv u x v x

u x v x

ν µ µ ν µ µ
µ µ ν µ ν µ

µ
µ

ξ ε ξ ε  + − + − =  
  

( ) ( )u x v xµ
µ= ( ) ( )

( )

13

,

13

, , , ,

0
0

13 13 13 13

,

0 0

       

       

u x v u x Dv

u v u v u Dv

Du v x Du v Du Dv

µ ν µ
µ ν µ

ν µ ν µ ν ν µ
µ ν µ ν ν µ ν

µ µ ν µ
µ µ ν µ

ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε ξ ε

ξ ε

=
=

= =

 − +  
 

 − − +  
 

     + + −     
     

�








�
�








�

�








� �






�

 

buluruz. Buradan 

13 13

, ,Du v u Dv u v u v
µ µ µ ν ν µ

µ µ µ ν µ νξ ξ ε     + = +        
 (4.1.56) 

13 13

, ,

13

,

Du v u v u v u Dv

Du v u v

µ µ ν ν µ µ
µ µ ν µ ν µ

µ µ ν
µ µ ν

ξ ξ ε

ξ

    = + −       

  = 
 

, ,u v u vν µ µ ν
µ ν µ νξ ε ξ + −

  ,

13

, ,

v

Du v u u v

µ ν
ν

µ ν ν µ
µ µ ν ν µ

ξ ε

ξ ξ ε

 −
 

   = +    

 

13

, ,Du u uν ν
µ µ ν ν µξ ξ ε = +   (4.1.57) 

eşitliği ya da tensörel formda 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

13

13

'' 'Du D u u u D

Du D u u D u D

α ν ν ν α
µ ν µ µν α ν µ αµ

ν ν ν α
µ ν µ ν µ ν µ α

ξ ξ ξ ε

ξ ξ δ ξ ε

 = + Γ + − Γ 

 = + − 

 

eşitliğini elde ederiz. u vµ
µ  skaler olduğundan (4.1.54)’den 

( ) ( ) ( ) ( )
13

, ,,
D u v u v u v u vµ µ ω ω µ µ ω

µ µ µ ω µ ωω
ξ ε ξ ε ξ ε= = +  (4.1.58) 

denklemi geçerlidir. Dolayısıyla (4.1.56) denkleminden 

( ) ( ) ( )
13 13 13

D u v D u v u D vµ µ µ
µ µ µ= +  (4.1.59) 

elde ederiz ki bu denklem 
13

D  operatörü için Leibnitz kuralının geçerli olduğunu 

gösterir. Şimdi herhangi bir (1,1)  tipte  T λ
µ  tensör alanı için,  T u vλ µ

µ λ  bir skaler 

olduğundan 

( ) ( )
13

D T u v d T u vλ µ λ µ
µ λ µ λ=  

denkleminde 
13 13

,  Du Dvµ
λ  değerlerini yerine yazarsak uλ  ve vµ  vektör alanları için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

13 13 13

13

, , , ,

, , ,

13

, ,

         

   

D T u v T D u v T u D v d T u v T d u v T u d v

D T u v T u u v T u v v

T u v T u v T u v

D T u v T u v T u v

λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ
µ λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ λ

λ µ λ ν ν µ λ µ ω µ α
µ λ µ λ ν ν λ µ λ ω α

λ ν µ λ ν µ λ µ ν
µ ν λ µ λ ν µ λ ν

λ µ λ ν µ λ µ α
µ λ µ ν λ µ λ α

ξ ξ ε ξ ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε

ξ ε ξ ε

+ + = + +

 + + + − 

= + +

+ −

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

,

13

, , ,

13

, , ,

13

, , ,

      T u v

D T u v T u v T u v T u v

D T u v T u v T u v T u v

D T u v T T T u v

λ ν µ
µ ν λ

λ µ λ ν µ λ µ α λ ν µ
µ λ µ ν λ µ λ α µ ν λ

λ µ λ ν µ λ ν µ ν λ µ
µ λ µ ν λ ν λ µ µ λ ν

λ µ λ ν λ ν ν λ µ
µ λ µ ν ν µ µ ν λ

ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε

ξ ξ ξ ε

=

= − + +

= + −

 = + − 

 

( ) ( )
13

, , ,D T T T Tλ λ ν λ ν ν λ
µ µ ν ν µ µ νξ ξ ξ ε= + −  (4.1.60) 
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ya da tensörel formda 

( )
13

, , ,

13 '

DT T T T

D T T

DT

λ λ ν λ ν ν λ
µ µ ν ν µ µ ν

λ λ α
ν µ αν µ

λ
µ

ξ ξ ξ ε= + −

− Γ
=

( )
( )

''

' '

T

T D T D

α λ ν
µν α

λ ν ν α ν λ λ α
ν µ αµ µ ν αν

ξ

ξ ξ ξ ξ

+ Γ

+ − Γ − − Γ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )13

' ''DT D T T D T D Tλ λ ν λ ν ν λ λ ν ν α
µ ν µ ν µ µ ν ν αµ µα

ε

ξ ξ ξ ξ ε

 
 
 
 
 

= + − − Γ − Γ

 

( ) ( ) ( ) ( )( )13

DT D T T D T D T Dλ λ ν λ ν ν λ λ ν α
µ ν µ ν µ µ ν ν α µξ ξ ξ δ ξ ε= + − −  (4.1.61) 

elde ederiz. 
13

D  operatörü vektör ve tensörlerin yanısıra λ
µνΓ  konneksiyonuna da 

uygulanabilir. Bunun için xλ  noktasında ( )v xλ  vektörünü göz önüne alalım ve bu 

vektörü paralel öteleme ile  x dxλ λ+  noktasına götürelim. Bu şekilde elde ettiğimiz 

vektörü ( )*v x dxλ +  ile gösterelim, yani 

( )* 'v x dx v v dxλ λ λ µ ν
µν+ = − Γ . (4.1.62) 

Şimdi de ( )v xλ  ve ( )*v x dxλ +  vektörüne (4.1.8) transformasyonunu uygulayalım. xλ  

noktasındaki ( )v xλ  vektörü  x λ  noktasındaki ( )^v xλ  vektörüne dönüşür ve 

( ) ,^ vv x v vλ λ λ νξ ε= +  (4.1.63) 

yazarız. ( )*v x dxλ +  vektörü ise  

( )( ) ( )( ){ }
( )( ){ }

( )( ){ }
( ) ( ) ( )( )

( )( )
, ,

, , ,

^ * ^ *

      ^ *

      ^ *

      * *

      ' '

v x dx v x d x

v x dx d

v x dx d

v x dx dx v x dx

v v dx dx v v dx

λ λ

λ

λ

λ λ λ ν µ
ν µ

λ λ µ ν λ λ ν µ µ β γ
µν µ ν µ βγ

ξε ξε

ξε ξ ε

ξ ξ ε

ξ ξ ε

ξ ξ ε

+ = + + +

= + + +

= + + +

= + + + +

= − Γ + + − Γ
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( ){ } ( )( ), , ,

, , , ,

^ * ' '

                ' '

v x dx v v dx dx v v dx

v v dx v v dx

λ λ λ µ ν λ λ ν µ µ β γ
µν µ µ ν βγ

λ λ µ ν λ µ λ λ α µ ν
µν µ µ ν α µν

ξ ξ ε

ξ ε ξ ξ ε

+ = − Γ + + − Γ

 = − Γ + + − Γ 

 (4.1.64) 

vektörüne dönüşür. ( )xλ
µνΓ ’in transformasyondan sonraki ( )^ xλ

µνΓ  değerini bulmak 

için ( )^v xλ  vektörünün ( )^*v x dxλ +  vektörü ile ( )^ xλ
µνΓ  konneksiyona göre paralel 

olduğunu varsayacağız. Bu takdirde  

( ) ( ) ( ) ( )( )^ * ^ ^ ' ^v x dx v x x v x dxλ λ λ µ ν
µν+ = − Γ  (4.1.65) 

yazabiliriz. 
13

D  operatörünün tanımını ve 
'

' '
x

λ
µνλ λ ω

µν µν ωε ξ
∂ Γ

Γ = Γ +
∂

 denklemini 

kullanarak 

( ) ( )

( ) ( )

( )

13

13

13

,

' ^ ' '

^ ' ' '

^ ' ' '

x x D

x x D

x D

λ λ λ
µν µν µν

λ λ λ
µν µν µν

λ λ λ ω λ
µν µν µν ω µνξ ε

Γ − Γ = Γ

Γ = Γ − Γ

Γ = Γ + Γ − Γ

 (4.1.66)  

yazalım. ( )^ *v x dxλ + , ( )^v xλ  ve  ( )^ xλ
µνΓ ’nın değerlerini (4.1.65)’de yerlerine 

yazarsak 

( ) ( ) ( ) ( )^ * ^ ^ ' ^v x dx v x x v x dxλ λ λ µ ν
µν+ = − Γ  

( )( )
, , , ,

13

, , , ,

' '

     ' ' 'v v

v v dx v v dx

v v D v v dx dx

λ λ µ ν µ λ λ α µ ν
µν µ µ ν α µν

λ λ ν λ λ ω λ µ µ ν ν ν ω
µν µν ω µν ω

ξ ε ξ ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε ξ ε

 − Γ + + − Γ 

 = + − Γ + Γ − Γ + + 
 
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( )( )
( )( )

( )( )

, , , ,

, , ,

, , ,

13

, ,

,

' '

     '

         '

         '

    '

v

v

v v dx v v dx v dx

v v v v dx dx

v v dx dx

D v v dx dx

v v v dx

λ λ µ ν µ λ µ ν λ α µ ν
µν µ µ ν α µγ

λ λ ν λ µ µ α ν ν ω
µν α ω

λ ω µ µ α ν ν ω
µν ω α ω

λ µ µ α ν ν ω
µν α ω

λ λ ν λ µ
µν

ξ ε ξ ε ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε

ξ ε ξ ε

ξ ε

− Γ + + − Γ

= + − Γ + +

− Γ + +

− Γ + +

= + − Γ , ,

,

13 13 13

, ,

0 0

' '

         '

         ' ' '

v dx v dx

v dx

D v dx D v dx D v dx

ν λ µ α ν λ µ ν ω
µν α µν ω

λ ω λ ν
µν ω

λ µ ν λ µ ν ω λ µ α ν
µν µν ω µν α

ξ ε ξ ε

ξ ε

ξ ε ξ ε
= =

− Γ − Γ

− Γ

− Γ − Γ − Γ
�









� �









�

 

vλ ' v dxλ µ ν
µν− Γ , vµ

µξ ε+ , , , '

       

v dx v dx

v

λ µ ν λ α µ ν
µ ν α µν

λ

ξ ε ξ ε+ − Γ

= ,vv
λ νξ ε+ ' v dx

λ µ ν
µν− Γ , ,

13

,

' '

             ' '

v dx v dx

v dx D v dx

λ µ α ν λ µ ν ω
µν α µν ω

λ ω λ ν λ µ ν
µν ω µν

ξ ε ξ ε

ξ ε

− Γ − Γ

− Γ − Γ

 

13

, ,

, , , ,

'

     ' ' ' '

D v dx v dx

v dx v dx v dx v dx

λ µ ν λ µ ν
µν µ ν

λ ω λ ν λ α µ ν λ µ α ν λ µ ν ω
µν ω α µγ µν α µν ω

ξ ε

ξ ε ξ ε ξ ε ξ ε

Γ =

+ Γ − Γ + Γ + Γ
 

( )
( )

13

, , , , , ,

13

, , , , , ,

' ' ' ' '

' ' ' ' '

D v dx v dx

D

λ µ ν λ λ ω λ α λ α λ α µ ν
µν µ ν µν ω α µν µα ν αν µ

λ λ λ ω λ α λ α λ α
µν µ ν µν ω α µν µα ν αν µ

ξ ξ ξ ξ ξ ε

ξ ξ ξ ξ ξ ε

Γ = + Γ − Γ + Γ + Γ

Γ = + Γ − Γ + Γ + Γ
 

ya da tensörel formda 

( )

( ) ( ) ( )

13

, , , , , ,

13 , , ; ,

13

' ' ' ' '

' ' ' '' '
'

' ' ' ' ' '

'

D

D D D
D

D D D

D D
D

λ λ λ ω λ α λ α λ α
µν µ ν µν ω α µν µα ν αν µ

λ λ α λ α λ ε α λ λ ω
ν µ αµ ν αµ ν εν µ µν α µν ωλ

µν λ λ ε α λ α α ε λ α α ε
α εα µν αµ ν εν αν µ εµ

λ
ν µλ

µν

ξ ξ ξ ξ ξ ε

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ε

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

Γ = + Γ − Γ + Γ + Γ

 − Γ − Γ − Γ + Γ + Γ
 Γ =
 − − Γ Γ + Γ − Γ + Γ − Γ 

Γ =
( )

, ,' ' ' '

' ' D D

λ ω λ ω α λ ω
µω ν µν ω µν αω

α λ ω α λ
µω αν ν µ α

ξ ξ ξ
ε

ξ δ ξ

 − Γ + Γ + Γ Γ
 
 − Γ Γ − 

 

( )( )13

' 'D D D R D Dλ λ λ ω α λ
µν ν µ µνω ν µ αξ ξ δ ξ εΓ = + −  (4.1.67) 
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Bu denklemler genel konneksiyonun 
13

D -varyasyonunu verir. ∆  operatörü için 

bulduğumuz değişim formülleri benzer hesaplamalar yaparak 
13

D  operatörü için 

( )( )

13 13

13

            '

D D
D v Dv

dt dt

dx v D dt
D D R D D v u

dt dt dt

λ λ

ν λ
λ λ ω α λ µ

ν µ µνω ν µ α
δξ ξ δ ξ δ

   −   
  

= + − −

 (4.1.68) 

şeklinde bulunur. Bu son denklemde (4.1.67) denklemini yazarsak  

( )
13

13 13 13

'
D dtD D dx v

D v Dv D v
dt dt dt dt dt

ν λ
λ λ λ µ

µν
δε   − = Γ −  

  
 (4.1.69) 

eşitliğini buluruz. Bu denklemler kovaryant türev ile 
13

D  operatörü arasındaki değişim 

formülleridir.  

 

Bu bölümde tanımladığımız ∆  ve 
13

D  operatöreleri eğrilerin deformasyonunu incelemek 

için kullanılır örneğin; otoparalel eğrileri otoparalel eğrilere, çemberi çembere, projektif 

konileri projektif konilere dönüştüren transformasyonlar bulabiliriz. Şimdi de otoparalel 

eğrilerin deformasyonlarını inceleyelim. 

4.1.3 Otoparalel eğrileri otoparalel eğrilere dönüştüren dönüşümler 

C eğrisinin bir afin parametresi s olmak üzere Riemann-Otsuki uzayında otoparalel 

eğrileri Bölüm 2.12’de  

2 2

2 2
' 0

D x d x dx dx

ds ds ds ds

λ λ µ ν
λ
µν≡ + Γ =  (4.1.70) 

koşulu ile tanımlamıştık.  

( ) ( ) ( )x s x s sλ λ λξ ε= +   (4.1.71) 

şeklindeki sonsuz küçük bir deformasyon ( )x sλ  eğrisini ( )x sλ  eğrisine dönüştürür. 

Bu bölümde otoparalel eğrilerin otoparalel eğrilere dönüşmesi için gerek ve yeter 
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koşulları araştıracağız. Bunun için 
13

D  varyasyonu kullanalım. 
13

D  varyasyonun 

tanımından  

2 2 213

2 2 2

^D x D x D x
D

ds ds ds

λ λ λ 
= −  

 
 

yazılabilir ve dolayısıyla s ile s , sırasıyla, C ile C  eğrilerinin afin parametreleri olmak 

üzere aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 4.1.1.  (4.1.71) deformasyonunun otoparalel eğrileri otoparalel eğrilere 

dönüştürmesi için gerek ve yeter koşul  

213

2
0

D x
D

ds

λ 
= 

 
 (4.1.72) 

olmasıdır. 

 

Şimdi de (4.1.72) koşuluna aleternatif koşulları verelim. İlk önce ( )x tλ  eğrisinin 
dx

dt

λ

 

tanjant vektörünün 
13

D  varyasyonunu hesaplayalım. (4.1.49) denklemini kullanarak 

(4.1.71)’den 

( )
13

1

x x

dx d ds
x

ds ds ds

dx dx d D ds

ds ds ds ds

λ λ λ

λ
λ λ

λ λ λ

ξ ε

ξ ε

ξ ε

= +

= +

   = + −    

 

13

,

dx dx dx dx D ds

ds ds ds ds ds

λ λ α λ
λ

αξ ε= + −  (4.1.73) 

buluruz. Ayrıca (4.1.10)’dan   

,

^ dx dx dx

ds ds ds

λ λ α
λ

αξ ε= +  (4.1.74) 
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elde ederiz. (4.1.73) ve (4.1.74) denklemlerini   

13 ^dx dx dx
D

ds ds ds

λ λ λ 
= −  

 
 

denkleminde yerine yazarsak 

13
13 dx dx D dt
D

ds ds ds

λ λ

= −  (4.1.75) 

denklemini buluruz.  (4.1.69) denkleminde 
dx

v
dt

λ
λ =  alırsak, 

dx Dx

ds ds

λ λ

=  olduğunu 

kullanarak  

13

13 13 13

13
13

2 213 13

13
2 213

'

'

D ds
D dx D dx dx dx D dx

D D D
ds ds ds ds ds ds ds ds ds

D ds
D x D dx D ds dx dx D x

D D
ds ds ds ds ds ds ds ds

D x D x D ds dx
D

ds ds ds

λ λ ν µ λ
λ
µν

λ λ ν µ λ
λ
µν

λ λ

 
        − = Γ −     

     

 
       + = Γ −      

    + +      

13
13

213

'
D ds

d D ds dx dx D x
D

ds ds ds ds ds ds ds

λ ν µ λ
λ
µν

 
   

   = Γ −
 
 

 

13 13
2 213 13

0
0

' 2
D x dx dx D x D ds dx d D ds

D D
ds ds ds ds ds ds ds ds

λ ν µ λ λ
λ
µν

==

        = Γ − −          �

��





�

 (4.1.76) 

buluruz. (4.1.76)’dan   

13
13

' 0
dx dx dx d D ds

D
ds ds ds ds ds

ν µ λ
λ
µν ε

 
 Γ − =
 
 

 (4.1.77) 

ya da (4.1.67)’den 
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( )( )
13

0
dx dx dx d D ds

D D R D D
ds dt ds ds ds

ν µ λ
λ λ ω α λ

ν µ µνω ν µ αξ ξ δ ξ ε
 
 + − − =
 
 

 (4.1.78) 

buluruz ki bu denklem (4.1.72) denkleminin alternatif denklemidir. 

4.1.4 Riemann Çemberini Riemann Çemberine dönüştüren dönüşümler 

İlk önce ( )nR O−  uzayında Riemann çemberini tanımlayalım ve çemberin difaransiyel 

denklemlerini verelim. ( )x sλ , ( )nR O− ’de bir eğri olsun. Bu eğri için Frenet  

formülleri 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
j j j r j

rl l l l l l

D D
V V V V

ds ds
κ κ δ− − += − + +  ,  1,...,   l n= 0 0,  0nκ κ= =   

şeklinde verilmişti. 1κ  birinci eğriliği sabit ( 1 0
D

ds

κ
= ) ve ikinci, üçüncü,…, ( )1n − . 

eğrilikleri sıfır ( ( ) ( ) ( )2 3 1
0

n
κ κ κ −= = = ) olan eğriyi inceleyelim. Bu tip eğrilere Riemann 

çemberi denir, [24].  Frenet Formüllerinde birinci ve ikinci denklemlerde ( ) ( )2 3
0κ κ= =  

alırsak 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1
j j r j

r

D D
V V V

ds ds
κ δ= + , (4.1.79) 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2
j j r j

r

D D
V V V

ds ds
κ δ= − +  (4.1.80) 

buluruz. (4.1.79) denkleminin her iki tarafına Otsuki kovaryant türevini uygularsak, 

Frenet Formülleri kullanılarak 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 1

2
1 2

1 12

2
1 2 1

1 1 12

D D D D D
V V V

ds ds ds ds ds

D V DV DD
V

ds ds ds ds

D V DV DV DD D DD
V V

ds ds ds ds ds ds ds ds

λ λ ε λ
ε

λ λ λ
µε µ

ε

λ λ ε λλ λ µ
µε εε ε ε

κ δ

δ
κ δ

δδ δ δκ

   
= +   

   

 
= +   

 

  
= + + −     

   
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1

1 1 1 2 1 2 12

1 1

2
1

1 1 1 2 1 2 12

              

D V D D D
V V V V

ds ds ds ds

DD DD
V V

ds ds ds ds

D V DD
V V V V

ds ds ds

λ λ ε λ
λ ε ε αε α ε

λλ µ
µε εε ε

λ ε
λ ε λ ε α α

ε

δ δ δκ κ κ

δδ δ

δκ κ δ κ

   
= − + + +   

   

  
+ −     

   

 
= − + + + 

 

( ) ( )1 1
             

D

ds

DD DD
V V

ds ds ds ds

λ
ε

λλ µ
µε εε ε

δ

δδ δ

 
 
 
 

 
+ − 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2

1 1 1 2 12 2
2

D V D
V V V

ds ds

λ λ
λ ε ε εδκ κ

 
 
 
 

 
= − + +  

 

 

ya da 

( ) ( ) ( ) ( )

23
2
1 1 2 13 2

2 0
D Dd x dx

V V
ds ds ds ds

λ λλ λ
α εα εδ δκ κ

 
+ − − = 

 
 (4.1.81) 

buluruz. Burada 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1 12
1 1 1

DV DV DD
s g V V

ds ds ds ds

µ ν νµ
βα βα

µν

δδκ
  
  = − −
  
  

 

şeklindedir. Tersine, eğer (4.1.81) denklemi geçerli ise bu eğriler ya çember ya da 

kovaryant tipte geodezik eğrilerdir. (2.6.9) formülünü kullanarak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
1 1 1 1 1

              

              

              

T T

D D D D D D
s g V V V V

ds ds ds ds ds ds

D D
T T T T

ds ds

DD
T T T T

ds ds

DTDT
T

ds

µ ν

µ α µ ν β ν
µν α β

µ µ ν
µ ν µ

ν
µν µ µ

µ ν ν

µ

µ

κ δ δ

δ

δ
δ

   
   

= − −   
   

   

= =

= −

= +

�










� �










�

( )
( ) ( )              

D
T T T

ds ds

D g T DDT
T T T T

ds ds ds

ν
µ µµ µ

ν

ε ν νµ
µν ε µµ µ

µ ν

δ

δ δ

−

= + −
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2
1

0

                    

              

D T DD gD DT
s T T T g T g T T

ds ds ds ds ds

D
T T

ds

DDDT DT
g T g T g T T g T T

ds ds ds ds

ε νµ
εµνν ε µ ν µ ε µ

µ ε ε µν µν

ν
µ µ

ν

ννµ ε
µε µ ε µ µ εε

µε µε µν εν

δ
κ δ δ

δ

δδ

=

 
 = + + − 
 
 

−

= + − −

�



�

 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
1

1 1

1 1

1 1

1 1

2 2

              2

                  2

DD DT
s g T g T T

ds ds ds

DV DVD DD
g V V

ds ds ds ds ds

DV DVD D D
g V V

ds ds ds ds ds

νµ
ν ε µε

µν µν

ε µε µ
α αα α

µε

ε µν ε µ
α αε α α

µν

δκ

δ δ

δ δ δ

= −

   
   = − −
   
   

  
  − − −
  
  

 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1 1

1 1 1 1

2
1 2 1 1

1 12 2

2
1 1 1 2

1 2

2

                 2

             2

                  2

2
            2

D s g DV V D D DV V D

D g DV V D DV V D

g V D V D V D

D g V V

V V D

g V

ε α ε µ α µ
µε α α

ν ε α ε µ α µ
ε µν α α

ε µ α µ
µε α

ν ε µ
ε µν

µ α µ
α

ε
µε

κ δ δ

δ δ δ

κ δ

δ κ κ

κ κ δ
κ

= − −

− − −

= −

−

− + +
=

( )

( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1

2
1 1 1

2
1 2 2

3 2 2
1 11 2 1 2 2 2 1

0

                   2

2

            2

V D

DV D V D D V D

D g V V

g V V g V V D g V V D

ε µ
ε

α µ α µ β α µ
α α α β

ν ε µ
ε µν

ε µ ε α µ ε ε µ
µε µε α µε ε

δ

δ δ δ δ

δ κ

κ κ δ κ δ
=

 
 
 − + − 
 

−

− + +

=

�




�

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1 1 12 2 1 2 1
g V V V D D g V V Dε α β α µ ε α µ

µε β α µε ακ κ δ δ κ δ+ +
−

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1

2
1 2 2

2
1 2 2

                  2

2
           2

g V V D D

D g V V

g V V D

ε α β µ
µε α β

ν ε µ
ε µν

ε α µ
µε α

κ δ δ

δ κ

κ δ

 
 
 
  
  
   −  

−

=
( ) ( )

2
1 2 2g V V Dε α µ

µε ακ δ− ( ) ( )1 2 1g V V D Dε β α µ
µε β ακ δ δ−

( ) ( )1 2 1
g V V D Dε α β µ

µε α βκ δ δ+ ( ) ( )
2
1 2 2

g V V Dε µ ν
µν εκ δ−

           0

 
 
 
 
 

=
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buluruz. Dolayısıyla birinci eğriliği 1 sabitκ =  sabit veya 1 0κ =  dır.  1 0κ =  olursa  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 1 1

1 1

0

' ' ''

'' 0

DV V D

DV D V

dV V dx V dx

dV V dx

µ α µ
α

µ µ α
α

µ µ α ν µ µ α ν
αν αν αν

µ µ α ν
αν

δ

δ

− =

=

+ Γ = Γ − Γ

+ Γ =

 

bulunur ki bu eğrinin kovaryant tipte bir geodezik eğri olduğunu gösterir. Sonuç olarak 

(4.1.81) denklemleri Riemann çemberinin diferansiyel denklemleridir.  Dolayısıyla 

aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 4.1.2 (4.1.3) ile verilen deformasyonun Riemann çemberini Riemann 

çemberine dönüştürmesi için gerek ve yeter koşul  

( ) ( ) ( ) ( )

23
2
1 1 2 13 2

2 0
D Dd x dx

V V
ds ds ds ds

λ λλ λ
α εα εδ δκ κ

  
∆ + − − =   

  
 

ya da 

( ) ( ) ( ) ( )

3 213
2
1 1 2 13 2

2 0
d x dx D D

D V V
ds ds ds ds

λ λ λ λ
α εα εδ δκ κ

  
+ − − =  

  
 

olmasıdır. 

4.2. RIEMANN-OTSUKI UZAYINDA GENELLEŞTİRİLMİŞ HELİS  

3-boyutlu Öklid uzayında bir C eğrisi için 1 2,κ κ  eğrinin, sırasıyla, eğriliği ve burulması 

olmak üzere 2

1

sabit
κ
κ

=  ise bu eğriye helis denir. Riemann-Otsuki uzayında da benzer 

denklemleri sağlayan bir eğri bulmamız mümkündür. Bunun için eğrilerin sonsuz küçük 

paralel teğet deformasyonlarını kullanacağız. 

( )nR O−  uzayında bir C eğrisi s, eğrinin yay uzunluğu parametresi olmak üzere,  

( )x x sλ λ=  (4.2.1) 
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parametrik denklemleri ile verilsin. Bu eğrinin her noktasında sonsuz küçük bir 

deformasyon   

( ) ( ) ( )x s x s sλ λ λεξ= +  (4.2.2) 

olduğunda göre bu deformasyonla C eğrisinden elde ettiğimiz eğriyi C  ile gösterelim. 

Bu deformasyonun,  

( )1

1 D
V

ds

λ
βλ βδ

ξ
ξ

∆ =  (4.2.3) 

koşulunu sağladığını düşünelim, (bölüm 4.1.1). Bu takdirde λξ  vektörünün teğet ve 

normaller boyunca bileşenlerini ifade edelim. c’ler, s’nin skaler fonksiyonları olmak 

üzere  

( )
1

n

c V
λ λ

α α
α

ξ
=

=∑   (4.2.4)  

şeklinde yazalım. Frenet formüllerini kullanarak 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

11 1
1

1 1 1
1 1

1 1 1

       

       

       

n

n

n n

DV dcD
c V

ds ds ds

D dc
c V V V V

ds ds

Ddc
c c V c V

ds ds

dc
c c V

ds

λλ
α λα

α α
α

λ
βλ λ β λα

α α αα α α α
α

λ
βλ βα

α α α α αα α
α α

α
α α α α α

ξ

δ
κ κ

δ
κ κ

κ κ

=

−+ −
=

− − +
= =

− − +

 
 = +
 
 

  
= − + +    

  

 = + − + 
 

 = + − 
 

∑

∑

∑ ∑

( )0
1

,         0
n

n

D

ds

λ
βλ β

α

δ
ξ κ κ

=

+ = =∑

 (4.2.5) 

buluruz. (4.2.5) denklemini (4.1.25)’de yazarsak 
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( )

( ) ( )

1

1 1 1 1
1

1 1 1 1

1
2 1

  

  

  

n

DD
V

ds ds

D Ddc
c c V V

ds ds ds

dc
c c

ds

dc
c

ds

µµ
ωω

µ

µ µ
β βµ β βα

α α α α α µ
α

αα
α α α α

δξφ ξ

δ δ
κ κ ξ ξ

κ κ δ

κ

− − +
=

− − +

 
≡ − 
 

  = + − + −     

 = + − 
 

 = − 
 

∑
 (4.2.6) 

buluruz. (4.2.6) ve (4.2.5) denklemlerini (4.1.28)’de yazarsak 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1 1

1 1 1
1

1
2 1 1

1
1 1 1 2 1 1

1

1

1
       

1
       

     

n

n

D
V V

ds

Ddc
c c V

ds ds

dc
c V

ds

dc dc
c c V c V

ds ds

D

ds

λ
λ λ

λ
βλ βα

α α α α α
α

λ

λ λα
α α α α α

α

λ
β β

ξ φ
ξ

δ
κ κ ξ

ξ
κ

κ κ κ

ξ δ
ξ

− − +
=

− − +
=

 
∆ = − 

 

  + − +  
  =

  − −  
  

    + − − −    
    =

 
+ 
 

∑

∑

( )1 1 1
2

1
  

n Ddc
c c V

ds ds

λ
βλ βα

α α α α α
α

δ
κ κ ξ

ξ − − +
=

  = + − +     
∑

  (4.2.7) 

buluruz ve (4.2.3) koşulunu gözönüne alırsak 

( )1 1 1
2

0
n dc

c c V
ds

λα
α α α α α

α
κ κ− − +

=

 + − = 
 

∑   (4.2.8) 

elde ederiz, yani c’lerin sağlaması gereken koşullar   

1 1 1,          2,3,...,
dc

c c n
ds

α
α α α ακ κ α+ − −= − =   (4.2.9) 

dir. Bu denklemler n tane 1,..., nc c  skaler fonksiyonları için  (n-1) tane denklemdir öyle 

ki c’lerden 1 tanesini eğri boyunca keyfi olarak tanımlayabiliriz. (4.2.9)’dan 
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2
3 2 1 1

3
4 3 2 2

1
1 2 2

1 1

,  

,    

...............................................

,    

        

n
n n n n

n
n n

dc
c c

ds

dc
c c

ds

dc
c c

ds

dc
c

ds

κ κ

κ κ

κ κ

κ

−
− − −

− −

= −

= −

= −

= −

 (4.2.10) 

buluruz. Bu sistemde önce 0nc =  alalım. Bu takdirde 1 0nκ − ≠  için 1 0nc − =  buluruz ve 

buradan da 2 2 1... 0nc c c− = = = =  bulunur, yani 0λξ = . Dolayısıyla 0nc =  için 

deformasyon yoktur.  

 

Şimdi de cα ’ları sabit alırsak (4.2.10)’dan 

3 2 1 1

4 3 2 2

1 2 3 3

1 2 2

1 1

0,

0,    

..................................

0,

0,    

0,          

n n n n

n n n n

n n

c c

c c

c c

c c

c

κ κ
κ κ

κ κ
κ κ

κ

− − − −

− − −

− −

− =
− =

− =
− =

− =

 (4.2.11) 

bulunur. Buradan n tek−  için   

3 5 2... 0n nc c c− −= = = =  (4.2.12) 

ve  

1 2

2

n n

n n

c
sabit

c

κ
κ

− −

−

= =  (4.2.13) 

buluruz. n çift−   ise   

3 5 1... 0n nc c c− −= = = =   (4.2.14) 

ve  
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3 4

4 2

n n

n n

c
sabit

c

κ
κ

− −

− −

= =  (4.2.15) 

buluruz. Bu şekilde devam edersek n-tek için 2

1

sabit
κ
κ

=  ve n-çift için 3

2

sabit
κ
κ

=  

buluruz. Bu denklemler 3-boyutlu Öklid Uzayında helis eğrisinin karakteristik 

denklemleridir dolayısıyla bu eğriye genelleştirilmiş helis denir. Yani Riemann-Otsuki 

uzayında, ( )1

1
V Dλ λ µ

µδ ξ
ξ

∆ =  koşulunu sağlayan deformasyon sadece cα ’lar sabit 

olduğunda genelleştirilmiş helis tanımlar. Riemann uzayında ise bu deformasyon bir 

paralel teğet deformasyonudur, yani ( )1
0V λ∆ = . ( )1

1
V Dλ λ µ

µδ ξ
ξ

∆ =  koşulunu sağlayan λξ  

deformasyonu, n-tek için ( ) ( ) ( )2 1
, ,...,

n n
V V Vλ λ λ

−  ile tanımlanan 
1 1

2 2
n

 + 
 

 boyutlu uzayda,  n-

çift için ise ( ) ( ) ( )2 2
, ,...,

n n
V V Vλ λ λ

−  ile tanımlanan 
1

2
n  boyutlu uzayda bir deformasyondur. 

Üstelik, n’nin tek ya da çift oluşuna bağlı yay uzunluğunun birinci varyasyonu sırasıyla 

sıfır ya da sıfırdan farklıdır. Bunu  

1
1 2

1

1

ds

ds

dcds
c

ds ds

εφ

ε κ

= −

 = − − 
 

 

denklemlerinden görebiliriz. n-tek için 2 10,   c c sabit= =  dolayısıyla 1
ds

ds
= . n-çift ise 

1 20,   0c c= ≠  çünkü 2 0c =  olsaydı 4 6 ... nc c c= = =  buluruduk ki bu deformasyonun 

olmadığını gösterir. Dolayısıyla 1
ds

ds
≠ . 

4.3. ( )nR O− ’DE İNVOLÜT EĞRİLER 

Öklid uzayında verilen bir C eğrisinin teğetlerine dik olan eğriye C’nin involüt eğrisi 

denir. Weyl Uzayında involüt eğriler [29]’da incelenmiştir. Burada ise ( )nR O− ’deki 

involüt eğrileri inceleyeceğiz. 
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( )nR O− ’de bir ( ): i iC x x s=  eğrisi verilsin. ( ) ( ) ( )1 2
,  ,  ....,  

n
V V V  birim vektörleri eğrinin, 

sırasıyla, tanjant, 1.normal, 2.normal, … ve (n-1).normal vektörleri ve 

1,..., ;  1,...., 1l l nκ κ = − , eğrinin eğrilikleri  olsun. ε  sonsuz küçük bir sabit ve ( )sλ λ=  

olmak üzere, C eğrisine yakın olan bir C  eğrisi 

( )1
i i ix x Vελ= +                                                                                                (4.3.1) 

ile verilsin. P ve P  noktaları iki eğrinin karşılık gelen noktaları olsun. (4.1.7)’de vλ  

yerine ( )1
iV  yazarsak, P noktasında 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1* i i i j k

jkV V V Vελ= − Γ                                                                                  (4.3.2) 

vektörünü buluruz. ( ) ( ) ( )1 2,  ,  ....,  
n

V V V  birim vektörleri C  eğrisinin, sırasıyla, tanjant, 

1.normal, 2.normal, … ve (n-1).normal vektörleri olsun. Eğer her P  noktasında, ( )1
*V  

vektörü  ( )1V  vektörüne dik ise C  eğrisine C’nin involüt eğrisi denir. 

Teorem 4.3.1. ( )nR O− ’de C  eğrisi C eğrisinin bir involüt eğrisi ise 

( ) ( )1 11+
i

aa

i

Dd
V V

ds ds

δλε ελ
 

=  
 

 

denklemi sağlanır. 

İspat.    

( )1
i i ix x Vελ= +                                                                                                (4.3.3) 

denkleminin  diferansiyelini alırsak 

 ( ) ( )
( )

( )
1

1 1 1

ii
i i

dVdx d ds
V V V

ds ds ds ds

λελ ε
 
 = = + +
 
 

                                                 (4.3.4) 

buluruz. 

Bu eğrinin C’nin bir involüt eğrisi olması için her noktada ( ) ( )1 1
*V V⊥  olmalıdır, yani 
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( ) ( )1 1* 0i j

ijg V V =                                                                                                (4.3.5) 

denklemi gerçeklenmelidir. Bunun için (4.1.9), (4.3.2) ve (4.3.4) denklemlerini 

(4.3.5)’de yerine yazarsak ( ) ( )1 1* 0i j

ijg V V =  denkleminden 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1

1

1 1

1 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1

0 '' ''

        '

        

0 '' ''

        

k a k a

ij ia jk ja ik

i i a k

ak

j

j j

k a k a

ij ia jk ja ik

j

i j i i j i a k j

ak

g V g V g

V V V

dV d
V V

ds ds

g V g V g

dV d
V V V V V V V V

ds ds

ελ ελ

ελ

λελ ε

ελ ελ

λελ ε ελ

= + Γ + Γ

⋅ − Γ

 
⋅ + + 
 
 

= + Γ + Γ

 
⋅ + + − Γ 
 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

0 ' '

     '

0 '

     '

k a k a k a k a

ij ia jk ia k j ja ik ja k i

j

i j i i j i a k j

ak

a

ji j k a i j i j

ij ia jk ia

k a i j

ja ik

g V g V g D V g V g D

dV d
V V V V V V V V

ds ds

D
g V V V g V V g V V

ds

V g V V g

ελ ελ δ ελ ελ δ

λελ ε ελ

δ
ελ ελ

ελ ελ

= + Γ − + Γ −

 
 ⋅ + + − Γ
 
 

= + Γ −

+ Γ − ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1 1 1 1 1 1     '

a
i ji

ja

j

i i j i a k j

ij ij ij ak

D
V V

ds

dV d
g V V g V g V V V

ds ds

δ

λελ ε ελ+ + − Γ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

11 2 1 1 1

1 1 1 1 1

0 1 '

       '

       '

       '

a

jk a i j i j

ia jk ia

a
k a i j i ji

ja ik ja

j
i j a j a ka

ij ak

i j i a k j

ij ij ak

D
V g V V g V V

ds

D
V g V V g V V

ds

D
g V V V V V

ds

d
V g V g V V V

ds

δ
ελ ελ

δελ ελ

δελ κ

λε ελ

= + Γ −

+ Γ −

 
+ + − Γ 

 

+ − Γ
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

0 1 +

1+ 0

1+

i
a j i ja

ji ij

i
i j a ja

ij ji

i
aa

i

D d
g V V V g V

ds ds

d D
g V V g V V

ds ds

d D
V V

ds ds

δ λελ ε

λ δε ελ

λ δε ελ

= −

− =

=

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 4.3.2.  Eğrinin iki farklı involüt arasında kalan C eğrisinin tanjant parçasının 

uzunluğu ( ) ( )1 1
a i

aiV V D ds

e
δ∫  nın bir katıdır. 

İspat. Teorem1’den   

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1

1

1a i a i
a ai i

i
aa

i

V V D V V D

d D
V V

ds ds

e e ds C
δ δ

λ δλ
ε

λ
ε

−

− = −

 ∫ ∫= − + 
 
∫

 

Dolayısyla iki farklı involüt eğrisi için  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

2 2

1

1

a i a i
a ai i

a i a i
a ai i

V V D V V D

V V D V V D

e e ds C

e e ds C

δ δ

δ δ

λ
ε

λ
ε

−

−

 ∫ ∫= − + 
 

 ∫ ∫= − + 
 

∫

∫
. 

Bu denklemlerde  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1

a i
ai

a i
ai

V V D

V V D

e s

e ds s

δ

δ

α

β−

∫ =

∫ =∫
 

alırsak  

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

1

1

s s C

s s C

λ α β
ε

λ α β
ε

 = − + 
 

 = − + 
 
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buluruz. Bu iki involütün denklemleri  ( ) ( )( ) ( )2 1
i i ix x s s C Vα β ε= + +  ve 

( ) ( )( ) ( )1 1
i i ix x s s C Vα β ε= + +  şeklindedir. Bu değerleri ( )1 2

i ix x ε λ λ− = −  

denklemine yerine yazarak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1 2 1 21 1

2 1 1

1 1

                     

i i

i

V s s C s s C V

s C C V

ε λ λ ε α β α β
ε ε

εα

    − = − + − − +    
    

= −
 

buluruz ve buradan da  

( ) ( ) ( )1 1

1 2 2 1

a i
aiV V D

e C C
δλ λ ∫− = −  

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanır. ( ) ( )1 1
0

i
aa

i

D
V V

ds

δ
=  için ise Riemann uzayında 

geçerli olan 

1 2 2 1C Cλ λ− = −  

involüt eğrisinin özelliği bulunur. 

4.4. ( )nR O− ’ DE BERTRAND EĞRİLERİ 

Bu kısımda 3-boyutlu Öklid uzayında Bertrand Eğrilerinin bilinen özelliklerini n-

boyutlu Riemann-Otsuki uzayında araştıracağız. Öklid uzayında Bertrand eğrileri 

aşağıdaki özellikleri sağlar: 

Eğer iki eğrinin 1.normalleri çakışırsa;  

1a) Karşılıklı gelen iki nokta arasındaki uzaklık sabittir. 

2a) Bu iki eğri bir Bertrand çifti oluşturur yani C eğrisinin iki eğriliği arasında lineer 

bir bağıntı vardır. 

3a) Karşılıklı noktalardaki teğetler arasındaki açı sabittir. 

 

Eğer normali boyunca bu iki eğri arasındaki uzaklık, karesi dikkate alınmayacak kadar, 

küçük ise, 1a) ve 3a) özellikler geçerlidir fakat 2a) özelliği yerine  

2b)  Burulma sabittir 
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özelliği geçerlidir.  

 

n-boyutlu Riemann uzayında ise eğrinin sonsuz küçük deformasyonu kullanılarak bu 

özellikler [25] Pears tarafından  incelenmiştir. ε  sonsuz küçük bir sabit ve ( )sλ λ=  bir 

fonksiyon olmak üzere C eğrisine yakın bir C  eğrisi, 

 ( )2
i i ix x Vελ= +                                                                                                (4.4.1) 

denklemi ile verilsin. P ve P  iki eğrinin karşılık gelen noktaları olsun. C  eğrisinin P  

noktasında ( )1
V  tanjant vektörünü belirleyip paralel yer değiştirme ile P noktasına 

taşıyalım ve bunu  ( )1
V  ile gösterelim.Bu durumda Riemann uzayında aşağıdaki 

sonuçları elde ederiz, [25]. 

1c) λ - sabittir, 

2c) C, belli denklemleri sağlayan bir bertrand eğrisidir, 

3c) Eğer C sabit eğrilikli bir eğri ise, P ve P  noktalarındaki teğet vektörler 

arasındaki açı sabittir. 

 

Şimdi de bu özellikleri ( )nR O− ’de inceleyelim. ( )nR O− ’de  bir ( ): i iC x x s=  eğrisi 

verilsin. ( ) ( ) ( )1 2
,  ,  ....,  

n
V V V   eğrinin, sırasıyla, tanjant, 1.normal, 2.normal, … ve 

( )1n − .normal vektörleri ve 1,..., ;  1,..., 1l l nκ κ = −  eğrinin eğrilikleri  olsun. ε  sonsuz 

küçük bir sabit ve ( )sλ λ=  bir fonksiyon olmak üzere, C eğrisine birinci dereceden 

yakın bir C  eğrisi (4.4.1) denklemi ile verilsin. (4.4.1)’den 

( )
( )

2

2

ii i
i

dVdx dx d ds
V

ds ds ds ds ds

λελ ε
 
 = + +
 
 

                                                             (4.4.2) 

ya da 

( ) ( )
( )

( )
2

1 1 2

i

i i i
dV d ds

V V V
ds ds ds

λελ ε
 
 = + +
 
 

                                                               (4.4.3) 
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buluruz. 
ds

ds
 ifadesini bulmak için  

( ) ( )1 1
1i j

ijg V V =            

ya da 

 ( )2i j

ijg dx dx ds=                                                                                            (4.4.4) 

denkleminde (4.1.23) ve (4.4.3) denklemlerini yerine yazarak, ( )' ''
i k
j i i

jk jk

D dx

ds ds

δ
= Γ − Γ   

ve Frenet formüllerini kullanarak 

2 i j

ijds g dx dx=  

( ) ( ){ }

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2
2

2 2

1 2 1 2

'' ''

         

k

ij i jk j ik

i j

i i j j

ds g V g g

dV dVd d
V V ds V V ds

ds ds ds ds

α α
α αελ

λ λελ ε ελ ε

= + Γ + Γ

   
   ⋅ + + + +
   
   

 

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 2

1 1 1 1 2 1 2 1

'' ''

           

k

ij i jk j ik

j i

i j i i j j i j

ds
g V g g

ds

dV dVd d
V V V V V V V V

ds ds ds ds

α α
α αελ

λ λελ ε ελ ε

  = + Γ + Γ 
 

  ⋅ + + + + 
  

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2

1 1 1 1 2

1 0

2

1 2 1

0

2 1 1 2 1 1

             

              '' ''

j

i j i i j

ij ij ij

i

j i j

ij ij

k i j k i j

i jk j ik

dVds d
g V V g V g V V

ds ds ds

dV d
g V g V V

ds ds

V V V g V g V Vα α
α α

λελ ε

λελ ε

ελ ελ

= =

=

  = + + 
 

+ +

+ Γ + Γ

����	 ����	

����	
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( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2
2

1 1 2 1

2
2

1 2 1

2
2

1 2 1

2
2

1 2 1

1 2 2 ''

1 2 ''

1 2 '

1 2 '

j

i i j k

ij ij k

j

i j k

ij k

j

i j j k

ij k k

j

i j k

ij k

dVds
g V g V V V

ds ds

dVds
g V V V

ds ds

dVds
g V D V V

ds ds

dVds
g V V V D

ds ds

α
α

α
α

α
α α

α
α α

ελ ελ

ελ

ελ δ

ελ

  = + + Γ 
 

  
 = + + Γ      

  
 = + + Γ −      

  = + + Γ − 
 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 1

2
2

1 21 2

j k

k

j j
i kk

ij

V V

DV Dds
g V V

ds ds ds

αδ

δελ

 
 
 
 

  
 = + −      

 

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 11 3 1 21 2
j

qi j j q

ij

Dds
g V V V V

ds ds

δ
ελ κ κ  = + − + 

 
( )2

j
kkD

V
ds

δ
−

 
 
 
 

 

2

11 2
ds

ds
ελκ  = − 

 
                                                                                           (4.4.5) 

buluruz ve buradan da  

11
ds

ds
ελκ= +                                                                                                    (4.4.6) 

elde ederiz. Bu ifadeyi (4.4.3) denkleminde yerine yazarsak 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2

11 1 2

2

11 2

1

     1

i

i i i

i

i i

dV d
V V V

ds ds

dV d
V V

ds ds

λελ ε ελκ

λελκ ελ ε

 
 = + + +
 
 

= + + +

                                                    (4.4.7) 

buluruz. C  eğrisinin P  noktasındaki ( )1
V  tanjant vektörünü belirleyip paralel yer 

değiştirme ile P noktasına taşıyalım ve bunu  ( )1
V  ile gösterelim. Bir eğri boyunca 

paralel vektör alanı  
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( )
( )

1

1 ' 0

i k
j i

jk

dV dx
V

ds ds
+ Γ =  

denklemini sağladığından 

( )
( )

1

1 '

i k
j i

jk

dV dx
V

ds ds
= − Γ  

buluruz. Sonsuz  küçük deformasyonlar için  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 2

'

    '

i i i j k k

jk

i i j k

jk

V V V x x

V V Vελ

= + Γ −

= + Γ
                                                                            (4.4.8) 

yazılabilir ve (4.4.7) denklemini kullanarak 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 2

2

11 1 2

2

11 2 2

2

2

11 1 2 1 2

1 1

'

1

          1

'
           '

1 '

1

i i j i k

jk

i

i i i

j

j j k

i

jki l

jk l

i

i i i i j k

jk

i i

V V V V

dV d
V V V

ds ds

dV d
V V V

ds ds

V
x

dV d
V V V V V

ds ds

V V

ελ

λελκ ελ ε

λελ ελκ ελ ε

ελ

λελκ ελ ε ελ

ελκ

= + Γ

= + + +

 
 + + + +
 
 

 ∂ Γ
⋅ Γ +  ∂ 

= + + + + Γ

= +( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

1 1 2 2

2

11 1 2

'

1

               

i

i j k i

jk

i

i i i

dV d
V V V

ds ds

DV d
V V V

ds ds

λελ ε

λελκ ελ ε

 
 + + Γ +
 
 

= + + +

 

eşitliği elde edilir. Bu son denklemde Frenet denklemlerini kullanarak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 11 1 1 3 1 2 2

21 1 3 2 2

i

qi i i i i q i

i

qi i i q i

D d
V V V V V V V

ds ds

D d
V V V V V

ds ds

δ λελκ ελ κ κ ε

δ λελκ ελ ε

 
= + + − + +  

 

= + + +

 



 

 

146 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 3 2 2

i

qi i i q i
D d

V V V V V
ds ds

δ λελκ ε λ
 

= + + +  
 

                                                 (4.4.9) 

bulunur. Paralel yer değiştirmede açılar değişmediği için ( ) ( )1 2
 ve i iV V  vektörlerinin 

birbirine ortogonal olmaları gerekir. Dolayısıyla (4.4.9) denklemini ( )2
iV  ile çarparsak 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

0
i

qq

i

i

qq

i

D d
V V

ds ds

Dd
V V

ds ds

δ λλ

δλ λ

+ =

= −

                                                                                 (4.4.10) 

buluruz. Buradan λ ’nın sabit olmadığı görülür. Sabit olması için birim izomorfizmanın 

kovaryant sabit olması gerekir ki bu durumda da konneksiyon afin konneksiyona 

indirgenir.  

 

(4.4.10) denklemini kullanırsak (4.4.9) denklemi  

( ) ( ) ( )21 1 3
i i iV V Vελκ= +                                                                                         (4.4.11) 

şekline gelir.  

 

Genel olarak, v ve w  biribirine ortogonal vektör alanları olmak üzere u av bw= +  

yazılabilir ve burada  

( )
( ) ( )

cos ,

cos , sin ,

a u v

b u w u v

=

= =
 

dir. (4.4.11)’de ( ) ( )1 1
,  u V v V= =  ve ( )3

w V=  seçersek ( ) ( )( ) 21 1sin ,V V ελκ=  bulunur. Yani 

( ) ( )1 1
 ile V V ’nin oluşturduğu açı sadece λ  ve burulmanın sabit olması durumda sabit 

olur. Bu ise 3c)’ye Riemann-Otsuki uzayında karşılık gelen özellikdir. 

 

Şimdi ( )2V ’yi belirleyelim. Frenet formüllerinden  
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 1'

i

i i q i i j k

q jk

dV
V V V D V V

ds

α
α αα α α ακ κ δ−+ −= − + − Γ  

yazarız. (4.4.10) denklemini (4.4.7) denkleminde yerine koyarsak 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

2

11 1 1 2

11 1 1

i

i i i i q

q

i i i

dV
V V V D V

ds

V V V

ελκ ελ ελ δ

ελκ

= + + −

= + ( ) ( )2 13 1
i iV Vελ κ κ+ − ( )2

i q

qD Vδ+ ( ) ( )( ) ( )2 1 2' i j k i q

jk qV V D Vελ δ− Γ −
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 3 2 1'i i i i j k

jkV V V V Vελκ ελ= + − Γ                                                                 (4.4.12) 

buluruz. Temel kovaryant türev tanımını ve (4.4.12)’yi kullanırsak 

( )
( )

( ) ( )
1

1 1 1'

i

i i j k

jk

dV ds
DV V V

ds ds
= + Γ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 12 1 1 3 2 1

2

2 21 3 2 1 1 3 2 1

' 1

'
'

        

' '

i q i i i i j k

q jk

i

jki l

jk l

j j j r s k k k r s

rs rs

d
V V D V V V V

ds

V
x

V V V V V V V V

κ δ ελκ ελ ελκ

ελ

ελκ ελ ελκ ελ

 + = + − Γ +  

  ∂ Γ
Γ +   ∂ +   

 ⋅ + − Γ + − Γ  

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

1 22 1 3 2 1

1 32
2 23 3

2

2 1 1 2 1 1

1 1

12

'

         

'
             ' '

             '

       

i q q q j k i

jk q

i i

i i

ji

jki j k l j k i k

jk jkl

k i

i j

jk

V V V V V D

dV dVd d
V V

ds ds ds ds

dVd
V V V V V V

ds x ds

dV dV
V

ds ds

κ ελκ ελ δ

κ λελ ε κ ελκ

λε ελ ελ

ελ ελκ

+ + − Γ

= + + +

∂ Γ
− Γ − − Γ

∂

− Γ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 21 1 1 3 1 2 1 3 1

2 1 1 2 1 1

      ' ' ' ' '

'
             ' '

i j k i j k i j k r s i j k

jk jk jk rs jk

i

jki j r s k l j k

jk rs l

V V V V V V V V V

V V V V V V
x

ελκ ελ ελκ

ελ ελ

+ Γ + Γ − Γ Γ + Γ

∂ Γ
− Γ Γ +

∂

 

buluruz.   
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( ) ( )1 2 1
i q i

q
V V Dκ δ+ ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3 2 1

32

1 2 1

'

            

q i q j k i

q jk q

i q i

q

V D V V D

V V D

ελκ δ ελ δ

κ δ

+ − Γ =

+

�






��



�

( ) ( )1 1

2

i j k

jk
V V− Γ

�



�
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
23 3

1

2 3 24 2 3            

i i

i i q i

q

d d
V V

ds ds

V V V D

κ λελ ε κ

ελκ κ κ δ

+ +

+ − +

�




�

( ) ( )3 1

3

i j k

jkV V− Γ
�



�

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1

4

21 2 1 3

'

'
            '

i j k

jk

i

jk l j k i j

jkl

d
V V

ds

V V V V
x

λε

ελ ελ κ

 
 − Γ
  
 

∂ Γ
− − Γ

∂

�




�

( )1 1

7

jVκ−
�


�

( ) ( ) ( )2 2 1

5

'q j j r s

q rsV D V Vδ+ − Γ
�

�

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

6

12 2 1 1 1

1 1 2 1 1 1

            ' '

            '

k

i j k q k k r s

jk q rs

i q i i r s

q rs

V

V V V D V V

V V D V V

ελ κ δ

ελκ κ δ

 
 
  
 

− Γ + − Γ

+ + − Γ

�





�

( ) ( )

5

1 1
            ' i j k

jkV V

 
 
  
 

+ Γ

�





�

( ) ( )21 3

1

' i j k

jkV Vελκ+ Γ
�





�

( ) ( ) ( )1 2 1

7

' 'i j k r s

jk rsV V Vελ− Γ Γ
�








�

( ) ( )2 3 1

6

' i j k

jk V Vελκ+ Γ
�












�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4

2 1 1 2 1 1

'
            ' '

i

jki j r s k l j k

jk rs l
V V V V V V

x
ελ ελ

∂ Γ
− Γ Γ +

∂

�








�
 

 

( ) ( )1 2 1
' q j k i

jk q

d
V V V

ds

λκ ε δ+ Γ

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 22 3 3

2 3 2 24 2 2 1

           

           '

i i i q

q

i i i q j k

q jk

d d
V V V

ds ds

d
V V V V

ds

κ λκ ελ εδ κ

λελκ κ ελκ κ ε δ

=

+ +

+ − − Γ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1

12 2 2 1

'
           '

           ' '

i

jk l j k i q j k

jk ql

i j k i j q k

jk jk q

d
V V V V V

x ds

d
V V V V

ds

λελ ε δ

λελ κ ε δ

∂ Γ
− + Γ

∂

− Γ + Γ ( ) ( ) ( )2 1 1' 'i j k r s

jk rsV V Vελ+ Γ Γ

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 12 1

2 1 1 2 1 1

           

'
           ' '

i q i

q

i

jki j r s k l j k

jk rs l

d
V V

ds

V V V V V V
x

λελκ κ εκ δ

ελ ελ

+ −

∂ Γ
− Γ Γ +

∂  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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+ −                            (4.4.13) 

C  eğrisinin P  noktasında ( )2V  normal vektörünü bulmak için, bu vektörü paralel yer 

değiştirme ile P noktasına taşıyalım ve bunu  ( )2
V  ile gösterelim. ( )2

V ’nin ( )2
V  ile 

çakışması için koşulları belirleyelim. 
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denklemininden 
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bulunur ve bunu (4.4.13)’de yerine yazarsak 
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(4.4.15) denklemini ( )3 i
V  ile çarparsak (4.4.10) denklemini kullanarak 
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bulunur. Bu denklemde 
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3121 2' 0

d d

ds ds
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3121 2 2
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i

qq

i

D d
V V
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δ κγ λ= −                                                                           (4.4.16) 

buluruz. Benzer şekilde (4.4.15) denklemini ( )4 i
V  ile çarparsak 
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buluruz ve 4p >  için 
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 bulunur.  (4.4.16), (4.4.17) ve (4.4.18) denklemleri Riemann-Otsuki uzayında C 

eğrisinin n-1 tane eğrilik arasında n-2-tane “Bertrand denklemini” verir.  

 

Bu sonuçları 3-boyultu Öklid uzayında uygularsak (4.4.16) denkleminden 2 0κ =  

buluruz ki bu 2b) özelliğini gösterir. 
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5.TARTIŞMA VE SONUÇ 

Genel konneksiyon kavramı 1958 yılında [1]’de T.Otsuki tarafından tanımlanmış ve 

Otsuki konneksiyonu adını almıştır. Bu kavram diferansiyellenebilir manifoldlar için 

afin konneksiyonların genelleştirilmesinden ibarettir. Otsuki konneksiyonu manifoldlar 

üzerinde afin konneksiyondan daha serbest kullanıma sahip olması nedeniyle yani; 

klasik diferansiyel geometride geçerli olan bilinen kovaryant türev alma kuralları genel 

Otsuki konneksiyonları için geçerli olmak zorunda olmadığı için matematiksel fizik ve 

diferansiyel geometri kullanan matematik dallarında Otsuki konneksiyonu önemli yer 

tutar. Genel konneksiyonlar A.Moor [30] ve T.Otsuki [31] tarafından Finsler 

geometrisinde de kullanılmıştır. Genel konneksiyonlar vektör demetleri üstünde ise, 

[32]’de N.Abe tarafından incelenmiştir. Ayrıca, H. Nagayama [33] genel 

konneksiyonları kullanarak genel rölativite teorisinde ortaya çıkan genelleştirilmiş 

Einstein yer çekim denkleminin ilginç sonuçlarına ulaşmıştır. T. Otsuki [34] 1982’de 

afin konneksiyonlar için oluşturulması mümkün olmayan ancak, genel konneksiyonları 

kullanmak suretiyle, komşuluklarında  geodeziklerin yutulduğu (swallow) noktalara 

sahip uzayları oluşturmayı başarmıştır. 

 

Bu tez çalışmasında, genel konneksiyonları kullanmak suretiyle, burulmasız (Torsion-

free) Riemann uzaylarında eğrilerin deformasyonları incelenmiştir. Bu deformasyonlar 

kullanılarak involüt ve Bertrand eğri çiftlerinin Riemann uzayındakilerden farklı olan 

özellikleri bulunmuştur. Bu farkın nedeninin Kronecker deltasının kovaryant türevinin 

sıfırdan farklı olmasından kaynaklandığı anlaşılmıştır. Ayrıca bu tez kapsamında helis 

eğrisini tanımlayan deformasyonlar da incelenmiştir. Bu deformasyon Riemann 

uzayında paralel teğet deformasyonu iken, yani ( )1
0V λ∆ =  koşulunu sağlarken, 

Riemann–Otsuki uzayında ( )1

1 D
V

ds

λ
βλ βδ

ξ
ξ

∆ =  koşulunu sağlamaktadır. Benzer şekilde 

otoparalel eğrileri otoparalel eğrilere ve çemberi çembere dönüştüren deformasyonlar da 

incelenmiştir. 
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Hayden [35] çalışması da göz önüne bulundurularak bu tezde yapılan çalışmalar 

burulmalı uzaylara genişletebilebilir. Burulmalı Riemann-Otsuki uzayında eğrilerin 

deformasyonları incelenebilir. Ayrıca, burulmalı Riemann-Otsuki uzaylarının 

altuzaylarının, geodezik altuzaylarının ve hiperyüzeylerinin birer Riemann-Otsuki uzayı 

olması için gerekli koşulları saptayarak, Otsuki kovaryant diferansiyeli tanımlanabilir. 

Söz konusu bu altuzayların eğrilikleri arasındaki ilişkiler araştırılabilir ve asimptotik 

eğriler, asimptotik altuzaylar incelenebilir. Riemann-Otsuki uzayında tanımlı karşılıklı 

olarak birbirine dik n-tane kongrüans eğrilerinden oluşan n-li ortogonal sistem 

(orthogonal ennuple) tanımlanabilir ve buna bağlı olarak Ricci dönme katsayıları 

hesaplanabilir.  Bundan başka Riemann-Otsuki uzayının yine bir Riemann-Otsuki uzayı 

olan altuzayları ve hiperyüzeyleri üzerinde hiperasimptotik eğriler, hipernormal eğriler, 

hiperdarboux  eğrileri incelenebilir 
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