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OZET

RIEMANN-OTSUKI UZAYLARINDA BAZI OZEL EGRILERIN TANIMI VE
INCELENMESI

Riemann-Otsuki uzaylari, Otsuki tarafindan tanimlanan genel konneksiyon kavramu ile
iligkilendirilen bir Riemann metrigi ile karakterize edilir. Bu uzay, A.Moor tarafindan
tanimlanan Weyl-Otsuki uzayinin bir 6zel halidir.

Dkgij =0

denklemi ile belirlenen bir genel konneksiyon (R—0,) ile gosterecegimiz Riemann-

Otsuki uzayini tanimlar.

Genel konneksiyon tamiminda hareket noktasi afin konneksiyonun bilesenleridir.
Bilindigi iizere bir afin konneksiyonun lokal koordinatlara gore ifade edilen bilesenleri,
birer geometrik nesnedir ancak geometrik ¢okluklar degillerdir. Ciinkii bir koordinat

doniisiimiinde bunlar (1,2) tipinde bir tensoriin bilesenleri gibi doniisiirler, ancak lokal
koordinatlarin ikinci mertebeden kismi tiirevlerini iceren terimler barindirirlar. Buradan
hareketle, afin konneksiyonun bilesenleri ile (1,2) tipinde bir tensoriin bilesenlerinin

birbirinden tamamiyla farkli kavramlar olmadigim T.Otsuki gostermistir. Bu iki
kavram Otsuki'nin tanimladigi bir genel konneksiyonun 6zel halleridir. Bu nedenle
Otsuki konneksiyonu diferansiyellenebilir manifoldlar i¢in afin konneksiyon
kavraminin genellestirilmesinden ibarettir.

Bu genellestirmeyi yapan Otsuki, SZ(M ) ile gosterecegimiz 2.mertebeden tanjant

demeti kavramini kullanarak, afin, projektif ve konformal konneksiyon gibi klasik
konneksiyonlara tek bir bakis acisindan bakilabilecegini gostermistir. Otsuki

calismasinda, ©*(M ) M’nin ikinci mertebeden kotanjant demeti olmak iizere, genel

konneksiyonu 7 (M ) ®D* (M ) *nin bir kesiti olarak tanimlamustir. Genel konneksiyonu

bu sekilde tanimladiktan sonra, genel konneksiyona gore kovaryant tiirevi tanimlayarak,
bu kovaryant tiirev ile temel kovaryant tiirevin iligkisini ortaya koymustur.

Ayrica, bir genel konneksiyonun (1,1) tipinden bir Q tensorii ile ¢arpiminin da bir genel
konneksiyon oldugu Otsuki tarafindan gosterilmistir. Bu sekilde elde edilen 'I'= QI ve

"I'=TQ konneksiyonlarina I" ile gosterilen konneksiyonunun, sirasiyla, kontravaryant
ve kovaryant kisimlar1 ad1 verilmistir.

viil



(R-0,) ile gosterilen n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayini ilk defa Nadj tanimladi ve bu

uzaym alt uzaylar ile bu altuzaya ortogonal altuzaylar1 inceledi. Bu altuzaylar da birer
Riemann-Otsuki uzay1 olacak sekilde altuzay ve onun ortogonal uzayinda, sirasiyla, T
ve I' konneksiyonlarmi belirledi. Riemann-Otsuki uzayinda Ricci formiilii, Gauss-
Codazzi, Kiithne denklemleri ve Frenet formiilleri yine Nadj tarafindan elde edildi.
Ayrica Nadj, Riemann-Otsuki uzaymin bir altuzayindaki  otoparalel egrileri
tanimlayarak bu egrilerin iist uzayda da otoparalel olmalar i¢in gerekli kosullar elde
etmistir.

Diger taraftan, Riemann uzayindaki egrilerin sonsuz kiiciik deformasyonlarinin
J.A.Shouten, K.Yano ve H.A.Hayden tarafindan incelendigi bilinmektedir. Riemann

uzayimdaki egrilerin deformasyonlarinin incelenmesi Riemann uzaylari i¢in tanimlanmis
13
olan A ve D operatorleri kullanilarak yapilmistir.

13
Bu tez calismasinda, Riemann uzayinda tanimlanan A ve D operatorleri Riemann-

Otsuki wuzaylar1 i¢in hesaplanarak egrilerin deformasyonunu incelemek igin
kullanilmistir. Ayrica, paralel teget ve Combescure deformasyonlar1 tanimlanmis ve
otoparalel egrileri otoparalel egrilere ve cemberleri c¢emberlere doniistiiren
deformasyonlar yeniden elde edilmistir. Daha sonra, Riemann-Otsuki uzayinda bir helis
egrisini tanimlayan deformasyon elde edilmis ve Riemann-Otsuki uzayindaki bir involiit
egrisinin Riemann uzaymdaki bir involiit egrisinden  farkli olan 6zellikleri
arastirilmistir. Son olarak, Riemann uzayinda Pears tarafindan incelenen Bertrand
egrileri n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayinda incelenerek, Riemann uzayindakilerden
farkli olan ozellikleri elde edilmistir.

X



SUMMARY

INVESTIGATION OF SOME SPECIAL CURVES IN RIEMANN-OTSUKI
SPACES

Riemann-Otsuki spaces are characterized by a Riemannian metric associated with
general connection concept defined by T.Otsuki. This space, as defined by A. Moor is a
special case of a Weyl-Otsuki space. A general connection determined by the equation

D.g;=0,

defines a Riemann-Otsuki space which will be denoted by (R—-0,).

As is well known, components on an affine connection expressed in local coordinates
constitute a geometrical object but not a geometrical quantity, because for coordinate
transformations they are transformed in the same way as the components of a tensor of
type (1,2), but related with the terms containing the second order partial derivatives of
the local coordinates. However, T. Otsuki showed that the components of an affine
connection and the components of a tensor of type (1,2) are not entirely different
concepts. These two concepts are a special cases of a general connection so the Otsuki
connection is a generalization of a concept of an affine connection in differantiable
manifolds.

Using the concept of tangent bundles of order 2 which will be denoted by 3’ (M),
Otsuki showed that the classical connections such as affine, projective and conformal
connections on manifolds can be considered from unificative standpoint. Otsuki defined
a general connection as a cross-section of the vector bundle 7 (M )®D* (M), where

©*(M ) ise the dual vector bundle of 3*(M ). Then he defined the covariant derivative

with respect to this connection and gave the relationship between covariant derivative
and basic covariant derivative.

Moreover, Otsuki showed that the product of a tensor of type (1,1) and the general
connection is a general connection, too. These connections denoted by 'I'=QI" and

"I'=I'Q are called, respectively, the contravariant and the covariant part of the
connection I".

Nadj F, defined the Riemann-Otsuki spaces and studied their subspaces and the
orthogonal space of any subspace of the Riemann-Otsuki space. Then he determined the

coefficients of the connections I' and I of, respectively, a subspace and its orthogonal



space so that this subspaces be Riemannian-Otsuki spaces, too. Then he obtained
Frenet and Ricci’s formulas, as well as, Gauss, Codazzi and Kiihne equations of
Riemann-Otsuki spaces. He also defined the autoparallel curves of a subspace of
Riemann-Otsuki space and gave some necessary conditions so that this type of curves
be autoparallel curve of the space, too.

On the other hand, infinitesimal deformations of curves in a Riemannian space have

13
been studied by H. A. Hayden, J. A. Shouten, K. Yano by using operators A and D
defined in the Riemannian space.

13
In this thesis, we define operators A and D in Riemann-Otsuki space and use them for

studying the deformation of the curve. Moreover, we define parallel tangent and
Combescure deformations and determine the deformations carrying autoparallel curves
into autoparallel curves and Riemannian circles into Riemannian circles in Riemann-
Otsuki space. Then we determine the deformations which define helical curves in
Riemann-Otsuki space and investigate some characteristics of an involute curve which
are different from the ones in Riemannian space. Finally, we investigate Bertrand
curves in an n-dimensional Riemann-Otsuki space and obtain some properties of these

curves which are different from the Riemann space studied by Pears.
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1.GIRIS

Riemann-Otsuki uzaylari, Otsuki [1] tarafindan tamimlanan genel konneksiyon kavrami
ile iligkilendirilen bir Riemann metrigi ile karakterize edilir. Bu uzay, A.Moor [2,3]

tarafindan tanimlanan Weyl-Otsuki uzaymin bir 6zel halidir. S6z konusu bu

¢aligmalarda Moor, 7, (x) bir kovaryant vektor olmak iizere V, g, =7, (x) g, esitligini

saglayan bir g, (x) temel tensorii tarafindan belirlenen bir Otsuki konneksiyonu

tanimlayarak Weyl ve Otsuki konneksiyon teorilerini kendi icinde birlestirmistir.

D,g; =0

denklemi ile belirlenen Otsuki konneksiyonu ise (R—0,) ile gosterecegimiz Riemann-

Otsuki uzayim tanimlar, [4], [S].

Riemann-Otsuki uzaylan ile ilgili yapilan arastirmalar 2.boliimde yer almaktadir. Bu
calismada, o©ncelikle A.Moor tarafindan yapilan tanimlamanin ortaya c¢ikmasina
yardimel olan kaynaklar incelendi, [6-10]. Bu inceleme sonucunda genel konneksiyon
kavraminin nasil ortaya atildigr ayrintilan ile ortaya kondu. Bu kavrami ilk olarak
T.Otsuki tanmitti ve daha sonra genel konneksiyona onun admma atfen Otsuki
konneksiyonu adi1 verildi. Otsuki konneksiyonu diferansiyellenebilir manifoldlar icin

afin konneksiyon kavraminin genellestirilmesinden ibarettir.

Bu genellestirmenin esasim1 anlayabilmek igin jet manifoldlar teorisinin temel
kavramlarina ve genel 6zelliklerine gereksinim oldugu ortaya ¢ikmistir. Jet manifoldlar

teorisi kaynak [11]’den yararlanarak genis bir sekilde Boliim 2.1°de anlatilmistir.

Konneksiyon kavraminda kullanilan vektor demetleri (vector bundles) ve bunlarin
kesitleri ile cati demetleri (frame bundles) hakkindaki bilgiler kaynak [12] ve [13]

kullanilarak Boliim 2.2°de verilmistir.



Boliim 2.3 ve 2.4’de ise Boliim 2.1 ve 2.2°deki bilgiler kullanilarak ikinci mertebeden
tanjant ve kotanjant demetler tanimlanmistir, [6,7]. Daha sonra bu tanimlar kullanilarak
I’ ile gosterilen genel konneksiyonun ve kovaryant tiirevinin tammi yapilmis ve
ozellikleri incelenmistir. Ayrica, bir egri boyunca kovaryant diferansiyel, geodezik

egriler ve genel konneksiyonlarin 6z egrileri ile 6z fonksiyonlar1 calisilmistir.

Boliim 2.5°de genel bir konneksiyonun (1,1) tipinden bir Q tensoril ile carpminin da bir

genel konneksiyon oldugu gosterilmistir, [14,15]. Bu sekilde elde edilen 'T'=QI" ve
"I'=I"Q konneksiyonlarina I" konneksiyonunun, sirasiyla, kontravaryant ve kovaryant

kismi adi verilir. Bu bolimde ayrica regiiler genel konneksiyonlar tanimlanmustir.
Boliim 2.6’da ise bu regiiler genel konneksiyonun tanimladigi temel kovaryant tiirev

tanimlanmis ve kovaryant tiirev ile iligkisi verilmistir, [7].

I konneksiyonuna gore geodezik ve 6z egriler T.Otsuki [7] tarafindan incelenmistir, bu
kavramlar Boliim 2.7’°de verilmigtir. Ayrica bu boliimde normal genel konneksiyonlar,
Otsuki metrik konneksiyonlar1 ve metrik olma kosulu verilmistir, [9,16]. Boliim 2.8’de
de klasik konneksiyonlarin genellestirilmesi olarak genel konneksiyonlarin burulma ve

egrilik formlar verilmistir.

Boliim 2.9’da Nadj’in [4] tanimladig1 n-boyutlu Riemann-Otsuki uzay1 verilmis ve bu
uzaym alt uzaylan ile bu altuzaya ortogonal olan altuzaylar incelenmistir, [5]. Bu

altuzaylar da birer Riemann-Otsuki uzay1 olacak sekilde altuzay ve onun ortogonal

uzaymda , sirastyla, I' ve T konneksiyonlarmin alacag sekil belirlenmistir.

Ricci formiilii, Gauss-Codazzi ve Kiihne denklemleri, altuzayin 5 temel kovaryant
diferansiyeli kullanilarak Bo6liim 2.10°da verilmistir. Daha 6nce bu denklemler [17]’de
konneksiyonun kovaryant kismi ile tanimlanan kovaryant tiirev kullanilarak elde
edilmisti. Konneksiyonun kovaryant ve kontravaryant kisimlari farkli oldugundan
vektoriin kontravaryant ve kovaryant kisimlara gére Riemann-Otsuki uzaymdaki Frenet
formiilleri Nadj [18] tarafindan verilmektedir. Biz bu formiilleri B6liim 2.11°de ayrintilt

bir sekilde inceledik. Bolim 2.12’de Riemann-Otsuki altuzayindaki otoparalel egriler



tanimlanmis ve bu egrilerin iist uzayda da otoparalel olmalart i¢in gerekli kosullar elde

edilmistir, [19].

Yaptigimiz aragtirmanin metodolojisi {igiincii boliimde yer almaktadir.

Dordiincii boliimde ise yukarida belirttigimiz bilgiler kullanilarak genel konneksiyon
yardimiyla n-boyutlu Riemann-Otsuki uzaymda otoparalel egriler, ¢ember, helis,
involiit egrisi ve Bertrand egrileri gibi 6zel egriler incelenmistir. Bolim 4.1°de

Riemann-Otsuki uzayinda egrilerin deformasyonu incelenmistir. Riemann uzayinda bu

13
deformasyon sonucunda ortaya ¢ikan A ve D operatorleri, [20]-[24], Riemann-Otsuki

uzaymda yeniden hesaplanarak egrilerin deformasyonunu incelemek icin kullanilmistir.
Ayrica paralel teget ve Combescure deformasyonlan verilmistir, [20], [23] ve otoparalel
egrileri otoparalel egrilere ve cemberi ¢embere doniistiiren deformasyonlar 6zgiin
bicimde elde edilmistir. Boliim 4.2°de Riemann-Otsuki uzayinda helis egrisini
tanimlayan deformasyon elde edilmis ve Bolim 4.3’de ise Riemann-Otsuki uzayinda
involiit egrisinin Riemannian haldeki 6zelliklerden farkli olan 6zellikleri arastirilmistir.
Son olarak Boliim 4.4’de Riemann uzayinda Pears [25] tarafindan incelenen Bertrand
egrileri yine Riemann-Otsuki uzayinda incelenmis ve Riemannian halden farkli olan

yeni Ozellikleri elde edilmistir.

Besinci boliimde ise yapilan arastirma ile ilgili bir degerlendirme yapilmistir ve ileride

yapilabilecek arastirmalara yonelik Oneriler verilmistir.



2.GENEL KISIMLAR

2.1. I’ GRUBUNUN TANIMI

Bu boliimde genel konneksiyon tamminda kullanacagimiz 2. mertebeden T’ (M)

tanjant demetinin, yap1 grubunu olusturacak olan jet-manifoldlart ele alacagiz. Jet-
manifoldlar genis bir sekilde D.Krupka ve M.Krupka [11] tarafindan incelenmistir. Jet-
manifold kavrami, diferansiyellenebilir bir manifoldtan digerine tanimli bir doniisiimiin,
bir noktadaki diferansiyel kavraminin genellestirilmesidir. X ve Y iki
differansiyellenebilir manifold i¢cin xe X noktasinda “birbirine 2. mertebeden tanjant”
olan tiim C’simifindan doniisiimler bir denklik bagintisi belirler. Bu denklik bagintisinin

belirledigi denklik siniflarina, kaynagi x ve hedefi ye Y olan bir 2-jet denir. Kaynag1 x

ve hedefi y olan 2-jetlerin kiimesi C” sinifindan diferansiyellenebilir bir manifoldtur.
Bu manifoldlara jet-manifold adi verilir. Ote yandan 2-jetlerin bileskesi islemi
tanimlanmis ve bileske islemine gore tersinir 2-jetlerin olusturdugu kiimenin bir grup
yapisina sahip oldugu gosterilmistir. Bu ¢alismada 2. mertebeden diferansiyel grup

olarak adlandirilan bu grup, kaynak [7]’de, 2. mertebeden genellestirilmis sonsuz kiiciik

izotropiler grubu olarak adlandirilan £ grubunun genellestirilmis seklidir.

2.1.1 Birinci ve ikinci Mertebeden Genellestirilmis Zincir Kural

Tamm 2.1.1. U, cR" ve U, cR" agik kiimeler, f:U, — R bir diizgiin fonksiyon

ve g:(g"), 1<o<m, U,’dan U, ye diizgiin bir doniisiim olsun. a,:% olmak

>"n

iizere, x=(x,..,x,) noktasimda f(g(x))=s(g'(x),.....g” (x)) fonksiyonunun

birinci ve ikinci tiirevi



g
)(9,8°(x))a:2% (%) 2.1.1)
(0,7 (2(x)))0,8° (x). 1<i,j<n, 1<Swo<m

+

seklinde tanmlanir. Bu formiillere, sirasiyla, birinci ve ikinci mertebeden zincir kurali
denir.

2.1.2 Diizgiin Doniisiimlerin Jetleri.

Tamm 2.1.2. X n-boyutlu ve Y m-boyutlu manifold, xe X herhangi bir nokta ve bu
noktanin iki komsulugu, sirastyla, W, ve W, olsun. f,(x)=f,(x) esitligini saglayan
fi:W, =Y ve f,:W,—>Y siirekli (C° smmfindan) doniisiimlerine, x noktasinda 0.

mertebeden tanjanttir denir.

Tamm 2.1.3. C* sitfindan f,:W, > Y ve f,:W, - Y doniisiimleri i¢in

e f(x)=f,(x), yani O.mertebeden tanjant ve

o UcW,nW, ve f,(U),f,(U)cV olmak iizere, ¢(x) noktasinda

whe)(e(x)=3(wre™)(o(x)),

2.1.2)
I (wrhe!)(e(x)=9*(vhe')(e(x))

kosullarin1 saglayan, x noktasinda bir (U ,(z)),(z)z(x’) haritast ve f,(x)=f,(x)

noktasinda, bir (V,y/),l//:(y“) haritas1 bulunabiliyorsa bu iki doniisiime x

noktasinda 2. mertebeden tanjanttir denir.

Bilesenler cinsinde l//flgo"lz(y" flq)‘l), 74 fzgo'l:(y" fzq)‘l) yazarsak f, ve f,
fonksiyonlar1 birbirine 2. mertebeden tanjant olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

£ (x)= £, (x) esitligi ve



9, (ygfﬂ’_l)((p(x)) =0, (yaf2¢—1)(¢(x))
22,6719 )(0(0)=2,2,(57 9" (plx). 15ij%n 150 <m

denklemlerinin saglanmasidir.

Simdi, xe X, yeY iki sabit nokta ve x’in bir komsulugu W olsun. C? sinifindan

f (x) =y kosulunu saglayan tim f:W — Y doniisiimlerinin kiimesini
C(zx,y)(X,Y):{f:W—>Y‘fe C*. f(x) =y} (2.1.4)

ile gosterelim. C(Zm)(X ,Y) iizerinde tanimlanan “ f ve g fonksiyonlar1 x noktasinda

2. mertebeden tanjanttir”  bagmtisinin yansimali, gecisken ve simetrik oldugu,

dolayisiyla bir denklik bagintis1 oldugu acgiktir. Bu denklik bagintisimin belirledigi
denklik siniflarina, kaynagr x ve hedefi y olan 2-jet denir. Bir fe C(Z‘X,y)(X Y)

doniisiimiiniin belirledigi denklik smifina f ’nin x noktasindaki 2-jeti denir ve J:f

ile gosterilir. Kaynagi xe X ve hedefi ye Y olan 2-jetlerin kiimesi ise
Jion (X.Y) Z{Jff\fe Clon (X,Y)} (2.1.5)

ile gosterilir. Simdi de f(x)=y kosulunu saglayan C* siifindan bir doniisiim
f:W —>Yolsun. U, xe W noktasinin bir komsulugu ve V, yeY noktasinin bir
komsgulugu olmak iizere siireklilik argiimanlari sayesinde f ’nin tamim ve gOriintii

kiimelerini U ve V kiimelerine  kisitlayabiliriz.  7,,:V —>Y  ve

1 Unf! (V)—>W donisiimleri kanonik i¢gonderimler (inclusions) olsun.

Unf T (v)w
ff=iof °1 oy ESitligH ile taniml f'e ., (U.V) donisimi J: | (X,Y) den

J(.yy (U,V) igine bir v déniisiimiinii ifade eder. Tersine eger f'e C, , (U,V) seklinde

o P
bir doniigiim ise, f =1, f oL

A w)w

esitligi ile tanimli f doniisimii J,  (U,V) den

J (i,y) (X.Y) icine bir ¢ doniisiimiinii ifade eder. Yani,



V(‘]ff) = ‘]f (l;ly of olsz’l(v),w)

(J2f)=T] (z” o flor! )

unf i v)w

dir. v ve : doniisimlerinin her ikisi de 1-1 ve iizerinedir ve v=:" dir. 1 ve Vv
doniisiimlerine J/, , (U,V) ve J(,, (X,Y) nin kanonik ozdesimler (identifications)

denir.

Simdi de J(zx’y) (X,Y) iizerinde bir C * yapismi ifade edelim: x ve y noktalarinda iki
harita , sirasiyla, (U,¢),(p:(xi) ve (V,l//),l//z(y") olsun. Her Jfe J! (X.Y)

icin

2(721)=a,(y fo ) (p(x))

Y (2.1.6)
y;.’(ij):aiaj(y"qul)(go(x)), 1<i<j<n, 1S0<m

yazalim. y/, y,;’ ler J (ZXLV) (X,Y) iizerinde gercel degerli fonksiyonlardir. Boylece

2, (20) =57 (727) 55 (12F)) @.1.7)

esitligi sayesinde,

R e

olmak iizere, bilesenler cinsinden bir g, : J(zm) (X,Y)—>R" doniigiimii tanimlanmus

olur.

Lemma 2.1.1. X ve Y diizgiin iki manifold olsun. xe X noktasinda herhangi bir

(U,9),p= (x’) ve yeY noktasinda herhangi bir (V,y),y = ( y") haritalar igin
(J(i,y) (X,Y),}(;,w) ’Z;,w (szf) = (y[’, y;’) bir harita olacak sekilde, J' (X,Y) iizerinde

bir ve yalmiz bir diizgiin yap1 vardir, [11]. Boylece (J C o (X,Y), Z;,w) haritasina da

(%)

(U,9) ve (V,y) haritalan ile ilgilidir denir.



2.1.2.1. 2-jet’in geometrik yorumu

Kaynagi Oe R" ve hedefi 0e R™ olan 2-jetlerin kiimesini

= (2 )

n,m 0,0

ile gosterelim ve f = ( f ") olmak iizere her J, f € L, igin

n,m

fonksiyonlarini tanimlayalim. a;.’ gercel degerli fonksiyonlart J(’(w) (]R",]R’”) iizerinde

bir harita tanimlar (bu durumda ¢ = i, (R" de 6zdeslik doniigiimii) ve ¥ = i, dir).
Bu haritaya kanonik harita adi verilir. Simdi, R"’den R"’ye lineer doniisiimlerin

vektor uzayi L(R”,R’”) ve R"xR"’den R™’ye bilineer simetrik doniisiimlerin vektor

uzayt L (R”,R’") olmak lizere
L(R"R")x L}, (R",R") (2.1.9)

karteziyen carpimini gozoniine alalim. R” ve R™’nin kanonik bazlarimi kullanarak,

sirastyla, L(R",Rm) nin ve L?X) (]R",]R’") ‘nin vektorleri yerine bunlarin matrisleri olan
(A,.") ve (A,f ) leri, 1<0<m, 1<i< j<n, alabiliriz. (A,;’ ) matrisi alt indislerine gore

simetrik oldugundan (2.1.9) ile verilen vektor uzayinin boyutu (2.1.8) ile verilen N dir.

J2

(w)(X JY), L, ve (2.1.9ydaki vektor uzaylart R"’ye diffeomorfik oldugundan

n,m

o o

bunlarin hepsi biribirine diffeomorfiktir. a7, a;, 1<i< j<n kanonik koordinatlar

kiimesini a/, a;',

1<i,j<n (i< j olmas1 gerekmiyor) kiimesine genisleterek Li’m ile
(2.1.9)’daki vektor uzay: arasinda bir diffeomorfizmayi elde edebiliriz. Bu sekilde elde
edilen diffeomorfizmaya kanonik ozdesim adi verilir. Bu diffeomorfizma L

n,m

kiimesine ait 2-jetlerin geometrik bir yorumunu verir.

X ve Y iki diizgiin manifold i¢in n=dim X ve m=dimY olsun.



JO(X.,Y)={x}xY, JU(X,Y)=XxY
Jf(X,Y):UJ(ZX,y)(X,Y), P(xy)=J7(xy) .
yey xeX

gosterimleri kullanahm ve P=J’f igin

yazalim. Bu doniisiimler
p:J(X.Y)>J(X.Y),
u:JH(XY)—>X

ve
v:J(X,)Y)>Y

seklinde kanonik 2-jet izdiistimleri tamimlar. g4 ve v doniisiimleri bazen, sirasiyla,
kaynak izdiisiim ve hedef izdiisiim olarak da adlandirilir. 2-jet izdiisiimleri dogal olarak
JH(X.Y)yi J(nyy)(X,Y) ve J2(X,Y) kiimelerine kisitlar.

Lemma 2.1.2. X ve Y iki diizgiin manifold olsun. Asagidaki ifadeler gecerlidir:

a) X lzerinde her (U,p) haritasi ve Y iizerinde her (V,y) haritast igin
(W?.22,) J?(X.Y) iizerinde bir harita olacak sekilde J*(X,Y) iizerinde bir

ve yalnmiz bir diizgiin yap1 vardir. Bu diizgiin yapida 2-jet izdiistimleri diizgiin ve
tizerine alt daldirmalar (submersions) dir.

b) Her xe X icin J(X.Y) kiimesi J?(X,Y) nin bir alt manifoldudur. Eger
(U,9) x noktasinda bir harita ve (V,y) y noktasinda bir harita ise (Wz, ;[Z’W)

haritast J>(X,Y) icin uyarlanmis (adapted) bir haritadir.
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¢) Her (x,y)e XxY igin J,  (X,Y) kiimesi J*(X,Y) nin bir alt manifoldudur,

[11].

2.1.3. Jetlerin Bileskesi

X, Y ve Z gercel, sonlu boyutlu diizgiin manifoldlar olsun. Pe J(zxyy)(X Y) ve
Qe J(Z),QZ)(Y Z ) iki 2-jet olsun. P ve Q’nun yukarida verilen gosterilislerinin, birer
doniisiim olarak, bileskesi tanimli ise P ve Q 2 jetlerinin de bileskesi tanimlidir denir.

P ve Q’nun bileskelerinin tanimli olmasi icin gerek kosul P ’nin hedefi Q ’nun

kaynagina esit, yani u = y olmasidir.

P ve Q, swrasiyla, f ve g ile gosterilsin, yani P=J>f (J. = U J(Zm) Yve Q= Jf,g

yeY

(Ji :UJ(zw)) olsun. Bu iki 2-jetin bileskelerinin tanmimli oldugunu varsayalim.

€Z

Gerektigi durumda go f bileske doniisimiiniin tanimli olmast i¢in f’in tamim

kiimesini daraltabildigimizi varsayalim. Boylece J (gof) 2-jeti de tammlidir.
J f (g of ) ’in koordinatlar1 ise P ve Q’nun koordinatlar1 ile belirlenebilir. x,
y=f(x) ve z=g(y) noktalarinda, sirasiyla, (U,(D),q):(xi), (V,y/),gy:(y") ve

(W,I]) ,n = (ZA ) , strasiyla, X, Y ve Z’de haritalar olsun. Lemma 2.1.1°den

wh (T3 (gef))=0,("ef o) (0(x))
=0,(z" ey owf o) (p(x)), (2.1.10)
wi (12(g0 1)) =09, (< ey ewfo ) (o), 1<i<j<2

olmak iizere, ;[;J] (sz (gof )) = (w,.A, w,.;‘) doniisiimii (J(ZX,Z) (X.2), ;[;ﬂ) haritasini
tammlar. Ikinci mertebeden zincir kuralin (2.1.10) esitlige uygulayalim. ilgili haritalari

(o (XX).22, ) 22, (020)=(57.55) ve (J00 (V2). 20, ) 200 (028) =(20020)

ile gosterelim. Boylece



11

w (I (gof))=20(7:8)y (V. f) oLt
wi (I (gof))=20(.8)ys (J0f)+ 25 (Trg)ye(0f )y (1f) h
ya da
A__ _A_ o
RO 2.1.12)

A_ _A. .o A o O
Wij _Zayij +Z0wyj Vi

buluruz.

Tamm 2.1.4. Eger, y=f(x) ve z=g(y) olmak iizere, P=J f ve Q=Jg

bileskeleri taniml 2-jetler ise
QoP=J(g°f) (2.1.13)

bileskesi tamimlidir. Ayrica Qo P jetine de P ve Q 'nun bileskesi denir.

J2

(o (X Y)xJ0 (Y,Z)  kiimesinden  J

(y(X,Z)  kimesi icine taniml,

(P,Q) > Qo P doniisiimiine 2-jetlerin bileske islemi adi verilir. 2-jet’lerin bileske
islemi birlesmelidir ve (2.1.11) ya da (2.1.12) esitligi 2-jetlerin bileske formiiliidiir.
2.1.4. Regiiler jetler, tersinir jetler

id, ve id, , sirastyla, X ve Y manifoldlarinin 6zdeslik doniisiimleri olsun. Su halde
Jidye J; (X, X) ve Jid,eJ! (YY) dir. Herhangi bir PeJ  (X.Y),
P=J.f i¢in J}id, o P ve PoJ}id, bileskeleri tammldir ve (2.1.13)’ten

Jlid, o P=Jlid, o J f =J!(id,of)=J.f=P
PoJlidy =J foJidy =T (foidy)=J.f =P

buluruz.

Tamm 2.1.5. Bir Pe J!  (X,Y) 2-jeti icin

QoP=Jld, (2.1.14)
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olacak sekilde bir Qe J (ZN) (Y,X) 2-jeti bulunabiliyorsa P ’ye regiiler denir.

Tamm 2.1.6. Bir Pe J, | (X,Y) 2-jeti igin
QoP=J%idy, PoQ=Jid, (2.1.15)

olacak sekilde bir Q€ J, (ZV ) (Y,X) 2-jeti bulunabiliyorsa P ’ye tersinir denir.

Lemma 2.1.3.

a) Bir Pe J(ZX,V)(X ,Y) 2-jetinin regiiler olmasi icin gerek ve yeter kosul P ’nin

her gosterilisinin x noktasinda bir daldirma (immersion) olmasidir.

b) Bir PeJ (2:”) (X,Y) 2-jetinin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P ’nin

her gosterilisinin x ’in bir komsulugunda bir diffeomorfizma olmasidir, [11].

J(.y (X,Y) nin diizgiin 2-jetlerinden olusan kiime immJ|, ,(X,Y) ile gosterilirse bu
kiime J(zm)(X ,Y) nin bir agik alt kiimesidir. A¢iktir ki, determinant fonksiyonunun
siirekliligi  kullanilarak (wj) matrislerinin maksimal ranki »n olmak iizere
(wl.",w;.’)e R" noktalarindan olusan W kiimesi R" ’in bir acik alt kiimesidir. Su halde
x noktasinda bir (U,9), ¢= (x'), y noktasinda bir (V,y/),y/:(y") ve bunlarla ilgili
olarak J (zm) (X.Y) iizerinde (J (zm) (X.,Y), Z;,w) , Zé,w = (y," Yy ) haritalar1 kullanilarak,
Z;,w stirekli doniisiimleri sayesinde immJ(zx,y)(X Y ) kiimesi W ’nin ters goriintiisii
olarak elde edilir. immJ(zx (X, Y)#D olmast icin gerek ve yeter kosul
dim X =n<dimY =m dir. Eger n=m ise immJ (zx ) (X.Y) kiimesi tersinir 2-jetlerden
olusur. Tersine immJ(zx,y) (X,Y) kiimesi bir tersinir 2-jet igerirse x ve y noktalari ayni
boyutlu komsuluklara sahiptir.

2.1.5 Jet manifoldlar. Diferansiyel gruplar

n pozitif bir tamsay1 olmak iizere
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L, =immlI},, (R",R") (2.1.16)

n

olsun. Bu takdirde L, J(Z‘O,O) (]R”,]R”) jet manifoldunun tersinir 2-jetlerinin kiimesidir.
J(Z;),O)(R”,R”) iistinde a;,a;, 1<i< j<n kanonik koordinatlanm L} ye kisitlayarak

L iistiinde

af (J2a)=9,a" (0)

1

a: (12a)=9,9 2 (0)

)

(2.1.17)

kanonik koordinatlar1 elde ederiz, burada 0,’:(0!" ), 1<k<n, 1<Li<j<n dir. Bu

koordinatlarda I :{J(fafe J: )(]R",]R”) | det al (J(fa’) # 0} dir.

(0,0

Jetlerin bileskesi, L; iistiinde

2,72 2
L XL — L

2.1.18
(A,B)—> AoB ( :

seklinde bir islem tanimlar. Bu islem birlesmelidir, J, (fidR,, Lfl ’nin birim elemanidir ve
her Ae L, A=Jja 2-jetinin A" =Jja"" seklinde tek bir tersi vardir. Boylece

(2.1.18) ile verilen jetlerin bileskesi islemi L iistiinde bir grup yapisi tanimlar, bu gruba

diferansiyel grup adi verilir ve (2.1.8)’den

— n+2
dimL =n -1
n

bulunur.

2.1.5. I ’de grup islemi

A,Be L iki 2-jet olsun. U,V,W cR" kiimeleri Oe R" orijinin ii¢ komsulugu ve
A=Jja, B=J;B olacak sekilde :U —V, f:V —W iki diffeomorfizma olsun.

R" iistiinde (ayn1 zamanda U, V ve W iistiinde de) kanonik koordinatlari (xk) ile



14

gosterelim. Bilesenler cinsinden af:(xka), ﬂ:(xk,B) yazahm ve U ’dan W igine
y=pBoa, y=(x'y) diffeomorfizmasm diisiinelim. Su halde A ve B’nin L deki

carpimi C=J.y 2-jeti dir. C’nin kanonik koordinatlarim elde etmek i¢in Oe R”
noktasinda ¥ ’nin bilesenlerinin 2. mertebeye kadar kismi tiirevlerini hesaplamaliyiz. Bu

diffeomorfizmanin bilesenlerini bir xe U noktasinda tiiretirsek,

9, (x*7)(x)=0,(x* Boar)(x)=0,(x*B)(ax(x))9, (¥'a)(x)

9,9, (x*y)(x)=0,0, (¥ Boa)(x)
=0,9, (¥ B)(a(x))9, (x"a)(x)9, (x'e)(x) (2.1.19)
= 9,(+¥"4)(e(x))2 9, (x'a)(x)

bulunur. x=(0)=0 esitligi yerine yazilirsa
ai(xkj/)(O):a,(xkﬁ)(a(O))ai(xla)(O)

d,0, (xkj/)(O) =d,0, (xkﬂ)(a(O))aj (x"’a)(O)ai (xla)(O)

(2.1.20)
+9, (x*B)(a(0))0,9, (x'e)(0)
ya da (2.1.17)’den esdeger olarak
.k J2 — k JZ 1 J2
o (o) =i (Jo)alVye) (2.1.21)
a; (J(f}/) =al, (Jozﬂ)a;." (Joza) a (Jga) +a (Jgﬂ)a;l. (Jozaf)
bulunur. Bu formiilleri asagidaki gibi kisaltabiliriz:
Ck :bk 1
i 1 l
Cjk-,- :b,’,‘ "+ b j, (2.1.22)

Bu formiiller L diferansiyel grubunun grup isleminin kanonik koordinatlar cinsinden

denklemleridir.
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2.2. LiF DEMETLERI (FIBER BUNDLES)

Bu boliimde Otsuki’nin konneksiyon taniminda gecen kavramlarin ozelliklerinin
incelenmesi i¢in lif demetleri, vektor demetleri (vector bundle) ile bunlarin iistiinde
tamiml yerel trivializasyonlar (lokal trivialisations), kesitler (cross-sections) ve
konneksiyonlar kaynak [12]’den ayrintili olarak incelenmistir. Daha sonra c¢ati demeti
ve cat1 demeti {istiinde diferansiyel 1-formlar verilmistir, [13].

Tamm 2.2.1. G bir topolojik uzay ve ayn1 zamanda bir grup olsun. G ’de tamiml

GxG — G;
(81,8,) > 8.8, 2.2.1)
ve
G - G;
g8 (2.2.2)

grup islemleri siirekli ise G ’ye topolojik grup adi verilir. Burada GXG, ¢arpim
topolojisi sayesinde bir topolojik uzaydir.
Tamm 2.2.2. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olmak iizere (x,g)—> xg
ile tanimlanan X XG — X doniisiimii
i) Vxe X ve Vg,,g,€G i¢in x(g,8,)=(xg,) &, (2.2.3)
ii) Vxe X ve 1€ G (G ’nin birimi) i¢in x1=x (2.2.4)
kosullarini saglhiyor ise G’ye X istiinde bir sag etkime ve X ’e de bir sag G-uzay

denir.

Ornek olarak skaler carpim sayesinde R" bir sag (R —{O}) -uzay ve matrislerin ¢arpimi

sayesinde ise R”" bir sag GL(n,R)-uzaydir.

Tamm 2.2.3. Bir X sag G-uzayinda
Vxe X i¢in 3g,,8,€ G > xg,=x8, = 8 =8, (2.2.5)

ya da buna denk olarak
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Vxe X icin dge G 3> xg=x = g=1
kosulu saglaniyorsa X sag G-uzayina etkilidir denir.
Tamm 2.2.4. Vge G icin tim xg elemanlarindan olusan kiime xG ile gosterilir ve

x€ X tarafindan olusturulan esdegerlik sinift adim alir.

Tanmm 2.2.5. E, M ve F birer topolojik uzay ve 7:E — M siirekli ve iizerine bir

doniisiim olsun. Herhangi bir xe M i¢in 7 =¢o proj,, sekil 2.2.1, olacak seklilde
x’in bir U agik komsulugu ve ¢:77' (U) — UxXF homeomorfizmasi bulunabiliyorsa

(E,M,z,F)’ye yadakisaca 7: E — M doniisiimiine lif demeti adi verilir.

¢

”_I(U) _— > UxF

proj,
U

Sekil 2.2.1: Lif demeti

Burada (U,¢) ikilisine lif demetinin lokal trivializasyonu, M’ye baz uzay, E’ye tiimel
uzayi, 7v°ye de izdiisiimii denir. Herhangi bir xe M icin 7' (x), F ’ye homeomorfik
olup x tizerinde lif adin1 alir.

Tamm 2.2.6. (E,M, 7, F) bir lif demeti ve F bir etkili sag G-uzay olsun. (U,,4,) ,
(U ﬂ,q‘)ﬂ) iki lokal trivializasyonu ve U,NU;#< i¢in U,=U,NU; olsun.
@, 00, U,z xF —U,,xF olmak iizere

o8 (x.v)=(xvg, (%)) (2.2.6)
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ile tammlanan g, :U,; — G siirekli fonksiyonlarina gecis fonksiyonlary denir, G ’ye

de (E,M,z,F) lif demetinin yapr grubu adi verilir. Tammdan dolay1 8op LECIS

fonksiyonlar1
D) 8au(x)=1
i) 8 (%)= (84 (%)) 2.2.7)

iii) 80,7(96) =8ap (x) gﬂ7(x)

ozelliklerini saglar.

Tamm 2.2.7. 7,:E—-M ve 7.:F—M, M izerinde iki lif demeti olsun.
7. o@=71, kosulunu saglayan bir ¢:E — F siirekli diiniisiimiine M iistiinde E’den

F’ye bir demet doniigiimii denir, sekil 2.2.2.

@

Sekil 2.2.2: Demet doniigiimii

Tanm 2.2.8. 7,.:E—>M ve 7,.:F — N, srasiyla, M ve N iizerinde iki lif demeti
olsun. f:M — N olmak lizere, 7, c@= f oz, kosulunu saglayan bir ¢:E — F

siirekli diiniisiimiine f fonksiyonunu orten bir demet doniisiimii denir, sekil 2.2.3.
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<
v
=

f

Sekil 2.2.3: f fonksiyonunu orten demet doniistimii

Bu iki tanimi kullanarak, M iistiinde bir demet doniisiimii M deki 6zdeslik doniisiimiinii

orten bir demet doniisiimii oldugu goriiliir.

2.2.1 Vektor Demetleri (Vector Bundles)

Tanmm 2.2.9. M ve F iki diizgiin manifold, V r-boyutlu bir vektér uzayi1 ve p: F > M
izdiisiim olmak iizere:

e her ve R'i¢in p(p(x,v))=x ve

¢ R > p({x})
@, v o(x,v)
doniisiimii, iki vektor uzayi arasinda bir izomorfizma
olacak sekilde her xe M i¢in bir U agik komsulugu, bir dogal k sayis1 ve bir
@:UxR" — p™'(U) difeomorfizmas bulunabiliyorsa, F’ye M iistiinde r boyutlu bir

V vektor demeti denir.

(U,®) cifti bir demetin lokal trivializasyonudur, demetin baz uzay1 M dir, tiimel uzay1
F, lifi (fiber) F_, izdiisiimii p ve demetin ranki r dir. Bir demetin trivializasyonlarini
U, P,,.... Greek indislerle gosterecegiz, U, sembolii ise U, NU ;’y1 gosterir.

Ornek 2.2.1. Vektor demetlerinin bir 6rnegi tanjant demetleridir. Bir M manifoldu

lizerinde v vektorii xe M noktasinda bir teget vektdr olmak iizere (x,v) ciftlerinden

olusan T (M ) uzayina M ’nin tanjant demeti denir.
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Tamm 2.1.10. p: E — M bir demet olsun. pos=id | w olacak sekilde bir s: M — E

diizgiin diiniisiimiine vektor demetin bir  kesitidir (section) denir. Demetin tiim

kesitlerin kiimesini W(M,E) veya YW(E) ile gosteririz. (U,,®,) bir lokal
trivializayon olmak iizere s kesitini, @, (s(x)) = (x, S, (x)) ile tammlanan s, :U, >V
doniisiimii ile gosterebiliriz. s, ve s, arasindaki iliski ise (x,s,(x))=(x, g,45, (%))

seklinde verilir.

Ornek 2.2.2. Bir M manifold iizerinde

V:M—>T(M)
Vx>V eT (M)

ile tanimlanan bir V vektor alan1 M’nin tanjant demetinin bir kesitidir.

2.2.2.1. Vektor demeti iizerine konneksiyon

Bir p:E— M vektor demetinde, f fonksiyonunun df dis diferansiyeline karsilik
gelen, kesitlerin diferansiyelini tanimlayan bir operatore konneksiyon denir.

Tamm 2.2.11. 7(M ), M’nin tanjant uzayi, 7 *(M ) dual uzay1, p: E — M bir vektdr

demeti, f M’de diizgiin bir fonksiyon ve s€ W(E) olmak iizere ,
V(sf)=(Vs)f+s®df (2.2.8)
kosulunu saglayan bir
V:¥(E)>y(E®T (M)) (2.2.9)

bilineer doniisiimiine konneksiyon denir.

Eger X, M’de bir vektor alani ise (yani 7 (M) nin bir kesiti)
VXs:(Vs)(X) (2.2.10)

denklemi ile

V, :¥(E)>y(E) (2.2.11)
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tegetler boyunca kovaryant tiirevi tanmimlayabiliriz. Kovaryant tiirevin tanimindan

asagidaki denklemleri verebiliriz:

Vi (S1+S2):Vx (Sl)+VX (Sz)
Viix,s=Vys+Vys

V. (fs)=fV,s+X(f)s

fo (S):fvxs

Tersine, yukaridaki denklemleri saglayan herhangi bir operator, E’de bir konneksiyon

belirler ve bu anlamdaki konneksiyona E’de kovaryant tiirev denir.

Tamm 2.2.12. p: E — M bir vektor demeti ve (U u' ), 1<i<m M’de bir koordinat

komsgulugu (harita) olsun. M iizerinde lineer bagimsiz olacak sekilde E’nin g tane

s,, 1< <q Kkesitlerinin kiimesine E’nin M iizerindeki bir lokal ¢ati alani denir.

2.2.2 Cat1 demetleri ve cati demetleri iizerinde 1-formlar

M, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun. e,e,,...,e, vektorleri xe M
noktasinda lineer bagimsiz vektorler olmak iizere (x ;el,ez,...,en) kombinasyonu bir
cati olusturur. M’deki biitiin ¢atilarin kiimesini B(M ) ile gosterelim. B(M )’ye bir
diizgiin manifold yapisi kazandirmak i¢in B (M ) istiinde bir diferansiyellenebilir yapi
tamimlayacagiz. Boylece 7(x ;e,,....,e,)=x izdiisimi B(M )’den M’ye bir diizgiin
doniisiim olmak iizere (%(M ),M ,7[) kiimesi bir demet olur. Bu demete cati demeti

denir.

(U ut ), M’ de herhangi bir koordinat komsulugu olsun. O takdirde (aul,auZ,...,aun),

U’da bir ¢at1 alamdir ve U’da herhangi bir (x ;e,,e,,...,e,) ¢atisi, (ag) terslenebilir

nxn

matris olmak iizere
e,=au, 1<A<n (2.2.12)

seklinde yazilabilir. Boylece her xe M ve a} € L, = GL(n,R) igin
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@, (xay)=(xseme,) (2.2.13)

olacak sekilde bir @, :UXL, — 7z~ (U) doniisiimii tammlayabiliriz. Bu doniisiimiin
1—1 oldugu agiktir. M’nin herhangi bir {U,W,Z,...} koordinat komsulugu ortiisii i¢in
@y Py @y, ler (2.2.13) ile tanimlanan doniisiimler olsun. U XL, karteziyen ¢arpim
kiimesinin biitiin agik alt kiimelerinin ¢, altindaki gériintiileri B(M )’de bir topolojik

baz olusturur. B(M )’deki bu topolojik yapiya gore
@, :UXL, > 7' (U) (2.2.14)

doniigiimii bir homeomorfizmadir. Bu doniisiim sayesinde 7' (U) kiimesi (u’1 ,a;)

koordinat sistemi ile birlikte B8(M ) de bir koordinat komsulugu olur. U NV # & olmak

tizere U NV ’de M’nin
vi=vi(u',..u), 1<i<n, (2.2.15)
seklinde bir lokal koordinat degisimi i¢in bazlar arasindaki iliski

g ' 9

ou” B ou’ . oh*

(2.2.16)

seklindedir. (x ;e e,,....e,), UNV *de bir gati ise (uﬂ,a;) ve (vl,ﬁi) koordinatlari

9, (u*.a})=p, (u*.a}) (2.2.17)
esitligini saglar, yani

a;ou; = a,ov,
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yazabiliriz. Boylece (2.2.15) ve (2.2.18) denklemleri ®B(M ) icin koordinat degisim
formiillerini olustururlar. v* ve da}’lar u* ve &, ’larin diizgiin fonksiyonlaridir,

dolayisiyla 77'(U) ve z'(V) koordinat komsuluklari C* -uyumludurlar. Béylece
B(M), (n+n2)—boyutlu diizgiin bir manifold yapisim kazamr, 7(x ;e,,....e,)=x

izdiigiimii ise lizerinedir dolayisiyla B (M ) bir demettir.

M’de (U;u‘) ve (V;vﬂ), B (M )’de ise bunlara karsilik gelen (ul,a;) ve (vl,ﬁ/’i)
koordinat sistemleri verilsin. (bf) ve (l;,.l), sirastyla, (aj'l) ve (1,72) matrislerinin ters

matrisleri olsun, yani

Qg H i SU
ab’ =ba;, =0,

S (2.2.19)

ab* =ba, ="
UnNV £ icin UNV ’de

dv' = %duj (2.2.20)
ve (2.2.18) den

M -

b = #bﬁ (2.2.21)
yazabiliriz. (2.2.20) ve (2.2.21) den

bldu' =b dv' (2.2.22)
buluruz ki bu

6" =b'du’ (2.2.23)

diferansiyel 1-formlarin B(M )’de lokal koordinatlardan bagimsiz oldugunu gosterir.

Dolayisiyla 6 ’ler, B (M )’de diferansiyel 1-formlardir.
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2.2.3. Demetlerin direkt toplam ve tensor carpimi. Dual demetler.

E ve F , M lzerinde iki demet olsun. xe M iustindeki lifi, E ve F’'nin xe M
tistiindeki liflerinin tensor carpimi ve direkt toplami olan demetler, sirasiyla, E® F ve
E® F ile gosterilir.

Tamm 2.2.13. p:F — M ile verilen bir vektor demeti F olsun. Lifleri F demetinin
liflerinin dual uzaylar olan bir p*: F* — M demetine F nin dual demeti denir.

Tamm 2.2.14. p:F — M bir vektor demeti ve F' kiimesi, F tiimel uzaymnin bir
altkiimesi olsun. Her xe M noktas iistiindeki lifi (p|F,)_l(x) =F',, F,=p™'(x)’in

bir altuzay1 ise ve p|, :F'— M bir vektor demeti ise F'’ye F’nin bir alt demetidir

denir.

2.3. IKINCi MERTEBEDEN TANJANT VE KOTANJANT DEMETLER

Bu boliimde genel konneksiyon taniminda gecen ikinci mertebeden tanjant ve kotanjant
demetleri inceleyecegiz. Bu demetler Otsuki [1], [6] ve [7]’de detayli bir sekilde

anlatilmstir.

£, elemanlar (aij ,alil)(al? (&) #0) gercel sayilarinin kiimesi olan bir grup olsun. Bu

grubun ¢arpma islemi asagidaki formiillerle verilsin:

a,Be £ icin aff nin bilesenleri
2.3.1)

seklindedir. aj, =a/, icin, bolim 2.1°de tanimladifimz L grubunu elde ederiz, yani

L c £ dir. £ grubunun bir gosterimi ise

o:(al.a})—(d}) (2.3.2)

1
ile tanimlanan bir

0:& - L =GL(n,R)
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homomorfizmasi olsun.

Simdi M, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve (U u' ) , X€ M noktasini orten

bir koordinat komsulugu olsun. x noktasinda 7M tanjant uzayinin kanonik bazi

J

EWik i=1,2,..,n dir. T, *(M) kotanjant uzayinin baz1 ise du’ (ifj =&, olmak iizere
u

Ju
du', (i=1,...,n) lerden olusur. Bdylece bunlarin diger bir (V,vi) koordinat sistemi ile

iliskisi su sekilde verilir

J i
%:%% ve du' :%dvj . (2.3.3)
u u A% 1%

™ =|JT.M ve T*(M)=|JT, *(M) uzaylan, sirastyla, M iistiinde bir tanjant ve

xeM xeM

kotanjant demet olustururlar.

Simdi de M’de herhangi bir (U ,ui) koordinat komsuluguna, du, ve 9°u,, ile gosterilen
n+n’ tane vektor alamm iliskilendirelim. dv, ve 9°v, diger bir (V,vi) koordinat

komsuluguna kars1 gelen vektor alanlari olsun ve U NV # & komsulugunda bu vektor

alanlarinin asagidaki gibi baglantili oldugunu varsayalim:

J
du, = %avj (2.3.4)

2. Joak
v av.+a—v.alazvjk. (2.3.5)

’u, =
, .
"o ouou' 7 ou' ou”

Boylece M ’nin her x noktasinda koordinat komsulugundan bagimsiz olan du, ve 9°u,,

vektorlerinden dogurulan, 3i(M ) ile gosterecegimiz, n+n® boyutlu bir vektor uzayi

elde edilir.
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3*(M)=J 33 (M) uzaym, yap: grubu £, olan {SZ(M),M,TZ} demetinin tiimel
xe M

uzay1 olarak diisiinebiliriz, 7,:3%(M)—> M ise demetin dogal izdiisiimiidiir. Birbirini

orten (U,.®,) ve (U, ®,) haritalar igin (2.3.4) ve (2.3.5)den bu demetin

8p UNV — £ koordinat degisim fonksiyonlari
0*v’

; ov’ _
al_f(gﬁa)=$, azi(gﬁa)zw (2.3.6)

ile verilir. Bu sekilde elde ettigimiz vektor demeti yine ayni 32(M ) notasyonu ile

gosterilir ve M nin ikinci mertebeden tanjant demeti adini alir. Diger yandan

J Jdu.

l—=
ou' '
ile verilen 1:T(M)—3*(M) doniisimii bir kapsama (inclusion) doniisiimii
oldugundan du, vektoriini % tanjant vektor ile Ozdeslestirebiliriz. Dolayisiyla x
u

noktasinda 7, (M ) uzaymi 3% (M) "nin bir altuzayi olarak diisiinebiliriz.

*

T/ (M), M’ nin herhangi bir (U,u') koordinat komsulugunda 7, (M) nin dual uzay:

olsun. Bazi, du’ ® du" olan n’-boyutlu T, (M )®T, (M) ve d’u’ diferansiyellerinden
dogurulan n-boyutlu uzaylart gozoniine alalim. Daha sonra bu iki uzayin direk
toplaminm alirsak, bazi {dzui ,du'’ ®duh} olan n+n’-boyutlu bir vektdr uzay1 elde
ederiz. Bu sekilde elde ettigimiz vektor uzayin1 her xe U noktasma iligskilendirelim.
UNV #Q olmak iizere xe U NV noktasinda, (V,vi) koordinat sisteminden (U ,ui)

koordinat sistemine gegis

» » ' o’ R -
dvi=d(dv)=d| Zau’ |=2 a2 + ' ®du" 237
( Y ) (au' uj ou' . ou"ou’ ! ! ( )
Joak
i @dt =" i@t (2.3.8)

Cou' o’
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denklemleri ile verilsin. Bu denklemleri (2.3.4) ve (2.3.5) ile karsilastirirsak bu sekilde

elde ettigimiz uzayn, 32 (M) uzaymin dual uzayr oldugunu gorebiliriz. Bu uzay1 da

(M) ile gosterelim. {D2(M),M.n,} nin {d*u'.du' ®du"} baz, 3

X

(M) nin
{aui, a2uih} bazinin dualidir ve
T*(M)®T *(M)c D (M)
dir. ©*(M)=|JD}(M) birlesimi ise D*(M) vektor demetinin M iizerindeki tiimel
xe M
uzayi olarak diistiniilebilir ve buna M nin 2. mertebeden kotanjant demeti denir.

Simdi ise, 7 (M ) ’nin bir V'ou, ve T*(M ) nin bir V,du' kesiti i¢in

d (Viaul. ) =0’u, ®V'du" +du, ®dV'

, - (2.3.9)
d(Vidu')=V,d*u' +du' ®aV,
seklinde tanimlanan
(T (M))—>¥(3*(M)®T*(M))
(2.3.10)

Jw(re () > w(2° (1))

dogal diferansiyel operatoriinii gozoniine alalim. (2.3.4), (2.3.5), (2.3.7) ve (2.3.8)

denklemlerinden bu tanimin lokal koordinatlardan bagimsiz oldugunu goriiriiz.

Genel olarak, M iistiinde bir vektor demeti i¢in d operatoriinii tanmimlayalim.

T(M)*" " =T(M)®..9T(M)®T*(M)®..®T*(M), M iistinde bir vektor

p—kez q—kez

demeti olsun. ik once, T*(M)®T*(M)®T*(M)®T*(M) ¢arpim demetini
gozoniine alahm. Bu demetin 2. ve 4. demetinin ©?(M ) ye genislemesinden elde
edilen vektor demetini 7*(M)®D>(M)®T*(M) ile gosterelim. Benzer sekilde

T*(M)®(q+l) demetinin  t-inci  ve  (g+1)-inci  bilesenlerinin  D*(M)’ye
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genislemesinden elde edilen vektdr demetini de 7 *(M )®(H) ®D*(M)®T*(M )®("_’)

ile gosterelim. Bu takdirde:

d :‘P(T(M)®(”"’)) N

P

Yr(m)* 3 (M)eT (M) @ (M) @23.11)
T s=1

q . ~
S T(M) oTH(M)" " @D (M)ST*(M)™

t=1

diferansiyel operatorii,

d(0u, ®..®0u, ®du’ ®..du" )=
p . .
Zam ®"'®a“iH ®82”;‘.h ®auim ®...®auip Qdu" ®.®du” @du" (2.3.12)
s=1

+u, ®..@0, ®du’ ®...®du ®d’u &(du™ ®...® du")
olmak iizere , V =V 7du, ®...®du, ®du’ ®...®du" igin

av :ij;l:‘.;,,d(aui] ®'“®aui ® du’ ®...®duj”)
q - - (2.3.13)
+au, ®...®aul.p ®du" ®..du" ®dell“"“‘;.‘;

seklinde tanimlanir.

(2.3.11) denklemindeki sag taraftaki toplami su sekilde aciklariz: toplamin her iki
bileseni de T (M )®(M+1) terimini igerir, dolayisiyla T (M )®(p’q+l) demetininin (p+q)-

tane degisik sekilde genisletilmis demetlerinin bir tiir direkt toplami seklinde

diisiinebiliriz. (2.3.7) ve (2.3.8) den

d(0u, ®...®0u, ®du’ ®..du"),
‘ ' | | A 2.3)
du, ®..®0u, ®du’ ®..@du" ®du™"

vektorlerinin (2.3.11)’in sag yandaki vektor demetinin xe M {stiindeki lifinin

n"* " +p"* " =" (n+1) boyutlu bir altuzayim olusturdugu kolayca goriiliir.
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xe M stindeki lifi, bu n”"*(n+1)-boyutlu vektér uzayr olan demetini

®(p.g+1)

T(M )®(p’q+l) ile gosterecegiz. T (M) demeti T(M )@)(,, “onin bir

altdemetidir. O takdirde (2.3.11) ile verilen diferansiyel operator
d: (T (M) ) > w(r(m)" ) (2.3.15)

seklini alir.

2.4. GENEL KONNEKSiYON VE KOVARYANT TUREV

Simdi, boliim 2.3’de tammladigimiz £, grubuna, |a/ ‘ =0 elemanlarim da katarak 27’

yar1 grubunu gz 6niine alalim. 7 ’nin gosterimi ise
N j
o:(a!.a}) = (a)
ile tanimlanan bir

o: M — M) =(nxn—matrislerin cebri)

homomorfizmasi olsun.

T(M), M'nin tanjant demeti ©°(M ) ise M’nin ikinci mertebeden kotanjant demeti
olmak iizere T(M)®D*(M) vektor demetini goz Oniine alalim. (U ,u') koordinat

sisteminde (B",I'}, )e 27} olmak iizere, bu demetin I Kesiti su sekilde verilsin;
T'=0u, ®(Pidu" +T" du’ ®du"). (2.4.1)

Dolayisiyla
a; Ju :Pji’ aj‘k Ju :Fijk

olacak sekilde bir f,, :U — 2%} doniisiimii bulunabilir.



29

Bu takdirde (V,vi) koordinatlarinda (2.3.4), (2.3.7) ve (2.3.8) denklemleri kullanilarak

I'=0u, ®(thd2uk +I du ®du"’)

2k k m
P ®{ (a“ drvip ot dv’@th o O du dvj®dvh}

ou" o’ "o’ R N

2k k m
= v ®{av P ]+av (Ph Ou |y Ou du jdvj®dvh}

ou" " oy’ ou” ' vl !
=0, ®(Pd™ +Tydv’ @av" )

bulunur. Yani

P ' P ou*

e Wil (2.4.2)

. 2k k m
o' (P o°u 0 ou" du j (24.3)

r —+ _—
= ou" N v

dir. Buradan ise P]’ ’lerin (1,1) tipindeki bir tensoriin bilesenleri oldugu goriiliir. (2.3.1)
ve (2.3.6)’y1 kullanarak (2.4.2) denkleminden
L ,
a, (gvw)a (fy)=a;(f)al (gw)
a (8w (fy))=4, (fvgvu)
a; (o8 (1)) =4 (frgw)

buluruz. Benzer sekilde (2.3.3)den de daj(0(g,,)f,)=a)(f, gy) buluruz.

Dolayisiyla I" konneksiyonu icin (U u' ), (V,vi ) , UNV #0 komsulugunda

(0-8w) fy = 18w (2.4.4)

denklemi gecerlidir. ¢ bir homomorfizma oldugundan

o(gw)o(fu)=0(f)o(gw)
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buluruz. Pj’"ler (1,1) tipindeki bir tensoriin  bilesenleri  oldugundan

A:¥(T(M)®D* (M) > (T (M)®T" (M)) déniisimiinii
A(T)=P/ou, ®du' =P (2.4.5)

seklinde tamimlayabiliriz. Bu takdirde (2.4.1) ile verilen genel konneksiyona bir P-

konneksiyon denir. P =idT( ) seklinde ise bu konneksiyona bir 1-konneksiyon, P bir
sifir homomorfizma ise de bir O-konneksiyon denir. Buradan asagidaki teoremi
verebiliriz.

Teorem 2.4.1. T(M) tanjant demetinin klasik afin konneksiyonu, A altindaki

goriintiisii 7 (M ) *nin 6zdeslik izomorfizmasi olacak sekilde, 7 (M )®D* (M ) nin bir

kesitine karsilik gelir. Yani, afin konneksiyon bir 1-konneksiyondur, [7].

Ispat. Afin konneksiyonun katsayilari koordinat degisimi altinda
(2 )

L, = — -4+1 . -
I ik
"oov™ | ou'ou’ * ou' ou”

denklemini saglar, yani 13].’” =97 buluruz. Bunu

(2.4.2) denkleminde yazarsak, P" =" buluruz ve bu durumda
(A(T))(0u,) = &/0u, ® du’ (ou, ) = 6/9u,5} = &,0u, = u,

yani A, T (M ) de 6zdeslik izomorfizmasidir. Boylece teorem kanitlanmis olur.

Not. Bilindigi gibi bir afin konneksiyonun lokal koordinatlara gore ifade edilen

bilesenleri birer geometrik nesnedir ancak bunlar geometrik ¢okluklar degildir. Ciinkii
bir koordinat doniigiimiinde bunlarin tamam (1,2) tipinde bir tensoriin bilesenleri gibi
doniigiirler ancak lokal koordinatlarin ikinci mertebeden kismi tiirevlerini igeren
terimler barindirirlar. (2.4.1) denkleminden bir afin konneksiyonun Ff; bilesenleri bir 1-
konneksiyonun ikinci bilesenleri oldugu (2.4.3) denklemi ise (1,2) tipte bir tensoriin Tl.j"

bilesenleri, bir O-konneksiyonun bilesenleri oldugu gosterir. Dolayisiyla bir afin
konneksiyonun bilesenleri ile (1,2) tipinde bir tensoriin bilesenlerine birbirinden

tamamuyla farkli olmayan kavramlar olarak bakilabilir.
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Simdi, F'e ¥ (T (M)®D* (M )) icin M baz uzayinin 6zdeslik doniigiimiinii 6rten
= (M) S T(M)

demet homomorfizmasini
#(X)=(T.X), Xe3* (M)

seklindeki i¢ carpim ile tanimlayalim. Yani {au j,BZujk} ve {dzuh,du"®dul} ,

sirastyla, 3% (M) ve ©*(M ) nin bazlari olmak iizere

,u(auj) =<F,auj> =<aui ®(1’,l"d2uh +I" du" ®duk),auj>=

(2.4.6)
<aui ® P,fdzu",auj>+<aui ®L!, du" ®duk,auj> = P,0u,8; = P,ou,
ve
,u(azujk ) = <F,82ujk> = <aui ® (I’,,idzuh +T7 du" ® du' ),azujk > = 047
<aui ® P/d’u",0’u, > + <aui ®I du" ® dul,azujk> =T",du,
yazilabilir.

Diger yandan, T (M )®D*(M) i 3*(M)®D*(M) oldugundan, ' konneksiyonu
3*(M)®D* (M) demetinin bir kesiti olarak diisiiniilebilir. Dolayisiyla benzer sekilde

D*(M)’de de bir homomorfizma tanimlayabiliriz. Bu homomorfizmayi, we D*(M )

olmak iizere (a), F> seklinde tanimlayabiliriz, yani

<d2uj,F>

(@, 0u, ® (P'd’u' +Tjdu' ® du'"))

5 (Pfd™ +Thdu' ®du") = (2.4.8)
=P/d’u' +T},du’ ®du"

veE
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(du’ @ du*,T) = (du’ @ du*, 0, ® (Pld’u’ + T, du’ ® ")) =0. (2.4.9)
212
AT)e¥(T(M)®T*(M)) oldugundan (2.3.15)den d(A(T))e ‘P(T(M)® j dir.
Boliim 2.3’den
T(M)™""? (32 (M)®T*(M)®T*(M)+T(M)®D* (M))
oldugunu biliyoruz, ayrica

(3*(M)®T*(M)®T*(M)+T(M)®D*(M)) =3’ (M)®D* (M)

S
dir, dolayisiyla ‘P(T(M)(a )C‘P(SZ(M)GD@Z(M)) yazabiliriz. (2.4.5) ve

(2.3.18)'den A(T")= P’ou; ®du' icin

oP* : . .
d(A(T))=—"0u, ®du' ®du' +P'0*u, ®du' ®du' + P'ou, ® d’u’

au 2 2 —_ 2

TT(/AF/ eT*(M)* <32 (m) eT+(M) er(m) €D (M)

dir, we®’(M) ic¢in D°(M)’deki homomorfizmay1 ise <a),d (xl(l“))> seklinde

tanimlayabiliriz. Yani

(d’u’,d(A(T)))=0! (Pkdzui LAY, ®du’J
’ J i a i

| ! (2.4.10)
J
=P/d’u’ +a—Bhdui ®du"
ou
ve
(d ®du",d(A(T))) =86, (P du’ ®du') = Pdu’ ® du" (2.4.11)
dir.

Lemma 2.4.2. 9(o) =(,d(A(I))-T), weD’(M) le verilen
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P=¢.: D (M)>T*(M)®T*(M)

doniisiimii M baz uzaymin 6zdeslik doniisiimiinii 6rten bir homomorfizmadir, [1].
D (M) nin {dzuj,duj ® duh} bazi i¢in (2.4.8), (2.4.9), (2.4.10) ve (2.4.11)’den

p(du')=(d"'.a(4(1))-T)
=(d%',d (A(T)))-(d%",T)

:(apij _I"j

" thdui ® du"
u

veE

¢(du' ®du") = (du' ®du",d (A(T))-T)

=P/du' ®du" —0=P’'du’ ® du"

buluruz. Burada

j
-5 (2.4.12)
ou"
notasyonu kullanirsak
o(d’u')=-A du’ ® du*
: o (2.4.13)
q)(du’ ®duh) = Pdu’ ®du"
buluruz. Ustelik genel olarak
o(du') = du’ (2.4.14)
o(du' ®..®du" ®du") =P} - Pldu’ ® . ®du" ®du", q21 (2.4.15)

dir. 3’ (M) 'de tammladigimiz & homomorfizmasini da ¢ ile gdsterelim yani
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Play = H (2.4.16)

Dolayistyla dogal olarak, T (M )®(p’q+1) tistiinde denk olan

@)

T(M)* V@3 (M)eT (M) @T*(M)* —T(M)* "

s=12,...,p

veE

T(M)®p ®T*(M)®(t—l) ®©2 (M)@T*(M)(a((ﬁ) _)T(M)®(P»l/+l)
t=12,..q

homomorfizmalarini buluruz. "®" tensor ¢carpiminin tanimina gore

P @)

Y1(m)* o3 (M)eT (M) @T (M)
s=1 ST (M )®(p,q+1)

9 . q-t
ST orH (M) @9 (M)®T (M)

t=1

homomorfizmasini tanimlayabiliriz ve bunu ayn1 ¢ sembolii ile gosteririz. Dogal olarak
o= T(M)" ST(M)™" | p.g=0.1,2,... (2.4.17)

homomorfizmasini elde ederiz.

Simdi de bu homomorfizmay1 kullanarak kovaryant diferansiyel operatoriinii

tanimlayalim. Herhangi bir I'e lP(T(M )®D* (M )) icin T’ genel konneksiyonunun

D = D,. kovaryant differansiyel operatorii
D=D. =g -d:®(T(M)"") 5w (T (M) ") (2.4.18)

seklinde tanimlanir. Yani,

fdy iy,
DVj,.”j,] ®» del‘..j,]
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olmak lizere V = V]’:;’ du, ®...®u, ®du’ ®..du™ igin
DV =0du, ®..®du, ®du’ ®..du" ® DV, (2.4.19)

seklindedir. (2.3.12), (2.3.13), (2.4.13), (2.4.14) ve (2.4.15) denklemlerinden

iy

DV = %q;(auﬁ ®..®u, ®du' ®..®du" ®du')
u P

P
Dou, ®.Qdu, ®du ,®du, ®..®du

s=1

®du’ ®...®du” ®du"

i)
+ Vj14..jl'q¢ q
+Z du;, ®..0u;

t=1
. . ) i . j
®du’ ®...0du' ®d’u’ &(du ®..® du")
iy,
Ky Pkp by pi Jq
i i a 1 my m,
u
Z k, k k k k il j ] 1
) ) ) [ j m
= +ZP LRSS P L PN PP b du, @...0u, ®@du™ ®..Qdu™ ®du
i [ [ ip Jiedg T my m, k k,
s=1
- k, k ) i i i i J
_ 1 P 1+lp Vi Ji—1 Jt Jr+1 q
ZB1 "'Pip lequ Bnl "‘Pml,1 Am,hRn,H "‘Bnq
t=1
yani
iy,
kik, _ ph k, hdg pi Jq
Dh my..my - Pi1 ‘ Pll auh my m,
. k, k k k k ) ]
1 s—1 ks s+ Ul pii Jq
+ D B BT B PV PP (2.4.20)
s=1
9q i P L . . . . :
_ 1 P\ pii Ji-t A Ji Jrst Jq
ZPi1 '"Pip lem]}, P’”l '"PV”H Amth’”z+1 Pm

q
t=1

bulunur. Bu sekilde tanimlanan tiireve Otsuki kovaryant tiirevi de denir.

Simdi de x|, 'nin W :T*(M)—>T*(M) dual homomorfizmasim goz Oniine

alalim, (2.4.6)’dan
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Hr(du)= Pjiduj

(2.4.21)
dir. 1=A41. :T(M)®(p’q) - T(M)®(p ? homomorfizmasni ise
A=l ®..0u)®(4 1 ®..0u")
] e —|
ptane q-tane . (2.4.22)

seklinde tanimlayalim. Lokal bilesenleri V! ve Wi olan, sirasiyla, (p,q) ve (a,b)

Jiw-Jg Ji---Jb

tipindeki V ve W tensor alanlari icin (2.4.20) formiili V ® W ye uygularsak

D, (Vi Wi ) = (DY Bl e B P ey
(2.4.23)
+ Bl PIVU P P (DWW )
ya da
(Vi )= (s J AW  +(A) (o)
elde ederiz. Bunu da
D(V®W)=¢(DV ® AW )+ AV ® DW (2.4.24)

®(a,b)

seklinde yazabiliriz. Burada &:T (M e er (M) >T(M ¥ oT (M)

izomorfizmadir ve toplananlarin aym tipte olmasimi1 saglar. Buradan goriiliir ki genel

konneksiyonlarin kovaryant tiirevi, A # Id icin, bilinen klasik ¢arpimin tiirev kuralini

saglamaz.

Son olarak kovaryant tiirev ve biiziilme arasindaki iliskiyi gosterelim. Bilesenleri V1 J’ i

olan bir (p+1,q+1)-tipindeki V tensor alani i¢in (2.4.20)’den
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ky..kyk
i i ll i i i hy...h,h h h h
o’ |D V1 5’P‘ P"P —————P"..P*P,
i me .. k, "k ou” Ji Jg T
. i ky...k k Yy, h h
J i 1T +1 p 1 ¢l q
+6, ZPkl BTy BB RV, " B'P . PP

+0/B.. P”F’ A hh ‘P'P!..P

Jq

q .
_ S/ iy ip pi hl / AR h/+1 hy ph
S, szn "‘Pk,,PkV -, h P A ij PJ

Jym Jz+1
t=1

4 | hq
~S/P..P" th hhA’ P'..P;

ya da
ky.k k
&/ (D" )=Pi. P —=(P'B)P"..P!"
m’ . ky kp aum i Tk Ji Jq

h

+ Zp: Pklll s 11’" s+1 P l’Vhl h (Pthki ) PJT’I ...ijq
s=1

i iy i kykyk b phy hy
+Pk1 "‘Pkl, ka‘/hl“.hqh Pz le "'P'

Jq
Jrm /1+l

_ipkll PpVh hh (P:thl)lell1 ”Ah’ | PJ]:“

T A A

Jq

buluruz. M ; = Pk'ij ve M = P? alirsak

ky ..k ,k h
a(‘/hlmhh Mk ) h h
— T I ph i
aum B g

P .
+ Y BB BB (VML) PP
s=1

8/ (D,v, ) =R ..B!

m’ ..

(2.4.25)
—ZP’I P (VM) Pl P A P P

Ji-1 Jrm ]/+1

d(P"P; , ,
— BBV M—P’T;m+/\me; P"..P"

hy...hy h au m i | Jq

o(R'F!)

buluruz. Simdi —5 P'T,, +A! P ifadesini inceleyelim.
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a PhPl
( ) PhF;{m AflmPl
aum
aP' oP"
=p"| T, +| ——+A] |P =T} P/ —P'A,,
aum au m

ve ( 2.4.20) denkleminden
D6, =T}, P’ —BA’, (2.4.26)
oldugundan (2.4.25) denklemi

D,V =D, (VM) )= BBV, (D8 ) PP (2.4.27)

m7i 7y

seklini alir. Buradaki denklemin sag tarafindaki birinci terimin kovaryant tiirevi,

biiziilmiis ( p,q)- tipindeki tensoriin tiirevidir ikinci terim ise Kronecker & ’smin genel

konneksiyona gore tiirevini igerir.

2.5. KONNEKSIYONUN (1,1) TiPINDEN BiR TENSOR iLE CARPIML
REGULER GENEL KONNEKSIYONLAR.

Bu boliimde, bir I' genel konneksiyonun kovaryant ve kontravaryant kisimlarini elde
edecegiz. Otsuki [7]’de regiiler genel konneksiyonun kontravaryant ve kovaryant

kisimlart elde etmistir. Sonra ise [15]’deki makalesinde bunu regiiller olmayan

konneksiyonlara da genellestirmistir. Bunun igin £ grubunu, p; elemanlarim da

ekleyerek & yarigrubuna genisletmek gereksinim duyulmustur. Yani Ezn ,

n

ai,‘;tO

J
olacak sekilde (a a]h,pi) gercel sayilarinin bir kiimesidir. p; elemanlarinin tersi
olmayabilir dolayisiyla bu kiime bir yarigruptur. Bu yar1 grupta carpma islemini
asagidaki formiiller ile verelim:

a,Be [} igin aff nn bilesenleri
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)=a}(a)a; (B)+a, () p; (B)a,(B) (2.5.1)

O':(a;,a;h,p;) — (ai,) (2.5.2)

ile tanimlanan o: L, — L, izdiisim homomorfizmast verilsin. (a!,a!,) elemanlarin
(a;,a;h,a;) ile ozdeslestirerek, I’ grubu [’ yari grubunun bir altgrubu olarak
diistiniiliir.

j

i

olmak iizere

Herhangi bir (U ,u') koordinat komsulugu igin Aj, =T, -

ou"
a oy = 5
a;h ’J;U = Aijh (2.5.3)
p; : fU = _Pji

seklinde bir fU :U — > doniisiimiinii tammlayahm. Herhangi bir (U ,ui) koordinat
komsulugunda tanimli A'jh icin, (2.4.12), (2.4.2) ve (2.4.3) den U NV # 0 olmak iizere,

(V, v ) koordinat komsulugunda

N —
Aih -

2.7 J ! m
( o’y Pk+av kjau ou (2.5.4)

- 1 I i
ou"ou* out ") "

buluruz. Boylece (2.4.2), (2.5.3) ve (2.5.4) denklemlerinden (2.4.4) denkleminin

benzeri olan

gVUfNU :fv(a’gw) (2.5.5)

denklemini elde ederiz.



40

Dolayisiyla, M nin herhangi bir U komsulugunda f, :U — L (ya da fU U > L)
dontigimii (2.4.4) (ya da (2.5.5)) denklemlerini sagliyorsa { fU} (yada { fU}) sistemi

M’de bir I konneksiyonunu tanimlar . (2.4.1) ve (2.4.12)’den I konneksiyonu
T'=0u, ®(d(B'du" )+ A}, du* ® du”) (2.5.6)
seklinde de yazilabilir.

Simdi de konneksiyonun kontravaryant ve kovayrant kisimlarim1 verelim. Bunun ig¢in,

0 (1,1) tipinde bir tensor olmak iizere

i i

aj'qU :Qj

. (2.5.7)
ay gy =0

denklemleri ile tanimlanan bir ¢, :U - M 2 doniisiimii verilsin. Q;’ler bir O tensor

alaninin  bilesenleri oldugundan herhangi bir U, V, UNV #0 koordinat

komsulugunda
(0 8w)a =a,(0 8w)
denklemini saglar. (2.4.4) denkleminden
(o 8w )aufo)=(a 1) 8w

buluruz, yani {f', =g, f,} sistemi, bilesenleri

a; Sy :a; '(quU):ali(qU)a];(fU):Qlink
a;h [y :ajh '(quU):ali(qU)afh(fU)+alil(qU)a§(fU)allz(fU) (2.5.8)

=0

= Qllc Fl;‘h

olan bir 'T" genel konneksiyonu tanimlar. Lokal koordinatlarda 'T" genel konneksiyonu
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T=0u, ®(Q,Pfdu’ + Q" ,du’ ® du")

ST (2.5.9)
=0u,Q, ® (Pid’u’ +T",du’ ® du")= QT
seklindedir ve bu konneksiyona I'’min kontravaryant kismi denir. Benzer sekilde

L c £ c £ olmak iizere

a;-qy =9,
a;h g, =0 (2.5.10)

denklemleri ile §, :U — £ déniisiimiinii tanimlayalim. Bu takdirde

(O-'gvu)éu :év(o-'gw/)

buluruz. Diger taraftan (2.5.5) denkleminden
8w (fuéy) = (quv )(O- gVU)

buluruz. Yani { f'y= fU(jU} sistemi, bilesenleri

a; 'f"U :aj‘(fUéU):ali(fU)af(qU):é:é‘/]f :5;
a;‘h Sy :a;h '(fuqu):a/i(fy)afh(qu)+a/i/(fz/)pf(qu)aiz(ql/)
— (2.5.11)
:A;;/Qfé‘/i :AZhQ;(
P; ‘f"U = p;(fUéU)= p/i(fu)pj(éu):_Plef

olan bir "I' genel konneksiyonu tanimlar. Bu konneksiyona I'’nin kovaryant kismi

denir. (2.5.3) ve (2.5.6)’dan "I genel konneksiyonu lokal olarak
'T=u, ® (d(B/Qidu’) + A}, Qbdu" ® du’ ) =T'Q (2.5.12)

seklinde yazilabilir .
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Onerme 2.5.1 Bir genel konneksiyon ile (1,1) tipindeki bir tensér alanmin carpimi
birlesmelidir, [15].
Tamm 2.5.1. Eger P=A(I') homomorfizmasi T (M )’nin bir izomorfizmasi ise T

genel konneksiyonuna regiiler genel konneksiyon denir.

', M’de bir regiiler genel konneksiyon ve Q=P olsun. Bu takdirde (2.5.9) ve
(2.5.12) ile tamimlanan (2.5.8) ve (2.5.11)’den 'I' ve "I' genel konneksiyonlarin

katsayilar

. ik i

a;'f'U_Qli})j _5;
' i Tk

a}h ‘f'u :Q/:th

a f'y =9
ay fy = N0 (2.5.13)
pif", ==6

seklinde bulunur. Buradan 'T'=(8,QiT*,) ve "I'=(5},A},0") konneksiyonlarmn birer
afin konneksiyon oldugu goriiliir. 'T" ve "I konnneksiyonlar, sirasiyla, 'D ve "D
kovaryant diferansiyellerini tanimlarlar. Kovaryant diferansiyel tanimindan (1,1) tipinde
bir tensor alani icin

'DV/ ='DV/du' =((9,V))+ T}V =T,/ ) du'

jh

(2.5.14)

"DV ="DVdi' =((8,V))+" T}V, ="T",V, ) du'

1

esitlikleri elde edilir.
2.6. TEMEL KOVARYANT TUREVIN TANIMI VE KOVARYANT TUREYV iLE
ILiSKiSi

T ve 'T i¢in ¢'=¢@.. ve ¢"=¢. yazarsak (2.4.16), (2.4.6), (2.4.7) ve (2.4.13)

denklemlerini
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9(9u,) = p¢(ou,) = o’ (du,)
p(d%u, ) P"l"f‘hau —go('l"fhauk):q)q)'(azuih)

(
(
pdu’) = pp'(du’) = pp’ (du’)
(d’u’)=—"T,P'Pldu' ®du" = p¢’(d’u’)

S

seklinde yazabiliriz.

Teorem 2.6.1. ¢ transformasyonu ¢’nin 1. mertebeden tensor carpim demetlerinde

kisiti, fZ. homomorfizmast ise: T(M) ve T*(M) demetlerinde bir 6zdeslik
doniisiimii, 3*(M)’de ¢', D*(M)’de de ¢" homomorfizmas: olmak iizere herhangi

bir Fe ¥ (T (M)®D* (M )) regiiler genel konneksiyonu igin

0=p

esitligi gecerlidir, [1].
Ispat. Bunu ispatlamak i¢in du,eT(M), du'eT*(M), 0u,e3*(M) ve

d*u' € ©* (M) elemanlar igin:
(?'ﬁ(aui)Z(ﬁ'id(aui)z(ﬁ(a”i):(ﬂ(aui)
Q- ,u(du) Q- ld(dui):ﬁ(dui):q)(dui),

6.1, )=p-9 (50, =5 (o) = (0l
=P"Q, F;k u, = FZ’;(aMm = ¢(azujk )

ve
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g-(du')=0-¢"(du')=p(-"A du’ ®du")

=p(-"T" du’ ®du*)
= (-A,Qldu’ ®du*) =~} Q' Pldu" ® du*

jim

=—A S, du" ® du* =—Ajdu' ®du* = p(d’u')

buluruz dolayisiyla @- f7 = ¢ ve bdylece teorem ispatlanmis oldu.
Tammm 2.6.1. z. homomorfizmasina I" regiiler genel konneksiyonun temel

homomorfizmas: denir. Bu takdirde kovaryant tiirev
D=D.=p.-d (2.6.1)

seklinde tanimlanir ve I" regiiler genel konneksiyonunun temel kovaryant tiirevi adin
alir.

(2.4.18)’den ise
D=¢-D (2.6.2)

bulunur. Dolayisiyla lokal koordinatlar VJ?;I olan herhangi bir V e ‘P(T(M )®(p’q))

tensor alani igin

DV!"" =D, v" i’ du (2.6.3)

Ji-

ll ,

— i1~~ip Jy- .]q z (N , Zu k l11 i,)
thjl'“ + kh ]1]2 fzh Jieedi— lkj1+l'“jq (2‘6‘4)

ve

D,V =P B (DY, |Ph..P" (2.6.5)

m’ ji..j,
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buluruz. Simdi de I" genel konneksiyonunun temel kovaryant tiirevi ile ilgili, (2.4.24)

ve (2.4.27) denklemlerine benzer denklemleri arastiralim. (p,q) ve (a,b) tipindeki V

ve W tanjant tensor alanlari i¢in @ = @ () /Tq” =1 P alirsak

—p+a TP — —p+a
( q+1 ®% ) q+b+1 €, ﬂ'q ® ¢b+1 ¢q+b+l

buluruz. (2.6.2)’yi kullanarak (2.4.24)’den

@D(V®W)

D(V®W)=¢(DV®AW)+ AV ® DW
£(@DV ® AW )+ AV ® pDW

=p(e(DVOW)+V ®DW)

(2.6.6)

buluruz. Ustelik @ herhangi bir diizgiin genel konneksiyon i¢in bir izomorfizma
oldugundan

D(V®W)=¢(DV®W)+V ®DW

elde edilir. Bu denklem, klasik afin konneksiyona gore tensor carpiminin kovaryant
tiirevinin formiiliidiir. (2.6.4) formiiliinii kullanarak

iy
i~ Y70 aV gl kigyy . i I k iy .0yl
J 1 — q 1 1 +1 At " 1y
5" (thf'l- ) +Z wV, 1112 Z Fj,hvjl..4j,,1kj,+lu.jqi
s= =1
+ l—‘l il ,k nrk
kh k

i (2.6.7)
~p,(v" w(sf)m ('rjh—"rl.fh)
buluruz. Aym formiilii kullanarak
D6/ =T}, —"T (2.6.8)
oldugundan iistteki denklem
DV ) =Dy (virsl )+ v, (Do) (2.6.9)

seklinde yazilabilir.
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Buradan temel kovaryant operatoriin, / biizme operatorii ile degisimli olmayabildigini
goriiriiz. Degisimli olmasi igin ise gerek ve yeter kosul D,/ =0 ya da (2.6.8)’den

'T'="T" olmasidir.

Simdi (2.5.13) denklemlerinden

nyi aPl i
Fthk (_a_uth,i +FthliJij

aPl 1 aP i
== o [h QkPk +Fthkij == auj +F F,;h

bulunur ve buradan

i

au

" F;(th Pl ka

jh

=0 (2.6.10)
seklindeki Otsuki denklemini elde ederiz. Diger yandan'D, ve "D, , sirasiyla, 'T" ve
"T" klasik afin konneksiyonlar icin u"’ya gore kovaryant tiirevler olmak iizere

Dhé‘; — Pkiﬁhé‘lkpl Pl (IFk _ nl—‘;(h )PJ[

th

oP!
—P’('F,th’ Pk '1"1 o J J (2.6.11)
u

= R (D7)
esitligi ile benzer sekilde
D,8 =P (DS )P =P (T}, -"T} )P =(B T}, - BT}, )P

A S

("D.F) P
esitligi bulunur. Sonug olarak

'D,P! =(D,5;) P! (2.6.12)
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"D,P! =P/ (D,5}) (2.6.13)

denklemleri elde ederiz. 5th" y1(2.6.4)’e gore ise

n i anl [ mli k i nyk
D,P; = " +T,P —F "L, (2.6.14)

seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla asagidaki teoremi ispatlamis olduk.

Teorem 2.6.2 [ tarafindan belirlenen biiziilme operatorii ile kovaryant tiirev
operatorlerinin degisimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidakilerden en az birinin
saglanmasidir:

1. T(M)’deki & 6zdeslik izomorfizmasi, I""ya gore kovaryant sabittir.
2. P=A(T) tensorii 'T'= P'T seklinde verilen afin konneksiyona gore kovaryant

sabittir.
3. P=A(T') tensérii "I'=[P"' seklinde verilen afin konneksiyonuna gore

kovaryant sabittir.

4. 'T'="T", esitligi gecerlidir, [7].

2.7. GEODEZIKLER VE METRIiK KOSULLARI

F:(Pj",F”jh), M’de bir genel konneksiyon olsun. Bir C, x(t)z(ui(s)) egrisi ve C

boyunca V = (V;‘ ~n

; (s)) tensor alani i¢in I"’ya gore % kovaryant tiirevini asagidaki
oy S

sekilde tanimlariz

iy i ky..k,
Ji-Jg _ Pil P[p my...m, Pml Pmt]
—ds Kk, AR
L i i i i i ky..k m, 2 1
I L s lysl 2 VAR SR » LU (] 7
Z Pkl o 'Pk.\»—l st thm Pkp ‘/’"1 ey le PL, h ( )
s=1 du
+ -
| ds

kp my...m, 1 Jist Jq

9q .

_ Pil P’pvkl‘“kr) P™ . P AT Pt pTa
E K i ol DY LR
t=1
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ozellikle ax = [d_uj hiz vektorii icin

ds s
D( du' d*u' - du® du”
—| —|=PF +I . 2.7.2
ds( ds] “ds? “ods ds ( )

Tanim 2.7.1. Verilen bir C egrisi i¢in

Dldu)_ (2.7.3)
ds\ ds

kosulu saglaniyorsa egriye I konneksiyonuna gore geodeziktir denir.

I" bir diizgiin genel konneksiyon olsun. Bu takdirde

Vilmip =y kik,
= BB %gﬁmpjﬁq (2.7.4)
ve
EVAilmiAp dV.ilmi!, » . duh - o . o duh
Ji-Jg Ji-J. i by kodpgad B k
¢« _ .4 vl—*x _V-l 11 Bttty V-l » ) "F. - 275
dS dS ; kh dS JiJq ; JieJi k/1+l...jq Jih dS ( )
dir, dolayisiyla (2.7.3) kosulu
dﬂ[‘;lj ~0 2.7.6)
s\ ds
ile esdegerdir.

Bir kontravaryant tensor i¢in, D temel kovaryant tiirevi 'T"’ye gore olan kovaryant
tiirev ile aynmidir dolayisiyla su teorem verilebilir.
Teorem 2.7.1. M iistiinde bir C egrisi, I" regiiler konneksiyonuna gore bir geodezik ise

'T"’ya gore de bir geodeziktir. Tersi de gegerlidir, [7].
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Tamm 2.7.3.. M’nin her noktasinda P =A(T") nin bir 6zdegeri olan, M’ de tanimli bir

7 fonksiyonuna bir 6z fonksiyon denir. C egrisinin her noktasindaki tanjant vektori,
7 ’ya kars1 gelen bir 6z vektor, yani
du’ du'
T

P! =7T—
!odt dt

(2.7.7)

ise C’ ye 7 0z fonksiyonuna kars1 gelen bir 6z egri denir.

Riemann Geometrisinde bilindigi gibi, verilen bir non-singiler G = g,.jdu" ® du’

. . . . . i l ’
simetrik tensor alani i¢in, I n :{ } lar
Jjh

g i :l agkh+agjk_agjlt
“1jn] 2\ 0w’ ou" ou

ikinci mertebeden Christoffel sembolleri ve Dy afin konneksiyona gore kovaryant

tiirev olmak tizere

HI =T

Jjh hj

2) D;g;=0

olacak sekilde, tek sekilde belirlenen bir F:(5;,F;h) afin konneksiyonu vardir. Bu

konneksiyon I'=T", ile gosterilir ve Levi-Civita konneksiyonu adini alir. Simdi bu

bilgileri Otsuki konneksiyonuna genisletelim. Bunun i¢in gerekli tanimlar1 verelim.

Tanmm 2.7.4. M, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve P, (1,1) tipinde bir

tensor alani olsun. Her xe M noktasinda P:T(M)—T(M) homomorfizmasi
P(T,(M)) de bir izomorfizma ve boyP (T, (M ))=m = sabit ise P’ye M’de normaldir

denir.

P, bir normal tensor alani olsun
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pP(M)=J P(T,(M)) (2.7.9)

xeM

birlesimi, lifi m-boyutlu P (M)=P(T.(M)) vektor uzayr olan, T(M)'nin bir

X

altdemeti olarak diisiiniilebilir. P bir izomorfizma oldugundan, ¢ekirdegi

N, (M) =ker(P], ) (2.7.10)
n-m boyutlu bir vektor uzayidir.

NM)=JN, (M) (2.7.11)

xeM

birlesimi ise 7' (M ) ’nin bir altdemetidir ve

T(M)=P(M)®N(M) (2.7.12)
dir. A ve N, izdiisiimlerini

A:T(M)— P(M), AlP(M)=1

(M)—P(M) |P(M) 0713

T(M)—>N(M), N|N(M)=1

seklinde tanimlayalim. A ve N’yi M’de (1,1) tipindeki tensor olarak diisiinebiliriz. Simdi

{v,.v,}, P(M) nin ve {V,

m+12°

.V}, N(M)’nin ¢ati alanlari olacak sekilde M’nin

bir komsulugunda {V,...,V, .V,

m? " m+12°°°>

V. } bir ¢at1 alan1 olsun. Bu takdirde

P(V) =WV P(V,)=0. /|20
A(V,)=V,, A(v,)=0,
N(V,)=0, N(Vﬂ):V/l

denklemleri yazabiliriz. Buradan ise

A+N=I, AN=NA=0, AP=PA=P, NP=PN =0 (2.7.14)

bulunur.
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Tanim 2.7.5. P normal bir tensor ve G = gl.jdui ®du’ singiiler olmayan simetrik metrik

tensorii olsun. P (M) ve N, (M) tensorleri G’ye gore ortogonal iseler o zaman P’ye

ortogonal olarak G ye baghdwr denir.

Tanim 2.7.6.
T'=0u, ®(P'du" +T}, du* ®du™)
denklemi ile verilen bir I' konneksiyonu i¢in
P=A(T)=Pou; ® du'

tensorii normal ise I ’ya normal genel konneksiyon denir.

Tanmm 2.7.7. Bir I" normal genel konneksiyon igin, N; ’ler N tensoriiniin lokal
bilesenleri olmak iizere, N,I", =0 kosulu saglamyorsa I'ya éz’diir (proper) denir.
Tamm 2.7.8. F:(Pj" ,Fi,h) bir genel konneksiyon ve G =g du' ®du’ non-singiiler

simetrik kovaryant bir tensor icin

o)
D,g; = L BlPJk — &\ P,k —gu P A

W8 — " in jh
g aB/ oP*
:ﬁP/PJk _glk (Fih_WJij_glkal( ];h_aujh (2'7'15)

0
:a_zf’(g”‘Pilek)_glkFl Pf—g,PT"

ih™ j i~ jh

olmak iizere
DGzDhg,jdu' @du’ ®du" =0 (2.7.16)

kosulu saglamyorsa I'’ya, G icin metrik kosulunu saglar ya da Otsuki metrik

konneksiyonu denir.

Teorem 2.7.1 I', G ye gore bir metrik konneksiyon, V:(Vi) ve W:(Wi) ise
C:x= (ui (t)) egrisi boyunca bu konneksiyona gore kovaryant sabit herhangi iki vektor

alam olsun. O takdirde g, P'P'V'W’ bir sabit skalerdir. Tersine, herhangi bir egri icin
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bu ozellik saglanmiyorsa, verilen I'konneksiyonu G’ye gore bir metrik koneksiyondur,
[9].
Ispat.

V ve W vektor alanlari i¢in

i h j h
DV _pdv’ av’ F‘ Vi du —0— P’ av -V du
dt dt dt dt ! dt
i j h J h
DW.__ pidW +, Wi S ooy pr WV _ _pi gyt
dt Todt dt Tdt ! dt

ve (2.7.15) den

dw’

d ki i) _ @ L dv' i
E(g,kPinVW-’)—E(g P'P\VWI +g, PP 7Wf+ g PPV —— o

h
:%(glkR’f’,-k)ViW"+glk( -,V d;‘ ]Pka+g]ka [ - w/ d;‘t ]
J du" du" du"

:W(glkPP )VW}T_glkPkrihVW]?_gszrkVW’ I

) k
aglk( P'P )VW] du' aPl( lkPk)VW]d—h+ai( )VW] du'"

ou’" dr ou" ai o “
— g PT, VW’ %h— PTVW d;t
oS )-aun -G
=D,g,V'W’ dd: =0

bulunur ki bu teoremi ispatlar.

Teorem 2.7.2. P ortogonal olarak G’ye bagl olmak iizere P = Pjaui ®du’ bir normal

tensor ve G = g,.jdu" ®du’ singiiler olmayan simetrik tensor alani olsun. Asagidaki

kosullar1 saglayan:

1) P=A(T),
2) T 6z°diir, yani NIT=I'N =0,

3) I', G ye gore bir metrik konneksiyondur yani D, g, =0,
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bir I' normal genel konneksiyon bulunabilir. Ustelik, A; ’ler A nmin lokal koordinatlari,

S _l(l—«i -T

= " ,A) ve “D; ” sembolii G’den indirgenmis Levi-Civita konneksiyonuna
Jjh 2 n Yy h

gore kovaryant tiirev olmak iizere

B S0 =1a(D, R D, R)A;

kosulunu da eklersek, I" tek sekilde belirlenebilir, [16].

Bu teorem regiiler genel konneksiyonlar i¢in de gecerlidir, ciinkii regiiler genel
konneksiyonlar i¢in P sadece goriintiisiinde degil her noktasinda izomorfizmadir. Yani

her regiiler genel konneksiyon bir normal konneksiyondur.

2.8. GENEL KONNEKSiYONLARIN EGRILiK VE BURULMA FORMLARI

Bu boliimde klasik konneksiyonlarin genellestirilmesi olan genel konneksiyonlarin

burulma ve egrilik formlarini verecegiz. Ik 6nce boliim 2.2.2°de tanimladigimiz B (M )

cat1 demetinde, I genel konneksiyonu ile tanimlanan 1-formlar1 bulalim.

a’’lar, (U ,u') koordinat komsulugunda tanimli birer fonksiyon olarak diisiinelim. Bu
takdirde ¢, € ¥ (7 (M )) olmak iizere

i
e, =a,oy,

kontravaryant vektor alani icin (2.4.19) ve (2.4.20) den

| . 9
Da; =(Dhajl)duh z(Pj’ aZﬁ

+ Fijhai]du" = I’;daﬁ + aiFijhdu"

olmak iizere
De, =du, ® Daj,
buluruz. bf fonksiyonlari (2.2.19) ile tanimladigimiz a’nin ters fonksiyonlari olsun.

e, = a;0u, = du, = e b yi kullanarak
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De; =du, ® (P;d% + Fi.haﬁduh)

J

=e, ®b"(Pldaj+T"

j I/
jhaidu ! )

buluruz. Simdi de {B(M),M.z} demetinde 7' (U)nun u', B, (BeL,) lokal

koordinatlarini kullanarak n* tane
6y =b! (B){ P! (u)daj(B)+T", (u)a](B)du"} (2.8.1)
diferansiyel formunu tamimlayalim. Burada b; ler

bi(a)=d (o) (2.8.2)

J

olacak sekilde GL(n,R)= L, de fonksiyonlardir.

Lemma 3.8.1 9; lar B(M) uzayinda tammli ve lokal koordinat se¢iminden

bagimsizdirlar, [7].

Ispat. B(M)min  herhangi bir eleman M’nin  bir catisi oldugundan,

be ' (U)cB(M) igin
e, (b)=a;(B)ou,
alirsak
B=h,:U—>L,
buluruz. Herhangi iki (U u' ), (V,vi ) ve U NV #J koordinat komsulugu icin

(o 8y )y =hy (2.8.3)

denklemi gegerlidir. Boliim 2.4’de tanimladiginmiz

a.-f, =P, da f, =T, (2.8.4)

j?

ve (2.3.1) denklemlerini kullanarak, (2.8.1) denklemini
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0; =b! (B){ P! (u)daj(B)+T", (u)aj(B)du"}
0 = (bt - (- 1, )d (@] -y )+ (a1, ) (@) -y )"} = (28.5)
=(a’ 1! )(a- £, )d (af -y )+ (al - ), £, ) (a By )

d
d
0y =(a! hy ' fy )d (aj -y )+ (afy 1 f, ) (s -y ) du” (2:86)
seklinde yazabiliriz. (2.8.3) ve (2.4.4) den
' fy =h' (0 8w ) fu =1 fy 8w (2.8.7)
buluruz ve bunu (2.8.6) da yerine koyarsak

6x =al' (" f,)d (a; () +at (7' f, )l (B, ) dv*

elde ederiz ki bu, @} diferansiyel formlarinin M’deki koordinat se¢iminden bagimsiz

oldugunu gosterir.

B(M )deki bu 8 diferansiyel formlara, I" min B(M ) deki konneksiyon formlari

denir. B(M ) de (2.2.23) den gordiigiimiiz gibi n tane:
6" =b! (B)du' =(a - h;')du’ (2.8.8)
diferansiyel formu vardir. *B(M) iistiinde 7 tarafindan indirgenmis P tensoriinii

PE =04 (B)P (u)d, (B) 289)

seklinde tanimlayalim, [7]. Bu denklem

Py :af(hu_l)aij (fU)a;(h'U):

1 (2.8.10)
= af (hu_ fUhU )
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seklinde de yazilabilir. Boylece (2.8.5), (2.8.8) ve aj.k -h, =0 denklemlerini kullanarak

" "

A" diferansiyel formlarin dis carpimi olmak iizere, asagidaki ikinci mertebeden

diferansiyel formlar1 tanimlayabiliriz:

P'd0* +0" A6
=(af -, fyhy )d ((b] by )du’ )+
(a hy 1, )d by )+ (al by fy ) (s by ) dud } A (b7 by ) d?
=—(al -, f, ) du' Adu”
=—(f -, )(dl, - f, )du' Adu",

yani

Pido" +6; 0" =—(b" b, )(aj, f,)du' ndu" .
Dolayisiyla,

Q' =—(aj,- f,)du’ Adu" =-T}du’ ndu" (2.8.11)
alirsak

®" =P{'do* +6; N6* =b" (S)Q’ (2.8.12)

buluruz. Buradan da 8(M)’de ikinci mertebeden ®“ diferansiyel formlarm, M’deki

vektorel diferansiyel formlardan 7 tarafindan indirgenmis oldugunu gosterelim.
Lemma 3.7.3 (2.8.11) ile tanimlanan Q’’ler M’nin vektdrel formda diferansiyel

formlandir, [7].

Ispat. (2.3.1), (2.3.6) ve (2.4.4) denklemlerini kullanarak

(a,.’,; -fv)dvi Adv"
= (ai{l 1y )(angU )dul /\(af,'lgVU )du"’
= a/{ (gvu )ai,;z (fU )dui Adu'"

buluruz. Yani,
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J

(a/;; -f, )dvi AdV" = %a; (f,)du' Adu". (2.8.13)

Q’ lere I genel konneksiyonun burulma formlart denir. Lokal bilesenleri
T, =T, -1 (2.8.14)

olan (1,2) tipinden tanjant tensor alanina ise I’min burulma tensorii denir. Boylece

(2.8.11) den
Q =—%7},{dui Adu" (2.8.15)

buluruz. Simdi de I nin egrilik formlarim verecegiz. [k once P“d8’ + 8" A 8. ifadesini

konneksiyon bilesenleri cinsinden ifade edelim:

P'd6) = P'd{b (P'da, +T',a,du" )}
= P/{db! A P'da}, +db; AT} a’du"}

ih~"o

+P!bY{dP’ Addl, +dT), Aaldu" +Tjdal, Adu"}

ih
ve

0! A0, =b"(P/da, +T] a\du" | A, (P}dal,+ T} aldu’ )
=—P"db] A Pfda) — P"db, AT},a"du'
+b!T;, du™ A P/da, +bT, du" AT, a,du’

denklemlerinden (2.4.12)’yi kullanarak

P!d6.+6! NG, =b*{P/dT, Adu" +Tj,du" AT du'}d,

. . , (2.8.16)
+b“{T}du"P' - P/ A}, du" } Ada,
elde edilir. Simdi
7, =6y —dP} 2.8.17)

alalim. Bu esitligi asagidaki gibi ifade edersek
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7y =bf (Pl.jda; +T7 a\du" ) —d (b]‘.’Pl.ja;)

= bLPAIE, +b/T)a}du’ - db!'P'd, — bidP’a, —b!'P'dd,
=—db!P’a} + " (Fiﬁlduh —dP’ ) a;
=—db!P’a, +b!' A du"a,

buluruz. Boylece

i =(~db! P’ + b Ajdu") d (2.8.18)

ya da b/'da,a’ = —db" oldugunu kullanarak

7w =b* (da] P} + A},

du'd,) (2.8.19)

buluruz.

Eger b/ ’leri bir kovaryant tensoriin bilesenleri olarak diisiiniirsek

Db} = db"P’ —b"AJ,du"

= —bfAl.’;qduh + dbfPij
elde ederiz. Bu ifadeyi (2.8.19) da yerine yazarsak
-7y =a, (Dbi” )

buluruz. Dolayisiyla —z5 lar, M deki formlardan tiiretilen, B(M) de diferansiyel

formlardir.
Simdi, 6P, — P, ifadesini inceleyelim. Yukarida verilen tanimlar kullanarak

ih™v

6/P, - P, =b"(P’'da) + T}a,du" ) P, — B/b) (da) P! + Ajadu”)
A | , (2.8.20)
=b*(T}du"P' - B'A,du" )d,

buluruz. Buradan ise
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b (T du P = PIA du" ) = (64 P, — Pl7, ) b?

ih i
elde edilir ve bunu (2.8.16) da yerine koyarsak

P!d0, + 0/ AO, =b*{P/dT", ndu* +Tjdu" AT du*}a +
(6P, - P!'7)) Abfda,

buluruz. Bu denklemin sag tarafini (2.8.19) ile karsilastirsak (2.8.9)’u kullanarak

(Prd, +0 AQL) Py =b*{P/dT", Adu* +Tjdu" AT, du*}al P}
+(6P, - P!7) AbYdal Py
=b*{P/dT, ndu" +T}du" AT, du*}P"a
+(01P) - Pzl ) A (7] —bP A du’ d})

(Prd6.+6" n6.) Py =b*{P/dT", Adu +Tjdu" AT du*}P"d}
+(0/P, - Pzl ) A7) —(61P) — PA7, ) bP A du" d
(Pd6.+6" n6.) Py —(0/P, - Piml) ATy
=b*{P/dT", Adu" +T}du" AT, du"} P"d};

— (6P, - P!z, )b A du"d,

buluruz. Dolayisiyla, B(M) ve M’deki diferansiyel formlari, sirasiyla, su sekilde

tanimlayabiliriz:
®; =(PB/'d6, +6/ A6, ) P ~(6/F, ~F'm,) A 7] (2.8.21)
ve

Q) ={P/dT, Adu" +T}du" AT, du*} P"

mk
— (6P, = P!7L) b7 AN du"
(28200 . (2.8.22)
= (P/dT, Adu* +T}du" AT, du" ) P"

—(r/‘hduhp,; —P/AL,du") AN du*.
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(2.4.20yden D,8, =T, P/ — P/A", oldugu kullamilarak (2.8.22) denklemini

Q) =(B/dI', ndu* +Tjdu" AT du* ) P" —= DS} A Ajdu' (2.8.23)

mk
seklinde yazabiliriz. Boylece
o beijozﬁ1 (2.8.24)

bulunur. Buradan Q/’lerin M de (1,1) tipinden tensdrel diferansiyel formlar oldugu
goriilir. A(T)=P=1 icin Q/’ler klasik afin konneksiyonun egrilik formlaridir.

Q! lere I’mn egrilik formlart ve ona kars1 gelen, lokal bilesenleri R;, olan

1

Q/ _ERJ du" A du" (2.8.25)

i hk

tensor alanina I’min egrilik tensorii denir.

Q/ =(P/dr

mk

Adu* +Tjdu" AT, du* ) P" = DS) A Ajdu*

[
P/ — aF”,”‘ du" A du* +—aF’Zh du* Adu® |+
a ' au Pm

;(F,’hdu AT du* +Thdu* AT du")
—%{Dhé‘,iduh AAJdu* + D Sldu* A Adu"}
or', oI m
:l (PJ( a r;l,k _ au’nhj—i_l—‘[]hrf"k Fl]kl—‘fnhjp duh /\duk

2
-D,8'A} + DS A}

m” “ik m* “ih

oldugundan D,8/ =Tj,P' — B/A!, olmak iizere R/, lar

ou"  ou*
-(p,3;

m;h

I I
Rz hk (P] (ar - armh j + Fljllrfnk Fljlcrfnh J Pm
(2.8.26)

)Ay + D, SIA;

m* “ih

seklinde verilir ve
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Rijhk = _Rijkh (2.8.27)
bulunur.

2.8.1. Regiiler Genel Konneksiyonlarin Egrilik Formlari

Bu boliimde I genel konneksiyonunun regiiler oldugunu varsayalim. Regiiler genel
konneksiyonlar i¢in A(I')= P bir izomorfizma oldugundan P‘Q/ =&/ olacak sekilde
bir Q tensoril vardir. I' nin kontravaryant ve kovaryant kisimlari, sirasiyla, 'I" ve "I’

olsun. 'D konneksiyonun kontravaryant kismina gore kovaryant tiirev olmak iizere

(2.5.8) ve (2.6.11) denklemleri ile verilen

I“j

ih

5th = Plj 'VhPi[

:ijrl

ih

1

ifadelerini (2.8.23)’de yerine koyarsak 'DP" = (?}%FF,’ZP[’ -P" 'kajduk ve

PP/ =M notasyonunu kullanarak

Q/=(P/dr, Adu* +T}du" AT du*) P" — DS} A Ajidu*
={p/d (P T, ) Adu' + B T\ydu" AP T, du* } P
~PB/'DPy A(P" Tdu* —dP")
P/dP' A'T! du* +M’d'T Adu' +
= P"
B’'T),du" AP'T,du’ ’
+P’'DP, A('DP" —'Tdu"P!)
={M)d'T, ndu" +M] 'T}du" A'T,du* } P"
+P’'DP, A'DE"

buluruz ve buradan da
Q/=M/{d'T', ~ndu* +Tldu" A'T", du'} P"+P’ DP. A'DP"

elde ederiz. I"'min 'I" kontravaryant kismi bir afin konneksiyon oldugundan,

'@’ ='T"} du" konneksiyon formlar1 olmak iizere, egrilik formlarini
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'Q=d'o +'o Nd,

seklinde gosterirsek iistteki denklemleri

Q/=M/Q! P"+P’''DP. \'DP" (2.8.28)

biciminde yazabiliriz. "'nin "I" kovaryant kisminin konneksiyon formlarini ise (2.5.13)

den
j J
”a)[j :"Fl-jhduh — Fljh _a_Plh Qi[duh — ij vl—*fh _aih Ql-lduh
ou Ju
=P/'0}Q -dP'Q!
=dQ/ + P "0}
ya da
" =P/ (d0! +' & Q) (2.8.29)

seklinde buluruz. "I"’ya gore egrilik formlarim
”Qij =d "a)ij +" wy{] A" a)i"’ (2.8.30)
seklinde yazarak ve dP/ AdQf =0 oldugunu kullanarak,

"Q =d"w) +' 0 Ao
Q) =d{p(dg} +'& Q) )} + B’ (dQ), +' @' 0, ) A P! (dQ; + @]
=dP/ (dQ} +' @/ Q! )+ P/d (dQ} +('a)fQ;))
+ P/ (dQ, + @/ Q) ) AP (dQ; +('@,0"))
=B/ (d'af +af n'af) )
= 'O

yani,
"Q/ =R, 0! (2.8.31)

buluruz. Boylece,
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- (0P’ , o . , .
"DF’ =[a +"T} P =P’ "Fikjdu" =dP’ +"o/P' - P’ ")
u

g7 +( Bl + RO )P B | B! + B 00!

[ Ah
—RiaQ ! =aner

Plcj(dp;,k+'a)1kP;,l_P[k'w;l,)Qh

1

ya da
"DP’ = P/('DF})Q/ (2.8.32)
elde ederiz. (2.8.31) ve (2.8.32) denklemlerini (2.8.28)’de yazarsak

Q/=M/Q, P"+F’'DF,A'DP"
Q/ =M/Q,"QP:P" +P'Q,("DP") P, Q" ("DP; ) P!

mn 4

— sz "QZMik +nDPhj /\(nDth) ,-k
yani
Q/=pP'"Q!M} +"DP’ ADP!'P" (2.8.33)
buluruz.
Ayrica, B(M)’deki 'I' ve "I'’niin egrilik formlarim, sirasiyla, '@% ve "©f ile

gosterirsek

(FeY/ R N/EFaYPu]
@ =b"'Qld)
[Fe Y/ N'R e N
@ =b""Qld

buluruz, dolayistyla (2.8.28), (2.8.33) ve (2.8.24) den, biM}a}, =M = P’P; olmak

uzere
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®) =b'Qld,
©; =b} (B/"QM{ +" DB/ A" DE'P')d,
©) =b'P/"QM}a; +b""DP] A" DP/P‘d,

“ _ i upi hppneyh ko k i “n Jjh pn h _k 10pk i
@) =biFa,b; "Qia, b;M;a; +b;"DF/a, Aby "DF a, b, P a;
L IL ] L Il ]

®4 =P/ "6°MJ +"DP" A" DP/PY (2.8.34)

ve benzer sekilde

©" =M"'6”P{ + P*'DP’ A'DP! (2.8.35)

bulunur.

Son olarak I' regiiler genel konneksiyonun temel kovaryant tiirevi icin Ricci
denklemlerini inceleyelim. Ornegin, lokal bilesenleri U/ ler olan (1,1) tipindeki tensor

alanin1 goz Oniine alalim. (2.6.4) den

— U/ .
DU/ = au;l + F[JhUi[ -U/ th
N N J Dhanj T N m ~n j nym ~n jnym
D,D,U; :7"' DU -DU, "I =D U/ "'}, =
_ 90U} 9Ty i . 9UL 09U/,
outou"  out "out out "
'a"l—‘ﬁ j aUlm "m mn
_Ulj au"h +F:]nk( al/th + 1—‘thUit_Ut F;hJ

—aU"]’ Tt jnmt nym i\nm
- auh + 1—‘th(]m_Ut th Fik_(DmUi) Fhk

buluruz. Simdi de

'R'{lk = avr;,ljk - avrél +T‘lj}x 'Fl'k _'Flj)c 'Fl'h
coo o | l (2.8.36)
" j a"r‘ij a"r‘ijz nyjon Ny -
i{zk = auhk Wki‘i_ Fljh Fik - Fljk Fih
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olmak tizere 'T" ve "I ’niin egrilik tensorleri, sirasiyla,

'Qij = l'Rl.{;kduh Adu*
2 (2.8.36)

"Q/ = % "R] du" Adu*,

seklinde,

T ='T;,—'T},
, : _ (2.8.37)
H]’;]{:H:[Tj _”F;J”-

ih

olmak iizere ve burulma tensorleri, sirasiyla,

. 4 . 1
Q' ="w Adu' z—E'Ti,{du' Adu"

» _ _ L (2.8.38)
"Q' =" Adu' = —?‘Ti,{du’ Adu”
seklinde verilsin. Dy, DU/ = %(ﬁkﬁhU /=D,D,U;) gosterimini kullanarak
2D, DU/ =D, DU -D,DU/ ="R,U; ~U/ "Ry, =D, U/ "T; (2.8.39)
denklemi buluruz.
Tensor ¢carpiminin kovaryant tiirevi igin
D (v ) = (B weis +vir (Dw s (2840

seklindeki klasik formiiller, temel kovaryant tiirev i¢cin de gecerlidir. Bu formiilleri

kullanarak asagidaki genel lemmayi verebiliriz.
Lemma 3.8.1 Bilesenleri V/?l} olan herhangi bir tensor alam i¢in asagidaki Ricci

formiilii gecerlidir, [7]:
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2D. D, Vi

[k h] JieJg

R By By
D, thjI ey Dthle ey
, T . (2.8.41)
— _ZvRij V11~1,) + ZVII“II) an _Bvll“lp uT[
kY j...j, diedy ik Vg, Lk

s=1 t=1

2.9. RIEMANN-OTSUKI UZAYLARININ ALTUZAYLARI VE ORTOGONAL
ALTUZAYLARI

[4] ve [5]’de, iizerinde bir (Pj",l“"jh) regiiler metrik genel konneksiyon tanimlanan n-

boyultu uzayin altuzaylar1 ve bu altuzaylara ortogonal olan uzaylar incelenmistir.
Yukarida sozii edilen konneksiyona sahip uzaya Riemann-Otsuki uzayr adi verilmistir.

Bu bolimde de Riemann-Otsuki uzaymnin altuzayr ile bu altuzaya ortogonal olan
altuzayinda, Riemann-Otsuki uzay1 olacak sekilde, sirasiyla, (PV“ ,F’V‘y) ve (PV" ,Ff,‘},)

konneksiyon katsayilar1 belirlenmistir, [4] ve [5]. Boylece elde edilen altuzaya ait
konneksiyon katsayilar ile iist uzaymin konneksiyon katsayilann arasindaki iliski
saptanmustir. Ote yandan altuzaydaki konneksiyonun iist uzaymin konneksiyonundan

indiiklenmis olmasi i¢in kosul da bulunmustur. Buna gore S, , n-boyutlu bir uzay olsun.

Bu uzayda boliim 2.7°de tamimladigimiz F:(P; ,F;k) Otsuki metrik konneksiyonu

verilsin. Yani, det” gUH # 0 olacak sekilde g, metrik tensorii i¢in

Dgij = PIP_’" (akglm - v'1—\l§1<gsrrl - v'1—\:nkgls ) = 0 (291)

L

denklemi gegerli olsun. Bu kosulu saglayan uzaylara Riemann-Otsuki Uzaylart denir ve

(R-0,) ile gosterilir. Bu ¢aligmamizda konneksiyonun simetrik oldugunu

5 s T
varasayacagiz, yani 1", =17,

i

ou®

=m

Ote yandan S, ’nin m-boyutlu altuzaymi x' :xi(ul,...,u’"), (m<n), rank

seklinde tanimlayalim ve S, ile gosterelim. [4]’de, bu altuzayin da bir Riemann-Otsuki

uzayi olacak sekilde, konneksiyon katsayilar1 belirlenmistir. Bu boliimde Latin indisleri
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1,...,n degerlerini, «,...x indisleri 1,...m degerlerini A,4,... indisleri ise m+1,...,n

degerlerini almaktadir. Buna goére

ox'

B, =
ou”

(2.9.2)

gosterimini kullanarak S, 'nin metrik tensoriini, g;’nin S, altuzayindaki izdiistimi

olarak tamimlanz ve G, ile gosteririz. Dolayisiyla

Gus = 8. BiBy: GG = 8] G = g BB (29.3)
dir, buradan da det”Gaﬁ” # 0 olmak iizere

B =g,G"B} (2.9.4)

buluruz. (2.9.3) ve (2.9.4) denklemlerinden ise B,B/ =6, ve B,BY =B.g,GB} #J,

bulunur. P;’lerin altuzaydaki izdiisiimiinii

P =P/B"B; (2.9.5)
seklinde tanimlayalim. det “P;’H # 0 oldugundan

PyQl =67 (2.9.6)
olacak sekilde Qf tensorleri bulunabilir. S, ’de bir Tj" tensoril

T/ =T;B,B’

esitligini sagliyorsa, bu tensér S, ’ye aittir. Simdi 7; €S, tensoriiniin Otsuki

kovaryant tiirevini

~ _ s= _ 5 S S
DTy = P*P{D,T] = P*P} (9,1] +'TV,T; —"T51/) (2.9.7)
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seklinde tamimlayalim ve §, 'nin de bir Riemann-Otsuki uzayr olacak sekilde
T4, ve "I, ’lan belirleyelim. Bu altuzayin bir (R—0,,) uzay: olmast icin asagidaki

kosullar saglanmalidir:

1) G,; metrik tensoril i¢in

N ) e e
D,G,,=P/P}(0,Gs—"T%G,;—"T5G,)=0 (2.9.8)

) o es

2) Otsuki denklemi

no i) T8 pa a __
[ P T Pf +3 PF =0, (29.9)

Birinci kosuldan "l:;y katsayilarini  bulalm. (2.9.3) denklemini ve o .B, =B,

notasyonunu kullanarak (2.9.8) denkleminden

T2 G, +'T5G, =0,G ;= aK( g,BiB; ) = (BKg U.)B;B;‘ +g,B5 B+ 8,BB;.

ya da

'T¢.G,;+'T5G, =(0,8,)BiB;B, + g, ( B; B, + BB, ) (2.9.10)

wTes 5.x7y
denklemini buluruz. Simdi de " Fijk ve "ny arasindaki iligkiyi kuralim. (2.9.1)’den
0,8, ="T8,+"T" 8, (2.9.11)
dir ve bunu (2.9.10)’da yazarsak
"T%G,;+'T5G, ="Tg BiB;B, +'T" g B.B;B]

o ed Sk T siK

Co (2.9.12)
+g,(B} B, + BB )

I.x"y

buluruz. Bu denklemde

"F;}, _" FikB,aBz’B}]i (29 13)
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notasyonunu kullanirsak

nf\é‘ G +uf*€ G _uré‘ G +”F;(G&. +gU(B1 Bj +B(1$B}{,K)

o ed Sk T ok e 5. k"y

buluruz. Bu denklemde metrik tensor ile biiziilme yaparsak y ve o ’ya gore simetrik

olan asagidaki denklemi buluruz:

"f‘y&( + "f‘é‘},’( — "F}/é‘K + "FS}/K + glj (Bl Bf + B;‘B}{,K) . (2914)

I x"y
Simdi (2.9.14)’de ¥, 9, k indislerine gore dairesel permutasyonu alalim ve
(2.9.15)

oldugunu varsayarak ilk iki denklemin toplamindan {igiinciisiinii ¢ikartalim. Ayni

zamanda, ”F;k ve B;, 5 in alt indislere gore simetrik oldugunu ve (2.9.15) denklemini

kullanarak
"Tyey ="y + B} B8, (2.9.16)
buluruz. (2.9.2) denklemleri S, 'nin m-tane tanjant vektoriinii belirler.

BN, =0;
) (2.9.17)

UA

8y (X)N(yNiy =4,

denklemleri ise, S ’ye ortogonal olan n-m tane birbirine ortogonal N(i ) birim

vektorlerini belirler. Bu durumda

=5 (2.9.18)

i a i
BaBj + N(ﬂ)N(ﬂ)J j

dir. (2.9.16)’y1 G* ile biizersek (2.9.3), (2.9.13), (2.9.17) ve (2.9.18) denklemlerini

kullanarak

"fw;y _ "ng + B Bt = vvr;y —BéBf»,y (2.9.19)

Sy

buluruz ve boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
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Teorem 2.9.1. (2.9.15) denklemi gecerli ise (2.9.8)’in saglanmasi icin gerek ve yeter
kosul (2.9.19)’un saglanmasidir, [4].

(2.9.19) ile tanimlanan "I:Zy katsayilari (2.9.8) denklemini sagladigina gore G, metrik
tensoriine gore Christoffel sembolleridir. Dolayisiyla (2.9.19) denklemi (R-0,) ve

(R-0,,) ’nin ikinci tiirden Chrisoffel sembolleri arasindaki iliskiyi gosterir, yani

{07}, =Gl ) ={0er}, + B; Blg,. (2.9.20)

Bu bilgileri kullanarak 7, S, ’nin bir tensorii olmak iizere DT, ile DT, arasindaki
bagintiy1 bulabiliriz.

Teorem 2.9.2. T, S, ’de bir tensor ise, yani

T, =BT, (2.9.21)
seklinde ise

DT, = B.DT, (2.9.22)

dir, [4].
Ispat. T, tensoriine Otsuki kovaryant diferansiyelini uygularsak, (2.9.5), (2.9.7)
(2.9.19) ve (2.9.21) denklemlerini kullanarak

DT, =P'D T du" = P’(3,T, —"T,T,)du'

B,DT, =B, P’ (9T, -"T',T,) Bydu”
= B, P’ B (0,T, - "T,T; ) du”

_prh f_ 1N B _ RN
= P!D,T,du” = D,T,du” = DT,

buluruz.
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Simdi de Otsuki denklemini kullanarak m-boyutlu altuzay i¢in 'I:Zy’larl belirleyelim.

(2.9.18) denkleminden

i pf i B _ i
Bﬁ,yB +BﬁBa,y__(ayN(ﬂ))N

a

(2.9.23)

(#)a

buluruz. Diger taraftan (2.9.5), (2.9.6), (2.9.17) ve (2.9.19) denklemlerini kullanarak
(2.9.9)’dan

BiB,P,'T", = P'B§N, N, "T,.B,

bcy

TS, =0/B" (2.9.24)

_PjaBgN(ﬂ)a (a7N(lﬂ) ) + PJ'IBgv

elde edilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 2.9.3. Eger (2.9.5), (2.9.7), (2.9.15), (2.9.19) ve (2.9.24) denklemleri
saglaniyorsa, (R—0,) nin xi:xi(ul,...,u’"),(m<n) denklemleri ile tanimlanan

altuzay1 m-boyutlu bir Riemann-Otsuki uzayidir, [4].

(2.9.22) denklemi genel olarak
T' =B T“ (2.9.25)

ile verilen S ’nin bir kontravaryant tensorii i¢in gecerli degildir, gecerli olmasi igin

kosul belirlenebilir. Bunun igin (2.9.25) denklemini saglayan bir T’ tensoriiniin
DT = B*DT" (2.9.26)

denkleminin gergekledigini varsayalim. Otsuki kovaryant diferansiyelinin tanimindan

DT =P (0, (T7)+ T4’ ) du*

buluruz. (2.9.2) ve (2.9.25) denklemlerinden ise
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oT”’
ou*

=B/P/ (0,1 + T, T" ) Bidu*

BYDT' = B*P! [ + 'F;kT‘]du"

=B7P/(0,(T7)B;+2,(B;)T° + T BT’ B} ) du*

buluruz. Dolayisiyla, (2.9.26) denkleminin gecerli olmasi igin

B,'T% =0,(B;)+'T,B;B}
denkleminin saglanmas: gerekir. Bu denklemi B? ile biizersek

T4 =T, B;B:B’ +B’B}, ='T +B'B; (2.9.27)
elde ederiz. Simdi de buldugumuz 'l:;y, Py ve "I:Zy bilesenlerinin Otsuki uzayinin
(2.9.9) 6zelligini saglamasi i¢in kosulu verelim. (2.9.19) ve (2.9.27)’den

"T% P =BB'F'B;'T — BN[,N,,,BsB;F T’ + B, B’PB/B;

Py'T5 =P'B*'T: BB, —ByBN/ N, , B*P''T%,
’ ' i pa pa yi r ’ (ﬂ)a (Z) (2'9'28)
+P/B"B; ,—P/N/,,N,,,,B"B;,

buluruz. Bu degerleri (2.9.9) denkleminde yerine yazarsak, (2.9.5)’1 kullanarak

wpa ppf T8 pa a _ pbpcarr a ira a nyi
% Pf =I5 Py +0 P = B{ByN(,\N,, BY (P'T}, — B! 'T",) 2.029)
r ipapa apbpa o
+ N(/t)N(/t)a (PrBi B&V +1 BJBW)
bulunur. Sonug¢ olarak altuzaydaki kovaryant diferansiyelini (2.9.26) seklinde
tanimlarsak, 'ny katsayilart (2.9.27) seklindedir ve bu uzay bir Riemann-Otsuki uzay1
olmasi ¢in
bpcarr a irya anyi
BJB;/N(/[)N(,u)aBi (Pr Fbc - Pb l—‘rc)

i b (2.9.30)
r i papa a o _
+ N(ﬂ)N(/l)a (PrBi Bﬁ,y +F BaBr,y) =0

denklemi saglanmalidir.
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Ozel durumlar:

L. Eger P/ =pd,,p=p(x) seklinde ise (2.9.30) denklemi saglanir. Fakat bu durumda
'T", ="T", dir ve Otsuki uzay: affin uzayina indirgenir.

II. m=n-1 ve N, normal vektorler P doniisiimiiniin 6z vektorleri yani

P;N(ﬂ)l. =7N,); olsun. Bu durumda P/g, =P, =P, olmak iizere

FINj,)=P!(8"N,,), )= P/g "Ny, = TN, 8" = 7N, (2.9.31)

buluruz. Boylece (2.9.30) denklemi saglanir, yani Otsuki denklemi gegerlidir.

III. Genel olarak P! = P{B, B’ ile karakterize edilen alt uzaylar icin (2.2.9) denklemi

saglanir.

Simdi de §,, altuzayina ortogonal olan S, , altuzayinin da konneksiyon katsayilarini

belirleyelim. Bunun i¢in (2.9.30) denkleminden

i pa r b pciiya a
P/B'N, (Bﬁ.By I+ BM)NW

.~ PByN,,.(B*B;"T, + B )N/, =0 (2.9.32)
buluruz. Ote yandan, P'g, = P'g, ve (2.9.4) denklemlerini kullanarak

Pa = PriBia’NV‘ — Prigl-dGagBdNr
' _ pi 0(:) darr _ ae 8,' (:) (2933)
= Pig,G“B!N/,, =G“P,B!N,,,

elde edilir. (2.9.33) denklemini (2.9.32)’de yazarsak
i pd ae b pcya a £ apecnyi 73 r _
PBI!N,, {G™ (B}B, ;. + B )N, - 5 (BB, T, + BY,)N;,,} =0
bulunur. Bu denkleminin sifir olmasi icin yeter kosul

P/BIN,,, =0 (2.9.34)
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olmasidir. (2.9.33) denklemini kullanarak da bu esitlikten Pﬂ“ =P/ =0 buluruz ki bu

S, ‘nin bir Riemann-Otsuki uzay1 olmasi i¢in yeter kosuldur.

Simdi de (2.9.34)’iin birkag sonucunu verelim. P nin S,_, "deki izdiisiimii

H _ pi j
B = PN N, (2.9.35)
olsun. Simdi
PyQl =67 PIQL =64 a.f.y.=l,..m ve pv,0..=m+1,.n (2.9.36)

olacak sekilde QZ ve Q! tensorlerinin bulunabildigini varsayalim. Bu takdirde

asagidaki teoremleri verebiliriz

Teorem 2.9.4. (2.9.34) denkleminden Qf = Q BB} ve Q) = Q;N( ﬂ)iN(jy) buluruz, [4].
Teorem 2.9.5. P/ =0 dan Q7 =0/ =0 sonucuna ulagiriz, [4].

Teorem 2.9.6. (2.9.34) denkleminden

ipa _ pappf
P;B; =Py B

_ (2.9.37)
i - B
QJ.BI.”’ - QZB/’
PN, =PIN,,.
Ji (#) ) Vﬂ (v)J (2.9.38)
QiNwy =L Ny,
i pa _ anpp.
M'B® =M B,
MN,, =M/N,, (2.9.39)

(M =PI M = BUB; M = PR

denklemleri bulunur, [4].

(2.9.37) ve (2.9.38) denklemleri, B ve N/ vektorlerinin 6z vektor 6zelligini tasidigini

gosterir dolayisiyla S, altuzay: bir 6z uzaydir ve onun S, _,

n

ortogonal uzay1 da bir 6z

uzaydir. (2.9.34)’{in sonucu olarak
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i__ i pp i
P/ =P{B,B + P'N|,N,, (2.9.40)

)i

yazariz ve Teorem 2.9.5’den
i _ napi pp U ATE
Qj _QﬁBaBj +Qv N(/t)N(V)j

buluruz. (2.9.34)’iin sonuglarindan biri de (2.9.24) ve (2.9.27) denklemlerinin esdeger
olmasidir yani (2.9.27) gecerlidir.

Simdi de, D kovaryant diferansiyelinin tanimini1 S, ’ye ortogonal olan elemanlara
genisletecegiz. Ortogonal uzayin konneksiyon katsayilarinin kovaryant ve kontravaryant

kisimlarini, sirasiyla, 'ffy ve "T“ MUVv..=m+1,.,n ile gosterelim. P tensorii

vy

Pj’"nin S ortogonal altuzayindaki izdiisimii olmak iizere, P* ile 'ffy ve "ff,‘y

n—-m

katsayilarinin Otsuki denklemini saglamalar icin yeterli kosulu bulalim. Bunun icin

Y,=N_Y (2.9.41)

S, ye ortogonal olan kovaryant bir vektor alani olsun. DY, ’nin S, ’ye izdiisiimiinii

DY, ile gosterelim, yani
DY, = g”N(ﬂ)]DYi = N(’ﬂ)DYl.. (2.9.42)
Kovaryant tiirevin tanimini ve (2.9.41) denklemini kullanarak

DY, =g"Nyy,DY, = ¢'Nyy D[N, Y,

i a Y ij a [ nyos k V4
= 8Ny BN gy, (3., ) du” = "N P ( LN By _ayN(p)a)Yﬂd“
buluruz. (2.9.35) denklemini ve

(2.9.43)

wpp o npes k a
Foy '_( lﬂakN(p)sB;' _ayN(p)a)N(G)

notasyonu kullanarak
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DY, =P/ (dY,-"T¢Y,du’")=D,Y,du’ (2.9.44)

U

buluruz. Benzer sekilde Y™ kontravaryant vektorii igin, DY* kovaryant diferansiyelini
tanimlayabiliriz. Y’ vektorii S, ’ye ortogonal olan bir kontravaryant vektor olmak iizere

kovaryant tiirevini

DY* =N, DY' (2.9.45)

bicimde tammlayalim. Y’ :N(iﬂ)Y" seklinde yazilabileceginden kovaryant tiirevin

tanimini ve

TP _ [ra s k a

I7, =(T4N;, By —9,NG )N, (2.9.46)
notasyonu kullanarak, (2.9.45) denklemi

DY* =P (0,Y" +'T" Y’ )du" = D,Y"du” (2.9.47)

seklinde yazilir. (2.9.44) ve (2.9.47) denklemleri, Otsuki uzayinda oldugu gibi, S

n—-m

altuzayinda da kovaryant diferansiyeli tammlamanin miimkiin oldugunu gosterir. 'f",‘y

ve "f",‘r katsayilar1 S uzaymnin konneksiyon katsayilari oldugundan ve S _ ’nin

n—-m

Otsuki uzay1 olmasi nedeniyle
P +P "I —R''T, =0 (2.9.48)

denklemi saglanmalidir. Simdi de bu denklemin saglanmasi i¢in gerekli kosullari

arastiralim. Bunun i¢in (2.9.43), (2.9.46) ve (2.9.35) denklemlerini (2.9.48)’de yerine
yazarsak ve 'I",,"I", ile P/ ler i¢in Otsuki denklemini kullanirsak
VaTU _ panrj nys k ipapaarj nys k
Po’ l—‘f/ly - Pj N(JO') FakN(/t)s'By _PjBaBi N(jo) FakN(ﬂ)sB}’

= PINy) (9,N )+ BBLBING) (9,N,,),)
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LTV _ pi 1Ta K k ipipa 1Ta K k
F Fay _f)aN(y)i FskN(O')B}/ _f)jBOJ!Ba N(,,)i FskN(O')B}/

i

+ PN, (9,N), ) = PIBIBIN,, (9,N,))
buluruz ve bu esitlikleri Otsuki Denkleminde yazarak

3Pt + P, Tk —PATY,
=PBIN,,, ('F;yBs - BM)N(”G) - PBN/, ("ijB; + B(‘;y) Ny

buluruz. Yani Otsuki Denkleminin saglanmasi i¢in yeter kosulun

PBN,,.(T.,BS = BS)N

i ay™’s (o)

.—PBIN{, ("T%,B; +B,)N,

syTa (u)a

=0 (2.9.49)

oldugunu goriirtiz. Eger (2.9.34) denklemi saglamiyorsa (2.9.33)’ii  kullanarak

(2.9.49)’un saglandigim buluruz. O halde asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
Teorem 5.4. 'ffy, "f@ ve P/ lerin Otsuki denklemini saglamalar1 i¢in (2.9.34)

kosulu yeterlidir, dolayisiyla S, _, bir Riemann-Otsuki uzayidir.

Nihayet her ii¢ tiir indisi iceren karigtk bir tensoriin kovaryant diferansiyelini

tammlayabiliriz. Ornegin T;Zf,‘ icin, kovaryant diferansiyel

DT}, = PP’ PiT% P'P]P’du’

bnoly” Jj
agp agp | 1Ta SEP | \TOE axp VTP raET
Thm‘y —aywa +' U e +' Uy e +' 1 s (2.9.50)

nyos agp n agp nyT agp
—"[ T4% —"T7 1% —"[7 T,

by” sno ny"byo bnt
seklinde tanimlanir.

2.10. RIEMANN-OTSUKI UZAYLARININ GAUSS, CODAZZI VE KUHNE
DENKLEMLERI

Riemann-Otsuki (R—0,) uzayinda, uzayin ve altuzayin egrilik tensorleri arasindaki

iliski [17]’de Nadj tarafindan incelenmistir. Bu calismasinda Nadj, konneksiyonun

kovaryant kismina gore altuzayda kovaryant tiirevi tammlayip, B, ve N(i ﬂ)’ye
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uygulayarak Ricci formiiliinii elde etmistir. Ricci formiilii daha ©nce 5;,' temel

kovaryant tiirev kullanilarak Otsuki T. tarafindan [7]’de verilmistir. Nadj Dj. [17]

makalesinde ise D, -Otsuki tiirevini kullanarak Ricci formiiliinii hesaplamistir. Bu

bolimde bu hesaplamalar altuzayin D temel kovaryant diferansiyeli kullanarak

yapilacaktir.

R—-0, uzayinda bir F:(Bj ,1“{;1) regiiler genel konneksiyonu i¢in, g, ( det“gij”;tO)
metrik tensorii verilsin ve P/g, =P'g, kosulu gecerli olsun. (2.6.4) ve (2.6.5)

denklemlerinde I" konneksiyonu tarafindan belirlenen, (1,1) tipindeki bir tensoriin D

temel kovaryant diferansiyeli
DT} =D,T}dx" =(0,T) +'T,T; "I, T\ ) dx* (2.10.1)

seklinde verilmisti. (2.5.13)’den konneksiyonun 'Fijk kontravaryant ve " F;k kovaryant

kisimlari

T iTk
th_Qijh

P (2.10.2)

"I = (Fih _WJ Q) = AuQ;

seklinde tanimlandigini biliyoruz. §, ve S (R-0,) nin, sirastyla, bir altuzay ve

n—m?
onun ortogonal uzayi olmak iizere, P(f ve P! tensorleri, PJ’ tensoriiniin, sirasiyla,

S,’de ve S _ ’deki izdiisimleri olsun. S, ve S altuzaylari, sirasiyla, birer

(R-0,) ve (R-0,.,) uzay: olacak sekilde 'T% , "T';,, 'T% ve "I, katsayilarm
boliim 2.9°da (2.9.19), (2.9.27), (2.9.43) ve (2.9.47) denklemleri ile belirlemistik. Bu

denklemlerden;

i,j,a,b,..=1,...,n
a,B.1.0.€.0,0,7.n,K,A=12,..m;
uv,z,0,p,0,67,0,Ew,l =m+1,..n.

olmak tizere
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1T _ i ' T i pk
F%r - F%r +Bﬁ.7Bin’ ( F%r - ijBinBéBr)
"F%y =" F%y +B’MB,.’7,

Ep (rra nrs ok o\ g (2.10.3)
Y, =('T%N,B;—0,N;)N!

'T%, =("I',,N’B, —9,N? ) N:

olmak tizere, {i¢ tiir indisi iceren bir Tb‘;‘i" tensOr icin D kovaryant diferansiyeli

DT = D, T dx* (2.10.4)

bnt bnt

BZTII{:‘O' — aZTasa +'T° Tsso‘ + yf\e Ta;/o' + |1'=w0' Tasp

bnt bnt sy bnt wobnt px bnt (2 10 5)
_nrs agc _n T V4 ago _n - P acc
rb}( TSW r’]){ Tb}’f rﬁ( Tb’?/’

seklinde verilir.

Simdi bu tirevi 6nce B, ’ya sonra da N{,’ye uygulayalim. Bu vektorler (R-O,)

uzayinda birer (1,1) tipinden tensordiir, dolayisiyla B,, igin

DB, =(9,B,+'T' B,~"T" B}) (2.10.6)

sy a ay—n

buluruz. N(iﬂ) vektoriin kontravaryant kismi igin NL ve kovaryant kismi i¢in N/

gosterimini kullanarak " l:';y’mn (2.10.3)’de verilen degerini (2.10.6)’da yerine yazarak

ve (2.9.18)’1 kullanarak

DB, =(3,B.,+T B, —"T" B )=

sy a ay™=n

_ i [ mli s nyos i Dk DI K i
= (9,B,+'T\,B,—"T",B'B.B\B, - B, B'B,)

sy a a“y=n a7 s

:(ayB;Jr'r" B —'T Bf(B;B;?)—B;,y(B;?B;))

syPa jr-a
(3,B,+'T, B, =T, B (8~ NIN,) (2.10.7)
~B,, (8- N*N))

syTa v v

+B, NIN,

|Fi Bs_uri Bj+uf*s BJN;UNLJ

=(D,8!)B,+('T,,+B,,)N“N,
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D,B,-(D,5) B} =("T%, + B, ) N“N,
buluruz. Simdi
("F;}'-FB;,;/)N;I :H;la (2.10.9)

gosterimini kullanarak

D,B,-(D,5}|B, = H},N, =H,, (2.10.10)

14

buluruz ki bu H ;Z ‘nin, S, ’nin 7, tanjant uzayina ortogonal oldugunu gosterir.

Simdi de (2.10.5) ile verilen kovaryant tiirevi S, ’ye ortogonal olan N vektoriine
uygulayalim. Bolim 2.9°da  buldugumuz "l:Zy ::("FZkaB’; —ayN;’)N;’ ve

(a N ) N, =-N; (a N ) denklemlerini kullanarak

DN, =(3,N, +'T" N, —"[2 N )

rrtVp prite

=(0,N, + T, Ny = ("ToNTBL = (3,N7 )| NN, )

ry- o p

9,N,+'T} N, ~"T" BEN'N,N}+(9,N7 ) NN, |

ry.p ryTy

/4 ry.p

(9,
(0,N, +T%, N, —"T", B} (8 - BLB*) N, — N (9N} ) N.)
(

9N, +( T\, N, —"T" N,)+"T}, BL,B*N, (8, - B,B%)0,N})

/4 ry- o p ryep

ryCas

=(D, 5’)N’ +'T" B,B°N’ +B,B’d N,

ry=as

yani
DN =(D,8)N, +"T",B.B*N’, + B.B*(3,N") (2.10.11)
buluruz. Daha sonra

ry’s w

("T,BEN + B (9,N))) =L (2.10.12)
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gosterimini kullanarak
(2.10.13)

N,-(D,8/)N, =L, B, =L,

Ve
‘nun 7, ’ye ait oldugunu gosterir. Simdi de (2.9.38) denklemini,

S

buluruz ki bu L’
(2.10.5) tanmimini ve (2.6.7) I birim tensor ile biiziilme formiiliinii kullanarak (2.10.10)

denkleminin her iki yaninin kovaryant tiirevini alarak

b, (D.54-(0.5)81) = B, (e ) = B, (2.
=3,D, (HigN;)~(D,3; ) (HiN;)
=D, (H2,) N, + Hly (DN )~(D,0 ) (HEN,)
57(:aBﬁ)ZBy(H;ﬁ)NV+HUV’ﬁ(QVN‘i) (2.10.15)
—(5y5;)(HgﬁN;)Jrf)y(Ba(sj)B;;
B, "nin ikinci kovaryant tiirevini elde ederiz. Buradan
D, (D,By )= (D, )N, + (DN, ) (2.10.16)
-HYN; (D8, )+ D,(D,9)) ]
ve
5[;/:04]3 =;{57(:a32 _5“(5732)}
_1 (QVH;ﬂ)NV-" 57Ni)H:’/3_HgﬁNV(57§;)+57(5”’5;)B£
|- (Bt (B - (5.5,) . (5.5 )
ya da
:[y:ale(ﬁwH;Jﬂ N5+(:lyN?)H;1ﬂ (2.10.17)
D, (D.5))8;
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buluruz. Diger yandan B, ’ya iki kez kovaryant tiirevi uygularsak

D,D, B, =0,(D,B} |+ T,D,B,~"T%,D,B.~"T%,(D,B))
0

By a"¢e

(04B;+'T", B, —"T%,B,)+'T., (0,8, +'T,B; —"T'4,Bj)
-'T%,(0,B.+'T,B.—"T% B} )-"T% (0B, +'T'.By—"T}.B})
=0,0,8,+9, (T, )B;+T,.0,(B;) =0, (T ) B, ="T3,9,(B;)

+T'9,B;+T" 'T',B;~'T" "4 By ~"T%d,B.~"T" T B

Br-a—e ta" e

npE A pi nyE i nWTE T pt nE nTA pi
+'T% T4 B, —"T% 3,8, —"T%, 'T', B} +"T%, "T% B,

ve

D,D,B,=3,3,B,+(3, T )B;+T (3,B;)-(9,"T%, ) B, ~"T%,(3,B))

+'T,9,B,+'T", 'T!, B, ~'T", "T%, B, ~'T%,d,B. —"T%, 'T' B!

pa y=e ty*=e
WE npA pi nye i npE T pt wpEe wpA pi
+T%, "T B, —'T%,d,B, —"T%, 'T', B, +"T*, "T"% B,

buluruz. Bu iki denklemden ise

i}

S

D,5,= 3,387 +(9, T, ) B+ TAAT) (9, T4, ) B, - "Thd AT
| I e ——

1 " 3
T A T, T, By - T BT, - T - "L P
: L < 10 < 10 - 1
" npA i " i T " " i
+'5,"TLB,—"T%, (0,8, + T,.By )+ "T% *PrB,

e —|

8

- 0,28, ~(0,'T',) By~ T AB}) +(2,'T} ) B + "L (.57
2 4 6
~ ‘T3, T\, T',B; + T\, "P4 B, + "L57B. + "L P B
If‘ L 7 1 L 3 ] L S ]
—"r%, "T? B +'T% (9,B,+'T".B,)- "T°, *F~B,
5o Ty + T (0.8 + T.B} ) /m/P)%sl/ﬂ

8

p,p,B,={(s,T',)-(2, T',)+T}, T, ~'T},'T", } B;

_{(ay "Thy)—(94 "I, )+ "T5, "T4 —"T5, "f“ja}B;
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B}

"D,," DB} ='R.,B; ~"R},,B, (2.10.18)

bulunur. Burada 'R.,, (R—0,)’nin egrilik tensériiniin kontravaryant kismi, "R, ise
(R-0,)’nin egrilik tensoriiniin kovaryant kismudir. Kovaryant tiirevin tanimin,
« ve y indislerinin degisimini ve 'R/ ile "E;m tensorlerinin ¢,y indislere gore
antisimetrik olusunu kullanarak (2.10.28) ve (2.10.17) denklemlerini esitleyerek,
A 14 i "~ i | il A v u "~ '~ i J
(D, 2y, )Ny + (D, NG ) B~ Ni (D85 ) HE s+ Dy, (D)) B

alp al”i )"k (2.10.19)
' pi s " pAl i
- RsmBﬂ_ RﬂmBﬂ

buluruz. Bu denklemi Bf ile carparsak

"~ v i pod = i v S _ A7ipo = v u
(D, 2, ) NiB +( DN 2 BY - NLBY (D8 ) HE,
=0 =0

S (A i pipd ' pi pspd npA pipd
+D,,(D,8) BB ='R.,,B;B’ ~"R},B,B;

al”i sy i

S ailgy ndan (D Si\pips —pi psps _npd
(D, N, )2y B + Dy, (Dy8)) BB ='R., B3 =" R,

S oci\arr i v pd (D Si\pipd _1pi psps _wps
((D[yé'r)Np—lm)Ha]ﬁBi +D,(D,8)BjB ="R., B,B ~"R},,

oG rpd  1i pd S (8 si\pipd _1pi pspd nwpd
(D0 ) 12N, BY - I, BOH,, + Dy, (D48 ) B3B! ='R.,,B;B =" RS,

wpd 1 pi s o ) v

R}, ='R BB’ + 1] H,
P ; (2.10.20)
_ i Jj _ i v r

D[y(Da]é'j)BﬁBi (D[yé'r)Ha]ﬁNjBi

bulunur.Bu denklem ise Riemann-Otuski uzayimin alt uzayinda D diferansiyeline gore
altuzayda Gauss denklemidir. Diger taraftan [26]’de afin konneksiyonlar sayesinde
Riemannian altuzaylara ait genellestirilmis Gauss Denklemini elde etmisti. (2.10.20)
denklemi ise D,5/ =0 igin

wpd 1 pd ) v
Rﬁm - Rﬂm +l17vHa]ﬁ

sekline gelir ki bu [26]’deki (4.4) denklemidir.



84

Simdi (2.10.19) denklemini N/ ile carparsak

(DVH;M)N;N” (D, N0 )2, N2 - (D85  HE NN

Uh

+Dy, (D0 ) BINY =" Ri ByN/ =" R}, BN

70

(:[yH;’]ﬂ)+(5 SN, +L%,B )H;]/,N,,” —( :[p;’)Hj]ﬂ

[y

+D),(D,8 ) BiN/ ='R., B;N!
(:[ij;]ﬁ (D 5’)Ha]ﬁNVN” (D[yé‘;‘)HZ]ﬁ

J “ v pi s y4
+D,(D,8 ) BIN/ ='R., BN,

ya da

(5 H"

' pi SATH _ = i v rATH = i 4
4 )= R ByN! =(D, 80| HL, NONE +(Dy, 08 ) HE,

[v
(2.10.21)

-y, (D8 ) BN
birinci Codazzi Denklemini buluruz. Burada ﬁyb:.j =0 alirsak denklem

DyHgﬁ DaH;% =R

seklinde Riemann uzayindaki birinci Codazzi denklemine doniisiir.

Simdi de " Ea ("5 i) ifadesini inceleyelim. (2.10.5) ve (2.6.7) esitliklerini kullanarak

14

(2.10.13)’den

.(D,N,)=8;D, (1£,B.)- L2, B. )
D,(D,N;)=(D,L, ) By + 14, (DB, |- 14,B.(D,5; )+ D, (D,5! | N;

buluruz. Buradan da
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(2.10.22)

denklemini buluruz. Simdi de "ﬁa(" ﬁyN(iV)) ’yi hesaplayalim. (2.10.5) formiiliinii iki

kez N ’ye uygularsak

D
|

DN =9, (DyN;)+T;aDyN£ —T¢, (DSN;)—'T; (DyN;)
=9,(0,N, +'T" N, —"T¢ N, )+'T, (0,N, +'T" N, -"T¢,N,)

-"T%, (0.N} + TNy —"T. N, )-"T7,, (9,N. + T} N. —"TN )

=9, (0,N,)+(0, T )N, +'T (9,N; )—(9, "I, )N, —"T7,(9,N})
+T,(3,N, )+ T, 'T" Ny -T%, "IN

syt Vv vy'Vo
ve''o

=T (9N ) =T, TNy +° T, LN,
-"I5, (0,N})-"T, T}, N.+"T,"TIN,

tyt 't

ve

D,D,N:=d,(3,Ni)+(d,'T", )N, +'T", (3,N] ) -(d, "5, ) N =T, (3N

Vo
+'F§y(aaN\i)+vF§y 'FiaN\f _F;y "f‘\?aN;

—"T%, (9,N})="T%, TNy +"T%, "IN,
-"3,(9,N:)-"T, T}, N, +"T;, "TE,N,

ta” 't o

denklemlerinden 'Rﬁm, (R-0,) nin egrilik tensoriiniin kontravaryant kismu, " ﬁfm ise

(R-0,_, ) nin egrilik tensoriiniin kovaryant kism1 olmak iizere

B}
B}

N,='R.,N,-"R,N' (2.10.23)

[r~al™ty v p

bulunur. (2.10.22) ve (2.10.23) denklemlerini esitlersek



(D12, ) By + 11, (DB, )~ 14, B (D05 )+ Dy, (D48 ) N;

Ly
—'R_N-"RCN'

(D22, ) B +LW((D 6) By +H;)—L@VB;'(Ey]5;)+5[y(5a]5j)N;
—'R N, -"RCN'

Hl

(D12, ) By + 1L, (D0 ) By + 1L, H,

[r
(2.10.24)

) !

st

~ 1B (D, |+ Dy, (D0t | Ny =R, N; ="RS, N,
buluruz. Bu denklemi B ile carpar ve (2.9.38) denklemini kullanirsak

[7 aly

[y(Da]éj) ‘B‘”—'ijNv’Bf” "R’ N'B?
=0

(B, )+ 11, V(ﬁy]é}i)B';Bi"’+l1ﬁavHV N’B"’ 1f,(D,05)+ Dy, (D0 ) N;B!

[raly

='R._N!B’

ryt Vv

[r~alv ryet Vv i

(D12, ) =" RN B? - 1F,, (D67 ) B B? 21025

£ (p s \—D (D .5 \N°B?
+14, (D, )- Dy, (D0 ) N;B:
buluruz ki bu ikinci Codazzi denklemidir. Burada ﬁyé:.j =0 alirsak

D,L,-D,, =R N,Bf

y v rya Vv i

seklinde Riemann uzayindaki ikinci Codazzi denklemini elde ederiz.
Simdi, (2.10.24) denklemini N;” ile ¢arparak

(D, )B’N“’+lT By (D0 | N + 1, H NS ~ I, B (D, | N;

—0

+D, (D8 | NNS =" R N NS =" RS NON

a]c rye v
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L, (Do ) NP + 1, He ~ 1f, B (D85 | N?

R | X (2.10.26)
+ Dy, (DSl )NINP =R NINP =" RS,

bulunur ki bu Riemann Otsuki uzayinda Kiihne denklemidir. 5751." =0 alirsak

B ® __ v pi raAT@® " po
£ H?="R, NN’—"R,

rye VvV

B _ "p
L[m/Hiz - Rfl}u - Rfl}u
seklindeki Riemann uzayinda Kiihne denklemini buluruz.

2.11. RIEMANN-OTSUKI UZAYININ FRENET FORMULLERI

Bu bolimde konneksiyonun kovaryant ve kontravaryant kisimlarina gore Riemann-

Otsuki uzayinin Frenet formiillerini verecegiz. Bu formiilleri Nadj [18]de elde etmistir.
Buradan elde edilen sonuca gbre (R—0,)’nin Frenet formiillerinin sadece
konneksiyonun kontravaryant kismina gore Riemann geometrisinde bilinen Frenet
formiillerinden farkli olusudur. Buradaki fark ise Otsuki uzayinda Dé‘; #(0 olmasindan

kaynaklanmaktadir.

10. boliimiinde gosterdigimiz gibi Riemann-Otsuki uzayinda konneksiyonun, sadece
kovaryant ya da kontravaryant kisimlarina gore kovaryant diferansiyelleri
tanimlayabiliriz. Bu durumda (1,1) tipinde bir tensor alaninin 'D ve "D ile gosterilen
diferansiyelleri (2.5.13) denklemleri ile verilir. Bu sekilde tanmimlanan kovaryant

diferansiyeller birer afin konneksiyon oldugundan Leibnitz kurali gecerlidir. Bu
diferansiyellerin su ozelligi vardir: kontravaryant indisler icin 'D=D, kovaryant

indisler i¢in ise "D = D dir. Bir g; metrik tensoril igin asagidaki denklemler gegerlidir:
'Dg, =dg, —('T}8,+'Tg,)dx (2.11.1)
"Dg, =Dg, =dg,—("T}g,+"T"g,)dx" =0 (2.11.2)

'Dg" = Dg" =—g"“g” (' Dg,) (2.11.3)
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anr‘a=0 (2114)

2.11.1. Vektorlerin kontravaryant bilesenlere gore Frenet Formiilleri

s, yay uzunlugu parametresi olmak iizere C:x' =x'(s) egrisinin bir noktasi P olsun. Bu

i

noktada V(l) birim tanjant vektoriin bilesenleri V(’l) = C;i olsun.
s

gV =1 (2.11.5)

denklemine 'D kovaryant diferansiyeli uygularsak, Liebnitz formiili ve g, metrik

tensOriiniin simetrik oldugu kullanilarak
('Ds, )ViVih +22,Y; 1DV ) =0 2.11.6)

bulunur. (2.11.1) ve (2.11.2) denklemlerinden

"Dg,; =0

'Dg; + g”ﬁé'; + grjﬁé;’ =0
'Dg,; + 2gr(i55;) =0

'Dg;; =-2¢,,DJ)

buluruz. Bu denklemi (2.11.6) denkleminde yerine yazarak ve 'DV))) = EV({) oldugunu

kullanarak

i n i) _ N Srysi J _ N Srysi Jj —
263V (DY) = 8. D8 VWi = 8, D8V =0
2.11.7)

i (DVvV/i _vrnsS/) =
8Viy (DY) =V;,D8]) =0

buluruz. Simdi de , k; C egrisi iistiinde bir fonksiyon olmak iizere Vo) birim vektoriinii

Vi =——(DV;,-V;Ds!). x>0 (2.11.8)
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seklinde tanimlayalim. (2.11.7)’den V(z) L V(l) oldugunu buluruz. Ayrica

6 (s)= (8., (DV) ~v5D8; ) (DV) -V Day ) 2.11.9)
ve (2.11.8)’den

DV, =K (s)V3 + VDS (2.11.10)

denklemleri elde edilir. (2.11.10) denklemi vektorlerin kontravaryant bilesenlerine

uygulanan D temel kovaryant diferansiyelinin Birinci Frenet Formiiliidiir.

Vo) bir birim vektoér oldugundan gl.jX/("z)Vé) =1 dir. Bu denkleme 'D temel kovaryant

diferansiyeli uygularsak V(l) i¢cin yaptigimiz benzer islemleri yaparsak
g,V (DY, -V,D8!) =0 (2.11.11)

buluruz. Bu ise V[, vektorimiin DV} —V/; DS/ nin vektoriine ortogonal oldugunu
gosterir. Viy ve Vjy vektorlerinin belirledigi diizleme ortogonal olan birim vektoriin

bilesenlerini V(;) ile gosterelim. Bu takdirde
DV, =V, D! =aV) + K,V (2.11.12)
denklemi gecerlidir.

Simdi de gijV(i)V(é) =0 denklemine 'D temel kovaryant diferansiyelini uygularsak ve

V(l) L V(3) oldugunu kullanirsak

] i J [} i J i [} J _

('Dg, ViV + 8, (' DV )V + 8, ( DV ) =0

o DSVIVI _ o DSV i ansSi\vi
8:DEVVe =8, DSVl + 8, (Ve + V(i D, )V

+8,Vy (Vo DS, + V) + V) ) =0
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K(s)+a,=0=a =—x(s) (2.11.13)
buluruz. Bunu (2.11.12)’de yerine yazarsak

DV} =KV, + &V +V/;, DS/ (2.11.14)
buluruz. Bu denklemden

i 1 Ny i "y Si
Vir =53 (DYl + AV =¥ D)

veE

1

0)= (5, (¥ + ) =108 ) DV + 1 03
elde ederiz.

(2.11.7) ve (2.11.11)’den asagidaki genellestirilmis lemmay1 verebiliriz.
Lemma 2.11.1. Herhangi bir V birim vektor i¢in

g,V'(DV’/-v'Ds/)=0
ve
g"v,(DV, -V, D5;)=0

denklemleri gecerlidir, [18].

Kovaryant tipi icin ispat, boliim 2.11.2°de verilecektir.

Simdi de asagidaki genellestirmeleri yapalim. Biribirine ortogonal V( ) (I=1,2,...,p) birim

vektorleri igin &, =0 olmak iizere

DY =y Ly VD @LLL

1+1)

olsun, g =1,..., p—1 i¢in
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1

_ Svsd j rnsi By i =ci))2
K, =(85(DVE) + 5,V =V, D8 (D) + 5,V - VD)) @11.16)
dir. Simdi, V(’p) , p=2,...,n—1, birim vektorlerini

i 1 Svsi i rO i
Vi = K_I(DV“"” +x, V) ~V._,DS) (2.11.17)
.

seklinde tanimlayalim. Lemma 2.11.1°e gore gt.jV("p)(EV(f) =V )Eé'rj):O denklemi

gecerlidir, dolayisiyla EV(; =V, )Eé'rj vektoriinii

DV =V} DS! =V +..+a, V,  + KV (2.11.18)

p+1)

seklinde yazabiliriz. Bunu gl.jV(j) , [<p—1 ile biizersek, Vo ‘nin birim vektor ve
Viy LV (m#1) oldugunu kullanirsak

&V (DY = Vi D) =
buluruz. Simdi (2.11.15) denklemini kullanirsak

gV (_Kp—lv(j?—l) + 5,V ) +W‘ VB0 ) =0, lsp-l

o, = _Kp—1gg‘/(j)‘/'(i—1)
buluruz. Buradan /=p -1 i¢in , , =-k, , ve [# p—1 i¢in ¢, =0 bulunur. Bunu
(2.11.18)’de yerine yazarsak

DV ==k, V) + KV, +VDJ] (2.11.19)

buluruz ve boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 2.11.1. C:x'(s), (R—0,) uazayinda bir egri ve bu egrinin bir noktasinda

birbirine  ortogonal  olan  V,,, (I=1...p,p+1)(p<n)  vektorleri  verilsin.
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K =0, k,=0 ve V,,, (I=1,...,p~1) vektorleri i¢in (2.11.15) denklemi saglaniyorsa

Vv, vektorii igin de bu denklem saglanr, [13].

Otsuki D kovaryant diferansiyelini kullanirsak, DV’ = P/DV* denklemini kullanarak

DV = QjDVj buluruz ve bunu (2.11.15)’de uygulayarak

DV, =P (-5 Vi + KV, ) +ViQDS) (2.11.20)

1+1)

[=,..,n, k,=0, kK, =0 buluruz. Boylece su teoremi verebiliriz.
Teorem 2.11.2. (R—0,) uzayindaki C egrisinin bir M noktasinda x,=0 ve x, =0

olmak {izere, biribirine ortogonal olan V(I),V(Z),...,V( ) vektorleri (2.11.15) ve (2.11.16)

n

denklemlerini sagliyorsa, (2.11.20) denklemleri, Otsuki uzayindaki bu C egrisi igin
Frenet formiilleridir. Bu formiil vektorlerin kontravaryant bilesenlerine uygulanan D

kovaryant diferansiyeli icin Frenet formiilleridir, [18].

(2.11.20) formiiller aym1 zamanda vektorlerin kontravaryant bilesenlerine uygulanan
'D kovaryant diferansiyelinin de Frenet formiilleridir. (2.11.20) formiilleri ve Riemann
geometrisinde bilinen Frenet formiilleri arasindaki fark kronecker deltasinin kovaryant

diferansiyelinden gelir. Kronecker deltasinin diferansiyelinin sifir olmasi durumunda bu

formiil, P’ tensorii ile carpilmis, bilinen Frenet formiillerine indirgenir.

Simdi de (2.11.5) denklemine "D kovaryant diferansiyelini uygulayalim. Leibnitz

formiiliinii, g, nin simetrik olusunu ve (2.11.2)’yi kullanarak
i [n Jj\—
8V "DV ) =0
buluruz yani V(l) L "DV(I) dir. Ayrica

1
¥

K =(g,"DV;,"DV ) >0 (2.11.21)

olmak iizere,
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"DV =KV, (2.11.22)

denklemini saglayan, V(l)’e dik olan ‘7(2) vektoriinii bulabiliriz. (2.11.22) denklemi

vektorlerin kontravaryant bilesenlerine uygulanan "D kovaryant tiirevi icin birinci

Frenet Formiiliidiir.

Teorem 2.11.3. 'D ve "D temel kovaryant diferansiyellerinin arasindaki bagintisindan

Viy =V, ve K (s)=x (s) bulunur, [18].

Burada skalerler icin kullanilan * isareti, egriligin kontravaryant bilesenlere uygulanan,
"D temel kovaryant diferansiyeli yardimiyla ifade edildigini gosterir. "D kovaryant

diferansiyelinin 6zellikleri gbz oniine alindiginda su teoremi verebiliriz.

Teorem 2.11.4. "D kovaryant diferansiyeline gére (R—0,) uzaymdaki C egrisinin

Frenet formiillerinin Riemann uzayinda bilinen Frenet formiillerinden farki yoktur. C

egrisinin bir P noktasinda V(I),V(Z),...,V(n) vektorleri biribirine ortogonal olacak sekilde

alinirsa

"DV ==KV + &V,

1+1)

denklemi, vektoriin kontravaryant bilesenlere uygulanan "D kovaryant diferansiyeline

gore Frenet formiiliinii gosterir.

2.11.2. Vektorlerin kovaryant bilesenlerine gore Frenet Formiilleri

. . dx’
Tanima gore V(l) vektoriiniin - kovaryant bilesenleri V(l)l, = gij;
s

seklindedir.

g’jif(l)iif(l)j =1 denklemine 'D kovaryant diferansiyelini uygularsak Leibnitz kuralini,

(2.11.8), (2.11.9) ve (2.11.10) denklemlerini kullanarak
Vi (' DV, +V,y, D} ) =0

buluruz. Bu ise Lemma 2.11.1’in birinci kismini ispatlar.
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Simdi Bolim 2.11.1°de yaptigimuz gibi, &k, =0 ve &k, =0 olmak iizere

DYy, =K Ty, K

(1-1)j

Do (2.11.23)

olacak sekilde birbirine ortogonal olan \7([),(1 :l,...,n) vektorlerini goézoniine alalim.

Burada [/=1,...n—1 i¢in

1
sk

K= (8 (\DViy, + Vi, +7, D8, ) ( DV Vi +7, D8 )| @2.11.24)

dir.
Teorem 7.2.1. V,, =g,V denklemi kullanilrsa &; (s)=x; (s) ve V|, =V, bulunur,

[18].

Yukarida kullandigimiz ** isareti egriligin, vektoriin kovaryant bilesenlerine uygulanan

'D temel kovaryant diferansiyel yardimiyla ifade edilecegini gosterir.

Teorem 7.2.2. (R—0,) uzayinda C egrisinin bir M noktasinda, &, =0, x, =0 olmak

tizere p =2,...,nicin

olacak sekilde V(l),...,V(n) vektorleri bulunabilirse

"DV, ==K, Vo KV =V (D(S;) (2.11.25)

denklemi vektoriin  kovaryant bilesenlerine uygulanan 'D  kontravaryant

diferansiyeline gore Frenet formiiliidiir.

Yukaridaki hesaplamay1r "D kovaryant diferansiyeline gore yaparsak (2.11.4)
denkleminden ve kovaryant indisler icin D ve "D ayni1 oldugundan dolay1 bu durumda

Riemann uzayindan bir farki yoktur.
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DV, ="DV,, ==K, V., + KV,

(p-1)J p T (pH)j

(2.11.26)
denkleminden ise

DY,

p)i

=P/ (=Y, + 50 Vi)

(p=1)j " T T(p+1)j
buluruz ki kovaryant bilesenlerine uygulanan D kovaryant diferansiyeline gore Frenet
formiilleridir. Burada ***  skalerler icin kullanilan isaret, egriligin, kontravaryant

bilesenlerine uygulanan D Otsuki kovaryant diferansiyeli yardimiyla ifade edilecegini
gosterir. (2.11.26)’dan

1
stk

K= [ ¢ (DV,,, + &7V, )(DV,,), + & V(p_l)j” (2.1127)

P p-1

bulunur. DV, ="DV, ='DV,+V.DS’ denklemini kullanarak

1

=os) |2
j +V(P)SD5i )J

57 =8 (DY Y

P

i +V(17)r55ir ) ('D‘/(I’)j tK

p-1

) v

p-1)

buluruz ki bu farkh diferansiyellerde egriliklerin degeri farkli olmadigim1 gosterir. Bu
sonu¢ beklenen bir sonugtur ¢iinkil egrilik sadece tek sekilde belirlenen bir egri ve

uygun sekilde kurulmus bir vektor catisina baghdir. Dolayisiyla Riemann-Otsuki

uzaymdaki Frenet formiilleri sadece Dé‘; #0 gecerli olmast durrumunda Riemann

uzayimdaki formiillerden farklidir.

2.12. RIEMANN-OTSUKI UZAYININDA OTOPARALEL EGRIiLER

Bu bélimde n-boyutlu (R—0,) Riemann-Otsuki uzaymin m-boyutlu (R-O,)
altuzayindaki otoparalel egriler incelenmistir. Nadj Dj. [19]’da, (R—0,,) de otoparalel

olan egrilerinin (R—O”)’de de otoparalel olmasi icin kosullar belirlemistir. Otsuki

uzaymda konneksiyonun kontravaryant ve kovaryant kisimlar1 farkli oldugundan bu

uzayda kontravaryant tipinde ve kovaryant tipinde otoparalel egriler ayr1 tanimlanmistir.
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2.12.1. Kontravaryant tipindeki oto paralel egriler

(R-0,), x'=x'(u'....u"), (m<n) ile tammlanan (R—-0,) nin bir altuzay1 olsun.

a

C :u”’(s) egrisinin tanjant vektorii C boyunca bir paralel vektdr alani ise C

egrisine altuzayda bir otoparalel egri denir. Konneksiyonun regiiler oldugunu diisiinerek

C egrisinin herhangi bir tanjant vektoriine kovaryant tiirev uygulanirsa,

D du -0
ds\ ds

2« _ B 4
d’u T,,du du ~0

—t —_— 2.12.1
ds* Y ds ds ( )

denklemlerini buluruz. Bu denklemler kontravaryant tipindeki otoparalel egrilerin

denklemleridir.

Simdi de altuzayda otoparalel bir egri aym1 zamanda iist uzayda da otoparalel bir egri

olmasi i¢in kosullari inceleyecegiz.
C:x'=x'(u”(s)) (2.12.2)

egrisi (R—0,,) uzayinda otoparalel bir egri olsun. (2.12.2)’nin diferansiyelini alirsak ve

i

B! ::aia yazarsak
u

o

d_)ci_ ox' du® . du®
ds Ju® ds “ ds

veE
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2.0 i o g3.f A%
d ); _ aBZ du” du ‘B d u2 (2.12.3)
ds du” ds ds ds

buluruz. C egrisi kovaryant tipinde otoparalel bir egri oldugundan (2.12.1)’i kullanarak

2. o

ifadesini (2.12.3)’de yerine yazarak

2
S

d*x (0B, . - du” du”
— __Bl |Fa o
dsz (aua a ﬂV(M(S))J ds ds

buluruz. Diger yandan, (R—0, ) uzayinda C egrisi otoparalel bir egri olmasi i¢in

d’x' ., dx' dx*

+'T, ———=0
ds® *ds ds

denklemi saglanmalidir, buradan da

_11—*1’ BCB

 du” du” _( OBy du” du”
KEPTT ds ds

o ‘Ba'rﬂy(“(s))Jzz

bulunur. Yani, C egrisinin (R - 0") uzayinda da otoparalel olmasi i¢in

oB! , du? du” .~ du” du”
B (R ml] s pk i o
—+'T" BB, |——=B'T", ——— 2.12.4
(au“ *h yJ ds ds @ P ds ds ( )

denklemi gecerli olmasi gerekir. O halde asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 2.12.1. (R—0,, ) ’de otoparalel bir C egrisi iist uzayda da otoparalel olmasi igin
gerek ve yeter kosul (2.12.4) denkleminin saglanmasidir, [19].

Teorem 2.12.2. (R-0,) altuzayinda bir C egrisi igin (2.12.4) denklemi gegerli olsun

ve £'=B.£EY, C egrisi yoniinde tanimli, altuzayda bir vektor olsun. Bu takdirde C

boyunca

DE*

\)

=P’B’Q 29 (2.12.5)
ds

gecerlidir, [19].
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Ispat. (2.12.4)’den bu egrinin altuzayda ve iist uzayda otoparalel bir egri oldugunu

buluruz. Kovaryant tiirev tanimim kullanarak (R—0,)’deki &' nin temel kovaryant

diferansiyelini alirsak

D& d : dx*
== = —(BLEP)+'T" ByEF —
ds ds( # ) wBse ds

buluruz ve bunu da g;B, / ile carparsak

B i
oD D& _ e8| 5,9 g’ [ 9B, I Beipt |1 au’ | (2.12.6)
8ij ds 8ij ds ou’” ds

denklemini elde ederiz. £* vektorii C egrisinin yoniinde tamml oldugundan

go =g (2.12.7)
ds
seklinde yazabiliriz ve bu denklemi (2.12.4)’de yerine koyarsak (2.12.6)’dan
551. i d§ /)’ k /)’ dl/ty
B/ —-=g¢.B/| B, +'T¢ BB, —
8i ds ~ 8 P ds (a 4 élﬁ ds
L :§T ]
L (2.9.27) |
D& Ao dER du” du”
B/—-=¢.B/| B,——+B, TZ = =
BiPa ds 8i “1 P ds 2 Uit ds ds
D& A&’ s pdu” du?
B)=>-=¢,B)B, + T8 g
8iPa” ) = 8ia ds "2 ds ds
=&
D& d&f u*
B =—2-=g.B/B pppgerd 2.12.8
88— =8 { S 0 } ( )

ya da
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D¢ DE?
B’ =G
Bila ds P ds

buluruz. Bu denklemde = temel kovaryant diferansiyelini b cinsinden yazarsak
s

i nEI
(% —p Dg ) ve G ile ¢arparsak
ds ' ds

be = P(SanQti b

s ds

buluruz ki bu (2.12.5) denklemidir. Yani, altuzayda bir kontravaryant vektoriin

kovaryant tiirevi (R—0, ) nin kovaryant tiirevinin izdiigimiine esit degildir. Kovaryant
tirev, Py tensorii P;'nin (R—0, ) deki izdiisiimii ve Q, tensorii P, nin tersi olmak

izere, P; ve Q' ya da baghdir.

(2.12.4) kosulu yerine daha giiclii bir kosul su teorem ile verebiliriz.

Teorem 2.12.3. Eger R—O,, altuzayinda C boyunca

i 1T duy aB,IB i | pk du;’
B, FWI:(WJr I BB | (2.12.9)

denklemi gecerli ise C boyunca tanimli herhangi bir £“ vektérii i¢in (2.12.5) denklemi

de gecerlidir, [19].

Ispat. (2.12.9) kosulu (2.12.4) kosulundan daha giicliidiir dolayisiyla verilen C egrisi
(R-0,)’de ve (R-0,)’de otoparaleldir. Yukarida yaptigimiz hesaplamalarin

benzerini yaparak, (2.12.6) denklemini ve (2.12.9)’u kullanarak (2.12.8)’1 buluruz.
Kolayca goriiliir ki bu denklem (2.12.5)’e 6zdestir.

2.12.2. Kovaryant tipte otoparalel egriler

J
%(gij(x)ciz J:o (2.12.10)
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denklemini saglayan egrilere kovaryant tipte otoparalel egriler denir. Riemann uzayinda

bu denklem d_(i{iJ =0 denklemine esdegerdir ¢iinkii Riemann uzaymda Dg; =0 ve
s\ ds

Leibnitz kurali gecerlidir.
(2.12.10) denklemine kovaryant tiirevi uygularsak
pL D ” dx ~0
ds\°" ds
dx’ dx*

do . dx’ 2,i .
p 88y v | AN g A dY
ds ds ds " ds ds

buluruz. (R—0,) uzayinda Dg; ="Dg, =0 oldugundan

dg n! dx n! dxk
s T S sy

denklemi gecerlidir. Bunu yukaridaki denklemde yerine yazarsak

P 0 e
ds® " ds ds

=0 (2.12.11)

buluruz. Bu denklem (R-0,) uzayinda kovaryant tipteki otoparalel egrilerin

denklemidir. (R—0,,) uzayinda kovaryant tipteki otoparalel egrilerin denklemi ise

d’u du” du”

+'Te =0 2.12.12
ds® P ds ds ( )
2. a
seklindedir. (2.12.12) denkleminden 5— ifadesini (2.12.3)’de yerine yazarsak
s

d*x' aB}; _p "1“”’ duﬂ du”
2 a
ds u® ds ds

buluruz. Bu denklemi (2.12.2)’de yerine yazarsak
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A P TRT QTP s ds

(e U gy,
ou’” e

i _ a B
(BBQ _ BT Jdu du i gt du” du” du ~0
(2.12.13)

ds ds v ds s

buluruz. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.12.4. R—0O, uzayinda (2.14.1) denkleminin gecerli olmas: i¢in gerek ve

yeter kosul altuzayda bulunan kovaryant tipteki otoparalel bir egrinin ayni1 zamanda iist

uzayda da kovaryant tipten otoparalel bir egri olmasidir, [19].

Simdi de kontravaryant tipte egriler icin elde ettigimiz Teorem 2.12.2 ve 2.12.3’iin

benzerlerini kovaryant durumda gecerli olup olmadigini arastiralim. Altuzayda verilen

bir C egrisine teget olan & = B*& vektoriine temel kovaryant tiirevi uygulayip g”B}”

ile carparsak

D¢ .| dS, 0B’ du”
UBUl i — o g¥ _Bﬁ -"T* ﬁBk - 2.12.14
ds —8P { ds ' u?t wB; 5 ds ( )

denklemini buluruz. Diger yandan B/ = g, G% B} oldugunu kullanarak

oB? 0

l a i ijpa Brgr
fB]aZ_ngjaZ( g,G""B})=
. ag B E)B’ aGﬁy
i g ir B B G” + Gﬁ'}’ .Br
g J (a k au a y4 glr
ag nTs nys . . . . .
buluruz. . —="T"} g +"I") g, ifadesini yukaridaki denklemde yerine yazarsak,

B”’nin tanimim ve B” B) =6, oldugunu kullanarak

oG¥

u* out

[} a a ﬁ _n7s " j r aB a
g"B¢ [a F;kB}’;ij:( I/ B\B; + W JB G +

buluruz. Bunu (2.12.14)’de yerine yazarak
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De . d&, OB’ du?
I]Bq i IJBOI Bﬂ IJBOI i HPY ﬂBk
8 j dS 8 j dS i g au ik s é

i pa 551 ij pa dé nJj r
g'BY =L =g"B! B,.ﬂ_ﬂ+{( I/, BSB, + »

ds L . ds
G

oG¥

pe ., be, o 0T ,
" : u
'fB;’lZl_fl —G¥ d—ﬂ+ o’ gﬂddL (2.12.15)
* * ("F’ BB+ jB“GﬁV *
ou”
buluruz. &, vektorii C egrisine teget oldugundan
du”
GPE =7 =22
Sp=¢=6—
dir ve (2.14.1) varasayimdan dolay1 gecerli oldugundan
D¢, D&, (3G - du”
g'BF 2L=G¥ 2L 4 +'T% G*+'T°G? |&,— 2.12.16
' ds ds ( ou* 4 " 5 ds ( )
. . "DG,, DG, _
bulunur. Riemann-Otsuki uzaylarinda 7 = o =0 ve buradan da "D kovaryant
s s
tiirev icin Laibnitz formiili gegerli oldugundan
of X IR 2 Yald
oG 9G s ot e g |4 DO
ou” ds ds
bulunur. Bunu (2.2.16)’da yazarsak
D D
g'B* =2t De, =G¥# 2L DS, (2.12.17)

! ds ds

buluruz. Buradan ise
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D5 D5
Y ds ds

elde edilir. D ve D temel kovaryant diferansiyaller, sirasiyla, D ve D cinsinden

Aaﬁa
Q;/ é 2
ds

Dfi:Qierr ve D§7:

ds ds ds

seklinde ifade edebiliriz. Bunlar1 bir 6nceki denklemde yerine yazarsak

D& .
P — PVB' r
ds « B0,

DE

2.12.18
s ( )

buluruz ve bdylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.12.5. (R-0,,) uzayinda, & =B*E vektorii C egrisine teget olmak iizere,

(2.14.1) denklemi saglantyorsa C boyunca (2.12.18) denklemi de saglanir, [19].

Bu teorem (R—0,) alt uzaymin herhangi bir vektdrii i¢in de gecerlidir. Bunu

gostermek icin (2.14.1) kosulundan daha gii¢lii bir kosul olan

aBi . . dul N du}(
) n k _ pi nTa
(_auz + ijB/’fBzJ—dS =B, "Iy~ (2.12.19)
R . , . uﬁGaﬁ
kosulunu kullaniriz. (2.12.19)’un sag yanini (2.12.15)’de yerine yazarak ve J =0
s

denklemini kullanarak (2.12.17)’yi elde ederiz ve bdylece asagidaki teorem ispatlanmig

olur.

Teorem 2.12.6. (2.12.19) denklemi, R— O, ’de bilesenleri & = B”¢, olan altuzayin bir

&, vektorii icin, altuzayin otoparalel egrileri boyunca (2.12.18) denkleminin gegerli

oldugunu gosterir, [19].
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3.MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, 2.boliimde belirttigimiz bilgiler kullanilarak genel konneksiyon
yardimiyla n-boyutlu Riemann-Otsuki uzaymda otoparalel egriler, ¢ember, helis,
involiit egrisi ve Bertrand egrileri gibi 6zel egriler incelenmistir. Bu tip egrilerin
incelenmesi Riemann-Otsuki uzayindaki egrilerin deformasyonu kullanilarak

yapilmugtir. Verilen bir C: x* = x* (s)egrisi i¢in, € sonsuz kiigiik bir sabit ve EC

boyunca tamimli bir vektor alani olmak iizere, sonsuz kiiciik bir deformasyon dx* = &£

13
ile verilmistir. Bu deformasyon sonucunda Riemann uzayinda tanimlanan A ve D

operatorleri, [20-24], Riemann-Otsuki uzayinda yeniden hesaplanarak egrilerin
incelenmesi icin kullamlmistir. Ayrica Riemann-Otsuki uzayinda paralel teget ve
Combescure deformasyonlar1 verilmistir, [20], [23], sonra da otoparalel egrileri

otoparalel egrilere ve cemberi ¢cembere tasiyan deformasyonlar elde edilmistir.

Riemannian uzayindaki helis egrisinin sagladigi denklemlerden hareket ederek
Riemann-Otsuki uzayinda helis egrisini tanimlayan deformasyon elde edilmistir. Benzer
sekilde Riemann-Otsuki uzayinda involiit egrisinin Riemann uzayindaki 6zelliklerinden
farkli olan 6zellikleri arastirilmistir. Son olarak da Riemann uzayinda Pears tarafindan
[25]°de incelenen Bertrand egrileri yine Otsuki kovaryant tiirevi ve Ozelliklerini
kullanarak Riemann-Otsuki uzayinda incelenmis ve Rieman uzayindan farkli olan yeni

ozellikleri elde edilmistir.
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4.BULGULAR

4.1. (R-0,) UZAYINDA EGRILERIN DEFORMASYONLARI

3-boyutlu Oklid uzayinda bilindigi gibi, iki egrinin noktalari arasinda bir 1-1 eslesme
var ise ve bu karsilikli iki noktada egrilerin teget vektorleri paralel ise bu takdirde
egrilerin birinci ve ikinci normalleri de paraleldir. Bu tiir egrilere, Combescure

transformasyon ile biribirinden tiiretilebilen egriler denir.

[20]’de Riemann uzayindaki paralellik kavrami kullanilarak, yukarida sozii edilen
egrilerin bu 6zelligi Riemann uzayinda incelenmistir. Yani, orada bir vektoriin paralel
yer degistirmesi yayin yer degistirmesine bagli oldugundan, yay uzunlugunun sonlu
oldugu durumlar i¢in, egrilerin sonsuz kiiciik deformasyonlari incelenmistir. Bizim
calismamizda ise bu dzellikler Riemann-Otsuki uzayinda incelenecektir. Aslinda, egriyi
siirekli bir deformasyon olarak diisenecegiz ve her noktadaki tegeti paralel olarak
oteleyen her deformasyonun 1. normal, 2. normal,...,n-1. normal vektorlerini de paralel
olarak oOteleyip Otelemeyecegini arastiracagiz. Bu 6zellige sahip deformasyona ‘“genel
Combescure transformasyonu” ya da kisaca G.C. transformasyonu denir. Bir egrinin
tegetlerini paralel olarak oteleyen bir transformasyon G.C transformasyonu ise bu
takdirde bu egri “G.C. 6zelligine sahiptir” denir. Ustelik, eger uzaym her egrisi G.C

ozelligine sahip ise uzaya G.C 6zelligine sahiptir denir.

(R—On), n-boyutlu Riemann-Otsuki uzayi, g v Riemann metrik tensOriinii ve
Fz(P/f,Ffw)a,ﬂ,...,ﬂ,v...:1,2,...,n bir regiiler genel konneksiyon olsun. Bu

konneksiyona gore (1,1) tipinde bir tensor alani icin temel kovaryant diferansiyel (2.6.4)

denkleminde

~NT A N T4 A T4 pa  npoa i
DT} =D[T}du" =(3,T} +'T.T¢—"T% T} )du” (4.1.1)

wta
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seklinde tamimlanmisti. Bu uzayin burulmasiz bir uzay oldugunu varsayacagiz, yani

T, ='T;, ve "T',, ="T}, dir.

(R—0,) uzayinda bir egri, egrinin yay uzunlugu parametresi s olmak iizere,
x=x(s) (4.1.2)

denklemleri ile verilsin ve bu egriyi C ile gosterelim. Bu egrinin her noktasinda sonsuz

kiigiik bir deformasyon Sx* = &£ ile verilsin. Burada & sonsuz kiigiik bir sabit, £* ise
C boyunca tanimli ve uzunlugu &=,/g ﬂvf“fv olan bir vektor alamidir. Bu C egrisinin

deformasyonu olan egriyi C ile gosterelim. Bu durumda C egrisi
¥t (5)=x"(s)+ & () (4.1.3)

denklemleri ile verilir. C egrisi boyunca tanimlanan herhangi bir v* (s) vektor alanim
alalim. (4.1.3) ile verilen sonsuz kiiciik deformasyonla v* (s), C egrisi boyunca
tammh v*(5) vektoriine doniisiir. v*(s) ve v*(5) vektorleri, sirasiyla, x*(s) ve

x* (E) noktalarinda tanimlidirlar ve (4.1.3)’den Taylor formiiliinii kullanarak

v (%) =v* (x)+ (9,0 ) (X7 (5)—x“(5))

1

vi=vt g9t )0 =0+ d v (4.1.4)

buluruz. Ote yandan, bir egri boyunca paralel bir vektor alam

N A v
v :dLJrTjwvﬂ dx” _ (4.1.5)
ds ds ds
kosulunu saglar ve buradan
' (4.1.6)
ds T ds o
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A A

bulunur. Simdi, v* vektoriinii x* noktasindan x* noktasina paralel olarak Steleyelim

ve bu sekilde elde ettigimiz vektorii #pt le gosterelim. (4.1.6) denklemini (4.1.4)

denkleminde yerine yazarsak

#pA(x)=v (x) - Tf“,v” %%f”’e
ya da

W (x) =v =T v e e = v rdv (4.1.7)
buluruz.

Simdi de &* uzayda herhangi bir kontravaryant vektor alam olmasi durumunda sonsuz

kii¢iik deformasyonu tanimlayan denklemleri

R +€é:/1 (4.1.8)

x

seklinde ifade edelim. x*(s), (R—0,) uzayinda bir egriyi gostersin ve bu egri boyunca
tanimli bir vektor v* (s)olsun. (4.1.8) deformasyonunu uygularsak, deformasyona

ugrayan egri
X (5)=x"(s)+ &% (x(s)) (4.1.9)

seklini alir ve x*(s) noktasinda v*(s) vektorii, x”(5) noktasinda v*(5) vektoriine

doniisiir, P(x’l) noktasi ise Q(xl+§l€) noktasina doniisiir. Bu durumda (4.1.8)

transformasyonu

a) P noktasin1 Q noktasina doniistiiriir,

b) v*(P) vektoriinii v*(Q) vektoriine doniistiiriir.

P noktasina komsu olan x*+v*dv koordinath noktayr da R ile gosterelim ve P

noktasindaki &£ vektoriinii de R’ye gotiirelim. O halde, Taylor formiiliinden
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e (R)=¢e&*(P)+ &£ ,(R-P)
eEH (x+vov)= el (x)+ (851,[0)\1“’5\1
et (x+vov)=g(& (x)+ &5 v V)

yazariz. Bu vektoriin x* +\/15v+«5‘(§/1 +§A,av“5v) koordinath u¢ noktasini S ile, OS

vektoriinii ise Mv* (s) ile gosterelim. Bu durumda

vi=[ (2 +viev)-x] [ (4.1.10)
yazabiliriz, *v* () vektoriinii ise

Ayt = {[x’1 +v v+ (&4 + fﬂ,avaév)} - [x’1 + &t }}/51»

3
M) =v el " =0+ d v (4.1.11)
seklinde elde ederiz.

2 3

1
(4.1.4), (4.1.7) ve (4.1.11) denklemleri ile verilen dv*, dv* ve dv* varyasyonlar

v (s) vektoriine uygulanan asagidaki operatoreleri tanimlar:

S A
Dv =(d—djv , (4.1.12)

13 2 1 3 1
Dv :(d—djv . (4.1.13)

(4.1.12) denklemi &' yoniinde v*’nin kovaryant tiirevini, (4.1.13) denklemi &*
yoniinde v*’nin Lie tiirevini verir. Simdi bu operatorleri inceleyelim.

4.1.1 A operatoriiniin tanimi

(4.1.7) ile tanimlanan P noktasindaki vg) vektoriine paralel olan, P noktasinda bir

vektor *v* (¢) olmak iizere
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12
A —A A A
Dv* =v* %" =9y

denklemi sonsuz kii¢iik bir vektor,

yazabiliriz. Burada

552,00 0x" =g, (¥ —x) (¥ —2") = g, 06" 6" =&&

seklindedir. (4.1.4) ve (4.1.7) denklemlerini (4.1.14)’de yerlerine yazarsak

Sv' = vA7) + (0,07 ( /(/f+gl" ViEe

o' = 8(860\/ (1)+ 'Fflwv")é:

o' = (val)f‘”s

buluruz. Kovaryant bir v, paralel vektor alani igin ise

Dy s,
dt A dr
oldugundan

veE

(4.1.14)

(4.1.15)

(4.1.16)

(4.1.17)

(4.1.18)
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esitliklerini buluruz. Dolayisiyla yukaridaki son iki esitlik kullanilarak

v, =v, (1) =*v, (1)

ov, :/v/({j+8(awvg (t)){f“’—/v/({j e"Thv,E°

ov, = 8(awv€ ~"T v, ) &
olur ve sonug olarak

ov, =(D,v, )&% (4.1.19)
denklemi elde edilir. Herhangi bir (1,1) tipindeki paralel tensor alani i¢in,

dvﬂ
u -t S du” vervis 2 du”
di di dt

denklemi gecerli oldugundan, sirasiyla,

7 ()= v (1) + 25

ox”

&%
ve

W () =Vy (1) - (ToLVs —VoTs, )%
elde ederiz. Bu iki denklemden ise

V5 =V (1) =45 (1)

SVy = VAt +(awv;(z))§we—%+(T?wV§ ~V{'Ty,)E%
oVE =(3,Ve (1)+' ToVE —Vo TS, )&%

SVE = (Ve +T4VE —VETS, ) E%

Vs =(D,V; )&%

buluruz. Benzer sekilde V- icin de

SV =(D, V) E% (4.1.20)

o’ ap..
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denklemi elde edilir.

4.1.1.1. Paralel teget deformasyonlari

V(f),...,V(j) birim vektorleri C egrisinin P noktasinda, sirasiyla, tanjant, /.normal,

2.normal,...,(n-1).normal vektorleri olsun. \7(3,...,\7(5) birim vektorler ise C’nin P

noktasindaki tanjant, [.normal,...,(n-1).-normal vektorleri olsun. Bu takdirde

(4.1.3)’den

& (5) :(dxﬂ(s)gfﬂ(s)g}g

ds ds ds ds
_ d&r
7 =(V<ﬁ+e : (S)Jﬂ
ds ds

(4.1.21)

bulunur. Deformasyon sirasinda teget vektorleri paralel olarak yer degistirmesi ya da

kisaca &*’larin bir “paralel teget deformasyonu” tanimlamasi i¢in C’nin her noktasinda

AV(f) =0 olmasi gerekir. (4.1.14) ve (4.1.21) denklemlerinden

déP ) ds

— A o A A ugv
‘(Vm +e j = Vot TuVos
yani

A
Vi =V} (ﬂ_lj+g(££+vpﬁv%gvj (4.1.22)

ds ds

denklemini buluruz. P noktasinda g, nin degerini Taylor formiilinii ve (2.9.1)

denklemini kullanarak
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_ 8w (0
gﬂV:gﬂV+ax/; (x —x)

og
=g gf0 oM 4.1.23
g, +E 90 ( )

= gﬂv +8é:w(g,ua "l—‘fw + 8va "FZQJ)

seklinde yazariz. Bu tez calismasinda elde edilen sonuclarda sonsuz kiiciik bir sabit olan

&’nun birden daha biiyiik olan kuvvetlerini iceren terimlerini ihmal edilecegini not

ettikten sonra gﬂvv(;;v(y) =1 denkleminden

_g A
S s s
d5* = g, dx"dx"

A5 =(g,, +£€8,,,£° ) (dx" +edE)(dx” +€dE”)

ds’ =ds* + (gﬂvga,f”’ + 2gwaﬂ§”)dx”dxve
llr‘a + lll—‘a’ [
ds’ =ds* + (g,,a - S W)é: _ dx"dx" e
8 (D8 = T08” )+ 8,0 (D6 = 'T5,87)

ds® =ds* +2¢g,,{D,E" - (D55 ) £} dx"dx”

ya da

(Eijz :1+2g(5dia —%f”]\f(l)a (4.1.24)
buluruz. Bu denklemde

(Edil —%Q‘WJVW =¢ (4.1.25)

dersek ve bu ifadeyi (4.1.24)’de yerine yazarsak

2
(;ﬁj 14260 (4.126)

\)

ve
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ds
—=1-& 4.1.27
I () ( )

elde edilir. (4.1.27) denklemini (4.1.22)’de yazarak
é‘vﬂ A é:l A Yy U gV
1) —‘/(1)(1_8¢_1)+ (1 £p)+ rﬂvv(l)f

bulunur ve burada

A
o =e 2o |
ya da
SV, D& D&
A
NG _}S%W_}HO&( 4V, J f( —¢V] 4.1.28)

sonucuna ulasiriz. Boylece £* deformasyonunun bir paralel teget deformasyonu olmasi

icin

D&

" =¢V(f) (4.1.29)
ya da

7

Ddé; (@1 = 0, (@¢=2,3,..,n) (4.1.30)

kosulunu saglanmalidir. (4.1.29) denklemini (4.1.25)’de yazarsak

A
D50’ f“’V (4.1.31)

kosulunu buluruz. O halde, Riemann Otsuki uzayinda bir &* deformasyonunun bir

paralel teget deformasyon olmasi i¢in gerek kosul (4.1.29) denkleminin saglanmasidir.
(4.1.30) denklemi bu gerek kosulun alternatif ifadesidir ve (4.1.31) denklemi bunun

sonucudur.
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4.1.1.2 A operatorii icin degisim formiilleri

A

u*, C boyunca tanimh herhangi bir vektdr alani olsun ve ona karsilik gelen u” vektor

alam C boyunca tanmimlansin. (4.1.14) ve (4.1.17) denklemlerinden
ut =out +*u’
= efAu’? +(z/1 —E'Ffwu”f")
=ut+ é‘(fAu/1 - 'Fﬁvu"f")

ve [27]’den

A

— a r
ll—vl _ll—vl +8 ,UV fa)

esitlikler gecerlidir. Simdi C boyunca kovaryant tiirevi % ile gosterelim. Bu takdirde
s

5172 d l—vl —/le
s ds
d ! u“v'
= Sl ve(et L) E T
d ' v
= %-rgg(g%u szu“f )}(1_‘9(/5)

(Fl +8a & f“’](uue(w—'rzﬁu“fﬁ))(%+8(6Av<r)—'rzav<ﬁf”))

D d'Ts, v du”
Du’ d_(é:A”l)_ £ ﬂé: Fl é: ﬂv
+ & §
dS a' jtv (237 SA2NENE nY A agzpyv T4 U v TV y £6
EuMV) =T}, Thu“EPVi + Tl (EAV)) = ThV € )

LdE _ﬂ
ds 9

x“

>

buluruz. Kovaryant tiirevin tanimini ile (4.1.28) denklemini kullanarak
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5 2 df 2 51/ ) av ﬂy
—(Aut ) +—=Au" — 9| — =T u*V) |——EEu VvV eE
E'gds( ) ds ¢[ ds A ox? (l)é:
Du* Du* T du” DEY
— +e + uv a)u;tvv _|1—v1 14 _'1—% u/t —'FV avﬂ
ds ds ox® SV = T ds d # ds s Vi
- 'szv 'FZﬁuaé:ﬁ‘/(‘l/) + wa“ﬂ (Dé:V _¢V(Y) - T;(sv(ly)é:a))
ya da
= _ 5 1 df y) Bul Y lei'u
2 2 —(Au" )+ —=Au" - -'T Y
lz;i :Z” te é:ds( ) ds 0 s Tt (4.1.32)
\) S A v
~ RS V(iﬁ)

elde edilir. (4.1.32)’yi asagidaki denklemde yerine koyarsak

S Du* _Bb_ﬂ_* Du*
ds ds ds

51/ 5 2 d§ 2 51/ ' oA vy B
5[ s j:g(fa(Au )+EAM —¢7— Rﬂvﬂu”rf V(l)

ve buradan da her iki tarafin s — oo icin limitini alip (4.1.17)’yi kullanarak

Buﬂ 1 5 2 df 2 5141 ) vy B
A[ " j:z(gg(m )+$Au —9— — R V] (4.1.33)
elde ederiz. Sonug olarak
51/ 5 y) 1 dé: y) Elfil ) vy B
A( s j—g(Au ):E(KAM —¢X— Rﬂvﬂu"f V(l) (4134)

denklemlerine ulasiriz. Bu son bagintt A operatorii ile kovaryant tiirev arasindaki

iliskiyi gostermektedir.

4.1.1.3 Genel Combescure Transformasyonu

2 y1
u" =V

(@) olsun, &*’nm bir “genel Combescure doniisiimii” olmasi icin gerek kosul

AV,

(j{) =0, a=1,2,...,n olmasidir. Bunu (4.1.34)’de yerine yazarsak
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DV p DV,
A @ |_ DYy | Z 1148 sy —p—"L ' REVEEV]
ds ds

ds ds () ¢ |_@| o
=0 =0 (4.1.35)
DV’ DV,
Al @ |21 p— 4 'Ry Vid'Ve | a=12,..n.
ds & ds

buluruz. Riemann-Otsuki uzayinda Frenet formiilleri boliim 2.11°de verildigi gibi

D DS}
— Vi =KV K Ve, V=2, a=12..n k=0, kK, =0
s ds

seklindedir. Buradan

DV, D&}
A —D =k, AVE - K, AV AV, —L
ds ds

=0 =0 =0
D&S?
(AK )ij (AKa—l)V(jz—l)-i'V(g)A( dsﬂj
DV! D&’
A[fj (AK)Vi, (Afca_l)v(i_wv(ﬁ)A( ds”J (4.136)

buluruz. (4.1.35) denkleminde Frenet formiillerini kullanarak
ABV(i)_ 1 2 p! ,855/3 VpA Ysu B 4.1
I __f 1) I(VWl K‘a_lV(a_l)+V( s + RﬂVﬂV §V (4.1.37)
buluruz. (4.1.36) ve (4.1.37) denklemlerinden ise
1 DS,
_E(¢(K Vjﬁ-l Ka—lv(i—l) +Vﬁ ds J+ ijﬂvﬂ 5 VﬂJ

DS},
= (AKa )V(jﬁl) - (AKa—l )V(i—l) + V(g)A(d_Sﬁj

ya da



117

~'Ry VSV = (MK, +0K,)V o

uvB

Do Do a=1,...n (4.1.38)
- (gAKa—l + ¢Ka—1 )V(i—l) + ¢ . + fA . ‘/(g)
ds ds

bagintilarin elde ederiz. Bu denklemler £ min bir genel Combescure doniisiimii olmasi

icin gerekli kosullardir.
(4.1.38) denkleminin her iki tarafim1 da V(j)), w=1,..a-2, a+2,.n, x=12,...n
ile carparsak

RoViViViid =0, @=l..,0-2, a+2,.n; @=12,..n (4.1.39)

B’ (

elde ederiz. (4.1.38) denklemini V(jm) , &=1,2,...,n ile carparsak

fAKa + ¢Ka = vIejl/ﬁvﬂ g VﬂVoH—l K= 0’ K, = 0
EAK, = 0K, = Ry Vi & ViV s (4.1.40)

nvp

Alca:—é(w( +'R% V"fV'BV(Z+1 ) a=12,.,n

N SA
£ ifadesini de
ds

buluruz ve V(i) , a=12,..,n ile carparsak A

uvB

D& D&
~ RVl ViV (¢—+§A Jvﬂv

ya da

1( D6
B /8 i A )
ALV, __E(;z)—d +'REE V(f)JV(a)V(W (4.1.41)

olarak elde ederiz. Eger bu denklemlerin ¢ ’ya gore toplamim alirsak

Daﬂ DS
" —L8) = §[¢d_ﬂ+ R},& V({;Jéf
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ya da

2 2% =—%[¢ D3 +'Rfmrfvv(f;j
oldugu acgiktir. Simdi de uzayda herhangi bir nokta P, ve bu noktadan gegen bir egri C
olsun. C egrisi boyunca ¢’ye keyfi bir deger ve &*’lara (4=1,2,.n) P, noktasinda
keyfi degerler verirsek, o takdirde DE* = ¢V(f) denklemi, tegetleri paralel olarak
oteleyen, C boyunca &* vektor alamni tamimlar. Dolayisiyla, eger C egrisi genel
Combescure Ozelligini tasiyorsa, (4.1.39) kosullar1 F, noktasinda C boyunca tanimh

herhangi bir £* igin de gegerlidir, yani

1 pA
R,UVﬂ

uy B —
V¥V =0 (4.1.42)
w=1,..0-2, a+2,.n a=12,..,n
dir. Ustelik, eger bu uzay Genel combescure dzelligini tasiyorsa, bu kosullar herhangi

bir egri i¢in saglanmalidir yani (4.1.42) denklemi F, noktasinda herhangi bir V(i) icin

de gecerli olmasi gerekir. Dolayisiyla P, noktasinda

'RY . =0;  Auv,f=12,..n (4.1.43)

wp

kosulu saglanmalidir. F, noktasi uzayin keyfi bir noktas1 oldugundan 'R/fvﬂ

=0 esitligi

uzaym her noktasinda gecerlidir.

Simdi de (4.1.43) denklemine alternatifi olan denklemleri elde edecegiz. (2.8.31)

denkleminden

n pA
R/Nb’

=0, L,uv,p=12,.,n (4.1.44)

yazariz, (2.8.28) denkleminden de
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1 A v ﬁ‘_l A &gV ] A ' £
ERﬂVﬂdx Adx —EMP R.; P dx" Adx” + P;'DP/ A'DP,

=0

R, ,dx" Adx” = P}'DP? n'DP;
R! dx" ndx? = P}('D,P?)dx" A('D;P¢ )dx”
R: ;=P ('D,P’)('DsF;) (4.1.45)

bulunur. (4.1.43) denklemi ayn1 zamanda deformasyonun bir genel Combescure
deformasyon olmasi icin yeter kosuldur. Eger (4.1.43) denklemi saglamyorsa (4.1.40)

denkleminden
(A, +¢Kx, =0
buluruz. (4.1.14) ve (4.1.17) denklemlerinden

K,=K,+0k, =k, + Ak, =(1-&p) k, =K ds
ds

a

elde ederiz. Bu denklem 3-boyutlu Oklid uzaymnda Combescure transformasyonun

ozelligidir, [28].

Dolayisiyla, genel combescure ozelligini tasiyan uzaylar sadece kontravaryant ve

kovaryant tipinde flat uzaylardur.

13
4.1.2 D operatoriiniin tanim

E* vektorii (R-0,) de tanimli herhangi bir kontravaryant vektdr alani olsun ve bu

uzayda sonsuz kii¢iik bir deformasyon (4.1.8) denklemi ile verilsin. x* noktasinda

v*(x) ve M*(X) vektorleri, sirastyla, (4.1.4) ve (4.1.10) denklemleri ile tanimlanmak

tizere verilen

Dv* {é—fzjvﬂ =v*(x)-M* (%) (4.1.46)
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13
denklemi bir D operatoriinii tanimlasin. (4.1.4) ve (4.1.10) denklemlerini (4.1.46)’da

yerlerine yazarsak

Dv = [V, (1)E7 =& v (1)} e (4.1.47)

buluruz. Ustelik,

13

Ddt=dt —dt (4.1.48)
dersek

_ 13

dt Ddt

) Sy

di o di (4.1.49)

dr _ - Ddt

dr dt

13
buluruz. ™ (x) ve vt (x) birer vektor olduklarindan onlarin fark: Dv', x*

noktasinda bir vektordiir. Bu vektorleri x* baslangic noktasinda tanimlamak icin x*

noktasim x* noktasina geri cekerek

A(Bv‘jz AA(T)=vA (1) (4.1.50)

13 13
esitligini elde ederiz. Fakat /‘(Dv’lj ile Dv* vyeteri kadar bir yaklasimla
ortiistiiriilebileceginden (4.1.50)’den

13

A (1) =v*(t)+ DV (4.1.51)

buluruz. Simdi de (4.1.47) denklemini tensorel formda yazalim, 6nce kovaryant tiirev

tanimindan
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ve benzer sekilde
& a =D, 8" T L
buluruz. Bu degerleri (4.1.47)’de yazarsak
B v = ((vaﬂ ) E?—'Th v E? - (50[{,:/1 ) v +'TH £ ) £

13

Dv' = ((ﬁwv’l)f“’—(ﬁafl)v“ —('Fiw—'f‘j,a)f’”v”)e

13

Dv* =((D,v*)&" - (D, )v*)e (4.1.52)

@

13
buluruz. Simdi de u, kovaryant vektor alan1 igin D operatoriinii bulalim. Fakat 6nce bu

deformasyonda bir skalerin davramsim gorelim. f(x), x* noktasinda bir skaler
fonksiyon olsun. x*=x"+&*Su noktasinda f(x) fonksiyonu Af(X)’e doniisiir.

Fakat f (x) bir sakaler oldugundan

N(x)= (%) (4.1.53)
denklemi gegerlidir, [23]. Ote yandan

F(R)=f(x)+(1.8)e

seklindedir, dolayisiyla

Bf:f(f)—"f(f):(fva)e (4.1.54)

bulunur ki bu f(x)’in £* dogrultusunda Lie tiirevini verir. Kovaryant bir u, vektor

13
alani i¢in D operatorii

13
Du, = ﬁﬂ()_c) -, (%)

seklinde tanimlanir. u ﬂv” bir skaler oldugundan (4.1.53)’den
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(", (3))(*v(3)) =, (x)v* (x)

buluruz. Bu denklemde

13 13
M, (¥)=iu,(X)—Du, =u,(x)+u, '€= Du,

u

13 13
(X)) =74 (x) - Dv* =v* (x)+v* ,&'e— DV

degerlerini (4.1.55)’de yerlerine yazarsak

(uﬂ(x)+uw§"8—5uﬂ)( H(x)+v* Ee - DV j

L) = ), (1)1, i, (1) D j

-u, $"v'e-u, Sevt §8+uﬂV§8(va
|—|

=0

13 13 13 13
+(Duﬂ)v” (x)+(Duﬂjv"y§"8—(DuﬂjDv"

=0 =0

buluruz. Buradan

13 13 y Y
(Duﬂjv”+uﬂ(Dv”):[uﬂv”y§ +u, & v”]e

esitligi ya da tensorel formda

(5=
(Du, [ s, e [ it - v e
(5=

(4.1.55)

(4.1.56)

(4.1.57)
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13

Du, = [(ﬁvuﬂ + "szua)fv +u, (Eﬂf" - T‘;ﬂf“)}s

13 _ _ —
Du, = [(Dvuﬂ)f" +u, (Dﬂé:") —u, (Dﬂé;‘;)f“]e
esitligini elde ederiz. u ﬂv“ skaler oldugundan (4.1.54)’den

B(uﬂv”): (uﬂv”)wfwg = (uﬂ’wfa’)v”8+uﬂ(v"’w§w)8 (4.1.58)

denklemi gecerlidir. Dolayisiyla (4.1.56) denkleminden

13 13 13

D(u,*)=D(u, )v* +u, D(v*) (4.1.59)

13
elde ederiz ki bu denklem D operatorii icin Leibnitz kuralinin gegerli oldugunu

gosterir. Simdi herhangi bir (1,1) tipte Tf tensor alani i¢in, Tfulv“ bir skaler

oldugundan

13

D(T/fuﬁv") =d (T!fuﬂv”)

13 13
denkleminde Du,, Dv* degerlerini yerine yazarsak u, ve v* vektor alanlari icin
2 y y 2

D(T)up* +T7 D, )v* + Ty D(v) =d (T2 Yo +Td (1, ) + T, (v#)
D(T} Ju* + T} [uy & +u, &, Jevt + T u, (Vi€ - 407 ) e
=T;, (&e)upy* +Tu,, (E e +Tiuvié'e
B(T/f Ju +Tiu & v =T, e
=T}, (& €)up*
D(T})up* =-Tju & ev* +Tiu,Elv e+ T}, (E€)up”
D(T})up* =T}, (&€ up* +Tu, &\ v e — T u, " ev*
D(T) Jup = | (T}, & +T7E, - Ty " )& u

13

D(T;)=(T,,8" +T/8, - T, )e (4.1.60)



124

ya da tensorel formda

13
A A gv Agv vV gL
DT} =(T}& +T}E, -T/E" )e

BT}“ 3 (EVT; —W%—"FZ‘/T;)gV .
U (D - Ten) -1y (Dg - Tkt
DT} =((D,1)& +TH(D,&')-T; (D,&)~T/ (T, ='T", )&% e
DT} =((D,1)& +TH(D,&')-T; (D,&)~T/ (D,5,) &) (4.1.61)

13
elde ederiz. D operatorii vektdr ve tensorlerin yanisira Ff“, konneksiyonuna da

uygulanabilir. Bunun icin x* noktasinda v* (x) vektoriinii gbz Oniine alalim ve bu

vektorii paralel Steleme ile x*+dx* noktasina gotiirelim. Bu sekilde elde ettigimiz

vektorii *v* (x +dx) ile gosterelim, yani
v (x+dx) =vt ='Th v dx". (4.1.62)

Simdi de v*(x) ve *v*(x+dx) vektoriine (4.1.8) transformasyonunu uygulayalim. x*

noktasindaki v* (x) vektorii x* noktasindaki ~v* () vektoriine doniisiir ve
MAE)=v+E Ve (4.1.63)
yazariz. *v* (x+dx) vektori ise

(B (T ) = (e d (x4 42))

ALy (x+§8+dx+(d§)8)}

"{*v’1 (x+dx+(§+d§)8)}
=5t (x+dx)+(EH+ER dx”) (R (x+dx))e

M

= Vﬁ' — 'l—‘fwv”dxv + (fﬂ,‘u + gl,v,/tdxv )(Vﬂ - 'F//;}’Vﬁdxy ) €
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/\{*\/7L (f+df)} =v’ _'Fﬁvv”dxv +(é:jl +§f""dxv )(Vﬂ —'l—‘;},vﬂdx}/)g (4.1.64)

=t —'Ffwv"dx" +§l,ﬂv”8+[ j”, —fi Tzv}v”dxvs

vektoriine doniisiir. I, (x)’in transformasyondan sonraki ~I';, (X) degerini bulmak
igin Av* (X) vektoriiniin A*v* (X +dx) vektorii ile AT, (X) konneksiyona gore paralel

oldugunu varsayacagiz. Bu takdirde
AEVE (X +dx) =M (X) -2 T, (3) (M (X)) dx” (4.1.65)

13 _ ll—‘l
yazabiliiz. D  operatoriiniin tammim ve 'T% =T* +e—# £  denklemini
Hv uv a xa)

kullanarak
=1 _ 2 _ 13 2
F/tv(x)_/\ Fﬂv(x):DFyv
_ _ 13'
ATy, (%) =T, (x)-DT, (4.1.66)

13
AT (X) =T, +'T, &% - DI,

YR

yazalim. A*v*(X+dx), "' (X) ve ALy, (X)'min degerlerini (4.1.65)’de yerlerine

yazarsak
AEYE (X +dx) =M (X)=AT, (X) A ve (X)) dx”
v - 'l"fwv"dxv +§ﬂv”8+[ jl,v —§i'FZV}v”de€

LV,

=y 4+ fﬂ,vv"e—('l“fw + T E%— B’Fﬁvj(v” + f"’vv"e)(dxv +§‘;)dx‘”8)
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A i v A v Ao v
vi="Tviax" + & pre+ &, vidx e =& T vidx' e
=v'+& Ve-Ty, (v” + f”,avae)(dxv + éf‘;,dst)
- f“’e(v” +§”,av”€)(dx" +§2)dx”8)

L,0
A y7 U 11 v v w
—DFW (v +&4 v 8)(dx +&" dx 8)
=v*+ fl Ve — wav”dxv - 'Fivfﬂyavasdx" - wav“ " dx“e
A [2} A
F/zv LSV dx
2 13 2 13 2
- DT widx” — DT, vi& dx"e — DT, & viedx”
L 1 1 ]

=0 =0

/—W+/ﬁ+fﬂ rdx'e - & T vidx'e
_/+/\7"§—/ﬂfvﬁ‘ﬂ/ T, &4 yoedx” — T, v E" dxe
A n 0o A gV T4 v
='T, ,&evidx —DFﬂvv"dx
13
D'l“ﬂ Vidx” :{fl vidx'e
+'Th, Llevidx” = &L TG vidx' e +'Th EX viedx” + T v E" dxe

.0

v,

13
DLV dx" =(&L, +'Th, £ —ELTS, + ThEe, + ThEVdx'e

13
Dll—*j.lv :( ll—‘l 5(0 gl vl—*a’ + l—*ﬂ ga", + ll—‘ivéi)g

w,0

ya da tensorel formda

13

DT, =(&,, +'Th, £ —EL T + ThE" +TLE e

Bvrﬂ ~ Dﬂgﬂ vl—‘iﬂ Vga 11—*/{ ga |1—*ijlu§ + nl—*zvéﬂ + l—‘j.lv wéa)
uv

_(1305454_'1—‘}L é:é‘) Fav+ Fiﬂ(Dvé:a_'FZv €)+'Fiv( ,ué:a_'r; 8) ‘
D,D,&" =T 7+ Ty o6 + T, T "

B’Fﬂ UV U,
= &
14 R n 2R nZ A A a A
re, T.&°—(D,8¢)D,¢

DT, =(D,D,¢" + R}, ,&" ~(D,55) D,&" e (4.1.67)

UVD
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13
Bu denklemler genel konneksiyonun D -varyasyonunu verir. A operatorii igin

13
buldugumuz degisim formiilleri benzer hesaplamalar yaparak D operatorii icin

13 13
D 21/1 —B(Dvlj
dt dt

13 (4.1.68)
(PPt g0 (B sa\R £2\dX o V' Dt
=(D.D,E + RaW = (D,67)D,6") S vsu =2 Lot
seklinde bulunur. Bu son denklemde (4.1.67) denklemini yazarsak
— — 1 13
13 13 13 v D(dt
D 2\)4 _B(Dvlj:DvrlvdLVﬂg_é‘_L ( ) (4169)
dt dt “dr dt  drt

13
esitligini buluruz. Bu denklemler kovaryant tiirev ile D operatdrii arasindaki degisim

formiulleridir.

13
Bu boliimde tamimladigimiz A ve D operatoreleri egrilerin deformasyonunu incelemek

icin kullanilir 6rnegin; otoparalel egrileri otoparalel egrilere, cemberi cembere, projektif
konileri projektif konilere doniistiiren transformasyonlar bulabiliriz. Simdi de otoparalel

egrilerin deformasyonlarini inceleyelim.

4.1.3 Otoparalel egrileri otoparalel egrilere doniistiiren doniisiimler

C egrisinin bir afin parametresi s olmak iizere Riemann-Otsuki uzayinda otoparalel

egrileri Boliim 2.12°de

D*x*  d*x* ., dx* dx"_o

= + = = 4.1.70
ds’ ds’ " ds ds ( )

kosulu ile tantmlamistik.
X' (5)=x*(s)+&4(s)e (4.1.71)

seklindeki sonsuz kiigiik bir deformasyon x*(s) egrisini x*(5) egrisine doniistiiriir.

Bu boliimde otoparalel egrilerin otoparalel egrilere doniismesi i¢in gerek ve yeter
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13 13
kosullar1 arastiracagiz. Bunun i¢in D varyasyonu kullanalim. D varyasyonun

tanimindan

13 D2yt 52)—6/1 ANOD: A
D——=—"- 2
ds ds ds
yazilabilir ve dolayisiyla s ile 5, sirasiyla, C ile C egrilerinin afin parametreleri olmak
tizere asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.1.1. (4.1.71) deformasyonunun otoparalel egrileri otoparalel egrilere

doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter kosul

13 szl

D =0 4.1.72

[dszj @.1.72)
olmasidir.

A

Simdi de (4.1.72) kosuluna aleternatif kosullar1 verelim. ilk 6nce x* (t) egrisinin di
t

13
tanjant vektoriiniin D varyasyonunu hesaplayalim. (4.1.49) denklemini kullanarak

(4.1.71)’den

= x4 e

A
B _ (4 1) B
ds ds ds
13
dx*  (dx*  dé? Dds
— = —+ 2| 1-
ds ds ds ds
dx*  dx* ., dx®  dx" Dds
—=—4+¢ - —— (4.1.73)
ds ds ds ds ds
buluruz. Ayrica (4.1.10)’dan
A A A a
S (4.1.74)

K ds ds
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elde ederiz. (4.1.73) ve (4.1.74) denklemlerini

Bt dxt M dx?
D =" _ |
ds ds ds

denkleminde yerine yazarsak

13
13 A 2
p& -4 Ddi (4.1.75)
ds ds ds
! i PA
denklemini buluruz. (4.1.69) denkleminde v¢ =% anrsak, © =2 olqugunu
dt ds ds
kullanarak
13
_ _ — Dd
p(Dd'\_D(pad\_pp dv d Dl ar (e
ds ds ds ds " ds ds ds\ ds ds
[bas)
— — 13 — Dds
13 2.4 A 13 v u 2.2
DDx +2 dx” Dds :D'F’lvdidx _Dx
ds ds| ds ds " ds ds ds ds
13
_ _ 13 13 — Dd.
3(D*x*\ Dx*| Dds| dx* d| Dds| 3 _, dx’ dx* szl( Sj
D + +2 2 =pri, =2 _
ds ds ds ds ds| ds " ods ds ds ds
13( N2.,.4 13 v ¥ n2. A 13 A 13
D D7x _D,Fivdidx _2Dx Dds | dx" d | Dds (4.176)
ds ds ds ds ds ds ds| ds
LS4 I:—O'

buluruz. (4.1.76)’dan

13 v gH A
D'l—‘ﬂv dx" dx dx” d | Dds ~0 4.1.77)
" ods ds ds ds| ds

ya da (4.1.67)’den
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(4.1.78)

— — — — dx” dx"
D,D,¢* +R.E°—(D,8 D e————————
(V”é: me (V”)“éj)dsdt ds ds
buluruz ki bu denklem (4.1.72) denkleminin alternatif denklemidir.
4.1.4 Riemann Cemberini Riemann Cemberine doniistiiren doniisiimler

Ik once (R-0,) uzayinda Riemann ¢emberini tanimlayalim ve ¢cemberin difaransiyel

denklemlerini verelim. x*(s), (R—0,)’de bir egri olsun. Bu egri icin Frenet

D ..
+V, =06’ , I=1,...n k,=0, k. =0
(1) ds r 0 n

formiilleri
D . _ .
=5 V0 = KV + K Vit
seklinde verilmisti. &, birinci egriligi sabit (% =0) ve ikinci, ti¢linci,...,(n—1).
s
Ky = Koy = 0) olan egriyi inceleyelim. Bu tip egrilere Riemann
Ky =0

egrilikleri sifir (K =
cemberi denir, [24]. Frenet Formiillerinde birinci ve ikinci denklemlerde Koy =
(4.1.79)

(4.1.80)

alirsak

D

\)

, , D ..
J — J r J
Vio =Ko Vi 3 9
D .
M m
buluruz. (4.1.79) denkleminin her iki tarafina Otsuki kovaryant tiirevini uygularsak,

Frenet Formiilleri kullanilarak
D(D._,\ D ..\ D(,.D
g[g"mj—g(’%)"(z))*g["mg@J

_ _
DV5 D Ve D6 5
O gs °°

De')_Dbet|,. DS
(1) ds

)
bVey _ Db
ds* O ds ds
DVi DVi bs* . D
+Viy -
ds ds ds\ ds ds

)
bVey _
ds* O s
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D&¢ \ Do*
£ o
+(K(1)V(2) +V(1) dstl j ds

DV D&
(1) A £ £
=K., -,V .+V

(1)( OMURME! dSJ

= n SA

. Ddﬂ

ds )

D

o

ds*
+V€ 55”1 _Dé'g“
W gs | ds 0 gy
D& | DS?
_ A e ¥ ol € a a £
"‘(1)[ VitV 5, % {"(nv(zﬁvw/ s J s

N2y A
DV _
ds®
ve D D( D&? Dé"‘ . D,
) ds % ds

ds
—2 K‘2 ‘/}L +2K VS +V€ (%J
ds s
ya da
d’x* dx* . DS' (DS
+Kﬁ)g—21c(l)v(2) Vo | e =0 (4.1.81)

ds’
buluruz. Burada
0 aDS DYy ., DS
Vv V
O ds ds O ds

, DV,
K-(l) (S) =8 ds
seklindedir. Tersine, eger (4.1.81) denklemi gecerli ise bu egriler ya cember ya da

kovaryant tipte geodezik egrilerdir. (2.6.9) formiiliinii kullanarak

5 || vy e P g
] d d ]

T
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E(TS)T/! _ 5(5‘:) gﬂvTeTﬂ

Z ds “ £ s ds
=0
n SV
B Déﬂ (T"T )
ds Y
DT* . DT* _, DS’ - . e
" 8.T°+ y T+ - " WTT (8,74T°)
D , DT* Dé‘”
—SK‘(ZI)(S)ZZgﬂVT -2 " WTT”

DV’ Dse | D[ DV D"
~2g,. (l)—V(ﬁ 5, | D (1)_‘,(3 5,
ds ds |ds| ds ds

DS DV; Dse \[ DV DéS*
sgﬂv( (1) _ye 1)_Va o

ds

Dij, (s) =28, (DV, - V5 DS; ) D( DV ~ViDS%)
~2D8g,, (DV, ~VeDa: ) DV ~VaDar
=285V (EZV(;; _5(%555))
~2D8; g, K5 KV
I
~((Dvis) Dz +vii s ~Da? (visDay )

- 2D5.:8,w Klzv(;)v(/zl)

3 2 oY —
Koy 84V i)V(i) + 28K Vi) Vi DO, + 8, KVVi D™ 6Y
| I |

2| [ (V5 VDS ) DL + g, VDT
~8,KV(3) VDS, DS
—-2D6! ngczvf V)
+ W - W
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buluruz. Dolayisiyla birinci egriligi &, = sabit sabit veya k; =0 dir. x; =0 olursa

DV5 =¥;iDd =0

DVl =DV

Vil +'Th,Vidx" =("T%, ="T%, )V dx"
vV +"T4,Vidx" =0

bulunur ki bu egrinin kovaryant tipte bir geodezik egri oldugunu gosterir. Sonug olarak
(4.1.81) denklemleri Riemann g¢emberinin diferansiyel denklemleridir. Dolayisiyla
asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.2 (4.1.3) ile verilen deformasyonun Riemann c¢emberini Riemann

cemberine doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter kosul

S ad . bs (D6
A( T K __2’((1)‘/(2) ds _V(l) ds? =0

ds’ O ds
ya da
13 (0 g x* dx* « DS (D6
b (—dss R T Ve V| e || =0
olmasidir.

4.2. RIEMANN-OTSUKI UZAYINDA GENELLESTIRILMi$S HELIS

3-boyutlu Oklid uzayinda bir C egrisi igin &, &, egrinin, sirastyla, egriligi ve burulmasi

K. . .. . S .
olmak iizere —2 = sabit ise bu egriye helis denir. Riemann-Otsuki uzayinda da benzer

K,

denklemleri saglayan bir egri bulmamiz miimkiindiir. Bunun i¢in egrilerin sonsuz kiiciik

paralel teget deformasyonlari kullanacagiz.

(R—0,) uzayinda bir C egrisi s, egrinin yay uzunlugu parametresi olmak iizere,

x*=x(s) (4.2.1)
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parametrik denklemleri ile verilsin. Bu egrinin her noktasinda sonsuz kiigiikk bir

deformasyon
x*(5)=x(s)+&(s) (4.2.2)

oldugunda gére bu deformasyonla C egrisinden elde ettigimiz egriyi C ile gosterelim.

Bu deformasyonun,

21 55; p
AV = 275 4.2.3)

kosulunu sagladigmi diisiinelim, (bolim 4.1.1). Bu takdirde &* vektoriiniin teget ve

normaller boyunca bilesenlerini ifade edelim. c’ler, s’nin skaler fonksiyonlar1 olmak

lizere
PRI < 2
¢ —;cam) (4.2.4)

seklinde yazalim. Frenet formiillerini kullanarak

Der o DVA
D = Z Ca - +&V(i)
ds oo ds ds

(4.2.5)

n

buluruz. (4.2.5) denklemini (4.1.25)’de yazarsak
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ds ds

S
Il

D&* DS éwjv

n D6 D&
= Z(Ca—lka—l +&_ca+1’(aj‘/(ﬂ) +_ﬂ§ﬁ __ﬂgﬁJ‘/(l)
- ds ¥ ds ds “
a=l (4.2.6)
=| Cpu K T % - ca+lKa] é‘la
(e, K]
ds 271
buluruz. (4.2.6) ve (4.2.5) denklemlerini (4.1.28)’de yazarsak
a1 D& y!
AVU) - E ds _¢V(1)
- dC y 55; B
Cyp Ky t—%—Cpuk, |V, +——
B l ;( a-1"a-1 dS a+l U{) (@) dS é:
é: dcl A
| ek Yo
J 4.2.7)
- Cot _ i dCl _ 2
_ 1 ;(Ca—lKa—l +g ca+lKa)V(a) (g cz’q)‘/(l)
T el met
¢, D3 o
ds
1 - dc 2 55&1 B
=— c, K, +—%—c,. K, |V, +—
é: (;2( a-1"a-1 ds a+1 aj () ds 5
buluruz ve (4.2.3) kosulunu g6zoniine alirsak
< dca 2
;(ca—lk‘a—l + K - ca+lKajV(a) =0 (428)
elde ederiz, yani c’lerin saglamasi gereken kosullar
‘% =C, Ky —Cyp Ky A=23,0m (4.2.9)
s

dir. Bu denklemler n tane c,,...,c, skaler fonksiyonlar: i¢cin (n-7) tane denklemdir dyle

ki c’lerden 1 tanesini egri boyunca keyfi olarak tanimlayabiliriz. (4.2.9)’dan
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dc,
ds 6K, =6k,
de,
E =, K — Gk,
............................................... (4.2.10)
de, ,
ds - Cn K‘n—l - n—ZKn—Z’
dc,
ds _Cn—l Kn—l

buluruz. Bu sistemde 6nce ¢, =0 alalim. Bu takdirde x

n—1

#0 i¢in ¢, , =0 buluruz ve
buradan da ¢, ,=..=c,=c¢,=0 bulunur, yani &*=0. Dolayisiyla ¢, =0 icin

deformasyon yoktur.

Simdi de ¢, ’lar1 sabit alirsak (4.2.10)’dan

oK, —ck =0,
¢,k —c,k, =0,

(4.2.11)
Cn—lKn—Z - Cn—3K-n—3 = O’
Cn K-n—l - cn—ZKn—Z = 0’
_Cn—lKn—l = 0’
bulunur. Buradan n —tek icin
¢, ;=C_s=..=¢,=0 (4.2.12)
ve
Koot = Cn2 = sabis (4.2.13)
Kn—Z Cn
buluruz. n—cift ise
¢, 3=C_s=..=¢ =0 (4.2.14)

veE
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Kn—S — Cn_—4 — Sabit (4215)
K c

. .. K . cp e K. .
buluruz. Bu sekilde devam edersek n-tek i¢in —2= = sabit ve n-¢ift i¢in — = sabit

X 2
buluruz. Bu denklemler 3-boyutlu Oklid Uzayinda helis egrisinin karakteristik
denklemleridir dolayisiyla bu egriye genellestirilmis helis denir. Yani Riemann-Otsuki

uzayinda, AV(f) :lﬁé‘jf’l kosulunu saglayan deformasyon sadece c,’lar sabit

g

oldugunda genellestirilmis helis tanimlar. Riemann uzayinda ise bu deformasyon bir
1

g

paralel teget deformasyonudur, yani AV(f) =0. AV(f) = 55;4‘” kosulunu saglayan &*

A

deformasyonu, n-tek igin V(f),V(n_2

),...,V(f) ile tamimlanan (%rﬁ%) boyutlu uzayda, n-

A

n_z),...,Vé) ile tanimlanan %n boyutlu uzayda bir deformasyondur.

gift igin ise V7.V,

Ustelik, n’nin tek ya da cift olusuna bagl yay uzunlugunun birinci varyasyonu sirastyla

sifir ya da sifirdan farklidir. Bunu

ds
—=1-c
l ()

s
ds (dc1 j
—=1-&| —-Kq,
ds ds

denklemlerinden gorebiliriz. n-tek i¢in ¢, =0, ¢, =sabit dolayisiyla % =1. n-¢ift ise
s
¢, =0, ¢,#0 ¢iinkii ¢, =0 olsayd:1 ¢, =¢, =...=c, buluruduk ki bu deformasyonun

olmadigini gosterir. Dolayisiyla ? #1.
s

4.3. (R-0,)’DE INVOLUT EGRILER

Oklid uzayinda verilen bir C egrisinin tegetlerine dik olan egriye C’nin involiit egrisi

denir. Weyl Uzayinda involiit egriler [29]’da incelenmistir. Burada ise (R—0,) deki

involiit egrileri inceleyecegiz.
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(R=0,)’debir C:x' =x'(s) egrisi verilsin. V), V,, ..., V) birim vektorleri egrinin,
sirasiyla, tanjant, 1l.normal, 2.normal, ... ve (n-1).normal vektorleri ve

Ky K3 [ =1,...,n—1, egrinin egrilikleri olsun. & sonsuz kiigiik bir sabit ve 1= A4(s)

olmak iizere, C egrisine yakin olan bir C egrisi
X' =x'+ eV (4.3.1)

ile verilsin. P ve P noktalan: iki egrinin karsilik gelen noktalar1 olsun. (4.1.7)’de v*

yerine V(’l) yazarsak, P noktasinda
Vi =Viy — ALYV 4.3.2)

vektoriinii buluruz. \7(1), \7(2), ey \7(,1) birim vektorleri C egrisinin, sirasiyla, tanjant,
1.normal, 2.normal, ... ve (n-1).normal vektorleri olsun. Eger her P noktasinda, *V(1)
vektorii \7(1) vektoriine dik ise C egrisine C’nin involiit egrisi denir.

Teorem 4.3.1. (R—0,)’de C egrisi C egrisinin bir involiit egrisi ise

e d 8/1( De, Jv(f)v(l)'
ds ds '
denklemi saglanir.
Ispat.
¥ =x+ S/W(i) (4.3.3)

denkleminin diferansiyelini alirsak
i , dv,
1):d_i: ‘/(’l)+g/1¢+gd_l (l)J
ds ds ds ds

<

(4.3.4)

buluruz.

Bu egrinin C’nin bir involiit egrisi olmasi i¢in her noktada *V( N L ‘7(1) olmalidir, yani
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(4.3.5)

denklemi gerceklenmelidir. Bunun igin (4.1.9), (4.3.2) ve (4.3.4) denklemlerini
(4.3.5)°de yerine yazarsak g, * V('I)V(l’) =0 denkleminden
0= (glj + Sﬂ‘/(f)gw T + 8/1\/(f)gja "% )
i i a k
(Vi) — TuVieavs))
. av;/ .
. (V({) +el—U 4 8d—/1V(1’)J
ds ds

0= (glj + Sﬂ‘/(f)gw T + 8/1\/(f)gja "%, )

A VIV eV dL(lj)-l—Vi eﬂvf —eAl Vaviy)
K0 0 gg (D) ak ¥ (1)Y ()" (1)

0=(g, +&AV} g, T AV, g, D,8; +eAV\g , 'Ti — AV, g D, 5" )

v wews 20y cdhys s yoyey)
oVt eV o YE o ROMOMD

. . D&
_ i Jj k "Ta i j _ J i J
0=g,ViVih + Wi TV — 848w — - ViVih

)
+eWVrke 'TUVIVI —g] 2 ViV
W8ia LYV 8 ja PRMUMOD

+eAg Vi dv“j)wf ey epe T veyiy
Ei¥n " T8 T e )

o Do¢
_ k 1Ta i J _ J i J
0=1+eaVe, TV — 48— ViV

5o
VoVl

k "Taysi j
+ 8/1‘/(1)5']'(4 FikV(l)V(lj) —&elg,

s

: . D&’ ,
! J a a _Jyaysk
+8’18u"(1)("1"(z>+ ) Fakv(l)v(l)j

i dﬂ j Vi ayrkysj
+‘/(1)g1jggvv(l) _gigij 1—‘de(l)V(l)V(l)
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B& . . di.
O=1-&dg;— ViV tVinss€ -V

A)

i, bs . .
e —gViViy — €A — “ViVy =0
l+ed—/1:8/1 Do, ViV,

o A VoV

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2. Egrinin iki farkli involiit arasinda kalan C egrisinin tanjant parcasinin

- ViV, DL ds .
uzunlugu eI o nin bir katidir.

Ispat. Teorem1’den

di_;D ., 1
ds ds £

/'i — _eJ.V(‘ll)V(l)iﬁéci (lj.e_‘l.v((f)v(l)[[)b‘; dS + Cj
£
Dolayisyla iki farkli involiit egrisi i¢in

vivyDs, [ 1 ¢ —[viv,,Dé,
/?1 :ej 0V (__J‘e J (K0! ds+clj
£

Vav,.DS; 1 ¢ -[vav,Ds
A, = ef (K0! (__J‘e [¥ivo dS+Cz)
&

Bu denklemlerde
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buluruz. Bu iki involiitin denklemleri X =x+a(s)(B(s)+eC,)V, ve
X' =x'+a(s)(B(s)+eC,)V;, seklindedir. Bu degerleri X -X'=¢£(4-4,)

denklemine yerine yazarak

el =)y =l als) a1+ €, |-ato) LA+ |

£
=¢a(s)(C, - C)V,

buluruz ve buradan da

Vil Do,
A—d =T (0, )

s . D&, C .
sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir. p < V(f)V(l)i =0 i¢in ise Riemann uzayinda
s

gecerli olan
A=24,=C,-C

involiit egrisinin 6zelligi bulunur.

4.4. (R-0,)’ DE BERTRAND EGRILERI

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand Egrilerinin bilinen ozelliklerini n-
boyutlu Riemann-Otsuki uzayinda arastiracagiz. Oklid uzayinda Bertrand egrileri
asagidaki 6zellikleri saglar:
Eger iki egrinin 1.normalleri ¢akisirsa;
la) Karsilikli gelen iki nokta arasindaki uzaklik sabittir.
2a) Bu iki egri bir Bertrand cifti olusturur yani C egrisinin iki egriligi arasinda lineer
bir bagint1 vardir.

3a) Karsilikli noktalardaki tegetler arasindaki ag1 sabittir.

Eger normali boyunca bu iki egri arasindaki uzaklik, karesi dikkate alinmayacak kadar,
kiiciik ise, 1a) ve 3a) ozellikler gecerlidir fakat 2a) 6zelligi yerine

2b) Burulma sabittir
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ozelligi gecerlidir.

n-boyutlu Riemann uzayinda ise egrinin sonsuz kii¢iik deformasyonu kullanilarak bu

ozellikler [25] Pears tarafindan incelenmistir. £ sonsuz kiigiik bir sabit ve 4= A(s) bir

fonksiyon olmak iizere C egrisine yakin bir C egrisi,

X' =x'+ eV, (4.4.1)

denklemi ile verilsin. P ve P iki egrinin karsilik gelen noktalar1 olsun. C egrisinin P

noktasinda \7(1) tanjant vektoriinii belirleyip paralel yer degistirme ile P noktasina

tagiyalim ve bunu \7(1) ile gosterelim.Bu durumda Riemann uzayinda asagidaki

sonuglari elde ederiz, [25].
1c) A - sabittir,
2¢) C, belli denklemleri saglayan bir bertrand egrisidir,

3c) Eger C sabit egrilikli bir egri ise, P ve P noktalarindaki teget vektorler

arasindaki ac1 sabittir.

Simdi de bu 6zellikleri (R—0, )’de inceleyelim. (R—0,)’de bir C:x' =x'(s) egrisi
verilsin. V(l), V(z), - V(n) egrinin, sirasiyla, tanjant, l.normal, 2.normal, ... ve
(n—1).normal vektorleri ve &;,...,k;; [ =1,....,n—1 egrinin egrilikleri olsun. & sonsuz
kiigiik bir sabit ve 4 =A(s) bir fonksiyon olmak iizere, C egrisine birinci dereceden

yakin bir C egrisi (4.4.1) denklemi ile verilsin. (4.4.1)’den

—+e&d +e—V. |— 4.4.2)
ds ds ds ds

dx' | dx' dV(iz) dA . |ds
& o T

_, o dVy aa , \d
i __ i (2) i S
Vi _[v(l) veA— Dre TV, J— (4.4.3)
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buluruz. ds ifadesini bulmak icin
ds

n St

D¢ , ,
denkleminde (4.1.23) ve (4.4.3) denklemlerini yerine yazarak, d_sj = (lek -"T )_

ve Frenet formiillerini kullanarak
ds’ = g dx'dx’
ds* = {gij +8/7,V(';) (gia T +8,,"T )}

, dv;' , . av?! .
-\ﬁﬁfﬂ—iﬁ+eﬁiW5¢h\ﬁﬁfﬂ—iﬁ+egivf ds
ds ds ds ds

J5 2
(d_ij :{g,j +€}“V(];) (gia "Fljlk +gja "le')li )}

o dAvy aa avs, o 4i.
. iysJj i (2) i Ny (2) j “ryi j
{V(I)V(l) +V(1)8/1 ds +V(1)g ds V(2) +el ds V(l) +& ds V(2)V(1)
2 J

ds ixsj i dV(2) dA ixsj

(gj =8V eV — e 8VVy

%f_/ %f_/

=1 =0
Vi)

cdA
J i J
+edg, — FVj e g ViV

ds 720
=0

WLV Vg T+ W5 85 "TaV Vi)

(4.4.4)

dx*
ds
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2 J

=1+42elg.V/ %Jrzez Vi T/ ykye
= 8"y ds 8V Lra¥(2)V ()

2 Vi
_ i nyJ k a
_ = 1+ 28/1gijV(1) ?4' Fka‘/(z)‘/(l)

s ds

_ i @) i yvikye (B silvkve
o) =1r2ede V| — =+ TV Vi —(Dad! VeV

a5 2 de
S A)

— | =1+2edg,V,

dE ’ i d‘/(é) T n j kyra
(_ =1+28Ag, V)| ——+(Ti, - D, JVi Vs
( s ds ds

dgz 5V(é?) 55]3 k
ety

2 - —_— .
ds\ _ ; : : ., Do, Do
(5 <rvaetsy ey -y s 2 - DT

2
(Ej =1-2elk; 4.4.5)
ds

buluruz ve buradan da

% =1+éelk; (4.4.6)
S

elde ederiz. Bu ifadeyi (4.4.3) denkleminde yerine yazarsak

_ , av' i .
i i (2) i
V(l) —(‘/(1) +€2«7+EZV(2)J(1+€1KE)
4.4.7)
, av' di .
i (2) i
:V(l)(1+eﬂzq)+el—ds te—- V)

buluruz. C egrisinin P noktasindaki \7(1) tanjant vektoriinii belirleyip paralel yer

degistirme ile P noktasina tagiyalim ve bunu \7(1) ile gosterelim. Bir egri boyunca

paralel vektor alani
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avi.  _ g
(l) i v X
a5 o T

=0
denklemini sagladigindan

dvi
ds

(7 1 dfk
==V 'y e

buluruz. Sonsuz kiigiik deformasyonlar i¢in

Vi=Vi+T V/(xF-xf

. ’k_,(”_(4 ) ) (4.4.8)
_ /i Vi j

=V +el' T VV

yazilabilir ve (4.4.7) denklemini kullanarak

i 7 i k
Vip =Viy +Viy TV
- avl,  da. .

i __Ysi (2) Rt 74
Viy =V (1+e/1/q)+8/1—ds te— V)
A% dA .

(2) k
s +8g"<§)}"<z>

+8/1(V({)(1+8/1K'1)+8/1

T za'rif"v’
1 laté EWIRME

V=V (1+g/1/c)+8/1dv(i2) +8—d/1V" +eA' T vivt
()] 1 ds ds (2) JkT(1)7(2)
- _ dv; - dA .
i __ /i (2) (A mll k i
Vi —V(l)(1+8/11q)+8/1(—ds + ijv(f%)}g—ds V)
= , DV/ i .
i yyi (2) i
V(l)_‘/(l) (1+81K‘1)+817+8g‘/(2)

esitligi elde edilir. Bu son denklemde Frenet denklemlerini kullanarak

= - : : ’ dA
i __ i i L ! q 9q
Vi, =V + Vi edk +8/1(K2V(3) Vo) Vg — }rg Ve

DS dA

i x7i i q q as. i
Vi =V +EARGV) + eV — e Wy,
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— _ _ DS 4i .
i _ysi i q i
Vi) =V + AV, +e(/1v(g) - +EV(2)J (4.4.9)

bulunur. Paralel yer degistirmede acilar degismedigi icin ?i) ve V(’2) vektorlerinin

birbirine ortogonal olmalar1 gerekir. Dolayisiyla (4.4.9) denklemini V(’z) ile carparsak

D&'
/W(Z)V(z)_ g +M =0
"ds ds
B = (4.4.10)
g = _’W(g)v(z)i dsq

buluruz. Buradan A ’nin sabit olmadigi goriiliir. Sabit olmasi i¢in birim izomorfizmanin

kovaryant sabit olmasi gerekir ki bu durumda da konneksiyon afin konneksiyona
indirgenir.

(4.4.10) denklemini kullanirsak (4.4.9) denklemi

Vi) =V + AV, (4.4.11)

sekline gelir.

Genel olarak, v ve w biribirine ortogonal vektor alanlar1 olmak iizere u=av+bw
yazilabilir ve burada

a=cos(u,v)

b =cos(u,w) =sin (u,v)

dir. (4.4.11)’de u :\7(1), V= V(l) ve w :V(3) secersek sin (\7(1),V(1)): &1k, bulunur. Yani

\7(1) ile V(l)’nin olusturdugu ag1 sadece A ve burulmanin sabit olmasi durumda sabit

olur. Bu ise 3c)’ye Riemann-Otsuki uzayinda karsilik gelen 6zellikdir.

Simdi V(z) ’yi belirleyelim. Frenet formiillerinden
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i nSi A mll j k
)~ K-Vl Vi DO, =TV

yazariz. (4.4.10) denklemini (4.4.7) denkleminde yerine koyarsak

i

dvi;,

V V’ +V' (EAK +EA—— . 8/1D§’Vq

Vi =V, +W+eﬂ(mf’ ~ KV + DY T va") EADSV

/i __ /i i [l i Y7k

Viy =V +81K2V(3) -l VoV (4.4.12)
buluruz. Temel kovaryant tiirev tanimini ve (4.4.12)’yi kullanirsak

__dV,

bV =02

N s w7k
0= = LV

KV! v i d i i [ j
K‘lv(z) +‘/(;])D5‘1 = |:£ (‘/(1) + SAKZ‘/@) —-&d F]kv(é)v(f) ):| (1 + gll('l )

. 2'T"
{F’jk +eA—> V(lz):l
+ ax

j j 1 j r s k k 11k r s
(Vi) + AV - e TAVE V) ) (Vi) + eAmV — A TLV Ve )

KV + (Vi) +eAmVy —eA TRV ) D,

dV’ da dV(’)
= +8/1 ZV’ +e— KV’ +eAk,
ds ds ds ds
dﬂl i k a'l—‘i‘k 1 j k Emii dvé k
—E ViV — €4 axlj ViV —€4' T . V
k i
*2) g ds

Al Y7k (A it j k Al j Tk YT s [l i Y7k
+ TV + TV AV = ToVa e TV + Tl ViV

ST ATV 4 ed Sy y iy
Jk s (2)Y ()Y (1) P OMOMU

buluruz.
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RV + ViaDO, + AV DS, = A TYV Y, DS, =
[ [ S —————
3

i = i/ dx, i dA i
"1"(2#M‘W+gﬂg"m+85’fz"m
2 1
+ ek, | KV~ KV, +W W —e—'rgkvg)v(’;)

ayl—‘i_ ) ) — . .
— ik xrlysiyk _ Vi _ q J_ iy k
A VoMV~ eV T | 5 — Ul + VDo) - TR, |1
7 5 6

_ T v/ k an Sk _kyrys
ATV (V) +Vi DS, TV )

i anSi_ T rX7S
+eAK; | KV +Viy Do, - LIV

e ——|
5

i L [ w2 J T J ' K [ m] '
+ TV + DotV — TV, oV T LYoV,
1 7 3 r

el F’V \A V" +g/18Tif* Vi viyk
I EWIRMEMOMO)

= ey 7 _
KV +e'l Ve (1)5q =
dA

KV’ +eﬂ 2V' + 5’—1(Vq
ds

i i dﬂ’ ( i Y7k
+eli iV, — eV, — e— 0B VoV,

q

o'T . _ dA
_ Jk ! J k (A mli q k
A VvV + € TV - Vo

[ mli j k A mll j k (A mli i 1 s
—eA' T, VoV + €' TV (1)%5(1 + eA TV B VoV

i dﬂ’ i
T EAK KV — €KV 0,

[ mi

0T ,
i k Jk 1 k
Ded TIVEVaVih +ed—= VvV

)



149

—\7i ) ik ol
KV ~eA T VoV DO, =

i i dK i i i j
KV + 8’1{( K7 =T Vi + 2V RV — K ijv(bvé)}

ds
o'T" . T,
_ Jk 1 J k Jk jys! k
DY el (N e LN
[ ml] kyryiyvs _ 'V ySyr k
ijl—‘rs‘/(l)‘/(Z)‘/(l) ij l—‘rs‘/(l)‘/(Z)‘/(l)
+ SE Vi) — €6V, F

—\7i ) ik ol
KV ~eA TV V) DO, =

. ) ax. . . S
i 2 2 i i i A mli k
lq\/(2)+8/1{(lq — K, )V(z)+d—;V(3)+K2K3V(4)—iq rjkv(;)v(z)}

a'l—‘;cl avl—‘ij] Rmit a T Ta Y7k 1
—Sﬂ{—WJrWJF Y R 2\

+ gz KV — €5V, s

i d’( i i
KV =V +el (K‘IZ_K‘Zz)V(Z)-F ds2 V(3)+K2K3V(4)_
17(2) — M1 (2)
(R mi j k ' pi AVA !
K ijv(é)v(z) + Rjklv(lj)v(2)v(1)
dﬂ i i dﬂ’
v eny, 2 (4.4.13)

C egrisinin P noktasinda V(z) normal vektoriinii bulmak icin, bu vektorii paralel yer

degistirme ile P noktasina tasiyalim ve bunu ‘?(2) ile gosterelim. ‘7(2) ‘nin V(z) ile

cakismasi icin kosullan belirleyelim.
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i _y7i Ty J [k k
Vi =Vio + TV (¥ =)
VAl T YT (7 k
Vo + TV, V)5, (4.4.14)

/i TYsJ vk

Vioy AT,V V)

denklemininden

i Vi j k
e T VAV

(V%
(7 i — i Y7k
Vi~ A% TV

Ky =k

1

9%
ox'

7 1 1 k Vi j k
4 (2)‘8’1(’fl g V(I)V(z)j VoV

KV (o= el TV
bulunur ve bunu (4.4.13)’de yerine yazarsak

I?IV(;) —édx 'F;k‘/(é)‘/(g) = ’Qv(iz)
. dK, :
2 2 ! 2 /i i
(Kl 5 )V(Z) + ds V(3) + K2K3V(4) -
T j k ' pi j k ! (R ml] j k
K 1—‘J'kv(é)V(Z) + Rjklv(lj)v(z)v(l) -k ijV(é)V(Z)

G

+&A

i i 2 _ 2 i 2 \/i i ' pi jyk ys1
KV = KV +8’1{("1 7 Wy + Vi RV + Rfkfvmv(z)v(l)}

dA

dA i i
+SE K'2V(3) _SKIV(I) E (4.4.15)

(4.4.15) denklemini V(3)i ile carparsak (4.4.10) denklemini kullanarak

ViV = V&V
) ax. .
2 2 i 2 i
K -k )V, V.. +—=V. V..
el (57 =10 Vi +=— 2 ViV
i " DI iv7k 1
KV Ve RV Vi Vi
dA dA

e RV Vi — ViV o
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_ dx, Vi 1rivsk 1 dA
0=0+é&d {I + V(S)i RjkIV(I)V(z)V(l) + €E K,
bulunur. Bu denklemde
'Rj‘kl‘/(3)i‘/(lj)‘/(§)‘/(i) ="
gosterimini kullanirsak

dx, dA
g'i‘ 731214'8%’(2 :0

ya da

, DS dx
Vaior = 1‘7(3)‘/(2),- —t-—

4.4.16
ds ds ( )

buluruz. Benzer sekilde (4.4.15) denklemini Vi ile carparsak

VeV = KVig Vi

i dK i i ' pi j
+éd {("12 =5 ViV + Vi Vi + KRV (g Vi + Rjkfvd)V(I;)V(ll)Vm)i}
e RV Vi — eV Vi
KKV, + VoV, = 0
Vi = KK, 4.4.17)

buluruz ve p >4 icin

K‘1V(2)V(p)i = ’(1‘/(2)‘/(,,),-

. dx, . . . .
2 _ 2 i 2 i i ' DI jysk 1
+é4 {("1 i ViV + = ViV RakaViyVi R].k,V(l)V(z)V(l)V(p),}
e VeV — eV

V=0 (p>4) (4.4.18)
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bulunur. (4.4.16), (4.4.17) ve (4.4.18) denklemleri Riemann-Otsuki uzayinda C

egrisinin n-1 tane egrilik arasinda n-2-tane “Bertrand denklemini” verir.

Bu sonuglart 3-boyultu Oklid uzayinda uygularsak (4.4.16) denkleminden x, =0

buluruz ki bu 2b) 6zelligini gosterir.
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S.TARTISMA VE SONUC

Genel konneksiyon kavrami 1958 yilinda [1]’de T.Otsuki tarafindan tanimlanmis ve
Otsuki konneksiyonu adint almistir. Bu kavram diferansiyellenebilir manifoldlar i¢in
afin konneksiyonlarin genellestirilmesinden ibarettir. Otsuki konneksiyonu manifoldlar
tizerinde afin konneksiyondan daha serbest kullanima sahip olmasi nedeniyle yani;
klasik diferansiyel geometride gecerli olan bilinen kovaryant tiirev alma kurallar genel
Otsuki konneksiyonlari icin gegerli olmak zorunda olmadigr i¢cin matematiksel fizik ve
diferansiyel geometri kullanan matematik dallarinda Otsuki konneksiyonu onemli yer
tutar. Genel konneksiyonlar A.Moor [30] ve T.Otsuki [31] tarafindan Finsler
geometrisinde de kullanmilmistir. Genel konneksiyonlar vektor demetleri iistiinde ise,
[32]’de N.Abe tarafindan incelenmistir. Ayrica, H. Nagayama [33] genel
konneksiyonlar1 kullanarak genel rolativite teorisinde ortaya g¢ikan genellestirilmis
Einstein yer ¢ekim denkleminin ilging sonuglarina ulasmistir. T. Otsuki [34] 1982’de
afin konneksiyonlar i¢in olusturulmasi miimkiin olmayan ancak, genel konneksiyonlar1
kullanmak suretiyle, komsuluklarinda geodeziklerin yutuldugu (swallow) noktalara

sahip uzaylar1 olusturmay1 basarmistir.

Bu tez calismasinda, genel konneksiyonlar1 kullanmak suretiyle, burulmasiz (Torsion-
free) Riemann uzaylarinda egrilerin deformasyonlar1 incelenmistir. Bu deformasyonlar
kullanilarak involiit ve Bertrand egri ciftlerinin Riemann uzayindakilerden farkli olan
ozellikleri bulunmustur. Bu farkin nedeninin Kronecker deltasinin kovaryant tiirevinin
sifirdan farkli olmasindan kaynaklandig1 anlasilmistir. Ayrica bu tez kapsaminda helis

egrisini tamimlayan deformasyonlar da incelenmistir. Bu deformasyon Riemann
uzaymda paralel teget deformasyonu iken, yani AV(f) =0 kosulunu saglarken,
. . . 1D&; 3 .

Riemann—Otsuki uzayinda AV(I) =——+=&7 kosulunu saglamaktadir. Benzer sekilde

¢ ds

otoparalel egrileri otoparalel egrilere ve cemberi ¢cembere doniistiiren deformasyonlar da

incelenmistir.



154

Hayden [35] calismasi da goz Oniine bulundurularak bu tezde yapilan c¢alismalar
burulmali uzaylara genisletebilebilir. Burulmali Riemann-Otsuki uzayinda egrilerin
deformasyonlar1 incelenebilir. Ayrica, burulmali Riemann-Otsuki uzaylariin
altuzaylarinin, geodezik altuzaylarinin ve hiperylizeylerinin birer Riemann-Otsuki uzay1
olmasi icin gerekli kosullar saptayarak, Otsuki kovaryant diferansiyeli tanimlanabilir.
S6z konusu bu altuzaylarin egrilikleri arasindaki iliskiler arastirilabilir ve asimptotik
egriler, asimptotik altuzaylar incelenebilir. Riemann-Otsuki uzayinda taniml karsilikli
olarak birbirine dik n-tane kongriians egrilerinden olusan n-li ortogonal sistem
(orthogonal ennuple) tanimlanabilir ve buna bagli olarak Ricci donme katsayilar
hesaplanabilir. Bundan bagka Riemann-Otsuki uzayinin yine bir Riemann-Otsuki uzay1
olan altuzaylar1 ve hiperyiizeyleri lizerinde hiperasimptotik egriler, hipernormal egriler,

hiperdarboux egrileri incelenebilir
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