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BAIRE UZAYLARI

Saliha ATAK
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2011

Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Muammer KULA

OZET

Bu calismada Baire uzaylarin tanimlanmas i¢in gerekli olan 6zellikler, belli bash bazi

teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Giris kisminda kisaca Baire uzaylarin tarihgesi iizerinde durulmus olup literatiir

taramas1 mahiyetindedir.

Calisma dort boliimden olusmaktadir.

Calismamizin birinci bélimiinde [1], [2], [3], [4] ve [S]’de verilen topoloji tanimi
ve Ozellikleri, i¢ nokta, dis nokta, kapanis, sinir, yigilma noktasit tanimlari
verilmistir. Hi¢bir yerde yogun olmayan ciimleleri tanimlayip buna bagl olarak

yetersiz ve yetersiz olmayan ciimleler kavramlar1 [6], [7], [8] referanshi kaynaklar

kullanilarak incelenmistir. Bir (X,7) topolojik uzayinda X in bir A alt ciimlesinin

kapanisinin ici bos ise, A hi¢bir yerde yogun olmayan ciimledir.

Ikinci boliimde [9] referansli kaynaktan yararlanilarak Baire uzay1 tanimlanmis ve
Baire uzaylarinin karakteristik 6zellikleri verilmistir. Her Bir Baire uzayin yetersiz
olmayan oldugu ve herhangi bir topolojik uzayin agik (kapali) Baire uzay ve kapali
(acik) yetersiz ciimlenin birlesimi olarak yazilabilecegi gosterilmistir. [10] da

verilen Baire uzaylarinin G; ciimleler karakteri, yar1 siirekli fonksiyonlar ifade

edilmis ve [11], [12]’den yararlanilarak Baire uzaylarinin siizge¢ karakterleri

incelenmistir.
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Uclincii boliimde ilk olarak vektor uzayi, topolojik vektdr uzayi, normlu uzay ve
Banach uzayi tanimlanip bu uzaylarin Baire uzaylar1 olmasi icin gerekli sartlar
ifade edilmistir. [13]’de ifade edilen Baire Kategori Teoremi, [14], [15], [16], [17],
[18], [19], [20]’de verilen Ac¢ik Doniisiim Teoremi ve Kapali Grafik Teoremlerini
iceren kategori teoremleri ifade ve ispat edilmistir. Bir topolojik vektdr uzayinda

her yetersiz olmayan uzayin bir Baire uzay oldugu gosterilmistir.

Son boliimde Baire uzaylarinin 6zelliklerinin kisa bir 6zeti verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Uzay, Topolojik Vektor Uzaylari, Higbir Yerde

Yogun Olmayan Ciimleler, Yetersiz ve Yetersiz Olmayan Ciimleler, Baire Uzaylar1
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BAIRE SPACES

Saliha ATAK
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M. Sc. Thesis, June 2011
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Muammer KULA

ABSTRACT

In this thesis, the characteristics necessary for the identification of Baire spaces, and

some of the main theorems are stated and proved.

The introduction part is a brief review of the literature and focuses on the history of the

characteristics of Baire spaces.

The study consists of four chapters.

In the first chapter, topology definition and properties, the internal point, the outer
point, closure, border and accumulation point definitions [1], [2], [3], [4], [5] are
given. We introduce the concept of nowhere dense sets, and based on that, the concepts

of meager and nonmeager sets [6], [7], [8] have been studied. In a topological space

(X,7), if the interior of the closure of a subset A of X is said to be empty, A is

nowhere dense sets.

In the second chapter, we define Baire spaces and characterizations of them [9]. We
show that every Baire space is nonmeager and that any topological space can be written
as the union of an open (closed) Baire space and of a closed (open ) meager set. G,

sentences for the character of Baire spaces, semi- continuous functions [10] and the

filter character of Baire spaces are examined [11], [12], [13].



X

In the third chapter, mainly, vector space, topological vector space, normed space and
Banach space are described and the necessary conditions for these spaces to be Baire
spaces are expressed. Baire’s Category Theorem [13], Open Mapping Theorem [14],
[15], [16], [17], [18], [19], [20] and category theorems containing the Closed Graph
Theorems have been expressed and proved. In a topological vector space, it has been

shown that each space which is nonmeager is a Baire space.

In the last chapter is a brief summary of properties of Baire spaces.

Keywords: Topological Spaces, Topological Vector Spaces, Nowhere Dense Sets,

Meager and Nonmeager Sets, Baire Spaces.
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GIRIS

Baire uzayi, yogun, agik ciimlelerin sayilabilir adetteki kesisiminin yogun oldugu bir
uzay olarak ilk kez Bourbaki tarafindan tanimlanmistir [21]. Kompakt Hausdorff

uzaylar ve tamamen metriklenebilir uzaylar Baire uzaylarinin klasik drnekleridir [22].

Baire uzaylar ile ilgili [23], [24], [25], [26], [27] kaynaklar1 gibi bircok kitap ve makale
yazilmistir. Bu c¢alismanin amaci elde edilen sonuglar1 bir araya getirmektir. Bu

sonuglarin bircogunu detayl bir sekilde ispatlayacagiz.

Baire Kategori Teoremi 1897 de William Osgood ve 1899 da Rene Baire 1n
birbirinden bagimsiz ¢alismalariyla ispat edilmis olup sirasiyla her ikisi de her tam
metrik uzayin bir Baire uzay oldugunu ifade etmistir. [24] referansh kaynakta ifade
edilen bu teorem fonksiyonel analizdeki en 6nemli islevsel sonuglar1 olusturur:
Kapali Grafik Teoremi, A¢ik Doniisiim Teoremi gibi... Bu calisma Baire uzaylari
ile Kapali Grafik Teoremi ve Acik Doniisim Teoremi igin [25], [26], [27]
kaynaklarinda verilen topolojik uzaylarin ve topolojik vektdr uzaylarinin bircok

tipi hakkindaki teoremleri daha genel olarak inceler ve daha genis tertibini sunar.

Bu calismada Baire teoremi formiilasyonunu yetersiz ciimleler kavrami yardimiyla

elde edecegiz.

Bir Baire uzayda [6], [7], [8] referansli kaynaklarda da ifade edildigi gibi yetersiz
ciimle ve artik ciimle (yetersiz climlenin tiimleyeni) kavramlar1 vardir. Baire
uzaydaki herhangi bir artik ciimlenin yogun oldugu temel bir gercektir. Bu gercek,
analizde, belirli tip kiime veya noktalarin hatta fonksiyonlarin varligini ispatlamak

icin standart bir aragtir.



Bir (X,7) topolojik uzayi, [20]’de verilen tanimiyla bostan farkli her alt climlesi

yetersiz olmayan ise veya sayilabilir agik, yogun alt ciimlelerinin kesisimi X de

yogun ise, (X,7) bir Baire uzaydir.



1. BOLUM
BAIRE UZAYLARININ TEMEL OZELLIiKLERIi

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan genel tanimlar ve bunlarla ilgili

bazi1 teoremler ifade edildi.

Tanim 1.1.1.

X bostan farkli bir kilme ve 7 da X in alt ciimlelerinin bir sinifi olsun. Eger asagidaki
sartlar saglamiyor ise, 7 siifina X iizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine de bir
topolojik uzay denir.

a) JerveXer

b) 7 nun sonlu sayidaki alt climlelerinin kesisimi 7 nun bir eleman1 yani;

G,.G,,...Ge T ise ﬂGl. e 7 dir.

i=1

¢) 7 nun keyfi adetteki alt ctimlelerinin birlesimi 7 nun bir eleman1 yani;

Viel icin G, et ise UGiET dir.

iel

7 nun elemanlarina da agik kiime denir.

Tamm 1.1.2.
Bir ( X,7) topolojik uzayinda bir Ac X alt climlesi verilsin. Eger A° acik ise, A ya

kapal1 bir ctimle denir.

Onerme 1.1.3.
Bir ( X,7) topolojik uzayinda asagidaki ifadeler dogrudur.



1) @ ve X ciimleleri kapalidir.
ii) Kapali climlelerin sonlu birlesimleri de kapalidir.
1i1) Kapali ctimlelerin keyfi kesisimleri de kapalidir.
Topoloji, acik ciimleler cinsinden tanimlandigr gibi kapali climleler cinsinden de

asagidaki sekilde tanimlanabilir.

Onerme 1.1.4.

X bostan farkli bir ciimle ve K, X in alt ciimlelerinin bir sinif1 olsun. Eger asagidaki

sartlar saglaniyor ise, tiim kapal1 climlelerinin sinifi K olacak sekilde X iizerinde bir tek
topoloji vardir.

i) o, Ker

ii) K, . K, .. K eK ise, [JK, €K
r=l1

iii)  Vreligin K,eK ise, []K, €K

rel

Onerme 1.1.5.
Bir ( X, 7) topolojik uzayinda bir G alt ciimlesi i¢in G agiktir ancak ve ancak Vxe G

icin xe U, < G olacak sekilde bir U, e 7 vardir.

Tanim 1.1.6.

a) ( X,7) bir topolojik uzay, Ac X ve ae A olsun. Eger aec G cC A olacak sekilde bir
Ge 7 varsa, yani A ciimlesi a nin bir komsulugu ise, a elemanina A nin bir i¢ noktasi
denir. A nin tiim i¢ noktalarinin ciimlesine A nin ici denir ve A° ile gosterilir.

A=) {6cAGet}
Bir Ac X alt climlesi aciktir ancak ve ancak A = A’ dir.

A’, A nmin kapsadig1 en biiyiik acik ciimledir.

b) ( X,7) bir topolojik uzay, Ac X ve xe A olsun. Eger x in her G acik komsulugu
i¢in;

(G\{x}) nA 2D



ise, x€ X noktasina A nin bir yi1gilma noktast denir ve A nin tiim yi1gilma noktalarinin
climlesi A' ile gosterilir. O halde

x¢& A' dir ancak ve ancak GN A C {x} dur.

olacak sekilde x in en az bir G agik komsulugu vardir.

¢) ( X,7) bir topolojik uzay, Ac X olsun. A ciimlesini kapsayan en kiiciik kapali
climleye A nin kapanisi denir ve A ile gosterilir.
A kapalidir ancak ve ancak A = A dir.

A =Xise, A ya X de yogun ciimle denir.

d) ( X, 7) bir topolojik uzay, Ac X verilsin. A° nin i¢ noktalarinin ciimlesi olan (AC )0
ye A min dig1 denir ve A? ile gosterilir. A nin icine ve disina ait olmayan noktalarin
climlesi olan

{ xeX | xg A" ve xg A }

nin sinir1 denir ve A°® ile gosterilir.
A d A’ il teril

A = (A UAY) olup X= A°UAY UA® dir.

Sonuc 1.1.7.
i) A’ Cc A ve A’ agiktr.
i1) A acgiktir ancak ve ancak A’ = A dir.
iii) A’, A nmin kapsadigi en genis agik ciimledir.
iv)  (a°) =4
V) AcC B ise, A’ c B’ dir.
vi) A°UB° < (AUB) ve A°NB°=(ANBY)

vii) AcA ve A kapalidir.

viii) A kapalidir ancak ve ancak A = A

iX) (Z): A

X) A cCB ise, Ac B dir.



xi)  AUB=(AUB) ve (AmB) c ANB

Xii) AcBise, A'c B' dir.

xiii) (AUB) = AUB' ve (ANB) c ANB'

XiV) A=AUA

xv) A kapalidir ancak ve ancak A = A” U A* dir.

xvi) A=A\ A°

xvii) A’ = J ancak ve ancak A hem ac¢ik hem kapalidir.

xviiil) A' N A = O ancak ve ancak A agiktir.

Tanimm 1.1.8.
(X, 7) bir topolojik uzay ve A< X olsun. Bu taktirde

7,=1{ AnG | Ge 7}
siift A iizerinde bir topoloji olup bu topoloji A iizerindeki alt topoloji ve (A,z A) ikilisi
alt uzay olarak adlandirilir. EC A icin
i) E,' D> ANnE’
ii) (EA j =ANE
iii) (E,) c AnE*

Not 1.1.9.
Bir ( X,7) topolojik uzayinda A< X olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

A= (a) i (a) = (a) i) 4= | (4)' |
1.2. HICBiR YERDE YOGUN OLMAYAN CUMLELER

Tanim 1.2.1.

Bir ( X,7) topolojik uzayinda A c X alt ciimlesi verilsin. Eger (Z)U= & ise, A ya

hicbir yerde yogun olmayan ciimle ve eger (Z)o # ise, A ya herhangi bir yerde

yogun ciimle denir.



Not 1.2.2.

)

1.1.7. ve 1.1.9. dan A higbir yerde yogun olmayan ciimledir ancak ve ancak

[(A")"}:Xyani (A7) =X dir. ((A)'=@ ancak ve ancak [(A" )”}: X

ancak ve ancak (A7 ) =X olmasidir ).
Eger A herhangi bir kapali ciimle ise, A hi¢bir yerde yogun olmayan

ciimledir ancak ve ancak A° = & ancak ve ancak A*= A dir.

Ornek 1.2.3.

a)

b)

C)

Bos ciimle, hi¢cbir yerde yogun olmayan ciimledir. Gergekten de iizerindeki

alisilmis topolojiye gore bos ciimle hem acik hem kapali oldugundan

(@)0 =@’ = dir.

@, rasyonel sayilar ciimlesi R de hi¢cbir yerde yogun olmayan ciimle degildir.
Gercekten de Vxe@Q® icin xe Q du. Cinkii Ve>0 igin
|:( x—g,x+€)m(@:| #Q dir. O halde Q°cQ ve QcQ oldugundan
QUQ =RcQ cR olup Q=R dir.

(@)o =R’=R#9 oldugundan Q, R de hi¢bir yerde yogun olmayan ctimle

degildir.

Z , tam sayilar climlesi R de hicbir yerde yogun olmayan ciimledir. Ancak Z,

Z de higbir yerde yogun olmayan ciimle degildir. Ger¢cekten de R, alisiimis

topoloji ile géz oniine alinsin. Buna gore Z kapalidir. Ciinkii Z° = U (n,n+1)
ne’

olup burada her bir (n,n+1) agik araligi alisilmig topolojiye gore agik
oldugundan Z° agiktir. O halde 7Z kapalidir. Yani Z=17 dir. (Z)o =7"=J

dir. Kabul edelim ki Z° # & olsun. Bu durumda Jae€ Z° vardir < 3£ >0 igin

(a—€,a+€&)cZ dir. Fakat (a—€,a+¢) arahiginda sonsuz ¢oklukta reel say1



mevcuttur. O halde (Z)U =7" = olur ki buradan Z, R de hicbir yerde yogun
olmayan ciimledir. Fakat Z, 7, alt uzay topolojisine gore hicbir yerde yogun
olmayan ciimle degildir. Ciinkii Z, 7, alt uzay topolojisine gore kapalidir.
Z=17 ve (Z)o =7" =7 #Q olur ki buradan Z, 7, alt uzay topolojisine gore

hicbir yerde yogun olmayan ciimle degildir.

d) Bostan farkli bir A < X i¢in A, A da hi¢bir yerde yogun olmayan ciimle
degildir. Ciinkii A, A da kapali ve acik oldugundan A=A olup

(Z)U=A” =A#O dir.

e) A:{l |ne N} U {0} ciimlesi R de higbir yerde yogun olmayan ciimledir.
n

Ciinkii AC:(—oo,O)u(l,oo)uU( ! ,lj olup A° acgik yani A kapaldir.

i+l n

A=A dur. (A)O:A” = dur. Kabul edelim ki A° # olsun. Bu durumda

Jae A” vardir ancak ve ancak J£>0 i¢in (a—€,a+€)c A dir. Fakat

(a—¢,a+¢ ) arahginda sonsuz ¢oklukta reel say1 vardir. O halde A° =& dir.

Onerme 1.2.4.
Bir ( X,7) topolojik uzayinda A c X alt ciimlesi verilsin. Asagidaki ifadeler denktir.
1) A, X de hic¢bir yerde yogun olmayan ciimledir.
ii) X\ A, X de yogundur.
iii) X in bostan farkli her U agig1 i¢in, X in VcU ve VNA = olacak
sekilde bostan farkli bir V acig1 mevcuttur.

iv) X in bostan farkli her U agig1 icin, X in Vc U ve VNA =@ olacak
sekilde bostan farkli bir V acig1 mevcuttur.



Ispat:
(1) = (i) A, X de hicbir yerde yogun olmayan ciimle olsun. O halde (Z)o = dir.

c

1.1.9. (1) den A’ = (;) dir. A yerine A yazilirsa

o= (3) | () |

olurkibu X\ A nmn X de yogun oldugunu gosterir.

(1) = (iii) ve (1) = (iv) Ue 7 olsun. Gosterecegizki UN A = & dir. U=V alalim.
Kabul edelim ki UNA#@ olsun. O haldle UNA#Q@ olur. Ciinkii
AcCA =>UNA cUnNAolupUnA#@ oldugundan U N A # QD olur.

Bu durumda U c A olmasi miimkiin degildir. Ciinkii 0yle olsa A hig¢bir yerde yogun

olmayan climle olamaz. O halde ue Um(Z)C olup Um(Z)C bostan farkli bir aciktir.

Cinkii Ue 7 ve A kapal1 oldugundan (Z)C aciktir. O halde bunlarin kesisimleri de

aciktir. Buradan V =UnN (Z)C alirsak, V bostan farkli bir agcik ve Vc U olur.

AcA = (A) cA° oldugundan
Vc (Z)L c A°
VAA)c(a nA)=2

Buradan V N A = dir.
Benzer sekilde

V c (Z)L
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(vaA)=((a) na)-2
Buradan V N A= & dir.

(iv) = (iii)) X in bostan farkli her U agig1 i¢in V N A = & ve Vc U olacak sekilde X

in bostan farkl1 bir V a¢i1g1 mevcut olsun.
Ac A oldugundan VNA c VN A drr.

VNA=O oldugundan VN A = & olur.

(iii) = (i) Kabul edelim ki A herhangi bir yerde yogun olsun. O halde (A) =@ dur.

Buradan Uc A olacak sekilde bostan farkli bir U acig1 mevcuttur. Boylece Vc U
olacak sekilde her V ag¢ig1 i¢in,

VCcUcCA = VcCA

Ac Aoldugundan VN A c VA dir. Buradan

VAA=@=>VNA=0J

VNAZD = VNA 20

Bu ise, hipotezimizle celisir. O halde A hicbir yerde yogun olmayan ciimledir.

Lemma 1.2.5.

( X,7) topolojik uzay ve A, B < X olsun. A higbir yerde yogun olmayan ciimle ve

B° =@ ise, (AUB) =@ dur.

Ispat:

Kabul edelim ki (AU B)” #@ olsun. O halde Vc AU B olacak sekilde V a¢ig1 vardir.
A hicbir yerde yogun olmayan ciimle oldugundan (Z)o =@ dir. Ohalde A,V acigini
icermez. Ciinkii kapsadigi en biiyiik agik bos ctimledir.

xeVn (Z)L olacak sekilde bostan farklt V (Z)L acig1 mevcuttur.
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[Vm(Z)L}r\A =Vn [(Z)C mA}:@

= VN (4) cA° dir.

VA (4) <V c AUB oldugundan VA (A) c B dir.

Buradan V (A) € B dir (VN (4) e 7 oldugundan).

Buise, B’= @ olmasiyla celisir. O halde (AU B)’" = @ dur.

Onerme 1.2.6.
1) Hicbir yerde yogun olmayan bir ciimlenin herhangi bir alt ciimlesi, hicbir
yerde yogun olmayan ciimledir.
1) Sonlu sayida, hi¢bir yerde yogun olmayan ciimlelerin birlesimi, hi¢bir yerde
yogun olmayan ciimledir.

i) Sonlu sayida acik, yogun ciimlelerin kesisimi yogundur (agiktir).

ispat:
i) A hi¢bir yerde yogun olmayan ciimle olsun. Yani ; (Z)o = olsun. Bc A alalim.

BC A ve (B) c (A)U dir.
A hicbir yerde yogun olmayan ciimle oldugundan (Z)o = J. 0O halde (E)o = dur.

Bu ise, B nin hi¢bir yerde yogun olmayan climle oldugunu gosterir.

i1) A ve B hi¢bir yerde yogun olmayan ciimleler olsunlar. AU B nin hi¢cbir yerde yogun
olmayan ciimle oldugunu gosterelim (sonlu sayida oldugundan iki tanesi i¢in gostermek
yeterlidir).

Iki tiirlii ispat yapacagiz.

Ispat 1) AUB nin higbir yerde yogun olmayan ciimle oldugunu gostermeliyiz. 1.2.2.

den (AU B)d, X de yogun ise, AU B hicbir yerde yogun olmayan ciimledir. Yani

gostermek istiyoruz ki; [(A UB)’ } = X dir.
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o ] - (o]
-| (3 (B

(A")Uve (B")o acik oldugundan 1.2.2. den ispatimiz (A")Um(B")o nin yogun

oldugunu gostermeye denktir. O halde (iii) nin ispatin1 yaparsak bunu da ispatlamis

olacagiz.

(iii) U# & agik bir ciimle ise,

Un (A°)” agik ve bostan farklidur. Ciinkii (A°)” yogundur ve buradan
{Un(a)} A (B) acik ve bostan farkli olur{ (B)" yogun oldugundan}.
Kesisimin birlesme ozelliginden
Un(a) [a(B)=Un|(a) n(B) | ol
Bu kesisim agik ve bostan farklidir. O halde (A°)" N(B°)" yogundur. Aym zamanda

(Ac )0 ve (Bc )0 acik oldugundan kesisimleri de acgiktir. Yani sonlu sayidaki acik ve

yogun ciimlelerin kesisimi agik ve yogundur.

Ispat 2) A ve B hicbir yerde yogun olmayan ciimleler olsunlar. Yani (A)U= < ve
(E)O: & olsun.
(Z):Z, [(Z)} =(Z)o = @ olur ki buradan A hicbir yerde yogun olmayan ciimledir.

Benzer sekilde B da hicbir yerde yogun olmayan ciimledir.

ZuE:AuB:(AuB)
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(A0B) = [(A)u(B)] =@ dur

O halde A U B higbir yerde yogun olmayan ciimledir.

Onerme 1.2.7.
(X, 7) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

1) Eger A hicbir yerde yogun olmayan ciimle ise, Ac F* olacak sekilde bir F
kapali cimlesi mevcuttur.

i1) Eger A hi¢bir yerde yogun olmayan ciimle ise, Ac U’ olacak sekilde bir U
acik ctimlesi mevcuttur.

i) Herhangi bir ag¢ik U cilimlesinin sinir1, U’, hicbir yerde yogun olmayan
climledir.

iv) Herhangi bir kapali F climlesinin sinir1, F*, hicbir yerde yogun olmayan

cumledir.

Ispat:
1) A higbir yerde yogun olmayan bir ciimle olsun. O halde (Z)O:Q dur. 1.1.6. dan
X=A"UA" UA’ idi.
AcA oldugundan
X = (3) () o{A) = (3) oA
seklinde yazabiliriz. Simdi X ile A yi kesistirelim.

A=AnX=(an(4) | u(an(4) ] ar
Fakat (Am(Z)d): @. O halde A = (Am(Z)S) olur.

Boylece AC(Z)S olur. A kapali oldugundan A= F alirsak Ac F* olur ki bu da

ispatimizi tamamlar.
ii) ispat (i) ye benzer sekilde yapilabilir.

iii) U agik bir cimle olsun. U kapalidir.
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1.1.7.den U*= (U°)"U dir.

Ohalde U’ c (U”) dir ve U “ kapali oldugundan (Uc): U olup U’ cU° dir.

Varsayalim ki U°’, bostan farkli bir V agik ciimlesini ihtiva etsin. Yani U’ hicbir
yerde yogun olmayan ciimle olmasin. Fakat U" indaki bir noktanin komsulugu V agigi

oldugundan U ile cakisir. Buise, U min U’ ni icermesiyle celisir. O halde U’ nin i¢

noktasi yoktur. Yani (U * ) = dur.

iv) F kapali bir cimle olsun. U “= F alirsak ispat (iii) de ki gibi yapilabilir.

Dikkat edilirse keyfi alt ciimlelerin sinir1 hicbir yerde yogun olmayan ciimle olmak

zorunda degildir. Ornegin, A ve A° yogun ciimleler olsa, A nin simr1 tiim uzaydir.

Onerme 1.2.8.
Y, X topolojik uzayinin bir alt uzayr ve A c Y olsun. O halde;
1) Eger A, Y ye gore hicbir yerde yogun olmayan ciimle ise, A, X e gore hicbir
yerde yogun olmayan ciimledir.
ii) Eger Y acik veya yogun alt uzay ve A, X de ki topolojiye gore hicbir yerde
yogun olmayan ciimle ise, bu takdirde A, Y deki alt uzay topolojiye gore

hicbir yerde yogun olmayan ciimledir.

Ispat:

i) Onerme 1.2.4 iin (iii) sikkin1 kullanacagz.

A, Y iizerindeki alt uzay topolojiye gore hicbir yerde yogun olmayan ciimle ve U, X de

bostan farkli, agik bir cimle olsun. Eger UNY = O ise, bu takdirde V = U olacak

sekilde bir V secersek, o haldle VN A = O olur. Diger taraftan UNY = ise, bu

takdirde UNY, Y lizerindeki topolojiye gore bostan farkli bir agik olur. Buradan

VN A = O olacak sekilde bostan farkli ve Y ye gore agik bir V ciimlesi vardir. Ancak

V=W NY olacak sekilde X de, bostan farkli bir W aci1g1 icin;
=VNA=(WNY)NA=WnN (YNA)=WnNA dir.

O halde A, X de hi¢bir yerde yogun olmayan climledir.
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i1) Y, X de acik ve AcCY olacak sekildeki A ciimlesi X deki topolojiye gore higbir
yerde yogun olmayan ciimle olsun. U, Y de bostan farkli bir acik ve yine bostan farkli X
de acik bir W acig1 icin U = WNY olsun. WNY, X de acik olur. V& WNY ve
VN A=0 olacak sekilde, X de bostan farkli bir V acik ciimlesi vardir. Fakat V, Y deki
topolojiye gore agik ve Vc U oldugundan A, Y deki topolojiye gore higbir yerde yogun
olmayan ctimledir.

Y, X de yogun ve U, Y de bostan farkli acik bir ciimle olsun. Bu takdirde herhangi bir
W acik ciimlesi i¢in U = WNY dir. A, X de hicbir yerde yogun olmayan ciimle
oldugundan, VW ve VN A = @ olacak sekilde X de bostan farkli bir V agigi vardir.
OhaldeVNANY=9 veYNV c YNW=Udr

Fakat Y NV bostan farklidir. Ciinkii Y, Y de yogun ve YNV, Y de ki topolojiye gore
aciktir. O halde A, Y ye gore higbir yerde yogun olmayan ciimledir.

Onerme 1.2.9.
Asagidaki ifadeler dogrudur.
1) Bir A ciimlesi hi¢bir yerde yogun olmayan ciimledir ancak ve ancak
AN (Z)U= & dur.
1) Bir A ciimlesi hi¢bir yerde yogun olmayan ciimle degildir ancak ve ancak

AN (Z)O # & dur.

Ispat:

i) (=) A higbir yerde yogun olmayan ciimle olsun. O halde (A)0= & dur. Buradan

—\0

Am(A) “ANQD =D dr.

(<) An (Z)U= @ olsun. A yerine A yazarsak A N (A)U= & olur. O halde

o

(D)) | ~2-2 ar

Fakat

o =[(A)n(@) ] = () n[(3)]

o
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= (Z)o N (Z)o= (Z)o olur.

O halde (Z)o = & olup A hi¢bir yerde yogun olmayan ciimledir.

i1) (=) A higbir yerde yogun olmayan ciimle olmasin. O halde (Z)o # & dur.

Buradan A N (Z)o # & dir.

(<) An (Z)o + & olsun. Ac A oldugundan A N (Z)o # & olur.

(A)n(@) | »2

2#|(A)n(4) | = (@)~ () |

O halde (Z)o # & olup A hicbir yerde yogun olmayan ciimle degildir.

Onerme 1.2.10.
( X,7) topolojik uzay ve A c X olsun. A nin hi¢bir yerde yogun olmayan herhangi bir

N alt ciimlesi, X de hi¢bir yerde yogun olmayan ctimledir.

ispat:

U, bostan farkli keyfi bir acik olsun. UNA = & ise, Nc A oldugundan UNN =J
olur. Buradan U NN = olacak sekilde bostan farkli U nun bir alt ciimlesini buluruz ki
bu U nun kendisidir.

UNnA# O ise, bu takdirde A nin A da ki topolojiye gore bostan farkli bir alt

climlesidir. Buradan, N, A da hicbir yerde yogun olmayan ciimle oldugundan,

[ WN(UN A) ] "N=& olacak sekilde X de acik ve bostan farkli bir W vardir ki,

UM A nin A da agik ve bostan farkli olmak iizere W N ( U A ') agi1g1 mevcuttur.
Dikkat edelim ki; (WNU) nA# & dir. O halde W N U bostan farkli ve agiktir.
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Fakat WNUNANN=WnNUNN dir. O halde (WNU )N N=O olur. Boylece U nun

bostan farkli bir W U agik alt climlesini bulmus oluruz.

Onerme 1.2.11.
( X,7) topolojik uzay ve herhangi bir Ac X i¢in A \(Z)o , higbir yerde yogun olmayan

cumledir.

Ispat:

1.1.9. (i) den A° = [(AT}: (a) = (a) ve 119, Gipden A = | (a°) | dir

A [] Lo =[] =[] = [0 ]| =[] )

_ Am[ﬂ} { Giiyden (2) = [((AC)”)LT: (a)" } ohur.

Buradan

O halde {(ATZ))} c (A) ~ [((zy)}@ dur,
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Buradan {(A\(Z)o )T = olur ki

bu A\ (Z)o nin A da hicbir yerde yogun olmayan ciimle oldugunu gosterir.

1.3. YETERSIZ VE YETERSiZ OLMAYAN CUMLELER

Tanim 1.3.1.

(X, 7) bir topolojik uzay ve AcX olsun. A alt ciimlesi hi¢bir yerde yogun olmayan

ctimlelerin sayilabilir ailesinin birlesimi ise, A yetersiz (meager) ciimle, exhaustible ya

da ilk kategori (Cat I) olarak adlandirilir.

A ciimlesinin bir x noktasinda yetersiz (meager) olmasi i¢in gerek ve yeter sartU N A,

X de yetersiz olacak sekilde x in en az bir tane U, komsulugu mevcut olmasidir.

Yetersiz ciimle, X de yogun olabilir. Ornegin X = R igin Q yetersiz ve yogundur. X

uzayinin tamanu da yetersiz olabilir. Ornegin X = Z icin X in yetersiz oldugu aciktir.

Tanim 1.3.2.

(X, 7) bir topolojik uzay ve A <X olsun. A yetersiz ciimle degilse; A yetersiz olmayan

(nonmeager) ciimle, inexhaustible ya da ikinci kategori (Cat II) olarak adlandirilir.

Tanm 1.3.3.

(X, 7) topolojik uzayinin bir A alt ciimlesi i¢in; A artik (comeager) bir climledir ancak

ve ancak X\A, X de yetersiz bir climledir.

Tanm 1.3.4.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. Yetersiz ciimleler olan A cX ciimlelerinin

koleksiyonuna Cat I ve yetersiz olmayan A c X ciimlelerin koleksiyonuna da Cat II

denir.

Dikkat edilirse X yetersiz olmayan ctimle ise, Cat II, tiim artik ciimleleri icerir.
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Ornek 1.3.5.

a) Eger Q rasyonel sayilar ciimlesini, tek nokta ctimlelerinin sayilabilir birlesimi olarak

g6z Oniine alirsak, R nin yetersiz bir alt cimlesi olur. Ciinkii tek nokta ciimleleri kapali

ve icleri bostur. Yani her biri hi¢bir yerde yogun olmayan ciimlelerdir.

b) {a} ciimlesinin hem agik hem kapali oldugu herhangi bir topolojik uzay, yetersiz
olmayan bir ciimledir. Ciinkii bu uzaydaki, a y1 i¢eren ciimlelerden higbiri, hicbir yerde
yogun olmayan ciimle degildir. Ger¢ekten de hi¢bir yerde yogun olmayan bir A ciimlesi

i¢in; {a} €A olsun. Bu durumda 1.2.6. (i) den, {a}ciimlesi hicbir yerde yogun
olmayan ciimle olur. O halde [@T:@ dur. Fakat {7}={a} ve {a} ={a}

oldugundan [@]U:{a}": {a} = @ olur. Bu bir geliskidir.

c) Tek nokta ciimlelerinin kapali alt ctimle olduklar1 bir topolojik uzayda, bu ciimleler

her zaman yetersiz olmayan alt climledirler.

Onerme 1.3.6.
(X, 7) topolojik uzay ve A X olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.
1) Eger A yetersiz ciimle ise, i¢ noktast olmayan, sayilabilir adetteki kapali
climlelerin birlesimi A y1 icerir.
ii) Eger A artik climle ise, A sayilabilir acik yogun ciimlelerin kesisimini igerir.
iii) Eger X yetersiz olmayan ciimle ise, X in herhangi bir artik alt ciimlesi

yetersiz olmayan climledir.

Ispat:
i) Kabul edelim ki A yetersiz ciimle olsun. O halde A, sayilabilir adetteki, hicbir yerde

yogun olmayan ciimlelerin birlesimidir. Yani; Vrne N i¢in (B_n)0 =, A= U B,

neN
dir. Fakat Vne N i¢in, B, C B_n oldugundan, (B_n)0 =(J olan kapal l?n ciimleleriyle

birlikte

A=UBn c UB_,Z

neN neN



20

Ac UB_n olur.

neN

ii) Kabul edelim ki A artik ciimle olsun. O halde A yetersiz bir climlenin tiimleyenidir.

Yani;
Vne N igin (B_n)0 = olmak tizere A°=B = U B, dur.
neN
Buradan
A=(Un =Ny = N
neN neN neN

olup A artik ciimlesi acik ve yogun olan (Bn")o climlelerinin sayilabilir adetteki

kesisimlerini icerir. Bu da ispatimizi tamamlar.

iii) Kabul edelim ki A, X in yetersiz olan, artik bir alt climlesi olsun. O halde X\A
yetersizdir.

Yetersiz ciimlelerin birlesimi yetersiz oldugundan;

X =AU (X\A) yetersiz olacaktir ki bu bir ¢eliskidir.

Tamm 1.3.7.
Y, ( X, 7 ) topolojik uzaymin bir alt uzayi olsun. A, iizerindeki alt uzay topolojisine gore
Y nin bir alt ciimlesi olarak diisiiniildiigiinde, eger A yetersiz ise, ACY climlesi Y

tizerindeki alt uzay topolojisine gore yetersizdir.

Not 1.3.8.

1.2.8. den eger (Y,7,), ( X,7) topolojik uzayinin alt uzay1 ve Y nin bir A alt ciimlesi,
Y iizerindeki alt uzay topolojisine gore yetersiz ise, bu takdirde, A, X e gore yetersizdir.
Tersine, (Y,7,)( X,7), topolojik uzayinn alt uzay: ve Y nin bir A alt ciimlesi X in
tizerindeki topolojiye gore yetersiz olmayan ciimle ise, A, (¥,7,) alt uzay topolojisine

gore yetersiz olmayandir.

Aynm zamanda Y, X de ac¢ik veya yogunsa bu takdirde X iizerindeki topolojiye gore

yetersiz olan Y nin her A alt climlesi, Y ye gore de yetersizdir. Tersine olarak Y, X de
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acik veya yogunsa bu takdirde Y iizerindeki alt uzay topolojisine gore yetersiz olmayan

Y nin her A alt ciimlesi X e gore yetersiz olmayandir.

Teorem 1.3.9.
Asagidaki ifadeler dogrudur.
1) Yetersiz ciimlenin her alt ciimlesi yetersizdir. Yani; Be Catl olacak sekilde
VA c B igin Ae Catl dir.

i1) Sayilabilir adetteki yetersiz ciimlelerin birlesimi yetersizdir. Yani; A, € Cat 1

olacak sekilde her {A,} _ dizisi veVne N igin | JA, e CatIdir.

neN
1i1) X in F’ = olacak sekildeki her kapali F alt ciimlesi yetersizdir. Yani
Fe Cat I dir.
iv) Her f: X — X homeomorfizmi icin AcX ve f(A), X de aym kategoriye
sahiptir. Yani,
Ae Cat I dir ancak ve ancak f(A) € Cat I dir.
Ae CatII dir ancak ve ancak f(A) € Cat II dir.

Ispat:
i) Kabul edelim ki Be Cat I olsun. O halde higbir yerde yogun olmayan {B,} _ ler icin

B= U B, dir. AcB alalim. Buradan

neN

A=AnB=AnJB, =) (AnB,) olur.

neN neN

Diger yandan

(AnB,) c AN(B,) c B, du.

Buradan
[(AmBn)]o c [(A_n)m(B_n)T c (B_n)o = olur.
Buradan goriiliiyor ki [(A NB, )T = dir. O halde AN B, higbir yerde yogun olmayan

cimle ve Vne N i¢in, A da bu climlelerin sayilabilir birlesimi oldugundan yetersiz

cumledir.
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i1) {An}neN sayilabilir adetteki yetersiz climlelerin bir ailesi olsun. O halde; VA, i¢in

A = U A, olacak sekilde, hicbir yerde yogun olmayan cﬁmlelerin{Anm} dizisi
meN me

mevcuttur. Buradan

Ua, = Ua,

neN n,meN
olur ki bu da sayilabilir adetteki hicbir yerde yogun olmayan ciimlelerin birlesiminin,

sayilabilir adetteki birlesimidir.

iii) F kapali bir ciimle olsun. O halde F = F dir. Hipotezden (F)’ = (F)U =@ dur. O

halde F hi¢bir yerde yogun olmayan bir ciimledir ve aciktir ki Vrne N i¢in, hicbir yerde

yogun olmayan {F,} _ ciimlelerin ailesinin birlesimidir. O halde F yetersiz ciimledir.

iv) Kabul edelim ki A yetersiz bir ciimle olsun. O halde A, sayilabilir adetteki hicbir

yerde yogun olmayan ciimlelerin birlesimidir. Yani, {An}neN hicbir yerde yogun

olmayan ciimleler olmak lizere A = U A, dir.
neN

f(A)=f(UAn] = (J f(4,)) olur.

neN neN

f homeomorfizm oldugundan

A((&)) =[] =[FTAT] our

Fakat Vne N i¢in A, ler higbir yerde yogun olmayan ciimlelerdi. O halde,

@) =r((a) ) =t@) =2
olur ki bu da Vne N icin f (An) lerin hi¢bir yerde yogun olmayan ciimleler oldugunu

gosterir. O halde f(A) = U f(A,) yetersiz bir ciimledir.

neN

Tersine olarak, f(A) yetersiz bir ciimle ise, A da yetersiz bir ciimledir.

Benzer sekilde Ae Cat II dir ancak ve ancak f(A)e Cat IT olmasidir.
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1.3.9. (i1) den kolayca gorebiliriz ki yetersiz ciimlelerin herhangi bir ailesinin birlesimi

de yetersizdir.

Teorem 1.3.10 (Banach Kategori Teoremi).
( X,7) topolojik uzayinda acik, yetersiz ciimlelerin herhangi bir ailesinin birlesimi

yetersizdir.

Ispat: ¢, bostan farkli agik, yetersiz ciimlelerin bir ailesi olsun. Gostermek istiyoruz ki,
U ¥ yetersizdir.
S ciimlesini, her bir koleksiyonun her bir eleman1 ¢ nun bir elemani i¢inde ihtiva

edilecek sekilde, bostan farkli acik ciimlelerin koleksiyonunun tiim ayrik ikililerinin

cumlesi olarak alalim. Zorn lemmasindan, S de ki her zincirin S de bir st sinir1 varsa S

bir maksimal elemana sahiptir. Bu maksimal eleman, v = {Vl| iel } olsun.
Simdi, higbir yerde yogun olmayan her N, ciimleleri veViel i¢in V, = ON ins
n=1
ve her n igcin N, = UN ., olsun. Gosterecegiz ki N, hicbir yerde yogun olmayan
iel
climledir.

K, bostan farkli ve acik bir ciimle olsun. ie licin KNV, # alalim ve indis climlesine
de/, diyelim.

1.2.4. (iii) den KNV, nin bostan farkli ve acik, Vie I, icin W, NN, 6 = O olacak
sekilde bir W, alt ctimlesi vardir.

W= UWI alalim. O halde W cK ve her n i¢in

icl,

Wn|JN,=Wn N, =2 olur

iel
O halde N, hicbir yerde yogun olmayan ciimledir. Ayn1 zamanda

O(WmNn):Wm ONn: D dir.

n=l1 n=l1

Fakat

UV=UK = ONn dir.
n=l

icl
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Buradan, N, ler hicbir yerde yogun olmayan ciimleler ve hicbir yerde yogun olmayan

climlelerin sayilabilir adetteki birlesimleri yetersiz oldugundan UV yetersiz climle
olur. Simdi gosterecegiz ki, (W)\ UV X de hi¢bir yerde yogun olmayan ciimledir.

Kabul edelim ki olmasin.

Bu ciimle kapali ciimle oldugundan ciimlenin kapanist kendisine esit olup;
U= [WT: [(@)\Uv}o £ dir.
Fakat | ¥ agikur.
we ([T < ([09) - U o o)
=(J») u (o) olur.

Buradan
W=[Wn(Us)]u [Wm(U ﬁ)s} dir.
iddia ediyoruz ki W (U®)# @ dir. Aksi takdirde W (U#)=@ olursa buradan

W= [W m(U ﬂ)s} olur. Bu sekilde W higbir yerde yogun olmayan ciimle olur. Ciinkii

s

hicbir yerde yogun olmayan (%)’ ciimlesinin alt ciimlesidir. Diger taraftan W < w
oldugundan W = W* (W) =@ olur ki bu bir ¢eliskidir.

O halde Wn (U®) =D dir.

Simdi 9= {U,}

acA

olsun. O halde Uﬂ = UUa ve

acA

@+ Wn Ud) = U, nW) dir.

acA

Bazi a,€ A i¢cin U, "W #(J dur. Fakat WmUV = ve U, NW, yetersiz U,
ciimlesinin bir alt ciimlesi oldugundan U, NWagik ve yetersizdir. Boylece
v, Nnw )mUV =@ olup U, "W ¢ v dir. Buradan U, NW yi v sinifina ekler ve

ikiser ayrik ciimlelerden daha biiyiik bir ciimle elde ederiz ki bunlarin her biri ¢ de ki



25

bir elemanin alt ciimlesidir. Bu ise, ¥ nin maksimal eleman olmasiyla ¢elisir. O halde

(U 19) \ Uv higbir yerde yogun olmayan bir ciimledir.

Uds) c [m\UV} u (W)

olup (U®9), yetersiz bir ciimlenin alt ciimlesi oldugundan yetersizdir.



2. BOLUM
BAIRE UZAYLARININ KARAKTERISTiK OZELLIiKLERI

2.1. BAIRE UZAYLARI

Teorem 2.1.1.
(X,7) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) X in yogun, acik alt ciimlelerinin sayilabilir adetteki kesisimleri X de
yogundur.

ii) X in her yetersiz alt climlesi, X de bir i¢ noktaya sahip degildir.

iii) X in bostan farkli, her acik alt ciimlesi X de yetersiz olmayan bir climledir.

iv) X in artik her alt ctimlesi X de yogundur.

v) Bostan farkl her U a¢181 icin; her bir F, kapali olmak iizere U = U F, ise,

neN

(E% )0 # (D olacak sekilde bir n, € N vardir.

Ispat:
(1)= (11) Be Cat I olacak sekilde keyfi bir ctimle olsun. O halde {An}neN dizisi hi¢cbir

yerde yogun olmayan ciimleler olmak iizere B = U A, dir. Buradaki herhangi bir
neN
ne N igin

(A) =2 ve|(A) | = x ar

1.1.9. (i) den (A")C = (;) esitliginde A yerine A_n yazarsak;

() ]-|(3) |- x




olur ki bu esitlik herhangi bir ne€ N i¢in (Z)L nin X de yogun oldugunu gosterir.

Hipotezimizden ﬂ (Xn)c yogun olup buradan X = {ﬂ (A_n)c} dir.

neN neN

ﬂ (A_n)c = (U X,,j oldugundan dolay1
neN neN

c

GRS

neN neN

Hernicin A, c A oldugundan

B=UacUa ve (Ua ] (U] -2 o

neN neN neN neN

Ohalde G = (U Anj = B’ dir. Yani yetersiz bir climle olan B, X de bir i¢ noktaya

neN

sahip degildir.

27

(i1)= (iii) Kabul edelim ki U¢ Cat II olacak sekilde bostan farkli bir U a¢i1g1 mevcut

olsun. O halde Ue Cat I dir. Buradan U = UAn olacak sekilde higbir yerde yogun

neN

olmayan ciimlelerin bir {A,} _ dizisi vardir. U agik oldugundan U’ =U # @& dir. Bu

durumda X in yetersiz bir alt ciimlesi olan U nun en az bir i¢ noktaya sahip oldugunu

sOylemis oluruz ki bu kabuliimiizle celisir. O halde bostan farkli her acgik, yetersiz

olmayan bir ciimledir.

(iii)) = (iv) Kabul edelim ki A < X, X de artik bir ciimle olsun. A° nin X de yogun

oldugunu gosterecegiz.

A° artik ise, (A” )C: A, X de yetersiz bir climledir. 1.3.9. (i) den A’ C A de yetersiz

bir ciimledir. Fakat A’ agik ve hipotezden A’= & dur.

1.1.9. (i) den A® = (;)L = J olup (;) =X olurki bu A° nin X de yogun oldugunu

gosterir.
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(iv) =) {A,} _,, yogun, acik ciimlelerin bir dizisi olsun.

1.1.9. (iii) den (@] = {(ﬂN A j } C: KL% A ” olur,

1.2.4. den, A, ler yogun, agik ciimleler ise, A, kapali ve hicbir yerde yogun olmayan

ctimlelerdir. Buradan; U Ancyetersiz bir ciimledir. O halde yetersiz bir ciimlenin alt
neN

climlesi yetersiz oldugundan [U A"Cj yetersizdir.

neN

O halde hipotezden;

HU Af j } = [D—AJ X de yogundur.

neN neN

(i11) = (v) Bostan farkli her U aci81 i¢in her bir F, kapali olmak iizere, U = U F

neN

olsun. Eger Vne N igin (F, )0 =(J olsa F, hi¢bir yerde yogun olmayan bir ciimle olur.

Bu durumda da U yetersizdir. Bu ise, bir geliskidir. O halde (F,)’ # < olur.

(v) = (ii1) U, bostan farkl1 ve agik olsun. Eger U yetersiz ise, her bir F, kapali olmak

iizere U = U F, dir. O halde Vne N igin (F,)" =@ olur ki bu hipotezimizle ¢elisir. O

neN

halde U yetersiz olmayan bir ciimledir.

Tamm 2.1.2.
Teorem 2.1.1. de verilen 6zelliklerden bir tanesini saglayan herhangi bir topolojik uzay
bir Baire uzaydir. Acik bir sekilde goriiliiyor ki her bir Baire uzay yetersiz olmayandir.

Fakat tersi her zaman dogru degildir. Tersi, topolojik vektor uzaylarinda dogrudur.

Aksine Ornek:

Q u(0,1) ciimlesi ile R den iiretilen standart metrikten olusan uzay1 goz Sniine alalim.

R Baire uzay oldugundan ve Q w(0,1) agik, yetersiz olmayan (0,1) alt uzay: ihtiva
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ettiginden bu metrik uzay yetersiz olmayandir. Ayn1 zamanda {te (@|t>1} olacak

sekilde yetersiz, acik climleleri de ihtiva ettiginden bu uzay Baire uzay degildir. Dikkat
edelim ki aym1 zamanda bu bir tam olmayan metriktir (tam olmayan metrik uzay

yetersiz olmayan oldugundan). Q metrik uzay1 yetersizdir. Ayn1 zamanda bir Baire

uzay degildir. Ciinkii {qn} dizisi Q nun elemanlarindan olusan bir dizidir. Bu takdirde

her bir n i¢in Q\{g,}, Q nun bir agk, yogun alt ciimlesidir ki bunun

ﬂ (Q\{qn}) bostur. Bu ise, 2.1.1. (i) ile ¢elisir.

neN

Teorem 2.1.3.

X Baire uzayinin bostan farkli her acik Y alt uzay1 bir Baire uzaydir.

ispat:
2.1.1. (iii) den, ayn1 zamanda X de de agik olan, bostan farkli ve actk UCY, X de
yetersiz olmayan bir ciimledir ve 1.3.8. den U, Y de yetersiz olmayan bir ciimledir. O

halde Y bir Baire uzaydir.

Bu teoremden su sonucu ¢ikarabiliriz. Baire uzayin her bir x noktasi icin, xi kapsayan

her bir N komsulugu bir Baire uzaydir. Diger yandan;

Teorem 2.1.4.
Eger X topolojik uzayinin her bir noktasi, Baire uzay olan bir komsuluga sahipse, X

Baire uzaydir.

Ispat:
A, X de bostan farkli keyfi bir acik ciimle olsun. A nin X de yetersiz olmadigini
gostermeliyiz. Kabul edelim ki A yetersiz olsun. Keyfi bir a€ A ve a nin Baire uzay

olan bir V komsulugunu secelim. ANV, yetersiz A climlesinin bir alt ciimlesi
oldugundan 1.3.9. (i ) den X de yetersizdir.

Fakat V acik ve ANV, V nin agik bir alt ciimlesi oldugundan 1.3.7.den ANV, V ye
gore yetersiz olur. Bu ise, V nin Baire uzay olmasiyla ¢gelisir. O halde A yetersiz

olmayan bir ctimledir.
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Teorem 2.1.5.

X Baire uzayinda herhangi bir yetersiz ctimlenin tiimleyeni bir Baire uzaydir.

ispat:
A, X de yetersiz bir ciimle olsun. O halde Y = A, 2.1.1. (iv) den X de yogundur. B,
Y ye gore yetersiz olsun. O halde 1.3.8. den B, X e gore yetersiz, 1.3.9. (i) den de
AUB, X e gore yetersizdir. X de

(AUB) =A“NB°=YNB° =Y \Bdr.
Bu ayni zamanda Y de B demektir ki, 2.1.1. (iv) den B, X de yogundur ve boylece
Y de yogundur. 2.1.1. (iv) den de Y bir Baire uzaydir.

Teorem 2.1.6.

Baire uzay olan, yogun bir alt uzayi iceren her uzay bir Baire uzaydir.

ispat:
Kabul edelim ki yogun, Baire alt uzay olan Y yi iceren X uzayi Baire uzay olmasin. O
halde X in bostan farkli, acik, yetersiz bir U alt ctimlesi vardir. Buradan, U NY, X in

bostan farkli, acik, yetersiz bir alt climlesi olur ki 1.3.8. den U NnY, Y de yetersizdir.

Bu ise, Y nin Baire uzay olmasiyla celisir. O halde X bir Baire uzaydir.

Teorem 2.1.7.
X topolojik uzayinda, Baire uzaylar olan agik alt uzaylarin herhangi bir ailesinin

birlesimi bir Baire uzaydir.

Ispat:

Y, X in acik, Baire alt uzaylarinin bir ailesi olsun. Kabul edelim ki UW Baire uzay
Wev

olmasin. O halde, UW ye gore agik, yetersiz bir V alt cimlesi vardir.
Wev

Ue ¢ olsun. U NV, UW ye gore agik, yetersiz bir alt ciimle olur. Ayn1 zamanda
Wed

U NV, 1.3.8. den U ye gore acik, yetersiz ciimledir. Bu ise, 2.1.1. (iii) den U nun bir

Baire uzay olmasiyla celisir.
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Teorem 2.1.8.
Bir topolojik uzayda Baire uzay olan alt uzaylarin sonlu sayidaki birlesimi bir Baire

uzaydir.

ispat:

Sonlu adetteki birlesim oldugundan iki Baire uzayin birlesiminin Baire uzay oldugunu
gostermek yeterlidir.

Y ve Z uzaylar birer Baire uzay ve X = Y UZ olsun. X \Y ve X\Z sirastyla Z ve Y
de agiktir ve 2.1.3. den her ikisi de birer Baire uzaydir.

2.1.7. den

V=(X\Y)U(X\Z)= X\(YNnZ)
olarak tanimlanan V, X in agik bir Baire alt uzayidir.

X\V, Baire uzay olan Y nin acik bir alt ctimlesi oldugundan, X\V, X in acik Baire alt
uzay! olur. Boylece VU (X\v) , X in yogun Baire alt uzayidir. 2.1.6. dan, yogun Baire

alt uzay iceren uzay, Baire uzay oldugundan X bir Baire uzaydir.

Teorem 2.1.9.
Herhangi bir X topolojik uzayi, acik (kapali) Baire uzay1 ve kapali (agik) yetersiz

climlenin birlesimi olarak yazilabilir.

ispat:

C, X in tiim agik, yetersiz alt climlelerinin birlesimi olsun. 1.3.10. Banach Kategori

Teoreminden C, X de yetersiz ve agiktir. O halde C*= B kapalidir. B nin bir Baire

uzay oldugunu gosterecegiz.

U, B nin bostan farkli, agik bir alt ciimlesi ve X de agik ve bostan farkli bir V climlesi

icin, U =B NV olsun. Gostermeliyiz ki U, B de yetersiz olmayan bir ctimledir. Farz

edelim ki U, B de yetersiz olsun. O halde U =B NV, X e gore yetersizdir. Burada V

yetersiz olsa V < C ve BNV =0 olurdu. Bu ise, bir ¢eligkidir. Ciinkii & #U=BnNV

dir. O halde V & C dir. Fakat V ayrik birlesim olarak yazilabildiginden,
V=(CnV)u(BnV) dir.
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(BNV), X de yetersiz ve (CNV), X de agik oldugundan (CNV) de X de

yetersizdir. Buradan V, X de yetersizdir. Bu ise, bir celiskidir. O halde U, B de yetersiz
olmayan bir ctimle ve B bir Baire uzaydir.
Simdi

X=CuC'uC’=CuC’ olur.
Fakat C acik oldugundan C*, X de hicbir yerde yogun olmayan ciimle ve C =C U C’
dir. C yetersiz ve C* hicbir yerde yogun olmayan ctimle ve 1.3.9. (iii) den yetersizdir.
Yetersiz ciimlelerin birlesimi yetersiz oldugundan C da X de yetersiz bir ciimledir.

Cc!= (C ¢ )0 = B? dir. Gostermek istiyoruz ki B” bir Baire uzaydir. B bir Baire uzay idi.

2.1.3 ten Baire uzayin bostan farkli, acik her alt uzayi bir Baire uzay oldugundan B bir
Baire uzaydir.

O halde, X , kapali Baire B ciimlesi ve agik, yetersiz C ctimlesinin birlesimi olarak ya

da acik, Baire B’ciimlesi ve kapall, yetersiz C ciimlesinin birlesimi olarak yazilabilir.

2.2. BAIRE UZAYLARININ G; CUMLELER KARAKTERI

Tanim 2.2.1.

Bir G; ciimlesi agik climlelerin bir dizisinin sayilabilir kesisimi olan bir ciimledir.

Tanmm 2.2.2.

Bir F_ ciimlesi kapal1 ciimlelerin bir dizisinin sayilabilir birlesimi olan bir ciimledir.

Dikkat edelim ki bir G4 climlenin tiimleyeni bir F_ climlesidir ve terside dogrudur.

Teorem 2.2.3.

Bir X topolojik uzayr bir Baire uzaydir ancak ve ancak X de ki her yetersiz Gy

climlesi, hi¢bir yerde yogun olmayan climledir.
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ispat:
(=) X bir Baire uzay ve A, X de yetersiz bir G s ciimlesi olsun. O halde A° bir F,

climlesidir. Yani Vne N icin F, ler kapali olmak lizere A= U F, dir.

neN

Su halde

ANA‘= U (Z N Fn) de aym1 zamanda bir F_ -ciimlesidir.

neN
() =(a) () = (3] (3]
dir ve A’ < A oldugundan A’ N A° = olup buradan
(ZF\AC )0 = (Z)o m(Z)c =Jolur.
Vne N igin (ZﬁFn)c(ZmA") oldugundan (Zmﬂ)o c(ZmA")o = elde

ederiz. O halde Vrne N i¢in (Z N Fn) hicbir yerde yogun olmayan ciimledir. Buradan

(A N Ac) yetersiz climledir. Fakat iki yetersiz ctimlenin birlesimi yetersiz oldugundan

A=Auv (Z N A") olup A yetersizdir. X bir Baire uzay oldugundan 2.1.1. (i1) den

(Z)U = dur. Yani A hi¢bir yerde yogun olmayan ctimledir.

(<) Simdi gostermemiz gerekir ki bir X uzayinda her yetersiz G s ciimlesi hicbir yerde

yogun olmayan climle iken X bir Baire uzaydir. Kabul edelim ki X bir Baire uzay
olmasin. O halde 2.1.1. (iii) den X in yetersiz olan bostan farkli bir U acik ciimlesi

vardir. Fakat 6zel olarak bostan farkl: her agik climle bir G; ciimlesidir. O halde,
hipotezimizden, U hicbir yerde yogun olmayan ciimle olacagindan (5)0 = olur.

Fakat U £ ve U c U dir. Buradan & = (U)o DU’ =U #O olup bu bir ¢eligkidir. O

halde bostan farkli hicbir U acik ciimlesi yetersiz olamaz. O halde X bir Baire uzaydir.

Sonuc 2.2.4.
Q, R de bir Gciimlesi degildir.
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ispat:
Dikkat edilirse @, her biri hicbir yerde yogun olmayan ctimleler olan tek nokta alt
ctimleleri (tek nokta ctimleleri kapali ve i¢i bostur) nin sayilabilir birlesimi oldugundan

yetersizdir. O halde eger Q, G, ciimlesi olsaydi 2.2.3. den R Baire uzayina gore Q

hicbir yerde yogun olmayan ciimle olurdu. Fakat Q=R ve (Q)o =R’=R =Y olup bu

bir ¢eliskidir.

Teorem 2.2.5.
Y, X Baire uzayimnin bir alt uzayi olsun. Y yetersizdir ancak ve ancak X \Y, X in

yogun bir G - alt climlesini igerir.

Ispat:

(=) Kabul edelim ki Y yetersiz olsun. Yani, {u ; }::1 dizisi Y = UU , olacak sekilde,
n=1
hicbir yerde yogun olmayan alt ciimlelerin bir dizisi olsun. X bir Baire uzay oldugundan

N(x\T,)eN(x\0,)= x\Ju, = x\¥

n=l1 n=l n=l1

2.1.1. (i) den (|(X\U,). X in yogun bir G- alt ciimlesi olur ki X \Y nin

n=1

icerisindedir. Ciinkii 1.2.4. den X \U_n, X de agik ve yogundur.

(<) Kabul edelimki U = ﬂU ,» X\Y nimn icerdigi X in yogun Gy - alt ciimlesi olsun.

n=1

Vne N i¢in X = U= (ﬂ UHJ - U_n dir. Buradan her bir U, ac¢ik ve yogundur. O

n=1
halde Vn i¢in 1.2.4. den X \U, hicbir yerde yogun olmayan ciimledir.
Simdi,

X\U=X \(ﬂUn] = UX \U, olup X de yetersizdir ve Y yi igerir. O halde 1.3.9. den

n=l1 n=1

Y yetersizdir.
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Sonug 2.2.6.

Bir Baire uzayin her yogun G, alt uzay: bir Baire uzaydir.

Ispat:
U, X Baire uzaymin yogun bir G alt uzay1 olsun. 2.2.5. den X\U, X de yetersizdir.
O halde 2.1.5. den U bir Baire uzaydir.

Simdi yukaridaki teorem 2.2.5. in yetersiz olmayan uzaylar sinifina genellestirilmesini

ispat edecegiz.

Teorem 2.2.7.

Yetersiz olmayan bir uzayin her yogun G, - alt climlesi yetersiz olmayandir.

Ispat:

X yetersiz olmayan bir uzay ve U = ﬂ U,, X inkeyfi, yogun G- alt climlesi olsun.

n=1

n=l1

Vne N i¢in, X = U= (ﬂ U nJ - U_n dir. Buradan her bir U, ag¢ik ve yogundur.
Boylece Vne N i¢in 1.2.4. den X \U, higbir yerde yogun olmayan ciimledir. Simdi

X\U = X\(ﬂUnj = UX \U, olup X de yetersizdir. X = U U(X \U ) oldugundan,

n=1 n=l

U yetersiz olsa X yetersiz olacaktir. Bu ise, hipotezimizle celisir. O halde U yetersiz

olmayan bir ciimledir.
2.3. YARI SUREKLI FONKSiYONLAR VE BAIRE UZAYLARI

Tanmm 2.3.1.

X topolojik uzay1 iizerinde reel degerli bir f fonksiyonu verilsin. Eger,
Vxe X ve re R ic¢in, f(x) > r (f(x) < r)iken,
Vx'e U icin f(x') > r (f(x') <r) olacak sekilde x noktasmin bir U komsulugu

mevcut ise, f fonksiyonuna alt (iist) yar siirekli fonksiyon denir.
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Yani;{ xe X ‘ f(x)> r} ciimlesinin X de acik olmasidir. Esdeger olarak,
Ve>0igin x'e U, iken
flx)> flx)- € (f(x') < f(x)+ &) olacak sekilde 3U . komsulugu

varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda alt (iist) yar siirekli fonksiyon denir.

Onerme 2.3.2.

X uzayi iizerinde, f reel degerli, yari siirekli bir fonksiyon ve D, f in siirekli olmadig:

X in tiim noktalarinin ciimlesi olsun. O halde D yetersizdir.

ispat:

f, alt yar siirekli fonksiyon olsun. Vre Q icin

G, ={ xe X ‘ f(x)> r} ciimlesini tanimlayalim.

Vre Q icin G, agik ve Er\ G, = G,’ kapali ve hicbir yerde yogun olmayan ciimledir.
D nin yetersiz oldugunu ispatlamak i¢in 1.3.6. (i) kullanmak yeterli olacaktir. Bunun
icin
Dc U{ (G,) | re @}

oldugunu gosterelim.
xeDolsun ve f fonksiyonu x noktasinda siirekli olmasin. O halde her U
komsulugu i¢in € > 0 sayis1 vardir dyle ki;

fle)e (flx)-e flx)+e)
olacak sekilde en az bir tane x'e U, mevcuttur. Fakat f, x noktasinda alt yan siirekli
oldugundan
Ve >0icin x'e U ' iken f (x')> f(x)—& olacak sekilde U .| mevcuttur.
€ = ¢' segelim. O halde herhangi bir U _ i¢in f (x')> f(x)+ €& olacak sekilde x'e U .
vardir.
Ozellikle herhangi bir U i¢in, U, NU " alirsak;
f(x)> f(x)+ e olacak sekilde x'e( U,NU ") vardir. Buradan Vre (f(x), f(x)+¢)

icin f(x')>r olacak sekilde x'e ( U .MU ") vardir. O halde U NG, bostan farklidir.
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Simdi; x, G,* mn bir i¢ noktasi degildir. f(x) < r dir. Bu yiizden xe G," dir.
O halde

xe U{(Gr)s|re @}

ve boylece D < U{ (G,) | re @} olur ki bu D nin yetersiz oldugunu gosterir.

Onerme 2.3.3.
Eger X uzayu, lizerinde yetersiz ise, X in herhangi bir noktasinda siirekli olmayan,

alttan (iistten) sinirhi yarn siirekli f fonksiyonu mevcuttur.

Ispat:

X yetersiz oldugundan; ne N icin X = U F, olacak sekilde, kapali, hi¢bir yerde

n=1

yogun olmayan F, ciimleleri mevcuttur.

Vxe X icin f(x) = inf { ne N| xeF, } seklinde tanimlayalim. Simdi, X in bostan
farkli her U agik alt climlesi i¢in U yu Orten sonlu sayida F, ciimleleri olmasin.

Vne N icin F, hicbir yerde yogun olmayan ciimle ve hicbir yerde yogun olmayan
climlelerin sonlu birlesimi hi¢bir yerde yogun olmayan ctimle oldugundan F, , acik bir
alt ctimle icermez. O halde F,, U lizerinde sinirli degildir.

xe X olsun. O halde xe F, ve f(x) =n dir. Buradan her U _ ig¢in, f(x')> n+M olacak
. . 1 , 1 1 . T
sekilde x'e U _ vardir. € =5 alirsak; f(x') & n—z,n+5 olur ki buradan f siirekli
degildir.
1 . 1 1
g = 1-— olarak tanimlayalim. f siirli olmadigindan — sinirli ve 1-— de sinirlidir.

O halde g fonksiyonu X de sinirlidir. Ayn1 zamanda f siirekli olmadigindan 1

stirekli degil ve 1—% stirekli degildir. O halde g, X in hi¢bir noktasinda siirekli

degildir.
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g nin alt yar siirekli oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in f in alt yar1 siirekli oldugunu

gostermek yeterlidir. Ciinkii ™' =% ters fonksiyonu yari siirekli fonksiyondur ve 1

sabit fonksiyonu yart siireklidir. O halde g = 1—% yart siirekli olacaktir.

Simdi; Vk =1, 2, ... i¢in
OFH ={ xeX‘f(x)Sk}
n=l

oldugundan bu ciimle kapal1 bir ciimledir. Buradan { xe X ‘ f(x)>k } aciktir ve 2.3.1.

den f alt yar siirekli fonksiyondur.

2.3.2. ve 2.3.3. 6nermelerinin bir sonucu olarak asagidaki ifadeyi verebiliriz.

Sonug 2.3.4.
Bir X uzay1 yetersiz olmayandir ancak ve ancak X {izerindeki her yar1 siirekli

fonksiyon, X in en az bir noktasinda siireklidir.

ispat:
(=) X yetersiz olmayan olsun. 2.3.2. den X {izerindeki her yar siirekli f fonksiyonu
icin, f in siirekli olmadigi tiim noktalarin ciimlesi yetersizdir. Buradan, eger f, X in

hicbir noktasinda siirekli degilse X yetersiz olacaktir. Bu ise, kabuliimiizle

celistiginden f en az bir noktada siirekli olmak zorundadir.

(<) Kabul edelimki X yetersiz olsun. 2.3.3. den X iizerinde, hicbir noktada siirekli

olmayan, sinirli, yar siirekli bir fonksiyon mevcuttur. Bu ise, hipotezimizle ¢elisir. O

halde X yetersiz olmayandir.

Teorem 2.3.5.

X uzay1 bir Baire uzaydir ancak ve ancak her yar siirekli (sinirli) f fonksiyonu i¢in

fin X {iizerinde siirekli oldugu tiim noktalar ciimlesi X de yogundur.
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ispat:

(=) Kabul edelim ki X bir Baire uzay olsun. O halde 2.3.4. den her yan siirekli
fonksiyon en az bir noktada siireklidir. Boylece herhangi bir yar siirekli fonksiyonun
stirekli oldugu noktalar ciimlesi bostan farklidir.

2.3.2. den herhangi bir yar siirekli fonksiyonun siireksiz oldugu noktalar ciimlesi
yetersizdir ve X Baire uzay oldugundan 2.1.1. (iv) den bu yetersiz ciimlenin tiimleyeni

(fonksiyonun siirekli oldugu noktalar ciimlesi) X de yogundur.

(<:) Kabul edelim ki X bir Baire uzay olmasin. O halde 2.1.1. den X in yetersiz,

bostan farkl bir U agik alt climlesi vardir. 2.3.3. den bu U ciimlesi iizerinde, higbir

noktada siirekli olmayan sinirli, yar siirekli bir f fonksiyonu vardir.

U acik oldugundan U da kisitlamas1 f olacak sekilde, X {izerinde sinirli, yart siirekli bir
g fonksiyonu mevcuttur.

Simdi; X iizerindeki g fonksiyonu, X in bostan farkli acik alt ciimlesinin hi¢bir
noktasinda siirekli degildir. Bu ise, g nin siirekli oldugu noktalar ciimlesinin X de

yogun olmastyla celisir. Bu ylizden X bir Baire uzay olmak zorundadir.

Teorem 2.3.6

X uzayi bir Baire uzaydir ancak ve ancak Vxe X i¢in { f(x) | fecC } istten sinirh

olacak sekilde, X {iizerinde, alt yar1 siirekli fonksiyonlarin bir ailesi C olmak iizere, X
in bostan farkli her U acik alt ciimlesi icin ye V ve f e C iken, f(y)<k olacak

sekilde k pozitif tamsayisi ve U nun bostan farkli bir V agik alt ciimlesi vardir.

Ispat:

(=)VneNigin F,={xeU| f(x)<n,VfeC} olsun. M, { f(x)| f e C} igin bir
sinir ise, herhangi bir n > M _ i¢in F, # & dur. Simdi; her F,, U nun kapal1 bir alt
ciimlesidir. X uzay1 Baire uzay oldugundan U yetersiz olamaz. Buradan bir k€ Z*

icin F, = F, ve (F,)" #@ olurki (F, )’ =V alirsak U nun bostan farkli V acik alt

climlesinin varligini ispat etmis oluruz.
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(<) Kabul edelim ki X bir Baire uzay olmasim. O halde yetersiz olan bir U a¢ig1

mevcuttur. Bu U ag¢igini, X in hi¢bir yerde yogun olmayan alt ctimlelerinin sayilabilir

birlesimi olarak tanimlayalim. U = UWn olsun.

n=1

Vxe U igin f(x)=inf { ne N| xe W, } olarak tanimlansin. O halde, U nun bostan
farkli, acik V alt climlesi i¢in, her bir W, hicbir yerde yogun olmayan ciimle
oldugundan, sup{ f (x)| xe V }=cc olacak sekilde, U iizerinde tanimli f fonksiyonu

alt yari siirekli fonksiyondur. Ciinkii U, sonlu sayida W, ler ile ortiilemeyen agik bir
climledir. U, X de acik oldugundan, f, X iizerinde alt yar siirekli fonksiyonlara

genisletilebilir.

Her bir Baire uzay yetersiz olmayan oldugundan 2.3.6. ya benzer sonug yetersiz

olmayan uzaylar icin de verilebilir.
2.4. BAIRE UZAYLARININ SUZGEC KARAKTERI

Tanim 2.4.1.

X bos olmayan bir ciimle ve P(X)={ A|AcX}, X in kuvvet ciimlesini gostersin.

F, P(X)in bir alt simif1 agagidaki ti¢ kosulu sagliyorsa X iizerinde bir (6z) siizgectir.
f1) Qe Fdur.

f2) VA, Be F i¢gin AnBe F dur.

f3)VAe F ve AC B ise, Be F dur.

(f1) ve (f2) aksiyomundan F siizgecine ait sonlu sayida kiimelerin kesisiminin bos

olamayacagi ve (f3) aksiyomundan F siizgecine ait herhangi sayida kiimelerin

birlesiminin F siizgecine ait oldugu anlagilir. Ayrica (f1) aksiyomundan P(X)
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kiimesinin kendisi bir siizge¢ degildir. (f3) aksiyomu ise, siizgeclerin artan bir yapida

oldugunu gosterir.

Tamm 2.4.2.
X+, fcP(X) olsun. S asagidaki sartlart sagliyor ise, S ya X iizerinde bir

slizge¢ baz1 denir.
i) De
i) VB,, B,€ f i¢in 3B, € S vardir 6yleki B, c B, N B, dir.

X tizerindeki F siizgecinin £ alt ciimlesi, F nin bir bazidir ancak ve ancak F in her

eleman1 S nin bir elemanini igerir.

Tanmm 2.4.3.

F, (X,7) topolojik uzayinda bir siizge¢ ve A < X olsun. Bir xe A noktasi, F
slizgecinin her elemaninin kapanisina ait ise, F siizgecinin y18ilma noktasidir. Yani;
N_, x in keyfi bir komsulugu ve F bir siizge¢ olmak iizere,

x , F de bir y1g1lma noktasidir ancak ve ancak VU € N, ve VBe F icin UNB#J

dur.

Tamm 2.4.4.
Bir X topolojik uzayinin bir ortiisiine, her xe€ X noktasi, bu noktay1 6rten elemanlarin

sadece sonlu sayidakilerine aitse sonlu nokta olarak adlandirilir.

Tamm 2.4.5.
Bir X uzayinin alt climlelerinin ailesine, eger Vxe X noktasi, X uzayinin alt
climlelerinin ailesinin sonlu sayida elemanlariyla kesisen bir komsuluga sahipse yerel

sonludur denir.

Teorem 2.4.6.
X topolojik uzayinda asagidaki ifadeler denktir.
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1) X bir Baire uzaydir.

ii) X in her sonlu nokta acik ortiisii, noktalarin yogun ciimlesinde yerel
sonludur.

1i1) X 1in her sayilabilir sonlu nokta agik ortiisii, noktalarin yogun bir

ciimlesinde yerel sonludur.

Ispat:
()= (ii) Kabul edelim ki X bir Baire uzay ve X in sonlu nokta agik ortiisii ¢ olsun.

Vxe X icin f(x) fonksiyonunu x iigeren, 2% nin biitiin elemanlarim kapsayan

climlelerin kardinali olarak alalim.
{ xe X ‘f(x)>a}=U{ﬂ{Ce z9|xeC}‘ f(x)>a}
cliimlesinde Vae R i¢in f alt yar: siirekli fonksiyondur ( 2.3.1.).

p, f insiirekli oldugu bir nokta olsun. O halde p yiiceren bir V a¢ig1 vardir 6yle ki
C . 1 1 . C o
f in siirekliliginden | f(p)— > f(p)+ 5 araligi f(V) yi igerir. Boylece

U= { ﬂ{ Ce? | pe v }} x in p yiigeren acik bir alt ciimlesi olur.

Simdi U c V oldugundan, p yiigermeyen ¢} nin herhangi bir eleman: U ile
kesisemez. Bu yiizden U sadece p yiigeren ¢} nin elemanlariyla kesisir ( ki bunlar ¢
sonlu nokta ortiisii oldugundan sonlu adettedir). O halde ¢ p noktasinda yerel

sonludur.

Fakat 2.3.5. den f in siirekli oldugu noktalar ciimlesi X de yogundur. O halde ¢

noktalarin yogun bir ciimlesinde yerel sonludur.

(i1))=(iii) X in herhangi bir sayilabilir ortiisii, X in bir Ortiisii oldugundan (ii) = (iii)

oldugu aciktir.
(ii1))= (i) Kabul edelim ki X Baire uzay olmasin. O halde 2.1.1. den X in yetersiz olan
bir U ac1g1 mevcuttur. Bu U ag¢1gini higbir yerde yogun olmayan ciimlelerin sayilabilir

birlesimi olarak tamimlayalim. U = UAW olsun.

n=1
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VneNigin U, =U\ UE olsun.

m=1

Tiim A, ler hi¢bir yerde yogun olmayan ciimleler oldugundan, U yu iceren X in

herhangi bir acik alt ctimlesi, her bir U, ile kesismek zorundadir. Bu yiizden

{X,U,,U,, ... } X in sayilabilir sonlu nokta agik ortiistidiir ki bu UU . in herhangi

n=1
bir noktasinda, tanim 2.4.5. den yerel sonlu degildir. Buradan kabuliimiizle celisiriz. O

halde X bir Baire uzaydir.
Bu son teorem yetersiz olmayan climleler i¢in verilen asagidaki teoreme denktir.

Teorem 2.4.7.
Bir X uzayi icin asagidaki ifadeler denktir.

1) X yetersiz olmayandir.
ii) X in her sonlu nokta acik ortiisii, herhangi bir yerde yerel sonludur.
i) X in her sayilabilir adette sonlu nokta agik ortiisii, herhangi bir yerde yerel
sonludur.
Tanim 2.4.8.

Asagidaki sart1 saglayan bir (X,7) topolojik uzayma regiiler uzay denir.
K kapali bir climle ve x¢ K ise, K € G ve xe€ H olacak sekilde G ve H ayrik agik

cumleleri vardir.

Teorem 2.4.9.
Eger X uzayi regiiler uzay ise, asagida verilen ifadeler denktir.
1) X bir Baire uzaydir.
ii) X iizerindeki her sonlu nokta, acik f siizge¢ bazi, U # nin noktalarinin
yogun ciimlesinde yerel sonludur.
i) X iizerindeki her sayilabilir, sonlu nokta, regiiler agik f siizgeg bazi, U £
nin noktalarinin yogun ciimlesinde yerel sonludur.

iv) U B nin higbir noktasinda yerel sonlu olmayan, her sayilabilir, sonlu nokta,

regiiler acik S siizge¢ bazi bir y1gilma noktasina sahiptir.
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ispat:
()= (i1) Bir Baire uzayin acik alt uzay1 bir Baire uzay oldugundan, Baire uzay iizerinde

acik S siizgeg bazi igin U £ bir Baire uzaydir. Bu yiizden 2.4.6. dan U f Baire uzay

ise, noktalarin yogun ciimlesinde yerel sonludur.
(i) = (ii1) 2.4.6. dan aciktir.
(ii1)) = (iv) aciktir.

(iv)= (i) Kabul edelim ki X bir Baire uzay olmasin. O halde 2.1.1 den X in bostan
farkli bir U ac1g1 yetersizdir. Bu yiizden U lightly kompakt degildir. Yani; X in acik

climlelerinin her yerel sonlu koleksiyonu sonlu degildir.

{v,} _, sayilabilir sonsuz, U nun bostan farkl: alt ciimlelerinin yerel sonlu koleksiyonu

olsun. O halde her bir V,, X de yetersizdir.
vneNigin{V,, }, V, = UVm ve V , = & olacak sekilde X in hicbir yerde yogun
m=1

olmayan alt cimlelerinin bir dizisi olsun.

Simdi Vne N icin W, , =V olacak sekilde X in bostan farkli alt ciimlelerinin bir

n.m-1

w, .} dizisi vardir ve her m igin (W ) cW,, dir.

Vn,m icin

tanimlayalim. F ={ U

n=>1, mZO}olsun.

n.m

O halde F, U F in hi¢cbir noktasinda yerel sonlu olmayan ve yigilma noktas1 olmayan;

sayilabilir, sonlu nokta, regiiler acik siizge¢ bazidir. Bu ise, hipotezimizle celisir.



3. BOLUM
KATEGORI TEOREMLERI

3..TEMEL KAVRAMLAR VE ON HAZIRLIK

Bu boliimde, boliimiin daha iyi anlasilabilmesi i¢in gerekli olan, analizin farkl

dallarindaki sonuglar ve tamimlar ifade edildi.

Tamm 3.1.1.

X bir ciimle, K bir cisim olsun.

+: XXX =X S KxX 5 X

iki fonksiyon olmak iizere asagidaki kosullar saglanirsa ( X , K ,+, .) dortliisiine bir
vektor uzay1 ya da lineer uzay denir.

L1) Vx, y, ze X icin (x+ y)+z=x+(y+ z)

L2) Vx,ye X i¢in x+y=y+x

L3) 30e X,Vxe X i¢cin 0+ x=x+0=x

L4) Vxe X,3—xe X icin x+(-x)=(-x)+x=0
LS) Vae K,Vx,ye X i¢in a(x+ y)=ax+ay

L6) Va, be K, Vxe X icin (a+b)x=ax+bx

L7) Va, be K, Vxe X icin a(bx)=(ab)x

L8) Vxe X icin l.x=x

Fonksiyonel analizde, cisim genelde R ve C dir. Eger cisim R ise, X vektor uzayi,
reel vektor uzayi, eger cisim C ise, X vektor uzayi, kompleks vektor uzayi olarak

adlandirilir.
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Tanim 3.1.2.

A, R cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Her bir xe A elemanin1 bir || X || eR

elemanina esleyen ve asagidaki sartlar1 saglayan

R

fonksiyonuna bir norm ve ( A, . ||) ikilisine de bir normlu uzay denir.

NI: ||x||20 ve ||x||:0d1rancakve ancak x=46 dir.
N2: x,ye A icin ||x+y||£||x||+||y||
N3: ae R ve xe A icin ||ax||=|a|.||x||

Burada x, y birer vektor ve a bir skalerdir.

Tanimm 3.1.3.
X bir vektor uzayi ve d bir fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan
d:XxX >R

fonksiyonuna X iizerinde bir psedometrik ve (X,d) ikilisine psedometrik vektor uzayi
denir.

i) Vx, ye X icin d(x,y)>0 ve d(x,x)=0

ii) Vx, ye X icin d(x, y)=d(y,x)

iii)  Vx,y,ze X i¢in d(x,z)<d(x,y)+d(y.2)
X vektor uzayi iizerindeki psedometrik sartlariyla birlikte

iv) d(x,y)=0 iken x=1y
sartin1 da sagliyorsa metrik vektor uzayi olarak adlandirilir.
Psedometrik (metrik) sabittir (invaryanttir) ancak ve ancak Vx, y, z icin
d(x+z, y+z)=d(x,y) dir.
x ve yarasindaki uzaklik d(x,y)= || xX—y || seklinde oldugunda her normlu uzay bir

metrik uzay olarak diisiiniilebilir.

Tanimm 3.1.4.
N bir normlu lineer uzay olsun. Eger N, norm metrigine gore tam ise, N ye bir Banach

uzay1 denir. Yani bir Banach uzayi1 tam ve normlu uzaydir.
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Tanmm 3.1.5.

X bir vektor uzay1 ve Y < X olsun. Vx,ye Y ve 0<a <1 i¢in

(a.x+(1—a).y)e Y oluyorsa Y ye konvekstir denir.

VcX,VxeV ve ae K igin |a | < liken a.xeV oluyorsa V ye dengelidir denir.

Eger Y < X dengeli ve konveks ise, ¥ mutlak konveks ya da disk olarak adlandirilir.

Tamm 3.1.6.
(X,7) bir topolojik uzay ve ¥ < X olsun. Eger ¥ ciimlesinin her acik ortiisiiniin sonlu

bir alt Ortiisii varsa Y ye bir kompakt ctimle denir.
A, X in agik alt ciimlelerinin bir sinifi olsun. Eger 7 deki her bir G agik climlesi A nin

bir alt sinifi lizerinden birlesim olarak yazilabiliyorsa yani, A nin bir A, alt sinifi i¢in

G= U Ajk ise, A sinifina 7 i¢in bir baz denir.
A eAeA

xe X vexin acgik komsuluklarinin simift B olsun. xin her G acik komsulugu icin

B ¢ G olacak sekilde Be B, varsa B, smifina x noktasinda bir yerel baz denir.

Tanimm 3.1.7.
Vektor uzayr aksiyomlar1 7 da siirekli olacak sekilde 7, X vektor uzayi tizerinde bir
topoloji olsun. O halde 7, X iizerinde bir vektor topoloji ve (X, 7) topolojik vektor

uzayidir.
Vektor uzayi iizerindeki toplama isleminin siirekli olmas1 demek

i XxX—>X

(e, y)=>x+y
Seklinde tanimlanan f fonksiyonunun siirekli olmas1 demektir (burada X X X
tizerindeki topoloji carpim topolojisidir).
Eger x,ye X ve U, x+ y nin bir komsulugu ise, U, + U, c U olacak sekilde xin
U,, U, komsuluklart mevcuttur. y i¢in de benzer durum gecerlidir.
Benzer sekilde skaler carpimin siirekli olmas1 demek

g  KxX—->X

(a,x) > ax
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seklinde tanimlanan g fonksiyonunun siirekli olmasi demektir.

Egerxe X, a, f€ K ve a.x in bir U komsulugu varsa bu takdirde xin herhangi bir

V komsulugu ve r>0 icin | B-« |<r iken BV c U elde edilir.

Not 3.1.8.

Vae X icin

T, (x) =a+x, x€ X, Xin X uizerinde bir homeomorfizmidir.

Sifirdan farkli her ¢ skaleri i¢in

S, (x) =a.x, xe€ X, X in X uzerinde bir homeomorfizmidir. X in her Y vektor alt
uzayi, alt uzay topolojisi ile birlikte bir topolojik vektor uzayidir. Buradan Y ye

X topolojik vektor uzayinin bir alt uzay: denir. Yani topolojik vektor uzay: olma

ozelligi kalitsaldir.

Tanimm 3.1.9.
X bir topolojik vektor uzay1 olsun. X topolojik vektdr uzaymin bir Y ciimlesine, her

t>s icin Y < tV olacak sekildeki 0’ in her V komsuluguna bir s> 0 sayis1 karsilik
geliyorsa sinirlidir denir.

Tim |a | <r i¢in a.xe Y olacak sekildeki Vxe X i¢in r pozitif sayis1 mevcutsa

Y c X alt cimlesine emici (absorbent) denir.
X in bir S alt ciimlesi simetriktir ancak ve ancak S =-S dir.

(X,7) bir topolojik uzay, ¥ < X x X bir denklik bagntis1 ve
X/Y= { x4+ y| xe X } boliim ciimlesi olsun. Genelde p: X — X /Y bolim

fonksiyonuna gore X /Y {lizerindeki bitis topolojisi bir boliim topolojisi ve bu topoloji

ile birlikte X /Y boliim uzay1 olarak bilinir. Burada p fonksiyonu siirekli ve ortendir.

Not 3.1.10.

(X,7) bir topolojik uzay, ¥ bostan farkli bir ciimle ve f:X — Y &rten bir fonksiyon
olmak iizere bir G Y alt climlesi boliim topolojisine gore aciktir ancak ve ancak

f7(G) ciimlesi X de aciktir. Buna denk olarak ¥ de bir K ciimlesi béliim topolojisine

gore kapalidir ancak ve ancak f~' (K) ciimlesi X de kapalidir.
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Onerme 3.1.11.
(X,7) topolojik vektor uzay1 ve ¥ € X olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

1) 0, her dengeli veya emici (absorbent) climleye aittir.

i1) 0 1n tiim komgsuluklar: dengeli ve emicidir.

ii1) Y smirhidir ancak ve ancak Y, 0 1n her komsulugu tarafindan absorbe edilir.
iv) Y konveks ise, Y de konvekstir.

V) Y dengeli ise, Y’ de dengelidir.

vi) X bir topolojik vektor uzayidir.
vii)  Boliim fonksiyonu acik, lineer, siirekli ve X /Y boliim uzayr Hausdorff

uzaydir ancak ve ancak Y kapalidir.

Her bir 7 topolojik vektor uzayi herhangi bir yerel baz tarafindan olusturulabilir. Bu
yiizden her zaman 0 noktasinda bir yerel bazi goz 6niine alacagiz. Bir topolojik vektor

uzayinin bir yerel bazi, 0 1in bir komsulugu £ nin bir elemanini ihtiva edecek sekilde 0

i komsuluklarinin bir B koleksiyonudur.

Simdi X i herhangi bir vektor uzayi ve tiim emici olan disklerin siizge¢ bazin1 da f ile
gosterelim. Bu takdirde B yerel konveks topoloji ([35], sayfa 78) iiretir ki buna en ince

yerel konveks topoloji denir ve 7. ile gosterilir.

Tanim 3.1.12.

X ve Y birer topolojik vektor uzayi olsunlar. Bir f: X — Y fonksiyonu lineerdir
ancak ve ancak tim x, ye X ve @, e K i¢in f(ax+pf.y)=a.f(x)+p.f(y) dir

X den Y ye tiim lineer fonksiyonlar ciimlesi L(X, Y) ile gosterilir.

Eger Y de ki 0 in her V komsuluguna X de O 1n bir U komsulugu mevcut ve karsilik
gelecek ki bu da tiim f € F icin f(U)cV sartim sagliyorsa bostan farkli F < L(X,Y)

alt ciimlesine denk siireklidir denir.
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Teorem 3.1.13.
F c L(X,Y) olsun. O halde

)

i)

iif)

Eger F denk siirekli ise, F, smirli her ciimle tizerinde diizgiin sinirhdir ki

bu da sinirli climleler iizerinde diizgiin yakinsakligin topolojisine gore sinirli
olan F e denktir.

F, Ac X altcimlesi tizerinde noktasal sinirlidir ancak ve ancak Vxe X

ve Vf e F i¢in f(x) in smirli olmasidir. f(x) in smirl olmast igin gerek ve
yeter sart Y de O 1n her V komsulugu icin N{ f(x)| f € F }ciimlesinin A

nin her noktasini absorbe etmesidir.

Bir A ciimlesi lizerinde f diizgiin siireklidir ancak ve ancak Y de O in her

V komsulugu i¢in ﬂ £71(V) ciimlesi A y1 absorbe etmesidir.

feF
Iki vektor arasinda taniml bir lineer fonksiyon siireklidir ancak ve ancak

fonksiyon sinirhidir.

Tanim 3.1.14.

(X, 7) topolojik vektor uzay olsun. Bu takdirde

1) Eger elemanlar1 konveks olan bir f# yerel bazi varsa X yerel konvekstir.

ii) Eger 0 1n sinirh bir komsulugu varsa X yerel sinirhidir.

i) Eger 0 1n kapanis1 kompakt olan bir komsulugu varsa X yerel kompakttir.

v) Eger 7, d metrigi ile bagdasabilen ise, X metriklenebilirdir.

V) Eger 7 ile bagdasabilen bir norm tarafindan iiretilen metrik olacak
sekilde X iizerinde bir norm varsa X normlanabilirdir.

vi) Eger X in her kapali ve sinirh alt cimlesi kompakt ise, X Heine-Borel
ozelligine sahiptir.

vii)  Eger X iizerinde tam, sabit bir metrik tarafindan iiretilmis bir 7 topolojisi
varsa X bir F-uzayidir.

viii) Eger X uzayi bir yerel konveks F-uzayi ise, X bir Frechet uzayidir.

Onerme 3.1.15.

(X, 7) topolojik vektor uzayi olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

)

Eger X yerel sinirliise, X sayilabilir yerel bir baza sahiptir.
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ii) X metriklenebilirdir ancak ve ancak X sayilabilir yerel bir baza sahiptir.
i) X psedometriklenebilirdir ancak ve ancak X sayilabilir yerel bir baza
sahiptir.

1v) Eger X psedometriklenebilir ise, O 1n her bir diski dengeli ve d sabit olacak
sekilde X icin bir d psedometrigi vardir ki bunun X {izerindeki topolojisi d
sabit ve 0 1n her bir diski dengeli olacak sekilde bir topolojidir.

V) X normlanabilirdir ancak ve ancak X yerel konveks ve yerel sinirlidir.

vi) 0 1n her U komsulugu V +V c U olacak sekilde O 1n bir V' komsulugunu
icerir.

vii) 0 1n her komsulugu, 0 1n dengeli bir komsulugunu igerir.

viii)) 0 1n her konveks komsulugu, O 1n dengeli, konveks bir komsulugunu igerir.

ix) X in her sonlu boyutlu alt uzay1 kapalidir.

X) X regiiler topolojik uzaydir (hatta X in Hausdorff uzay oldugunu

varsayalim). Yani U <V olacak sekilde 0 1n herhangi bir V komsulugu icin
0 1n bir U komsulugu vardir.

xi) X bir Hausdorff uzaydir ancak ve ancak O 1n tiim komsuluklarinin kesisimi
{0} dur.

xii) X bir Hausdorff uzaydir ancak ve ancak X bir 7, uzaydir ancak ve ancak
Vxe X igin {x} ciimleleri kapalidir.

xiii) 0 1n her komsulugu, O 1n simetrik bir V komsulugunu icerir.
3.2. BAIRE UZAY OLAN TOPOLOJIK VEKTOR UZAYLARI

Onerme 3.2.1.
X topolojik vektor uzaymin bir Y alt uzayr ya yogun ya da higbir yerde yogun
olmayandir. Sonug¢ olarak yetersiz olmayan bir X uzaymnin her alt uzayr X de

yogundur.

Ispat:

Kabul edelim ki Y hi¢bir yerde yogun olmayan alt uzay olmasin. Yani (?)0 #J olsun.

O halde 0, Y nin bir i¢ noktasidir. Bu i¢ noktanin, & #U cY c X olacak sekilde bir



52

U acik komsulugu mevcuttur. Buradan Y, 0 mn bir komsulugudur ve bu yiizden
emicidir.

Ayn1 zamanda 3.1.11. (vi) den Y bir vektor uzaydir. O halde Y #U c Y c X olacak
sekilde O 1n bir U agik komsulugu vardir. Boylece bir xe U i¢in U — x 0 1n bir

komsulugu ve U —x Y ve buradan U n(U—-x)CY d.

neN

Fakat U — x emici oldugundan U n(U—-x) = X dir. O halde X CY dir. O halde Y,

neN

X de yogundur.

Teorem 3.2.2.

X topolojik vektor uzayi bir Baire uzaydir ancak ve ancak X yetersiz olmayandir.

Ispat:
(=) 1.1. boliimde, bir topolojik uzayda, bir Baire uzayin yetersiz olmayan oldugunu

gostermistik. Her topolojik vektor uzay1 bir topolojik uzay oldugundan, X topolojik

vektor uzay: bir Baire uzaydir.

(<) Kabul edelim X bir Baire uzay olmasin. O halde X, yetersiz, acik U alt
climlesini icermelidir. U yu 0 1n bir komsulugu farz edelim. 3.1.11. (ii) den U emicidir

ve ayni zamanda X = U nU de yetersizdir. Bu ise, X in yetersiz olmayan olmasiyla
neN

celisir. O halde X bir Baire uzaydir.

Lemma 3.2.3.

A, B ciimleleri X topolojik uzayin birer alt ciimlesi olsunlar. Eger B kapali ve

A’ =@ ise, (AUB) =B’ dir.

Ispat:
Kabul edelim ki xe (AUB)’ ve Gc(AUB) olacak sekilde G, xin bir agik

komsulugu olsun. G < (A U B) oldugundan G N B c A dir. Bu GNB° =& olmasi
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saglar. Yani G c B dir. O halde xe B°dir. O halde (AU B)’ < B° dir. Herhangi A ve

B ciimleleri i¢in her zaman B° < (AU B)” oldugundan (AU B)" =B’ dir.

Teorem 3.2.4.

Bir X topolojik vektor uzay: bir Baire uzaydir ancak ve ancak X = U nU olacak
neN

sekilde X in hicbir yerde yogun olmayan U alt climleleri yoktur.

Ispat:
(=) Eger X bir Baire uzaysa, X = U nU olacak sekilde hicbir yerde yogun olmayan

neN

U ciimlesi mevcut degildir. Mevcut olsaydr X yetersiz olurdu.

(<) Kabul edelim ki X bir Baire uzay olmasimn. Bu durumda 3.2.2. den X yetersizdir.

O halde X =| JU olacak sekilde {U,} _ higbir yerde yogun olmayan ciimlelerin bir

neN

dizisi mevcuttur. Tiim U, ler bos olamayacagindan X iizerindeki topoloji indiskre

olamaz.

3.1.15. (viii) den W, 0 1n dengeli komsulugu olsun ve V +V c W olacak sekilde, O in

kapali dengeli V komsulugunu secelim.

Dikkat edelim ki V :Vr\(U Ung UWvnu,) dir.

neN neN

U=J(n"(VvnU,)) olarak tanimlayalim.

neN

Teoremi ispatlamak i¢in, X = U nU olacak sekildeki U ciimlesinin hicbir yerde yogun

neN

olmadigini gostermeliyiz.

Dikkat edilirse herhangi bir ne N i¢in (VNU,)cnU dir.

Bu nedenle herhangi bir k€ N icin;

kV =k {U(VnUﬂ)} ck {UnU}CUnUdlr.

neN neN neN
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V emici oldugundan yani U kV =X oldugundan X = U nU dir.

keN neN

Kabul edelim ki U higbir yerde yogun olmayan ciimle olmasin. O halde bir
ye (U)o vardir. N U olacak sekilde N, y nin agikbir komsulugu olsun. Dikkat edelim

ki herhangi bir ke N icin

U= (Uk n(VAU, )Ju[uk n(VAU, )j dir.

Simdi U n' (VU . ) hicbir yerde yogun olmayandir (bostan farkli cisim elemani ve

n<k
homeomorfizmlerin ¢carpimi hi¢bir yerde yogun olmayan ciimleleri korudugundan).

O halde,

(Un_l \% mUn)jo =

n<k

dir. Boylece Lemma 3.2.3. den herhangi ke N icinNc U < (U n(VnuU, )] dir.

n=k

V' dengeli oldugundan tiim & ler icin

Un'(vnu,)ckv

nk

dir. x¢ W ve y* dxe N olacak sekilde d >0 secelim. Buradan tiim & ler icin
2dx=(y+ dx) - ( y— dx) € N-N ck’'V+k™'V ck™'W dur.
k y1 k™' <2d olacak sekilde secersek W dengeli oldugundan

xz(%kdj(dex)eW

olur. Buradan 2dx¢ k~'W olur ki bu bir celiskidir.
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Teorem 3.2.5.

X bir topolojik vektor uzayr olsun. Eger X bir Baire uzay ve alt uzaylarin sayilabilir

{U,} _, ailesi tarafindan ortiiliiyorsa U, bir Baire uzaydir ve X de yogun olacak

sekilde belli bir pe N mevcuttur.

ispat:
X bir Baire uzay oldugundan U,, X de yetersiz olmayan olacak sekilde p pozitif

tamsayist mevcuttur. Buradan U, hi¢bir yerde yogun olmayan ciimle degildir ve kendi
i¢inde yetersiz olmayandir. O halde 3.2.1. ve 3.2.2. den U,, X de yogundur ve bir

Baire uzaydir.

Teorem 3.2.6 (Baire Teoremi).
Eger (X,d) psedometrik uzay ve A, X in ici bostan farkli tam alt ciimlesi ise, A, X

de yetersiz olmayandir.

ispat:
Kabul edelim ki A yetersiz olsun. O halde A, hi¢bir yerde yogun olmayan ciimlelerin

sayilabilir adetteki birlesimidir. F, ler hi¢bir yerde yogun olmayan ciimleler olmak

lizere A= U F, dir. n=1 i¢in F| hi¢cbir yerde yogun olmayan ciimle oldugundan (fl)c

neN

X de yogundur. A° agik ciimlesiyle kesistirirsek; A’ m(fl)c = A"\(fl) acik climlesi
bostan farkli olur. O halde V, c (A" \E) olacak sekilde en fazla 1 yarigcapli V|, kapal

diski vardir. Buradan V, c((Vn_l)O\Fn) olacak sekilde yarigapt en fazla 2" olan
kapali bir V diski secilebilir. A tam oldugundan, V, cilimlelerinin kesisimi bostan
farklidir ve bu kesisimin bir noktasi, A min bir elemamidir ki bu da hi¢gbir F, e ait

degildir. Buise, A= U F, olmasiyla ¢elisir. O halde A, X de yetersiz olmayandir.

neN
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3.3. BAIRE KATEGORI TEOREMIi

Tanim 3.3.1.
Bir X uzayi, eger bostan farkli her kapali alt uzay1 kendi i¢inde yetersiz olmayan ise,
tiimiiyle yetersiz olmayan (totally nonmeager or Baire space in the strong sense) olarak

adlandirilir.

Onerme 3.3.2.
Bir X uzay: tiimiiyle yetersiz olmayandir ancak ve ancak bostan farkli her kapali alt

uzay1 bir Baire uzaydir.

Ispat:
(=) Kabul edelim ki X uzay: tiimiiyle yetersiz olmayan olsun. O halde X in bostan
farkli her kapali alt uzay1 yetersiz olmayandir. F, X in bostan farkli kapali bir alt uzayi

ve U, F in bostan farkli acik alt uzayi olsun. O halde F in bostan farkli her kapali alt

climlesi X de kapali oldugundan F tiimiiyle yetersiz olmayandir. Bu yiizden (U F)

kendi i¢inde yetersiz olmayandir. Simdi U, (U_F) nin yogun acik alt ciimlesidir ve 2.2.5.

dan yetersiz olmayan bir uzayin her yogun alt ciimlesi yetersiz olmayan oldugundan U
yetersiz olmayandir. U agig1 keyfi, bostan farkli, yetersiz olmayan oldugundan F bir

Baire uzaydir.

(<) Kabul edelim ki X in bostan farkl: her kapali alt uzay: bir Baire uzay olsun. Her

Baire uzay yetersiz olmayan oldugundan X in bostan farkli her kapali alt uzay: yetersiz

olmayan olur. O halde 3.3.1. den X tiimiiyle yetersiz olmayandir.

Onerme 3.3.3.

Tiimiiyle yetersiz olmayan bir uzayin her G; alt uzay: tiimiiyle yetersiz olmayandir.

ispat:

X tiimilyle yetersiz olmayan bir uzay, G bostan farkli X in bir G; alt uzay1 ve F, G

nin bostan farkli kapali bir alt ciimlesi olsun. Bu durumda FcG ve F cF
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oldugundan F =GANF dir. Buradan F, F Baire uzayinin yogun bir G, alt ciimlesi

olur. O halde 2.2.6. dan F bir Baire uzaydir ve 3.3.2. den G tiimiiyle yetersiz

olmayandir.

Yerel kompakt Hausdorff uzaylar ve tam metriklenebilir uzaylar topolojik uzaylarin iki
onemli smifidir ki bunlar Baire uzaylar i¢inde sik kullanilirlar. Simdi bunlar icin iki
farkli ispat verecegiz. Tam metrik uzaylarin Baire uzaylar oldugunu soyleyen klasik

teorem Baire Kategori Teoremi olarak bilinir.

Tanmm 3.3.4.

Bir (X,7) topolojik uzay1 yerel kompakttir ancak ve ancak xin her U . acik komsulugu

icin xe (V)" ve V. cU, olacak sekilde V, kompakt ciimlesi mevcuttur. Boylesi V,

ctimleleri, xin kompakt komsuluklar1 olarak adlandirilir.

Temel gercek sudur ki bir X Hausdorff uzay1 yerel kompakttir ancak ve ancak X in her

noktas1 bir kompakt komsuluga sahiptir ( [34], sayfa 130).

Teorem 3.3.5 (Baire Kategori Teoremi).
Eger X
1) bir tam metrik uzay ya da
i1) bir yerel kompakt Hausdorff uzaysa bu takdirde X bir Baire uzaydir.

ii1) Ayrica X tiimiiyle yetersiz olmayandir.

ispat:
Her bir durum i¢in gosterecegiz ki X in yogun, acik climlelerinin herhangi sayilabilir
kesisimi X de yogundur ve bu yiizden de X bir Baire uzay olacaktir.

Bunun i¢in {D,} X in yogun, agik alt ciimlelerinin bir dizisi ve U, X in bostan

neN’
farkli agik alt ciimlesi olsun. U, =U olacak sekilde, bostan farkli agik ciimlelerin bir
{Uu n}neN dizisini tlimevarimsal olarak tanimlayabiliriz ve herhangi bir U, i¢cin D, ler

yogun oldugundan (herhangi bir n€ N i¢in)

(m) cU, c D, olacak sekilde U, _, ciimlesi mevcuttur.
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Buradan

dir. (ﬂ D"j nin yogun oldugunu gostermek i¢in, ﬂ (U_n) nin bos olmadigini
n=1

n=l

gostermek yeterlidir. Bunun i¢in X de ki keyfi bir U agig1 (ﬂ DnJ ile kesisir ki bu da

n=1

(ﬂ DnJ X de yogun demektir.
n=1

Simdi bunu iki ayr1 durum olarak inceleyelim.

1) U, ni Vne N ig¢in yarigap1 1 den kiiciik olan agik disk olarak gz 6niinde
n

bulundurabiliriz. O halde, agiktir ki, Vne N i¢in U, , c U, ile birlikte (U_n), bir tam

metrik uzayin kapali, bogtan farkli alt ciimleleridir ve ayn1 zamanda lim diam (U, ) =0

n—oo

n=l1

dir. Buradan (ﬂ D"j bir tek nokta igerir. O halde bostan farklidir.

ii) Bu durumda (U_n) kompakt olacak sekilde U, ni goz Oniine alacagiz. O halde

ne N igin, (U_n) bostan farkli kapali ctimlelerin artan bir dizisini olusturur ve bunlarin

kesisimi bostan farklidir.

Dikkat edelim ki X in bostan farkli, kapali her alt uzay: relatif topolojide bir tam
metrik uzay (sirasiyla yerel, kompakt Hausdorff uzay) dir. Buradan X bir Baire

uzaydir. O halde X tiimiiyle yetersiz olmayandir.

Teorem 3.3.6.
Eger asagidaki Ozelliklere sahip A, B, C, De 7" olacak sekildeki X in bostan farkli

7" in ciimleleri arasinda ‘<’ bagintist mevcutsa (X, 7) topolojik uzayi bir Baire uzaydir.
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1) Eger A<B ise, Ac B dir.
i1) Bostan farkli her B agik ciimlesi i¢in A < B olacak sekilde Ae 7°

mevcuttur.

1i1) Eger AcB<CcD ise, A<D dirve

iv) eger Vne N i¢in A > A, | ise, ﬂAn # (0 dir.

n=1

Ispat:

Kabul edelim ki X bir Baire uzay olmasin. O halde X bostan farkli, yetersiz, agik bir
G ciimlesini icerir. Bu taktirde birlesimi G yi iceren hicbir yerde yogun olmayan
ciimlelerin bir {D,} _ dizisi mevcuttur.

Simdi U, >U,_, ve Vne N i¢in U, N(D,, ..., D,) =D olacak sekilde agik ciimlelerin
bir {U,} . dizisini olusturmak istiyoruz.

(D)’ =@ oldugundan acgiktr ki D,, G yi igeremez. O halde GN(D,)", D, ile
kesismeyen G nin bostan farkli bir alt climlesidir. (i) den U, <G N (Dl ) olacak
sekilde bostan farkli U, acig1 mevcuttur. Simdi (ii1) den U, <G dir. U, bostan farkli
bir acik ctimle oldugundan D, uD,, U, acigm ihtiva etmez. U, <U, ve

U, (D, uD,)=3 olacak sekilde bostan farkli U, acik ciimlesi olmak zorundadir.

O halde tiimevarimdan istedigimiz {U,} _ dizisini olusturabiliriz. A¢iktir ki,

oo

Bu durumda (iv) den [ﬂ U "j #( iken

n=1

Bu ise, bir celiskidir.
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Simdi bu teoremi kullanarak yerel kompakt Hausdorff uzaylarin ve tam psedometrik
uzaylarin 3.3.6. min sartlarim1 sagladigini ispat edebiliriz ve buradan da bunlarin Baire

uzaylar oldugunu soyleyebiliriz.

Teorem 3.3.7.

Bir tam psedometrik (X ,d ) uzay1 bir Baire uzaydir.

Ispat:

X uzaymin herhangi bir E alt ciimlesi igin d(E)zmin(l, sup{d (x,y)| x, ye E})
olarak tamimlayalim. Dikkat edelim ki eger Ec Fise, d(E)<d(F) anlaminda d
monotondur.

Simdi bostan farkli herhangi bir A, B acik ciimleleri icin Ac B ve d(A) <—d(B)

olacak sekilde A < B olarak tanimlayalim.

Ispat1 tamamlamak i¢in yukaridaki gibi tanimlanmis olan ‘<’ bagintisinin 3.3.6. de ki

sartlar1 sagladigin1 gosterelim.

1) AcAcB oldugundan A< B dir.

ii) G, bostan farkli bir agik, xe G olsun ve B(x,y)z{ ye X ‘d(x,y)<r}

olacak sekilde r >0 secelim. Eger d = sup { d(y.z) ‘ y, z€ B(x, r)} olarak

alirssak U =B (x, %) yuvarmi  secebiliriz. U, d(U) S%d (G) ve

U c G sartim saglayacaktir ve buradan U <G dir.

1) Eger Ac B<Cc D ise, AcBcCcD dir. Ayni zamanda
d(A)<d(B) < %d(C) < %d(D) dir. Buradan da A<D dir.

iv) A, ‘<’ bagintisina gore azalan her biri bostan farkli agik ciimlelerin bir

dizisi olsun. Bostan farkli her E ciimlesi i¢cin d(E)<1 oldugundan Vne N

icin d (An )<27" dir. Her A den bir a, noktas1 segerek bir Cauchy dizisi

elde ederiz. X bir tam uzay oldugundan {a,} . dizisi X de bir a
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noktasina yakinsayacaktir. A, climlelerinin dizisi azaliyor oldugundan tiim

n2k ler i¢cin a,€e A, ve VneN i¢cin aeA, dir. Buradan

n

ae ﬁA_ncﬁAn dir. O halde ﬁAﬂ # D dir.

n=1 n=1 n=1

Teorem 3.3.8.
Her yerel kompakt Hausdorff X uzayi bir Baire uzaydir.

Ispat:
Simdi, X de bostan farkli herhangi iki acik A, B ciimleleri icin, A relatif kompakt

(yani A kompakt) ve Ac B olacak sekildle A< B bagintisim tanimlayalim. Ispati
tamamlamak icin yukaridaki gibi tanimlanmis olan ‘<’ bagintisinin 3.3.6. deki sartlari

sagladigin1 gosterelim.
1) Eger A< B ise,ohalde Ac AcCB olup A c Bdir.

ii) X deki herhangi bir B agig1 i¢in X de AcCB ve Zkompakt olacak sekilde
bostan farkli A acig1 vardir. O halde tanimdan A < B dir.

1i1) Eger Ac B<C c D ise, bu takdirde A relatif kompakt ve AcBcCcD
dir. Buradan da A< D dir.

iv) {An }, azalan ‘<’ bagintisi ile birlikte bostan farkli acik ciimlelerin bir dizisi
olsun. A_2 kompakt uzayinda { A | nz 2} climleleri bir siizge¢ bazi

olusturur. Buradan bir a yi1gilma noktasina sahiptir ve

ac (A, c(A, dir. O halde (A, # @ dir.
n=1

n=1 n=1

3.4. KAPALI GRAFiK TEOREMI VE ACIK DONUSUM TEOREMIi

Tanim 3.4.1.
X ve Y birer climle ve f:X —Y bir doniisiim olsun. O halde f in grafigi, X XY

kartezyen carpiminda tiim (=, f (x)) noktalarinn ciimlesidir.
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Onerme 3.4.2.

X bir topolojik uzay ve Y Hausdorff uzay olsun. Eger f:X — Y siirekli bir doniisiim

ise, f in grafigi kapalidir.

ispat:
X XY de G={(x,f(x))|xe X} f in grafigi ve H, X xY de G nm tiimleyeni

olsun. H da bir (x,,y,) noktasini alahm. Buradan y, # f(x,) dir. O halde Y bir
Hausdorff uzay oldugundan Y de f (xo) ve y, in swrastyla V. ve Wayrik acik
komsuluklart vardir. f siirekli oldugundan f(U)cW olacak sekilde x, in bir U
komsulugu vardir. O halde (xo, yo) in H da U xV komsulugu vardir. Buradan H acik

ve G onun tiimleyeni oldugundan kapalidir.

Teorem 3.4.3 (Kapah Grafik Teoremi).
Bir X topolojik vektor uzayindan tam metriklenebilir bir Y topolojik vektor uzayina
tanimli lineer 7 doniisiimii asagidaki sartlar1 sagliyor ise, siireklidir.

i) T nin grafigi X XY de kapalidir ve
ii) ¥ de, 0 1m her V komsulugu icin 7' (V) nin kapanisi X de O in bir

komsulugudur.

Eger X yetersiz olmayan ise, (ii) sartt otomatik olarak saglanir.

Ispat:

3.1.15. (iv) den Y topolojisini lireten bir d sabit (invaryant) psedometrigi vardir.

Bir £>0 igin A(s)z{ yeY ‘ d(0,y) SS} tanimlayalim. Simdi xe 7' (A(S)) olsun.

a) y,=0ve Vne N icin d(y,,y,,) Sz—i ve

b) Vne N icin xe T (yn +A(2—gnjj

olacak sekilde Y de tiimevarimsal olarak bir {yn }ne v dizisini olusturalim.

Aciktr ki y, =0 ise, (a) ve (b) saglanir. Kabul edelim ki y,, y,, ...... , v, ler secilmis
olsun. O halde (b) ve (ii) den
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Buradan T (x')e y, + A (5) olacak sekilde x'e X vardir ve

xe x+ T (@j T (T(x')+[A (Z‘f_l m dir.

Vo = T(x') olsun. (a) ve (b) sartlari saglansin. ne N igin W=y +A (

£ j olsun. O

n-1

halde (a) dan W, oW , dir. Y tam oldugundan ye ﬂWn vardir. Buradan da

neN
yeW,=A(2¢) dir. Simdi (x,y) mn T mnin grafiginin kapanisinda oldugunu
gostermek istiyoruz. U ve V sirasiyla xve y nin keyfi komsuluklar1 olsunlar. O halde

W, cV olacak sekilde ne N vardir. Simdi (b) den xeT' (Vi_/n)cT’1 (17) dir.

Dolayisiyla U T (17) # ve buradan U XV, T mn grafigi ile kesisir. U ve V keyfi
olduklarindan (x,y) 7 nm grafigindedir. Bundan dolay1 xe T (A (28)) ve

T~ (A(g)) < T (A (2¢)) dir. O halde T sireKlidir.

Sonuc 3.4.4.
X ve Y Banach uzaylar olsunlar. D(T), X in bir vektor alt uzayr olsun ve
T:D(T)— Y bir kapal grafik ile lineer bir déniisiim olsun. O halde eger D(T), X de

kapali ise, T siireklidir.

Sonuc 3.4.5.
Bir tam psedometriklenebilir topolojik vektor uzayindan yetersiz olmayan bir Hausdorff
topolojik vektdor uzayma Orten bire bir, siirekli, lineer bir 7 doniisiimii topolojik

izomorfizmdir.

Ispat:
T siirekli oldugundan bdylesi bir doniisiimiin tersi kapali bir grafige sahiptir. 7 nin

grafigi X XY nin kapali bir alt ciimlesidir. T bire bir ve ortendir. 7' in grafigi ¥ x X
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in bir alt ciimlesidir. ¥ x X uzay1, f(y,x)=(x.y) doniisiimii alinda X XY uzayma
homeomorfiktir. O halde f alunda 7' in grafiginin goriintiisi 7 min grafigine

ozdestir. Dolayisiyla 3.4.3. den T~ siirekli olup T bir topolojik izomorfizmdir.

Onerme 3.4.6.
Tam psedometriklenebilir bir X topolojik vektor uzaymin agik, siirekli, lineer T

doniisiimii altindaki goriintiisii tam ve psedometriklenebilirdir.

Ispat:
X de yerel bir bazin elemanlarinin goriintiilerinin bir ailesi 7 nin deger ciimlesinde bir
yerel bazdir. Buradan Y deger uzayr aym topolojiye sahip olacaktir. Dolayisiyla

psedometriklenebilir olacaktir.

Kabul edelim ki ¥ tam olmasm. O halde ¥ de limiti olmayan bir {X,}  Cauchy

dizisi vardir. U, = X olacak sekilde {U,} . X igin yerel bir baz ve Vne N igin

eN’
U, ,+U, ,cU, olsun. U, ciimlelerinin goriintiilerinin ailesi Y i¢in yerel bir baz
oldugundan kabul edebiliriz ki (eger gerekirse {X n}neN in bir alt dizisini secerek) tiim

ne N lerigin x, —x,_, € T(U,) dir.

T(y,)= x, olacak sekilde X de bir y, ve n>1 igin T(y,)=x, — x, , olacak sekilde

U, debir y, secelim. z, = Zyk olsun. Bu durumda tim ne N ler icin T(z, )=x, ve
k=1

{z,} ., bir Cauchy dizisidir. Ciinkii z, -z, , € U, ve buradan
2y =2, €U, +..#U,_, cU, dir. Fakat {z,} . X inbir x noktasina yakinsaktir
ve bu yiizden T(zn ) =x, , Y nin bir noktasina yakinsar ki bu bir ¢eliskidir. Buradan

{X,} . yakinsaktir. O halde Y bir tam uzaydir.

Teorem 3.4.7 (Acik Doniisiim Teoremi).
T, bir tam psedometriklenebilir X topolojik vektdr uzayindan bir Hausdorff Y
topolojik vektor uzayina tanimli siirekli, lineer bir doniisiim olsun. Eger T nin deger

climlesi Y de yetersiz olmayan ise, 7: X — Y doniisiimiinde Y uzayi tam ve

metriklenebilirdir. 7 doniisiimii ise, acik bir doniistimdiir.
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ispat:
T siirekli ve {0} ciimlesi ¥ de kapali oldugundan T nin ¢ekirdegi

N = { xe X ‘ T(x)= 0} X de kapalidir. O halde 3.1.11. (vii) den X /N boliim uzay1

bir Hausdorff uzay ve boliim fonksiyonu Q acik ve siireklidir. Dolayisiyla 3.4.6. dan

X / N tam ve metriklenebilirdir. Goriilebilir ki, SoQ =T olacak sekilde S: X /N —Y
iiretilmis bir doniisiim vardir. 7 mn T(x) deger ciimlesi yetersiz olmayan oldugundan

Y de yogun ve yetersiz olmayandir. 3.4.5. den S: X /N — T(x) orten bir topolojik

izomorfizmdir.
Ozel olarak T(x) tamdir ve buradan T(x) =Y dir. O halde T acik bir déniisiim,

Y uzay1 tam ve metriklenebilirdir.

Sonug 3.4.8.
Bir X Banach uzayindan bir Y Banach uzayina taniml siirekli lineer bir doniisiim

aciktir.



4. BOLUM
BAIRE UZAYLARININ OZELLIKLERININ OZETi

Simdi bu boliimde Baire uzaylariyla ilgili diger boliimlerde ele alinan 6zelliklerin bir

Ozetini verecegiz.

(X,7) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

vi)

vii)

viii)

iX)

X in yogun, agik alt ciimlelerinin sayilabilir adetteki kesisimleri X de
yogundur.

X 1in her yetersiz alt climlesi, X de bir i¢ noktaya sahip degildir.

X in bostan farkli, her agik alt ciimlesi X de yetersiz olmayan bir ctimledir.

X in artik her alt ciimlesi X de yogundur.

Bostan farkli her U aci1g1 icin; her bir F, kapali olmak iizere U = U F, ise,

neN
(Fn,, )0 # (& olacak sekilde bir n, € N vardir.

X de yetersiz her G, alt ciimlesi hi¢bir yerde yogun olmayan ciimledir.
X de her yan siirekli (sinirh) f fonksiyonu icin, fin X {izerinde siirekli
oldugu tiim noktalar ciimlesi X de yogundur.

Vxe X i¢in { f(x) | fe C} iistten sinirh olacak sekilde, X iizerinde, alt

yar1 siirekli fonksiyonlarin bir ailesi C olmak iizere, X in bostan farkli her
U acik alt ciimlesi i¢cin yeV ve fe C iken, f (y)s k olacak sekilde k
pozitif tamsayist ve U nun bostan farkli bir V acik alt climlesi vardir.

X in her sonlu nokta acgik ortiisii, noktalarin yogun bir ciimlesinde yerel
sonludur.

X in her sayilabilir sonlu nokta agik ortiisii, noktalarin yogun bir

climlesinde yerel sonludur.
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X1) X iizerindeki her sonlu nokta, acik S siizge¢ bazi, U # nin noktalarinin

yogun ciimlesinde yerel sonludur.
xii) X iizerindeki her sayilabilir, sonlu nokta, regiiler acik S siizgec bazi, U
nin noktalarinin yogun ciimlesinde yerel sonludur.

xiii) U B nin hi¢cbir noktasinda yerel sonlu olmayan, her sayilabilir, sonlu nokta,

regiiler acik [ siizgeg bazi bir yigilma noktasina sahiptir.

(1)—(x) ozelliklerinden herhangi birini saglayan herhangi bir topolojik uzay bir Baire
uzay olarak adlandirilir. Ek olarak eger X bir regiiler uzay ve (ix)—(xiii)

sartlarindan herhangi birini sagliyorsa yine bir Baire uzay olur.
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