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 ÖZET  

 

Bu çalışmada Baire uzayların tanımlanması için gerekli olan özellikler, belli başlı bazı 

teoremler ifade ve ispat edilmiştir. 

Giriş kısmında kısaca Baire uzayların tarihçesi üzerinde durulmuş olup literatür 

taraması mahiyetindedir. 

Çalışma dört bölümden oluşmaktadır.   

 

Çalışmamızın birinci bölümünde [1], [2], [3], [4] ve [5]’de verilen topoloji tanımı 

ve özellikleri, iç nokta, dış nokta, kapanış, sınır, yığılma noktası tanımları 

verilmiştir. Hiçbir yerde yoğun olmayan cümleleri tanımlayıp buna bağlı olarak 

yetersiz ve yetersiz olmayan cümleler kavramları [6], [7], [8] referanslı kaynaklar 

kullanılarak incelenmiştir. Bir ( ),X τ  topolojik uzayında X in bir A  alt cümlesinin 

kapanışının içi boş ise, A  hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

 

Đkinci bölümde [9] referanslı kaynaktan yararlanılarak Baire uzayı tanımlanmış ve 

Baire uzaylarının karakteristik özellikleri verilmiştir. Her Bir Baire uzayın yetersiz 

olmayan olduğu ve herhangi bir topolojik uzayın açık (kapalı) Baire uzay ve kapalı 

(açık) yetersiz cümlenin birleşimi olarak yazılabileceği gösterilmiştir. [10]’da 

verilen Baire uzaylarının Gδ  cümleler karakteri, yarı sürekli fonksiyonlar ifade 

edilmiş ve [11], [12]’den yararlanılarak Baire uzaylarının süzgeç karakterleri 

incelenmiştir. 
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Üçüncü bölümde ilk olarak vektör uzayı, topolojik vektör uzayı, normlu uzay ve 

Banach uzayı tanımlanıp bu uzayların Baire uzayları olması için gerekli şartlar 

ifade edilmiştir. [13]’de ifade edilen Baire Kategori Teoremi, [14], [15], [16], [17], 

[18], [19], [20]’de verilen Açık Dönüşüm Teoremi ve Kapalı Grafik Teoremlerini 

içeren kategori teoremleri ifade ve ispat edilmiştir. Bir topolojik vektör uzayında 

her yetersiz olmayan uzayın bir Baire uzay olduğu gösterilmiştir. 

 

Son bölümde Baire uzaylarının özelliklerinin kısa bir özeti verilmiştir. 

   

Anahtar Kelimeler: Topolojik Uzay, Topolojik Vektör Uzayları, Hiçbir Yerde 

Yoğun Olmayan Cümleler, Yetersiz ve Yetersiz Olmayan Cümleler, Baire Uzayları 
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ABSTRACT 

In this thesis, the characteristics necessary for the identification of Baire spaces, and 

some of the main theorems are stated and proved. 

 

The introduction part is a brief review of the literature and focuses on the history of the 

characteristics of Baire spaces. 

 

The study consists of four chapters. 

 

In the first chapter,  topology definition and properties, the internal point, the outer 

point, closure, border  and  accumulation point definitions [1], [2], [3], [4], [5] are 

given. We introduce the concept of nowhere dense sets,  and based on that, the concepts 

of meager and nonmeager sets [6], [7], [8] have been studied. In a topological space 

( ),X τ , if  the interior of the closure of a subset A  of X  is said to be empty, A is  

nowhere dense sets. 

 

In the second chapter, we define Baire spaces and characterizations of them [9]. We 

show that every Baire space is nonmeager and that any topological space can be written 

as the union of an open (closed) Baire space and of a closed (open ) meager set. Gδ  

sentences for the character of Baire spaces, semi- continuous functions [10] and the 

filter character of Baire spaces are examined [11], [12], [13]. 

 



 ix

In the third chapter,  mainly, vector space, topological vector space, normed space and 

Banach space are described and the necessary conditions for these spaces to be Baire 

spaces are expressed. Baire’s Category Theorem [13], Open Mapping Theorem [14], 

[15], [16], [17], [18], [19], [20] and category theorems containing the Closed Graph 

Theorems have been expressed and proved. In a topological vector space, it has been 

shown that each space which is nonmeager is a Baire space. 

 

In the last chapter is a brief summary of properties of Baire spaces. 

 

Keywords: Topological Spaces, Topological Vector Spaces, Nowhere Dense Sets, 

Meager and Nonmeager Sets, Baire Spaces. 
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GĐRĐŞ 

 

Baire uzayı, yoğun, açık cümlelerin sayılabilir adetteki kesişiminin yoğun olduğu bir 

uzay olarak ilk kez Bourbaki tarafından tanımlanmıştır [21]. Kompakt Hausdorff 

uzaylar ve tamamen metriklenebilir uzaylar Baire uzaylarının klasik örnekleridir [22]. 

 

Baire uzayları ile ilgili [23], [24], [25], [26], [27] kaynakları gibi birçok kitap ve makale 

yazılmıştır. Bu çalışmanın amacı elde edilen sonuçları bir araya getirmektir. Bu 

sonuçların birçoğunu detaylı bir şekilde ispatlayacağız. 

 

Baire Kategori Teoremi 1897 de William Osgood ve 1899 da Rene Baire ın 

birbirinden bağımsız çalışmalarıyla ispat edilmiş olup sırasıyla her ikisi de her tam 

metrik uzayın bir Baire uzay olduğunu ifade etmiştir. [24] referanslı kaynakta ifade 

edilen bu teorem fonksiyonel analizdeki en önemli işlevsel sonuçları oluşturur: 

Kapalı Grafik Teoremi, Açık Dönüşüm Teoremi gibi... Bu çalışma Baire uzayları 

ile Kapalı Grafik Teoremi ve Açık Dönüşüm Teoremi için [25], [26], [27] 

kaynaklarında verilen topolojik uzayların ve topolojik vektör uzaylarının birçok 

tipi hakkındaki teoremleri daha genel olarak inceler ve daha geniş tertibini sunar. 

 

Bu çalışmada Baire teoremi formülasyonunu yetersiz cümleler kavramı yardımıyla 

elde edeceğiz. 

 

Bir Baire uzayda [6], [7], [8] referanslı kaynaklarda da ifade edildiği gibi yetersiz 

cümle ve artık cümle (yetersiz cümlenin tümleyeni) kavramları vardır. Baire 

uzaydaki herhangi bir artık cümlenin yoğun olduğu temel bir gerçektir. Bu gerçek, 

analizde, belirli tip küme veya noktaların hatta fonksiyonların varlığını ispatlamak 

için standart bir araçtır. 
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Bir ( ),X τ  topolojik uzayı, [20]’de verilen tanımıyla boştan farklı her alt cümlesi 

yetersiz olmayan ise veya sayılabilir açık, yoğun alt cümlelerinin kesişimi X de 

yoğun ise, ( ),X τ  bir Baire uzaydır. 
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1. BÖLÜM 

BAĐRE UZAYLARININ TEMEL ÖZELLĐKLERĐ 

 

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan genel tanımlar ve bunlarla ilgili 

bazı teoremler ifade edildi. 

 

Tanım 1.1.1.   

X boştan farklı bir küme ve τ da X in alt cümlelerinin bir sınıfı olsun. Eğer aşağıdaki 

şartlar sağlanıyor ise, τ  sınıfına X üzerinde bir topoloji ve ( ),X τ  ikilisine de bir 

topolojik uzay denir.  

a) τ∅ ∈  ve X τ∈   

b) τ  nun sonlu sayıdaki alt cümlelerinin kesişimi τ   nun bir elemanı yani; 

1 2, ,...,
n

G G G τ∈  ise  
1

n

i

i

G τ
=

∈∩  dır. 

c) τ nun keyfi adetteki alt cümlelerinin birleşimi τ  nun bir elemanı yani; 

∀ Ii ∈   için  
i

G τ∈   ise   
i

i I

G
∈

∪ τ∈  dır. 

τ  nun elemanlarına da açık küme denir.  

 

Tanım 1.1.2.      

Bir ( X,τ ) topolojik uzayında bir A ⊆ X alt cümlesi verilsin. Eğer cA  açık ise, A ya 

kapalı bir cümle denir.     

 

Önerme 1.1.3.     

Bir  ( X,τ )   topolojik uzayında aşağıdaki ifadeler doğrudur. 
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i) ∅  ve X cümleleri kapalıdır. 

ii) Kapalı cümlelerin sonlu birleşimleri de kapalıdır. 

iii) Kapalı cümlelerin keyfi kesişimleri de kapalıdır.   

Topoloji, açık cümleler cinsinden tanımlandığı gibi kapalı cümleler cinsinden de 

aşağıdaki şekilde tanımlanabilir. 

 

Önerme 1.1.4.      

X boştan farklı bir cümle ve K,  X in alt cümlelerinin bir sınıfı olsun. Eğer aşağıdaki 

şartlar sağlanıyor ise, tüm kapalı cümlelerinin sınıfı Κ  olacak şekilde X üzerinde bir tek 

topoloji vardır.   

i) ∅ , Κ τ∈    

ii) 
1i

K , 
2i

K ,..., 
ni

K ∈Κ   ise,  ∪
n

r

ir
K

1=

∈Κ  

iii) ∀ r∈I için 
r

K ∈Κ    ise,   
r

r I

K
∈

∩ ∈Κ          

 

Önerme 1.1.5.    

Bir ( X,τ ) topolojik uzayında bir G alt cümlesi için G açıktır ancak ve ancak ∈∀x G 

için  xUx ∈ G⊆   olacak şekilde bir   xU τ∈    vardır.   

 

Tanım 1.1.6.    

a) ( X,τ )  bir topolojik uzay,  A X⊂   ve a∈A olsun. Eğer a∈G ⊆ A olacak şekilde bir 

G τ∈  varsa, yani A cümlesi a nın bir komşuluğu ise, a elemanına A nın bir iç noktası 

denir. A nın tüm iç noktalarının cümlesine A nın içi denir ve oA  ile gösterilir. 

oA  = ∪ { AG ⊆  }τ∈G  

Bir A X⊆  alt cümlesi açıktır ancak ve ancak A = oA  dır. 

,oA  A nın kapsadığı en büyük açık cümledir. 

 

b) ( X,τ )  bir topolojik uzay, A X⊂  ve x ∈A olsun. Eğer x  in her G açık komşuluğu 

için;                       

(G  \ { })x  ∩ A ≠ ∅  
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ise, Xx ∈  noktasına A nın bir yığılma noktası denir ve A  nın tüm yığılma noktalarının 

cümlesi 'A  ile gösterilir. O halde  

x 'A∉  dır ancak ve ancak G ∩ A { }x⊆  dır. 

olacak şekilde x in en az bir G açık komşuluğu vardır. 

 

c) ( X,τ ) bir topolojik uzay, A X⊂  olsun. A cümlesini kapsayan en küçük kapalı 

cümleye A nın kapanışı denir ve A  ile gösterilir. 

A kapalıdır ancak ve ancak  A = A  dır. 

 A  = X ise, A ya X de yoğun cümle denir. 

 

d) ( X,τ )  bir topolojik uzay, A X⊂  verilsin. cA  nın iç noktalarının cümlesi olan ( )ocA  

ye A nın dışı denir ve dA  ile gösterilir. A nın içine ve dışına ait olmayan noktaların 

cümlesi olan  

{ Xx ∈  o
Ax ∉  ve  d

Ax ∉ } 

A nın sınırı denir ve sA  ile gösterilir. 

sA  = ( )cdo AA ∪   olup  X = sdo AAA ∪∪  dır. 

 

Sonuç 1.1.7.  

i) AA
o

⊆   ve oA  açıktır. 

ii) A açıktır ancak ve ancak oA  = A dır. 

iii) oA , A nın kapsadığı en geniş açık cümledir. 

iv) ( )ooA  = oA  

v) A B⊆  ise,  oo
BA ⊆  dır. 

vi) oo BA ∪  ⊆  ( )o
BA ∪    ve   oo BA ∩  = ( )o

BA ∩   

vii) A A⊂   ve  A  kapalıdır. 

viii) A kapalıdır ancak ve ancak 
__

A   = A 

ix) ( )A = A  

x) A ⊆ B ise,  
____

BA ⊂  dir. 
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xi) A B∪  = ( )A B∪   ve  ( )A B∩  ⊆  A B∩  

xii) A ⊆ B ise,  '' BA ⊆  dir. 

xiii) ( )'BA ∪  = '' BA ∪    ve   ( )'BA ∩  ⊆  '' BA ∩  

xiv) A = A 'A∪  

xv) A kapalıdır ancak ve ancak A = so AA ∪ dır. 

xvi) sA  = A  \ oA  

xvii) sA  = ∅  ancak ve ancak A hem açık hem kapalıdır. 

xviii) AAs ∩  = ∅  ancak ve ancak A açıktır. 

 

Tanım 1.1.8.   

 ( X,τ )  bir topolojik uzay ve A X⊆ olsun. Bu taktirde  

Aτ  = { A G∩  G }τ∈  

sınıfı A üzerinde bir topoloji olup bu topoloji A üzerindeki alt topoloji ve ( )AA τ,  ikilisi 

alt uzay olarak adlandırılır. E A⊆  için 

i) o

AE  ⊃  A oE∩   

ii) 






 ___

AE =
___

EA ∩   

iii) ( )s

AE  ⊂  A sE∩  

 

Not 1.1.9.   

Bir  ( X,τ )  topolojik uzayında A X⊆  olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

 i) oA  = ( )
c

c
A            ii) ( )

c
oA = ( )cA                 iii) A = ( )

c
o

cA 
  

 

 

1.2. HĐÇBĐR YERDE YOĞUN OLMAYAN CÜMLELER 

 

Tanım 1.2.1.   

Bir ( X,τ ) topolojik uzayında A X⊆ alt cümlesi verilsin. Eğer ( )
o

A = ∅  ise, A ya 

hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ve eğer ( )
o

A ≠ ∅  ise, A ya herhangi bir yerde 

yoğun cümle denir. 
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Not 1.2.2.  

i) 1.1.7. ve 1.1.9. dan A hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir ancak ve ancak  

( )
o

c
A

 
  

= X yani  ( )
___

d
A  = X  dir. ( ( )

o

A =∅  ancak ve ancak ( )
o

c
A

 
  

= X   

ancak ve ancak ( )
___

d
A  =X olmasıdır ). 

ii) Eğer A herhangi bir kapalı cümle ise, A hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümledir ancak ve ancak oA  = ∅  ancak ve ancak sA = A dır.  

 

Örnek 1.2.3.  

a) Boş cümle, hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. Gerçekten de üzerindeki 

alışılmış topolojiye göre boş cümle hem açık hem kapalı olduğundan 

( )
o

o
∅ = ∅ = ∅  dır.  

 

b) ℚ , rasyonel sayılar cümlesi ℝ  de hiçbir yerde yoğun olmayan cümle değildir.  

Gerçekten de cx∀ ∈ℚ  için x ∈ℚ  dır. Çünkü 0ε∀ >  için 

( ),x xε ε− + ∩ ≠ ∅  ℚ  dır. O halde c ⊂ℚ ℚ  ve ⊂ℚ ℚ  olduğundan 

c∪ = ⊂ℚ ℚ ℝ ℚ ⊂ ℝ  olup =ℚ ℝ  dir. 

( )
o

o
= = ≠ ∅ℚ ℝ ℝ  olduğundan ℚ , ℝ  de hiçbir yerde yoğun olmayan cümle 

değildir. 

 

c) ℤ , tam sayılar cümlesi ℝ  de hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. Ancak ℤ , 

ℤ  de hiçbir yerde yoğun olmayan cümle değildir. Gerçekten de ℝ , alışılmış 

topoloji ile göz önüne alınsın. Buna göre ℤ  kapalıdır. Çünkü ( ), 1c

n

n n
∈

= +
ℤ

ℤ ∪  

olup burada her bir ( ), 1n n +  açık aralığı alışılmış topolojiye göre açık 

olduğundan cℤ  açıktır. O halde  ℤ  kapalıdır. Yani =ℤ ℤ  dir. ( )
o

o
= = ∅ℤ ℤ  

dır. Kabul edelim ki o
≠ ∅ℤ  olsun. Bu durumda oa∃ ∈ℤ  vardır ⇔ 0ε∃ >  için 

( ),a aε ε− + ⊂ ℤ  dır. Fakat  ( ),a aε ε− +  aralığında sonsuz çoklukta reel sayı 
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mevcuttur. O halde ( )
o

o
= = ∅ℤ ℤ  olur ki buradan ℤ , ℝ  de hiçbir yerde yoğun 

olmayan cümledir. Fakat ℤ , τℤ  alt uzay topolojisine göre hiçbir yerde yoğun 

olmayan cümle değildir. Çünkü ℤ , τℤ  alt uzay topolojisine göre kapalıdır. 

=ℤ ℤ  ve ( )
o

o
= =ℤ ℤ ℤ ≠ ∅  olur ki buradan ℤ , τℤ  alt uzay topolojisine göre 

hiçbir yerde yoğun olmayan cümle değildir. 

 

d) Boştan farklı bir A X⊆  için A , A  da hiçbir yerde yoğun olmayan cümle 

değildir. Çünkü A , A  da kapalı ve açık olduğundan A A=  olup 

( )
o

A = oA = A ≠ ∅  dır. 

 

e) A =
1

n
n

 
∈ 

 
ℕ ∪ { }0  cümlesi ℝ  de hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

Çünkü ( ) ( )
1 1

,0 1, ,
1

c

n

A
n n∈

 
= −∞ ∪ ∞ ∪  

+ ℕ

∪  olup cA  açık yani A  kapalıdır. 

A A=  dır. ( )
o

A = oA = ∅  dur. Kabul edelim ki oA ≠ ∅  olsun. Bu durumda 

oa A∃ ∈  vardır ancak ve ancak 0ε∃ >  için ( ),a a Aε ε− + ⊂  dır. Fakat 

( ),a aε ε− +  aralığında sonsuz çoklukta reel sayı vardır. O halde oA = ∅  dır. 

 

Önerme 1.2.4.   

Bir ( X,τ )  topolojik uzayında A X⊆ alt cümlesi verilsin. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) A, X  de hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

ii)  X \ A , X  de yoğundur. 

iii) X  in boştan farklı her U açığı için, X  in V U⊂  ve V A∩  = ∅    olacak 

şekilde boştan farklı bir V açığı mevcuttur. 

iv) X  in boştan farklı her U açığı için, X  in V U⊂  ve V A∩  =∅   olacak 

şekilde boştan farklı bir V açığı mevcuttur. 
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Đspat: 

(i) ⇒  (ii)  A, X  de hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olsun. O halde  ( )
o

A = ∅     dır. 

1.1.9. (i) den  oA  = ( )
c

cA
____

   dır.  A yerine A  yazılırsa    

∅ = ( )
o

A  = ( )
c

c

A
 
 
 

 

                                                    c
∅ = ( )

c
c

c

A
   
  
   

 

                                                    c
∅ = X = ( )

c

A
 
 
 

 

                                                     X = ( )X \ A  

olur ki bu X \ 
__

A   nın X  de yoğun olduğunu gösterir. 

 

(i) ⇒  (iii)   ve  (i) ⇒  (iv)   U τ∈  olsun. Göstereceğiz ki U A∩  = ∅  dır.  U = V alalım. 

Kabul edelim ki U A∩ ≠ ∅  olsun. O halde 
__

AU ∩ ≠ ∅  olur. Çünkü                                    

A
__

A⊂  ⇒  U A∩  ⊂  
__

AU ∩  olup U A∩ ≠ ∅  olduğundan 
__

AU ∩ ≠ ∅  olur. 

Bu durumda U 
__

A⊂  olması mümkün değildir. Çünkü öyle olsa A  hiçbir yerde yoğun 

olmayan cümle olamaz. O halde u∈U ( )
c

A∩ olup U ( )
c

A∩  boştan farklı bir açıktır. 

Çünkü U∈τ  ve 
__

A  kapalı olduğundan ( )
c

A açıktır. O halde bunların kesişimleri de 

açıktır. Buradan V =U ( )
c

A∩  alırsak, V boştan farklı bir açık ve V U⊂  olur. 

__

AA ⊂  ⇒ ( )
c

c
A A⊂  olduğundan            

V ⊂ ( )
c

A ⊂ cA  

                                                ( ) ( )AAAV c ∩⊂∩ =∅  

Buradan V A∩  =∅   dır.  

Benzer şekilde                                 

V ⊂ ( )
c

A  
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                                                     ( ) ( )( )
c

V A A A∩ ⊂ ∩ =∅  

Buradan 
__

AV ∩ = ∅  dır. 

(iv) ⇒  (iii)  X in boştan farklı her U açığı için 
__

AV ∩  = ∅  ve V U⊂ olacak şekilde X  

in boştan farklı bir V açığı mevcut olsun. 

A
__

A⊂  olduğundan  V A∩  ⊂  
__

AV ∩    dır. 

__

AV ∩  = ∅   olduğundan V A∩  = ∅  olur. 

 

(iii) ⇒  (i)  Kabul edelim ki A herhangi bir yerde yoğun olsun. O halde ( )
o

A ≠ ∅  dır. 

Buradan U
__

A⊂  olacak şekilde boştan farklı bir U açığı mevcuttur. Böylece V U⊂  

olacak şekilde her V açığı için, 

__

AUV ⊂⊂   ⇒  
__

AV ⊂  

A
__

A⊂ olduğundan  V A∩  ⊂  
__

AV ∩   dır. Buradan                 

__

AV ∩ =∅ ⇒  V A∩  = ∅     

V A∩ ≠ ∅  ⇒  
__

AV ∩  ≠ ∅  

Bu ise, hipotezimizle çelişir. O halde A hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

 

Lemma 1.2.5.   

 ( X,τ )  topolojik uzay ve A, B ⊂ X  olsun. A  hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ve  

oB  = ∅    ise, ( )o
BA ∪  =∅  dır. 

 

Đspat:  

Kabul edelim ki ( )o
BA ∪ ≠ ∅  olsun. O halde V BA ∪⊂  olacak şekilde V açığı vardır.  

A hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olduğundan  ( )
o

A = ∅  dır. O halde  
__

A , V açığını 

içermez. Çünkü kapsadığı en büyük açık boş cümledir.  

x ∩∈V ( )
c

A olacak şekilde boştan farklı V ∩ ( )
c

A  açığı mevcuttur. 
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( )V
c

A A ∩ ∩
  

 =  V ∩ ( )
c

A A ∩
  

=∅   

⇒  V ∩ ( )
c

A cA⊂  dir. 

V ∩ ( )
c

A  V⊂  ⊂  A B∪  olduğundan V ∩ ( )
c

A B⊂   dir.                                      

Buradan V ∩ ( )
c

A oB∈  dir ( V ∩ ( )
c

A τ∈  olduğundan).  

Bu ise, oB = ∅  olmasıyla çelişir. O halde ( )o
BA ∪  = ∅  dur. 

 

Önerme 1.2.6.  

i) Hiçbir yerde yoğun olmayan bir cümlenin herhangi bir alt cümlesi, hiçbir 

yerde yoğun olmayan cümledir. 

ii) Sonlu sayıda, hiçbir yerde yoğun olmayan cümlelerin birleşimi, hiçbir yerde 

yoğun olmayan cümledir. 

iii) Sonlu sayıda açık, yoğun cümlelerin kesişimi yoğundur (açıktır). 

 

Đspat: 

i) A hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olsun. Yani ;  ( )
o

A = ∅     olsun. B A⊂  alalım. 

                                               
____

AB ⊂   ve  ( )
o

B ⊂ ( )
o

A  dir. 

A hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olduğundan ( )
o

A = ∅ . O halde  ( )
o

B = ∅   dır. 

Bu ise, B nın hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olduğunu gösterir. 

 

ii)  A ve B hiçbir yerde yoğun olmayan cümleler olsunlar. A B∪  nin hiçbir yerde yoğun 

olmayan cümle olduğunu gösterelim (sonlu sayıda olduğundan iki tanesi için göstermek 

yeterlidir). 

Đki türlü ispat yapacağız. 

Đspat 1) A B∪  nin hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olduğunu göstermeliyiz. 1.2.2. 

den ( )d
BA ∪ , X  de yoğun ise, A B∪  hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. Yani 

göstermek istiyoruz ki; ( )
d

A B ∪
  

= X  dir. 
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( )
d

A B ∪
  

=  ( )
c

A B
 

∪ 
 

  = 

c

A B

   ∪ 
   

 

                                                                                  = ( ) ( )
c c

A B
 

∩ 
 

 

                                                                                  = ( ) ( )
o o

c c
A B

 
∩  

    

 

( )
o

cA ve ( )
o

cB  açık olduğundan 1.2.2. den ispatımız ( ) ( )
o o

c cA B∩  nın yoğun 

olduğunu göstermeye denktir. O halde (iii) nın ispatını yaparsak bunu da ispatlamış 

olacağız. 

 

(iii) U ≠ ∅  açık bir cümle ise, 

U ∩ ( )
o

cA  açık ve boştan farklıdır. Çünkü ( )
o

cA  yoğundur ve buradan  

{ U ∩ ( )ocA } ∩  ( )
o

cB  açık ve boştan farklı olur{ ( )
o

cB  yoğun olduğundan}. 

Kesişimin birleşme özelliğinden  

( )
o

cU A ∩  
∩ ( )

o
cB = U ∩ ( ) ( )

o o
c cA B ∩  

 olur. 

Bu kesişim açık ve boştan farklıdır. O halde ( ) ( )
o o

c cA B∩  yoğundur. Aynı zamanda 

( )
o

cA  ve ( )
o

cB  açık olduğundan kesişimleri de açıktır. Yani sonlu sayıdaki açık ve 

yoğun cümlelerin kesişimi açık ve yoğundur.  

Đspat 2) A ve B hiçbir yerde yoğun olmayan cümleler olsunlar. Yani ( )
o

A = ∅  ve   

( )
o

B = ∅  olsun.    

( )A =
__

A ,  ( )
o

A 
  

= ( )
o

A  = ∅  olur ki buradan A  hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

Benzer şekilde B  da hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

 

A B∪ = A B∪ = ( )A B∪  
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( )
o

A B∪ = ( ) ( )
o

A B ∪
 

= ∅  dur. 

O halde BA ∪  hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

 

Önerme 1.2.7. 

( )τ,X  bir topolojik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i) Eğer A hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ise, A sF⊂  olacak şekilde bir F 

kapalı cümlesi mevcuttur. 

ii) Eğer A hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ise, A s
U⊂  olacak şekilde bir U 

açık cümlesi mevcuttur. 

iii) Herhangi bir açık U cümlesinin sınırı, s
U , hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümledir. 

iv) Herhangi bir kapalı F cümlesinin sınırı, sF , hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümledir. 

 

Đspat: 

i) A hiçbir yerde yoğun olmayan bir cümle olsun. O halde ( )
o

A =∅  dur. 1.1.6. dan  

X = sdo AAA ∪∪  idi. 

A A⊂  olduğundan  

                                    X  = ( ) ( ) ( )
o s d

A A A∪ ∪ = ( ) ( )
s d

A A∪  

şeklinde yazabiliriz. Şimdi X  ile A yi kesiştirelim. 

                                   A = A X∩ = ( )( ) ( )( )
s d

A A A A∩ ∪ ∩  dır. 

Fakat  ( )( )
d

A A∩ = ∅ . O halde A = ( )( )
s

A A∩  olur. 

Böylece A ( )
s

A⊂ olur. A  kapalı olduğundan A = F alırsak A sF⊂  olur ki bu da 

ispatımızı tamamlar. 

 

ii) ispat (i)  ye benzer şekilde yapılabilir. 

 

iii) U açık bir cümle olsun. c
U   kapalıdır. 
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1.1.7. den s
U = ( )cU U∩  dir. 

O halde  s
U  ⊂  ( )cU  dır ve c

U  kapalı olduğundan ( )cU = c
U  olup s

U ⊂
c

U  dır. 

Varsayalım ki  s
U , boştan farklı bir V açık cümlesini ihtiva etsin. Yani  s

U  hiçbir 

yerde yoğun olmayan cümle olmasın. Fakat s
U  ındaki bir noktanın komşuluğu V açığı 

olduğundan U ile çakışır. Bu ise,  c
U  nın s

U  ni içermesiyle çelişir. O halde s
U  nın iç 

noktası yoktur. Yani  ( )sU = ∅  dur. 

 

iv)  F kapalı bir cümle olsun.  c
U = F alırsak ispat (iii) de ki gibi yapılabilir. 

 

Dikkat edilirse keyfi alt cümlelerin sınırı hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olmak 

zorunda değildir. Örneğin, A ve cA  yoğun cümleler olsa, A nın sınırı tüm uzaydır. 

 

Önerme 1.2.8. 

Y, X topolojik uzayının bir alt uzayı ve YA ⊂  olsun. O halde; 

i) Eğer A, Y ye göre hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ise, A, X e göre hiçbir 

yerde yoğun olmayan cümledir. 

ii) Eğer Y açık veya yoğun alt uzay ve A, X de ki topolojiye göre hiçbir yerde 

yoğun olmayan cümle ise, bu takdirde A, Y deki alt uzay topolojiye göre 

hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir.   

 

Đspat: 

i) Önerme 1.2.4 ün (iii) şıkkını kullanacağız. 

A, Y üzerindeki alt uzay topolojiye göre hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ve U, X de 

boştan farklı, açık bir cümle olsun. Eğer U Y∩ = ∅  ise, bu takdirde V = U olacak 

şekilde bir V seçersek, o halde V A∩  = ∅  olur. Diğer taraftan U Y∩ ≠ ∅  ise, bu 

takdirde U Y∩ , Y üzerindeki topolojiye göre boştan farklı bir açık olur. Buradan  

V A∩  = ∅  olacak şekilde boştan farklı ve Y ye göre açık bir V cümlesi vardır. Ancak 

V=W Y∩  olacak şekilde X de, boştan farklı bir W açığı için; 

∅  = V A∩  = ( W Y∩ ) A∩  = W ∩  ( Y ∩ A ) = W ∩ A  dır. 

O halde A, X de hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 
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ii) Y, X de açık ve A ⊂ Y olacak şekildeki A cümlesi X deki topolojiye göre hiçbir 

yerde yoğun olmayan cümle olsun. U, Y de boştan farklı bir açık ve yine boştan farklı X 

de açık bir W açığı için U = W Y∩  olsun.  W Y∩ ,  X de açık olur. V ⊂  W Y∩   ve 

V A∩ = ∅   olacak şekilde, X de boştan farklı bir V açık cümlesi vardır. Fakat V, Y deki 

topolojiye göre açık ve V ⊂ U olduğundan A, Y deki topolojiye göre hiçbir yerde yoğun 

olmayan cümledir. 

Y, X de yoğun ve U, Y de boştan farklı açık bir cümle olsun. Bu takdirde herhangi bir 

W açık cümlesi için U = W Y∩  dır. A, X de hiçbir yerde yoğun olmayan cümle 

olduğundan, V ⊂ W ve V A∩  = ∅   olacak şekilde X de boştan farklı bir V açığı vardır. 

O halde V A∩ ∩ Y = ∅    ve Y ∩ V ⊂  Y ∩ W = U dır. 

Fakat Y ∩ V boştan farklıdır. Çünkü Y, Y de yoğun ve Y ∩ V, Y de ki topolojiye göre 

açıktır. O halde A, Y ye göre hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

 

Önerme 1.2.9.    

Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i) Bir A cümlesi hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir ancak ve ancak 

A ∩ ( )
o

A = ∅  dur. 

ii) Bir A cümlesi hiçbir yerde yoğun olmayan cümle değildir ancak ve ancak 

A ∩ ( )
o

A ≠ ∅  dur.                                                      

 

Đspat: 

i) (⇒ )  A hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olsun. O halde ( )
o

A = ∅  dur. Buradan                      

A ∩ ( )
o

A = A ∩ ∅  =∅   dır. 

( ⇐ )  A ∩ ( )
o

A = ∅   olsun. A yerine 
__

A  yazarsak   
__

A ∩ ( )
o

A = ∅  olur. O halde  

                                        ( ) ( )
o

o

A A ∩
  

 = o
∅ = ∅   dır. 

Fakat     

∅  = ( ) ( )
o

o

A A ∩
  

=  ( )
o

A ∩ ( )
o

o

A 
  
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                                = ( )
o

A ∩ ( )
o

A = ( )
o

A  olur. 

O halde ( )
o

A = ∅   olup A hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

 

ii) (⇒ ) A hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olmasın. O halde ( )
o

A ≠ ∅  dur.   

Buradan A ∩ ( )
o

A ≠ ∅  dır. 

( ⇐ )  A ∩ ( )
o

A ≠  ∅   olsun. A
−

⊂ A  olduğundan   
__

A  ∩ ( )
o

A ≠ ∅   olur. 

                                       ( ) ( )
o

o

A A ∩
  

≠ ∅   

Fakat  

∅ ≠ ( ) ( )
o

o

A A ∩
  

= ( )
o

A ∩ ( )
o

o

A 
  

 

                                = ( )
o

A ∩ ( )
o

A = ( )
o

A  olur. 

O halde ( )
o

A ≠  ∅   olup A hiçbir yerde yoğun olmayan cümle değildir. 

 

Önerme 1.2.10.   

( X,τ )  topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. A nın hiçbir yerde yoğun olmayan herhangi bir 

N alt cümlesi, X de hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

 

Đspat:   

U, boştan farklı keyfi bir açık olsun. U ∩ A = ∅  ise, N ⊂ A olduğundan U ∩ N = ∅  

olur. Buradan U ∩ N =∅  olacak şekilde boştan farklı U nun bir alt cümlesini buluruz ki 

bu U nun kendisidir. 

U ∩ A ≠ ∅  ise, bu takdirde A nın A da ki topolojiye göre boştan farklı bir alt 

cümlesidir. Buradan, N, A da hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olduğundan, 

[ ] W (U  A) ∩ ∩ ∩ N= ∅  olacak şekilde X de açık ve boştan farklı bir W vardır ki, 

U ∩ A nın A da açık ve boştan farklı olmak üzere W ∩ ( U ∩ A ) açığı mevcuttur.                               

Dikkat edelim ki; (W ∩ U) ∩ A ≠  ∅  dır. O halde W ∩ U boştan farklı ve açıktır. 
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Fakat W ∩ U ∩ A ∩ N = W ∩ U ∩ N dır. O halde ( W ∩ U ) ∩ N=∅  olur. Böylece U nun 

boştan farklı bir W ∩ U açık alt cümlesini bulmuş oluruz. 

 

Önerme 1.2.11.    

( X,τ )  topolojik uzay ve herhangi bir A ⊂ X için A \ ( )
o

A , hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümledir. 

 

Đspat:   

1.1.9. (i) den  oA  = ( )
c

c
A 

  
⇒   ( )

c
oA  = ( )cA  ve 1.1.9. (iii) den  

___

A   = ( )
c

o
cA 

  
 dir. 

A \ ( )
o

A = A ∩ ( )
c

o

A 
  

 

              = A ∩ ( )
c

A
 
 
 

  {( i)den  ( )
o

A = ( )
c

c

A
 
 
 

⇒ ( )
c

o

A 
  

= ( )
c

c
c

A
   
  
   

= ( )
c

A
 
 
 

 } 

              = A ∩ ( )
o

c
A

 
  

   {(iii)den ( )
c

A = ( )( )
c

c
o

c
A

 
 
 

= ( )
o

cA  } olur. 

Buradan  

( )( )\ 
o

A A = ( )
____

o
cA A

  
  ∩

    

⊂  A ∩ ( )
o

c
A

 
  

 dır. 

Buradan  

( )( )\

o
o

A A
 
 
 

⊂ ( )
o

o
cA A

 
∩  

 = ( )
o

A ∩ ( )
o

o
c

A
  
    

 

                                                 = ( )
o

A ∩  ( )
o

c

A
 
 
 

 

                                                 = ( )
o

A ∩  ( )( )
o

c
o

A
 
 
 

 

                                                 = ( )
o

A ∩  ( )( )
c

o

A
 
 
 

 

O halde ( )( )\

o
o

A A
 
 
 

⊂  ( )
o

A ∩  ( )( )
c

o

A
 
 
 

=∅  dur. 
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Buradan ( )( )\

o
o

A A
 
 
 

=∅  olur ki  

bu A \ ( )
o

A nın A da hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olduğunu gösterir. 

 

1.3. YETERSĐZ VE YETERSĐZ OLMAYAN CÜMLELER 

 

Tanım 1.3.1.  

(X, ) τ bir topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. A alt cümlesi hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümlelerin sayılabilir ailesinin birleşimi ise, A yetersiz (meager) cümle, exhaustible ya 

da ilk kategori (Cat I) olarak adlandırılır. 

 

A cümlesinin bir x  noktasında yetersiz (meager) olması için gerek ve yeter şart xU ∩ A, 

X de yetersiz olacak şekilde x  in en az bir tane xU  komşuluğu mevcut olmasıdır.  

 

Yetersiz cümle, X de yoğun olabilir. Örneğin X = ℝ  için ℚ  yetersiz ve yoğundur. X 

uzayının tamamı da yetersiz olabilir. Örneğin X = ℤ  için X in yetersiz olduğu açıktır. 

 

Tanım 1.3.2.   

(X, ) τ bir topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. A yetersiz cümle değilse; A yetersiz olmayan 

(nonmeager) cümle, inexhaustible ya da ikinci kategori (Cat II) olarak adlandırılır. 

 

Tanım 1.3.3.    

(X, ) τ topolojik uzayının bir A alt cümlesi için; A artık (comeager) bir cümledir ancak 

ve ancak X\A, X de yetersiz bir cümledir. 

 

Tanım 1.3.4. 

(X, ) τ bir topolojik uzay olsun. Yetersiz cümleler olan A ⊂ X cümlelerinin 

koleksiyonuna Cat I ve yetersiz olmayan A ⊂ X cümlelerin koleksiyonuna da Cat II 

denir. 

 

Dikkat edilirse X yetersiz olmayan cümle ise, Cat II, tüm artık cümleleri içerir. 
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Örnek 1.3.5. 

a) Eğer ℚ  rasyonel sayılar cümlesini, tek nokta cümlelerinin sayılabilir birleşimi olarak 

göz önüne alırsak, ℝ nın yetersiz bir alt cümlesi olur. Çünkü tek nokta cümleleri kapalı 

ve içleri boştur. Yani her biri hiçbir yerde yoğun olmayan cümlelerdir. 

 

b) { }a  cümlesinin hem açık hem kapalı olduğu herhangi bir topolojik uzay, yetersiz 

olmayan bir cümledir. Çünkü bu uzaydaki, a yı içeren cümlelerden hiçbiri, hiçbir yerde 

yoğun olmayan cümle değildir. Gerçekten de hiçbir yerde yoğun olmayan bir A cümlesi 

için; { }a A⊂  olsun. Bu durumda 1.2.6. (i) den, { }a cümlesi hiçbir yerde yoğun 

olmayan cümle olur. O halde { }
o

a 
 

=∅  dur. Fakat { }a ={ }a  ve { }
o

a ={ }a   

olduğundan   { }
o

a 
 

={ }
o

a = { }a  = ∅   olur. Bu bir çelişkidir. 

 

c) Tek nokta cümlelerinin kapalı alt cümle oldukları bir topolojik uzayda, bu cümleler 

her zaman yetersiz olmayan alt cümledirler. 

 

Önerme 1.3.6. 

( X,τ )  topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i) Eğer A yetersiz cümle ise, iç noktası olmayan, sayılabilir adetteki kapalı 

cümlelerin birleşimi A yı içerir. 

ii) Eğer A artık cümle ise, A sayılabilir açık yoğun cümlelerin kesişimini içerir. 

iii) Eğer X yetersiz olmayan cümle ise, X in herhangi bir artık alt cümlesi 

yetersiz olmayan cümledir. 

 

Đspat:  

i) Kabul edelim ki A yetersiz cümle olsun. O halde A, sayılabilir adetteki, hiçbir yerde 

yoğun olmayan cümlelerin birleşimidir. Yani; n∀ ∈ℕ  için ( )
o

n B =  ∅ ,  A = 
n

n

B
∈ℕ

∪   

dir. Fakat n∀ ∈ℕ  için, nB ⊂
___

nB  olduğundan, ( )
o

n B =  ∅  olan kapalı 
___

nB  cümleleriyle 

birlikte  

A=
n

n

B
∈ℕ

∪ ⊂  
n

n

B
∈ℕ

∪  
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A ⊂
n

n

B
∈ℕ

∪  olur. 

ii) Kabul edelim ki A artık cümle olsun. O halde A yetersiz bir cümlenin tümleyenidir. 

Yani;  

                   n∀ ∈ℕ  için  ( )
o

n B =  ∅  olmak üzere cA = B = 
n

n

B
∈ℕ

∪   dır. 

Buradan 

A = 
c

n

n

B
∈

 
 
 ℕ

∪ = ( )
c

n

n

B
∈ℕ

∩ ⊃  ( )
o

c

n

n

B
∈ℕ

∩  

olup A artık cümlesi açık ve yoğun olan ( )
o

c

n
B  cümlelerinin sayılabilir adetteki 

kesişimlerini içerir. Bu da ispatımızı tamamlar. 

 

iii) Kabul edelim ki A, X in yetersiz olan, artık bir alt cümlesi olsun. O halde X\A 

yetersizdir. 

Yetersiz cümlelerin birleşimi yetersiz olduğundan;  

X = A ∪ (X\A)  yetersiz olacaktır ki bu bir çelişkidir. 

 

Tanım 1.3.7.   

Y, ( X,τ ) topolojik uzayının bir alt uzayı olsun. A, üzerindeki alt uzay topolojisine göre 

Y nın bir alt cümlesi olarak düşünüldüğünde, eğer A yetersiz ise, A ⊂ Y cümlesi Y 

üzerindeki alt uzay topolojisine göre yetersizdir. 

 

Not 1.3.8.  

1.2.8. den eğer ( ), YY τ , ( X,τ ) topolojik uzayının alt uzayı ve Y nin bir A alt cümlesi, 

Y üzerindeki alt uzay topolojisine göre yetersiz ise, bu takdirde, A, X e göre yetersizdir. 

Tersine, ( ), YY τ ( X,τ ), topolojik uzayının alt uzayı ve Y nin bir A alt cümlesi X in 

üzerindeki topolojiye göre yetersiz olmayan cümle ise, A, ( ), YY τ  alt uzay topolojisine 

göre yetersiz olmayandır. 

 

Aynı zamanda Y, X de açık veya yoğunsa bu takdirde X üzerindeki topolojiye göre 

yetersiz olan Y nin her A alt cümlesi, Y ye göre de yetersizdir. Tersine olarak Y, X de 
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açık veya yoğunsa bu takdirde Y üzerindeki alt uzay topolojisine göre yetersiz olmayan 

Y nin her A alt cümlesi X e göre yetersiz olmayandır. 

 

Teorem 1.3.9.  

Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i) Yetersiz cümlenin her alt cümlesi yetersizdir. Yani; B∈CatI olacak şekilde 

BA ⊂∀  için A∈CatI dir. 

ii) Sayılabilir adetteki yetersiz cümlelerin birleşimi yetersizdir. Yani; nA ∈Cat I 

olacak şekilde her { }n n
A

∈ℕ
 dizisi ve Ν∈∀n  için 

n

n

A
∈ℕ

∪ ∈  Cat I dir. 

iii) X in oF = ∅  olacak şekildeki her kapalı F alt cümlesi yetersizdir. Yani 

F∈Cat I dir. 

iv) Her f: X →  X homeomorfizmi için A ⊂ X ve f(A), X de aynı kategoriye 

sahiptir. Yani;  

A∈  Cat I dir ancak ve ancak f(A) ∈  Cat I dir. 

A∈  Cat II dir ancak ve ancak f(A) ∈  Cat II dir. 

 

Đspat:   

i) Kabul edelim ki B∈Cat I olsun. O halde hiçbir yerde yoğun olmayan { }n n
B

∈ℕ
  ler için 

B = 
n

n

B
∈ℕ

∪  dir. A ⊂ B alalım. Buradan 

A = A ∩ B = A ∩
n

n

B
∈ℕ

∪ = 
n∈ℕ

∪ ( nBA ∩ ) olur. 

Diğer yandan                                        

( )n
A B∩   ⊂   ( )n

A B∩  ⊂  
___

nB  dır. 

Buradan  

( )
o

n
A B ∩

 
⊂   ( ) ( )

o

n n
A B ∩

 
⊂  ( )

o

n
B = ∅  olur. 

Buradan görülüyor ki ( )
o

n
A B ∩

 
=∅  dır. O halde A nB∩  hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümle ve n∀ ∈ℕ  için, A da bu cümlelerin sayılabilir birleşimi olduğundan yetersiz 

cümledir. 
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ii) { }n n
A

∈ℕ
  sayılabilir adetteki yetersiz cümlelerin bir ailesi olsun. O halde; nA∀  için                 

nA  = 
mn

m

A
∈ℕ

∪  olacak şekilde, hiçbir yerde yoğun olmayan cümlelerin{ }
mn

m
A

∈ℕ
 dizisi 

mevcuttur. Buradan 

n

n

A
∈ℕ

∪  = 
,

mn

n m

A
∈ℕ

∪  

olur ki bu da sayılabilir adetteki hiçbir yerde yoğun olmayan cümlelerin birleşiminin, 

sayılabilir adetteki birleşimidir. 

 

iii) F kapalı bir cümle olsun. O halde 
__

F = F dir. Hipotezden ( )o
F  = ( )

o

F = ∅  dur. O 

halde F hiçbir yerde yoğun olmayan bir cümledir ve açıktır ki Ν∈∀n  için, hiçbir yerde 

yoğun olmayan { }n n
F

∈ℕ
 cümlelerin ailesinin birleşimidir. O halde F yetersiz cümledir. 

 

iv) Kabul edelim ki A yetersiz bir cümle olsun. O halde A, sayılabilir adetteki hiçbir 

yerde yoğun olmayan cümlelerin birleşimidir. Yani, { }n n
A

∈ℕ
 hiçbir yerde yoğun 

olmayan cümleler olmak üzere A = 
n

n

A
∈ℕ

∪   dır. 

                                         f(A) = f 
n

n

A
∈

 
 
 ℕ

∪  = ( )
n

n

f A
∈ℕ

∪  olur. 

f homeomorfizm olduğundan  

( )( )
o

n
f A  = ( )

o

n
f A 

 
= ( )

o

n
f A 

 
 olur. 

Fakat n∀ ∈ℕ  için nA  ler hiçbir yerde yoğun olmayan cümlelerdi. O halde, 

( )
o

n
f A 

 
= ( )( )

o

n
f A  = f ( )∅  = ∅  

olur ki bu da n∀ ∈ℕ  için ( )nAf  lerin hiçbir yerde yoğun olmayan cümleler olduğunu 

gösterir. O halde ( )Af  = ( )n

n

f A
∈ℕ

∪  yetersiz bir cümledir. 

Tersine olarak, ( )Af  yetersiz bir cümle ise, A da yetersiz bir cümledir. 

Benzer şekilde A∈  Cat II dir ancak ve ancak ( )Af ∈  Cat II olmasıdır. 
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1.3.9. (ii) den kolayca görebiliriz ki yetersiz cümlelerin herhangi bir ailesinin birleşimi 

de yetersizdir. 

 

Teorem 1.3.10 (Banach Kategori Teoremi).    

( X,τ ) topolojik uzayında açık, yetersiz cümlelerin herhangi bir ailesinin birleşimi 

yetersizdir. 

 

Đspat: ϑ , boştan farklı açık, yetersiz cümlelerin bir ailesi olsun. Göstermek istiyoruz ki, 

∪ϑ  yetersizdir. 

S cümlesini, her bir koleksiyonun her bir elemanı ϑ  nun bir elemanı içinde ihtiva 

edilecek şekilde, boştan farklı açık cümlelerin koleksiyonunun tüm ayrık ikililerinin 

cümlesi olarak alalım. Zorn lemmasından, S de ki her zincirin S de bir üst sınırı varsa S 

bir maksimal elemana sahiptir. Bu maksimal eleman, ν = { }iV i I∈  olsun.  

Şimdi, hiçbir yerde yoğun olmayan her .i n
N  cümleleri ve ∀ i∈I için iV  = ∪

∞

=1
.

n

niN ,          

ve her n için nN  = ∪
Ii

niN
∈

.   olsun. Göstereceğiz ki nN  hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümledir.  

K, boştan farklı ve açık bir cümle olsun. i∈I için K iV∩  ≠ ∅  alalım ve indis cümlesine 

de oI  diyelim.  

1.2.4. (iii) den K iV∩  nın boştan farklı ve açık, oIi ∈∀  için nii NW .∩  = ∅  olacak 

şekilde bir iW  alt cümlesi vardır. 

W = ∪
oIi

iW
∈

 alalım. O halde W ⊂ K ve her n için  

                                                W ∩∪
Ii

niN
∈

. = W ∩ nN  = ∅   olur.   

O halde nN  hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. Aynı zamanda 

( )∪
∞

=

∩
1n

nNW = W ∩∪
∞

=1n

nN = ∅  dır. 

Fakat  

∪ν =∪
Ii

iV
∈

= ∪
∞

=1n

nN  dır. 



 

 

24

Buradan, nN  ler hiçbir yerde yoğun olmayan cümleler ve hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümlelerin sayılabilir adetteki birleşimleri yetersiz olduğundan ∪ν  yetersiz cümle 

olur. Şimdi göstereceğiz ki,  ( )ϑ∪ \ ∪ν   X de hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

Kabul edelim ki olmasın.  

Bu cümle kapalı cümle olduğundan cümlenin kapanışı kendisine eşit olup; 

U = ( )
0

\ϑ ν
 
  
∪ ∪ = ( )

0

\ϑ ν 
  ∪ ∪ ≠ ∅   dir. 

 Fakat ∪ϑ  açıktır. 

W ⊂  ( )( )\ϑ ν∪ ∪  ⊂  ( )ϑ∪  = ( )o

∪ϑ  ∪  ( )s

∪ϑ  

                                                   = ( )∪ϑ  ∪  ( )s

∪ϑ  olur. 

 

Buradan  

W = ( )W ϑ∩  ∪ ∪ ( )W
s

ϑ ∩
  ∪  dir. 

Đddia ediyoruz ki W ∩ ( )ϑ∪ ≠ ∅  dir. Aksi takdirde W ∩ ( )ϑ∪ =∅  olursa buradan               

W = ( )W
s

ϑ ∩
  ∪  olur. Bu şekilde W hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olur. Çünkü 

hiçbir yerde yoğun olmayan ( )s
ϑ∪  cümlesinin alt cümlesidir. Diğer taraftan W ⊂

___

W  

olduğundan W = ( )
o

o
W W⊂ = ∅  olur ki bu bir çelişkidir. 

O halde W ∩ ( )ϑ∪ ≠ ∅  dir.  

Şimdi ϑ = { }
AaaU

∈
  olsun. O halde   ∪ϑ  = ∪

Aa

aU
∈

     ve        

∅ ≠  W ∩ ( )ϑ∪  = ( )∪
Aa

a WU
∈

∩  dir. 

Bazı Aao ∈  için 
oa

U W∩ ≠ ∅  dur. Fakat W ν∩∪  = ∅  ve WU
oa ∩ , yetersiz 

0a
U  

cümlesinin bir alt cümlesi olduğundan WU
oa ∩ açık ve yetersizdir. Böylece 

( WU
oa ∩ ) ν∩∪  =∅  olup WU

oa ∩ ν∉  dir. Buradan  WU
oa ∩  yi ν  sınıfına ekler ve 

ikişer ayrık cümlelerden daha büyük bir cümle elde ederiz ki bunların her biri ϑ  de ki 
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bir elemanın alt cümlesidir. Bu ise, ν  nin maksimal eleman olmasıyla çelişir. O halde 

( )ϑ∪  \ ν∪   hiçbir yerde yoğun olmayan bir cümledir. 

 

( )ϑ∪  ⊂  ( ) \ϑ ν 
  

∪∪ ∪ ( )ν∪  

olup   ( )ϑ∪ , yetersiz bir cümlenin alt cümlesi olduğundan yetersizdir. 
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2. BÖLÜM 

BAĐRE UZAYLARININ KARAKTERĐSTĐK ÖZELLĐKLERĐ 

 

2.1. BAĐRE UZAYLARI 

 

Teorem 2.1.1. 

( )τ,X  bir topolojik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) X  in yoğun, açık alt cümlelerinin sayılabilir adetteki kesişimleri X  de 

yoğundur. 

ii) X  in her yetersiz alt cümlesi, X  de bir iç noktaya sahip değildir. 

iii) X  in boştan farklı, her açık alt cümlesi X  de yetersiz olmayan bir cümledir. 

iv) X  in artık her alt cümlesi X  de yoğundur. 

v) Boştan farklı her U açığı için; her bir nF  kapalı olmak üzere U =
n

n

F
∈ℕ

∪  ise, 

( )
o

o

n
F ≠ ∅  olacak şekilde bir 

o
n ∈ℕ  vardır. 

 

Đspat: 

(i)⇒ (ii)  B∈Cat I olacak şekilde keyfi bir cümle olsun. O halde { }n n
A

∈ℕ
 dizisi hiçbir 

yerde yoğun olmayan cümleler olmak üzere B = 
n

n

A
∈ℕ

∪  dir. Buradaki herhangi bir 

n ∈ℕ  için           

( )
o

n
A = ∅  ve ( )

c
o

n
A 

  
= X  dır. 

1.1.9. (i) den  ( )
c

oA = ( )c
A  eşitliğinde A yerine 

n
A  yazarsak; 

( )
c

o

n
A 

  
= ( )

c

n
A

 
 
 

= X  
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olur ki bu eşitlik herhangi bir n ∈ℕ  için ( )
c

n
A nın X de yoğun olduğunu gösterir. 

Hipotezimizden ( )
c

n

n

A
∈ℕ

∩ yoğun olup buradan X = ( )
c

n

n

A
∈

 
 
 ℕ

∩  dır. 

( )
c

n

n

A
∈ℕ

∩ = 
c

n

n

A
∈

 
 
 ℕ

∪ olduğundan dolayı 

∅  = cX = 

c
c

n

n

A
∈

    
   ℕ

∪ = 
o

n

n

A
∈

 
 
 ℕ

∪ dır. 

Her n için 
___

nn AA ⊂  olduğundan 

B = 
n n

n n

A A
∈ ∈

⊂
ℕ ℕ

∪ ∪    ve  
o

n

n

A
∈

 
 
 ℕ

∪ ⊂

o

n

n

A
∈

 
= ∅ 

 ℕ

∪  olur. 

O halde  
o

n

n

A
∈

 
∅ =  

 ℕ

∪ = oB  dır. Yani yetersiz bir cümle olan B, X  de bir iç noktaya 

sahip değildir. 

 

(ii)⇒ (iii) Kabul edelim ki U∉  Cat II olacak şekilde boştan farklı bir U açığı mevcut 

olsun. O halde U∈Cat I dir. Buradan U = 
n

n

A
∈ℕ

∪ olacak şekilde hiçbir yerde yoğun 

olmayan cümlelerin bir { }n n
A

∈ℕ
 dizisi vardır. U açık olduğundan o

U U= ≠ ∅  dır. Bu 

durumda X  in yetersiz bir alt cümlesi olan U nun en az bir iç noktaya sahip olduğunu 

söylemiş oluruz ki bu kabulümüzle çelişir. O halde boştan farklı her açık, yetersiz 

olmayan bir cümledir. 

 

(iii) ⇒ (iv) Kabul edelim ki cA ,X⊂ X  de artık bir cümle olsun. cA  nın X  de yoğun 

olduğunu göstereceğiz. 

cA  artık ise, ( )
c

cA = A, X  de yetersiz bir cümledir. 1.3.9. (i) den oA ⊂ A de yetersiz 

bir cümledir. Fakat oA  açık ve hipotezden oA = ∅  dır. 

1.1.9. (i) den oA  = ( )
c

c
A  = ∅  olup ( )c

A X=  olur ki bu cA  nın X de yoğun olduğunu 

gösterir.  
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(iv) ⇒ (i) { }n n
A

∈ℕ
 yoğun, açık cümlelerin bir dizisi olsun. 

1.1.9. (iii) den 
n

n

A
∈

 
 
 ℕ

∩  = 

c
o

c

n

n

A
∈

           
ℕ

∩ = 

c
o

c

n

n

A
∈

  
  
   ℕ

∪ olur. 

1.2.4. den, nA  ler yoğun, açık cümleler ise, c

nA  kapalı ve hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümlelerdir. Buradan; 
c

n

n

A
∈ℕ

∪ yetersiz bir cümledir. O halde yetersiz bir cümlenin alt 

cümlesi yetersiz olduğundan 
o

c

n

n

A
∈

 
 
 ℕ

∪ yetersizdir. 

O halde hipotezden; 

c
o

c

n

n

A
∈

  
  
   ℕ

∪ = 
n

n

A
∈

 
 
 ℕ

∩    X de yoğundur. 

 

(iii) ⇒ (v)  Boştan farklı her U  açığı için her bir nF  kapalı olmak üzere, U = 
n

n

F
∈ℕ

∪  

olsun. Eğer n∀ ∈ℕ  için ( )
o

n
F = ∅  olsa nF  hiçbir yerde yoğun olmayan bir cümle olur. 

Bu durumda da U yetersizdir. Bu ise, bir çelişkidir. O halde ( )
o

n
F ≠ ∅  olur. 

  

(v) ⇒ (iii) U, boştan farklı ve açık olsun. Eğer U yetersiz ise, her bir nF  kapalı olmak 

üzere U = 
n

n

F
∈ℕ

∪  dir. O halde n∀ ∈ℕ  için ( )
o

n
F = ∅  olur ki bu hipotezimizle çelişir. O 

halde U yetersiz olmayan bir cümledir. 

 

Tanım 2.1.2. 

Teorem 2.1.1. de verilen özelliklerden bir tanesini sağlayan herhangi bir topolojik uzay 

bir Baire uzaydır.  Açık bir şekilde görülüyor ki her bir Baire uzay yetersiz olmayandır. 

Fakat tersi her zaman doğru değildir. Tersi, topolojik vektör uzaylarında doğrudur. 

 

Aksine Örnek: 

ℚ ( )1,0∪  cümlesi ile ℝ  den üretilen standart metrikten oluşan uzayı göz önüne alalım. 

ℝ  Baire uzay olduğundan ve ℚ ( )1,0∪  açık, yetersiz olmayan ( )1,0  alt uzayı ihtiva 
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ettiğinden bu metrik uzay yetersiz olmayandır. Aynı zamanda { }t 1t∈ >ℚ  olacak 

şekilde yetersiz, açık cümleleri de ihtiva ettiğinden bu uzay Baire uzay değildir. Dikkat 

edelim ki aynı zamanda bu bir tam olmayan metriktir (tam olmayan metrik uzay 

yetersiz olmayan olduğundan). ℚ  metrik uzayı yetersizdir. Aynı zamanda bir Baire 

uzay değildir. Çünkü { }nq  dizisi Q nun elemanlarından oluşan bir dizidir. Bu takdirde 

her bir n için ℚ \{ }nq , ℚ  nun bir açık, yoğun alt cümlesidir ki bunun 

{ }( )n
n N

\ q  
∈

ℚ∩ boştur. Bu ise, 2.1.1. (i) ile çelişir. 

 

Teorem 2.1.3. 

X  Baire uzayının boştan farklı her açık Y alt uzayı bir Baire uzaydır. 

 

Đspat: 

2.1.1. (iii) den, aynı zamanda X  de de açık olan, boştan farklı ve açık U ⊂ Y, X  de 

yetersiz olmayan bir cümledir ve 1.3.8. den U, Y de yetersiz olmayan bir cümledir. O 

halde Y bir Baire uzaydır. 

 

Bu teoremden şu sonucu çıkarabiliriz. Baire uzayın her bir x  noktası için, x i kapsayan 

her bir xN  komşuluğu bir Baire uzaydır. Diğer yandan; 

 

Teorem 2.1.4. 

Eğer X  topolojik uzayının her bir noktası, Baire uzay olan bir komşuluğa sahipse, X  

Baire uzaydır. 

  

Đspat: 

A, X  de boştan farklı keyfi bir açık cümle olsun. A nın X  de yetersiz olmadığını 

göstermeliyiz. Kabul edelim ki A yetersiz olsun. Keyfi bir a∈A ve a nın Baire uzay 

olan bir V komşuluğunu seçelim. ,A V∩  yetersiz A cümlesinin bir alt cümlesi 

olduğundan 1.3.9. (i ) den X  de yetersizdir. 

Fakat V açık ve ,A V∩  V nın açık bir alt cümlesi olduğundan 1.3.7. den ,A V∩  V ye 

göre yetersiz olur. Bu ise, V nin Baire uzay olmasıyla çelişir. O halde A yetersiz 

olmayan bir cümledir. 
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Teorem 2.1.5. 

X  Baire uzayında herhangi bir yetersiz cümlenin tümleyeni bir Baire uzaydır. 

 

Đspat: 

A, X  de yetersiz bir cümle olsun. O halde Y = ,cA  2.1.1. (iv) den X  de yoğundur. B, 

Y ye göre yetersiz olsun. O halde 1.3.8. den B, X  e göre yetersiz, 1.3.9. (ii) den de 

BA ∪ , X  e göre yetersizdir. X  de 

( ) YBYBABA cccc
=∩=∩=∪ \B dır. 

Bu aynı zamanda Y de cB  demektir ki, 2.1.1. (iv) den ,cB  X  de yoğundur ve böylece 

Y de yoğundur. 2.1.1. (iv) den de Y bir Baire uzaydır. 

 

Teorem 2.1.6. 

Baire uzay olan, yoğun bir alt uzayı içeren her uzay bir Baire uzaydır. 

 

Đspat: 

Kabul edelim ki  yoğun, Baire alt uzay olan Y yi içeren X  uzayı Baire uzay olmasın. O 

halde X  in boştan farklı, açık, yetersiz bir U alt cümlesi vardır. Buradan, ,U Y∩  X  in 

boştan farklı, açık, yetersiz bir alt cümlesi olur ki 1.3.8. den  ,U Y∩  Y de yetersizdir. 

Bu ise, Y nin Baire uzay olmasıyla çelişir. O halde X  bir Baire uzaydır. 

 

Teorem 2.1.7. 

X  topolojik uzayında, Baire uzaylar olan açık alt uzayların herhangi bir ailesinin 

birleşimi bir Baire uzaydır. 

 

Đspat:  

ϑ , X  in açık, Baire alt uzaylarının bir ailesi olsun. Kabul edelim ki ∪
ϑ∈W

W  Baire uzay 

olmasın. O halde, ∪
ϑ∈W

W  ye göre açık, yetersiz bir V alt cümlesi vardır. 

U ϑ∈  olsun. ,U V∩  ∪
ϑ∈W

W  ye göre açık, yetersiz bir alt cümle olur. Aynı zamanda 

,U V∩  1.3.8. den U ye göre açık, yetersiz cümledir. Bu ise, 2.1.1. (iii) den U nun bir 

Baire uzay olmasıyla çelişir. 
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Teorem 2.1.8. 

Bir topolojik uzayda  Baire uzay olan alt uzayların sonlu sayıdaki birleşimi bir Baire 

uzaydır. 

 

Đspat:  

Sonlu adetteki birleşim olduğundan iki Baire uzayın birleşiminin Baire uzay olduğunu 

göstermek yeterlidir. 

Y ve Z uzayları birer Baire uzay ve X = ZY ∪  olsun. X \Y  ve X \ Z  sırasıyla Z ve Y 

de açıktır ve 2.1.3. den her ikisi de birer Baire uzaydır. 

2.1.7. den 

V = ( X \
__

Y ) ∪ ( X \ Z ) = X \ (Y Z∩ ) 

olarak tanımlanan V, X  in açık bir Baire alt uzayıdır. 

X\V,  Baire uzay olan Y nın açık bir alt cümlesi olduğundan,  X\V,  X  in açık Baire alt 

uzayı olur. Böylece V ∪ ( )X\V  , X  in yoğun Baire alt uzayıdır. 2.1.6. dan, yoğun Baire 

alt uzay içeren uzay, Baire uzay olduğundan X  bir Baire uzaydır. 

 

Teorem 2.1.9. 

Herhangi bir X  topolojik uzayı, açık (kapalı) Baire uzayı ve kapalı (açık) yetersiz 

cümlenin birleşimi olarak yazılabilir. 

 

Đspat:  

C , X  in tüm açık, yetersiz alt cümlelerinin birleşimi olsun. 1.3.10. Banach Kategori 

Teoreminden C , X  de yetersiz ve açıktır. O halde c
C = B kapalıdır. B nın bir Baire 

uzay olduğunu göstereceğiz. 

U, B nın boştan farklı, açık bir alt cümlesi ve X  de açık ve boştan farklı bir V cümlesi 

için, U = VB ∩  olsun. Göstermeliyiz ki U, B de yetersiz olmayan bir cümledir. Farz 

edelim ki U, B de yetersiz olsun. O halde U = VB ∩ , X e göre yetersizdir. Burada V 

yetersiz olsa CV ⊂  ve VB ∩ = ∅  olurdu. Bu ise, bir çelişkidir. Çünkü ∅ ≠ U = B V∩  

dir. O halde CV ⊄ dir. Fakat V ayrık birleşim olarak yazılabildiğinden, 

V = ( )VC ∩ ∪ ( )VB ∩  dir. 
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( )VB ∩ , X  de yetersiz ve ( )VC ∩ , X  de açık olduğundan ( )VC ∩  de X  de 

yetersizdir. Buradan V, X  de yetersizdir. Bu ise, bir çelişkidir. O halde U, B de yetersiz 

olmayan bir cümle ve B bir Baire uzaydır. 

Şimdi 

X = ds
CCC ∪∪  = d

CC ∪
___

 olur. 

Fakat C açık olduğundan s
C , X  de hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ve s

CCC ∪=
__

 

dir. C yetersiz ve s
C  hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ve 1.3.9. (iii) den yetersizdir. 

Yetersiz cümlelerin birleşimi yetersiz olduğundan 
___

C da X  de yetersiz bir cümledir. 

( )
o

d c oC C B= =  dır. Göstermek istiyoruz ki oB  bir Baire uzaydır. B bir Baire uzay idi. 

2.1.3 ten Baire uzayın boştan farklı, açık her alt uzayı bir Baire uzay olduğundan oB  bir 

Baire uzaydır. 

O halde, X , kapalı Baire B cümlesi ve açık, yetersiz C cümlesinin birleşimi olarak ya 

da açık, Baire oB cümlesi ve kapalı, yetersiz
___

C cümlesinin birleşimi olarak yazılabilir. 

 

2.2. BAĐRE UZAYLARININ δG  CÜMLELER KARAKTERĐ 

 

Tanım 2.2.1. 

Bir δG  cümlesi açık cümlelerin bir dizisinin sayılabilir kesişimi olan bir cümledir. 

 

Tanım 2.2.2. 

Bir σF  cümlesi kapalı cümlelerin bir dizisinin sayılabilir birleşimi olan bir cümledir. 

Dikkat edelim ki bir δG  cümlenin tümleyeni bir σF  cümlesidir ve terside doğrudur. 

 

Teorem 2.2.3. 

Bir X  topolojik uzayı bir Baire uzaydır ancak ve ancak X de ki her yetersiz δG  

cümlesi, hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 
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Đspat: 

( )⇒ X bir Baire uzay ve A , X de yetersiz bir δG  cümlesi olsun. O halde cA  bir σF  

cümlesidir. Yani n∀ ∈ℕ  için nF ler kapalı olmak üzere cA = 
n

n

F
∈ℕ

∪  dir. 

Şu halde  

cAA∩
___

= ( )n

n

A F
∈

∩
ℕ

∪  de aynı zamanda bir σF -cümlesidir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
o o o co

c c
A A A A A A∩ = ∩ = ∩  

dir ve AAo ⊂  olduğundan o c
A A∩ = ∅  olup buradan 

( ) ( ) ( )
o o c

c
A A A A∩ = ∩ = ∅ olur. 

Nn ∈∀  için ( ) ( )c

n
A F A A∩ ⊂ ∩  olduğundan  ( ) ( )

o o
c

n
A F A A∩ ⊂ ∩  = ∅  elde 

ederiz. O halde n∀ ∈ℕ  için ( )n
A F∩  hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. Buradan 

( )c
A A∩  yetersiz cümledir. Fakat iki yetersiz cümlenin birleşimi yetersiz olduğundan 

( )c
A A A A= ∪ ∩  olup A  yetersizdir. X  bir Baire uzay olduğundan 2.1.1. (ii) den 

( )
o

A = ∅  dur. Yani A hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

 

( )⇐  Şimdi göstermemiz gerekir ki bir X uzayında her yetersiz δG  cümlesi hiçbir yerde 

yoğun olmayan cümle iken X  bir Baire uzaydır. Kabul edelim ki X  bir Baire uzay 

olmasın. O halde 2.1.1. (iii) den X  in yetersiz olan boştan farklı bir U açık cümlesi 

vardır. Fakat özel olarak boştan farklı her açık cümle bir δG  cümlesidir. O halde, 

hipotezimizden, U hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olacağından ( )
o

U = ∅  olur. 

Fakat U ≠ ∅  ve U U⊂ dır. Buradan ( )
o

o
U U U∅ = ⊃ = ≠ ∅  olup bu bir çelişkidir. O 

halde boştan farklı hiçbir U açık cümlesi yetersiz olamaz. O halde X bir Baire uzaydır. 

 

Sonuç 2.2.4.  

ℚ , ℝ de bir δG cümlesi değildir.  
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Đspat:  

Dikkat edilirse ℚ , her biri hiçbir yerde yoğun olmayan cümleler olan tek nokta alt 

cümleleri (tek nokta cümleleri kapalı ve içi boştur) nın sayılabilir birleşimi olduğundan 

yetersizdir. O halde eğer ℚ , δG  cümlesi olsaydı 2.2.3. den ℝ  Baire uzayına göre ℚ  

hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olurdu. Fakat =ℚ ℝ  ve ( )
o

o= = ≠ ∅ℚ ℝ ℝ  olup bu 

bir çelişkidir. 

 

Teorem 2.2.5. 

Y, X  Baire uzayının bir alt uzayı olsun. Y yetersizdir ancak ve ancak X \Y , X  in 

yoğun bir δG - alt cümlesini içerir.  

 

Đspat: 

( )⇒  Kabul edelim ki Y yetersiz olsun. Yani, { }∞

=1nnU  dizisi Y ∪
∞

=

=
1n

nU olacak şekilde, 

hiçbir yerde yoğun olmayan alt cümlelerin bir dizisi olsun. X bir Baire uzay olduğundan  

( ) ( )
1 1

\ \n n

n n

X U X U
∞ ∞

= =

⊂ =∩ ∩ X \
1

n

n

U
∞

=

∪ = X \Y  

2.1.1. (i) den ( )
1

\ n

n

X U
∞

=

∩ , X  in yoğun bir δG - alt cümlesi olur ki X \Y  nin 

içerisindedir. Çünkü 1.2.4. den n\U , X X  de açık ve yoğundur. 

 

( )⇐  Kabul edelim ki  ∩
∞

=

=
1n

nUU , X\Y nın içerdiği X  in yoğun δG - alt cümlesi olsun. 

n∀ ∈ℕ  için  
1

n n

n

X U U U
∞

=

 
= = ⊂  

 
∩  dir. Buradan her bir nU  açık ve yoğundur. O 

halde n∀  için 1.2.4. den X \
n

U  hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

Şimdi, 

X \U = X \
1

n

n

U
∞

=

 
 
 
∩

1

\ n

n

X U
∞

=

=∪  olup X de yetersizdir ve Y  yi içerir. O halde 1.3.9. den 

Y  yetersizdir. 
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Sonuç 2.2.6. 

Bir Baire uzayın her yoğun δG   alt uzayı bir Baire uzaydır. 

 

Đspat: 

,U  X  Baire uzayının yoğun bir δG  alt uzayı olsun. 2.2.5. den X\U, X  de yetersizdir. 

O halde 2.1.5. den U bir Baire uzaydır. 

 

Şimdi yukarıdaki teorem 2.2.5. in yetersiz olmayan uzaylar sınıfına genelleştirilmesini 

ispat edeceğiz.  

 

Teorem 2.2.7. 

Yetersiz olmayan bir uzayın her yoğun δG - alt cümlesi yetersiz olmayandır. 

 

Đspat: 

X  yetersiz olmayan bir uzay ve ∩
∞

=

=
1n

nUU , X  in keyfi, yoğun δG - alt cümlesi olsun. 

n∀ ∈ℕ  için, 
1

n n

n

X U U U
∞

=

 
= = ⊂  

 
∩  dir. Buradan her bir nU  açık ve yoğundur. 

Böylece n∀ ∈ℕ  için 1.2.4. den X \ nU  hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. Şimdi  

X \U = X \ 






 ∞

=

∩
1n

nU  = 
1

\ n

n

X U
∞

=

∪  olup X  de yetersizdir. X = ∪U ( X \U ) olduğundan, 

U yetersiz olsa X  yetersiz olacaktır. Bu ise, hipotezimizle çelişir. O halde U yetersiz 

olmayan bir cümledir. 

 

2.3. YARI SÜREKLĐ FONKSĐYONLAR VE BAĐRE UZAYLARI 

 

Tanım 2.3.1. 

X  topolojik uzayı üzerinde reel değerli bir f  fonksiyonu verilsin. Eğer, 

Xx ∈∀  ve r ∈ℝ  için, ( )xf  > r ( ( )xf  < r ) iken, 

Ux ∈∀ '  için ( )'xf  > r   ( ( )'xf  < r ) olacak şekilde x noktasının bir U komşuluğu 

mevcut ise, f fonksiyonuna alt (üst) yarı sürekli fonksiyon denir. 
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Yani; ( ){ }x X f x r∈ >  cümlesinin X  de açık olmasıdır. Eşdeğer olarak,  

ε∀ > 0 için '
x

x U∈  iken  

( )'xf  > ( )xf - ε   ( ( )'xf  < ( )xf + ε ) olacak şekilde xU∃  komşuluğu 

varsa f fonksiyonuna Xx ∈ noktasında alt (üst) yarı sürekli fonksiyon denir. 

 

Önerme 2.3.2. 

X  uzayı üzerinde, f reel değerli, yarı sürekli bir fonksiyon ve D, f in sürekli olmadığı 

X  in tüm noktalarının cümlesi olsun. O halde D yetersizdir. 

 

Đspat: 

,f  alt yarı sürekli fonksiyon olsun. ∈∀r ℚ  için 

rG = ( ){ }x X f x r∈ >  cümlesini tanımlayalım. 

∈∀r ℚ  için rG  açık ve 
r

G \ rG  = s

rG  kapalı ve hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

D nın yetersiz olduğunu ispatlamak için 1.3.6. (i) kullanmak yeterli olacaktır. Bunun 

için 

D ⊂  ( ){ }rG
s

r ∈∪ ℚ  

 olduğunu gösterelim. 

∈x D olsun ve f  fonksiyonu x  noktasında sürekli olmasın. O halde her xU  

komşuluğu için ε > 0 sayısı vardır öyle ki;  

( )'xf  ∉  ( ) ( )( )εε +− xfxf ,  

olacak şekilde en az bir tane xUx ∈'  mevcuttur. Fakat  f , x  noktasında alt yarı sürekli 

olduğundan  

'ε∀ >0 için '' xUx ∈  iken  ( )'xf > ( ) ε−xf  olacak şekilde 'xU  mevcuttur. 

'εε =  seçelim. O halde herhangi bir xU  için ( )'xf ( ) ε+≥ xf  olacak şekilde xUx ∈'  

vardır. 

Özellikle herhangi bir xU  için, 'xx UU ∩  alırsak; 

( )'xf ( ) ε+≥ xf  olacak şekilde ∈'x ( 'xx UU ∩ ) vardır. Buradan ( ) ( )( )ε+∈∀ xfxfr ,  

için ( )'xf > r olacak şekilde ∈'x ( 'xx UU ∩ ) vardır. O halde rx GU ∩  boştan farklıdır. 
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Şimdi; x , s

rG  nın bir iç noktası değildir. ( )xf  < r  dir. Bu yüzden ∈x
s

rG  dir. 

O halde   

∈x ( ){ }rG
s

r ∈∪ ℚ  

ve böylece D ⊂ ( ){ }rG
s

r ∈∪ ℚ  olur ki bu D nın yetersiz olduğunu gösterir. 

 

Önerme 2.3.3. 

Eğer X  uzayı, üzerinde yetersiz ise, X  in herhangi bir noktasında sürekli olmayan, 

alttan (üstten) sınırlı yarı sürekli f fonksiyonu mevcuttur.  

 

Đspat: 

X  yetersiz olduğundan; n ∈ℕ  için X  = 
1

n

n

F
∞

=

∪  olacak şekilde, kapalı, hiçbir yerde 

yoğun olmayan nF  cümleleri mevcuttur. 

Xx ∈∀  için ( )xf  = { }inf n
n

x F∈ ∈ℕ  şeklinde tanımlayalım. Şimdi, X  in boştan 

farklı her U açık alt cümlesi için U yu örten sonlu sayıda nF  cümleleri olmasın. 

n∀ ∈ℕ  için nF  hiçbir yerde yoğun olmayan cümle ve hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümlelerin sonlu birleşimi hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olduğundan nF , açık bir 

alt cümle içermez. O halde nF , U üzerinde sınırlı değildir. 

Xx ∈ olsun. O halde nFx ∈  ve ( )xf  = n dir. Buradan her xU  için, ( )'xf > n+M olacak 

şekilde xUx ∈'  vardır. 
2

1
=ε  alırsak; ( )'xf  ∉  

1 1
,

2 2
n n
 

− + 
 

 olur ki buradan f  sürekli 

değildir. 

g = 1-
f

1
 olarak tanımlayalım. f  sınırlı olmadığından 

f

1
 sınırlı ve 1-

f

1
  de sınırlıdır. 

O halde g fonksiyonu X  de sınırlıdır. Aynı zamanda f sürekli olmadığından 
f

1
 

sürekli değil ve 1-
f

1
 sürekli değildir. O halde g , X  in hiçbir noktasında sürekli 

değildir. 
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g nin alt yarı sürekli olduğunu göstermeliyiz. Bunun için f in alt yarı sürekli olduğunu 

göstermek yeterlidir. Çünkü 1−f
f

1
=  ters fonksiyonu yarı sürekli fonksiyondur ve 1 

sabit fonksiyonu yarı süreklidir. O halde g = 1-
f

1
 yarı sürekli olacaktır. 

Şimdi; k∀  = 1, 2, ...  için  

∪
k

n

nF
1=

 = ( ){ }x X f x k∈ ≤  

olduğundan bu cümle kapalı bir cümledir. Buradan ( ){ }x X f x k∈ >  açıktır ve 2.3.1. 

den f alt yarı sürekli fonksiyondur. 

 

2.3.2. ve 2.3.3. önermelerinin bir sonucu olarak aşağıdaki ifadeyi verebiliriz. 

 

Sonuç 2.3.4. 

Bir X  uzayı yetersiz olmayandır ancak ve ancak X  üzerindeki her yarı sürekli 

fonksiyon, X  in en az bir noktasında süreklidir. 

 

Đspat: 

(⇒ ) X  yetersiz olmayan olsun. 2.3.2. den X  üzerindeki her yarı sürekli f fonksiyonu 

için, f in sürekli olmadığı tüm noktaların cümlesi yetersizdir. Buradan, eğer ,f  X  in 

hiçbir noktasında sürekli değilse X  yetersiz olacaktır. Bu ise, kabulümüzle 

çeliştiğinden f en az bir noktada sürekli olmak zorundadır. 

 

( )⇐  Kabul edelim ki X  yetersiz olsun. 2.3.3. den X  üzerinde, hiçbir noktada sürekli 

olmayan, sınırlı, yarı sürekli bir fonksiyon mevcuttur. Bu ise, hipotezimizle çelişir. O 

halde X  yetersiz olmayandır. 

 

Teorem 2.3.5. 

X  uzayı bir Baire uzaydır ancak ve ancak her yarı sürekli (sınırlı) f fonksiyonu için 

f in X  üzerinde sürekli olduğu tüm noktalar cümlesi X  de yoğundur. 
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Đspat:  

(⇒ ) Kabul edelim ki X  bir Baire uzay olsun. O halde 2.3.4. den her yarı sürekli 

fonksiyon en az bir noktada süreklidir. Böylece herhangi bir yarı sürekli fonksiyonun 

sürekli olduğu noktalar cümlesi boştan farklıdır. 

2.3.2. den herhangi bir yarı sürekli fonksiyonun süreksiz olduğu noktalar cümlesi 

yetersizdir ve X  Baire uzay olduğundan 2.1.1. (iv) den bu yetersiz cümlenin tümleyeni   

(fonksiyonun sürekli olduğu noktalar cümlesi) X  de yoğundur. 

 

( )⇐  Kabul edelim ki X  bir Baire uzay olmasın. O halde 2.1.1. den X  in yetersiz, 

boştan farklı bir U açık alt cümlesi vardır. 2.3.3. den bu U cümlesi üzerinde, hiçbir 

noktada sürekli olmayan sınırlı, yarı sürekli bir f  fonksiyonu vardır. 

U açık olduğundan U da kısıtlaması f olacak şekilde, X üzerinde sınırlı, yarı sürekli bir 

g fonksiyonu mevcuttur. 

Şimdi; X üzerindeki g fonksiyonu, X in boştan farklı açık alt cümlesinin hiçbir 

noktasında sürekli değildir. Bu ise, g nin sürekli olduğu noktalar cümlesinin X  de 

yoğun olmasıyla çelişir. Bu yüzden X  bir Baire uzay olmak zorundadır. 

 

Teorem 2.3.6 

X  uzayı bir Baire uzaydır ancak ve ancak Xx ∈∀ için ( ){ }f x f C∈  üstten sınırlı 

olacak şekilde, X  üzerinde, alt yarı sürekli fonksiyonların bir ailesi C  olmak üzere, X  

in boştan farklı her U açık alt cümlesi için Vy ∈  ve Cf ∈  iken, ( ) kyf ≤  olacak 

şekilde k  pozitif tamsayısı ve U nun boştan farklı bir V açık alt cümlesi vardır. 

 

Đspat:  

(⇒ ) n∀ ∈ℕ  için ( ){ },
n

F x U f x n f C= ∈ ≤ ∀ ∈  olsun. xM , ( ){ }f x f C∈  için bir 

sınır ise, herhangi bir ≥n xM  için nF ≠ ∅  dur. Şimdi; her nF , U nun kapalı bir alt 

cümlesidir. X  uzayı Baire uzay olduğundan U yetersiz olamaz. Buradan bir +Ζ∈k  

için kk FF =
____

 ve ( )
o

k
F ≠ ∅  olur ki ( ) VF

o

k =  alırsak U nun boştan farklı V  açık alt 

cümlesinin varlığını ispat etmiş oluruz. 
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( )⇐  Kabul edelim ki X  bir Baire uzay olmasın. O halde yetersiz olan bir U açığı 

mevcuttur. Bu U açığını, X  in hiçbir yerde yoğun olmayan alt cümlelerinin sayılabilir 

birleşimi olarak tanımlayalım. U = 
1

n

n

W
∞

=

∪  olsun. 

Ux ∈∀  için  ( )xf = inf { }nn x W∈ ∈ℕ  olarak tanımlansın. O halde, U nun boştan 

farklı, açık V alt cümlesi için, her bir nW  hiçbir yerde yoğun olmayan cümle 

olduğundan, sup ( ){ }f x x V∈ = ∞  olacak şekilde, U üzerinde tanımlı f  fonksiyonu 

alt yarı sürekli fonksiyondur. Çünkü U, sonlu sayıda nW  ler ile örtülemeyen açık bir 

cümledir.  U, X  de açık olduğundan, ,f  X  üzerinde alt yarı sürekli fonksiyonlara 

genişletilebilir. 

 

Her bir Baire uzay yetersiz olmayan olduğundan 2.3.6. ya benzer sonuç yetersiz 

olmayan uzaylar için de verilebilir. 

 

2.4. BAĐRE UZAYLARININ SÜZGEÇ KARAKTERĐ 

 

Tanım 2.4.1. 

X  boş olmayan bir cümle ve ( ) { }P X A A X= ⊂ , X  in kuvvet cümlesini göstersin. 

F, ( )P X in bir alt sınıfı aşağıdaki üç koşulu sağlıyorsa X  üzerinde bir (öz) süzgeçtir. 

)1f ∅ ∉F dır. 

)2f ,A B∀ ∈F  için A B∩ ∈F   dır. 

)3f A∀ ∈F  ve A B⊆  ise, B ∈F  dır. 

( )1f  ve ( )2f  aksiyomundan  F süzgecine ait sonlu sayıda kümelerin kesişiminin boş 

olamayacağı ve ( )3f  aksiyomundan F süzgecine ait herhangi sayıda kümelerin 

birleşiminin F  süzgecine ait olduğu anlaşılır. Ayrıca ( )1f  aksiyomundan ( )P X  
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kümesinin kendisi bir süzgeç değildir. ( )3f  aksiyomu ise, süzgeçlerin artan bir yapıda 

olduğunu gösterir. 

 

Tanım 2.4.2.  

X ≠ ∅ , ( )P Xβ ⊆  olsun. β  aşağıdaki şartları sağlıyor ise, β  ya X  üzerinde bir 

süzgeç bazı denir. 

i)        ∅ β∉  

ii)  1 2,B B β∀ ∈  için β∈∃ 3B  vardır öyleki 213 BBB ∩⊆  dir. 

 

X  üzerindeki F süzgecinin β  alt cümlesi, F nın bir bazıdır ancak ve ancak F in her 

elemanı β  nın bir elemanını içerir. 

 

Tanım 2.4.3. 

F, ( ),X τ  topolojik uzayında bir süzgeç ve A X⊆ olsun. Bir Ax ∈  noktası, F 

süzgecinin her elemanının kapanışına ait ise, F süzgecinin yığılma noktasıdır. Yani; 

xN , x  in keyfi bir komşuluğu ve F bir süzgeç olmak üzere,  

x , F de bir yığılma noktasıdır ancak ve ancak xNU ∈∀  ve B∀ ∈F  için U B∩ ≠ ∅  

dur. 

 

Tanım 2.4.4. 

Bir X  topolojik uzayının bir örtüsüne, her  x X∈ noktası, bu noktayı örten elemanların 

sadece sonlu sayıdakilerine aitse sonlu nokta olarak adlandırılır. 

 

Tanım 2.4.5. 

Bir X  uzayının alt cümlelerinin ailesine, eğer Xx ∈∀  noktası, X  uzayının alt 

cümlelerinin ailesinin sonlu sayıda elemanlarıyla kesişen bir komşuluğa sahipse yerel 

sonludur denir. 

 

Teorem 2.4.6. 

X  topolojik uzayında aşağıdaki ifadeler denktir. 
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i) X  bir Baire uzaydır. 

ii) X  in her sonlu nokta açık örtüsü, noktaların yoğun cümlesinde yerel 

sonludur. 

iii) X  in her sayılabilir sonlu nokta açık örtüsü, noktaların yoğun bir 

cümlesinde yerel sonludur. 

 

Đspat: 

(i)⇒ (ii) Kabul edelim ki X  bir Baire uzay ve X  in sonlu nokta açık örtüsü ϑ  olsun. 

Xx ∈∀  için ( )xf  fonksiyonunu x  i içeren, ϑ  nin bütün elemanlarını kapsayan 

cümlelerin kardinali olarak alalım. 

( ){ } { } ( ){ }x X f x a C x C f x aϑ∈ > = ∈ ∈ >∪ ∩  

cümlesinde a∀ ∈ℝ için f alt yarı sürekli fonksiyondur ( 2.3.1.). 

p , f  in sürekli olduğu bir nokta olsun. O halde p  yi içeren bir V açığı vardır öyle ki 

f in sürekliliğinden ( ) ( ) 







+−

2

1
,

2

1
pfpf   aralığı ( )Vf  yi içerir. Böylece                

U = { }{ }C pϑ ϑ∈ ∈∩ x  in p  yi içeren açık bir alt cümlesi olur. 

Şimdi VU ⊂ olduğundan, p  yi içermeyen ϑ  nin herhangi bir elemanı U ile 

kesişemez. Bu yüzden U  sadece p  yi içeren ϑ  nin elemanlarıyla kesişir ( ki bunlar ϑ  

sonlu nokta örtüsü olduğundan sonlu adettedir). O halde ϑ  p  noktasında yerel 

sonludur. 

Fakat 2.3.5. den f in sürekli olduğu noktalar cümlesi X  de yoğundur. O halde ϑ  

noktaların yoğun bir cümlesinde yerel sonludur. 

 

(ii)⇒ (iii) X  in herhangi bir sayılabilir örtüsü, X  in bir örtüsü olduğundan (ii) ⇒ (iii) 

olduğu açıktır.  

 

(iii)⇒ (i) Kabul edelim ki X  Baire uzay olmasın. O halde 2.1.1. den X  in yetersiz olan 

bir U  açığı mevcuttur. Bu U  açığını hiçbir yerde yoğun olmayan cümlelerin sayılabilir 

birleşimi olarak tanımlayalım. U  = 
1

n

n

A
∞

=

∪  olsun. 
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n∀ ∈ℕ  için nU = U \ 
1

n

m

m

A
=

∪  olsun. 

Tüm nA  ler hiçbir yerde yoğun olmayan cümleler olduğundan, U yu içeren X  in 

herhangi bir açık alt cümlesi, her bir nU  ile kesişmek zorundadır. Bu yüzden 

{ }1 2, , , .......X U U  X  in sayılabilir sonlu nokta açık örtüsüdür ki bu ∪
∞

=1n

nU  in herhangi 

bir noktasında, tanım 2.4.5. den yerel sonlu değildir. Buradan kabulümüzle çelişiriz. O 

halde X  bir Baire uzaydır. 

 

Bu son teorem yetersiz olmayan cümleler için verilen aşağıdaki teoreme denktir. 

 

Teorem 2.4.7. 

Bir X  uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) X  yetersiz olmayandır. 

ii) X  in her sonlu nokta açık örtüsü, herhangi bir yerde yerel sonludur. 

iii) X  in her sayılabilir adette sonlu nokta açık örtüsü, herhangi bir yerde yerel 

sonludur. 

 

Tanım 2.4.8. 

Aşağıdaki şartı sağlayan bir ( )τ,X  topolojik uzayına regüler uzay denir. 

K  kapalı bir cümle ve Kx ∉  ise, GK ⊆  ve Hx ∈ olacak şekilde G  ve H  ayrık açık 

cümleleri vardır. 

 

Teorem 2.4.9. 

Eğer X  uzayı regüler uzay ise, aşağıda verilen ifadeler denktir. 

i) X  bir Baire uzaydır. 

ii) X  üzerindeki her sonlu nokta, açık β  süzgeç bazı, β∪  nın noktalarının 

yoğun cümlesinde yerel sonludur. 

iii) X  üzerindeki her sayılabilir, sonlu nokta, regüler açık β  süzgeç bazı, β∪  

nın noktalarının yoğun cümlesinde yerel sonludur. 

iv) β∪  nın hiçbir noktasında yerel sonlu olmayan, her sayılabilir, sonlu nokta, 

regüler açık β  süzgeç bazı bir yığılma noktasına sahiptir. 
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Đspat: 

(i)⇒ (ii) Bir Baire uzayın açık alt uzayı bir Baire uzay olduğundan, Baire uzay üzerinde 

açık β  süzgeç bazı için β∪  bir Baire uzaydır. Bu yüzden 2.4.6. dan β∪  Baire uzay 

ise, noktaların yoğun cümlesinde yerel sonludur.   

 

(ii)⇒ (iii) 2.4.6. dan açıktır. 

 

(iii)⇒ (iv) açıktır. 

 

(iv)⇒ (i) Kabul edelim ki X  bir Baire uzay olmasın. O halde 2.1.1 den X  in boştan 

farklı bir U açığı yetersizdir. Bu yüzden U lightly kompakt değildir. Yani; X  in açık 

cümlelerinin her yerel sonlu koleksiyonu sonlu değildir. 

{ }n n
V

∈ℕ
 sayılabilir sonsuz, U nun boştan farklı alt cümlelerinin yerel sonlu koleksiyonu 

olsun. O halde her bir nV , X  de yetersizdir. 

n∀ ∈ℕ  için { }mnV . ,  ∪
∞

=

=
1

.
m

mnn VV  ve  0.nV  = ∅  olacak şekilde X  in hiçbir yerde yoğun 

olmayan alt cümlelerinin bir dizisi olsun. 

Şimdi n∀ ∈ℕ  için nn VW =1.  olacak şekilde X  in boştan farklı alt cümlelerinin bir 

{ }mnW .   dizisi vardır ve her m  için ( ). 1 .n m n m
W W− ⊂  dir.   

mn,∀  için  









=

∞

=

∪
1

..
k

nkmn WU - ( )
0 0

m r

n mrk

r k

V −

= =

 
 
 
∪∪  

tanımlayalım. { }. 1, 0
n m

F U n m= ≥ ≥ olsun. 

O halde F , F∪  in hiçbir noktasında yerel sonlu olmayan ve yığılma noktası olmayan; 

sayılabilir, sonlu nokta, regüler açık süzgeç bazıdır. Bu ise, hipotezimizle çelişir. 
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3. BÖLÜM 

KATEGORĐ TEOREMLERĐ 

 

3.1.TEMEL KAVRAMLAR VE ÖN HAZIRLIK 

 

Bu bölümde, bölümün daha iyi anlaşılabilmesi için gerekli olan, analizin farklı 

dallarındaki sonuçlar ve tanımlar ifade edildi. 

 

Tanım 3.1.1. 

X bir cümle, K  bir cisim olsun. 

+ :  X × X → X         . : K × X → X       

iki fonksiyon olmak üzere aşağıdaki koşullar sağlanırsa ( X , K ,+, .) dörtlüsüne bir 

vektör uzayı ya da lineer uzay denir. 

L1) , ,x y z X∀ ∈  için ( ) ( )zyxzyx ++=++  

L2) Xyx ∈∀ ,  için x y y x+ = +  

L3) 0 ,X x X∃ ∈ ∀ ∈  için xxx =+=+ 00  

L4) ,x X x X∀ ∈ ∃− ∈  için ( ) ( ) 0=+−=−+ xxxx  

L5) XyxKa ∈∀∈∀ ,, için ( ) ayaxyxa +=+  

L6) , ,a b K x X∀ ∈ ∀ ∈  için ( ) bxaxxba +=+  

L7) , ,a b K x X∀ ∈ ∀ ∈  için ( ) ( )xabbxa =  

L8) Xx ∈∀  için 1.x x=  

 

Fonksiyonel analizde, cisim genelde ℝ  ve ℂ  dir. Eğer cisim ℝ  ise, X  vektör uzayı, 

reel vektör uzayı, eğer cisim ℂ  ise, X  vektör uzayı, kompleks vektör uzayı olarak 

adlandırılır.  
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Tanım 3.1.2. 

A , ℝ  cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Her bir Ax ∈  elemanını bir x ∈ℝ  

elemanına eşleyen ve aşağıdaki şartları sağlayan 

⋅ : A → ℝ           x x→  

fonksiyonuna bir norm ve ( ), .A  ikilisine de bir normlu uzay denir. 

N1: 0x ≥  ve x = 0 dır ancak ve ancak θ=x  dır. 

N2: Ayx ∈,  için x y x y+ ≤ +  

N3: a ∈ℝ  ve Ax ∈  için  ax a= . x  

Burada yx,  birer vektör ve a  bir skalerdir. 

 

Tanım 3.1.3. 

X  bir vektör uzayı ve d  bir fonksiyon olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan  

:d X X× → ℝ  

fonksiyonuna X üzerinde bir psedometrik ve ( )dX ,  ikilisine psedometrik vektör uzayı 

denir. 

i) Xyx ∈∀ , için  ( ) 0, ≥yxd  ve ( ) 0, =xxd   

ii) Xyx ∈∀ , için  ( ) ( )xydyxd ,, =  

iii) zyx ,,∀ X∈  için  ( ) ( ) ( ), , ,d x z d x y d y z≤ +  

X  vektör uzayı üzerindeki psedometrik şartlarıyla birlikte 

iv) ( ) 0, =yxd  iken yx =  

şartını da sağlıyorsa metrik vektör uzayı olarak adlandırılır. 

Psedometrik (metrik) sabittir (invaryanttır) ancak ve ancak zyx ,,∀  için 

( ) ( ), ,d x z y z d x y+ + =  dir. 

x  ve y arasındaki uzaklık ( ),d x y x y= −   şeklinde olduğunda her normlu uzay bir 

metrik uzay olarak düşünülebilir.  

 

Tanım 3.1.4. 

N bir normlu lineer uzay olsun. Eğer N, norm metriğine göre tam ise, N ye bir Banach 

uzayı denir. Yani bir Banach uzayı tam ve normlu uzaydır. 
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Tanım 3.1.5. 

X bir vektör uzayı ve XY ⊆ olsun. Yyx ∈∀ ,  ve 0 1α≤ ≤  için  

( ). (1 ).x y Yα α+ − ∈ oluyorsa Y  ye konvekstir denir. 

XV ⊆ , Vx ∈∀  ve K∈α  için α  ≤  1 iken  .x Vα ∈  oluyorsa V ye dengelidir denir. 

Eğer XY ⊆  dengeli ve konveks ise, Y mutlak konveks ya da disk olarak adlandırılır. 

 

Tanım 3.1.6. 

( )τ,X  bir topolojik uzay ve XY ⊆  olsun. Eğer Y  cümlesinin her açık örtüsünün sonlu 

bir alt örtüsü varsa Y ye bir kompakt cümle denir. 

A , X in açık alt cümlelerinin bir sınıfı olsun. Eğer τ deki her bir G açık cümlesi A nın 

bir alt sınıfı üzerinden birleşim olarak yazılabiliyorsa yani, A  nın bir 
i

A  alt sınıfı için  

G = 
k

i ik

i

A A A

A
∈ ∈

∪  ise, A sınıfına τ için bir baz denir.  

Xx ∈  ve x in açık komşuluklarının sınıfı xB  olsun. x in her G açık komşuluğu için 

GB ⊆ olacak şekilde xBB ∈  varsa xB  sınıfına x noktasında bir yerel baz denir. 

 

Tanım 3.1.7. 

Vektör uzayı aksiyomları τ da sürekli olacak şekilde τ , X  vektör uzayı üzerinde bir 

topoloji olsun. O halde τ , X  üzerinde bir vektör topoloji ve ( )τ,X  topolojik vektör 

uzayıdır. 

Vektör uzayı üzerindeki toplama işleminin sürekli olması demek 

f : XXX →×  

       ( ) yxyx +→,   

Şeklinde tanımlanan f fonksiyonunun sürekli olması demektir (burada XX ×  

üzerindeki topoloji çarpım topolojisidir). 

Eğer Xyx ∈,  ve U , yx +  nın bir komşuluğu ise, UUU ⊂+ 21 olacak şekilde x in 

1 2,U U  komşulukları mevcuttur. y  için de benzer durum geçerlidir. 

Benzer şekilde skaler çarpımın sürekli olması demek  

g  : XXK →×  

( ), .x xα α→   



 48

şeklinde tanımlanan g  fonksiyonunun sürekli olması demektir. 

Eğer ,x X∈  , Kα β ∈  ve .xα  in bir U komşuluğu varsa bu takdirde x in herhangi bir 

V  komşuluğu ve r >0 için β α− < r  iken UV ⊂β  elde edilir. 

 

Not 3.1.8.   

Xa ∈∀ için 

( ) xaxTa += , ,x X∈  X in X üzerinde bir homeomorfizmidir.                                       

Sıfırdan farklı her α  skaleri için  

( ) .S x xα α= , Xx ∈ , X  in X üzerinde bir homeomorfizmidir. X in her Y vektör alt 

uzayı, alt uzay topolojisi ile birlikte bir topolojik vektör uzayıdır. Buradan Y  ye 

X topolojik vektör uzayının bir alt uzayı denir. Yani topolojik vektör uzayı olma 

özelliği kalıtsaldır. 

 

Tanım 3.1.9.  

X bir topolojik vektör uzayı olsun. X topolojik vektör uzayının bir Y  cümlesine,  her 

st >  için Y tV⊂  olacak şekildeki 0’ ın her V komşuluğuna bir s > 0 sayısı karşılık 

geliyorsa sınırlıdır denir. 

Tüm a r≤  için .a x Y∈  olacak şekildeki Xx ∈∀  için r  pozitif sayısı mevcutsa 

XY ⊂ alt cümlesine emici (absorbent) denir. 

X in bir S alt cümlesi simetriktir ancak ve ancak S =-S dir. 

( )τ,X  bir topolojik uzay, XXY ×⊂ bir denklik bağıntısı ve                                      

X /Y = { }x y x X+ ∈  bölüm cümlesi olsun. Genelde →Xp : X /Y  bölüm 

fonksiyonuna göre X /Y  üzerindeki bitiş topolojisi bir bölüm topolojisi ve bu topoloji 

ile birlikte  X /Y  bölüm uzayı olarak bilinir. Burada p  fonksiyonu sürekli ve örtendir. 

 

Not 3.1.10.  

( )τ,X  bir topolojik uzay, Y  boştan farklı bir cümle ve YXf →:  örten bir fonksiyon 

olmak üzere bir YG ⊆  alt cümlesi bölüm topolojisine göre açıktır ancak ve ancak 

( )Gf 1−  cümlesi X de açıktır. Buna denk olarak Y de bir K cümlesi bölüm topolojisine 

göre kapalıdır ancak ve ancak ( )1
f K

−  cümlesi X de kapalıdır.  
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Önerme 3.1.11. 

( )τ,X  topolojik vektör uzayı ve XY ⊆  olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i) 0, her dengeli veya emici (absorbent) cümleye aittir. 

ii) 0 ın tüm komşulukları dengeli ve emicidir. 

iii) Y  sınırlıdır ancak ve ancak ,Y  0 ın her komşuluğu tarafından absorbe edilir. 

iv) Y  konveks ise, oY  de konvekstir. 

v) Y  dengeli ise, oY  de dengelidir. 

vi) 
___

X  bir topolojik vektör uzayıdır. 

vii) Bölüm fonksiyonu açık, lineer, sürekli ve X /Y  bölüm uzayı Hausdorff 

uzaydır ancak ve ancak Y  kapalıdır. 

 

Her bir τ topolojik vektör uzayı herhangi bir yerel baz tarafından oluşturulabilir. Bu 

yüzden her zaman 0 noktasında bir yerel bazı göz önüne alacağız. Bir topolojik vektör 

uzayının bir yerel bazı, 0 ın bir komşuluğu β nın bir elemanını ihtiva edecek şekilde 0 

ın komşuluklarının bir β  koleksiyonudur. 

 

Şimdi X i herhangi bir vektör uzayı ve tüm emici olan disklerin süzgeç bazını da β  ile 

gösterelim. Bu takdirde β  yerel konveks topoloji ([35], sayfa 78) üretir ki buna en ince 

yerel konveks topoloji denir ve Fτ  ile gösterilir. 

 

Tanım 3.1.12. 

X  ve Y  birer topolojik vektör uzayı olsunlar. Bir YXf →:  fonksiyonu lineerdir 

ancak ve ancak tüm ,x y X∈  ve K∈βα ,  için ( ) ( ) ( ). . . .f x y f x f yα β α β+ = +  dir. 

X den Y ye tüm lineer fonksiyonlar cümlesi ( ),L X Y  ile gösterilir. 

 

Eğer Y de ki 0 ın her V komşuluğuna X  de 0 ın bir U komşuluğu mevcut ve karşılık 

gelecek ki bu da tüm Ff ∈  için ( ) VUf ⊂  şartını sağlıyorsa boştan farklı ( )YXLF ,⊂  

alt cümlesine denk süreklidir denir. 
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Teorem 3.1.13. 

( )YXLF ,⊂  olsun. O halde  

i) Eğer F denk sürekli ise, ,F  sınırlı her cümle üzerinde düzgün sınırlıdır ki 

bu da sınırlı cümleler üzerinde düzgün yakınsaklığın topolojisine göre sınırlı 

olan F e denktir. 

ii) ,F  XA ⊂  alt cümlesi üzerinde noktasal sınırlıdır ancak ve ancak Xx ∈∀  

ve Ff ∈∀  için ( )xf  in sınırlı olmasıdır. ( )xf  in sınırlı olması için gerek ve 

yeter şart Y de 0 ın her V komşuluğu için ( ){ }f x f F∈∩ cümlesinin A 

nın her noktasını absorbe etmesidir. 

iii) Bir A cümlesi üzerinde f  düzgün süreklidir ancak ve ancak Y de 0 in her 

V komşuluğu için ( )∩
Ff

Vf
∈

−1  cümlesi A yı absorbe etmesidir. 

iv) Đki vektör arasında tanımlı bir lineer fonksiyon süreklidir ancak ve ancak 

fonksiyon sınırlıdır. 

 

Tanım 3.1.14. 

( )τ,X  topolojik vektör uzayı olsun. Bu takdirde  

i) Eğer elemanları konveks olan bir β  yerel bazı varsa X  yerel konvekstir. 

ii) Eğer 0 ın sınırlı bir komşuluğu varsa X yerel sınırlıdır. 

iii) Eğer 0 ın kapanışı kompakt olan bir komşuluğu varsa X  yerel kompakttır. 

iv) Eğer ,τ  d metriği ile bağdaşabilen ise, X metriklenebilirdir. 

v) Eğer τ  ile bağdaşabilen bir norm tarafından üretilen metrik olacak 

şekilde X üzerinde bir norm varsa X normlanabilirdir. 

vi) Eğer X in her kapalı ve sınırlı alt cümlesi kompakt ise, X Heine-Borel 

özelliğine sahiptir. 

vii) Eğer X üzerinde tam, sabit bir metrik tarafından üretilmiş bir τ topolojisi 

varsa X  bir F-uzayıdır. 

viii) Eğer X uzayı bir yerel konveks F-uzayı ise, X  bir Frechet uzayıdır. 

 

Önerme 3.1.15. 

( )τ,X  topolojik vektör uzayı olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i) Eğer X  yerel sınırlı ise, X  sayılabilir yerel bir baza sahiptir. 
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ii) X  metriklenebilirdir ancak ve ancak X  sayılabilir yerel bir baza sahiptir.  

iii) X  psedometriklenebilirdir ancak ve ancak X  sayılabilir yerel bir baza 

sahiptir. 

iv) Eğer X  psedometriklenebilir ise, 0 ın her bir diski dengeli ve d sabit olacak 

şekilde X  için bir d psedometriği vardır ki bunun X  üzerindeki topolojisi d 

sabit ve 0 ın her bir diski dengeli olacak şekilde bir topolojidir. 

v) X  normlanabilirdir ancak ve ancak X yerel konveks ve yerel sınırlıdır. 

vi) 0 ın her U  komşuluğu UVV ⊂+ olacak şekilde 0 ın bir V  komşuluğunu 

içerir. 

vii) 0 ın her komşuluğu, 0 ın dengeli bir komşuluğunu içerir. 

viii) 0 ın her konveks komşuluğu, 0 ın dengeli, konveks bir komşuluğunu içerir. 

ix) X  in her sonlu boyutlu alt uzayı kapalıdır. 

x) X  regüler topolojik uzaydır (hatta X  in Hausdorff uzay olduğunu 

varsayalım). Yani VU ⊂
___

olacak şekilde 0 ın herhangi bir V komşuluğu için 

0 ın bir U komşuluğu vardır. 

xi) X  bir Hausdorff uzaydır ancak ve ancak 0 ın tüm komşuluklarının kesişimi 

{ }0  dır. 

xii) X  bir Hausdorff uzaydır ancak ve ancak X  bir 0T  uzaydır ancak ve ancak 

Xx ∈∀  için { }x  cümleleri kapalıdır. 

xiii) 0 ın her komşuluğu, 0 ın simetrik bir V komşuluğunu içerir. 

 

3.2. BAĐRE UZAY OLAN TOPOLOJĐK VEKTÖR UZAYLARI 

 

Önerme 3.2.1. 

X  topolojik vektör uzayının bir Y  alt uzayı ya yoğun ya da hiçbir yerde yoğun 

olmayandır. Sonuç olarak yetersiz olmayan bir X uzayının her alt uzayı X de 

yoğundur. 

 

Đspat: 

Kabul edelim ki Y hiçbir yerde yoğun olmayan alt uzay olmasın. Yani ( )
o

Y ≠ ∅  olsun. 

O halde 0, Y nın bir iç noktasıdır. Bu iç noktanın, U Y X∅ ≠ ⊂ ⊂ olacak şekilde bir 
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U açık komşuluğu mevcuttur. Buradan ,Y  0 ın bir komşuluğudur ve bu yüzden 

emicidir. 

Aynı zamanda 3.1.11. (vi) den Y  bir vektör uzaydır. O halde  U Y X∅ ≠ ⊂ ⊂  olacak 

şekilde 0 ın bir U açık komşuluğu vardır. Böylece bir Ux ∈ için  xU −  0 ın bir 

komşuluğu ve xU − Y⊂  ve buradan ( )
n

n U x
∈

−
ℕ

∪ Y⊂  dır. 

Fakat xU −  emici olduğundan ( )
n

n U x
∈

−
ℕ

∪  = X  dir. O halde X Y⊂  dır. O halde ,Y  

X de yoğundur. 

 

Teorem 3.2.2. 

X  topolojik vektör uzayı bir Baire uzaydır ancak ve ancak X  yetersiz olmayandır. 

 

Đspat: 

( )⇒  1.1. bölümde, bir topolojik uzayda, bir Baire uzayın yetersiz olmayan olduğunu 

göstermiştik. Her topolojik vektör uzayı bir topolojik uzay olduğundan,  X  topolojik 

vektör uzayı bir Baire uzaydır. 

 

( )⇐  Kabul edelim X  bir Baire uzay olmasın. O halde ,X  yetersiz, açık U alt 

cümlesini içermelidir. U yu 0 ın bir komşuluğu farz edelim. 3.1.11. (ii) den U emicidir 

ve aynı zamanda 
n

X nU
∈

=
ℕ

∪  de yetersizdir. Bu ise, X in yetersiz olmayan olmasıyla 

çelişir. O halde X  bir Baire uzaydır. 

 

Lemma 3.2.3. 

,A B  cümleleri X topolojik uzayının birer alt cümlesi olsunlar. Eğer B  kapalı ve 

o
A = ∅  ise, ( )

o o
A B B∪ =  dir. 

 

Đspat: 

Kabul edelim ki ( )o
BAx ∪∈  ve ( )BAG ∪⊂  olacak şekilde ,G  x in bir açık 

komşuluğu olsun. ( )BAG ∪⊂  olduğundan ABG
c ⊂∩  dır. Bu c

G B∩ = ∅  olmasını 
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sağlar. Yani BG ⊂  dir. O halde o
Bx ∈ dir. O halde ( ) oo

BBA ⊂∪  dir. Herhangi A  ve 

B  cümleleri için her zaman ( )oo BAB ∪⊂  olduğundan  ( )
o o

A B B∪ =  dir. 

 

Teorem 3.2.4. 

Bir X  topolojik vektör uzayı bir Baire uzaydır ancak ve ancak 
n

X nU
∈

=
ℕ

∪  olacak 

şekilde X in hiçbir yerde yoğun olmayan U alt cümleleri yoktur.  

 

Đspat:  

( )⇒  Eğer X  bir Baire uzaysa, 
n

X nU
∈

=
ℕ

∪  olacak şekilde hiçbir yerde yoğun olmayan 

U  cümlesi mevcut değildir. Mevcut olsaydı X  yetersiz olurdu. 

 

( )⇐  Kabul edelim ki X  bir Baire uzay olmasın. Bu durumda 3.2.2. den X yetersizdir. 

O halde 
n

X U
∈

=
ℕ

∪  olacak şekilde { }n n
U

∈ℕ
 hiçbir yerde yoğun olmayan cümlelerin bir 

dizisi mevcuttur. Tüm nU  ler boş olamayacağından X üzerindeki topoloji indiskre 

olamaz.  

3.1.15. (viii) den ,W  0 ın dengeli komşuluğu olsun ve WVV ⊂+  olacak şekilde, 0 ın 

kapalı dengeli V komşuluğunu seçelim. 

Dikkat edelim ki ( )n n

n n

V V U V U
∈ ∈

 
= ∩ = ∩ 

 ℕ ℕ

∪ ∪  dir. 

( )( )1
n

n

U n V U
−

∈

= ∩
ℕ

∪  olarak tanımlayalım. 

Teoremi ispatlamak için, 
n

X nU
∈

=
ℕ

∪ olacak şekildeki U cümlesinin hiçbir yerde yoğun 

olmadığını göstermeliyiz. 

Dikkat edilirse herhangi bir n ∈ℕ  için ( )nV U nU∩ ⊂  dir. 

Bu nedenle herhangi bir k ∈ℕ  için; 

( )n

n n n

kV k V U k nU nU
∈ ∈ ∈

   
= ∩ ⊂ ⊂   

   ℕ ℕ ℕ

∪ ∪ ∪ dır. 
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V emici olduğundan yani 
k

kV X
∈

=
ℕ

∪  olduğundan 
n

X nU
∈

=
ℕ

∪  dir. 

Kabul edelim ki U  hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olmasın. O halde bir 

( )
o

y U∈ vardır. N U⊂ olacak şekilde N, y nin açıkbir komşuluğu olsun. Dikkat edelim 

ki herhangi bir k ∈ℕ  için  

 

( ) ( )1 1
n n

n k n k

U n V U n V U
− −

< ≥

   
= ∩ ∪ ∩   
   
∪ ∪  dır. 

 

Şimdi ( )n

kn

UVn ∩
<

−
∪

1  hiçbir yerde yoğun olmayandır (boştan farklı cisim elemanı ve 

homeomorfizmlerin çarpımı hiçbir yerde yoğun olmayan cümleleri koruduğundan). 

O halde,  

( )1

o

n

n k

n V U
−

<

 
∩ = ∅ 

 
∪  

dir. Böylece Lemma 3.2.3. den herhangi k ∈ℕ  için N U⊂ ( )1
n

n k

n V U
−

≥

 
⊂ ∩ 
 
∪  dir. 

V  dengeli olduğundan tüm k  ler için  

 

( ) VkUVn
kn

n

11 −

≥

− ⊂∩∪  

 

dir. Wx ∉  ve y Ndx ∈±  olacak şekilde 0>d  seçelim. Buradan tüm k  ler için 

( ) ( )2dx y dx y dx= + − − ∈  N-N 1 1 1k V k V k W− − −⊂ + ⊂  dır. 

k  yı dk 21 ≤−  olacak şekilde seçersek W  dengeli olduğundan 

 

( )
1

2
2

x kd kdx W
 

= ∈ 
 

  

 

olur. Buradan Wkdx
12 −∉ olur ki bu bir çelişkidir. 
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Teorem 3.2.5. 

X  bir topolojik vektör uzayı olsun. Eğer X  bir Baire uzay ve alt uzayların sayılabilir 

{ }n n
U

∈ℕ
 ailesi tarafından örtülüyorsa 

p
U  bir Baire uzaydır ve X  de yoğun olacak 

şekilde belli bir Np ∈  mevcuttur. 

 

Đspat: 

X  bir Baire uzay olduğundan 
p

U , X  de yetersiz olmayan olacak şekilde p  pozitif 

tamsayısı mevcuttur. Buradan 
p

U  hiçbir yerde yoğun olmayan cümle değildir ve kendi 

içinde yetersiz olmayandır. O halde 3.2.1. ve 3.2.2. den 
p

U , X  de yoğundur ve bir 

Baire uzaydır. 

 

Teorem 3.2.6 (Baire Teoremi). 

Eğer ( )dX ,  psedometrik uzay ve ,A X  in içi boştan farklı tam alt cümlesi ise, ,A X  

de yetersiz olmayandır. 

 

Đspat: 

Kabul edelim ki A  yetersiz olsun. O halde A , hiçbir yerde yoğun olmayan cümlelerin 

sayılabilir adetteki birleşimidir. nF  ler hiçbir yerde yoğun olmayan cümleler olmak 

üzere 
n

n

A F
∈

=
ℕ

∪  dir. 1n =  için 1F  hiçbir yerde yoğun olmayan cümle olduğundan ( )1

c

F  

X  de yoğundur. oA  açık cümlesiyle kesiştirirsek; ( )1

c
o o

A F A∩ = \ ( )1F  açık cümlesi 

boştan farklı olur. O halde ( )1 1\o
V A F⊂  olacak şekilde en fazla 1 yarıçaplı 1V  kapalı 

diski vardır. Buradan ( )( )o

n n-1 n\ V V F⊂  olacak şekilde yarıçapı en fazla n2  olan 

kapalı bir nV  diski seçilebilir. A  tam olduğundan, nV  cümlelerinin kesişimi boştan 

farklıdır ve bu kesişimin bir noktası, A  nın bir elemanıdır ki bu da hiçbir nF  e ait 

değildir. Bu ise, 
n

n

A F
∈

=
ℕ

∪  olmasıyla çelişir. O halde A , X de yetersiz olmayandır. 
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3.3. BAĐRE KATEGORĐ TEOREMĐ 

 

Tanım 3.3.1. 

Bir X uzayı, eğer boştan farklı her kapalı alt uzayı kendi içinde yetersiz olmayan ise, 

tümüyle yetersiz olmayan (totally nonmeager or Baire space in the strong sense) olarak 

adlandırılır. 

 

Önerme 3.3.2. 

Bir X uzayı tümüyle yetersiz olmayandır ancak ve ancak boştan farklı her kapalı alt 

uzayı bir Baire uzaydır. 

 

Đspat:  

( )⇒  Kabul edelim ki X  uzayı tümüyle yetersiz olmayan olsun. O halde X  in boştan 

farklı her kapalı alt uzayı yetersiz olmayandır. ,F  X  in boştan farklı kapalı bir alt uzayı 

ve U, F in boştan farklı açık alt uzayı olsun. O halde F  in boştan farklı her kapalı alt 

cümlesi X  de kapalı olduğundan F  tümüyle yetersiz olmayandır. Bu yüzden ( )F
U  

kendi içinde yetersiz olmayandır. Şimdi U, ( )F
U  nın yoğun açık alt cümlesidir ve 2.2.5.                    

dan yetersiz olmayan bir uzayın her yoğun alt cümlesi yetersiz olmayan olduğundan U 

yetersiz olmayandır. U açığı keyfi, boştan farklı, yetersiz olmayan olduğundan F bir 

Baire uzaydır. 

 

( )⇐  Kabul edelim ki X  in boştan farklı her kapalı alt uzayı bir Baire uzay olsun. Her 

Baire uzay yetersiz olmayan olduğundan X  in boştan farklı her kapalı alt uzayı yetersiz 

olmayan olur. O halde 3.3.1. den X  tümüyle yetersiz olmayandır. 

 

Önerme 3.3.3. 

Tümüyle yetersiz olmayan bir uzayın her δG  alt uzayı tümüyle yetersiz olmayandır. 

 

Đspat:  

X  tümüyle yetersiz olmayan bir uzay, G boştan farklı X  in bir δG  alt uzayı ve ,F  G 

nin boştan farklı kapalı bir alt cümlesi olsun. Bu durumda GF ⊂  ve F F⊂  
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olduğundan F G F= ∩  dır. Buradan ,F  F  Baire uzayının yoğun bir δG  alt cümlesi 

olur. O halde 2.2.6. dan F  bir Baire uzaydır ve 3.3.2. den G tümüyle yetersiz 

olmayandır. 

 

Yerel kompakt Hausdorff uzaylar ve tam metriklenebilir uzaylar topolojik uzayların iki 

önemli sınıfıdır ki bunlar Baire uzaylar içinde sık kullanılırlar. Şimdi bunlar için iki 

farklı ispat vereceğiz. Tam metrik uzayların Baire uzaylar olduğunu söyleyen klasik 

teorem Baire Kategori Teoremi olarak bilinir. 

 

Tanım 3.3.4.  

Bir ( )τ,X  topolojik uzayı yerel kompakttır ancak ve ancak x in her xU  açık komşuluğu 

için ( )
o

x
x V∈  ve xx UV ⊂  olacak şekilde xV  kompakt cümlesi mevcuttur. Böylesi xV  

cümleleri, x in kompakt komşulukları olarak adlandırılır. 

 

Temel gerçek şudur ki  bir X Hausdorff uzayı yerel kompakttır ancak ve ancak X in her 

noktası bir kompakt komşuluğa sahiptir ( [34], sayfa 130).  

 

Teorem 3.3.5 (Baire Kategori Teoremi). 

Eğer X  

i) bir tam metrik uzay ya da  

ii) bir yerel kompakt Hausdorff uzaysa bu takdirde X  bir Baire uzaydır. 

iii) Ayrıca X  tümüyle yetersiz olmayandır. 

 

Đspat: 

Her bir durum için göstereceğiz ki X  in yoğun, açık cümlelerinin herhangi sayılabilir 

kesişimi X  de yoğundur ve bu yüzden de X  bir Baire uzay olacaktır. 

Bunun için { }n n
D

∈ℕ
, X  in yoğun, açık alt cümlelerinin bir dizisi ve U, X  in boştan 

farklı açık alt cümlesi olsun. UU =1  olacak şekilde, boştan farklı açık cümlelerin bir 

{ }n n
U

∈ℕ
 dizisini tümevarımsal olarak tanımlayabiliriz ve herhangi bir nU  için nD  ler 

yoğun olduğundan (herhangi bir n ∈ℕ  için)  

( )1n n n
U U D− ⊂ ⊂  olacak şekilde 1−nU  cümlesi mevcuttur. 
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Buradan  

1 1 1
n n n

n n n

D D U D
∞ ∞ ∞

= = =

    
⊂ ⊂ ∩         

∩ ∩ ∩  

 

dir. 






 ∞

=

∩
1n

nD  nın yoğun olduğunu göstermek için, ( )
1

n

n

U
∞

=

∩  nın boş olmadığını 

göstermek yeterlidir. Bunun için X  de ki keyfi bir U açığı 






 ∞

=

∩
1n

nD  ile kesişir ki bu da 








 ∞

=

∩
1n

nD  X  de yoğun demektir. 

 

Şimdi bunu iki ayrı durum olarak inceleyelim. 

i) nU  ni n∀ ∈ℕ  için yarıçapı 
n

1
 den küçük olan açık disk olarak göz önünde 

bulundurabiliriz. O halde, açıktır ki, n∀ ∈ℕ  için nn UU ⊂−1  ile birlikte ( )n
U , bir tam 

metrik uzayın kapalı, boştan farklı alt cümleleridir ve aynı zamanda 
∞→n

lim diam ( ) 0nU =  

dır. Buradan  






 ∞

=

∩
1n

nD  bir tek nokta içerir. O halde boştan farklıdır. 

 

ii) Bu durumda  ( )n
U  kompakt olacak şekilde nU  ni göz önüne alacağız. O halde 

n ∈ℕ  için, ( )n
U  boştan farklı kapalı cümlelerin artan bir dizisini oluşturur ve bunların 

kesişimi boştan farklıdır. 

 

Dikkat edelim ki X  in boştan farklı, kapalı her alt uzayı relatif topolojide bir tam 

metrik uzay (sırasıyla yerel, kompakt Hausdorff uzay) dır. Buradan X  bir Baire 

uzaydır. O halde X  tümüyle yetersiz olmayandır. 

 

Teorem 3.3.6. 

Eğer aşağıdaki özelliklere sahip , , ,A B C D τ ∗∈  olacak şekildeki X  in boştan farklı 

∗τ in cümleleri arasında ‘<’ bağıntısı mevcutsa ( )τ,X  topolojik uzayı bir Baire uzaydır. 
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i) Eğer BA <  ise, BA ⊂  dir. 

ii) Boştan farklı her B  açık cümlesi için BA <  olacak şekilde ∗∈τA  

mevcuttur. 

iii) Eğer DCBA ⊂<⊂  ise, DA <  dır ve 

iv) eğer n∀ ∈ℕ  için 1−> nn AA  ise, 
1

n

n

A
∞

=

≠ ∅∩  dir. 

 

Đspat:  

Kabul edelim ki X  bir Baire uzay olmasın. O halde X  boştan farklı, yetersiz, açık bir 

G  cümlesini içerir. Bu taktirde birleşimi G  yi içeren hiçbir yerde yoğun olmayan 

cümlelerin bir { }n n
D

∈ℕ
 dizisi mevcuttur. 

Şimdi 1−> nn UU  ve n∀ ∈ℕ  için ( )1, ...,n nU D D∩ = ∅  olacak şekilde açık cümlelerin 

bir { }n n
U

∈ℕ
 dizisini oluşturmak istiyoruz. 

( )1

o
D = ∅  olduğundan açıktır ki 1D , G  yi içeremez. O halde ( )1

c
G D∩ , 1D  ile 

kesişmeyen G  nın boştan farklı bir alt cümlesidir. (ii) den ( )c
DGU 11 ∩<  olacak 

şekilde boştan farklı 1U  açığı mevcuttur. Şimdi (iii) den GU <1  dir. 1U  boştan farklı 

bir açık cümle olduğundan 21 DD ∪ , 1U  açığını ihtiva etmez. 12 UU <  ve 

( )2 1 2U D D∩ ∪ = ∅  olacak şekilde boştan farklı 2U  açık cümlesi olmak zorundadır.  

O halde tümevarımdan istediğimiz { }n n
U

∈ℕ
 dizisini oluşturabiliriz. Açıktır ki, 

 

1 1
n n

n n

U D
∞ ∞

= =

   
∩ = ∅   

   
∩ ∩  dır. 

 

Bu durumda (iv) den 
1

n

n

U
∞

=

 
≠ ∅ 

 
∩  iken  

 

1 1
n n

n n

U D
∞ ∞

= =

   
∅ = ∩   

   
∩ ∩  ⊃ GU

n

n ∩






 ∞

=

∩
1

∩
∞

=

=
1n

nU  dir. 

Bu ise, bir çelişkidir. 
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Şimdi bu teoremi kullanarak yerel kompakt Hausdorff uzayların ve tam psedometrik 

uzayların 3.3.6. nın şartlarını sağladığını ispat edebiliriz ve buradan da bunların Baire 

uzaylar olduğunu söyleyebiliriz. 

 

Teorem 3.3.7. 

Bir tam psedometrik ( )dX ,  uzayı bir Baire uzaydır. 

 

Đspat: 

X uzayının herhangi bir E alt cümlesi için ( ) ( ){ }( )E min 1, sup , ,d d x y x y E= ∈  

olarak tanımlayalım. Dikkat edelim ki eğer FE ⊂ ise, ( ) ( )d E d F≤  anlamında d  

monotondur.  

Şimdi boştan farklı herhangi bir ,A B  açık cümleleri için A B⊂  ve ( ) ( )
1

2
d A d B≤  

olacak şekilde BA <  olarak tanımlayalım. 

 

Đspatı tamamlamak için yukarıdaki gibi tanımlanmış olan ‘<’ bağıntısının 3.3.6. de ki 

şartları sağladığını gösterelim. 

i)  A A B⊂ ⊂  olduğundan BA <  dir. 

ii) G , boştan farklı bir açık, Gx ∈  olsun ve ( ) =yxB , ( ){ }y d x,yX r∈ <  

olacak şekilde 0>r  seçelim. Eğer sup=d ( ) ( ){ }d y,z , ,y z B x r∈  olarak 

alırsak BU = 








4
,
d

x  yuvarını seçebiliriz. ,U  ( ) ( )GdUd
2

1
≤  ve 

GU ⊂
___

şartını sağlayacaktır ve buradan GU <  dir. 

iii) Eğer DCBA ⊂<⊂  ise, A B C D⊂ ⊂ ⊂  dir. Aynı zamanda 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2
d A d B d C d D< < <  dir. Buradan da DA <  dir. 

iv) ,
n

A  ‘<’ bağıntısına göre azalan her biri boştan farklı açık cümlelerin bir 

dizisi olsun. Boştan farklı her E  cümlesi için ( ) 1≤Ed  olduğundan n∀ ∈ℕ  

için ( ) 12 −−≤ n

nAd  dir. Her nA  den bir na  noktası seçerek bir Cauchy dizisi 

elde ederiz. X  bir tam uzay olduğundan { }n n
a

∈ℕ
 dizisi X de bir a  
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noktasına yakınsayacaktır. nA  cümlelerinin dizisi azalıyor olduğundan tüm 

kn ≥  ler için na kA∈  ve n∀ ∈ℕ  için 
n

a A∈  dir. Buradan 

1 1
n n

n n

a A A
∞ ∞

= =

∈ ⊂∩ ∩  dir. O halde  
1

n

n

A
∞

=

∩ ≠ ∅ dır. 

 

Teorem 3.3.8. 

Her yerel kompakt Hausdorff X  uzayı bir Baire uzaydır. 

 

Đspat: 

Şimdi, X  de boştan farklı herhangi iki açık ,A B  cümleleri için, A relatif kompakt      

(yani A  kompakt) ve A B⊂  olacak şekilde BA <  bağıntısını tanımlayalım. Đspatı 

tamamlamak için yukarıdaki gibi tanımlanmış olan ‘<’ bağıntısının 3.3.6. deki şartları 

sağladığını gösterelim. 

i) Eğer BA <  ise, o halde A A B⊂ ⊂  olup BA ⊂ dir. 

ii) X deki herhangi bir B  açığı için X de A B⊂  ve A kompakt olacak şekilde 

boştan farklı A  açığı vardır. O halde tanımdan BA <  dir. 

iii) Eğer DCBA ⊂<⊂  ise, bu takdirde A relatif kompakt ve A B C D⊂ ⊂ ⊂  

dir. Buradan da DA <  dir. 

iv) { }nA , azalan ‘<’ bağıntısı ile birlikte boştan farklı açık cümlelerin bir dizisi 

olsun.
___

2A  kompakt uzayında { }2
n

A n ≥  cümleleri bir süzgeç bazı 

oluşturur. Buradan bir a  yığılma noktasına sahiptir ve 

1
1 1

n n

n n

a A A
∞ ∞

−

= =

∈ ⊂∩ ∩ dir. O halde 
1

n

n

A
∞

=

∩ ≠ ∅ dır. 

 

3.4. KAPALI GRAFĐK TEOREMĐ VE AÇIK DÖNÜŞÜM TEOREMĐ 

 

Tanım 3.4.1. 

X ve Y  birer cümle ve YXf →:  bir dönüşüm olsun. O halde f  in grafiği, YX ×  

kartezyen çarpımında tüm ( )( ),x f x  noktalarının cümlesidir. 
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Önerme 3.4.2. 

X bir topolojik uzay ve Y  Hausdorff uzay olsun. Eğer YXf →:  sürekli bir dönüşüm 

ise, f  in grafiği kapalıdır. 

 

Đspat: 

YX ×  de ( )( ){ }= ,G x f x x X∈  f  in grafiği ve H , YX ×  de G  nın tümleyeni 

olsun. H  da bir ( )oo yx ,  noktasını alalım. Buradan ( )oo xfy ≠  dir. O halde  Y  bir 

Hausdorff uzay olduğundan Y de ( )oxf  ve oy  in sırasıyla V  ve W ayrık açık 

komşulukları vardır. f  sürekli olduğundan ( ) WUf ⊂  olacak şekilde ox  in bir U  

komşuluğu vardır. O halde ( )oo yx ,  in H  da VU ×  komşuluğu vardır. Buradan H  açık 

ve G  onun tümleyeni olduğundan kapalıdır. 

 

Teorem 3.4.3 (Kapalı Grafik Teoremi). 

Bir X  topolojik vektör uzayından tam metriklenebilir bir Y  topolojik vektör uzayına 

tanımlı lineer T  dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyor ise, süreklidir. 

i) T  nın grafiği  YX ×  de kapalıdır ve  

ii) Y  de, 0 ın her V komşuluğu için ( )VT 1−  nın kapanışı X  de 0 ın bir 

komşuluğudur. 

Eğer X  yetersiz olmayan ise, (ii) şartı otomatik olarak sağlanır. 

 

Đspat: 

3.1.15. (iv) den Y  topolojisini üreten bir d  sabit (invaryant) psedometriği vardır.  

Bir 0>ε  için ( ) ( ){ }0,A y Y d yε ε= ∈ ≤  tanımlayalım. Şimdi ( )( )1
x T A ε−∈  olsun. 

a) oy = 0 ve n∀ ∈ℕ  için ( )1,
2n n n

d y y
ε

− ≤  ve 

b) n∀ ∈ℕ  için 1

2
n n

x T y A
ε−

  
∈ +     

 

olacak şekilde Y de tümevarımsal olarak bir { }
Nnny

∈
 dizisini oluşturalım. 

Açıktır ki 00 =y  ise, (a) ve (b) sağlanır. Kabul edelim ki 0 1, , ......,
n

y y y  ler seçilmiş 

olsun. O halde (b) ve (ii) den  
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1

2
n n

x T y A
ε−

  
∈ +     

+ 1

12n
T A

ε−

−

  
     

 dir. 

Buradan ( )'
2

n n
T x y A

ε 
∈ +  

 
 olacak şekilde Xx ∈'  vardır ve  

'x x∈ + 1

12n
T A

ε−

−

  
     

⊂  ( )1

1
'

2n
T T x A

ε−

−

   
+       

 dir. 

( )'1 xTyn =−  olsun. (a) ve (b) şartları sağlansın. n ∈ℕ  için 
12

n n n
W y A

ε
−

 
= +  

 
 olsun. O 

halde (a) dan 1−⊃ nn WW  dir. Y  tam olduğundan 
n

n

y W
∈

∈
ℕ

∩  vardır. Buradan da 

( )0 2y W A ε∈ =  dir. Şimdi ( )yx,  nın T  nın grafiğinin kapanışında olduğunu 

göstermek istiyoruz. U ve V  sırasıyla x ve y  nın keyfi komşulukları olsunlar. O halde 

VWn ⊂  olacak şekilde n ∈ℕ  vardır. Şimdi (b) den ( ) ( )1 1
n

x T W T V
− −∈ ⊂  dır. 

Dolayısıyla ( )1
U T V

−∩ ≠ ∅  ve buradan ,U V×  T  nın grafiği ile kesişir. U ve V  keyfi 

olduklarından ( )yx,  T  nın grafiğindedir. Bundan dolayı ( )( )1 2x T A ε−∈  ve  

( )( ) ( )( )1 1 2T A T Aε ε− −⊂  dır. O halde T  süreklidir. 

 

Sonuç 3.4.4. 

X  ve Y  Banach uzaylar olsunlar. ( )TD , X  in bir vektör alt uzayı olsun ve 

( ) YTDT →:  bir kapalı grafik ile lineer bir dönüşüm olsun. O halde eğer ( )TD , X  de 

kapalı ise, T  süreklidir. 

 

Sonuç 3.4.5. 

Bir tam psedometriklenebilir topolojik vektör uzayından yetersiz olmayan bir Hausdorff 

topolojik vektör uzayına örten bire bir, sürekli, lineer bir T  dönüşümü topolojik 

izomorfizmdir. 

 

Đspat: 

T  sürekli olduğundan böylesi bir dönüşümün tersi kapalı bir grafiğe sahiptir. T  nın 

grafiği YX ×  nın kapalı bir alt cümlesidir. T  bire bir ve örtendir. 1−T  in grafiği XY ×  
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in bir alt cümlesidir. XY ×  uzayı, ( ) ( )yxxyf ., =  dönüşümü altında YX ×  uzayına 

homeomorfiktir. O halde f  altında 1−T  in grafiğinin görüntüsü T  nın grafiğine 

özdeştir. Dolayısıyla 3.4.3. den 1−T  sürekli olup T  bir topolojik izomorfizmdir. 

 

Önerme 3.4.6. 

Tam psedometriklenebilir bir X  topolojik vektör uzayının açık, sürekli, lineer T  

dönüşümü altındaki görüntüsü tam ve psedometriklenebilirdir. 

 

Đspat: 

X de yerel bir bazın elemanlarının görüntülerinin bir ailesi T  nın değer cümlesinde bir 

yerel bazdır. Buradan Y  değer uzayı aynı topolojiye sahip olacaktır. Dolayısıyla 

psedometriklenebilir olacaktır.  

Kabul edelim ki Y  tam olmasın. O halde Y  de limiti olmayan bir { }n n
X

∈ℕ
 Cauchy 

dizisi vardır. XU =1  olacak şekilde { }n n
U

∈ℕ
, X  için yerel bir baz ve n∀ ∈ℕ  için 

1 1n n n
U U U− −+ ⊂  olsun. nU  cümlelerinin görüntülerinin ailesi Y  için yerel bir baz 

olduğundan kabul edebiliriz ki (eğer gerekirse { }n n
X

∈ℕ
 in bir alt dizisini seçerek) tüm 

n ∈ℕ  ler için ( )1n n nx x T U−− ∈  dir. 

( ) 11 xyT =  olacak şekilde X de bir 1y  ve 1>n  için ( ) 1−−= nnn xxyT  olacak şekilde 

nU  de bir ny  seçelim. ∑
=

=
n

k

kn yz
1

olsun. Bu durumda tüm n ∈ℕ  ler için ( ) nn xzT =  ve 

{ }n n
z

∈ℕ
 bir Cauchy dizisidir. Çünkü nnn Uzz ∈− −1  ve buradan 

1 ......
n p n n n p n

z z U U U− − −− ∈ + + ⊂  dir. Fakat { }n n
z

∈ℕ
, X  in bir x  noktasına yakınsaktır 

ve bu yüzden ( ) nn xzT =  , Y  nın bir noktasına yakınsar ki bu bir çelişkidir. Buradan 

{ }n n
X

∈ℕ
 yakınsaktır. O halde Y  bir tam uzaydır. 

 

Teorem 3.4.7 (Açık Dönüşüm Teoremi). 

,T  bir tam psedometriklenebilir X  topolojik vektör uzayından bir Hausdorff Y  

topolojik vektör uzayına tanımlı sürekli, lineer bir dönüşüm olsun. Eğer T nın değer 

cümlesi Y  de yetersiz olmayan ise, YXT →:  dönüşümünde Y uzayı tam ve 

metriklenebilirdir. T  dönüşümü ise,  açık bir dönüşümdür. 
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Đspat: 

T sürekli ve { }0  cümlesi Y  de kapalı olduğundan T  nın çekirdeği                                   

=N ( ){ }0x X T x∈ =  X  de kapalıdır. O halde 3.1.11. (vii) den NX /  bölüm uzayı 

bir Hausdorff uzay ve bölüm fonksiyonu Q açık ve süreklidir. Dolayısıyla 3.4.6. dan 

NX /  tam ve metriklenebilirdir. Görülebilir ki, SoQ T=  olacak şekilde S: NX / Y→  

üretilmiş bir dönüşüm vardır. T  nın ( )xT  değer cümlesi yetersiz olmayan olduğundan 

Y  de yoğun ve yetersiz olmayandır. 3.4.5. den S: NX / ( )xT→  örten bir topolojik 

izomorfizmdir. 

Özel olarak ( )xT  tamdır ve buradan ( )xT Y=  dir. O halde T  açık bir dönüşüm, 

Y uzayı tam ve metriklenebilirdir. 

 

Sonuç 3.4.8. 

Bir X  Banach uzayından bir Y  Banach uzayına tanımlı sürekli lineer bir dönüşüm 

açıktır. 
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4. BÖLÜM 

BAĐRE UZAYLARININ ÖZELLĐKLERĐNĐN ÖZETĐ 

 

Şimdi bu bölümde Baire uzaylarıyla ilgili diğer bölümlerde ele alınan özelliklerin bir 

özetini vereceğiz.  

 

( ),X τ  bir topolojik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) X  in yoğun, açık alt cümlelerinin sayılabilir adetteki kesişimleri X  de 

yoğundur. 

ii) X  in her yetersiz alt cümlesi, X  de bir iç noktaya sahip değildir. 

iii) X  in boştan farklı, her açık alt cümlesi X  de yetersiz olmayan bir cümledir. 

iv) X  in artık her alt cümlesi X  de yoğundur. 

v) Boştan farklı her U açığı için; her bir nF  kapalı olmak üzere U =
n

n

F
∈ℕ

∪  ise, 

( )
o

o

n
F ≠ ∅  olacak şekilde bir 

o
n ∈ℕ  vardır. 

vi) X  de yetersiz her Gδ  alt cümlesi hiçbir yerde yoğun olmayan cümledir. 

vii)  X  de her yarı sürekli (sınırlı) f fonksiyonu için, f in X  üzerinde sürekli 

olduğu tüm noktalar cümlesi X  de yoğundur. 

viii) Xx ∈∀ için ( ){ }f x f C∈  üstten sınırlı olacak şekilde, X  üzerinde, alt 

yarı sürekli fonksiyonların bir ailesi C  olmak üzere, X  in boştan farklı her 

U açık alt cümlesi için Vy ∈  ve Cf ∈  iken, ( ) kyf ≤  olacak şekilde k  

pozitif tamsayısı ve U nun boştan farklı bir V açık alt cümlesi vardır. 

ix) X  in her sonlu nokta açık örtüsü, noktaların yoğun bir cümlesinde yerel 

sonludur. 

x) X  in her sayılabilir sonlu nokta açık örtüsü, noktaların yoğun bir 

cümlesinde yerel sonludur. 
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xi) X  üzerindeki her sonlu nokta, açık β  süzgeç bazı, β∪  nın noktalarının 

yoğun cümlesinde yerel sonludur. 

xii) X  üzerindeki her sayılabilir, sonlu nokta, regüler açık β  süzgeç bazı, β∪  

nın noktalarının yoğun cümlesinde yerel sonludur. 

xiii) β∪  nın hiçbir noktasında yerel sonlu olmayan, her sayılabilir, sonlu nokta, 

regüler açık β  süzgeç bazı bir yığılma noktasına sahiptir. 

 

(i)–(x) özelliklerinden herhangi birini sağlayan herhangi bir topolojik uzay bir Baire 

uzay olarak adlandırılır. Ek olarak eğer X  bir regüler uzay ve (ix)–(xiii) 

şartlarından herhangi birini sağlıyorsa yine bir Baire uzay olur. 
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