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1. GIRIS

Uygulamali bilim dallarinda, pratikte kalasilan problemlerin matematiksel
modellemeler olgturmasi buydk bir 6nem g¢emaktadir. Muhendislikte, fiziki
bilimlerde, sosyal bilimlerde ve daha bir¢cok biliselinda ¢cok sayida problemi
cbzebilmek icin 6nce bu problemleri matematiksatidlerle formillgtirmek ve sonra
da bunlarla ilgili bazi bgangic sartlarini, sinirsartlarini kullanarak problemlerin
¢bzumlerini olgturan fonksiyonlari elde etmek gerekir. Bu konudg@ilan cakmalar

bilgisayar teknolojisinin geymesi sonucunda 20. yuzyilin sonungmoolduk¢a buyuk
bir hiz kazannytir. Bircok modellemeye ait problemler genelde difesiyel-cebirsel
denklem veya kismi diferansiyel-cebirsel denklerarak kagimiza c¢ikmaktadir. Bu
nedenle, diferansiyel-cebirsel ve kismi diferanisggbirsel denklemlerin nimerik
¢bzumlerinin argtinimasi, matematiksel modelleme teorisinin gaksine buyik katki

sglamistir.

Diferansiyel-cebirsel denklem kavrami ilk kez Pé&dz(1982) tarafindan kullanilrgtir.
Sonra Gear and Petzold (1984), Brennan (1989), éksahd Petzold (1998), Petzold
(1995) diferansiyel-cebirsel denklemlerin namerikzigmleri ile ilgili calsmalar
yapmslardir. Hairer (1989) diferansiyel-cebirsel denklerm ¢6zimu icin Runge —
Kutta yontemini kullannytir. Ascher and Spiteri (1994) sinir gdei  verilmis
diferansiyel- cebirsel denklemlerin ¢ézumi iginakma (collocation) metodunu
kullanmslardir. Celik and Bayram (2003, 2004) diferensigebirsel denklemlerin
¢cb6ziminde Padé yaklanini kullanmglardir. Hosseini (2006) lineer ve nonlineer
diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢6zimui icin Adam yontemini kullanngtir.
Diferansiyel-cebirsel denklemlerin nimerik ¢ozUmlezerine yapilan ¢almalarin yani
sira Campbell (1995) ve Marz (2003, 2004) lineernealineer diferansiyel-cebirsel
denklemlerin indeksini ve ¢ozulebiligini incelemiler, Hosseini (2005) de ylksek
indeksli diferansiyel-cebirsel denklemlerde indeksdirgeme icin bir ybntem

sunmutur.



Marszalek (1997) kismi diferansiyel-cebirsel denklerin analizi lizerine c¢agimalar
yapmstir. Lucht and Strehmel (1997a, 1997b, 1999) s#hitsayili lineer kismi
diferansiyel-cebirsel denklemlerin indekslerislaagic ve sinir deer tutarhliklar, ve
namerik ¢éziamleri Gzerine catnalar yaprmglardir. Martinson and Barton (2000, 2002)
kismi turevli diferansiyel-cebirsel denklemlerin r&kteristik analizi ve diferansiyel
indeks Uzerine camiglardir. Debrabant and Strehmel (2005) lineer kigirevli
diferansiyel-cebirsel denklemlere uygulanan Rungeét&K metodunun yakinsagini

incelemslerdir.

Diferansiyel dongim metodu, ilk olarak Zhou (1986) tarafindan el&ktdevre
analizinde lineer ve non-lineer g&@ngi¢ dger problemlerini cozmek igin kullanilgtir.
¢cb6zimunde kullannglardir. Hassan (2002) bazi 6zge problemlerinin ¢ézimuinde
diferansiyel dongiim metodundan faydalanghr. Koksal and Herdem (2002)
diferansiyel dongiim metodunu nonlineer devre analizine uyguitemair. Ayaz (2004)
ve Liu (2007) diferansiyel- cebirsel denklemleribzgminde diferansiyel dogiim
metodunun kullagh oldugunu belirtmglerdir. Ayrica Chen and Ho (1999), Jang and
Chen(2001), Ayaz (2003) ve Yang (2006) iki boyuliteransiyel dongiim metodunu

kismi turevli diferansiyel denklemlere uygulatardir.

Padé yaklamlarinin gecmiii cok eskidir. Henri Eugéne Padé tarafindan kuliéami
sekliyle ginimuize ukana kadar bircok Unli matematikc¢i farkl probleralex®zim
bulabilmek amaciyla Padé yagialarini kullandi. Euler, C.G.J. Jacobi, Michell [Rp
George Ferdinand Frobenius, Jean Darboux ve D&wstoulli gibi matematikgiler
tarafindan matemaiin farkl alanlarinda farkli problemlere ¢6zim hhilmek icin
kullanildi (Brezinski, 1991).

Gunumuzde yaygin bigekilde Padé yakkamlari, diferensiyel denklemlerin niimerik
¢bzumlerinde, kuvvet serilerinin analitik devam lgemlerinde, ortogonal polinomlar

Uzerinde cakilmasinda (Markov fonksiyonlari icin Padé denklemmée payda



denkleminin ortogonal oldiu bilinmektedir), kuvvet serilerine ait singilenta, sifir
noktalarinin, koklerin ve kutup notalarinin buluremala kullanilir.

Padé yaklamlarinin dger nimerik yaklgmlara gore daha iyi sonuclar vermesi, bu
yaklasima olan ilgiyi artirdi ve sadece matematiktgiddizikte, kimyada, astronomide

ve daha farkli bilimsel alanlarda kullaniimasin& acti.

Tek deiskenli Padé yakkamlari Uzerine birgok caima yapilmasina gmen, cok
desiskenli Padé yakkamlari tzerine yapilan cama sayisi oldukca sinirlidir. Cok
degiskenli Padé yakkamlarinin tanimi ilk kez 1973 te J.S.R. Chisholmatadan, daha
genel tanimlama ise Levin tarafindan yapgtmi Teorisini ve temel kavramlarini
isleyen ilk kapsamli makale ise 1983 te Annie Cuwtaftadan yayinlanmntir.
(Guillaume and Huard, 2000). Tek gigkenlilerin bircok 6zellgi acikliga
kavusturulmasina ragmen, ¢ok dgiskenliler icin yapilan ¢cajmalar ¢ok sinirlidir. Fakat
cok deiskenli Padé yaklkamlarinin, tek dgiskenli Padé yakkamlarinin birgok
Ozelligini kapsadgini sdylemek mimkunddr.

Bircok calsmada tek d@skenli Padé yakkamlari ile diger namerik yaklgmlar
kiyaslandginda, Padé yakfamlarinin daha iyi bir yakkam gosterdii bilinmektedir.
Fakat cok dgiskenli Padé yakkamlari icin literatirde, dier numerik yaklgimlarla
yapilan kagilastirmalari kapsayan atrmalara rastlamak hemen hemen mumkin

desildir.

Bu tezde, Kismi diferansiyel-cebirsel denklemlerniiimerik ¢6zimi incelenecektir.
cozumleri elde edilecek daha sonra bu seriler ggksklenli Padé yakkami ile rasyonel
serilere dongtiarulerek nuimerik ¢oéztmleri hesaplanacaktir. Metest problemine
uygulanacak ve problemlerin numerik ¢ozumleri ilenalgik c¢o6zimleri
karsilastirilacaktir. Ayrica EK 1’ de bir problem Uzerinddiferansiyel dongiim
metodunun Matlab programlama dilinde programi eegktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Genel Kavramlar

Tanim 2.1.1: Bir bagimsiz dgisken ile bir b&mli desisken ve b#imli desiskenin
bagimsiz dgiskene gore turevlerini intiva eden denkleme diferggisdenklem denir.

Genel olarak;

fY, Y, Y, Y )= C (2.1)

seklinde gosterilir. Buraday™, y’nin x’e goére n’inci mertebeden tirevidir.

(2.1) denklemiy™ ye gore ¢oziilirse

YO =gy, Y, ¥,y ™) (2.2)

elde edilir. Bu ise ( 2.1) in acgik formda yazirgeklidir.

Tanim 2.1.2:m. dereceden bir

f(x)=a,x" +ax™ +.... +a,,X+a,

polinomunu g6z 6ndne alalim. Bu polinomun sifgd@enmesiyle elde edilen

f(x)=ax™+ax™ +.... +a,,x+a, =0



seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif tamsayisina f(x) =0
denkleminin derecesi denirf(x) polinomundaf(x) =0 denklemini sglayan x ye

denklemin koki denir.

Tanim 2.1.3: Bir bagimli degisken (bilinmeyen fonksiyon) ile iki veya daha c¢ok
bagimsiz dgisken ve bgiml desiskenin b&msiz dgiskenlere gbére kismi turevlerini
ihtiva eden bir bgintiya kismi diferansiyel denklem denir. Buna garebagiml

X, Xy 4.0, X,, DBBIMSIZ dgiskenler olmak tzere

F (X0 XXy Uy Uy Uy U )=0 (2.3)

bagintisi bir b&imli ve n—bagimsiz dgiskenli kismi diferansiyel denklemdir. Orgie,
XU, = yu, = Xyu
Uy — UL, +U” =0

birer kismi diferansiyel denklemdir.

Tanim 2.1.4: x bir dezisken vec bir sabit olmak tzere
gan(x—c)”:a0+a1(x—c)+a2(x—c)2+ ...... +a,(x-c)" +.....

serisinec merkezli kuvvet serisi denir.gér bu ifadedec = 0 olursa

n _ 2 n
Dax"=a, +ax+ax’ t...tax ...
n=0



elde edilir. Ayricax = ¢ olmasi durumunda
Y a,(x-0)" =a
n=0

olur.

Tanim 2.1.5:Eger f(x) fonksiyonununx =c de her mertebeden tirevi varsa,

(0= 10+ PO+ 2 (6 ¢4t 1D gy

serisine f(x) fonksiyonununx, =c’deki Taylor serisi denir. ger c¢=0 alinirsa bu

seriyef(x) fonksiyonunun Maclaurin serisi adi verilir.

Teorem 2.1.6: f (x, y) fonksiyonu ve ilkn mertebeden kismi turevi kapali bir bélgede

surekli ve agik bolgeda +1 inci mertebeden tirevi mevcut ise

_ d 9 1,0 0.
f(a+h, b+k)—f(ab+(h&+ k@)f(awz(%—; k@) tal

1.0 . 0
+ot = (h—+k—)" f(a b+
n!( I ay) (ab+ R

dir. BuradaR,, Lagrange kalani olarak adlandirilir

1 0 0
= h—+ k—)"" f(a+& h b+ 8 0<6<1
R, (n+1)!( I ay) (a+tdh B




ile verilir ve

d 0 _
(h&+ ka/) f(ab=hf(ah+ kf(abh

9 3,
(h&+k5) flab=Hf{(ah+2hkf(ab+ k f(a)

dir.

2.2Diferansiyel- Cebirsel Denklemler

Diferansiyel- cebirsel denklem sistemilagicsartlari ile birlikte
F(ty®),y'(t)=0 (2.4.a)
Y(to) =Yoo V() =¥ (2.4.b)

formundadir. (2.4.a) denklemine genel non-linegyaka(implicit) diferansiyel-cebirsel

denklem denir. Burad& OR",yR"ve t OR dir. Diferansiyel-cebirsel denklem acgik

olarak
FCy',yxt) =0 2)
G(xy,t)=0 (2.5.b)

seklinde yazilabilir. Buraday diferansiyel dgiskenin ve x de cebirsel dgskenin
vektorleridir. Eser (2.4.a) ve (2.4.b) sisterm tane denkleme sahipsp tanesi

diferansiyel dgisken ise (i — p) tanesi cebirsel ggskendir.



Ornek 2.2.1: Asagidaki balangic deerleri ile verilen denklem sistemini glinelim
yi+ysy2 = (2 + Dyz = —y1 + 1 +sin(x)

3+ Dy1 +y1y; = —e7* (2.6)
Y1Y2Y3 — e *sin(x) cos(x) = 0

Baslangi¢ dgerleri

1 —1
y(0) = <O>,y’(0) = < 1 )
1 0

olmak Uzere yukaridaki (2.6) denklem sistemi bieidinsiyel-cebirsel denklemdir.
2.3 Kismi Diferansiyel- Cebirsel Denklemler

Fen bilimlerinde ve muhendislikte, farkli tip deeki sistemleri iceren bircok

matematiksel model yer almaktadir. Bu sistemler,

* Parabolik ve eliptik diferansiyel denklemler

* Parabolik, eliptik ve adi diferansiyel denklemleya

* Eliptik ve adi diferansiyel denklemler ve cebirdehklemler

icerebilirler.



Farkh tipteki denklemlerin kombinasyonlari iginrg@k olasilik vardir. Busekildeki

sistemler, kismi diferansiyel-cebirsel denklem akaadlandirilir ve uygulamalarda bu
sistemler genellikle uygun klangic ve sinigartlariyla tamamlanabilirler. Bu sistemler,
bazi kabuller altinda bir Laplace d@dinU veya bir Fourier analizi ile diferansiyel-

cebirsel denkleme indirgenebilirler.

Ornek 2.3.1: u= (uy,..u,)" torlerin younlugu ve v = (vy,..1,)T besin
kaynaklarinin ygunluk vektorleri olmak tzeren besin kayngina b&li n tirin bir

popilasyon modeli,

FTin DAu; + fi(w,v), j=1,..n
avi .
FTin gi(u,v), i=1,..m

olarak verilsin.D > 0, f;, g;, uygun balangic ve sinirsartlarinin verildgini kabul
edelim. Bu sistem bir reaksiyon-difizyon modelirakadegerlendirilebilir. Buradau;,

yayllmis madde konsantrasyonu olarak wg, parcaciklari yayllmayan madde
konsantrasyonu olarak gorulebilir. Yukaridaki demktien parabolik kismi tirevli

diferansiyel denklemn adi diferansiyel denklem vardir.

Bu tezde bhiz;

F(0t),Q=])ve ABCOR™ (t,>0, | >0) olmak lzere,

Au(t, X+ By, (1t 3+ Cft x= (X (t ¥ ¥Q
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seklindeki sabit katsayili kismi diferansiyel-celirglenklemlerin nimerik ¢6zimunu
inceleyecgiz. Eger A=0 veya B =0 olursa sistem adi diferansiyel denkleme ya da
diferansiyel-cebirsel denkleme daii.

Ornek 2.3.2: u=(u,u,,u,)", tOJ, xOQ=(-11), ab>0, ¢ #0 ve f(t,Xx)
i=123

fonksiyonlari smooth (yeterince diizgin) olmak tzere

1 00 -1 0 O 0Oc O f,
0O a Ouy+ 0 -b Ou,+/0 0 c,|u=|f,
0 0O 0O 0 O 0c O f,

u;t-D=u,tD=0 jOMg U (0x) =g (x)sin(7x), iOM

denklemi kismi diferansiyel- cebirsel denklemdu denklemi

Uy,

U, =| U, | olmak tzere

U,

U~ +Gh= 1

au, —bu, +cu,=f,

C3u2 = f3

seklinde yazabiliriz
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2.4. Bir Boyutlu Diferansiyel Donisum

Bir y(x) fonksiyonunun diferansiyel dogiimu gagidaki sekilde tanimlanir;

Y(K) :%{d y(x)} 2.7)

o dx
(2.7) denklemindey(x) asil(orijinal) fonksiyonyY (k) da T-fonksiyonu olarak

adlandirilan dongiim fonksiyonudury (k) nin diferansiyel ters dogumu,

Y9 = Y XV() (2.8)

olarak tanimlanir. (2.7) ve (2.8) denklemlerinden

y(X) =§%{%} ] (2.9)

elde edilir. (2.9) denklemine gore diferansiyel dgimin Taylor serisi acilimindan
turetildigi distinulebilir. Fakat bu metot sembolik olarak turevieesaplamamaktadir.
Yukaridaki (2.7) ve (2.8) denklemlerinin tanimlatam, Cizelge 2.1. deki temel
matematiksel siemlerin dongim fonksiyonlariyla uystugu kolaylikla goérulebilir ve

ispatlanabilir. Uygulamalarday(x) fonksiyonu sonlu bir seriyle ifade edilir ve (2.7)

denklemi

y(x):i%Y(lé (2.10)
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olarak yazilabilir. (2.9) denklemiZ::Mka( K) ifadesinin ihmal edilebilecek kadar

kicuk oldgunu ifade eder (Ayaz 2003).

Cizelge 2.1Bir boyutlu diferansiyel doriiim (transform) metodunun temelemleri

Asil(Orijinal) fonksiyon Dongim(Transform) fonksiyonu
y(x) = u(X+ (3 Y(k)=U(K+ V(R
y(x) = cw( X Y(K) =cWR
y(X) = dw/ dx Y(K) = (k+1)W( k+1)
y(x) =d'w dx Y(K) = (k+1)(k+ 2)--- (k+ JW(kt )
Y9 = U\ 3 Y=Y U(V(k-1
_ 1 k=]
y(x¥) =X Y(K) =o(k- D={0’ K# |
Ornek 2.4.1:

IR WA CR W e
+ = .| (2.11)
0 0 ){v, 0 1 v, Sinx

diferansiyel- cebirsel denklemini ve

vi(0))_(1 vi(0)) (-1
(Vz(o)j_(oj' [V‘Z(O)j_[l j (2.12)

baslangi¢ dgerlerini goz 6nine alalim. (2.11) denklemi,
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V()= X% (9 + y( 3~ y( ¥— xy( x=0 (2.13)
v, (x) = sinx (2.14)
seklinde yazilabilir.

Cizelge (2.1)'deki diferansiyel dogiim (transform) metodonun temel 6zelliklerini

kullanarak ve (2.13) ve (2.14) denklemlerinin dgiimadnd (transformunu) alarak;

\4(k+1)=0<—11)[i<k— A DB(— IV, (- 1+ DV, (I (33 (- DV (k- r)} (2.15)

k-1
2

V,(X) = i (_1).

X (2.16)

elde edilir. (2.15) denklemindei = 0,1.... ,m dezerleri i¢in V,(k) serisinin katsayilari

VD=L V@52 VGF -3 M @F - O (O

1

VD=1 V,(2)= 0.V, BF1 .V, (4F OV, (55, (6 0N (B

olarak bulunur ve @gidaki gibi genellgtirilebilir.
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1

-—, k tek ise
k!
V,(k) = kT+'1 k cift vek%2 cift ise, (2.17)
—@, k cift vekL2 tek ise
k! 2
k-1
(-1)?2 :
V, (k) = I k tek ise (2.18)
0 , Kkciftise

V, (k) veV,(k) degerleri (2.8) denkleminde yerlerine yazilirsa,

v, (X) =1- VORI B A S S (2.19)
2! 3! 41 5!
. P X X
AT (2:20)

sonugclari elde edilir. Analitik ¢cozum isgagidaki gibidir,

Vi(X) ) (e + xsin(X)
[vz(x)j_[ sink ) j (221

Burada analitik c6zim ile nimerik cozimsagdaki tablo ve sekiller Uzerinde

karsilastirildiginda ¢éztmlerin birbirleri ile uyumlu ol@u goéraltr.



15

Cizelge 2.2(2.11) problemindeki, (x)’ in nimerik ¢c6zUm

X vy (%) vy (%) v (x) = v1" (%)
0.1 0.9148207597 0.9148207597 0

0.2 0.8584646193 0.8584646193 0

0.3 0.8294742827 0.8294742826 0.1x107°
0.4 0.8260873829 0.8260873829 0

0.5 0.8462434290 0.8462434290 0

0.6 0.8875971201 0.8875971201 0

0.7 0.9475376848 0.9475376849 0.1x107°
0.8 1.023213837 1.023213836 0.1 x 1078
0.9 1.111563878 1.111563879 0.1x1078
1.0 1.209350426 1.209350425 0.1x 1078
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Cizelge 2.3.(2.11) problemindekiv,(x)’ in nimerik ¢c6zimu

X vz (%) vz (%) [v2(x) = vp" ()]
0.1 0.09983341665 0.09983341664 0.1 x 10710
0.2 0.1986693308 0.1986693309 0.1x107°
0.3 0.2955202067 0.2955202067 0
0.4 0.3894183423 0.3894183422 0.1x107°
0.5 0.4794255386 0.4794255387 0.1x107°
0.6 0.5646424734 0.5646424734 0
0.7 0.6442176872 0.6442176872 0
0.8 0.7173560909 0.7173560909 0
0.9 0.7833269096 0.7833269095 0.1x107°
1.0 0.8414709848 0.8414709847 0.1x107°
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2.5.Tek Degiskenli Padé Yaklagimi

f fonksiyonu f(x)=¢ +¢gx+ ¢ X+--- yani

(=YX (G#0) (2.22)

seklinde bir kuvvet serisiyle temsil edilsin. Bu durda bu kuvvet serisinin Padé

yaklasimi

_gtaxt--+g X
[m/n] = AT (2.23

seklinde bir rasyonel fonksiyondur (polinomlarin ora Payin derecesn, paydanin
derecesin dir. (2.23) de m+1 tane payin katsayisi ve+1 tane de paydanin katsayisi

vardir. Burada (2.23)'nin paydasinin tanimsiz olrasmi¢in b, =1 alinmalidir. Bu

secimle (2.23)'nin payinin m+1 tane b#imsiz katsayisi ve paydasinim tane

bagimsiz katsayisi olur. Tium yaklanda m+ n+1 tane bilinmeyen katsayi vardir.
[m/r], (2.22)'deki kuvvet serisinin ilk m+ n+1 terimine kagilik gelir (Baker and

Grave-Morris 1996).

(2.22)deki 1,x,X°---,X™": m+n dereceli kuvvet serisine kadrk gelen Padeé
yaklasimini

® i _a,taxte+ qh){“ —
i;c,x- A— +O( X™™) (2.24)

seklinde yazabiliriz. (2.24) denkleminden
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(B + Bt + B R)(G+ Gx-) = @+ @x-+ a%+ O%™) (2.25)

elde edilir. (2.25) denklemindeki x™*, x™?,... x™ " katsayilarinin gtli ginden

bCrwtbCphart -+t RC,, =0

n~m-ntl 1 ~m /2
DGz ¥ 01 Crr s+ R G, , =0 (2.26)
b.c,+b,C, +-+hg, =0

1 ~mrl

sistemi elde edilirb, =1 oldugu i¢in, (2.26) denklemn tane lineer denklemden alur.

Yani;

Coomi Crn2 Crmns Cm bn Cr

Com2 Crns Cmna Crm1 bn—1 Cr2

Com2 Crwa Crmas 0 Cuo bn—2 =7 Cus (2.27)
L c:m Cm+1 Cn+2 Cm Rl bl n L Cm n|

olur. Buradanh Kkatsayilari bulunur. @er yandan (2.24) denkleminden payin

katsayllari olan a,a,--,a, katsayllar 1,x ,x*;.-,X" terimlerin katsayilarinin

esitli ginden

H=G
a=qg+hg
a=C+hg+bg (2.28)

min(m,n)

a8, =C,t 2, hG,,

i=1
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olarak bulunur. Boylece (2.27) ve (2.28) denkleinRadé yaklgminin pay ve paydasi
olarak tanimlanir. Dolayisiyla bu denklemlere Pdeléklemleri denir. Buna gore;

m . m-1 . m-n X
GX X 6X - XY X 1 X X
i=0 i=0 i=0 _C1 Ch, - Cuhi
p(X) =| Cp. (o Covi n ) CI(X) - . . (229)
. : Cm+n Cmr 1 Cm
Cm+n Cm+ 1l Cm

seklinde ifade edilebilir. Bu denklemler yardimiyle™" inci dereceden ) ¢ x
i=0

kuvvet serisine karik gelen [m/n] Padé yaklgmi oluturulur. Yani verilen

f(x):ZqX kuvvet serisini keyfi dereceden Maclaurin semsuonigturerek, bu
i=0

serinin keyfi Padé yakf§ami (serisi) olgturulur. (Bundan sonrgpve ¢’nin kesin

polinomsal derecele@ ile, seri icerisindeki derecelew ile gosterilecektir)

Bir f(x) fonksiyonu igin [m/n|, (X Padé yaklgmi problemi; Padé yakjaninda pay

ve payda polinomlari olan

pP(Y= ax ve q(x=) hx
i=0 i=0

polinomlarini bulmayi icerir. Yani,

p(0= 3
[m/ ] (9=—2—
q09 =2 X

olur.
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(2.24) ifadesinde, yapilan icler sthr carpimiyla elde edilen (2.26) ve (2.28)
denklemlerinde

[m/n], (¥ bulunurken;

d(p)sm
0(9)<n (230
a(fg—p)= m+ ntl

durumu s6z konusudur.

Teorem 2.5.1:Eger p,,q, ve p,,q, polinomlari (2.30) durumunu garsa bu durumda

PG, = p,.q olur.

Ispat: p.g,— p,.q ifadesi (fg,- p,)q—(fq- p) g seklinde de yazilabilir. (2.30)

durumundan

a(fg—p)=mt n+l
aX fa, = p,) = m+ 1

} oldigundan
Buradan «(p,.0,— p,.q)= mt+ n+1 elde edilir. Faka{p,g, — p,q)( ¥ polinomunun

derecesi en fazlam+ nolacgindan, p,.q,- p,.q olur.

Teorem 2.5.1’ in bir sonucu olarak, / g, ve p,/q, rasyonel ifadeleri birbirine denktir.
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Calsmamizda simdiye kadar sadece orijin merkezli kuvvet serilegin Padé
yaklasiminin tanimini verdik. Orijin merkezli olmayan Werhangi bir nokta merkez

alinarak da Padé yaklani tanimlanabilir. Aagidakisekilde tanimlanan;
FO)=2 6(x=%) (¢#0)
i=0

kompleks uzaydax, merkezli bir kuvvet serisi olsun. Bu kuvvet sergin (m, n)

dereceli Padé yaldanini bulmak mumkindir. Orijin merkezli kuvvet derinde

kullandigimiz yontemler burada da aynen gecerlidir. Buna&gor
P()=> a(x=x) ve a(x)=> h(x-x)
i=0 i=0
seklinde ifade edilir ve

(fg-p(¥= 2 d(x x)

i>m+n+l

ifadesinden (2.26) ve (2.28) denklem sistemindekienzer lineer denklem sistemleri
elde edilir ve aynisekilde c¢ozulir. Ayrica (2.30) deki durum burada dgnen

gecerlidir.

Teorem 2.5.2:r_(x) rasyonel fonksiyonu bif fonksiyonuna aitm, n) dereceli Padé
yaklasimi olmak Uzere; her negatif olmayam n sayisi icin f fonksiyonuna ait tek bir

(m, n)derecelir,, (x) Padé yaklami vardir.
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2.5.1 Padé Yaklaiminin Hesaplanmasi

Padé yaklaminin hesaplanmasinda literatiirde farkli algorigm&ullaniimaktadir. Bu
calismada en yaygin ve kullagi olan determinant formalleri kullanilgtir. Bu yontem

su sekilde ifade edilebilir:
f(x)=> gx
i=0
serisiyle temsil edilen fonksiyonugmn, n) dereceli Padé yakjami

Po(X)

e

olarak tanimlanirsa,

- Yax
f(X)ZZQ){ - Po(¥) = k=0
i=0 % (¥) zhxl

ifadesinin icler dylar carpimiyla olgan denklem sistemi ve bu sistemdeki katsayilar

determinant yontemiyle bulunabilir.
f () :iq X igin;
i=0

k
F ()= X, k>0

i=0
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F.(x) =0, k<0

yazilabilir.

Teorem 2.5.1.1:Eger bir f fonksiyonu i¢in(m, n) dereceli Padé yakjami

=2 e p =

A (X)

olarak ifade ediliyor v® =detD,, , # 0 ise;

Fm(X) XFm—l(X) X I:m— n( )9 1 X X'
1 c:m+1 1 c:m+1
X)=— ve X) =—
m09==| o a0=p
Cin Cren

olur.

Ispat: D#0 oldusundan, yukaridaki (2.26) denklem sistemirgle=1 alindginda bu

homojen (2.26) denklem sisteminin tek ¢6zimi gldwgoralmigtia. Ayni sekilde

asagidaki homojen denklem sistemi dgkar olmayan (nontrivial) coziime sahiptir.

1-g,(0hy+ X+ X h+---+ X p=0
Crafh + GR+-+ G, B,=0 (2.31)

Cm+ntb + wa1q+"'+ Cmbn:O

Bdylece katsayilar matrisinin determinanti sifigate. Yani;
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1-q,(X) X X
Cm+1 Cm o Cn+1— =0
Cm+ n CM 1 Cm

Ayni zamandag,(X) icin bir denklem ifadesinin de oldu gosterilebilir. Eer

f (x)q, (X ifadesi goz 6nune alinirsa;

F(X) xf() - Xf(R

1|c,, Co Copr
f(x)oo(x):B ™ " (2.32)
C

mtn

c

mrl m

ifadesi elde edilir.p,(X) polinomu f(x)q,(X serilerindeki m den kug¢ik yada m’ ye
esit dereceye sahip tim terimleri icegaiden (2.32) ifadesindep,(x)’in determinant

formatini elde ederiz. Bu da ispati tamamlar.

Determinant algoritmasi bircok ekleme ve carpglamlerini ihtiva ettginden m ve n
'nin kucuk deerlerini hesaplamada daha kullaghtlir. Bu algoritma, yalnizca kapal

formdaki formdillerin agilmasinda ve bulunmasindedyaci olur.
2.5.2 Padé Tablosu

Genel anlamda biff (x) fonksiyonunun Padé yaklanini
[m/n[=[m/ o, =[nf §CX=[ m h Cr= o,

seklinde dgisik formlarda ifade edebiliriz.
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Yaklasimlara ait tablo sistematik olarak Henri Eugene éPtarafindan verilgi igin
hem yaklaima, hem de tabloya Padé’nin ismi vergtiti Genel anlamda bir fonksiyona
ait Padé tablosusagidaki gibidir.

Cizelge 2.4.Padé tablosu

}r\m 0 1 2

0 [0/q] [1/0] [2/0]
1 [0/]] [1/1] [2/1]
2 [0/2] [1/2] [2/2]

Yukaridaki Cizelge 2.4. formatina uygwi’in Padé yaklamlarina ait Padé tablolari

asagidaki gibidir. (Cizelge 2.5.)
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Cizelge 2.5. ¢*’in Padé yaklaaiminin bir kismi

rﬁ\n 0 1 2
0 1 1 ;1
1=x 1-x+=X
2
1+1x 1+1x
1 1+x i 5 31
1-=X 1-=x+=%
2 6
L 1+2x+ 1y 1+ixr 1y
2 1+ X+ =X 16 % ]f
2 1-=x 1-=x+-—X
3 2 12
3_.1 1
11 1+7X+Z * 4
3 1+x+=xX += X 1
2 6 1-=x
4
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Yukarida Cizelge 2.5. te de gorufil gibi, Padé tablosunda birinci sutunf
fonksiyonuna ait serinin kismi toplamlarini veiik satir ise% fonksiyonunun kismi
toplamlarinin terslerini igerir.

Simdi, tek deiskenli bir fonksiyona ait Padé yaklaninin nasil elde edilegai ve

Padé yaklsminin ait oldgu fonksiyonla uyumlu olup olmagina bakalim §ekil 2.1.).

Ornek 2.5.2.1
1
1+ =x
0 =y —2- =1-3x+ 39 -
1+ 2x 4 32

fonksiyonunu g6z 6nune alalim. Bu fonksiyoniln(:l] Padé yaklgmini hesaplayalim

(2. dereceden Padé yakiaini). Burada bize verilen fonksiyonun (kuvvetisiain) x*

li terimine kadar olan kisminin Padé yaktaini bulac@iz (keyfi dereceden). Bu

fonksiyonda

3 39
c,=1, ¢c=— ve c,=— dir
0 TH Gy 2 32

Bu kuvvet serisine kaillik gelen Padé yak$ami

1—§X+3—9X2 :M+ O(X3)
4 32 1+ b x

seklindedir. Bu ifadede icler glar carpimi yapilirsa
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L3+ )= 3+ ax A 3)
olur. (2.27) denkleminden

Syp = -39 _13
( Z)bl_ 2 b, 3 olur.

(2.27) denklemindena, =1 ve a -1 olur. O halde verilen kuvvet serisine §lk

8
gelen 2. dereceden Padé yakia

1+zx

_ 8
13-,
1+=—X

8

seklinde bulunur. x>0 igin f(x) ile Padé yaklgmini gagidaki sekilde

karsilastiralim.
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0.955
0_9;
III.EEE-:
0.5

0754

i
LRI R [(I/J1]pade walk.

Sekil 2.3. f(x):\/(1+§)/(1+ 2X) ve f(x)in [l/]] Padé yaklami

Ozellikle f(oo):%:o.5 ve [1/]](w):£:0.54--d|r. Herhangi bir 6zel metot

uygulamaksizin Padé yakimi (2.29) denklemlerinden direkt olarak hesaplanir

Ornek 2.5.2.2 Bir fonksiyona ait keyfi dereceden kuvvet serisimii (Taylor serisi)
yoksa Padé yakjaminin mi daha iyi sonu¢ vegdiincelenirse secilen fonksiyonun
Taylor acilimi ve Padé yakleni hesaplanarak kafastiriimahdir. Fonksiyon olarak;

f (x) = e™ fonksiyonunu ele alinirsa; bu fonksiyonunsibei dereceden kuvvet serisi
(Taylor acilimi)

1 1 1

=X+

R(Y=1-x+= R -1+t yw-_L g
2 6 24 120
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seklindedir. Bu kuvvet serisinim=3 ve n=2 i¢in, [3,2] dereceli, yani bgnci

dereceden Pade yakiani (2.27) denklemlerinden

1_§X+23OX2_610X3
r(x)= 57 1
1+ =X+ X
5 20

olarak bulunur.f(x)=¢€™, R(x) ve r(x)’i asagidaki

tablo vesekilde kasilastiralim. (Cizelge 2.6. v8ekil 2.4.)

Cizelge 2.6. f(x) =€, R,(X) ve r(x)'in degerleri

X e™* Ps(x) le™ = ps(x)] r(x) le™ =70l
0.1 | 0.9048374180 | 0.9048374167 | 0.13 x 1078 | 0.9048374179| 0.10 x 10~°
0.2 | 0.8187307531| 0.8187306667 | 8.64 x 1078 | 0.8187307456| 7.55 % 107°
0.3 | 0.7408182207 | 0.7408172500 | 9.70 x 10~7 | 0.7408181414| 7.93 x 1078
0.4 | 0.6703200460 | 0.6703146667 | 5.38x 107® | 0.6703196347| 4.11 x 10~
0.5 | 0.6065306597 | 0.6065104167 | 2.02 x 1075 | 0.6065292096| 1.45 x 107°
0.6 | 0.5488116361| 0.5487520000 | 5.96 x 1075 | 0.5488076312| 4.00 x 107°
0.7 | 0.4965853038| 0.4964369167 | 1.48 x 1075 | 0.4965759550| 9.34 x 10~°
0.8 | 0.4493289641| 0.4490026667 | 3.26 x 10™* | 0.4493096647| 1.93 x 107>
0.9 | 0.4065696597 | 0.4069167500 | 6.52 x 10™* | 0.4065333809| 3.62 x 10~°
1.0 | 0.3678794412| 0.3666666667 | 1.21 x 1073 | 0.3678160920| 6.33 x 1075
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fix
fix]in 9. dereceden Taylor serisi
°°°°°° fix)'in [3 2] dereceli Padé yaklasim

Sekil 2.4. f(x) =e™ fonksiyonu,R,(x) Taylor serisi ver (x) Padeé yaklami.

Sekilde goruldigu gibi Padé yakkami kuvvet serisinden daha iyi bir yakim
sergilemektedir. Padé serisinin iyi bir sonu¢ vesimgin n < m < n + 2 olmahdir. Bu
sart Padé serisinin kararli halidir. Burada ve n sirasiyla Padé serisindeki pay ve
paydanin derecesidir. Padé vyakia, seri c6zimin fonksiyonlara daha hizli

yakinsamasini geamak icin kullantlir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1.1ki Boyutlu Diferansiyel Déniisiim

w(x, y) asil (orijinal) fonksiyon olmak uzere,

_ 110" w(xy)
Wik.h) = Miﬂ{ ax“ay" }OO 1)

seklinde tanimlananw (k,h) fonksiyonuna dongiim (transform) fonksiyonu denir.

W (k,h) T-fonksiyonu olarak adlandirlixv (k, h) 'in diferansiyel ters domiimu ise,

W(xy) = 3 Wk, hxy" (3.2)

k=0 h=0

olarak tanimlanir. (3.1) ve (3.2) denklemlerinden

wixy) =YY 1[6 W(X’y)} Xy" (33)

elde edilir.
Teorem 3.1.1:Eger w(x, y)=u(x Y= \( x y Ise,
W(k h=U(k B+ V(k b (3.4)

olur (Ayaz 2004).
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Teorem 3.1.2:Eger w(x, y) = cu % y) Iise, (c: sabif)
W (k, h)=cU(k b (3.5)
olur.

_au(x, Y) ise
ax ’

Teorem 3.1.3:Eger w(x, y) =
W(k h) = (k+1)U(k+ 1, B (3.6)

olur.

ou(x y) ise
ay '

Teorem 3.1.4:Eger w(x, y) =
W(k, h)=(h+1)U(k h+1) (3.7)

olur.

9""*u(x, y)
ox'ay®

Teorem 3.1.5:Eger W(X y) =
W(k B = (k+1)(k+2)- (k+ D(h+1)(h 2)-- (B % Wk 1B 3 (3.8)

olur.

Teorem 3.1.6:Eger w(x, y)=u(x Y\ x ¥ ise,
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>3 U(nh- Mk 13

r=0 s=0

W(k, b

olur.
Teorem 3.1.7:Eger w(x, y)= X"y' ise,

1, k=m veh=n,

W(k h=d(k-m h n=
(k =0k m I){O, k#m ve h# n,

olur.

ou(x y) 0M % Y
0Xx 0x

Teorem 3.1.8:Eger w(x, y) = ise,

W(k, h) = Zh:( r+1)(k— r+)U(r+1L,h- s)V(k- r+ 1,9

k
r=0 s=0
olur.

Ispat: Diferansiyel dongiimiin tanimindan

du(x,y) dv(x, y)]
ax Bx (0,0)

W(0,0) = [ = U(LOV(L0),

1 0 [au(x,y) dv(x,y)

W(1,0) = —
( ’ ) 1'0! ox 0x 0x :I(O,O),

1 [0%u(x,y) dv(x,y) N ou(x,y) 0%v(x,y)
110! ox2? ox dx dx?

(0,0)

)

(3.9)

3.10)

(3.11)
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=2U(2,0)V(1,0) + 2U(1,0)V(2,0),

1 92 ou(x,y) ov(x,y)

wQ2,0) = )
20 210! 9x2 d0x ox o0

= 3U(3,0)V(1,0) + 4U(2,0)V(2,0) + 3U(1,0)V(3,0),

w(,1) =U1,1)V(1,0)+U(1,0V(1,1),

W(1,1) =20(2,1)V(1,0) + 2U(2,0)V(1,1) + 2U(1,1)V(2,0) + 2U(1,0)V(2,1),

W(2,2) =3U0(3,2)V(1,0) + 3U3,1)V(1,1) + 3U(3,0)V(1,2) + 4U(2,2)V(2,0)
+4U(2,1)V(2,1) +4U(2,0)V(2,2) +3U(1,2)V(3,0) + 3U(1,1)V(3,1)
+3U(1,0)V(3,2)

olur. Ezer bunlar genelldirilirse;

k h
Wk, h) = Z Z(r + Dk=1+DUG+1Lh—s)V(k—7+1,5).

r=0 s=0

elde edilir.

ou(x y) O X Y
ay ay

Teorem 3.1.9:Eger w(x, y) = ise,

Wk, h):zk:zh:(s+1)(h— sHULh sV k rsl) (3.12)

r=0 s=0
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olur.

Ispat: Diferansiyel dongiimiin tanimindan,

du(x,y) dv(x, y)]

=Uu,1V(,1),
(0,0)

W(1,0) =

1 0 [au(x,y) av(x,y)]
110! axL oay dy

0,0

1 [azu(x,y) v(x,y) N du(x,y) 0%v(x,y)

~ 100 0x0y oy oy 0x0dy (00)'

=U(1,1)v(0,1) +U(0,1)V(1,1),

0% ou(x,y) ov(x,y)
210! 9x?1 0y dy

W(2,0) = )
(0,0)

= U(0,1)V(2,1) + U(L,1)V(1,1) + URDV(0,1),
w(0,1) = 2U(0,2)V(0,1) + 2U(0,1)V(0,2),
W (1,1) = 20(0,2)V(1,1) + 2U(0,1)V(1,2) + 2U(1,2)V(0,1) + 2U(1,1)V(0,2),
W(2,2) = 3U(0,3)V(2,1) + U(0,2)V(2,2) + 3U(0,1)V(2,3) + 3U(1,3)V(1,1)
+4U(1,2)V(1,2) + 3U(1,1)V(1,3) + 3U(2,3)V(0,1) + 4U(2,2)V(0,2)

+3U(2,1)V(0,3)
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olur. Bzer bunlar genellgirilirse;

k h

Wk, h) = Z Z(h s+ D+ DUEh—s+DV(k—71,5+1).
r=0 s=0

elde edilir.

Teorem 3.1.10:Eger w(x, y) = 9u(x y) O X ¥ ise,

0x oy
k h
W(k D=>"> (k- r+1)(h- st ) U(k= #1, 9t s 1)
r=0 s=0

olur.

Ispat: Diferansiyel dongimiin tanimindan,

du(x,y) dv(x, }I)]

w0 = [ oy oy

=U(1,0)V(0,1),

0,0)

1 0 [du(x,y) dv(x,
W(L0) = _[ u(x,y) dv(x 3’)] ,
110! axL ox dy ©0,0)
1 Iazu(x, y) 0v(x,y) N ou(x,y) 0%v(x,y)
110!  0x? dy dx dxdy ©0.0)
= 20(2,0)V(0,1) + U(1,0)V(1,1),
0% rou(x,y) ov(x,
W) < uCoy) 9v(y)

210! 9x?1 oOx dy

0,0)

(3.13)
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=3U(3,0)V(1,0) + 2U0(2,0)V(1,1) + U(1,0)V(2,1),

w(0,1) =2U0(1,0)v(0,2) + U(1,1)V(0,1),

wW(1,1) =4U(2,00V(0,2) +2U(2,1)V(0,1) + 2U(1,0)V(1,2) + U(1,1)V(1,1),

W(2,2) =9U(3,0)V(0,3) + 6U(3,1)V(0,2) + 3U(3,2)V(0,1) + 6U(2,0)V(1,3)

+4U2,)V(1,2) + 2U(2,2)V(1,1) + 3U(1,0)V(2,3) + 2U(1,1)V(2,2)

+U(L,2)V(2,1)

olur. Ezer bunlar genelldirilirse;

k h
Wk, h) = Z Z(k—r+ Dh—s+ DUk -1 +1,)V(rh—s+1).

r=0 s=0
Teorem 3.1.11Eger w(x, y)=u(x YU X y W x y Iise,

k-r

S uh- s ULk 1

[ h-
r=0t=0 s=0 p=0

[%2]

W(k b=

olur.

Teorem 3.1.12:Eger w(x, y) = u( % »6v(x, y) OW(X Y ise,

0Xx 0x

(3.14)
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k k-r h h-s

W(k B=>> 3> (t+1) (k- r- t+D)U(r,h-s- px UL N(k + +1  (3.15)

r=01t=0s=0 p=0
olur.

*W( X, y)

Teorem 3.1.13Eger w(x, )= uw x Y { X Y v ise,
X

k k=r h hs

Wk B=>>>> (k- - t+2)(k= = t+DU(r, - 5= px Mt N (k + +2, | 3.16)

r=01t=0s=0 p=0

olur. Yukaridaki teoremlerin belirii donGsum kurallari gagidaki tablo ile

gosterilebilir.
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Cizelge 3.11ki boyutlu diferansiyel dongiim (transform) metodunun temelemleri

Asil (Orijinal) fonksiyon

Dongim (Transform) fonksiyonu

WX y)=u(x Y= \(xy

W(k h=U(k h+ V(k b

w(x y)=cu( X Y

W(k h=cU(k h

W(x, y)=0u(x Y/0 x

W (k h) = (k+1)U(k+1, b

W(X, y)=0u(x Y)/9y

W (k h) = (h+1)U(k h+ 1)

W(X, Y)=0""u(x y)/d X0 y

W(k h)=(k+D)...(k+ D(h+1)...(h+ U k [ F 3

WX, y)=u(x Y\ xYy

W(k h = Zh:U(r,h—S)V( k13

k
r=0 s=0

w(x, y)= X"y’

1 k=m, h=n

W(k, h)=3d(k-m h- '):{O: diger

w(x, y) = a“f;;’ 9 a\’(a); ) Wik B=33 (r+1)(k- r+DU(r+ Lh- V(- r+ 1,9
wix = SN PED iy =33 (s (b DUt s D\ K 183
wix = 2D =3 (ke e s Uk wL3N(ch 1
k k=r h h-s
wix y)=ux Y x ywxy Wk D= Y>> U(rh-s pME0(k =t}
r=0t=0s=0 p=0
B CTEIEE) Y
W)= U Y E T k=S kzzh:rh (t+ 1) (k= r- t+DU(r, h- 5= D
r=0t=0s=0p=0

wa:quwxﬁﬂgéﬂ

kK k=r h h-s

Wk B=Y"> 3> (k- - t+2)(k= 1- t+)U(r,h- 5= )

=0 t=0 s=0 p=0
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Simdi iki boyutlu diferansiyel dongiim (transform) metoduyla, bir kismi diferansiyel

denklemin nasil ¢ozullgiine bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1.14:

ou _oudu_ 0°u
+

Ty 317
ot oxodx 09X 3

u(x,O):%xz, x>0, ¢>0, (c:keyfi sabil (3.18)

Yukarida (3.18) bgangig sartiyla verilen (3.17) kismi diferansiyel denklemigtz

onune alalm.lki boyutlu diferansiyel dongiimin temel glemlerine gére (3.17)

denkleminin iki boyutlu dondiimi alinirsa,

(h+1)U (k, h+ 1):ii (r+)(k-r+ 21U (+ 1h-s

r=0 s=0

xU (k—r+1,s)+zklzh: (k=r+)(k-r+ 2)xU(r,h-s)U(k-r+2,s). (3.19)

r=0 s=0
elde edilir. (3.18) bdangicsartini, (3.19) denkleminde uygularsak,
u@,0)=0, i=0213..m (3.20)

U(2,0):% . (3.21)

elde edilir. (3.20) ve (3.21) denklemlerini (3.183 yerine yazarsakn — o durumu

g6z 6nlne alinarak,
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U(2,1)=%,

C
u(, 2)=i—36 , (3.22)
U(2,3):%5.

elde edilir. Batanw (k, h) degerleri (3.2) denkleminde yerine yazilirsa,

u(x =G+ 2430, 210, (3.23)
cC C C o

elde edilir. Verilen denklemin analitik ¢6zimu;

u(x 1) = xz(ﬁ) 28)

seklindedir.
3.2 Cok Deiskenli Padé Yaklasimi

Onceki bolimde tek dgskenli Padé yakkamlarinin nasil elde edildiklerinden ve
literatirde de benzer yontemlerin uygulamddan bahsettik. Son yillarda bu teknikler,
cok degiskenli Padé yaklamlarina da uyarlandi. Fakat tekggkenlideki gibi teknikler
arasindaki benzerliklerden bahsetmek mumkugil.d8ununla beraber; sagida cok
degiskenli Padé yakkamlarinin tanimi igin, tek dgskenli Padé yakkamlari igin
kullanilan 6zelliklerin gecerli olmaya devam gittorilecektir.

Biz burada iki dgiskenli fonksiyonlar icin Padé yalkdamini kullanacgiz. Clnki ikiden

fazla dgiskene sahip fonksiyonlar icin genellieme yapilabilecgi aciktir.
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fx,y)=> gxy
i,j=0
Taylor serisiyle temsil edilen iki geskenli f (x, y) fonksiyonunu g6z 6nine alalim

f(x) =" ¢ x fonksiyonu icin tek dgiskenli Padé yakkaminin;

i=0

m m-1 . m-n
DX X ex - R € 1 X X'
i=0 i=0 i=0
C Co, Corr
P(X) =| Cpu Cn Civa-n , q(X) = . ' . m;l
Crn+ N Cm_ i Cm Cm+ n Cm+ 1l Cm

denklemleriyle verildiini biliyoruz.

p(x) ve q(x) ifadelerinde j'inci satirt x'*™* ile c¢arptiktan sonrg(x)ve q(x)
ifadelerindeki j 'inci sttunu x'™’e bolelim. (j =2,...n+ 1). Bu pay ve paydanirx™

ile carpimiyla sonuclanir. Gerek$iemler yapilirsa;

= ml mn

> cx GX - Y ek
=0 =0 i=0

Cm+1Xm+l mem eee Qﬁ-j__ n){Tﬂ.— n

X Cm+nXm+n wa an—l mem
qp((X)) 1 l1 1 (D =detD,,, # 0)
Cm+1)(n+1 Cm)(n v Ch’l—l— . ){T’l'l— 1
Cm+nxern Cmrn—lxmfprl Cme

elde edilir.
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Yukaridaki determinant dwudan iki dgiskenli f (x,y) fonksiyonu igin yazilabilir.

k .
Yani qutoplamlnln yerine f(x, y)fonksiyonunun k'inci dereceden Taylor
i=0

aciliminin kismi toplamlari yazilghnda, ¢, x ifadesi f (x, y) fonksiyonuna aitk inci

dereceden tim terimleri igerir. Burada ikigdgenli ¢;X y teriminin derecesi + j 'dir

denilir.
Eger,
m i . m-1 X . - n . X
2GXY 2 gxy e D pXY
i+j=0 i+j=0 i+ =0
c XYy XYy e € X\
p(x y) = i+;+1 1Y |+quan Y i+j:rzn;r1—n £xY (3.25)
2 GXY 2 XY e D gy
i+j=m+n i+j=m+n-1 i+j=m
1 1 1
PILIO DL ES B S
q(x y =" e e (3.26)
2 XY 2 GXY o D XY
i+j=m+n i+j=m+n-1 i+j=m

olarak tanimlarsak,p(x, y) ve q(x y)' nin formlarinin gagidaki sekilde oldgunu

gormek kolaydir.
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mmm

p(x V)= 3 Xy
q(x,y)=_n§nha*y

(3.27)

Burada (3.27) ifadeleri igcinsagidaki (3.28) durumu s6z konusudur.

a(p) = mn
o(p) < mn+ m

a(q) =2 mn
o(g) < mn+ n

w[(fg-p)(x% y)]2 mn+ m+ 1

(3.28)

Tek desiskenli Padé yakkamlarinda (2.28) durumuyla kiyaslagchda p ve q’'nin

dereceleri, p,g’niin mertebesi (Padé yakleninin derecesi) vefq— p’nin derecesinin

mn kadar kaydil gorilmektedir. Fakat Padé yakiainin indirgenemez formu elde
edildiginde bunun kayboldiu gortlecektir (Cuyt and Wuytack 1987).

Teorem 3.2.1:Eger p(x, y) ve q(x, Y), (3.25) ve (3.26) ile verilirse;

(fa-p)(x Y=

i+j>mn+m+ nkl
Ispat: Eger ;
A<(X’ y) = Zi+j=mn+k a] )t y

Bk(X’ y) = Zi+j=mn+k l:?J X y

> ¢ Xy olur(Cuyt, 1983).
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CeX V=D e G XY (k=0,1,2,..)

olarak ifade edilirse(fq—p)(x Y= D, d Xy aagidaki gibi yazilabilir:

i+j>mn+m+ nel

Co(x VB(X% Y= A(x Y
y

CxNB(Xx Y+ G(x Yy B xy= & xYy (3.29a)

Con(XNB(Xx Y+ G (XY B Xx)=0
' (3.29b)

Con(X VB(x Y+--+ G(XYB x)=0

Buradak <0 i¢in C, =0 dir. Bu notasyonlara gore;
P(xY)=D A(xYy ve q(xy)=> B(x}y olarak da ifade edilebilir
k=0 k=0

Co(xy) o Gn(X%Y
By(x ) = : :
Cm+n—1(X7 y) Cm( x g

olarak secip, Cramer kuralini uygulayar&8k(x, y) icin yukaridaki homojen denklem
sistemini ¢Ozdikten sonra, yukaridaki denklem sitende A(x y)' de yerine
yazarsak; (3.25) ve (3.26) determinantlarini, yau(ix, y) ve q(x, y) ifadelerini elde
ederiz. (3.25) ve (3.26)' da verilep(x, y) ve q(x y) (3.28) icin bir ¢dzim okturur.

Bu da ispatimizi tamamlar.
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Buradap(x, y) ve q(x, y) ifadelerine ¢ok d&skenli Padé denklemleri denir. Ve

(%, Y) = 22 (%, )

0

ifadesine de f(x,y) fonksiyonunun(m,n) dereceli indirgenemez Padé yakai

denir.

Teorem 3.2.2:Her m ve n sayisl igin, f(x,y) fonksiyonunun tek bir taném, n)

dereceli cok dgskenli Padé yakkami vardir (Cuyt and Wuytack 1987).

Yukaridaki tanimdan sonra, cok dgigkenli Padé yakkami icin aagidaki ornekleri

verebiliriz.

Ornek 3.2.3:

f(x,y)=1+ +sin(xy) fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyona ait seri agilimi

2i+1

1N 1A v N gy (XY)
—1+;10xy +§( 1)(2i+1)!

=1+10x+ 10KXy+ 1006y +--- seklinde olur.

m= n=1 olarak alinirsa; yanim ve n’nin dereceleril olarak alinirsa;p(x,y) ve

a(x y),

(3.25) ve (3.26) Padé denklemleri kullanilargégedaki sekilde elde edilir.
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1+10x

X, =
p(X ) 10y 1

1
O)J =10x+100x° - 10Ky

1 1
= =10x-10Ix
aix y) ‘101xy 10>J X y

Buna gore;

_10x+ 100X — 10ky
10x-101xy

Pixy)
q

elde edilir. Bu ifadenin indirgenemez formu;

(X, ) 1110 ohlinde bulunur.

1-10.1y

Goruldigu gibi indirgenemez formu elde dfitnizde, mn=1 kadar artan derecede

kaybolmaktadir. Fakat bu her zaman olmayabilicaghdaki Ornekte bu acikca

gorulmektedir.

Ornek 3.2.4: m=1 ve n=2 alinirsa; (3.28)i sglayan (3.25) ve (3.26) Padé

denklemlerini kullanarakp(x, y) ve q(x, y);

1+10x 1 0

p(x y)=| 101xy  10x 1| =100x*-10ky+ 1000¢- 2026 y+ 100Ky

100«y* 10ky 1

1 1 1

q(x y)=| 101xy  10x  1|=100x*-10ky+ 1016¢ y- 1008y + 20f% y

100xy* 10ky 1
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bulunur. Buradan,

P _ 100X - 10Ixy+ 1000 — 2026 y+ 1008y
q 100%° - 10xy+ 1010¢ y- 1006y+ 20% y

bulunur.—p(x, y) ifadesinin indirgenemez formu ise;
q

x—10.ly+ 10¢ - 20.Xy+ 107

bulunur.
x-1.01y+ 10.ky— 107 + 2.0%y

r1,2(X1 y) =

f(xy)=1+

+sin(xy) fonksiyonuna ait Taylor agiiminin ve, ,(x,y) ¢ok

degiskenli Padé yakkamlarinin grafgini, f(x,y) fonksiyonun grafiiyle
karsilastirdigimizda Padé yakjaminin Taylor serisinden ¢ok daha iyi bir yakia
sergiledgi gorulmektedir (Sekil 3.1.), Sekil 3.2.), Sekil 3.3.)).
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, fonksiyonu

1- y) + sin(xy

=1+(x/0.

Sekil 3.1. f(xy)

1,000

500

-600

-1,000

-1.0

1+10x+ 101xy+ 100y Taylor acihimi

R(x )

nin

y)

sekil 3.2. f (x,
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Klgmi.

éya

7

(1+10x-10.y /+ 10.9) Pad

Sekil 3.3. 1.,(X,Y)
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Onceki bolumlerde iki boyutlu diferansiyel dawint kullanarak diferansiyel
denklemlerin seri ¢ozumlerinin elde edilebilgice ve elde edilen bu kuvvet serilerinin
cok desiskenli Padé yakkami ile rasyonel serilere dostiirtlebildigini gordik. Bu
bolimde ise kullangimiz metodu iki farkli kismi diferansiyel-cebirselenklem
sistemine uyguladik. Elde €ftmiz nimerik ¢6zimle tam ¢6zimi tablo gekil

Uzerinde kanlastirdik.

Ornek 4.1:

010 0O 0 -1 -1 -1 -1

00 1fu+0 -1 -1ju,+/ 0 -1 Oju-=Hf (4.1)
000 0O 0 O 0O 0 -1

x0[- 0505], tO[o1].

U,(0,t) =0, Uy,(0,t) = —sin (t)

U,(0,t) =0, U,(0,t) =—cos (t)

Kismi diferansiyel-cebirsel denklemini g6z onuhedien. Burada
f, = —x(x-1)(2sin(t)+ cosf )y €+ ) - x+ 2

f, = x(x-1)(€ +5¢ - cos(t))- 2€+ £+ cos() 4.2)

f,=—x(x-1)(é + P)



53

seklindedir. Analitik c6zim ise

X(x=1)sint)
u(x,t)=| X(x—-1)cos() (4.3)
X(x —1)(e" +1°)

dir. Sonuc olarak (4.1) denklemi

0 1 0\(u, 0 0 -1)(u,, -1 -1 -1\(y f,

0 O 1||uy|+]0 -1 -1||{Uy |+ O -1 O]|u,|=]|T, (4.4)
000/lu)lo o olu) o o -1y (f

Uy ~Uge —Up —U, —Ug = )

Uyt = Ugy ~Ugy ~Up = (4.5)
—u; = fy

kullanarak (4.5) denkleminin diferansiyel d@ainind alirsak;

(k+1)U, (h,k+1)- (h+ 1)(h+ 2)U (b 2,k Y (hK- U (hK- Y(h R F(h
(k+D)U, (h, k+ D)= (h+ Db+ 20 (b 2,k (B D(B 24 (B 2,kr Y (h K F(h b

-U,;(h, k)= K(h K (4.6)

esitliklerini elde ederiz. Burada f;, f, ve f; fonksiyonlarininx =0, t=0

civarindaki Taylor serileri,
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1 1 1 1
fi(x,t) = =2 + 2x — 2t — 2x? + 3xt — t* — 3x%¢ —§t3 ——xt3 — —t* + —xt*

6 12" " 12
1 121 1 41 1 41 1
Lo x2g3 L IO s L 2ph TS T 46 0245 47
6% 60 12~ 20" T360° 207 2520

1 1 1 1
folx,t) = —4 — 2t — xt —§t3 — xt? + x%t —gt4 —gxt3 + x2t? — 5xt* +gx2t3

121 1 1 1 1
——— > + 5x%t* — t> — t7 — —xt® + —=x?%t°
60 x 120" 725200 360" T120%
1 1 1 1 1 121
f(x,t) = x + xt — x? +§xt2 — x?t +gxt3 —Exzt2 +ﬁxt4 —gx2t3 +mxt5
1 1 121
S R L R —— 4.7
24~ 720" T 120" (4.7)

seklindedir. Burada (4.6) denklemindeki(h, k), F,(h,k) ve F;(h, k) deserleri (4.7)

de verilen serilerin katsayilaridir.
_U3(h, k) = F3(h, k)

oldugundan (4,6) daki Ug¢unci denklem iR (h, k) serisinin katsayilar sélenirse

U;(h, k) dezerleri agidaki gibi elde edilir.

Us(0,k) =0 k=12,..n

1 1
U3(1,0) == _1, U3(1,1) = _1, U3(1,2) == _E, U3(1,3) = _g

121
Us(1,5) = ==

1
U3(1,4) = —— 120;

) Us(1,6) = ——, Us(1,7) = ———
24 3(1,6) 720 3(L7) 5040
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1 1
U3(2,0) = 1, U3(2,1) = 1, U3(2,2) = E, U3(2,3) = g

1 121
U3(2,4’) == ﬁ, U3(2,5) - U3(2,6) (4.8)

120’ ~ 720
Simdi U, (h, k), U,(h, k) deserlerini bulmaya ¢caalim. Balangic¢sartlarini kullanarak

U,(0,t) =0, U,(1,t) = —cost

oldugundan U,(0,j), U,(1,j) deserleri —cost fonksiyonunun Taylor acilimi
kullanilarak

U,(0,k) =0, k=012,..

1 1
Up(10) = =1, U,(LD) =0, Up(12) =5, Up(13) =0, Up(14) =~

1 1
U5 (15) =0, Up(1,6) = 75, Up(L7) =0, Up(18) = — 70 (4.9)

20 40320

seklinde elde edilir. Benzgekilde
U,(0,t) =0, U,(1,t) = —sint

oldugundan U,(0,j), U;(1,j) deserleri —sint fonksiyonunun Taylor acilimi
kullanilarak

U,(0,R) =0, k=012,..

1
U;(1,0) =0, U;(1,1)=-1, U;(1,2)=0, U,(1,3)= 3
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U1(1,4') == 0, U1(1,5) = - U1(1,6) = O, U1(1,7) ==

120’ 5040

seklinde elde edilir. (4,6) denklemlerinin ilk ilamhesi

seklindek, h deserleri sirasiyla yazilarak dizenlenirseg@daki

h=0, k=0,12345,6,7 icin,

2U,(2,0) + U,(0,0) = 2, U,(0,1) — U,(0,0) — U,(0,0) = 0

2U,(2,1) + U,(0,1) = 0, 2U,(0,2) — U;(0,1) — U,(0,1) = 0
2U,(2,2) + U,(0,2) = —1, 3U,(0,3) — U;(0,2) — U,(0,2) = 0
2U,(2,3) + U,(0,3) =0, 4U,(0,4) — U,(0,3) — U,(0,3) = 0
2U,(2,4) + U,(0,4) = % 5U,(0,5) — U;(0,4) — U,(0,4) = 0
2U,(2,5) + U,(0,5) = 0, 6U,(0,6) — U;(0,5) — U,(0,5) = 0
2U,(2,6) + U,(0,6) = —%, 7U,(0,7) — U1(0,6) — U,(0,6) = 0

denklemleri elde edilir.
h=1, k=01,234,5,6,78 icin,
6U,(3,0) + U,(1,0) = —1, U,(1,1) —U,(1,0) - U,(1,0) =1

6U,(3,1) + U,(1,1) =0, 20,(1,2) - U,(1,1) = U,(1,1) =2

1 1
6U2(3,2) + U2(1,2) = E, 3U2(1,3) - U1(1,2) - U2(1,2) == _5

(4.10)
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1
6U,(3,3) + U,(1,3) =0, 4U,(14) = U,(1,3) - U,(13) = —3
1 1
6U,(34) +U,(14) = =7, 5Ux(1,5) = U1 (14) - Up(14) = o (4.11)
1
6U,(3,5) + U,(1,5) =0, 6U,(1,6) — U1(1,5) = U>(1,5) =
6U,(3,6) + U,(1,6) = . 7U,(1,7) — U;(1,6) — U,(1,6) = .
2 2T 720 2 S PR PR T 720
6U,(3,7) + Uy(1,7) =0, 8U,(1,8) — U1 (1,7) = U(17) = — 5=

denklemleri elde edilir.
h=2, k=0,1,234,5,6 icin,
12U,(4,0) + U,(2,0) =1, U,(2,1) —U,(2,0) — U,(2,0) = -1

12U,(4,1) + U,(2,1) = 0, 20,(2,2) — U;(2,1) — U,(2,1) = =2

1 1
12U,(4,2) + U,(2,2) = 5 3U,(2,3) - U.(2,2) — U,(2,2) = >

1
12U,(4,3) + U,(2,3) =0, 4U,(2,4) — U;(2,3) — U,(2,3) = 3 (4.12)
12U0,(4,4) + U,(2,4) = 1 5U,(2,5 U,(2,4 U,(2,4) = 1
2()) 2(!)_ mi 2()) 1(!) 2())_ﬁ
1
12U,(4,5) + U,(2,5) =0, 6U,(2,6) —U,(2,5) —U,(2,5) = —

60

denklem sistemleri elde edilir. Bu sistemleri ¢cokmein oOncelikle balangic
sartlarindan elde efiimiz U,(0,k) = 0 degerlerini (4.10) sisteminin sol tarafindaki

esitliklerde yerine yazarsak
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1
U,(20) =1, Up(11) =0, U;(22) =~5, U;23)=0,

1 1
U2(2,4') = ﬁ, Uz(z,S) = O, U2(2,6) = —

=5 (4.13)

katsayilarini elde ederiz. Benz@kilde yine bglangi¢sartlarindan elde efiimiz (4.9)
deki U,(1,k) deserlerini (4.11) ve (4.12) denklem sistemlerinin s@lrafindaki

esitliklerde yerine yazarsak
U,3,k)=0 k=012..
U,(4,k)=0 k=012.. (4.14)

oldugunu gorartz. Daha sonrd;(h, k) deserlerini elde etmek igin yukarida elde
ettigimiz U,(0,k) dezerlerini (4.10) denklem sisteminin gdarafindaki eitliklerde

yerine yazarsak
U, (0,k) =0, k=0,1,2... (4.15)

katsayilari bulunur. Yine benzewekilde (4.9) ve (4.13) dekU,(1,k), U,(2,k)
degerlerini (4.11) ve (4.12) denklem sistemlerining darafindaki gitliklerde yerine
yazarsak

1
U;(1,00=0, U;(1,1)=-1, U, (1,2)=0, U,(1,3) = s

1
U1(1r4) = 01 U1(1,5) = =5~

1201 U1(116) = Or U1(1r7) =

5040

U;(2,00=0, U, (21)=1, U;(22)=0,

1 1
U(23) = —2, 1124 =0, U(25) =555 (4.16)
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katsayilari da bulunmu olur. Elde etigimiz batin U(h, k) deserlerini (3.2)
denkleminde yerine koyarsaksagidaki u,(x,t), u,(x,t), us(x,t) serilerini (seri

¢bzumlerini) elde ederiz.

U (X,t) = —xt + x°t STV CRE SV M SV C P S

6 6 12C 12C 504(
U, (X,t) =— x+ x? +1xt2 —lxzt2 —ixt4 +ix2t4 +ixt6 —ixzt6

2 2 24 24 72C 72C
Uy(X8) = —X= Xt+ ¥ 2 xP+ R b= xF+ L R Em xfbt R fm ok xR

2 6 2 24 6 120 24
Y R S U L
7200 120 5040 720 (4.17)

Simdi u,(x 1), u,(xt) ve u,(x,t) kuvvet serilerini ¢ok dg&skenli Padé serilerine
(yaklasimina) dongtirmek icin (3.25), (3.26) determinant ifadelerikullanacgiz.
Buna gore istenen Padé serilgfi,t), r,(x,t) ve ry(x,t) seklinde gagidaki gibi

m=3,n=2 igin

-xt+x*t -xt O
—_ 1 3 2 — 1 345 1 4,5 547 647
p(Xt) = EXt Xt =xt] =(==x%+=x%° = xt" +x°%")
1xzt3 ixt3 X2t
6 6

= (-0.166666666%"° + 0.166666666 % ‘t* — x’t" + x°t")

olarak
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1 1 1
q,(x,t) = %xt3 Xt —xt] =x*? +1x2t4 +ix2t6 +%x“t4
1x2t3 xt® X%

=x*t* + 0.1666666667x°t* + 0.027777777Bx*t® + 0.166666666 7t *

seklinde elde edilir. Buna gore

r(x,t) = (~0.166666666K’° + 0.166666666Kt® — x°t7 + x%t") /

(x*t? +0.1666666667%t* + 0.027777777Bx’t° + 0.1666666667x ‘t*)

rasyonel serisi elde edilitJ, (x,t) i¢in benzerglemleri yaparak

—x+x2+%xt2 -x+x* =X
P, (x,t) = —%x’lt2 1xt2 x?
—ixt4 —lxzt2 1xt2
24 2
— —1x3t4—1x5t2+ix4t4+1x6t2+ix3t6+ix5t4

2

2

48

+0.1041666667x° ° + 0.2083333333°t*

24

0.2500000000x°t* — 0.500000000(%°t* + 0.04166666667x‘t* + 0.5000000000k °t®
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1 1 1
g, (X, 1) = —%xztz L %
ixt4 1x2t2 1xt2
2 2
:1X4t4+lx4t2+lx4t4+ix3t4+ix2t6
4 24 48

=0.2500000000x“t* + 0.5000000000x “t* + 0.2500000000« “t * + 0.208333333Bx°*t *
+0.020833333x*t°

seklinde elde edilir. Buna gore

rz(x,t)=(—1x3t4 Clse e Ly Lye o S e +ix5t4)/
4 2 24 2 48 24

1

CTUREPILTE RS 1,

Xt + = x% + —x3%* + —x%°)
24 48

=(-0.2500000008°t* -~ 0.5000000080°+ 0.0416666666 7+
0.5000000008°t* + 0.104166668%°+ 0.208333383%/
(-0.250000000€°t* ~ 0.500000008Q@°+ 0.04166666687+  0.5000000000

+0.1041666667x°t® + 0.2083333333°t*)

rasyonel serisi elde ediliJ,(x,t) icin benzerglemleri yaparak
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—x—xt+x2—%xt2+x2t - X=Xxt+x? - X
P, (X 1) = —%xt3+%x2t2 L exa - xt+ x?
—ixt“+1x2t3 —lxt3+1xzt2 —lxt2+x2t
24 6 6 2

=£x4t4-ix3t4-lx5t2+1x6t2-ix3t6-lx5t4+lx4t3-ix3t5-lx5t3+ix4t5+

24 12 2 2 144 2 24
1x6t3

6

=0.2083333333x“t*- 0.0833333333x’t * - 0.5000000000x°t * + 0.5000000000x °t 2

-0.0694444444x°® - 0.1250000000x°t * + 0.3333333333x*t*- 0.0416666667x°t° -

0.5000000000x°t® +0.0416666667x *t°+ 0.1666666667x °t *

1 1 1
gs(x,t) = —%xt3+%x2t2 - = Xt? + x%t - Xt + x?
—ixt“+£xzt3 —lxt3+%x2t2 - xt? + x*%
=ix2t4-l x3t3+1x4t2+ix2t6-ix3t5-ix2t5+£x3t4+ x4 -=x43
12 3 2 144 24 24 24 2

=0.0833333333*t*-0.3333333333° * + 0.500000000®x *t * + 0.0694444444x*t° -

0.0416666667x°t° - 0.0416666667x *t °+0.2083333333x°t* +0.08333333X*t*-

0.3333333333«*t°
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seklinde elde edilir. Buna gore

rg(x,t)=(ix4t“-ix’°‘t4-1x5t2+1 X2 yepe - Lyspratyas L yss Lyspoy
24 12 2 2 144 8 3 24 2

ix“t5+1x6t3)/(i x’t* 1 x3t3+1x4t2+—x t
24 6 12 3 2 144 24 24
12 3

Lo Ly L oas 5 e
24
=(0.2083333338"t*- 0.0833333333x°t * - 0.5000000000x °t 2 + 0.5000000000x °t 2
- 0.0694444444x%® - 0.1250000000x°t * + 0.3333333333 “t * - 0.041666666 7x °t ° -
0.5000000000x°t* +0.0416666667x‘t>+0.166666666%°t> /(0.0833333338°t"-
0.3333333333°%°+0.500000000®x “t > + 0.0694444444x?t°- 0.041666666 7t ° -

0.0416666667x°t >+ 0.2083333333x°t* + 0.08333333%“t *- 0.3333333338"t°

rasyonel serisi elde edilir. Elde ¢ithiz degerleri Cizelge 4.1." de incelersek analitik

¢Ozumle nimerik ¢ozumun uyumlu ofglinu goruriz.
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Cizelge 4.1Tam ¢6zimleu,(x,t) in niimerik olarak karlastiriimasi (t = 0.01)

X Uy (%t) r2(X,1) | (% )= 5 ,(x 1)
—-0.5 0.007499875000 0.007499874999 1.10712
—-04 0.005599906667 0.005599906668 1.10712
—-0.3 0.003899935000 0.003899935000 0
—-0.2 0.002399960000 0.002399960000 0
—-0.1 0.001099981667 0.001099981668 1.10712

0.1 —0.0008999850001 | —0.0008999850006 5.10713
0.2 —0.001599973333 —0.001599973333 0
0.3 —0.002099965000 —0.002099965000 0
0.4 —0.002399960000 —0.002399960000 0
0.5 —0.002499958334 —0.002499958334 1.10712

Cizelge 4.2Tam ¢ozimleu, (xt)

in nimerik olarak karlastirilmasi (t = 0.01)

X U, (x,t) r52(X,1) |u, (% ) = 1,,(X, t)
—-0.5 0.07499625003 0.07499625011 8.1071°
—-0.4 0.5599720002 0.5599720006 4,10710
-0.3 0.3899805000 0.3899805002 2.10710
-0.2 0.2399880001 0.2399880002 1.10710
—-0.1 0.1099945000 0.1099945001 1.10710

0.1 —0.08999550004 —0.08999550002 2.107 11
0.2 —0.1599920001 —0.1599929999 2.10710
0.3 —0.2099895001 —0.2099895999 2.10710
0.4 —0.2399880001 —0.2399889999 2.10710
0.5 —0.2499875001 —0.2499875001 6.10710
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Cizelge 4.3Tam ¢ozimleu,(x,t) in numerik olarak karlastiriimasi (t = 001)

X u, (x,t) r,,(X,t) |u, (% t) = 1,,(X, )
-0.5 0.7575376252 0.7575376251 1.1071°
—-0.4 0.5656280935 0.5656280938 3.10°10
—-0.3 0.3939195651 0.3939195651 0
—-0.2 0.242120401 0.242120401 0
—-0.1 0.1111055184 0.1111055184 0

0.1 —0.09090451503 —0.09090451504 1.1071°
0.2 —0.1616080267 —0.1616080267 0
0.3 —0.2121105351 —0.2121105350 1.1071°
0.4 —0.2424120401 —0.2424120401 0
0.5 —0.2525125418 —0.2525125418 3.10710

Sekil 4.1. u, (x,t) nin dezerleri. Sekil 4.2, u,(x,t) 'nin r,,(x,t) Padé
yaklagiminin deerleri




66

Sekil 4.3. u, (x,t) nin deserleri. Sekil 4.4. u, (x,t)’'nin r,,(x,t) Padé
yaklasiminin degerleri.

Sekil 4.5. u,(x,t) nin deserleri. Sekil 4.6. u,(x,t) 'nin r,,(x,t) Pade
yaklasiminin degerleri.
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Ornek 4.2:

0 2 O -1 0 O 0 0 O

1 -10|uy+ 0 0 0|u,+/0 -1 0|u =t
1 -1 0 0O 0 -1 0 0 1

x0[- 0505], tO[o1].

U,(0,6) =0, U(0,t) =0
Uz(o, t) = 0, UZX(O' t) == O

U3(0, t) = 0, U3X(0' t) == O

Kismi diferansiyel-cebirsel denklemini g6z onuhedien. Burada

1,
f,=-xe? —2¢e"

1
fz =-xe" —%xze 2

1
f, = —xe" +% e 2 +(x2 - 2)sint

seklindedir. Analitik c6zim ise

xe'

1

-t

u(x,t) =| xe?
x? sint

dir. Sonuc olarak (4.18) denklemi

(4.18)

(4.19)

(4.20)



68

0 2 0\(u,) (-1 0 O)\(uy) (O O O)(uy f
1 -1 Of|uy,|+| O O O ||Uy |*+|O -1 Of|u,|=|T, (4.21)
1 -1 0)(uy 0 0 -1){u,,) \0O 0 1){uy, f

2u, —u,, = f;

1XX
Uy —Uy —U, =, (4.22)
Uy —Uy —Ug,, tU; = f3

kullanarak (4.22) denkleminin dégiiminu alirsak;

2(k+1U, (k+1,h)- (h+ (h+ 24 (k, b+ 2= F (k, h)
(K+1)U, (k+1,h)— (k+ DU, (k+ L, hy- U, (k, = E(k B (4.23)
(K+1)U, (k+1,h)— (k+ DU, (k+ L, h)y- (b (b Y (kB 2F Y (kB F (k)

esitliklerini elde ederiz. Ornek 4.1’deki metot buoptem icin uygulanirsa benzer yolla

uqy(x, t), uy(x,t), us(x,t) serilerini gagidakisekilde

U, (X,t) = x* - x?t +1x2t2 —1x2t3 +ix2t4 —ixzt5 +ix2t6
2 6 24 12C 72C
u, (X,t) =x? B B I C I SVC R S C I SN
2 8 48 384 384( 4608(

Ug (X,1) = x°t — s Loy
6 12C

elde ederiz.Simdi u,(xt), u,(xt) ve u,(x,t) kuvvet serilerini gok d&skenli Padé
serilerine (yaklamina) dongtirmek icin (3.25), (3.26) determinant ifadelerini

kullanacgiz. Buna go6re istenen Padé serilatix,t), r,(x,t) ve r,(x,t) seklinde

asagidaki gibi

m=3,n=2 ; igin
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x> =-xt x° 0
1 1 1
)= =x%? -x%t x*|==x%?-=x%
P, (%t) 5 5 5
—lxzt3 %xzt2 - X%t

=0.5000000000x°t* + 0.1666666667x °t*

1 1 1
1
q(xt) =[=xt? =Xt X =Ly Lyape p 1yas
2 2
Lep Lep
2

=0.5000000000x *t* + 0.083333333Bx“t * + 0.333333333*t°

1 6> 1 63 1 40,1 44,1 43
r(x,t) = (=xt°—=xt°)/ (=xt° + —=x" +=x™
L (X 1) (2 5 )(2 T 3 )

= (0.500000000°t* + 0.166666666%"°t*) /

(0.5000000000x “t* + 0.083333333Bx“t* + 0.333333333X*t°)

xz—lxzt NG 0
2
1 1 1 1
xt)=| =x%*> -=x*% x? | = =x5%2% - — x5
P2 (%) 8 2 8 48
—ixzt3 lxzt2 1xzt
48 8
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=0.1250000000x°t* — 0.020800000®x °t ®

1 1 1
a, (x,t) = lx2t2 —lxzt x? |= lx“t2 +ix“t4 +ix“t3
8 2 8 192 24
L Ly Ly
48 8

=0.125500000Mx “t* + 0.005208333B3x“t* + 0.04166666667 x ‘t*

r,(X,t) =(:—éx6t2 —ix6t3) / (%x“t2 bl yepe g L

x“t?)
48 192 24

= (0.125000000x°t > — 0.020800000®x%t®) /

(0.125500000®x*t? + 0.005208333B3x‘t* + 0.04166666667x *t*)

x°t 0 0
p,(x,t)y=| O xt 0]= x°°

g (xt)=| O Xt 0= (x4t2+lx4t4)
243 2 6
-=Xt 0 xit
6

fOG)= () 1 (x4t +%x4t4)

= (x%°) / (x“t2 +0.166666666 7% t*)

elde edilir. Elde etiimiz degerleri Cizelge 4.4’ te incelersek analitik ¢ozimlamerik

¢6zUimun uyumlu oldgunu goruriz.
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Cizelge 4.4Tam ¢6zimleu,(x,t) in niimerik olarak karlastiriimasi (t = 0.01)

X Uy (%t) r2(X,1) | (% )= 5 ,(x 1)
—-0.5 0.2475124584 0.2475124584 0
—0.4 0.1584079734 0.1584079734 0
—-0.3 0.08910448503 0.08910448502 1.10711
—0.2 0.03960199335 0.03960199334 1.10711
—-0.1 0.009900498337 0.009900498336 1.10712

0.1 0.009900498337 0.009900498336 1.10712
0.2 0.03960199335 0.03960199334 1.10711
0.3 0.08910448503 0.08910448502 1.10711
0.4 0.1584079734 0.1584079734 0
0.5 0.2475124584 0.2475124584 0

Cizelge 4.5Tam ¢6zimleu,(xt) in nimerik olarak karlastiriimasi (t = 0.01)

X U, (x,t) r52(X,1) |u, (% ) = 1,,(X, t)
-0.5 0.2487531198 0.2487531198 0
—-0.4 0.1592019967 0.1592019967 0
—-0.3 0.08955112313 0.08955112314 1.10711
-0.2 0.03980049917 0.03980049917 0
—-0.1 0.009950124792 0.009950124793 1.10712
0.1 0.009950124792 0.009950124793 1.10712
0.2 0.03980049917 0.03980049917 0
0.3 0.08955112313 0.08955112314 1.10712
0.4 0.1592019967 0.1592019967 0
0.5 0.2487531198 0.2487531198 0
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Cizelge 4.6.Tam ¢cOzumleu,(x,t) in numerik olarak karlastiriimasi (t = 001)

X Uz (X,1) (X, 1) |U3(X, )= 6,(% t)|
-0.5 0.002499958334 0.002499958333 1.10712
—-0.4 0.001599973333 0.001599973333 0
—0.3 | 0.0008999850001 0.0008999850001 1.10713
—0.2 | 0.0003999933334 0.0003999933333 1.10713
—0.1 | 0.00009999833334 | 0.00009999833333 1.10714

0.1 0.00009999833334 | 0.00009999833333 1.10714
0.2 0.0003999933334 0.0003999933333 1.10713
0.3 0.0008999850001 0.0008999850001 1.10713
0.4 0.001599973333 0.001599973333 0

0.5 0.002499958334 0.002499958333 1.10712

Sekil 4.7. u, (x,t) nin dezerleri

Sekil 4.8. u, (x,t) ver,,(x,t) Padé
yaklasiminin degerleri
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Sekil 4.9. u, (x,t) nin dezerleri. Sekil 4.10.u,(x,t) ver,,(x,t) Padé
yaklasiminin degerleri.

Sekil 4.11. u,(x,t) nin deserleri. Sekil 4.12. u,(x,t) ver,,(xt) Padeé
yaklasiminin degerleri.
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5. TARTISMA VE SONUC

Uygulamal bilimlerde kaulasilan bircok matematiksel modelin analitik ¢ozimina
bulmak cok zor veya imkéansiz olabilir. Bu durumdaskigsik ¢ozimler kullanilir. Son

zamanlarda yapilan cginalarin birggunda yaklark ¢c6zime sahip sayisal yontemler
on plana ¢ikmaktadir. Ozellikle hizli sonug veralgoritmasi kolay hazirlanabilen ve
hassasiyeti ylksek olan yontemler son derece @gic¢ olup hem zamandan hem de

maliyetten tasarruf gtamaktadir.

Bu tezde nimerik metot, kismi diferansiyel-cebidehklemlerin ¢dziimune uygulandi.
Padé yaklgmi seri ¢c6zimu fonksiyona daha hizli yakinsatmgk kullanildi. Cok
degiskenli Padé yakkami ile elde edilen ¢6zium ile tam ¢6zimin uyggolgoraldi.
Bir baska deisle sonu¢ oldukc¢a kullaghdir. Bu yiizden metot bircok kargi& kismi

diferansiyel-cebirsel denklem sisteminin ¢6zimupgueanabilir.
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EKLER

Ek 1 de Diferansiyel déniim metodunun ilk problem icin MATLAB programlama

dilinde hazirlanan programi verildi.

EK 1 (Numerik Metodun Programi)

clc
clear
syms x t F1 F2 F3 d Ul U2 U3
ff1=-2*x*(x-1)*sin(t)-2*exp(t)-2*t"5-x*(x-1)*cos(t) -X*(X-
1)*(exp(t)+t"5);
ff2=x*(x-1)*(exp(t)+5*t"4)-2*cos(t)-2*exp(t)-2*t"5- X*(x-
1)*cos(t);
ff3=-x*(x-1)*(exp(t)+t"5);
N=input( 'Enter N, N=' )
for i=0:N
for j=0:N
d=diff(ff1, X 0);
dd=(diff(d, T )/(factorial(i)*factorial(j)));
x=0; t=0;
F1(i+1,j+1)=eval(dd);
clear X t
syms X t

end
end
for i=0:N
for j=0:N
d=diff(ff2, X );
dd=(diff(d, T )/(factorial(i)*factorial(j)));
x=0; t=0;
F2(i+1,j+1)=eval(dd);
clear X t
syms X t

end
end
for i=0:N

for j=0:N
d=diff(ff3, X LD);
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dd=diff(d, T )/(factorial(i)*factorial(j));
x=0; t=0;
F3(i+1,j+1)=eval(dd);
clear X t
syms X t
end
end
%find U_3
for i=0:N
for j=0:N
U3(i+1,j+1)=-F3(i+1,j+1) ;
end
end
%find U_2 by boundry valu
for j=0:N
U2(1,j+1)=0;
end
for j=0:N
t=0;
U2(2,j+1)=eval(diff( '-cos(t)’ , 't /factorial(j));
clear t
syms t
end
for i=0:(N-2)
for j=0:(N-1)
=L
n=i+1;
U2(ii+2,jj)=-((F2(ii,jj)+U2(ii,jj)+(i+21)*(i+2)*U3(i
(+1)*U3(ii.ji+ 1))/ ((i+1)*(i+2));
end
end
U2ap=0;
for i=0:(N-2)
for j=0:(N-1)
=L
n=i+1;
U2ap=U2(ii,jj)*xNi*t"j+U2ap;
end
end
U3ap=0;
for i=0:(N-2)
for j=0:(N-1)
=L
n=i+1;
U3ap=U3(ii,jj)*xNi*t"j+U3ap;
end

i+2,]j)-
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end

%find U_1

for i=0:(N-2)
for j=0:(N-1)
=i+l
ii=i+1;

U1(ii, jj)=-

(FL(i1,j1)+U2(i, jj)+U3(ii, jj)+(i+1)*(i+2)*U3(ii+2,

(+1)*U2(ii,jj+1));
end

end

Ulap=0;

for i=0:(N-2)
for j=0:(N-1)
=L
n=i+1;

Ulap=UZ1(ii,jj)*xN*t"j+Ulap;
end

end

U3ap

U2ap

Ulap

1)
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