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OZET

GECIKMELI YAPAY SiNiR AGLARININ KARARLILIK ANALIZi iCiN GENEL BiR
YAKLASIM

Bu tez calismasinda, ayrik zaman gecikmeli siirekli-zamanl ve ¢oklu zaman gecikmeli yapay

sinir aglarinin global robust yakinsama 6zelliklerinin bir analizi yapilmisgtir.

Yapay sinir aglarinda denge noktasinin varligi, tekligi ve kararlili§i olduk¢a 6nemlidir. Bu
yonde yapilan ¢aligmalarda, farkli yapay sinir ag1 modelleri i¢in, listel kararli, robust kararli,
kesin kararli gibi gesitli kararlilik tiirleri incelenmektedir. Bu tez ¢alismasinda Hopfield tipi

yapay sinir ag1 modelinin denge noktasinin varlik, teklik ve kararlilik analizi yapilmistir.

Yapay sinir aglarinin donanimsal uygulamalarinda, elektronik devreler gerceklenirken kullani-
lan elektronik bilegenlerin toleranslarindan dolayi sistemin ag parametrelerinde bazi degisiklik-
ler meydana gelebilir. Bu gibi durumlarda yapay sinir aginin kararlilik 6zelliklerinin para-
metre degerlerindeki bu kiiciik sapmalardan etkilenmemesi istenir. Bagka bir deyisle bu uygu-

lamalarda kullanilan yapay sinir ag1, global robust kararli olmalidir.

Calismamizda, uygun Lyapunov fonksiyonlar1 kullanarak, denge noktasinin varlidi, tekligi ve
global asimtotik kararlilig1 i¢cin bazi yeterli kosullar elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin
sistemin ag parametreleri tiirlinden ifade edilmesi, bu sonuclarin kolaylikla dogrulanabilmesini
saglamaktadir. Sonuglarimizi literatiirde var olan ilgili sonuglarla karsilagtirmak icin bazi 6rnek-
ler verilmigtir. Bu karsilastirma, bizim sonuglarimizin gecikmeli yapay sinir aglari i¢in bir takim
yeni robust kararlilik kriterleri belirledigini ispatlamaktadir. Son olarak sonuglarin 6zgiinligii,

bilgisayar uygulamalar1 verilerek desteklenmistir.



SUMMARY
A GENERAL FRAMEWORK FOR STABILITY ANALYSIS OF DELAYED NEURAL
NETWORKS

In this thesis, global robust convergence properties of continuous-time neural networks with

discrete time delays and multiple time delays are analysed.

Existence, uniqueness and the stability of equilibrium point of neural networks are very im-
portant. In published studies for this research area, various stability types, such as exponential
stability, robust stability, absolute stability are investigated for different neural network models.
In this thesis existence, uniqueness and stability analysis of equilibrium point of Hopfield type

neural networks are made.

In hardware implementation of neural networks, two main parameters might have impact on the
equilibrium and stability properties of neural networks which are time delays occuring during
the processing and transmission of the signals and deviations in the network parameters due to
the tolerances of electronic components employed in the design. Such parameter uncertainties
may result in instability and poor performance of the neural networks. To avoid this situation,

the neural network must be global robust stable.

By employing suitable Lyapunov functionals, some sufficient conditions for the existence,
uniqueness and global asymptotic stability of the equilibrium point are derived in this study.
The conditions can be easily verified as they can be expressed in terms of the network parame-
ters only. Some numerical examples are also given to compare our results with previous robust
stability results derived in the literature. This comparison proved to establish a new set of ro-
bust stability criteria for delayed neural networks. Finally, the results obtained are supported by

giving computer applications.

vi



1. GIRIS

Yapay sinir aglar1 son yillarda oriintii tanima, goriintii isleme, ¢cagrisimli bellek tasarimi, opti-
mizasyon problemlerinin ¢oziimii gibi uygulamalarda siklikla kullanilmaktadir. Bu tiir uygula-
malarda, tasarlanan yapay sinir aginin kararliliginin saglanmasi ¢ok onemlidir. Bu yiizden, agin
dinamik davraniginin analizi, agin pratik tasarimi ve uygulamasi i¢in gerekli bir adimdir. Yapay
sinir aglarinin sergileyecegi dinamik davranis uygulanacagi problemin yapisina gore degisiklik
gosterir. Ornegin yapay sinir ag1, cagrigimli bellek olarak calisacak sekilde tasarlandiginda, ya-
pay sinir aginin birden ¢ok denge noktasina sahip olmasi istenir. Diger taraftan yapay sinir ag1,
optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanildiginda yapay sinir aginin, global asimtotik
kararl1 olan tek bir denge noktasina sahip olmasi istenir. Literatiirde yapay sinir ag1 modelleri
icin denge noktasinin bir ya da birden fazla olmasi durumlarinda sagladigi kosullarin ince-
lendigi bir ¢ok calisma mevcuttur. [1]-[19] referans numaralariyla verilen calismalarda ve bu
calismalarin atifta bulundugu yayinlarda farkli yapay sinir ag1 modelleri i¢in cesitli kararlhilik
sonuglart incelenmistir. Bu tez calismasinda Hopfield tipi yapay sinir ag1 modellerinin denge

ve kararlilik kosullar1 incelenmektedir.

Hopfield 1980’lerin basinda, yeni bir dinamik yapay sinir ag1 modeli ortaya koymustur ve sis-
tem dinamigi i¢in pozitif degerler alan bir Lyapunov fonksiyonu dnermistir. Bu fonksiyon,
yapay sinir aglarinda simetrik baglant1 matrislerinin varlig1 kosuluna dayanmaktadir. Hopfield,
bu Lyapunov fonksiyonunun zamana bagl tiirevinin negatif yari-tanimli oldugunu gostermistir.
Bu, sistemin global kararli oldugu anlamina gelmektedir. Bu nedenle simetrik baglanti mat-
risinin kullanilmasi, sistemin global kararliligin1 garantiler; fakat denge noktasinin tek ya da
birden fazla olmasi konusunda yorum yapilamaz. Bu konuda yorum yapilabilmesi i¢in iki
parametrenin belirlenmesi gerekir. Bu parametreler, aktivasyon fonksiyonlariin karakteristigi

ve noronlar arasindaki baglanti katsayilarinin degerleridir.

Yapay sinir ag1 modeline gecikme parametresinin eklenmesi, yapay sinir ag1 modelinin dinamik
davraniginda 6nemli etkilere neden olmaktadir. Yapay sinir aglarinda kullanilan noronlar bir
islemsel kuvvetlendirici ve ona bagh diren¢ ve kapasite elemanlar ile olusturulan bir devre

ile modellenebilmektedir. Bu devrelerde kuvvetlendiricilerin sonlu anahtarlama hiz1 ve agin



dogal iletisim zamani nedeniyle noronlar arasi etkilesimde agin kararliligini etkileyen zaman
gecikmelerinin varligi kacinilmazdir. Bu durum, gecikmeli yapay sinir aglarinin kararliligi
konusunda yapilan caligmalarin artmasina neden olmustur. Zaman gecikmesi bir sistem i¢in
zararl olabilir. Diger taraftan, hareketli goriintiiniin isleyisinde, aga sinyal iletiminden dolayz,
gecikmenin gerekliligi gosterilmistir. Bu nedenle gecikmeli yapay sinir aglarinin kararliligina

caligsmak pratik olarak gerekmektedir ve bircok ¢alismada kullanilmaktadir[20]-[49].

Yapay sinir aginin kararlilig1, yapay sinir ag1 uygulamalar1 ve tasarimlarindaki parametre degi-
simleri, harici bozulmalar ve modelleme hatalarinin varligindan kaynaklanan sapmalardan dola-
y1 tahribata ugramaktadir. Modellemedeki bu sapmalar dogrudan sistemin dinamik davranisini
etkiler. Bu nedenle, sistemin denge noktasinin kararlilig1 analiz edilirken, denge noktasinin
kararlilik 6zelliklerinin parametre degerlerindeki bu kiiciik sapmalardan etkilenmemesi istenir.
Bunun i¢in, yapay sinir agimin robust kararli olmasi gerekmektedir. Son zamanlarda yapilan
gecikmeli yapay sinir aglari icin global robust kararlilik sonuglart [50]-[90] arasindaki refe-

ranslarda gosterilmektedir.

Bu tez calismasinin amaci, gecikme parametreleri ve sistem parametrelerindeki belirsizligin
yapay sinir agina etkilerini dikkate alarak, denge noktasinin varligi, tekligi ve global asim-
totik kararlilig1 icin yeni kriterler belirlemektir. Oncelikle tezin ikinci boliimiinde literatiirde
kullanilan yapay sinir ag1 modelleri incelenmektedir. Ugiincii boliimde analizlerimizde 6nemli
yeri olan matris teorisi ile ilgili bazi temel kavramlar ve dogrusal olmayan sistemlerin analizinde
kullanilan baz1 temel teoremler incelenmektedir. Ayrica kararlilik kosullarinin elde edilmesinde
etkili olmas1 nedeniyle literatiirde kullanilmig olan aktivasyon fonksiyonlar1 da bu boliimde
verilmektedir. Dordiincii boliimde kullanacagimiz yapay sinir ag1 modelleri tanimlanmakta ve
bu yapay sinir ag1 modellerinde kullanacagimiz varsayimlar verilmektedir. Daha sonra, Lya-
punov teoremlerinden yararlanarak, tanimladi§imiz yapay sinir ag1 modellerinin denge nok-
tasinin varligi, tekligi ve global asimtotik kararliligini saglayan yeni kosullar elde edilmek-
tedir. Son olarak besinci boliimde elde edilen kararlilik kogullari, literatiirde daha once elde
edilmis olan robust kararlilik kosullariyla karsilastirilmaktadir. Ayrica elde edilen sonuglarin
gerceklenebilirligini gostermek icin sayisal ornekler, simiilasyon sonuglar ile birlikte sunul-

maktadir.



2. GENEL KISIMLAR

Son yillarda, dinamik yapay sinir aglari, orneklerin simiflandirilmasi, cagrisimli bellekler ve
optimizasyon gibi uygulamalarda basarili bir sekilde kullanilmiglardir. Yapay sinir aglarinin
kararlili@1 onemli bir dinamik davramg 6zelligidir. Yapay sinir aglarinin global kararliligini
analiz eden bir ¢ok calisma yapilmistir. Genellikle amag, incelenen yapay sinir ag1 mode-
linin sistem parametreleri arasinda iligski kuran kosullar1 elde etmektir. Yapay sinir aglari,
dogrusal olmayan diferansiyel denklem sistemleri ile tanimlandigindan dolayi, bu kosullarin
elde edilmesi olduk¢a zordur ve karmasik analizler gerektirmektedir. Literatiirde ilk kullanilan
model, Hopfield tarafindan ortaya konan yapay sinir ag1 modelidir [91]. Bu modelin dinamik

davranig1 asagidaki diferansiyel denklem ile tanimlanir :

dt

= —Czl'l(t> + Zamfj(mj(t)) -+ Uj, 1= 1,2, ., n
j=1

Yukaridaki denklem vektor-matris formunda asagidaki sekilde ifade edilmektedir :

=—Cuz(t)+ Af(z(t)) + u 2.1

Bu denklemde, z = (1,3, ...,x,)" durum vektdriini, C' = diag(c; > 0), A = (aij)nan
agirhik katsayilarim  temsil eden matrisi, f(z) = (fi(x1), f2(22), ..., fn(2,))T noron akti-

vasyonlarini , © = (uq, us, ..., u,)" giris vektoriinii, n ise ndron sayisini gostermektedir.
? ) )

Bu modelde gecikme etkisi géz Oniine alinmamistir. Fakat, teorik ve pratik agidan, yapay sinir
aglarmin elektronik gerceklenmesinde noronlar arasindaki bilgi iletiminde dogal bir gecikme
olacagindan gecikme parametresinin sistem denklemine ilave edilmesi gereklidir. Bu nedenle,
gecikmeli yapay sinir ag1 modeli, goriintii isleme gibi bazi pratik problemlerin uygulamalarinda
sikca kullanilmistir. Zaman gecikmeleri yapay sinir aglarinin osilasyon yapmasina, kararlt hal
durumundan kararsiz hal durumuna ge¢cmesine, periyodik ¢oziimler iiretmesine kadar farkl di-

namik davraniglar gdstermesine neden olur. Bu nedenle sisteme gecikme parametresi ilave edi-



lerek, sistemin kararlilik analizinin bu duruma gore yapilmasi onemlidir. Gecikmeli bir yapay
sinir aginin dinamik davranisini karakterize eden sistem modeli asagidaki diferansiyel denklem

ile ifade edilmistir [30]:

dt

= —qri(t) + ) ayfi(z;(t—7) 4w, i=12,..,n (2.2)
j=1

Burada 7 > 0 sisteme eklenen sabit gecikme parametresidir. (2.2) numarali denklem, vektor-

matris formunda agagidaki sekilde yazilabilir :

dzx(t)
dt

=—Cz(t)+Af(z(t—7)) +u (2.3)

(2.3) denklem modelinde tek bir gecikme parametresi kullamilmistir. Bu modelde, noronlar
arasindaki iletim gecikmelerinin ayni oldugu varsayilmistir. Bu varsayim, yapay sinir ag1 mo-
delinin matematiksel analizi acisindan kolaylik sagladig1 i¢cin makul goriilmiistiir. Fakat, teorik
olarak biitiin noronlar arasindaki gecikmenin ayni olmas1 miimkiin olmadigindan, her iki néron
arasindaki gecikmenin farkli oldugu diisiiniilerek daha gercek¢i bir yapay sinir ag1 modeli goz
oniine alinmalidir. Bu durumda (2.3) ile tanimlanan gecikmeli yapay sinir ag1 modelinden daha
genel olarak Gopalsamy ve He tarafindan sistem denklemlerine farkli zaman gecikmeleri (7;;)
eklenerek sistem degistirilmistir [31]. Bu yapay sinir ag1 modeli agsagidaki diferansiyel denklem

sistemi ile tanimlanabilir.

dt

= —CZ‘ZL’Z'(t) + Zaijfj(xj(t — Tij)) + U;, 1= 1, 2, N (24)
j=1

Burada 75, ¢. noron ile j. ndron arasindaki iletim gecikmesini ifade eder.

Yukarida, gecikme parametrelerinin sistem denklemine ilave edilmesinin gerekliligine deginil-
mistir. Bununla birlikte, 6zellikle hareket iceren uygulamalarda belirli birtakim problemleri
¢ozmek icin gecikme parametresi sistem denklemlerine bazen 6zellikle ilave edilir. Bu diisiince
ile gelistirilmis ve daha 6nce ifade etmis oldugumuz yapay sinir ag1 modellerini de genellestirmis

olan bu en genel gecikmeli yapay sinir ag1 sisteminin matematiksel modeli asagidaki gibidir:



dt

= —Cixi(t) + Z aijfj(xj(t)) + Z bz‘jfj(l’j(t — Tij)) + U;, 1= 1, 27 N (25)
i=1 i=1

Son zamanlarda bir¢ok aragtirmaci yapay sinir aglarinin kararlilik 6zelliklerini analiz etmig ve
(2.1) — (2.5) ile tammlanan yapay sinir ag1 modelleri i¢in denge noktasinin tekligi ve global
asimtotik kararlilhi1 icin cesitli yeterli kogullar sunmuslardir. (2.5) ile verilen yapay sinir ag1
modeli genisletilerek, gecikme parametrelerinin zamana bagh oldugu yapay sinir ag1 modeli

asagidaki sekilde verilmistir [20]:

dx(t)
dt

= —Ca(t) + Af(@(t) + Bf(a(t = 7(1))) +u 2.6)

Burada 7(t) iletim gecikmesini, A = (a;;)nzn V€ B = (bij)nen nOronlarin agirlik katsayilarini

temsil eden baglant1 matrislerini géstermektedir.

Bu tez calismasinin amaci, Hopfield tipi yapay sinir ag1 modellerinin global robust kararliligini
analiz ederek yeni yeterli kosullar elde etmektir. Bu amagla tez kapsaminda yapilan ilk calisma-
da, ayrik zaman gecikmeli yapay sinir aglarinin global robust yakinsama 6zellikleri incelenmis-
tir. Bunun i¢in ilk once (2.6) ile verilen yapay sinir ag1 modelinin ag parametrelerinin gergek
degerlerinden sapma sinirlar1 belirlenmis, daha sonra da bu sinirlayict kogullar altinda yapay
sinir agmin dinamik denkleminden hareketle, bazi matris norm iligkileri ve Lyapunov teo-
remi kullanilarak kararlilik analizi yapilmistir. Bu analiz sonucunda ise sistemin global robust
kararliligin1 saglayan yeni yeterli kosullar elde edilmistir. Daha sonra elde edilen bu kosullar
literatiirde yayinlanmig diger sonuglarla karsilagtirilmistir.

Tez kapsaminda yapilan diger ¢calismada ise ¢oklu zaman gecikmeli yapay sinir aglar1 i¢in denge
noktasinin global robust asimtotik kararlilig1 incelenmistir. Bunun icin de (2.5) ile verilen yapay
sinir ag1 modeli ele alimmistir. Uygun Lyapunov fonksiyonlar: kullanilarak yapay sinir aglarinin
bu smifinin global robust asimtotik kararlilig1 icin gecikmeden bagimsiz yeterli kosullar elde
edilmistir. Elde edilen sonuclarla literatiirde var olan ilgili sonuglar1 karsilastirmak i¢in bazi
ornekler verilmistir. Yapilan karsilagtirmalar, bu tezde elde edilen sonuclarin gecikmeli yapay

sinir aglari icin yeni robust kararlilik kriterleri belirledigini ispatlamaktadir.



3. MALZEME VE YONTEM

Yapay sinir aglarinda denge noktasinin kararliligi, genel olarak, incelenen sistemin baglanti
matrisi elemanlarina uygulanan kisitlama kogullarina dayanir. Yani, baglanti matrisi tizerindeki
kosullar dinamik sinir sisteminin kararli durum davranisini belirler. Bu nedenle yapay sinir
aglarmin kararlilik analizinde matrislerin bazi tiirleri, yapay sinir aglari icin istenen kararlilik
kosullarinin tiiretilmesinde 6zel bir 6neme sahiptir. Sonug olarak, dinamik yapay sinir aglarinin

denge noktasinin analiz edilmesinde matris teorisi ¢ok dnemli bir aragtir.

Bu nedenle, matris siniflartyla iligkili temel tanimlar ve bu matris siniflarina ait baz1 6nemli
ozellikler asagida verilmektedir. Oncelikle matrisler ve vektorler ile ilgili baz1 sembolik goste-

rimler sunulacaktir.

Matrisler biiyiik harfle gosterilecektir. Ornegin A ya da P. Bir A matrisinin transpozu A”
seklinde gosterilir. AT, A matrisinin satirlari ile siitunlar1 yer degistirilerek olusturulur. Simetrik
bir A matrisi i¢cin A = AT’dir. A~!, A matrisinin tersini gostermektedir. );, verilen herhangi
bir A matrisinin i. 6zdegerini gosterir. Ay;(A) ve A, (A) sirasiyla A matrisinin maksimum ve
minimum 6zdegerlerini gostermektedir. det(A), A matrisinin determinantint ifade eder. Pozitif
(negatif olmayan) kosegen bir P matrisi, P = diag{p, > 0} (P = diag{p;>0}) ile gosterilir.
|A

, A matrisinin her bir elemaninin mutlak degeri alindiktan sonra olusturulan matristir.

Vektorler kiigiik harflerle gosterilecektir. Ornegin = ya da v. n adet elemani olan ve bu ele-

manlari z1, x, ...., x, ile temsil edilen bir = vektorii z=[x; xg....:cn]T seklinde gosterilir ve bir

T

stitun vektoriinii temsil eder. x* ise x vektoriiniin transpozunu gosterir ve bir satir vektoriidiir.

lz| = (|z1], |22l .., |2a])T olarak kullamlacaktir.

Ty, ..., T, reel sayilar olmak lizere, x+ = (z1,...,,)7 n-boyutlu vektdrlerin kiimesi, R" ile
gosterilen n-boyutlu Oklit Uzayim tamimlar. R, bir-boyutlu Oklit Uzayidir ve tiim reel sayilari
kapsar. R"’deki vektorler karg1 bilesenleri ilave edilerek toplanabilir. Bir skaler ile ¢arpimi, her

bileseninin o skaler ile ¢arpimu ile elde edilir. = ve y vektorlerinin i¢ carpimi 27y = S0 2y

seklindedir.



3.1. MATRIS VE VEKTOR NORMLARI

Bu tez kapsaminda vektor ve matris normlart olduk¢a sik kullanilmaktadir. Bu nedenle li-
teratlirde kullanilan bazi temel vektdr ve matris normlarina deginmekte fayda vardir. Reel
degerli bir fonksiyon olan ||z||, = = (x1,...,7,)T vektdriiniin normudur ve asagidaki

oOzelliklere sahiptir:
e VreR" igin ||z|| >0 ve sadece =z =0 i¢in ||z|| =0.
o Vr,ye R igin ||z +yl| < ||+ [yl

o Yae R ve Ve e R" icin ||lax|| = |af ||x]].
Bir z vektoriiniin p. normu su sekilde tanimlanir :
1
lz|l, = (|z1]? + |z2fP 4+ ... + |zn]?)? , 1 <p< oo
Genelde norm kullanildiginda, sadece herhangi bir norm tarafindan saglanan 3 temel 6zellikten
cikarilan sonuglarin 6zellikleri kullanilir. Bu gibi durumlarda normun herhangi bir p-normu

olabilecegi belirtilir. p indisi kullanilmaz.

Tez calismasinda kullanilan ti¢ vektor normu  ||z||;, ||z|l2 ve [|z||~, asagidaki sekilde

yazilabilir:
2]y = (|21] + |w2] + oo+ |zal) = D |24l
i=1

n 1/2
lalle = (Jar? + foal? + o+ o) = { Xl
=1

el oo = v |



Eger || .||o ve || .|| iki farkli p-normlariysa, her z € R™ i¢in su sekilde c; ve ¢, pozitif sabitleri

vardir:

cllzlle < Jl2lls < caf 2]l

Kural 3.1.1.

Herhangi x € R" i¢in

[lzll2 < [lz]ly < V/nllz]]2
[12]lo0 < [l2ll2 < Vnll2|loo

[12]loo < [l < Vnll2|lo

Reel elemanli man boyutlu A matrisi, R™’den R™’ye, y = Az dogrusal doniisiimiinii tanimlar.

A’nin p-normu su sekilde tanimlanir :

A
L

All, = su =
141l o Nzl el

p=1,200i¢in A= (a;j)n., Mmatrisinin ii¢ matris normu asagidaki sekildedir :

n
|All, = m;»xZ |aij|

=1

| |A| |2 = [)‘max(ATA)]l/g

n
[[A]loe = m?XZ |aj]

=1

Kural 3.1.2.

Herhangi man boyutlu A reel matrisi ve nxq boyutlu B matrisi i¢in

[ Allz < V1Al [[Allo



\/ﬁ 2

1
ﬁHAHl <Az < Vn ||A|I

1ABIl, < [[All, [|Bl]

3.2. MATRIS SINIFLARI
Asagida baz1 matris siniflarinin tanimlar1 verilmistir :

Tanmim 3.2.1
nzn boyutlu simetrik bir A matrisinin biitiin 6zdegerleri sifirdan biiyiik ise, bu A matrisi pozitif

tanimlidir ve A > 0 ifadesi ile gosterilir.

Tanim 3.2.2
naxn boyutlu simetrik bir A matrisinin baz1 6zdegerleri sifirdan biiyiik ve baz1 6zdegerleri sifira

esit ise, bu A matrisi pozitif yar1 tamimhidir ve A>0 ifadesi ile gosterilir.

Tanim 3.2.3
nzn boyutlu bir A matrisinin biitiin 6zdegerlerinin gercek kismi sifirdan biiyiik ise, bu A mat-
risi pozitif kararlidir. Bu 6zellige sahip matrisler ayn1 zamanda /-kararli matrisi olarak da

isimlendirilir ve A € H ifadesi ile gosterilir.

Tamm 3.2.4
nzn boyutlu bir A matrisinin baz1 6zdegerlerinin gercek kismu sifirdan biiyiik ve baz1 6zdegerle-
rinin gergcek kismi sifira esit ise, bu A matrisi pozitif yarikararhidir. Bu 6zellige sahip matrisler

ayn1 zamanda H,-kararli matrisi olarak da isimlendirilir ve A € H, ifadesi ile gosterilir.

Tamm 3.2.5
Herhangi bir A = (aij) matrisinin elemanlar1 a; >0 ve a; <0 Ozellikleri ile verilmis olsun. Bu

Ozelliklere sahip A matrisinin Z,, kiimesinin bir eleman1 oldugu kabul edilir.
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Tanmim 3.2.6
A matrisi Z,, kiimesinin bir elemani olsun. Eger A matrisi ayn1 zamanda pozitif kararli bir mat-
ris ise, bu durumda A matrisi tekil olmayan M -matrisi olarak isimlendirilir ve A € K ifadesi

ile gosterilir.

Tanim 3.2.7
A matrisi Z,, kiimesinin bir eleman1 olsun. Eger A matrisi ayn1 zamanda pozitif yarikararl bir

matris ise, bu durumda A matrisi M -matrisi olarak isimlendirilir ve A € K, ifadesi ile gosterilir.

3.3. DINAMIK YAPAY SiNiR AGLARININ KARARLILIK ANALIZi

Dinamik yapay sinir ag1 uygulamalarinda, tasarlanan yapay sinir aginin her giris vektorii i¢in tek
ve global asimtotik kararli bir denge noktasina yakinsamasinin saglanmasi olduk¢a énemlidir.
Bu yiizden, dinamik yapay sinir aglarimin kararlilik analizleri pratik tasarimlar icin gerek-
lidir. Bu tezde, yapay sinir aglarimin kararlilik kosullar1 elde edilirken, literatiirde bilinen genel

kararlilik teoremlerinden faydalanilacaktir.

Kararlilik analizine gegcmeden Once, iizerinde calistigimiz yapay sinir ag1 modelinin denge nok-
tasinin kararlilik kosullarimi saptamak i¢in kullanacagimiz dogrusal olmayan dinamik sistem-

lerin kararhlik teorisinden elde edilen bazi temel sonuglar1 aciklamakta fayda vardir.

Asagidaki dogrusal olmayan dinamik sistemi ele alalim:
i1(8) = Fi(21(8), 22(8), e 20(8))
332(75) = f2<$1(t),332(t), ....... ,.In(t))

n(t) = ful@1 (1), 22(8),s coooorry T (D)

Ayni zamanda f(x(t))’nin f(0) = 0’1sagladigim varsayalim. Yukaridaki skaler sistem, asagidaki

vektor formunda yazilabilir:
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f(z*) = 0 kosulunu saglayan sabit z* vektorii bu dinamik sistemin denge noktasi olarak

isimlendirilir.
x* denge noktasinin asimtotik kararli olmasi i¢in, asagidaki kogulu saglayan pozitif bir ¢ vardir :

ES

|z(0) —z*|| <6 = Jim z(t)==x

Asimtotik kararlilikta, tek bir denge noktasi vardir ve ¢ — oo iken, tim x(¢) ¢Oziimleri bu

denge noktasina yakinsamaktadir.

Denge noktasinin kararlilig1 genellikle, pozitif enerji fonksiyonunun tanimlandig1 ve denge nok-
tasinin kararlilik 6zellikleriyle ilgili bir sonu¢ ¢ikarmak i¢in zamana bagh tiirevinin incelendigi
Lyapunov yontemiyle karakterize edilir. Bu yontem, 1900°1ii yillarin baglarinda, diferansiyel
esitliklerin kararliligim1 gdstermek icin Alexander Lyapunov isimli Rus bilim adami tarafindan

ortaya atilmistir.

3.3.1. Lyapunov Kararhlik Teoremi

#(t) = f(x(t)) sisteminin denge noktasi z* = 0 olsun. Bu durumda f(0) = 0 olacaktir.
V(z(t)) : R — R pozitif tamimli, siirekli ve tiirevi alinabilir bir fonksiyon olsun. V(x(t))

fonksiyonunun zamana gore tiirevi V (x(t)) ile gosterilir ve agagida verilen esitlik ile ifade

edilir :

Eger V(0) =0, V(z(t)) >0 Va(t) #0iken

o V(z(t)) <0, Vz(t) € R" ise denge noktasi z* = 0 kararlidr.

o V(z(t)) <0, Vz(t) # 0 ise denge noktast #* = 0 asimtotik kararlidir.
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o V(z(t)) >0, Va(t) # 0 ise denge noktas1 z* = 0 kararsizdir.

Bu teorem Lyapunov’un Direkt Metodu olarak adlandirilir. Bu metodun {istiinliiklerinden biri
denge noktasinin kararlilik 6zelliklerini, sisteme ait diferansiyel denklemleri ¢6zmeden belir-

lememizi saglamasidir.
3.3.2. Hurwitz Kararhhk Teoremi

x =0, ©(t) = f(x(t)) ile tanimlanmis sistemin denge noktasi olsun. &(¢) = f(z(t)) sisteminin

2 = 0 civarinda lineerlestirilmis modeli asagidaki ifade ile verilir:

_ Of(z(t)
A="0010) loco

Burada A, @(t) = f(x(t)) sisteminin Jacobian’i olarak isimlendirilir.

#(t) = f(x(t)) sisteminin orijini, A’nin tiim 6zdegerlerinin reel kisminin ancak ve ancak

negatif ya da sifir olmas1 durumunda kararlidir.

Ayrica A’nin tiim 6zdegerlerinin reel kismi negatif ise orijin asimtotik kararlidir. A’nin tiim
0zdegerlerinin reel kismi negatif oldugunda, A matrisine kararlilik matrisi ya da Hurwitz mat-
risi denir.

Eger A’nin, reel kismu pozitif olan en az bir 6zdegeri varsa, orijinin kararsiz olacagi soylenir.

Aslinda yukaridaki teoremler denge noktasi i¢in ayni asimtotik kararlilik sonucunu belirtir. Bu

iki teorem arasindaki bagi bulmak icin asagidaki Lyapunov fonksiyonunu ele alalim.

V(x(t)) = 27 (t) Pz (t)

Burada P reel simetrik pozitif tanimli matristir. Sistemin yoriingeleri boyunca V' (x(¢))’nin

tiirevi asagidaki Lyapunov denklemi ile verilir :



13

V(z(t) =27 (t)[PA+ AT Pla(t) = —aT () Qu(t)

Burada () asagidaki sekilde tanimlanmis simetrik bir matristir :

—Q=PA+ ATP

Ancak ve ancak verilmis her pozitif tanimli () matrisi i¢in Lyapunov denklemini saglayan pozitif
tanimli P matrisi varsa, A kararlilik matrisidir. Buradan, eger () pozitif tanimli ise Lyapunov
kararlilik teoremine gore #(¢) = f(x(t)) nin orijininin asimtotik kararli oldugu sonucuna vara-

biliriz, yani, A’nin tiim 6zdegerlerinin reel kisimlari negatiftir.

Simdi de Lyapunov teoreminin daha genel bir hali olan, LaSalle’nin Degismezlik Ilkesi’ne goz

atalim.
3.3.3. LaSalle’nin Degismezlik Tlkesi
#(t) = f(x(t)) sistemi i¢in denge noktast z* = 0 olsun. V(z(t)) : D — R orijin civarindaki

D kiimesi iizerinde tanimlanmug tiirevi alinabilir pozitif taniml bir fonksiyon olsun. Ayrica D

kiimesi icerisinde V' (z(t)) < 0 olsun. Simdi asagidaki S kiimesini goz 6niine alalim.

S={z(t) e D | V(a(t)) = 0}

Orijin diginda hi¢ bir ¢éziimiin S icinde sonsuza kadar kalamayacagini varsayalim. Bu du-

rumda, orijin asimtotik kararhdir.
#(t) = f(x(t)) sistemi i¢in denge noktast z* = 0 olsun. V(z(t)) : R — R siirekli, tiirevi

almabilen, pozitif tanimli ve radyal sinirsiz (||z|| — oo iken V' (z(t)) — o0) bir fonksiyon ve

V(z(t)) < 0 olsun. Asagidaki S kiimesini goz 6niine alalim.

S = {z(t) € R" | V(x(t)) = 0}
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Orijin diginda hi¢ bir ¢éziimiin S icinde sonsuza kadar kalamayacagini varsayalim. Bu du-

rumda, orijin global asimtotik kararhdir.

Lyapunov teoreminden farkli olarak, LaSalle Prensibi V'(x(t)) fonksiyonunun pozitif taniml
olmasini gerektirmez. Bununla birlikte, radyal sinirsizligi kontrol etmek pozitif tanimli fonksi-
yonlar icin daha kolaydir. Ayrica her pozitif tamimli fonksiyon radyal sinirsiz olmayabilir.

Ornek olarak asagidaki fonksiyonu goz 6niine alalim:

V(x(t) = (1(t) — 22(t))*

x1(t) = x9(t) icin V(z(t)) = 0’dir. Yani ||z(t)|| — oo olmasina ragmen, V(x(t)) — oo
degildir.

3.4. AKTIVASYON FONKSIYONLARI

Genel olarak yapay sinir aglarmin kararlilik kosullarim elde etmedeki etkenlerden biri kul-
lamlan aktivasyon fonksiyonlarinin ozellikleridir. Ornegin bir Hopfield yapay sinir ag mo-
delinin denge noktasinin varligini, tekligini ve kararliligini belirleyebilmek i¢in sinirh ve siirekli
artan bir aktivasyon fonksiyonu kullanilmasi cesitli faydalar saglamaktadir. Bunun sebebi,
boyle bir yapay sinir agiin kararliligin1 belirlemede kullanilacak uygun Lyapunov fonksi-
yonlarinin daha kolay bulunabilmesi ve sistem parametreleri iizerindeki kisitlamalarin daha az
olmasidir. Buna karsin her tiirlii problemde ayni tipte aktivasyon fonksiyonlar1 kullanilmaz.
Bazi 6zel optimizasyon problemlerinde sinirli olmayan ve siirekli artmayan fonksiyonlarin kul-
lanilmasi1 daha iyi sonug¢ vermektedir [5]. Kararlilik analizi, denge noktasinin varligin1 garanti
eden sinirlt aktivasyon fonksiyonlarinin kullanildig1 yapay sinir ag1 modellerinde, sinirsiz ak-
tivasyon fonksiyonlarinin kullanildigr modellere gore ¢ok daha kolaydir. Bu tezde kararlilik
kosullarini elde etmek ve daha dnceden gerceklestirilmis olan kararlilik analizi ¢calismalar ile

karsilagtirabilmek icin gerekli olan aktivasyon fonksiyonlar1 asagida verilmistir :
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3.4.1. Simirh Aktivasyon Fonksiyonlar:

Sinirh aktivasyon fonksiyonu asagidaki kosulu saglar :

Burada M; pozitif bir sabittir. Bu 0zelligi saglayan aktivasyon fonksiyonlarinin olusturdugu

kiime f € B ile gosterilir.

3.4.2. Siirekli Artan Tiirevi Simirh Aktivasyon Fonksiyonlari:

Siirekli artan tiirevi stnirli aktivasyon fonksiyonlar1 agagidaki kosulu saglar :

O<W§m, i=1,2,...,n Yo,y € R, x £y (3.2)

Burada pu; pozitif sabitlerdir. Bu ozelligi saglayan aktivasyon fonksiyonlarinin olusturdugu
kiime f € § ile gosterilir. Bu tiir fonksiyonlar siirekli artan bir 6zellige sahiptir. Bu kosul
oldukca sinirlayicidir ve bu varsayim bir¢cok durumda da kullanilan aktivasyon fonksiyonlariin
karakteristigini ifade etmekte yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle yapay sinir aglarinda kullanilacak
aktivasyon fonksiyonlarinin kiimesini daha genis tutmakta yarar vardir. Ciinkii boyle bir secim
yapay sinir aglarinin, kullanildig1 uygulamalardaki performansini da pozitif yonde etkiler. Bu

nedenle kullanilabilecek daha genis bir aktivasyon fonksiyonu kiimesi agsagida verilmistir.

3.4.3. Azalmayan Tiirevi Sitmirh Aktivasyon Fonksiyonlari:

Azalmayan tiirevi sinirli aktivasyon fonksiyonlart agsagidaki kosulu saglar:

OSMSNM 2217277n7 vxuy€R7x7éy (33)
r—yY

Burada pu; pozitif sabitlerdir. Bu 0zelligi saglayan aktivasyon fonksiyonlarinin olusturdugu
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kiime f € K ile gosterilecektir. /C sinifi, S sinifina gore daha fazla sayida aktivasyon fonksi-
yonu icermesine ragmen yine de monoton artan bir 6zellige sahiptir. Bu kiimedeki fonksiyon-
lar kesin artmamakla birlikte azalmayan fonksiyonlardir, yani tiirevleri sifir ya da pozitif ola-
bilir. Literatiirde S ve K smifinda olmayan, tiirevlerinin negatif olabilecegi aktivasyon fonksi-
yonlar1 da sik¢a kullanilmistir. Bu 6zelliklere sahip aktivasyon fonksiyonlar1 kiimesi asagida

tanimlanmustir.

3.4.4. Lipschitz Aktivasyon Fonksiyonlari:

Lipschitz aktivasyon fonksiyonlar1 asagidaki kosulu saglar:

|fi(x) — fily)|<wilz —yl, i =1,2,..,n, Vr,ye€ R, x#y (3.4)

Burada p; > 0 Lipschitz sabitini belirtmektedir. Bu 6zelligi saglayan aktivasyon fonksiyon-

larinin olusturdugu kiime f € L ile gosterilecektir.
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4. GECIKMELI YAPAY SINiR AGLARINDA ROBUST KARARLILIK
ANALIZI

Yapay sinir aglari, dinamik davraniginin kararli durumlar sergileyebilmesi nedeni ile bilgi isleme
problemlerinde alternatif sistemler olarak kullanilabilmektedir. Ciinkii, bilgi isleme problem-
lerinde islenecek bilgi genel olarak kararli durum formundadir. Diger yandan, néron durum-
larinin zamanla degistigi goz Oniine alindiginda bu tiir davranis tarzina sahip olan yapay sinir
aglarmin tasariminda, sistem dinamiginin analizi oldukca 6nem arz etmektedir. Ozellikle,
tasarlanan sistemin farkli denge noktalarimin kararlilik 6zelliklerinin incelenmesi son derece

onemlidir.

Hopfield’1n olusturdugu ilk yapay sinir ag1 modeli baz1 optimizasyon problemlerinin ¢dziimiinde
kullanilmistir. S6z konusu modelde Hopfield’in kullandig1 enerji fonksiyonu ile sistemin kararl
oldugunun gosterilebilmesi i¢in sinirli ve kesin artan aktivasyon fonksiyonu kullanilmali ve
noronlar arasi etkilesim simetrik olmalidir. Ancak Hopfield modeli iizerinde daha sonra yapilan
caligsmalarda kararliligin saglanabilmesi icin sinirlilik ve simetri gibi kisitlamalarin zorunlu ol-
madig1 gosterilmistir. Bu sayede Hopfield yapay sinir ag1 modelinden yararlanilarak pek ¢ok

degisik kararlilik analizi yapilmistir.

Yapay sinir aglarinin elektronik gerceklenmesinde, zaman gecikmesi ka¢inilmazdir. Zaman
gecikmeleri genel olarak yapay sinir aglarinin dinamik davranisi lizerinde onemli bir etkiye
sahip olmaktadir. Bu nedenle, gecikmenin sistem davranigi lizerindeki etkisini de géz Oniine

alarak kararlilik analizinin buna gore yapilmasi gerekmektedir.

Yapay sinir aglarinin modellenmesinde kullanilan elektronik devre elemanlarinin dis etkiler ne-
deniyle deger degistirmesi sistem dinamigini etkilemektedir. Bu parametrik belirsizlik ise yapay
sinir aglarinin kararli yapisin1 bozar. Bu nedenle, yapay sinir aglarinin robust kararli olmasi bu

parametre belirsizliklerinden etkilenmemesini saglar.
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4.1. DINAMIK YAPAY SINIR AGI MODELI

Bu tez kapsaminda yapilan ¢calismalarda, asagidaki iki farkli diferansiyel denklem modeli ile

tanimlanmig gecikmeli yapay sinir ag1 sistemleri géz Oniine alinacaktir.

J=1 j=1
dfﬁét(t) — —Cil’z’(t) + i:(lijfj(i’j@)) + zn: bijfj(l’j(t — Tij)) + Uj, 7 = 17 2, ., n (42)
Jj=1 j=1

Yukaridaki denklemlerde, n néronlarin sayisini; z;(t), t zamaninda . néronun durumunu; f;(+)
noronlari durum-g¢ikis iligkisini belirleyen dogrusal olmayan aktivasyon fonksiyonlari; a;; ve
b;; sirastylat ve t — 7;(t) yadat vet— 7;; zamanlarinda j ve 7 noronlart arasindaki etkilesim
katsayisini; 7;(¢) zamanla degisen gecikmeleri; 7;;, isaret j noronundan ¢ néronuna iletilirken
meydana gelen gecikmeyi; u;, ¢. ndrona ait sabit girisi; c¢; ise ¢ ndronunun yakinsama hizin

ifade etmektedir.

Bazen (4.2) modelinin 6zel durumlarimi analiz etmek daha kolay olmaktadir. Bu yiizden bu
tezde Ozellikle gecikme parametrelerinin kararlilik sonuglar iizerindeki etkilerini daha aza in-
dirmek i¢in 7;; = 7; 6zel durumu da goz Oniine alinacaktir. 7;; = 7; i¢in (4.2) ile verilen yapay

sinir ag1 modeli asagidaki formda yazilabilir :

dx;it) — —Cz‘l’z'(t) + i az'jfj(l’j(t)) + i bijfj (Ij (t _ Tj)) 1y 4.3)
Jj=1 j=1

(4.1) ve (4.3) denklemleri vektor-matris formunda asagidaki sekilde ifade edilebilir:

&(t) = —Cuax(t) + Af(x(t)) + Bf(x(t — 7(t))) + u (4.4)

(t) = —Cux(t) + Af(x(t)) + Bf(x(t — 7)) + u 4.5)
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Bu denklemlerde x(t) = (x1(t), zo(t), ..., 2, (t))" durum vektdriini, C' = diag(c; > 0) po-
zitif diyagonal matrisi, A = (a;;)nxn V& B = (b;;)nxn sirasiyla gecikmesiz ara baglant1 mat-
risi ve gecikmeli ara baglanti matrisini ifade etmektedir. f(x(t)) = (fi(x1(t)), fa(z2(?)), ...,
lan(®))" ile f(z(t—7(2))) = (flz1(t=71(1), fa(@2(t =72(1)), oy fu(@n(t =70 (1)) " i-
neer olmayan aktivasyon fonksiyonlarin vektoriinii ve u = (u1, us, ..., u,,)’ sabit girig vektoriinii

ifade etmektedir.

Literatiirde (4.1)-(4.5) ile verilen yapay sinir ag1 modellerinin denge noktasinin varligini, tekligi-
ni ve global asimtotik kararlili§ini saglayan kosullarin elde edildigi pek ¢ok ¢alisma vardir. S6z
konusu caligmalarda denge noktasinin istenilen kararlilik 6zelliklerini saglayan yeni kosullar,
sistemin aktivasyon fonksiyonu ve parametreleri iizerinde farkli varsayimlar yapilarak gelis-
tirilen Lyapunov fonksiyonlar1 sayesinde elde edilmistir. Calismalarda elde edilen kosullar test
edilirken ndronlarin baglanti matrisleri incelenir. Bu matrislerin matris teorisine baglh olarak
belli 6zellikleri saglayip saglamadigi kontrol edilir. Matrislerde bu ozellikler test edilirken
parametre degerlerindeki kii¢iik sapmalarin test sonucunu etkiledigi goriilmiistiir. (4.1) ve (4.2)
ile verilen yapay sinir ag1 modelinin bu sapmalardan etkilenmemesi i¢in sistem parametrelerinin,
robust kararlilig1 saglamas1 amaciyla tanimlanan, alt ve iist sinirlar arasinda olmasi gereklidir.
Buna gore bu yapay sinir ag1 modelinde yer alan matrisler icin asagidaki tanim araliklarinin

kullanilmas1 gerekmektedir :

Cr:={C = diag(c;) : 0 < C<C<Ci.e.,0 < ¢;<¢;<¢;,1 =1,2,...,n}

A[ = {A = ((IZ‘]‘) : ASASZ,i.e.,@ijgaijgdij,i,j = 1, 2, ,TZ} (46)

Bp:={B = (b) : BEB<B,i.e.,bjj<bij<by,i,j = 1,2,..,n}

Analizlere gegmeden Once, kararlilik kosullarinin elde edilmesinde 6nemli rolii olan bazi tanim

ve kurallar1 ifade etmekte fayda vardir:

Yukaridaki bilgiler 1s181nda yapay sinir aglarinin robust kararlilig i¢in asagidaki genel tanim

yapilabilmektedir:
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Tamm 4.1.1 [58]:

(4.1) ve (4.2) ile tanimlanan yapay sinir aginin denge noktast x* = (z7,3%,...,x)7 biitiin
C € (1, A e A, B € By igin global asimtotik kararli ise bu yapay sinir ag1 global asimtotik

robust kararlidir.

Tamm 4.1.2 [1]:

C%1n elemani olan ve H : R™ — R" tammli bir H operatoriiniin kendi iizerinde homeomor-
fizm olmast igin H operatdriiniin birebir ve 6rten olmasi ve tersi olan H ~1’in de C° kiimesine

ait olmas1 gerekir.

Kural 4.1.1 [1]:

C° kiimesine ait ve tersi alinabilir H : R" — R"™ operatoriiniin 6rten olmasi icin asagidaki

kosulun saglanmasi yeterlidir:

||[| — oo iken [|H (2)|| — o0

Kural 4.1.2 [1]:

H : R™ — R"™ tammlanmis bir operatér olsun. H € C¥ ise ve her x # y i¢in H(z) # H(y)

kosulu saglaniyorsa H operatdriiniin tersi mevcuttur ve ! € C”dur.

r* = (a1, 25,...,22)T  (4.1) ile verilen yapay sinir ag1 modelinin denge noktasi olsun. Bu

“ey n

durumda x* asagidaki denklemi saglar.

—Co* +Af(z*) + Bf(z*) +u=0 4.7)

Ayrica agsagidaki operator gz Oniine alinsin.

H(z)=—-Cx+ Af(x)+ Bf(z)+u=0 (4.8)
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(4.7) ve (4.8) denklemleri incelendiginde (4.8) denkleminin ¢oziimiiniin (4.7) denkleminin den-
ge noktasindaki ¢Ozilimiine esit oldugu goriiliir. Bu nedenle, (4.7) denkleminin bir tek ¢oziimii-
niin olabilmesi i¢in (4.8) ile verilen H(z) = 0 operatoriiniin R’ de homeomorfizm olmasi

gerekir.

Yukaridaki sonuglardan asagidaki kural ifade edilebilmektedir.

Kural 4.1.3 [1]:

(4.1) ve (4.2) ile ifade edilen yapay sinir ag1 modellerinin en az bir denge noktasinin var olmasi
ve bu denge noktasinin tek olmasi i¢in H (z) = —Cx + Af(z) + Bf(z) +u = 0 ile tanimlanan

operatOriin asagidaki iki sart1 saglamasi gerekir.

(1) z,y € R",Vx # yi¢in H(z) # H(y),

(i) [|x]|—o0 iken ||H (x)|[—00

Boylece (4.1) ve (4.2) ile tanimlanan yapay sinir aglarinin denge noktasinin varligi ve tekligi
icin ihtiya¢ duyulan temel araglar elde edilmistir. Bunu takiben asagida verilmis olan sonug,

elde edilecek bazi sonuclarin ispatinda dnemli rol oynamaktadir :

Kural 4.1.4 [58] :

A € [A, A] ve B € [B, B] araliklar ile tanimlanmig olsun. Ayrica A*, A,, B*, B, matrisleri

asagidaki gibi ifade edilsin:

A* =
B* =

N

=
=
Il

= NI

+

=

Bu durumda asagidaki esitsizlikler elde edilir :

[ All2<[1A"[]2 + [[AL]l2
[1B2<[|Bl2 + || B:|l2
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Kural 4.1.5’1 vermeden Once asagidaki esitlikleri incelemekte fayda vardir :

A matrisi, A € A; :== {A = (a;5) : A §A§Z,i.e.,gij§aij§aij, i,j = 1,2,...,n} seklinde

reel bir matris olsun. Bu durumda a;; asagidaki sekilde agiklanabilir :

1 1 .
Qij = 5(@']’ + a;;) + 5@;‘(@;’ —a;), —1<0;<1, 4,j=12,..n

A* = %(Z +A), A* = %(Z — A) ve dij = %O'ij(aij — Qij) ile A = (aij)an,
—1<0;; <1, 4,5 =1,2,...,n seklinde tamimlanir. Bu durumda, A matrisi asagidaki sekilde

yazilabilir :

Buna gore asagida verilen sonug kolay bir sekilde ispatlanabilir :
Kural 4.1.5 :

Eger A e A; == {A = (a;) : A<A<A,i.e. a;<a;j<a;,i,j = 1,2,...,n} ise, herhangi bir P

pozitif diyagonal matrisi i¢in asagidaki esitsizlik saglanir :
PA+ ATP<PA* + A*TP + ||PA, + AT P||,1

burada A* = (A + A), A, =

1
2
Ispat :

Herhangi bir x = (21, 79, ..., 7,)7 € R™ vektorii igin :
e"(PA+ ATP)x = oT(PA* + A" P)x + 2T (PA+ ATP)x
= 2T(PA* + A" P)x + 2" PAz + 2T AT Py

< " (PA* + A" P)a +|a"|P|Al|z| + 2" || A7|Pla
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|a;;|<3(@; — ay), i,j = 1,2,...,n olmasi, |A|[<A, oldugu anlamma gelir. Bu nedenle,
12T |P|A||x| < |2T|PA,|x| oldugu acikca anlagilir. Boylece
PA+ ATP<PA* + A*TP 4 ||PA, + ATP||,1

oldugunu belirterek asagidaki esitsizlik yazilabilir :

T (PA+ ATP)x < 2T (PA* + AT P)x + |27 |PA,|z| + |27 |AT P|x|
2T (PA* + AT P)x 4 |2T|(PA, + AT P)|x|

< aT(PA* + AT P)x + ||PA, + AT P||y2"x

= 2T (PA* + AP +||PA, + ATP||s])x

4.2. DENGE NOKTASININ VARLIGI VE TEKLIiGI ANALIZi
Teorem 4.2.1 :
(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlari icin f € L kosulu

saglansin ve A* = %(Z + A), A, = %(ﬂ — A), B* = %(E + B), B, = %(E - B), L =
diag(¢; > 0) olsun. Eger,

1 -
Q = 2Q—(04+6)I—(&(HA H2+HA*|!2)2+B(HBH2+HB*H2)2)L2>0

kosulunu saglayan pozitif o ve ( sabitleri mevcut ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan yapay

sinir ag1 modelinde her w giris vektorii icin tek bir denge noktasi vardir.
Ispat :

Denge noktasinin varligini ve tekligini ispatlamak icin agsagidaki operator kullanilacaktir :

H(z)=—-Cx+ Af(z) + Bf(z) + u 4.9)
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(4.4) sisteminin denge noktas1 x* asagidaki esitligi saglar.

—Co* +Af(z*)+ Bf(«*) +u=0

H(x) = 0’1n her ¢dzlimii (4.4)’lin denge noktasi oldugu i¢in Kural 4.1.3’ten de anlagildig1 gibi
eger H(z), R"’de homeomorfizm ise yapay sinir ag1 sistemi (4.4) her u giris vektorii i¢in tek
bir denge noktasina sahiptir. {2 > 0 olmast durumunda, H (z)’in R™’de homeomorfizm oldugu
ispatlanacaktir. Bunun icin, x # y olmak iizere x, y € R" gibi iki vektor segilir. (4.9) ile

tanmimlanan H (z) i¢in, asagidaki denklem yazilabilir :

H(x) - H(y) = =Clz —y) + A(f(z) — f(y)) + B(f(z) — f(y)) (4.10)

Bu teoremde kullanilan aktivasyon fonksiyonlari i¢cin = # y olmast durumunda iki durum or-
taya ¢ikmaktadir. Birinci durum x # y iken f(z) — f(y) = 0, diger durumise f(z) — f(y) # 0

olmasidir.
x # vy, f(z) — f(y) = 0 olma durumu incelendiginde asagidaki denklem elde edilir :
H(z) = H(y) = =C(z —y)
Burada C pozitif diyagonal matris oldugu i¢in x — y # 0 olmas1 H(x) # H(y) olmasim

saglar. Bunun diginda z —y #0 ve f(x)— f(y) # 0 olmasi durumu degerlendirildiginde
(4.10)’un her iki tarafinin - 2(z — y)7 ile ¢arpilmasi ile asagidaki sonug elde edilir :

2(x —y)"(H(z) — H(y)) = —2(x —y)"C(z — y)
+2(x —y)TA(f(z) — f(y))
+2(z —y)"B(f(x) — f(y))



s
< =20z —y)TC(z —y) + a(z — y)T(z — y)
F ARG @) — F) () F)

+6(z —y)"(z —y)
+ %HBH%(f(a:) — f)"(f(x) = f(y)

< =20z -y)'Clz—y)

oo =)@ —y)+ AT - ) P —y)

LB —y) (@ —y) + ;HBH%@: )T y)

| A][2<||A%| |2+ || Axll2 ve ||B|l2<||B*||2+||Bx||2 oldugu i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir :

2(z —y)" (H(zx) — H(y)) < —2(x —y)"Clx —y)

+ = ([[A%]]2 + [JAd|2)* (2 — )" L* (2 — y)

=—(z—y)"Qz —y) (4.11)

Q) > 0 olmasi,

(z —y)"(H(z) - H(y)) <0,Vz #y
olmasini saglar. Buradan = # y oldugunda H(z) # H(y) oldugu sonucuna ulasilabilir.

||z|| — oo iken ||H (x)|| — oo kosulunu saglamak icin, (4.11)’de y = 0 alalim, bu durumda
asagidaki esitsizlik elde edilir:
227 (H(x) — H(0)) < —2TQux

esitsizligi asagidaki sekilde yazilabilir:
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2||zl[ool | H (2) = H(O)]]1 = Am()]]][3

2]lee < |lzlla ve  [|H(z) — HO)||, < |[H(x)||y + ||H(0)||; esitsizliklerini kulla-
narak, 2||H(z)||1 > M\n(Q)||z]]2 — 2||H(0)||; esitsizligi elde edilir. ||H(0)||; sonlu oldugu

(x)]| — oo olur. Bu nedenle, Teorem 4.2.1’in kogullar1 altinda, yapay

i¢in,

sinir ag1 (4.4) tek bir denge noktasina sahiptir.

Teorem 4.2.2 :

(4.4) ile tamimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlari icin f € L kosulu
saglansin ve A = (a3))nens @ty = maz{lagl, [@5]} B = () by = maz{lbyl, By},
L = diag(¢; > 0) olsun. Eger,

O =2C — (a+ B)L* — LAAT — LBBT > 0

kosulunu saglayan pozitif o ve (3 sabitleri mevcut ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan yapay

sinir ag1 modelinde her w giris vektorii i¢in tek bir denge noktas: vardir.
ispat :

Ispatin yapilabilmesi icin oncelikle asagidaki esitsizliklerin belirlenmesi gerekir :

2a— ) AU @) — ) = 250 (e — ) () — £0)

J

s
I M:
1§
1k
1§

IA
M=

@
Il

R
.
Il

R

|aijlle: = yillf5(2) = £i ()]

IA
Mz

Cilaijl|e — yillz; — y;l

=1 j=1
< 2> > Gaglvi — yillzs -yl
i=1 j=1
_ T 4
= 2z -yl ALlz —y|
1 .
< &\:L’—y\TLQIx—y]+a]a:—y]TAAT]a:—y] (4.12)
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2@ —y)"B(f(x) — fy) = 2D bz — i) (f; (@) — f;())
i=1j5=1
< 2> 3 byl — will £ () — fi(w)]
=1 j=1
< QZZ“%H% Yillz; — ;]
i=1j5=1
< ZZ J z]|xl yi||xj_yj|
=1y
= 2Iﬂrf—?JITBLI%’—yI
< Bla ol Ple—yl+ o=y BE e —y]  413)
2@ —y)Clx—y) < —2lz—y|/"Clz -yl (4.14)

Asagidaki esitligin de belirtilmesi gerekmektedir :

20 —y) (H(z) — H(y)) = —2(x—y)"Clx—y)+2x—y) A(f(z) — f(y))
+2(x —y)"B(f(z) — f(y)) (4.15)

Bu nedenle, (4.12)-(4.14)’1 (4.15)’te kullanarak asagidaki sonug elde edilir :

2(x —y)" (H(x) — H(y)) =2z —y|"Cla —y|

IN

1 N A

+alr —y|" Lz — y| + - y|"AA |z — y|
1 A A

+Blz — y|"L? |z — y| + Blfc —y|"BB" |z — y|

= —|z—y/"Olz —y| (4.16)

© > 0 oldugu icin
(z —y)"(H(z) — H(y)) <0,Vz #y

olur. Bu esitsizlikten de = # y iken H(x) # H(y) sonucu elde edilir.
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(4.16)’day = 0 iken
22" (H(x) — H(0)) < —|z[" O]

olur. Bu esitsizlikten, asagidaki esitsizlik elde edilebilir :
2|2 |o|[H () = H(0)[l1 = Am(O)]|]]3

z]loo < |lzll2 ve ||H(x) — H(0)|]x < [|H(x)|[x + ||H(0)||1 esitsizliklerini kullanarak,
2|H(z)|l1 = An(©)]|x]|2 — 2||H(0)]]; esitsizligi elde edilir. ||H(0)||; sonlu oldugu igin,

||z|| — oo iken ||H(x)|| — oo olur. Bu nedenle, Teorem 4.2.2°nin kosullar1 altinda, yapay

sinir ag1 (4.4) tek bir denge noktasina sahiptir.

(4.4) ile verilen yapay sinir ag1 sistemi i¢in denge noktasinin varlifinin ve tekliginin ispati
tamamlanmugtir. (4.5) ile verilen yapay sinir ag1 sistemi i¢in denge noktasinin varliginin ve

tekliginin ispati1 Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.4’te verilmektedir.
Teorem 4.2.3 :

(4.5) ile tamimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlari i¢in f € X kosulu

saglansin ve A* = L(A+A), A, = 1(A-A), B* = 1{(B+B), B, = §(B—B),r = mfm(%),

1
2

Ti; = 7; olsun. Eger,

® =2r] — PA* — AP — ||PA, + AT P||oI — 2||P||2(||B*||2 + || B.||2)I > 0

kosulunu saglayan P = diag(p; > 0) pozitif diyagonal matris mevcut ise bu durumda (4.5) ile

tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde her v girig vektorii i¢in tek bir denge noktasi vardir.
ispat :

Ispat1 gerceklestirebilmek icin denge noktasinin varligini ve tekligini belirten kosullar1 gostermek

ve (4.5) ile ilgili asagidaki eslemeyi tanimlamak gereklidir :
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H(z) =—-Cx+ Af(x)+ Bf(z) + u 4.17)

2*’1n, (4.5)’in denge noktas1 olmasi halinde asagidaki esitligi sagladig1 bilinmektedir :

—Ca* + Af(¢") + Bf(z*) +u =0

H(z) = 0’1 her ¢oziimiiniin, (4.1)’in denge noktasi oldugu agiktir. Bu yiizden, Kural 4.1.3’e
gore H(x), R™de homeomorfizm ise (4.5)’te tamimlanan yapay sinir ag1 sisteminin her u girig
vektorii icin tek bir denge noktast vardir denilebilir. H (x)’in R"’de homeomorfizm oldugunu
ispatlamak i¢in, x # y olmak iizere x € R" ve y € R™ vektorlerini incelemek gereklidir. (4.17)

ile tanimlanan H (x) i¢in agagidaki denklem yazilabilir :

H(x) - H(y) = =C(x —y) + A(f(z) = f(y)) + B(f(z) — f(y)) (4.13)

K sinifina ait fonksiyonlar i¢in, x # y olmasi durumunda, f(z)— f(y) = Oveya f(z)—f(y) # 0
olur. x # y ve f(z) — f(y) = 0 durumlar i¢in, asagidaki sonug elde edilir :

H(x) — H(y) = —C(z — y)

Burada C' pozitif diyagonal matris oldugu i¢in z — y # 0 olmas1 H (z) # H(y) olmasini saglar.
x—y # 0ve f(x)— f(y) # 0 olmasi durumu incelenirken P = diag(p; > 0) pozitif diyagonal
matris olsun. Bu durumda (4.18)’in her iki tarafi 2(f(x) — f(y))? P ile ¢arpilirsa asagidaki

sonug elde edilir :

2(f(z) = f(y)" P(H(z) — H(y)) = —2(f(x) = ()" PC(z —y)
+2(f(z) = F() PA(f(z) — f(v))
+2(f(x) = f(W) ' PB(f(z) = f(y)) (419

~

Buna gore asagidaki esitlik yazilabilir :

2(f(z) = f(y)" PA(f(z) = f(y)) = (f(x) = f()" (PA+ ATP)(f(z) — f(y))

Kural 4.1.5ten PA + ATP<PA* + A*"P + ||PA, + AT P||,1 oldugu biliniyor. Boylece,

asagidaki sonug elde edilir :
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(f(z) = f(y)" (PA+ ATP)(f(z) — f(y))
< (f(x) = fy)"(PA* + ATP)(f(x) — f(y))
+|[PA. + ALPl2(f(z) = f(y)" (f(x) = f(y)) (4.20)

Aymi zamanda Kural 4.1.4°ten ||PB||2<||P||2(||B*||2 + ||B«||2) oldugu biliniyor. Boylece,

asagidaki esitsizlik yazilabilir :

2(f(z) = f))" PB(f(x) = f(y))
< 2/[PBl2||f(x) = fW)II3
< 2/[P[l2([1B*[l2 + [1Bull2) (f (x) = f ()" (f(x) = f(y)) 4.21)

Asagidaki esitsizligi yazmak da miimkiindiir:

—2(f(z) = f() POz —y) = -2 ipici(fi(xi) = fily)) (@i = yi)

< =232 ER () — ilw)?

< —2r Z(fz(xz) - fi(%‘))Q

=1

= =2r(f(z) = )" (f(=) = f(y)) (4.22)

Burada r = mm(pu—g) (4.20)-(4.22)’yi (4.19)’da kullanarak asagidaki sonug elde edilir :

]

(f(x) = f(y)"P(H(x) — H(y))
< =2r(f(x) = )" (f(x) = f(y))

+(f(x) = f(u)T(PA* + AT P)(f(x) — f(y))
+H|PA, + ATPo(f(x) = f(y)" (f(x) = f(v))

+2[| P2 ([[B*[l2 + [|Bell2) (f (x) = f(y)" (f(x) = f(y)) (4.23)

(4.23) asagidaki esitsizlige denktir :

2(f(x) = f(y)" P(H(x) = H(y)) < =(f(z) = f))"(f(2) = f(y)) (4.24)

Eger f(z) — f(y) # 0 ve ® > 0 ise asagidaki esitsizlik saglanir :



31

2(f(x) = f(y))" P(H(x) = H(y)) <0

P pozitif diyagonal matris oldugu i¢in f(z)— f(y) # 0olmasi H (z) # H (y) oldugunu gosterir.
Bu da tim = # y i¢in H(z) # H(y) olmasi demektir.

= 0 i¢in, (4.24) asagidaki sekli alir :

2(f(x) = f(O)"P(H(x) = H(0)) < =(f(x) = f(0))"@(f(x) — f(0))

Bunu agagidaki sekilde de yazmak miimkiindiir :

2(f(x) = £(0))" P(H(x) — H(0))| > (f(x) = £(0))"®(f(x) — £(0))

Bu da agagidaki gibi yazilabilir :

2/1Plooll.f () = F(O)lool[H () = H(0)[ |1 > Am ()] f(z) = F(O)]]3

1f (@) = FO)loo < [[f(x) = FO)ll2s  [1H(2) = HO)|ls < [[H(@)[lL + |[[H(O)[lL  ve
| f(x) = f(0)]l2 > ||f(x)]|2 = ||f(0)]|2 durumlart kullanilarak asagidaki sonug elde edilir :

Am (@S (@)l2 = Am (@) (O)[l2 = 2[[Plloo| [ H (O)]]4

[ (2)|l, >
2|[Ploo

||P|locs [[H(0)|]x ve ||f(0)||2 sonlu oldugu i¢in ||f(x)|] — oo iken ||H(x)|| — oo olur.
Boylece, Kural 4.1.4°ten H(z) : R — R" eslemesinin, R"’de homeomorfizm oldugu ve
yapay sinir ag1 sistemi (4.2)’nin ¢6ziimii olan H (z*) = 0 gibi tek bir z* oldugu anlagilmigtir.

Boylece, denge noktasinin varliginin ve tekliginin ispati tamamlanmustir.
Teorem 4.2.4 :
(4.5) ile tamimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlari i¢in f € K kosulu

saglansin ve A* = (A + A), A, = YA - A), B = (b])uxn> b; = maz{|by], |},

r = min(5=) olsun. Eger,
1
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© = 2r] — PA* — AP — ||PA, + AT P2 —||P||2(|| Bl[ + || Bl|w)] > 0

kosulunu saglayan P = diag(p; > 0) pozitif diyagonal matris mevcut ise bu durumda (4.5) ile

tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde her u giris vektorii i¢in tek bir denge noktas1 vardir.
Ispat:

Oncelikle asagidaki esitsizligi belirtmekte fayda vardir :

=S 2ty () — ) 5) — )

<;§pwmmm — Rl () — i)
ggémwwm»ﬁmWHmm—mmm
:ﬁiMMM@>ﬁ% +;;m%m Fiw))?
Sé;!%mm)ﬁ% +;;M%ﬁa — )

< IPIa(1Blloe + I1BI(F(2) = F) (F(2) — Fw)) (425)

(4.20), (4.22) ve (4.25)’1 (4.19)’da kullanarak, asagidaki esitsizlik elde edilir :

DO

(f(z) = f()" P(H(x) — H(y))

< =2r(f(z) = fFW)" (f(=) = f(v)

+(f (@) = f)T(PA* + A P)(f(z) — f(y))

HIPA + ALPI(f (=) = f(y) (f(2) = ()

[ Pll2(1Blloe + 1Bl (f (@) = Fy) T (f(z) = f()) (4.26)

Bu da asagidaki esitsizlige denktir :

2(f(z) = f(y))"P(H(z) — H(y)) < —(f(x) — f()TO(f(z) — f(y)) (4.27)
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(4.27), (4.24) ile tamamen ayni bi¢imdedir. (4.24)’teki ®, O ile degistirildiginde (4.27) elde
edilir. (4.24) igin, & > 0 olursa ||z|| — oo iken ||H(x)|| — oo oldugu ve tim = # y
icin H(z) # H(y) oldugu ispatlanmisti. Bu yiizden, © > 0 oldugunda ||z|| — oo iken
||H(z)|| — oo oldugu ve tim = # y i¢in H(x) # H(y) oldugu sonucuna varilabilir. Boylece,

denge noktasinin varliginin ve tekliginin ispati tamamlanmistir.

4.3. DENGE NOKTASININ KARARLILIK ANALIZI

Denge noktasinin varlii ve tekligi ispatlandiktan sonra denge noktasinin kararlilik analizini
gerceklestirebilmek i¢in yeni Lyapunov fonksiyonlar1 tanimlayarak bu fonksiyonlarin Lyapunov
teoremleri 1s181nda analizlerini yaparak sonuglar elde edilecektir. Elde edilecek kararlilik sonug-
larinin ispatlarini kolaylastirmak icin oncelikle sistem (4.4)’e ait denge noktasin orijine otele-
mekte fayda vardir. z;(-) = x;(-) — 2}, i =1,2,...,n doniisiimii kullanilarak (4.4) ile verilen

yapay sinir a81 modelini asagidaki sekilde yeniden diizenlemek miimkiindiir :

40 = —an)+ Y aug(50) + Y bigst—n®), i=12.n @28

Jj=1 j=1

Burada g;(z;(-)) = fi(z:(") + 2F) — fi(xF), i=1,2,...,n. g; fonksiyonunun f; aktivasyon
fonksiyonu iizerindeki varsayimlar1 sagladigi kolaylikla dogrulanabilir, yani f € L olmasi,
g € L olmasi demektir. Ayn1 zamanda ¢;(0) = 0,7 = 1,2, ..., n oldugunu da belirtmek gerekir.
Doniistiiriilmiis sistemin denge noktast z* = 0, (4.4) ile verilen sistemin denge noktasi olan
x* ile ayn1 dinamik davranis 6zellikleri sergiler. Bu nedenle sistem (4.4)’lin denge noktasinin
kararlilig1 tizerinde diistinmektense donuistiiriilmiis sistem (4.28)’in orijininin kararliligini ispat-

lamak yeterlidir.
Yapay sinir ag1 sistemi (4.28) vektor-matris formunda asagidaki sekilde ifade edilebilir :
2(t) = =Cz(t) + Ag(z(t)) + Bg(z(t — 7(t))) (4.29)

Burada 2(t) = (21(t), 22(t), ..., 2,(t))T € R™ doniistiiriilen sistemin durum vektoriidiir. Ak-

tivasyon fonksiyonlart g(z(t)) = (g1(21(¢)), g2(22(t)), ..., gn(2n(t)))? vektorii ile temsil edilir.
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Ayrica g(z(t — 7)) = (g1 (21(t = 1)), g2 (22( — T2)), --es g (20 (t — 7)) T dlir.
Denge noktasinin kararlilik kosullarinin elde edilmesine asagidaki teorem ile baglanabilir :
Teorem 4.3.1 :

(4.29) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve 7

zaman gecikmesi 0<7;(t) < p < 1,7 = 1,2, ..., n kosulunu saglasin. Eger,

\ 1, ., 1 1 .
@ = 20— (@t B = (S04l + 1A + 51— (1Bl + 1Bl ) 22 > 0

kosulu saglaniyor ise bu durumda (4.29) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinin orijini global

asimtotik kararlidir.
Ispat :

Asagidaki pozitif tanimli Lyapunov fonksiyonunu olusturalim :

VD) = 00+ G f;/t Gl dC+eZ/

Burada k ve ¢ daha sonra belirlenecek pozitif sabitlerdir. Fonksiyonun zamana bagh tiirevi

asagidaki sekilde elde edilir :

V(z(t)) = —22"(t)Cz(t) + 22" (t) Ag(z ())
+227(t)Bg(z(t — (1)) —|— —— Zgl 2i(t
kS, 1—7(t), 5 9
_B;(ﬁ)gi (Zz‘(t—ﬂ(t)))+€;% (t)
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ﬁl — Zgz ngl (z(t — (1))
et
—2:7(#)Cz(t) + az’ (t)2(2)
BT (0)2(0) + ~ | AT (2(0)g (1)
45 IBIBg" (A = () o(t = ()

IN

gf§w<<»ﬂam

— 59" G = 7())g (=t = T(0) + " (B)=()

< —2T(1)C2(t) + 2" ()2(t) + 82T () =(t)

(1A + 1AL )7 ()9 (=(1)
%mBm+HBHVT(@ 7(1))g(=(t — (1))

+§Laﬂﬂammam

_ggT(z@ —7(1))g(=(t — (1)) + 2T (t)=(2)

= (||B*||2 + || B«||2)? olarak alindiginda

V(z(t)) < =227 () C2(t) + a2 (t)2(t) + BT (t)2(t)

+l(HA*H2 + 1A 12)%g7 (2()g(2(t))
;11(||B Iz + 1| Bill2)?g" (2(t))g(2(t)) + ez" (t)2(2)

2T ()C(1) + 0" (0)2(1) + B (1) (1)
F(IA L+ 1AL )T (=)
1 1

+517(||B [l + 1 Bull2)*2" (£) L?2(t) + ez (t)2(t)

= (O 2(1) + T (1)2(t)
< =) = 2113

IN

€ < Amin(Q*) secenegi tiim z(t) # 0 igin V(2(t)) < 0 olmasm saglar. z(t) = 0 olsun. Bu
durumda, V (z(t)) asagidaki sekilde olur :
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< —ell- )3 A - i)
i=1
Burada tiim z(t — 7(t)) # 0 i¢in V' (2(t)) < 0 olur. Diger taraftan, eger z(t) = z(t — 7(t)) = 0
ise, (aym zamanda g(z(t)) = g(z(t — 7(t))) = 0 olmasi anlammna gelir), V (z(t)) = 0 olur. Bu
nedenle, sadece ve sadece z(t) = z(t—7(t)) = g(2(t)) = g(2(t—7(t))) = 0 olmasi1 durumunda
V(z(t)) = 0 olur, aksi halde V' (z(t)) < 0 olur. Ayrica, ||z(t)|| — oo iken V (2(t)) — oo oldugu
icin V(z(t)) radyal sinirsizdir. Boylece, sistem (4.29)’un orijini veya sistem (4.4)’iin denge

noktas1 global asimtotik kararlidir sonucunu ¢ikarilabilir. Ya da (4.4) sistemi global asimtotik

robust kararlidir denilebilir.
Teorem 4.3.2 :

(4.29) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve

7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < p < 1,7 = 1,2, ..., n kogulunu saglasin. Eger,

kosulu saglaniyor ise bu durumda (4.29) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinin orijini global

asimtotik kararlidir.

Ispat :

Asagidaki pozitif tammmli Lyapunov fonksiyonunu olusturalim :

n t
VE) = SO0 +0) [ B0
=1 Jt—Ti(t
Fonksiyonun zamana gore tiirevi asagidaki sekilde elde edilir :

V(z(t)) = 22T (1)Cz(t) + 227 (1) Ag(z(t)) + 227 (t)Bg(=(t — 7(t)))
+5;€?Z¢2(t) - 5;(1 — 7i(0) 622 (t — 7i(t))

2l2(t)[TC(0)] + 21=(0) T Allg (=(0)] + 2027 |Bllg(=(t — ()]

IA
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+ﬁZ€2 2 BZ 1 — ()22t — ()

—2[z(t)[" Cl(1)] +2| ()17 Alg(=(t))] + 212(8)| " Blg(=(t — 7()))]
+Bl2(O L2[2(t)] = B(L — p)|2(t — 7(0) [T L|2(t — 7(1))] (4.30)

IN

Asagidaki esitsizlikler yazilabilir :

20z(t)|" Alg(=())] < a!gT(Z(t))Hg(Z(t))Hé\Z(t)ITAAT!Z(t)!

< ale @ 0] + |07 AAT|2(1) “31)

22O Blg(=(t —=7(1))] < B~ wlg"(2(t = T(E))llg(=(t — (1))

+ =) BB"|=(1)]

1
Bl — p)
< B — )zt — 7))L |=(t — 7(t))]
1

T A AT
+m|z(t)| BB |z(t)| (4.32)

(4.31) ve (4.32), (4.30)’da kullanilarak asagidaki sonug elde edilir :

V(=(1))

IN

—2|2()["Cl2(t)] + alz(t)| T L*[2(8)] + $|Z(t)|TMT\Z(t)\
1
B(1 = p)
= |z(t)|T< — 20+ (a + B)L* + ;AAT +

= —lz@®"e"[=(1)]

+B12()[T L*[=(t)] + =) BB |=(t)]

1 5 OT
EEmLEi!

©* > 0 olmast tiim z(¢) # 0 icin V'(2(¢)) < 0 olmasini saglar. z(¢) = 0 olsun. Bu durumda,
V (2(t)) asagidaki gibi olur :

n

V((t) = =B (1-7)E(t-7(t) < -1 —u Zﬁ (t = 7))

i=1

Burada tiim z(t — 7(t)) # 0 icin V(z(t)) < 0 olur . Diger taraftan, z(t) = z(t — 7(¢)) = 0
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ise, (aym zamanda g(z(t)) = g(z(t — 7(t))) = 0 olmasi anlamna gelir), V (z(t)) = 0 olur. Bu
nedenle, sadece ve sadece z(t) = z(t — 7(t)) = g(2(t)) = g(2(t — 7(t))) = 0 olmasi duru-
munda V (z(t)) = 0 olur aksi halde V' (z(t)) < 0 olur. Ayrica, ||z(t)|| — oo iken V (2(t)) — oo
oldugu i¢in V' (z(t)) radyal simirsizdir. Boylece, sistem (4.29)’un orijini veya sistem (4.4)’iin
denge noktas1 global asimtotik kararlidir sonucu ¢ikarilabilir. Diger bir deyisle yapay sinir ag1

modeli (4.4) global asimtotik robust kararlidir denilebilir.
Teorem 4.2.1 ve 4.3.1°in sonuglar birlestirildiginde asagidaki sonug elde edilir:

Teorem 4.3.3 :

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve

7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < p < 1,7 = 1,2, ..., n kosulunu saglasin. Eger,

@ = 20— (a+8) - (HAH2+HA*Hz)2+B—(HBHz+HB*H2)2)L2>0

1
o 1—u

kosulu saglaniyor ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik

robust kararlidir.

ispat :

Teorem 4.3.3’{in ispat1, 2* > 0 olmas1 {2 > 0 olmasini saglar, gercegine dayanmaktadir.
Teorem 4.2.2 ve 4.3.2’nin sonuclan birlestirilerek asagidaki sonug elde edilir :

Teorem 4.3.4 :

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve

7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < u < 1,7 = 1,2, ..., n kosulunu saglasin. Eger,

—_—  _BBT>0
B(1—p)
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kosulu saglaniyor ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik

robust kararlidir.
ispat :
Teorem 4.3.4’{in ispati, ©* > 0 olmas1 © > 0 olmasini saglar, gercegine dayanmaktadir.

Kararlilik kosullarin1 sadece ag parametreleri acisindan acgiklamak igin, o ve [3’nin bazi 6zel

secenekleri i¢cin Teorem 4.3.3 ve 4.3.4’{in sonuglar 6zellestirilebilir :
Sonug 4.3.1 :

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve
7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < u < 1,7 = 1,2,...,n kosulunu saglasin. Ayni zamanda

Cm

cn = min(g;) ile r = 72 ve £y = maz({;) olsun. Eger,

* * 1 *
05 = = (4T + )+ 1Bl + B > 0

kosulu saglaniyor ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik

robust kararlidir.
Ispat:

Eger

I} 1 . 1 1 .
20— (0 72 ) = (AT + AL+ 57— (1Bl + 11B.]l)? ) 6 > 0

ise Q* > 0 olur. a = (||A*|]2 + ||As|]2)lar ve B = (||B*||2 + ||B«||2)¢ar alinirsa, yukaridaki

esitsizlikten €27 > 0 sonucu elde edilir. Bu sekilde, Sonug 4.3.1’in ispati tamamlanmisg olur.
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Sonuc¢ 4.3.2 :

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve

7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < u < 1,7 = 1,2, ..., n kosulunu saglasin. Eger,

* A 1 »
O] = T—||A||2—m||3||2>0

kosulu saglaniyor ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik

robust kararlidir.

Ispat:
Eger
5 ) 2 1 2112 1 112
2C,, — — )5, — —||All5 — =——||Bl|5 > 0
o= (o 72 ) QAN 581
ise, ©* > 0 olur. @ = ALl ve 0 = 1Bl olsun. Yukaridaki esitsizlikten ©] > 0 sonucu elde
eM f]u 1

edilir. Bu sekilde, Sonug 4.3.2’nin ispati tamamlanmig olur.

Sistem (4.4) icin denge noktasinin kararlilik analizi tamamlanmis oldu. Elde edilen kosullari,
literatiirde var olan kosullarla karsilastirmadan dnce yapay sinir ag1 sistemi (4.5) icin denge

noktasinin kararlilik analizini incelemekte fayda vardir :

Sistem (4.5)’in denge noktasi x*’1 orijine 6teleyelim. z;(-) = x;(-) —«f, ¢=1,2,...,n donii-

stimii kullanilarak sistem (4.5)’1 asagidaki sekilde yeniden ifade etmek miimkiindiir :

Zz(t) = —CZZZ(t) + Z Clz‘jgj(Zj(t)) + Z bwg](Zj(t — Tij))a Z = 17 2, ., n (433)

j=1 j=1

Burada g;(z(-)) = fi(z:(-) + xF) — fi(x}), 1=1,2,...,n. g; fonksiyonunun f; iizerindeki
varsayimlar sagladigi kolaylikla dogrulanabilir, yani f € K olmasi, ¢ € K oldugunu gosterir.

Ayni zamanda ¢;(0) = 0,7 = 1,2, ..., n oldugunu da belirtmek gerekir. Bu nedenle sistem (4.2)
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ya da (4.5)’in " 1min kararlilif1 iizerinde diisiinmektense doniistiiriilmiis sistem (4.33)’iin ori-

jininin kararliligini ispatlamak yeterlidir.

Ti; = T7; i¢in, (4.33) asagidaki bi¢cimde olur :

Zi(t) = —cizi(t) + Zn: aijgi(z;(t)) + i bijgi(z(t — 1)), i=1,2,..,n

j=1 j=1
Bu esitlik asagidaki sekilde diizenlenebilir :
2(t) = —Cz(t) + Ag(=(t)) + Bg(z(t — 7)) (4.34)

Burada z(t) = (21(t), 22(), ..., 2 (1)), 9(2(1)) = (91(21(1)), g2(22(1)); -, gn(2n (1)) Ve
9(2(t = 7)) = (g1(z:1(t = 1)), g2(22(t = 72)), ooy gn (2 (t = 7)) i,

Teorem 4.3.5 :

(4.5) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlart f € K kosulunu
saglasinve A° = §(A+ A), A, = YA~ 4). B = }(B+B), B. = }(B~B).r = min("%),
Tij = Tj olsun. Eger,

® = 2r] — PA* — A*TP — ||PA, + ATP||sI — 2||P||o(||B%||2 + || B:||2)I > 0

kosulunu saglayan P = diag(p; > 0) pozitif diyagonal matris var ise bu durumda (4.5) ile

tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik robust kararhidir.
Ispat :

® > (0’1 aym1 zamanda sistem (4.34)’iin global asimtotik kararlilifini sagladigim gostermek

icin asagidaki pozitif tanimli Lyapunov fonksiyonu olusturulabilir :

V(z(t) = 21(t)z(t) +2aZ/ pigi(s)ds + (ay + ) i/ €))d¢

_TZ
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Burada p;, o, 3 ve v daha sonra belirtilecek pozitif sabitlerdir. Fonksiyonun zamana gore tiirevi

asagidaki gibi elde edilir:

V(z(t) = —27(6)Cz(t) + 227 (1) Ag(=(t))
+227(t) Bg(z(t — 7)) — 20" (2(t)) PC(t)
+2ag" (2(1)) PAg(2(t)) + 209" (2(t)) PBg(2(t — 7))
+a|lg(z(®)|I3 = enllg(=(t = 7))II3
+Bllg(zEDII3 — Bllg(=(t — 7)II3

Asagidaki esitsizlikleri yazmak miimkiindiir :

—2T(#)Cz(t) + 22T (t) Ag(2(1))
< g"(2(t))ATC™ Ag(=(1)) < [[AIZIIC[2llg(=()]13

—2T()C2(t) + 22T ()Bg(2(t — 7)) < gT(2(t — 7)) BTC'Bg(2(t — 7))
< IBIBICl2llg(2(t = 7))|I5

209" (2(t)) PBy(2(t — 7)) < 2a|[PBlla|lg(2(1))ll2llg(z(t — 7))]I2
< af|PBll2|lg(=(0)I]3 + al[PBll2lg(=(t = 7))I13

—2ag" (2(t)) PC2(t) < —2ar|g(z(t))|[3

(4.36)-(4.39) esitsizliklerini (4.35)’te kullanarak asagidaki sonug elde edilir :

V() < JAIBIC lallg@)I12 + IBIZIC Hlallg=(t — T)II3
—2ar|[g(z()|[3 + ag” (2(t))(PA+ AT P)g(=(t))
+al[PB|lallg(z())II2 + ol [P B[] lg(=(t — 7))I]3
+a|lg(=(1))IIz — avllg(=(t = 7))II3
+B[lg(=(0))IIz — Bllg(=(t — 7))II2

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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PA+ATP < PA* + A P+||PA, + ATP|oL, [|All2 < ||A%|lo+H|Aull2s |IBll2<1B*[|2+
1Bullz,  [IPBl<|IPlla(||B*[2 + [[Bull2) ve [|[C7]2 < [|C7"]]2 oldugu igin, V/(=(t))
asagidaki sekilde yazilabilir :

V() < (1A%l + [[Ad)?NC lallg (@)1
+(1B|lz + [1Bul2)* 1€ [allg(=(t = ))II2
—2ar||g(=(t))I[3
+ag” (2(t))(PA* + AT P + ||PA, + AT P||21)g((t))
+al[Plla(I1B"[]2 + | Bull2)llg (= ()]
+a |P|l2(I|B*[[2 + I B.ll2)[lg(=(t = 7))II2
+allg(z(0))IIz — avllg(=(t = 7))II3
+Bllg(=(0))IIz — Bllg(=(t — 7))II2

B = (1Bl + [|Bdl2’lliC 2 ve v = [[P[l2(I|B*[|2 + [|Bi|l2) olarak kabul edilirse,
V(2(t)) asagidaki sekli alir:

V) < (UATR+ 1ALRE + (1Bl + 1B )IC allo( ()]
~2arllg(=() |13 + ag” (=) (PA” + ATP +||PA. + ATP|l)g(=(0)
420 Pl(1B |l + 1B ) llg ()]
— (Al + AL + (B + 1811 ) 1Sl ()1
~ag” (2(1)g(=()
(1A + 1A + (LBl + 1Bl ) s llg ()1

—an (®)[g(z())II3

IA

o > HC (A2 +11A-112)° + (1B*[[2 + [1B-[]2)?)
Am(®)

se¢imi, V(2(t))’nin tiim g(z(t)) # 0 icin negatif tanimli olmasin1 saglar. (Burada g(z(t)) # 0
olmasmin z(t) # 0 olmasim sagladig1 da belirtilmelidir). Incelenmesi gereken bir sonraki

durum g(z(t)) = 0 ve () # 0 olmasi durumudur. Bu durumda, V (z(t)) asagidaki gibi olur :
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V(z(t) = —2:"(1)Cx(t) +2z"(t)Bg(z(t — 7)) — Bg" (2(t — 7))g(z(t — 7))
—ayg" (2(t —7))g(=(t — 7))

=221 (£)C2(t) + 22" () Bg(2(t — 7)) = Bg" (2(t — 7))g(2(t — 7))

IN

—2T(t)Cz(t) 4+ 227 (t)Bg(2(t —7)) — BgT (2(t —7))g(2(t—7)) < 0 olduguicin, V(z(t)) <
—2T(t)C%(t) olur. Buradan g(z(t)) = 0 ile, tim z(t) # 0 icin V(z(t)) negatif tanimlidir

denilebilir. Son olarak, g(z(¢)) = 0 ve z(t) = 0 olmast durumu asagidaki esitligi olusturur :

V(1) = —Bg" (2(t = ))g(a(t = 7)) — arg” (2(t = 7)g(=(t — 7))

Tiim g(z(t — 7)) # 0 icin, V(2(t)) nin negatif tamml oldugu agiktir. Béylece, sadece ve
sadece z(t) = g(z(t)) = g(z(t — 7)) = 0 olmasi durumunda V'(z(t)) = 0 olur, aksi halde
V(z(t)) < 0 olur. Ayrca, ||z(t)]| — oo iken V(z(t)) — oo oldugu icin V(z(t)) radyal
simirsizdir. Boylece, sistem (4.34)’iin orijini ya da esit sekilde sistem (4.5)’in denge noktasi
global asimtotik kararlidir denilebilir. Diger bir deyisle (4.5) sistemi global asimtotik robust

kararlidir.

Sistem (4.5)’in kararlilik analiziyle ilgili diger temel sonug asagida verilmektedir :
Teorem 4.3.6 :

(4.5) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € K kosulunu
saglasin ve A* = LA+ A), A, = LA~ A), B = (b)uuns b = maz{lby], o]},

r =min("=) olsun. Eger,

© =2r] — PA* — ATP — ||PA, + ATP||o] — ||P||2(| Bl + || B||sc)I > 0

kosulunu saglayan P = diag(p; > 0) pozitif diyagonal matris var ise bu durumda (4.5) ile

tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik robust kararhdir.
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ispat:
Asagidaki pozitif tanimli Lyapunov fonksiyonu olusturulabilir :

zn: nzl(t) + 2o Zn: /Zi(t)pigi(s)ds
i=1 i=170
XY le+apdl) [ g€

=17

)
i

1

(&

_|_

™M= I
M:

U W ACTGILS

Il
—

=17

Burada p;, o ve € daha sonra belirtilecek pozitif sabitlerdir. Fonksiyonun zamana gore tiirevi

asagidaki gibi elde edilir :

V(z(t) = —Qinci —i—ZZQnawzz )g;(2(t))

i=175=1
+ D0 D 2nbijzi(t)g; (25t — 7i5))
i=17=1
- QQZpiCiZz gz zz —f-OJZZszawgz Zz )gj(zj (t))
=1 i=1j5=1
+ad Y 2pibigi(zi(t)g;(2(t — 7))
i=1j=1
+ a Z Zplb”g] Z] —Q Z Zplbmgj ZJ TZ]))
i=1j5=1 i=1j5=1
+ 2> eqi(z(t) =D egi (2t — 7))
i=175=1 i=1j5=1
5 3 DE SR CTOID 9) DT ALY TSI
i=1j=1% i=1j=1%

Asagidaki esitsizlikleri yazilabilir :

n n n n n 1
DN 2nagz(t)gi(z(t) < D0 ¢zl (t) + > f"ZCL?jggz(Zj (t))
i=1j=1 i=1j=1 i—1j=1 Ci
n n n 1 .
< D neE(t) + Y ETLQ(%J)QQ?(ZJ (t))
=1 ’L:1 ]:1 =1

Zn: Zn: 2nb;jzi(t)gi(z(t — 1;5)) < z": z": Cizf(t) + Z Z §n2b?jg]2'(zj(t — 7ij))

i=175=1 i=1j=1 i=1j=1 "
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o33 Wby (O (5 7)) < >3 plbgled(()

i=1j=1 i=1j5=1
+a Y pilbijlg; (2 (t — 73;))

i=1j=1
n n

)y szbmgl zi(t

i=1 j=

IA

n n

+azzplbmg] ZJ Tij))

i=1j5=1

Yukaridaki esitsizlikler dogrultusunda, V'(z(t)) asagidaki sekilde yazilabilir :

Vi) < ) Z RACATACOIEDS Z 02 0)
203 pie()a(a(0) + a3 z 211301 ((1)) 95 (25 (1))
+azzljzlpzbjgj e Méjﬁ’;p s (el +Zzljzlggl it
- ZZ (@) (B2 (0) + zzg e
—2a z: piciz()gi(z(t)) + a 2: JX: 2piai;9i(2i(t))g;(2;(1))
—i—oa;]z:lp]bﬂgz 2zi(t +oziz:j2:;p szgl (z:(t))

Asagidaki esitsizlikleri de belirtmekte fayda vardir :

203 piea()gi(s (1) < —2arg” (2(1)g(2(1))

=1

0> S Wiaail=()gi(5(0) = agh (:(0)(PA+ ATP)g(x(1))

i=1j=1

< ag'(2())(PA" + A7 P)g(=(1))
+ag” (2(t))[|PA. + AL P |g(2(1))

aZijbﬂgz zi(1)) < o[ Plla|Bll; Zgz zi(1)) = al [ Pllal|Bllg" (2(1))g(=(1))

i=175=1 =1
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aZszbwgz zi(t)) < of[Pl2 ||B||ooZgz (z(t)) = allPl[2]|Bllssg™ (2(1))g(=(1))

i=1j5=1 =1
0 asagidaki gibi olsun :

6= max(—

Bu esitsizliklere gore asagidaki esitsizlik elde edilir :

i§W@m+ééﬁwm

—20arg” (2(8)g(=(t)) + ag (=() (PA* + AT P)g(=(1)
ag ()P A. + ATPllag(=()

allPlIIBI g™ ((0)g(=(0) + all Pl Bllag (2()g(=(0)
— a6+ 9)llg(=(IE — ag” ((8)Og(=(1)

< 08+ 2)llgEDIE — arn(®)llg(=(0) 1

= —(@An(©) = (3 + 2)llg (=)

V(x(t)

IN

n(5+5)
Am (0)

Bu esitsizlikte o > olmast, tim ¢(z(¢)) # 0 i¢in V(z(¢)) nin negatif tanimli olmasi
demektir. (g(z(t)) # 0 olmasinin z(t) # 0 anlamina geldigi biliniyordu). g(z(¢)) = 0 olsun.

Bu durumda V(2(t)) asagidaki gibi olur :

V(z(t)) = —Qchl —{—ZZanUzZ gi(z;(t — 7))

=1 j5=1
_O‘Z;z;pzbmg] 2;(t — 7)) z;zgg] z;(t — 7i5))
(A _] 1= :
- 1712 )27 (2t — 745))
i=1j= ICZ ’
< —QZTLCZ +ZZQTLbUZZ )9;(2;(t — 7))
=1 j=1
n n 1
-3 Lt — )
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— iy neiz (8) + X0y 35 2nbii(t)g; (2 (t = 7ij)) = iy iy on®(65)% 95 (25 (8 = 735)) <0
oldugu i¢in, asagidaki sonug elde edilebilir :

2(t)) < — ilnclzf(t)

Bu esitsizlik, tim z(£) # 0 icin V(z(t)) < 0 olmasm saglar. g(z(t)) = z(t) = 0 durumu
incelendiginde V (z(t)) asagidaki sekilde olur :

Zp 'ng] TZ] Zzgg;(zj(t_ﬂﬁ))

=1 j=1

n?(b5;)%g7 (z(t — 7))

M:

V(z(t) = —a

-1
1
C;

|
M -
M3 -

@
Il
A

<.
Il

1 &

IN
|
M:

N
Il
—
<.
Il
—

egs (z(t — ;)

Bu esitsizlikte en az bir tane sifir olmayan g;(z;(t — 7;;)) varsa V(z(t)) < 0 olur. Boylece,
sadece ve sadece ¢g(z(t)) = z(t) = 0 ve tiim ¢, j’ler i¢in ¢;(z;(t — 7;;)) = 0 olmasi durumunda
V(2(t)) = 0 olur, aksi halde V (z(t)) < 0 olur. Ayrica, ||2(t)|| — oo iken V(2(t)) — oo
oldugu i¢in V'(z(t)) radyal simrsizdir. Boylece, sistem (4.34)’i{in orijini veya esit bir bigimde
sistem (4.5)’in denge noktas1 global asimtotik kararlidir. Bu da (4.5) sisteminin global asimtotik

robust kararli oldugu anlamina gelir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar [92], [93] ve [94] numarali referanslarda belirtilen

dergi ve konferanslarda yaymlanmistir.
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5. BULGULAR

Bu boliimde, (4.1) ve (4.2) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelleri i¢in elde edilen robust
kararlilik sonuglarinin detayli analizi yapilacak ve bu sonuclar literatiirde daha 6nce elde edilmis
olan diger kararlilik sonuglar ile karsilastirilacaktir. Buna ilave olarak, bazi sayisal 6rnekler

verilerek, bu 6rneklerin Matlab simiilasyonlar1 gerceklestirilecektir.

Oncelikle yapay sinir ag1 modeli (4.1) i¢in [55]-[57]’de elde edilen sonuglar1 yeniden ozetlemekte
fayda vardir :

Teorem 5.1 [55]:

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € L kosulunu

saglasin ve ¢ = 0 olsun. Eger,

Za]a +05,) >0, i=1,2,...,n

kosulunu saglayan «;, ¢ = 1,2, ...,n pozitif sabitleri var ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan

yapay sinir ag1 modeli global iistel robust kararlidir.

Sadece ve sadece (CL ™" —| A| — | B|) tekil olmayan M-matris oldugunda yani L = diag({; > 0)
iken (CL~' — |A| — | B|)’nin her zdegerinin reel kismu pozitif oldugunda yukaridaki esitsizligi

saglayan oy, @ = 1, 2, ..., n pozitif sabitleri oldugu bilinmektedir.
Teorem 5.2 [56][57]:

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve
7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < p < 1,4 = 1,2,...,n kosulunu saglasin. Ayrica p; =

" (ar > Dy @ =25 (b e b)) :1,2,...,n,a’-“»:max{|gl-j|,|dij|}veb§j:

J=1\""1j m=1 mj m=1 “mj i
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maﬁﬂbiﬂ, |Eij|} olsun. Eger,

1 1

2ic; — —pi — i — (+ B)d22 >0, i=1,2,..,n
a”t Bl —p) ( )

kosulunu saglayan «, 3 ve d;, ¢ = 1,2,...,n gibi pozitif sabitler var ise bu durumda (4.4) ile

tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global iistel robust kararhdir.
[56] ve [57]’nin yazarlart « = (3 = 1 i¢in Teorem 5.2’yi asagidaki gibi 6zellestirmisgtir :
Sonuc 5.1 [56][57] :

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve

7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < u < 1,7 = 1,2, ..., n kosulunu saglasin. Eger,

1 1

dic; — opi = 57—
TP T

G~ 5 G —di? >0, i=1,2.,n

kosulunu saglayan d;, © = 1,2, ...,n pozitif sabitleri var ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan

yapay sinir ag1 modeli global iistel robust kararhdir.

d; pozitif sabitlerinin uygun secenekleri ile Sonug 4.3.2 ve Teorem 4.3.2’nin sonuclarinin gelisti-

rilebilecegi kolaylikla gosterilebilir. Bu amagla, 2d;c; — (o + (3)d?¢? ifadesini maksimize eden

d; ile ¢;, ¢;, o ve 3 parametreleri arasindaki iligkiyi bulmak gerekir. d; = wa oldugunda

2d;c; — (a + (B)d?¢? ifadesi maksimum degere sahip olur. Bu durumda asagidaki sonug elde

edilir :

2

2d;c; — PP ==
ZQz (Ol—f-ﬁ) 171 (a_l_ﬁ)&?
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Buna gore asagidaki sonug yazilabilir :
Sonug 5.2 :

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve

7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < pu < 1,7 = 1,2, ..., n kosulunu saglasin. Eger,

kosulunu saglayan « ve 3 pozitif sabitleri var ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan yapay sinir

ag1 modeli global asimtotik robust kararlidir.
« = [ icin, asagidaki sonug elde edilir :
Sonuc¢ 5.3 :

(4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlar1 f € £ kosulunu ve

7(t) zaman gecikmesi 0<7;(t) < p < 1,7 = 1,2, ..., n kosulunu saglasin. Eger,

=i

1
PI

¢G>0 i=12 ..n

kosulu saglaniyor ise bu durumda (4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik

robust kararlidir.

Yapay sinir ag1 modeli (4.4) icin orneklere gegmeden Once yapay sinir ag1 modeli (4.5) i¢in de

literatiirde elde edilen daha onceki sonuglara goz atmakta fayda vardir :
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Teorem 5.3 [58]:
(4.5) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlart f € X kosulunu

saglasin, 7;; = 7; olsunve i # jicin s;; = —2p;@i;, Sij = —ma:c(|pi6ij + pjajj|, ’pi@ij + pj@ji’)

olmak iizere S = (8;)nxn, B*=3(B+B), B,=%(B—B), r = mm(p;—g) olsun. Eger,

(1) S = (Sij)nxn simetrik matrisi pozitif tanimh

y 2r — ||Dl]
(i1) (I1B"[l2 + [|Bull2)* < 1=
1D/ 1P

kosullarinit saglayan P = diag(p; > 0) ve D > 0 matrisleri var ise bu durumda (4.5) ile

tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik robust kararhidir.
Teorem 5.4 [89]:

(4.5) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlart f € X kosulunu
saglasm, Tij = Tj olsun ve ¢ 7é ] 191n Sii = —Zpﬁii, Sij = —ma:p(|piaij + pjﬁji|, |piQij + pjgji|)
olmak tizere S = (8;;)nxn, B* = 5(B+ B), B. = 5(B— B),r = mm(pu—f) olsun. Eger,

Q=2r1+5 = 2[[P|lz(|| B*|l2 + [| B«|]2)] >0

kosulunu saglayan P = diag(p; > 0) pozitif diyagonal matris var ise bu durumda (4.5) ile

tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik robust kararlidir.
Teorem 5.5 [72]:

(4.5) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlart f € K kosulunu

saglasin. Eger,

kosulunu saglayan «;, ¢ = 1,2, ..., n pozitif sabitleri var ise bu durumda (4.5) ile tanimlanan
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yapay sinir ag1 modeli global iistel robust kararhdir.
Teorem 5.6 [79] :

(4.5) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinde, aktivasyon fonksiyonlart f € K kosulunu
saglasin, 7;; = 7; olsun ve A* = $(A+ A), A, = J(A—A), B* = {(B+ B), B, = 3(B—B),

r = min(*) olsun. Eger,
U =2r] — PA* — AP = 2||P|[a]|Adll2 = 2[|Pl[2(|B*[[2 + || Bu][2)] > 0

kosulunu saglayan P = diag(p; > 0) pozitif diyagonal matris var ise bu durumda (4.5) ile

tanimlanan yapay sinir ag1 modeli global asimtotik robust kararhidir.

Literatiirdeki bu karalik sonuclarinin analizinden sonra kararlilik kosullarinin gecerliligini in-

celemek i¢in asagidaki sayisal ornekler sunulmaktadir :

Oncelikle (4.4) ile tanimlanan yapay sinir ag1 sisteminin robust kararlilig1 icin, Teorem 4.3.3 ve

4.3.4’1in farkl yeterlilik kosullar1 olusturdugunu sayisal orneklerle gostermekte fayda vardir.

Ornek 5.1: Yapay sinir ag1 sistemi (4.4)’iin ag parametrelerinin asagidaki gibi verildigini

varsayalim :

p pozitif degerler alan reel bir sayidir. A*, A, B* ve B, matrisleri asagidaki gibi elde edilir :

—4p —3 2
T e T

3p —4p p 2p

Burada ||A*||; = ||B*||a = 5p ve ||A«l|l2 = ||B«|lz = 3p’dir. Sonug 4.3.1 ag parametreleri

arasinda asagidaki esitsizligi olusturur :
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[|A*]|2 + [|As||2 + [|B*||2 + || Bil|2 = 16p < 1

L

Burada robust asimtotik kararhilik kogulu p < ¢

olarak belirlenmistir. Ayni ag parametreleri

icin Sonug 4.3.2’nin kosulu kontrol edilsin. A ve B matrisleri asagidaki sekildedir :

6p 4p
4p 6p

I|A|| = ||B|| = 10p oldugu kolaylikla goriilebilir. Sonug 4.3.2’nin saglanmasi i¢in asagidaki

kosul gerekmektedir:
1A[l2 + || Bl]2 = 20p < 1

Acikca goriilmektedir ki, p < % global robust kararhlik i¢in yeterli kosuldur. Bu nedenle, bu
ornekte verilen ag parametreleri icin, Sonu¢ 4.3.1, ag parametreleri lizerinde, Sonug 4.3.2°de

elde edilen kisitlama kosullarindan daha az kisitlayici kosullar elde etmistir.

Simdi bu 6rnek i¢in p < 1—16 kosulunu saglayan asagidaki sayisal drnek goz oniine alinsin:

—4/17 —3/17
A=B-= ,T(t) = cos(t)
3/17  —4/17

Bu 6rnegin farkli aktivasyon fonksiyonlarinin kullanildigi durumlar i¢in ve kararsiz olma du-
rumu i¢in Matlab ile yapilan simiilasyon sonuclari sirasiyla Sekil 5.1, Sekil 5.2 ve Sekil 5.3 ile

verilmistir.
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0.8 : . 4

Gozlim (x)

Zaman (1)

Sekil 5.1: g(x(t)) = tanh(z(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktasi z(0) = [—0.8 0.6] i¢in

sistemin ¢ozimii

0.8 4

0.6 ot -
0.4} .

0.2 R

GOozim (x)
o

| x1(t)
-0.4r B

—0.6} . . o

-0.8 b

Zaman (t)

Sekil 5.2: g(z(t)) = % aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktast z(0) = [-0.8 0.6] i¢in

sistemin ¢ozimii

p > 1—16 olmas1 durumunda asagidaki parametre degerleri ile noron durumlarinin zamana gore
degisim grafigi Sekil 5.3 te verilmisgtir.
—4/17 =3/17

A=B= ,T(t) = cos(t)
3/17  —4/17
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0.8 : B

Gozlim (x)

0 5 10 15 20 25 30
Zaman (1)

Sekil 5.3: g(x(t)) = tanh(z(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktast z(0) = [—0.8 0.6] i¢in
sistemin ¢ozimii
Ornek 5.2: Yapay sinir ag1 sistemi (4.4)’iin ag parametrelerinin asagidaki gibi verildigini

varsayalim :

p pozitif degerler alan reel bir sayidir. A*, A,, B* ve B, matrisleri agagidaki gibi elde edilmistir:

4p 4 2p 2

3p 3p PP

[|A*||2 = ||B*||2 = v/50p ve || Ax||2 = || Bs||2 = v/10p olarak hesaplanir. Sonug 4.3.1°e gore,

A2 + [[ A2 + [1B[l2 + [[Bll2 = 2(V50 + v10)p < 1
olur, buradan robust kararlilik kosulu p < 2(\/5_071\/1_0) olarak elde edilir. Sonug¢ 4.3.2°nin
kosulunu kontrol etmek i¢in oncelikle A ve B matrisleri belirlenir :
A A 6p 6
A-pB— p bp
4p 4p
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|Al| = ||B|| = v/104p olarak hesaplanabilir. Sonug 4.3.2

1A]]2 +1B|l2 = 2v/104p < 1

sonucunu verir ve p < wlm olur. v/104 < (/50 + 4/10) oldugu i¢in, Sonug¢ 4.3.2°de ag

parametreleri lizerinde Sonug 4.3.1°de elde edilen kisitlama kogsullarina gore daha az kisitlayict

kosullar elde edilir.

Simdi bu 6rnek i¢in p < ; \/llﬁ kosulunu saglayan asagidaki sayisal 6rne8i goz Oniine alalim:

3/25 4/25
A=B-= ,T(t) = cos(t)
3/25 3/25

Bu 6rnegin farkli aktivasyon fonksiyonlarinin kullanildigr durumlar i¢in ayrica kararsiz olma
durumu i¢in Matlab ile yapilan simiilasyon sonuclari sirasiyla Sekil 5.4, Sekil 5.5 ve Sekil 5.6

ile verilmistir.

Gozim (x)

-0.2 1
x2(t)

-0.4r E
_06} J

-0.8+ -

Zaman (1)

Sekil 5.4: g(z(t)) = tanh(x(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktas1 z(0) = [0.9 — 0.4] i¢in

sistemin ¢ozimii
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=
1<
3
N
8
—0.2} 7
£2(t)
—0.4} .
—0.6} .
—0.8} .
-1 i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zaman (1)

Sekil 5.5: g(x(t)) = Z:igﬂ aktivasyon fonksiyonu ve baglangi¢ noktasi z(0) = [0.9 — 0.4] i¢in

sistemin ¢ozimii

1 o . o .. .
P> 5701 olmas1 durumunda asagidaki parametre degerleri ile ndron durumlarinin zamana

gore degisim grafigi Sekil 5.6’da verilmistir.

1/10 1/10
A=B= ,T(t) = cos(t)
3/10 5/10

GOzim (x)

0.6} : :

-0.8 R

0 5 10 15 20 25 30
Zaman (t)

Sekil 5.6: g(z(t)) = tanh(x(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktas1 z(0) = [0.9 — 0.4] i¢in

sistemin ¢ozimii
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Ornek 5.3 : Yapay sinir ag1 sistemi (4.4)’lin ag parametrelerinin asagidaki gibi verildigini

varsayalim :
—3p -2 — —2
—p  —3p 2p —2p
_ 10
01

p pozitif degerler alan reel bir sayidir. A*, A,, B* ve B, matrisleri asagidaki gibi elde edilir :

=5p - 3

p —op 3p p

Burada ||A*||; = ||B*||2 = @ ve ||Asll2 = || B«||2 = 2p olur. Sonug 4.3.1 gésteriyor ki
A2 + [|Aull2 + [IB*l2 + [ B2 = (4 + V26)p < 1

burada p < Jﬂl/% oldugu goriilmektedir. Sonug¢ 5.3’iin kosullarin1 denetlemek icin Teorem

5.2°deki pi, po, q1, ¢ parametreleri p; = py = 25p% ve 1 = ¢q» = 25p* olarak hesaplanur.

Sonug 5.3’1in sonucu bu 6rnege uygulanirsa asagidaki esitsizlik elde edilir :

pi+q =ps+q=50p% <}

Buradan robust kararlilik kosulu p < 1—10 olarak belirlenir. Teorem 5.1°in ag parametreleri

iizerine uyguladig1 kisitlamay1 bulmak icin (C L~! —| A| — | B|) matrisi asagidaki sekilde yazila-
bilir :

1—6a —4a
—4a 1-—6a

(CL™' — |A] - |B|) =

Burada sadece ve sadece a < 1—10 olmasi durumunda matris tekil olmayan M-matris olur. Bu

nedenle, liogp < 4+1/% ise, Teorem 4.2.1°de elde edilen sonug¢ bu Ornege uygulanabilirken,

Sonug 5.3 ve Teorem 5.1’°in sonuglari saglanmaz.

Bu ornek i¢in p < 4+}/% kosulunu saglayan asagidaki sayisal 6rneg8i goz Oniine alalim:
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A—p—| Y5 S0 ,7(t) = cos(t)
1/10  —1/5

Bu 6rnegin farkli aktivasyon fonksiyonlarmin kullanildig1 durumlar i¢in, ayrica kararsiz olma
durumu i¢in Matlab ile yapilan simiilasyon sonuclar1 sirasiyla Sekil 5.7, Sekil 5.8 ve Sekil 5.9

ile verilmistir.

0.8f g
0.6f g
04 | x1(t)
0.2f g

Gozim (x)
o

_0.2} i
_0.4} i
x2(t)

—0.6F . . i

-0.8 R

Zaman (t)

Sekil 5.7: g(x(t)) = tanh(x(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktas1 z(0) = [0.3 — 0.6] i¢in

sistemin ¢ozimii

x1(t)

GOzim (x)
o

x2(t)

Sekil 5.8: g(z(t)) = E:zg;ﬂ aktivasyon fonksiyonu ve baglangi¢ noktast (0) = [0.3 — 0.6] i¢in

sistemin ¢ozimii
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P> g +\1/% olmast durumunda asagidaki parametre degerleri ile néron durumlarinin zamana

gore degisim grafigi Sekil 5.9°da verilmistir.

-2 / 5 1 / 5
A=B-= ,T(t) = cos(t)
2 / 5 2 / 5
1
0.8} J
0.6 J
0.4} 1
£ 02 L .
E  of .
S —0.2} 3
—0.4} 1
06 x2(t) i
—0.8} J
o 5 10 15 20 25 30

Zaman (t)

Sekil 5.9: g(z(t)) = tanh(x(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktasi z(0) = [0.3 — 0.6] i¢in

sistemin ¢ozimii

[k 3 6rnekte noron sayist n=2 olarak alimmustir. Incelenecek diger érneklerde ise n=3 alinarak

elde edilen kogullarin literatiirde elde edilmis olan diger kosullar ile kargilastirmas1 yapilmustir.

Ornek 5.4 : [58]’de verilen Teorem 5.3, S’in pozitif tanimli bir matris olmasini gerektirdigi
icin, oncelikle S’in pozitif tanimli bir matris olmamasi1 durumda Teorem 4.2.3’lin sonuclarinin
saglandig1 bir 6rnek vermekte fayda vardir. Yapay sinir ag1 sistemi (4.5)’in ag parametrelerinin

asagidaki gibi verildigini varsayalim :
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C=C=C=ILm=pup=p=1

a pozitif degerler alan reel bir sayidir. Yukaridaki parametreler icin asagidaki matrisler yazi-

labilir :

A= B* = 0 0 0 7A*:B*: a a a

Teorem 423'te P = I, & = 2r] — PA* — A*TP — ||PA, + ATP||oI — 2||P||(||B*||> +
|| B||2)! i¢in asagidaki sonug elde edilir :

2 —12a 0 0
¢ = 0 2—12a 0
0 0 2—12a

Burada a < % olmast ®’nin pozitif taniml1 olmasim saglar. Boylece, bu 6rnekte S’in poz-
itif taniml1 olmadig1 durumlarda sonuglarin [58]’de elde edilen sonuclara gore daha avantajh

oldugu ispatlanmistir.

Bu 6rnek i¢in p < % kosulunu saglayan asagidaki sayisal drnegi goz Oniine alalim:

1/7 1/7 1/7 11 — 005, T12 = 03, 713 — 0.4
A=DB= ]_/7 1/7 1/7 ) 7'21:0.]_, 7'22:0.5, T23:O.2,
1/7 1/7 1/7 7'3120.07, 7'32:0.04, 7'33:0.9

Bu 6rnege ait noron durumlarinin zamana gore degisim grafikleri Sekil 5.10 ve Sekil 5.11 ile

verilmisgtir.
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0.8} : . i
0.6 b
x3(t)
0.4f .

0.2 i

Gozlim (x)
o

| x2(t)
~0.2 1
—0.4} .
—0.6f 1

x1(t)
—0.8f .

Zaman (1)

Sekil 5.10: g(x(t)) = tanh(x(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktasi

z(0) = [-0.8 — 0.2 0.5] i¢in sistemin ¢dziimii

0.8} , : -
0.6} ,
x3(1)
0.4} .

0.2 i

Gozim (x)
o

-0.2 .
~0.4} .
-0.6} .

x1(t)
-0.8f ,

Zaman (t)

Sekil 5.11: g(z(t)) = E:ZEZ;I} aktivasyon fonksiyonu ve baglangi¢ noktasi 2(0) = [-0.8 — 0.2 0.5]

icin sistemin ¢oziimii

Sistem parametreleri asagidaki sekilde verilmis olsun :

-1/8 0 1/8 1 =0.05, T2=03, 73=04
A=B= 0 1/7 =1/8 |, 71 =01, m2=05 3=02,
1/8 1/8 1/7 ’7‘31:0.07, 7'32:0.04, 7'33:0.9
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0.8 : . 4

0.6 4

0.4 R

0.2 i

Gozlim (x)
o

-0.2 b

~0.4} .

_06} i

-0.8 R

Zaman (1)

Sekil 5.12: g(x(t)) = tanh(x(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktasi

z(0) = [-0.8 — 0.2 0.5] i¢in sistemin ¢dziimii

0.8 : : 4

0.6

0.4 R

x2(t)

Gozim (x)
o

-0.6 b

-0.81 b

Zaman (t)

Sekil 5.13: g(z(t)) = E:ZEZ;I} aktivasyon fonksiyonu ve baglangi¢ noktasi 2(0) = [-0.8 — 0.2 0.5]

icin sistemin ¢oziimii
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Ornek 5.5 : Yapay sinir ag1 sistemi (4.5)’in ag parametrelerinin asagidaki gibi verildigini

varsayalim :
—-a —a —a a a
A= 0 —a 0 VA=1 20 a
—2a 0 —a 0 2a
—a —a —a a a a
B=| -4 —a —a |:-B=|a a a
—a —a —a a a a

a pozitif degerler alan reel bir sayidir. Yukaridaki parametreleri kullanarak asagidaki matrisleri

elde edilir :
0 00 a a a 0 00 a a a
A= a 0 al|l,4=|a a a|B*=|10 0 0|,Bi=1]a a a
—a a 0 a a a 0 0 0 a a a

Teorem 423'te P = I, ® = 2r] — PA* — A*TP — ||PA, + ATP||oI — 2||P||2(||B*||> +

|| Bs||2)I i¢in asagidaki sonug elde edilir :

2—12a —a a
O = —a 2—12a —2a
a —2a 2—12a

a= 3—56 olsun. Bu durumda, ® agagidaki sekli alir

12 -5 5
1
d=2L| -5 12 —10
5 —10 12

® simetrik ve tiim 6zdegerleri pozitif oldugu i¢in,

® pozitif tammmlhidir denilebilir, boylece Teo-

rem 4.2.3’{in kosullarinin saglandig1 gosterilmistir.
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Simdi a = 3—56 oldugunda aym ag parametreleri i¢in Teorem 5.4’{in kosullarin1 kontrol edelim.

Ornekte verilen ag parametreleri icin asagidaki sonug elde edilir :

—2a —3a —3a
S=1| —-3a —2a —4a
—3a —4a —2a

Teorem 5.4’te P =1, Q= 2rl + S — 2||P||2(||B*||2 + || B«||2)L > 01igin

2—8a —3a —3a
Q= —3a 2-—8a —4a
—3a —4a 2 —8a

. . oqe _ 5 . . . .
matrisi elde edilir. a = 3% i¢in, {2 su sekilde olur :

32 —15 —15

1
Q=4 -15 32 —20
~15 —20 32

2’nin determinantinin negatif oldugu kolaylikla goriilmektedir. Bu da 2’nin pozitif tanimli ol-

madig1 anlamina gelir. Bu yiizden Teorem 5.4’{in kosullar1 bu 6rnege uygulanamaz.

Ornek 5.6 : Yapay sinir ag1 sistemi (4.5)’in ag parametrelerinin asagidaki gibi verildigini

varsayalim:
—-a —a —a 3a 3a 3a
A=B=| -3¢ —-a —a |, A=B=1| a 3a 3a |,
—3a —3a —a a a 3a

a pozitif degerler alan reel bir sayidir. Yukaridaki parametreler icin agsagidaki matrisleri yazilabilir:
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a a a 2a 2a 2a 3a 3a 3a

A=B"=| -4 a al|l,AA=B.=1]24 20 2a |, A=B=13a 3¢ 3a

—a —a a 20 2a 2a 3a 3a 3a

Teorem4.2.4’te P = 1,0 = 2r[ — PA* — A*TP—||PA, + AT P||sI —||P||o(|| B| |1 +]||B||o) I

icin

2 —32a 0 0
0 = 0 2 —32a 0
0 0 2 —32a

matrisi elde edilir. Burada a < %6 ise © > (0’dir. Teorem 5.5’in kogullar1 bu ornekte verilen
ag parametreleri i¢in kontrol edildiginde, asagidaki matrisin tekil olmayan M-matris olmasini

gerektirdigi kolaylikla goriilmektedir :

1—6a —6a —6a
I—-A-B=| —6a 1-—6a —6a
—6a —6a 1-—06a

~

Sadece ve sadece a < % olmas1 durumunda I — A — B’nin tekil olmayan M-matris oldugu

1

agiktir. Teorem 4.2.4°te elde ettigimiz kogullarin |3

< a < 55 i¢in saglandigi fakat Teorem

5.5’in sonuglarinin saglanmadig1 goriilmektedir.

Bu 6rnek icin a < %6 kosulunu saglayan asagidaki sayisal 6rnegi goz Oniine alalim:

/17 2/17 2/17 | 713 =01, 712 =0.03, T43=0.7
A=B=| -1/17 0  1/17 |, 75 =04, 7 =008, 73 =02,
—2/17 —1/17 1/17 | 731 =0.05, 732 =0.09, 735 = 0.6
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=3

IS

3

Eg) x2(t)
-0.2 R
-0.41 B
-0.6 R
-0.81 1

-1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman (t)

Sekil 5.14: g(z(t)) = tanh(x(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktas1 z(0) = [0.4 — 0.2 0.9]

icin sistemin ¢Oziimii

081 3y ' ‘ 1

06f ]
04K :

0.2 i
x1(t
0 .

x2(t)
-0.2 b

Gozim (x)

-0.4rf b

-0.6 b

-0.8 b

Zaman (t)

Sekil 5.15: g(z(t)) = % aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢c noktast (0) = [0.4 — 0.2 0.9] i¢in

sistemin ¢ozimii

Simdi sistem parametreleri asagidaki sekilde verilmis olsun :

~1/18 1/6 0 ™ =01, 712=0.03, 73=07
A=B=| —1/9 1/9 1/9 |. 7 =04, 7 =008, 753=0.2,
—1/18 0 1/18 731 — 005, T32 — 009, 733 — 06
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0.8 , : |
0.6 B
04K X3(1) 1
02t |

Gozlim (x)
o

x2(t)
-0.2 i

-0.4} .
_06} i

-0.8f b

Zaman (1)

Sekil 5.16: g(x(t)) = tanh(z(t)) aktivasyon fonksiyonu ve baglangi¢ noktasi z(0) = [0.4 — 0.2 0.9]

icin sistemin ¢Oziimii

081\ xa()
0.6 .

0.4 4

021 x1(t 1

GOozim (x)
o

x2(t)

-0.41 R
—0.6} . . o

-0.8 b

Zaman (t)

Sekil 5.17: g(z(t)) = % aktivasyon fonksiyonu ve baslangi¢ noktast z(0) = [0.4 — 0.2 0.9] i¢in

e~ * 1

sistemin ¢ozimii

Son olarak Teorem 5.6’ nin, Teorem 4.2.3’iin 6zel bir durumu oldugunu gosterecegiz.
||PA, + AT P||,<2]||P||2||A||]2 oldugu i¢in ® > W olur, boylece Teorem 5.6'nin, Teorem

4.2.3’{in 6zel bir durumu oldugu gosterilmistir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda Hopfield tipi ayrik zaman gecikmeli siirekli-zamanli ve ¢oklu zaman gecik-
meli yapay sinir ag1 modellerinin denge noktasinin varligini, tekligini ve global asimtotik karar-
lihigim saglayan yeni yeterli kosullar sunulmustur. Incelenen yapay sinir ag1 modelinin sistem
parametreleri ile bazi sabit de8erli parametreler arasinda bir iligki kurulmustur. Diger bir deyisle
sistem parametrelerindeki degisimlerin denge noktasinin dinamik davranigi tizerindeki etkileri
g0z Onilinde bulundurularak kosullar elde edilmistir. Boylece sistemin robust kararli olmasi

saglanmisgtir.

Kararlilik kogullarin elde edilmesi asamasinda oncelikle denge noktasinin varlii ve tek-
ligi ispatlanmis, daha sonra kararlilik analizi gerceklestirilmistir. Denge noktasinin varlig1 ve
tekliginin ispati1 sirasinda elde edilen kosullarin, sistemin kararlili§ini garantileyecegi soylene-
mez. Ayni sekilde sistemin kararlilig1 icin elde edilen kogullarla, tek bir denge noktasinin varli g1
garanti edilemez. Fakat bu tezde elde edilen kosullar ayn1 anda hem denge noktasinin varlig1 ve

tekligini hem de global asimtotik kararliligini saglamaktadir.

Literatiirde gecikmeli Hopfield tipi yapay sinir ag1 modellerinin denge noktasinin varligi, tekligi
ve global asimtotik kararlilig1 ile ilgili bir¢ok caligma bulunmaktadir. Bu caligmalarda farkh
yapilarda aktivasyon fonksiyonlar1 kullanilarak kararlilik kosullar1 elde edilmistir. Bu tez kap-

samindaki caligmalarda da 2 farkli aktivasyon fonksiyonu kullanilmustir.

Incelenen yapay sinir ag1 modeli gecikme parametresi de icerdiginden, yapilan analizlerde
gecikme parametresinin kararlilik kosullar lizerindeki etkileri de incelenmistir. Gecikmenin

sabit oldugu ya da zamanla degistigi durumlarda elde edilen kararlilik kosullar1 gecikme para-

metrelerinden bagimsiz olarak ifade edilebilmiglerdir.

Literatiirde daha once elde edilmis olan sonuglarla karsilastirildiginda elde edilen kararhilik
sonuglarmin test edilmesi daha kolaydir. Elde edilen sonuglarin kolayca test edilebildigini ve
genig bir yapay sinir ag1 modeline uyarlanabilecegini gostermek agisindan, 5. boliimde hem

farkli aktivasyon fonksiyonlarinin hem de farkli gecikme parametrelerinin kullanildig1 sayisal
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ornekler bu tezde verilmistir. Bu 6rnekler literatiirde elde edilmis olan sonuclarla karsilastiril-
diginda elde edilen sonuglarin baz1 durumlarda daha iyi sonug verdigi goriilmiistiir. Ayrica elde

edilen sonuglarin yorumlanmasina yardime1 olacak simiilasyonlar da yapilmasgtir.

Gecikmeli Hopfield yapay sinir ag1 modellerinin optimizasyon problemlerinin ¢6ziimiinde, ¢ag-
ristmh bellek tasariminda, bazi isaret ve bilgi isleme problemlerinin ¢6ziimiinde yaygin olarak
kullanildig1 bilinmektedir. Bu alanda yapilabilecek olan ¢aligmalarda iki temel kavram 6nemli
rol oynayacaktir. Bunlardan birincisi, yapay sinir ag1 modellerinde kullanilan aktivasyon fonksi-
yonlarmin karakteristigidir. Literatiirde yapilmig olan hemen biitiin ¢alismalarda aktivasyon
fonksiyonlarmin siirekli oldugu varsayilmigtir. Ancak, aktivasyon fonksiyonlarinin siireksiz
olmas1 durumunda analizlerin bundan nasil etkilenecegi yanit bekleyen bir sorudur. Diger bir
nokta ise kararlilik analizi icin uygun Lyapunov fonksiyonlarinin arastirilmasidir. Bu iki konuda
olusabilecek teorik gelismeler yapay sinir aglarmin kararlilik analizinde onemli rol oynaya-

caktir.
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