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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiillmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu c¢alismanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularn,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini ve
alint1 yapilan calismalara atfedildigine beyan ederim.
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Bu ¢aligmada, oncelikle tam sayilarin genel 6zellikleri verilerek bu sayilarin
alt kiimesi olan asal sayilarin 6zellikleri incelendi. Daha sonra, bilinen bazi 6zel asal
sayilara deginilerek literatiirde, asal say1 bulmada kullanilan asallik testleri incelendi.
Bu calismada yeni bir asal sayr bulma yontemi Verilerek bu yontem iizerinde
calisildi ve miikemmel giivenli asal say1 dizisi tanimlandi. Bu olusturulan yeni dizi
sifreleme yontemlerinden biri olan RSA siflereme yonteminde kullanildi.
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In this study, firstly general properties of integers are given. The properties
of the prime numbers, which are the subset of integers, were examined. Later, some
known special prime numbers are mentioned. In the literature, primality tests, which
were created to find prime numbers, were examined. A new prime number finding
method was studied and a perfectly safe prime number sequence was defined. This
new sequence was used in the RSA encryption method.
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1.GIRIS

11 Tarihge

M.O. 300 ile M.O. 500 yillarinda Pisagor ve ogrencileri asal sayilar ile ilgili bazi
calismalar yapmuslardir. Bu ¢alismalardan biri, miikkemmel sayilardir. n, pozitif bir tamsay1
iken, kendisi hari¢ pozitif tam bdlenlerinin toplami, n sayisina esit olan n sayisina milkemmel
say1 denir (O’Connor ve Robertson 2019). M.O. 300 yillarinda yaymlanan, Euclid’in
“Elements” adli kitabinin X boliimiinde, sonsuz sayida asal say1 oldugu ispatlanmistir ve yine
bu kaynakta aritmetigin temel teoreminin ispati da yapilmistir. Aritmetigin temel teoremi, her
tam sayinin asal sayilarin ¢arpimi olarak tek tiirlii yazilabilecegini ifade eder. Ayrica, Euclid
“Elements” adli bu kitabinda miilkemmel sayilardan yararlanarak, Mersenne asallarini
tammlamustir. Herhangi bir p asal sayisi i¢in, M, = 2P — 1 bigiminde tanimlanan sayilara
Mersenne sayilari olarak isim verilmistir. Her Mersenne sayisi asal say1 degildir. Bir Mersenne
sayisinin asal sayt olup olmadigini belirlemek i¢in bazi testler uygulanir ki bunlarda biri de

Lucas-Lehmer testidir (Yerlikaya ve Kara 2017).

Gegmisten giinimiize kadar, asal sayilari bulabilmek igin, bircok test ve yontemler
gelistirilmis ve bunlar iizerinde calismalar yapilmistir. Mesela, M.O. 200 yillarinda
Eratosthenes, 1 ilen? sayilari arasinda kalan asal sayilarin bulunabilmesini saglayan
Eratosthenes kalburunu olusturmustur. Bu yontemle, ¢ok biiyiikk olmayan iki tam sayi
arasindaki asal sayilar1 bulmak kolaydir. Fakat sayilar biiyiidiikkge Eratosthenes kalburunu
uygulamak zor olacaktir (Erdogan ve Yilmaz 2008). Daha biiyiik tam sayilarin asal say1 olup
olmadigin1 anlamak i¢in asallik testleri nin gelistirilmesi gerekmektedir. Literatiirde bilinen
asalik testleri, iki gruba ayrilir: Kesin asallik testleri ve olasi asallik testleri. Kesin asallik testleri
yardimiyla, bir saymin asal olup olmadigimi kesin olarak belirlemek miimkiindiir. Bu test,
sayilarin ¢arpanlarina ayrilmasmi kullanir ve biiyiik sayilar i¢in uygulanirken ¢ok zaman
gerektirdiginden pratik degildir. Olasi asallik testlerinde ise, asal say1 bulmak i¢in n bitlik
rastsal bir say1 elde edilerek, bu sayiya olas1 asallik testleri uygulanir. Test sonuglarina gore,

27100 den daha diisiik bir hata payi ile saymin asal olup olmadig1 belirlenebilir. Olas1 asallik



testleri, kesin asallik testlerine gore daha hizli oldugundan biiyiik sayilar i¢in daha ¢ok tercih
edilir (Yerlikaya ve Kara 2017).

17.yy basinda, Fermat 22" 4 1 seklindeki biitiin sayilarin, asal say1 oldugunu iddia
etmistir. Fakat n yerine 5 yazildiginda, elde edilen 232 + 1 sayis1 641 ile bdliindiigii icin, bu
iddia yanhistir. 22" + 1 formiiliinden bulunan sayilara ise Fermat sayisi adi verilir (O’Connor
ve Robertson 2019). 18.yy. Christian Goldbach, her tek dogal n = 9 sayisinin {i¢ tane tek asal
sayinin toplami olarak yazilabilecegini ifade etmistir. Leonard Euler bu saniy1 iki kisima ayirip,
bugiinkii bilinen haline getirmistir (Ozgii. 2002). Yani, n > 4 olan her ¢ift dogal sayzs1, iki asal
saymin toplami olarak yazilabilir
(Binary Goldbach Conjecture). Ornegin, 6 =3+3,8=3+5,10=3+7 =5+ 5, ... gibi.
Her tek sayi, ii¢ asal saymin toplamidir (Ternary Goldbach Conjecture). Ornegin,
9=3+4+3+4+3,11=34+3+4+5,13=34+34+7=3+5+5,...

1792 yilinda, heniiz 15 yasindayken Carl Friedrich Gauss, belirli bir n sayisindan kiiglik

olan asal sayilarin sayisin1 tahmin etmek igin yeni bir formiil vermistir. Bu formiil, mw(n)~ ﬁ

formiili, asal say1 teoremi olarak bilinmektedir. Asal say1 teoremi, asal sayma fonksiyonu m(n)
icin asimptotik bir form vermektedir ve bu teoreme gore, n tamsayisindan daha az miktarda asal

n
Inn+B

formiiliinii vermistir. Burada kullanilan B harfi, Legendre sabiti olarak bilinir (Weisstein). Asal

say1 vardir. 1808 yilinda Legendre, n tamsayisi i¢in B = —1.08366 olacak sekilde, w(n)~

sayilar incelenen aralikta belirli bir kurala gore siralanmamaktadir ve istelik tam sayilar
biiylidilkge s6z konusu olan aralikta asal sayilarin sikliklar1 azalmaktadir. Asal sayilarin
sikliklarin1 belirlemek i¢in, 19.yy ortasinda Bernhard Riemann tarafindan, Riemann Zeta
fonksiyonu hipotezi ortaya atilmistir. Bu hipoteze gore, Riemann-Zeta fonksiyonunun sifir
degerini aldig1 noktalar, asal sayilarin bulunus sikliklarini belirlemek i¢in kullanilir. s # 1 olmak

iizere, s karmasik say1 olmak iizere,

1 1 1 1
((S)=1+F+¥+E+‘“= E

n=1
Fonksiyonu, Riemann Zeta fonksiyonu olarak bilinir. Riemann hipotezine gore, {(s) =0
denkleminin tiim ¢oziimleri, bir dogru iizerinde yer almaktadir. Daha kisa bir soyleyisle, bu
denklemin tim karmasik sayr ¢Oziimlerinin gergel kisimlarmm 1/2 oldugu tahmin edilir

(O’Connor ve Robertson 2019).


http://mathworld.wolfram.com/PrimeCountingFunction.html
http://mathworld.wolfram.com/LegendresConstant.html

p asal sayist i¢in, (p — 1)! = —1(mod p) denkligi saglaniyorsa bu sayilara Wilson asal sayisi
denir. 1953 yilinda Goldberg, 1988 yilinda E.H. Pearson, K.E. Kloss, W. Keller, H. Dubner ve
Gonter ile Kundert, 1997 de Crandall, Dilcher ile Pomerance adli i yazarlar, Wilson asallari
iizerinde c¢aligmalar yapmiglardir. Wilson asal sayilarinin sonlu veya sonsuz sayida olup
olmadigi halen ¢alisma konusudur. C,, = n.2™ + 1 tipindeki sayilar ise, Cullen asallari olarak
bilinir. Robinson, Keller, J. Young Cullen [3] asal sayilar ile ilgili baz1 temel ¢alismalar
yapmuslardir. Bertrand 1n asal sayilar ile ilgili varsayimi ise soyledir:

her x = 1igin, x < p < 2x araliginda en az bir asal say1 oldugudur. 1919 yilinda, Ramanujan
bu varsayimin ispatin1 yapmistir (Sondow, 2009). Ramanujan 1n verdigi asal sayilardan bazilari
ise soyledir; 2,11,17,29,41,47,59,67,71,97 ... Fermat in verdigi son teoreme gore ise,
herhangi  x,yvez pozitif tamsayilar1 i¢in, n > 2iken x™ + y™ = z" esitliginin
saglanamayacag ifade edilir. Sophie Germain ise 1823 yilinda, Fermat in son teoremini Sophie
asallar1 i¢in ispatlamistir. Yani, p Sophie Germain asali ise, x? + yP = zP esitligini saglayan

sifirdan farkli ve p nin katlar1 olmayan x, y, z tamsayilar1 yoktur (Wells 2005).

Asal sayilar ge¢miste ve gliniimiizde Kriptografi alaninda sifreli mesaj gondermek igin
de kullanilmaktadir. Kriptografide, her kullanicinin sifreleme ve desifreleme yapmak igin bir
acik, bir de gizli olmak iizere iki farkli anahtar1 vardir. Ag¢ik anahtar herkese agiktir ve isteyen
herkes gorebilir. Gizli anahtar ise sakli tutulur, sahibinden bagka herhangi biri tarafindan
bilinmemelidir. Sifreleme agik anahtar ile yapilirken sifre ¢6ziimii ise gizli anahtarla yapilir. Bu
sifreleme anahtarlar1 ikili olarak kullanilir ve birinin sifreledigi bilgiyi diger anahtar
¢ozmektedir. Giiniimiizde en ¢ok bilinen ve kullanilan sifreleme yontemi, agik anahtarli
sifreleme yontemi olan RSA sifreleme yontemidir. Bu sistemin adi, 1978 yilinda Ron Rivest,
Adi Shamir ve Leonard Adlemen isimlerindeki bilim insanlarinin soyadlarini tasir yani
tamsayilar1 carpanlarina ayirma c¢aligmalari sonrasinda yonteme bu isim verilmistir (Akbar
2015). Baska bir agik anahtarli sifreleme yontemi ise Rabin sifreleme teknigidir. Rabin
sifreleme yontemi, Michael Rabin tarafindan, 1979 senesinde bulunan bir kripto sistemdir. Bu
kriptosistem, asimetrik sifreleme teknigine dayanir. RSA yonteminin bir farli tipi olan Rabin
kriptosistemi, RSA da oldugu gibi bilesik sayilarin ¢arpanlara ayrilma zorlugundan yararlanir

(Rabin 1979).



1.2 Genel Tanim ve Kavramlar

Tanmm 1.2.1 m,n € Z, n # 0 icin m = k.n esitligini saglayan bir k tamsayis1 varsa Veya%

bir tamsay1 ise, n sayist m’yi boler denir. Bu durum n|m seklinde gosterilmektedir (Giirlii
2015).
Onerme 1.2.2 a,b,c tamsayilar olmak iizere, béliinebilme hakkinda, asagidaki ifadeler

dogrudur (Giirlii 2015);

1. aladir.

2. albve b|c ise alc dir.

3. albveb # 0ise, |a|l < |b] dir.

4. albvealc ise,Vx,y € Z a|bx + cy dir.
5. albvea|(b * ¢) ise, a|c dir.

6. a|bvebl|a ise, |al=|b| dir.
7. albveb # 0 ise,~|b dir.

8. a|bve c # 0 olmasi i¢in, yeter ve gerek sart ac|bc olmasidir.

Ispat. Yukarida verilen 6nermenin bazilari igin ispat asagida verildi.

2. alb ve b|c ise b = a.m ve ¢ = b.n olacak sekilde m,n € Z i¢in vardir. Burada, b = a.m

esitliginden yararlanarak ¢ = a.m.n yazilabilir yani, a|c dir.

4. albvealc ise b =k,.a ve c =k,.a olacak sekilde kq,k, € Z vardir. Dolayisiyla,
ki,k, €Z x,y € Z igin bx + cy = ky.a.x + k,.a.y yazilabilir. Bu durumda, a|bx + cy

olur.



5 albveal|(bxc)olur.b =ky.ave (b+c)=k,.a olacak sekilde ky,k, € Z vardir
(Sondow 2009). Buradan,

tc=k,,a—b=ky,.a—ky.a=a.(k, —ky), ki, k, € Z oldugundan a|c olur.
8. a#0vec+#0 ©a.c#0dwr. b=k.a & b.c = k.a.colacak sekilde 3k € Z
vardir. O zaman, ac|bc olur (Giirli 2015).

Tamim 1.2.3 b ve c iki tamsay1 olsun. Eger, a # 0 tamsayisi i¢in a|b ve a|c kosullari
saglaniyor ise, a ya, b ve ¢ tamsayilarinin bir ortak béleni denir. Ortak bdlenlerin en biiyiigiine,

en biiyiik ortak bélen denir ve (b, ¢) ile gosterilir (Yelkenkaya 2014).

Tamm 1.2.4 b ve c iki tamsay1 olsun. Eger, a # 0 tamsayi, b|a ve c|a kosullarini sagliyor
ise, a sayisina b ve ¢ tamsayilarinin bir ortak kati denir. Ortak katlarin en kiigiigiine, en kiigiik
ortak kati denir ve [b, c] ile gosterilir (Yelkenkaya 2014). Ayrica; [b, c](b, ¢) = a. b oldugu da
bilinir.

Simdi, asagida bazi1 boliinebilme testlerini verecegiz.

Boliinebilme Testleri. Boliinebilme testleri, asal sayilari tespit etmek igin biiyiikk 6nem tasir.
Bir tam sayinin ¢arpanlarini bulmak i¢in, dncelikle boliinebilme testlerine bakilmaktadir. Bu
boliimde, bazi sayilarla boliinebilme testleri verilmistir. Boliinebilme testlerini uygulayarak,
asal sayilar1 tespit etmek kolay gibi goziikse de, tam sayilar biiytlidiik¢e bu testleri uygulamak

zorlagir. Daha sonraki boliimlerde ise, bu konuya deginilecektir.

Kongriianslar kullanilarak, onluk tabanda verilen tam sayilar i¢in bdliinebilme kurallar
olusturulabilir. Burada, 0 < a; < 9i¢inj = 0,1, -+, k olacak sekilde, n = (ayax—1 - a1a¢)10
tamsayisi

n = a,10% + a;,_,10%" + -+ 4+ a;10* + a,10°
yazilabilir. Buna bir 6rnek vermek gerekirse, ay = 3,a; = 2,a, = 5 sayilari i¢in n= (523);,

sayisi, n = 5.10% + 2.10* + 3 yazilir.
2 nin Kuvvetleri ile Boliinebilme. 10 = 0(mod?2) esitligini kullanarak, her pozitif j tamsayis1
icin, 10/ = 0(mod2/) yazilabildiginden

n = (ag)10(mod2)

n = (a1a9)10(mod2?)



n = (a,a,a9)10(mod2?)

n= (aj_laj_Z alao)lo(mOdzj)

olur. Buna gore, herhangi bir n tamsayinin 2 ile boliinebilmesi i¢in, son basamaginin 2 ile
boliinebilmesi gerekmektedir. Benzer sekilde, n tam sayisinin 4 sayisi ile boliinmesi igin ise,
son iki basamaginin 4 ile boliinebilmesi ve genel olarak n sayisinin 2/ ile béliinebilmesi icin

de, son j basamaginin 2/ ile boliinmesi gerekmektedir.

Ornegin, n = 32688048 sayisini ele alalim. 2|8 oldugundan 2|n olur. 22|48 oldugundan
22|n ve benzer olarak 23048 oldugundan 23|n dir. Fakat, 2* } 88048 oldugundan 2* } n dir.

5 in Kuvvetleri ile Boliinebilme. 10 = 0 (mod 5) esitliginden, her pozitif j tamsayisi i¢in
10/ = 0(mod 5%) olur. Yani,

son j basamak 5/ ile boliinebiliyor ise, verilen n tamsayis1 57 ile tam boliiniir demektir.

Ornegin, n = 15535375 sayisii alalim. 5|5 oldugundan 5|n dir. 52|75 oldugundan 52|n dir.
Fakat 5* + 5375 oldugundan 5% t n dir.

3 ve 9 ile Boliinebilme. 10 = 1 (mod 3)ve 10 = 1 (mod 9) denkliginden yararlanarak, ve

n = (QgAp_1 *** A100)10 = Ax10% + ap_;10%71 + .- + a,; 10 + a,10° esitligi kullanilarak
n = (agQyg_1 - A109)10 = Ax+ax_1 + -+ ay + a, (mod 3)
n= (akak_1 a1a0)10 = ak+ak_1 + -+ aq + (oA (mOd 9)

olur. Yani, n tamsayisinin 3 ve 9 ile boliinebilmesi igin, bu tamsayisinin basamaklarindaki

sayilarin toplaminin 3 ve 9 ile tam boliinebilmesi gerekmektedir.
Ornegin,

n = 4127835 sayisinin basamaklarindaki sayilarin toplam 4+1+2+7+8+3+5 =30
olup, 3|30 oldugundan 3|n dir. 9 t 30 oldugundan 9 t n olur.

11 ile Boliinebilme. 10 = —1(mod11) oldugundan



n = (agag_q " A100)10 = ax10% + a1 10571 + - + a; 10" + a10° esitligi
n=a(—Df+ a1 (DT + -+ a; (-1 + ag(—1)°(mod11)
olarak yazilabilir. (aa_q1 **- a1a0)10 sayisinin 11 ile boliinebilmesi igin gerek ve yeter sart;

—a; + ay — -+ (—1)*a; toplammin 11 ile boliinebilmesidir. Buna gére, n tamsayisinin
basamaklarindaki rakamlarin ard arda toplam ve farklarindan olustugu goriilmektedir.
Ormegin, 11]|723160823 dogrudur. Ciinkii, basamaklarindaki sayilar ard arda toplanir ve
cikarilirsa; 3—24+8—-04+6—-1+3—-24+7=22 olup, bu say111 ile tam boliniir.
Dolayisiyla, 723160823 sayist 11 ile tam boliiniir.

7,11 ve 13 Sayilarina Aym Anda Boéliinebilme.

7.11.13 = 1001 ve 103 = 1000 = —1(mod1001) oldugundan

n = (agay_q - A100)10 = ar10% + ap_110%71 + -+ a; 10 + a,10°

n = (ap + 10a; + 100a,) + 1000(az + 10a, + 100as) + -+ +(1000)*(aj_, + 10a,_, + 100ay)
n = (100a, + 10a, + ay) — (100as + 10a, + az) — -+ + (100a;, + 10a,_, + ax_»)

n = (a2a1a0)10 — (asasa3)10 + (agaz;ag)1o — -+ (1001)

yazilabilir. Dolayisiyla, bir sayimnin 7, 11 ve 13 ile bdliinebilmesi i¢in, sayinin basamaklari tiglii
bloklar halinde bir toplam, bir fark seklinde diizenlenir. Bu toplamin, 7,11ve 13 ile

boliinebilecegi sdylenebilir. Clinki, bu asal sayilarin {igiide 1001 in bolenleridir.

Ornek. n = 59358208 olsun. Bu sayinin basamaklarmin iiglii bloklar seklinde bir toplam bir
farktan olusan ifadesi, 208 — 358 + 059 = —91 dir.

71(=91), 13| (—91) oldugundan, n tamsayist 7 ve 13 ile boliinebilir olmasina ragmen
11 4 (—91) oldugundan 11 ile béliinemez (Altindis 1999).

Simdi de asagida asal sayilar ile ilgili bazi temel bilgileri verelim.

Tanim 1.25 ---—3,-2,-1,0,1, 2,3 sayilarindan olusan say1 dizisine, tamsayilar dizisi

denir ve Z sembolii ile gosterilir.

Tamim 1.2.6 p bir tamsayi ve p > 1 olsun. Eger, 1|p ve p|p ise, yani p sayisinin 1ve p den

baska bir boleni yok ise, p sayisina asal say1 denir (Asar ve dig. 2009).



Tanim 1.2.7 a > 1ve b > 1 olan iki tamsay1 olsun. a.b = n olarak yazilan n tamsayisina

bilesik say1 denir.

Teorem 1.2.8 Vn > 1 tamsayisi ya asaldir ya da sonlu sayida asal sayilarin ¢arpimi olarak
yazilabilir (Asar ve dig. 2009).

Ispat. n = 2 i¢in iddia saglanir. Ciinkii, 2 sayis1 asal sayidur.

O zaman, iddian > 2 ve 2 < k < n olan k tamsayilar1 i¢in dogru olsun.

Eger n asal say1 ise, bu hipotez dogrudur. Eger, n asal say1 degil ise, oyle 1 < n;,n, <n
vardir ki, n = n;.n, olur. Timevarim hipotezinden dolay1

P, P2 Ps V& q1,G2,+*,q; asal sayllars > 0ve t > 0

olur. Bu durumda,

Ny = p1P2 " Ps VE Ny = 192 - q¢

olarak yazilabilir. Bu degerler yerine konursa

n = (pip2 - Ps)(q192 " q¢)
olup ispat tamamlanmis olur (Asar ve dig. 2009).

Teorem 1.2.9 (Aritmetigin Temel Teoremi) n,n > 1 olan, bir tamsay1 olsun.
O zaman, r = 1 tamsay1 ve Oyle py, py, -+, by asal sayilar vardir ki, n = pyp, -+ p,- dir ve bu
gOsterim, ¢arpanlarin yer degistirmesi farkiyla tektir (Asar ve dig. 2009).

Ispat. Bir 6nceki teoremden dolayi, r > 1 tamsay1 ve py, p,, -+, Py asal sayilar olmak iizere
n = pyp, -+ py dir. Varsayalim ki, n nin bu bigimde ikinci bir gosterimi de s > 1 tamsayisi
i¢in q4, q5, ***, qs asal sayilar olmak iizere, n = q,q, *** g5 olsun. O zaman,

P1P2 " Pr = 4192 """ (s
dir.(r < s ahnabilir) (Asar ve dig. 2009).
1<j <n igin, py|q;dir. q; asal oldugundan p; = q; dir. Esitligin iki tarafi igin j =1
oldugunu varsayalim. Buradan p; = qolur. Esitligin iki tarafi p, ile boliiniirse, p,ps -+ p, =

q2qs3 - qs elde edilir. Boyle devam edilirse r. adimdan sonra, p; = qq,**,p = q, Ve 1 =

qr+1 g Olur. Buradan, s > 1 ise g¢|1 olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla,
r=SVep; =qq, ", Ps = qs olmalidir.

Tanmm 1.2.10 n, pozitif bir tamsay1 olsun. n sayisinin kendisi harig, pozitif tam boélenlerinin

toplami, n sayisina esit ise, n sayisina mitkemmel say1 denir (Gerstien 2012). Bir n pozitif



tam say1sinin tiim pozitif bolenlerinin toplami o(n) = ¥, m ile gosterilir. Eger a(n) = 2n
ise, n miikkemmel say1 olur. Ornegin,

0(6)=1+2+3+6=12
olup ve 6 mitkkemmel bir sayidir.

Teorem 1.2.11 Eger (m, n) = 1 olacak sekilde m ve n tamsayilar1 var ise,
o(mn) = a(m)a(n)

olur.

ispat. o(mn) = Zd|mn d= 2d1|m dy|n did, = (2d1|m dl)(2d2|n dZ) = o(m)a(n) dir.

Teorem 1.2.12 2P~1 sayismnin asal say1 olmast icin gerek ve yeter sart 2P~1(2P — 1) sayist

miikemmel bir say1 olmasidir.

Ispat. (=): 2P~1(2P — 1) = n olsun ve 2P — 1 sayisin1 asal say1 kabul edelim.
(2P~1,2P — 1) = 1 oldugundan,
o(n) =P No(2P —1) = (1 +2+22 + -+ 22" (14 (2P = 1)) = (2° — 1)2P = 2n

O halde, n mitkemmel say1 olur.

(&):n = 2P71(2P — 1) miikemmel say1 olsun.

p > 1 Ve q tek say1 olacak sekilde n sayis1, n = 2P~1. g olarak yazilabilir. Béylece, 2Pq =
2n=o0(n) = (2P Ha(q) = (2P — 1)0(q) yazilir. Bundan dolay1, 2P~ 1|q ve q =

(2P — 1)s, 3s € Z yazilabilir. 6(q) = 2Ps olur. Oyle ki s ve q , g nun 2 farkli bélenidir.

q +s = 2Ps = g(q) dur. g nun s ve q dan baska béleni yoktur. O zaman, s = 1 ve q asal

sayidir. Yani, 2P~1 asal sayidir (Travaglini 2014).

Riemann-Zeta Hipotezi. Tamsayilar bilyiidiikge asal sayilarin sikliklar1 azalir. Yani, asal
sayilarin reel eksende goriilmesinin belirli bir diizeni yoktur. Bundan dolayi, asal sayilarin
yogunluklarini hesaplamak i¢in, 19.yiizy1lda Bernhard Riemann tarafindan, Riemann Zeta
fonksiyonu hipotezi ortaya atilmistir. Riemann, asal sayilarin yogunluklarini incelerken, Euler
in Zeta fonksiyonunu genisletmistir. Bu hipoteze gore, Riemann-Zeta fonksiyonunun sifir
degerini aldig1 noktalar, asal sayilarin bulunug sikliklarini belirlemek i¢in kullanilmastir.

s # 1 olmak iizere, tiim s karmasik sayilar1 i¢in



1 1 1 1
Z(S)—1+§+§+E+ F

n=1

fonksiyonu, Riemann Zeta fonksiyonu olarak adlandirilir. Riemann hipotezine gore, {(s) = 0

denkleminin tiim ¢éziimleri bir dogru {izerinde yer almaktadir .

Asal Say1 Teoremi. Carl Friedrich Gauss, bir n sayisindan kiigiik asal sayilarin adedini tahmin
etmek i¢in, n(n)~% formiiliinii  kullanmistir. Bu formiil asal sayr teoremi olarak
bilinmektedir. Asal say1 teoremi, asal sayma fonksiyonu m(n) igin asimptotik bir form

vermektedir ve bu teorem, n tamsayisindan daha kiigiik asal say1 adedini géstermektedir. 1808

yilinda, Legendre bﬁyﬁk n sayilari i¢in, Legendre sabiti olarak bilinen B = —1.08366 olacak

, Carl Friedrich Gauss, n(n)~—n

Onermesini gehstlrdl ve m(n)~Li(n) benzerligini yazdi. Burada,

n
) dx
Li(n) = ,l-_lnx
2

logaritmik integral denklemidir. Li(n) asimptotik serilerinin degerleri sonsuzdur. Yani,

Li(n)~ Z kin n 4 2n 4
Hn (lnn)"’r1 lnn (Inn)2  (Inn)3

dir. Burada, bu serinin ilk ii¢ terimi almanin, sadece ﬁ den daha iyi bir yaklasim oldugu

gosterilmistir (Derbyshire 2004).

n(n)
175
150
125
100

75
50
25

200 400 600 800 100012001400
Sekil 1.1 Asal say1 teoremi grafigi
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Li(n) = fznli—i ifadesi, n < 1000 i¢in bir m(n) (alt egri) ve Li(n) grafigi gosterilmistir ve n
nin bazi degerleri igin kontrol edilmistir. Her zaman m(n) < Li(n) bagntis1 dogrulugu
anlasilmistir. Bu iddia, Littlewood tarafindan esitsizligin yeterince biiyiik n degeri i¢in, sonsuza
gidildikge tersine dondiigii ispatlanmistir (Havil, 2017). Skewes, m(n) — Li(n) = 0 esitliginin,

34
skewes sayisi olarak bilinen 100" sayidan Once gergeklestigini gosterdi. Daha sonra bu iist

0371

smir 1 indirgendi. 1966 tarihinde, Lehman 1166 veya 1167 ondalik basamakli sayilarda en

az 10599 i¢in gergeklestigini ispatladi ve Chebyshev oranini kisitladi.

7 9
s S <3

esitligini ispatlamistir ve biiylik n sayilar1 i¢in bu esitsizliginin dogrulugunu ispatladi.
Burada,

0.89Li(n) < m(n) < 1.11Li(n)

esitsizligi de yazilabilir. Ayrica, Li(n) nin logaritmik integraldir ve

n(n)
0.92 < —= < 1.05
Inn
esitsizligi yazilabilir. Buradan,
()
=1
Inn

dir (Weisstein).

Asagidaki tabloda asal say1 teoremi ile ilgili bazi karsilagtirilmalar yapilmistir:
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n n(n) @ n
n Inn
10 4 0.400 0.921
100 25 0.250 1.151
1000 168 0.168 1.161
10000 1229 0.123 1.132
100000 1592 0.096 1.105
1000000 78418 0.078 1.084
10000000 664579 0.066 1.071
100000000 5781455 0.058 1.061
1000000000 50847534 0.051 1.053
100000000000 4118054813 0.041 1.038
1000000000000 37607912018 0.038 1.050
10000000000000 346065536839 0.035 1.048
100000000000000 3204941750802 0.032 1.032
1000000000000000 | 29844570422669 0.030 1.036
10000000000000000 | 279238341033925 0.028 1030
100000000000000000 | 2623557157654233 0.026 1.018

Tablo 1.1 Bazi sayilar igin Asal Say1 Teoreminin sonuglari.

12




Teorem 1.2.15 (Euclid Teoremi) Sonsuz tane asal say1 vardir. Yani 2,3,5,7,-+ asal sayilar

sonsuzdur.
Ispat. Varsayalim ki p;, p,, -+, p, T tane asal say1 olsun.

n =1+ (p1p203 - Pr)

olarak alalim. n say1s1 p; veya p, veya -+ p, sayilarin1 bolmemektedir. Bundan dolayi, dyle bir
p asal sayis1 vardir ki p|n dir. n sayisi, asal sayidir ya da asal garpani p dir. Bu da p nin
P1,P2, -, Py den farkli bir asal say1 oldugu anlamina gelmektedir. O zaman p|p.p, - pr

olmalidir. Fakat p 4 1dir. Dolayisiyla, asal sayilar sonsuz tanedir (Zuckerman ve dig. 1991).

Teorem 1.2.16 (Euler Teoremi) n tamsayisini gegmeyen ve n tamsayisi ile aralarinda asal
olan herhangi pozitif tamsayilarinin sayist ¢@(n) sembolii ile gosterilir. Buna Euler ¢

fonksiyonu denir. Egern > 1 ve (a,n) = 1 ise a®™ = 1(mod n) dir (Yelkenkaya 2014).

Teorem 1.2.17 (Fermat Teoremi) Euler teoreminin 6zel bir hali olan bu teorem 17. yy da

Fermat tarafindan bulunmustur. Fermat teoremine gore;
p, p t a bir asal say1 olsun. Bu durumda

aP~! =1 (mod p)
dir (Gerstien 2012).

Ispat. a sayisinm a, 2a,3a, -, (p — 1)a gibi ilk (p — 1) katindan olusan sayilar1 goz oniine

alinsin. 1 < r < s < p — 1 olmak iizere,
ra =sa(modp)
olursa, r = s (mod p ) demektir fakat bu miimkiin degildir. Dolayisiyla,
a,2a,3a, -+, (p — 1)a sayilarindan hig biri p tarafindan boliinmez. Yani,
a.2a.3a.--.(p—1a=123.--(p—1) (mod p)
olur. Boylece,
aP Y (p—1)!= (p—1)! (modp) vep t (p — 1)! oldugundan
aP~! = 1(modp)

olur. Dolayisiyla, ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 1.2.18 Eger n bir asal say1 ise, herhangi bir a sayisi igin
a™ = a(mod n)
dir.

Ispat. n|a ise a™ = a (mod n). Eger n { a ise, Fermat teoreminden
a™ ! = 1(mod n) elde edilir. Bu kongriiansin her iki tarafi a ile ¢arpilirsa

a™ = a (mod n) elde edilir.

Carmichael Sayilari. Fermat teoremine gore: (a,n) = 1 ve a™ ! = 1(mod n) denkligini

saglayan her saymin asal say1 olmadigi bilinmektedir. Bu n sayilarina Carmichael sayilart
denir. Ornegin,

n = 561 sayismi a = 2 olsun. 256° # 1(mod 561) oldugundan 571 sayis1 carmichael
sayisidir. Bu sayilarin kriterlerini 1899 yilinda Korselt su sekilde belirlemistir:
1. n, tam sayisi karesiz olmalidir.

2. n|a degerleri i¢in (n — 1)|(a — 1) degerlerine bdliinmelidir.

Ik olarak 1910 yilinda R. D. Carmichael bu kriterlere uyan sayilarin bir kismin1 bulmus.
Bundan sonrada bu sayilara Carmichael sayilari denmistir. Bu sayilardan bazilar1 asagida
verilmistir.

561,1105,1729,2465,2821,6601,8911,10585,15841, 29341, ---

Bu sayilar sonsuz sayida olup olmadigi bilinmemektedir.

2
Bu soruna karsilik 1992 yilinda Alford, Granville ve Pomerance, a sayisina kadar a7 den daha

fazla Carmichael sayist oldugunu ispatlamistir (Yerlikaya ve Kara 2017).

14



2. BOLUM

BAZI OZEL ASAL SAYILAR

Asal sayilar1 tanimlamak basit olsa da, yeni ve biiylik bir asal saymin bulunmasi isi zordur.
Gliniimiize kadar, asal sayilarin dagilimi, bir sonraki biiyiik asal sayi, asal sayr hesaplama
algoritmalar1 vb. konularda matematikgiler bir¢ok teori gelistirdiler. En yaygin ve bilinen asal
sayilarla ilgi calisma, Oklidin yaklasik M.0O.300 lii yillardaki ¢alismasidir ve bu ayn1 zamanda
aritmetigin temel esaslarimi tegkil etmektedir (O’Connor ve Robertson 2019). Yunan
matematikgilerin kesfettigi Eratosthenes Kalburu ise biiyiik sayilarin hesaplanmasinda, maliyet
ve zaman agisindan pek yeterli degildir (Ozgii 2002). Daha sonra 17. yiizyilda Fermat ve Euler
adl1 matematikgiler, asal sayilarin 6zellikleri ve daha anlasilir olmasi i¢in ¢calismalar yaptilar.
Giintimiizde de Great Internet Mersenne Prime Search(GIMPS) projesi kapsaminda en biiyiik
asal say1y1 bulmak i¢in ¢aligmalar yapilmaktadir. Bilindigi gibi Euclid, asal sayilarin sonsuz
saylda oldugunu ispatlamistir. Fakat bu asal sayilar1 bulmak igin heniiz bir kesin formiil
glinimiizde heniiz bulunamamistir. Bundan dolayi, asal sayilar tizerinde hala caligmalara
devam edilmektedir. Asal sayilar1 bulmak veya bilesik sayilardan ayirt etmek kolay olmadigi
icin, asal sayilar bazi 6zelliklerine gore gruplandirilmistir. Bu boliimde, bilinen birkag 6zel asal

say1 tiplerine yer verilmistir.

Fermat Asallari. Once tanim verelim.

Tamim 2.1 Her n > 0 tamsayis1 i¢in, F, = 22" 4 1 bigiminde yazilabilen sayilara Fermat asal

sayilar1 denir. Ornegin,

n = 0icin, Fy = 22° 4+ 1 = 3 diir.

n = 1igin, F, = 22" + 1 = 5 dir.

n = 2icin, F, = 22° + 1 = 17 dir.

n = 3icin, Fy = 22° 4+ 1 = 257 dir.

n = 4icin, F, = 22" + 1 = 65537 dir.
Fermat, her n > 0 igin, F, = 22" +1 esitligini saglayan F, sayisina asal say1 oldugunu iddia
etmistir. Fakat, n= 4 sayisindan sonra bu formiil islememektedir. Fy asal say1 degildir. Yani,

Fs =22 +1 = 641 X 6700417
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dir. Bundan dolay1, her Fermat sayis1 asal say1 degildir. Bilinen ilk 25 Fermat sayis1 hakkindaki
bilgiler asagidaki Tablo 2.1 de verilmistir (Crandall ve Pomerance 2005). Giiniimiize kadar
bircok Fermat sayis1 bulunmus ve lizerinde ¢alismalar yapilmistir. 2019 yilinda Fermat sayisi
iizerinde yapilan ¢calisma, Gray Gostin tarafindan bilgisayar yardimi ile Fogg3 un bir asal ¢arpani
olan 332436749-2%¢ 4+ 1 sayisi verilmistir. En son 2020 yilinda James Scott Brown ve
PrimeGrid, bilsayar yardimiyla Fssp3g55 nin asal carpani olan 13 -25523858 4+ 1 gsayisi
bulunmustur .

Asagidaki tabloda, bilenen Fermat sayilar1 verildi. Bilesik Fermat sayilar1 carpanlarina ayirarak

yazild1.

F, =3 (asal)

F, =5 (asal)

F, =17 (asal)

F5 = 257 (asal)

F, = 65537 (asal)

F; =641 - 6700417

Fg=274177 - 67280421310721

F; =59649589127497217 - 5704689200685129054721

Fy = 1238926361552897 - p (p € P)

Fy = 2424833 - 7455602825647884208337395736200454918783366342657 - p (p € P)

F,, = 45592577 - 6487031809 - 4659775785220018543264560743076778192897 - p (p € P)

F;1 =319489 - 974849 - 167988556341760475137 - 3560841906445833920513 - p (p € P)

Fi, =114689 - 26017793 - 63766529 - 190274191361 - 1256132134125569 - C

Fi3 = 2710954639361 - 2663848877152141313 - 3603109844542291969 -

319546020820551643220672513 - C

Fi,=C

Fi5 =1214251009 - 2327042503868417 - 168768817029516972383024127016961 - C

Fi6 = 825753601 - 188981757975021318420037633 - C

F,, = 31065037602817 - C

Fig = 13631489 - 81274690703860512587777 - C

Fyo = 70525124609 - 646730219521 - C

Tablo 2.1 Bazi1 Fermat sayilari, P: Kamitlanmis asal say1, C: Kanitlanmis bilesik sayi
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Mersenne Asallarl. Mersenne sayilari, matematikte ikinin kuvvetlerinin bir eksigi seklinde
olan sayilardir ve n dogal sayis1t M,, = 2™ — 1 seklinde hesaplanir. Adin1 Fransiz
matematikgi, filozof, kesis ve miizik teorisyeni ve "akustigin babasi" olarak bilinen Marin

Mersenne'den almaistir.

Tamm 2.2 p asal say1 olmak iizere, M, = 2P — 1 esitligini saglayan sayilara, Mersenne asal
sayilar1 denir.
Omegin, M, = 3, M3 = 7, Mg = 31, M, = 127 birer Mersenne asahdur.
Fakat her p asal sayis1 i¢in M), asal say1 degildir. Mesela, p = 11 igin

M, =2"—-1=23.89
olur dolaysiyla, M), asal say1 degildir.
2P — 1 Mersenne sayisinin asal say1 olup olmadigimi belirlemek igin, Lucas-Lehmer testi
uygulanir. Bu test, bilinen bir Mersenne sayisinin asal say1 olup olmadigin1 anlamak i¢in
kullanilan bir testtir. Bu test, ilk olarak 1856 yilinda Lucas ve 1930 da Lehmer tarafindan
gelistirilmistir. Ozet olarak, p > 2 asal sayilar1 ve M,, = 2P — 1 Mersenne says1 i¢in,

M, asal sayidir & §,,_, = 0 (mod M,)

dir. Lucas-Lehmer asallik testine gore, 2P — 1 sayisinin asal say1 olmasi i¢in asagidaki

sartlarin saglanmasi gerekir (Ribenboim, 2004): S, dizisi, k > 0 ve S, = 4 olmak iizere,

Sk+1 = SIE —2
esitliginden bulunur. Ornegin, k = 0 igin,

$1=S¢-2=16—-2=14
olur. k = 1 i¢in,

S, =82—-2=196 -2 =194
olur. p asal sayisi i¢in eger

Sp—2 = O(mode)
esitligi saglantyorsa, 0 zaman M,, sayisi asal say1 olur. Matematikgiler, ilk Mersenne
asallarina bakarak gergekten bu sayilarin nasil dagildigina dair asimptotik bir formdil

gelistirdiler. Ornegin,
220.000.000 _ 1 j|e 285:000.000 _ 1

arasinda 12 tane Mersenne asal1 vardir. Bu say1 ise formiiliin iddia ettiginin 3 katidir.

GIMPS’in internet sitesinde
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“Bu anomali, Mersenne asallarinin dagilimi ile ilgili teorilerin yanlis olduguna dair kesin kanit
degildir. Ancak egilim devam ederse bu konu arastirilmaya degerdir.” deniyor. Mersenne
asallari, miikemmel sayilar ile olan iliskisi bakimindan da son derece ilgingtir. Milkemmel say1
ise, kendisi hari¢ dogal say1 bolenlerinin toplamina esit olan sayidir. Ornegin;

6=1+2+3

28=1+2+4+7+14
gibi. Miikemmel sayilar, cok seyrek bulunan sayilardir. Onceleri sadece 6,28,496 ve 8128
sayilar1 biliniyordu. Leonard Euler, bir Mersenne asali bilinirken miikemmel bir saymin
bulabilecegini iddia etti.

2" -1
Mersenne sayist asal ise, 0 zaman

2n12n —1)
sayis1 da miikkemmel sayidir. Dolayisiyla, o halde artik en biiyiik asal say1 bilinirse 0 zaman en
biiyiik mitkemmel say1 da bilinir.

282.589.932 (82.589.933 _ 1)

Bu say1 49 milyon basamakli olup 51 tane Mersenne asali ve 51 tane miikemmel say1 var
demektir. Asallarin sayisinin sonsuz tane oldugunu bildigimize gore her iki say1 tipinin sayisi
da sonsuz olacaktir.

Asagidaki tabloda, Mersenne asallarinin ¢alisilmasi, tarihi bir akis i¢cinde verilmistir.

Asal sirasi 2P -1 Tarih Kisi yada kisiler
1 22-1 c. 500 BCE Eski Yunanli matematikgiler
2 23-1 c. 500 BCE Eski Yunanli matematikgiler
3 2541 c. 275 BCE Eski Yunanli matematikgiler
4 27-1 c. 275 BCE Eski Yunanli matematikgiler
5 2181 1456 Anonim
6 211 1588 Pietro Cataldi
7 219-1 1588 Pietro Cataldi
8 281 1772 Leonhard Euler
9 261 1883 Ivan Mikheevich Pervushin
10 281 1911 RE Yetkileri
11 2071 1914 RE Yetkileri
12 21271 1876 Edouard Lucas
13 2511 1952 Raphael M. Robinson
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https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=127
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=521

14 26071 1952 Raphael M. Robinson

15 21291 1952 Raphael M. Robinson

16 222081 1952 Raphael M. Robinson

17 22211 1952 Raphael M. Robinson

18 23271 1957 Hans Riesel

19 2428 1 1961 Alexander Hurwitz

20 2448 1 1961 Alexander Hurwitz

21 296891 1963 Donald B. Gillies

22 299411 1963 Donald B. Gillies

23 211213 1963 Donald B. Gillies

24 218987 1 1971 Bryant Tuckerman

25 221701 g 1978 Landon Curt Noll ve Laura Nickel
26 22209 ] 1979 Landon Curt Noll

27 2 44497 1 1979 Harry Lewis Nelson ve David Slowinski
28 286243 1 1982 David Slowinski

29 2 110508 .1 1988 Walter Colquitt ve Luke Welsh
30 2182049 1 1983 David Slowinski

31 2216091 1 1985 David Slowinski

32 2 756839 1 1992 David Slowinski ve Paul Gage
33 285943 1 1994 David Slowinski ve Paul Gage
34 2 12517871 1996 David Slowinski ve Paul Gage
35 2 13982691 1996 GIMPS / Joel Armengaud

36 2 29762211 1997 GIMPS / Gordon Spence

37 2 30218171 1998 GIMPS / Roland Clarkson

38 2 6972591 1999 GIMPS / Nayan Hajratwala
39 2 13466,917_7 2001 GIMPS / Michael Cameron

40 2 20.996,011_1 2003 GIMPS / Michael Shafer

41 2 240365831 2004 GIMPS / Josh Findley

42 2 259649511 2005 GIMPS / Martin Nowak

43 2 304024571 2005 GIMPS / Curtis Cooper ve Steven Boone
44 2 325826571 2006 GIMPS / Curtis Cooper ve Steven Boone
45 2 31156:667_1 2008 GIMPS / Hans-Michael Elvenich
46 2 426438011 2009 GIMPS / Garip M. Strindmo
47 2 431126091 2008 GIMPS / Edson Smith

48 2 578851611 2013 GIMPS / Curtis Cooper

49 2 742012811 2016 GIMPS / Curtis Cooper

50 2 772829171 2017 GIMPS / Jon Pace

51 2 82589.833.1 2018 GIMPS / Patrick Laroche

Tablo 2.2 Bilinen Bazi Mersenne asallari
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https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=607
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=1279
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=2203
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=2281
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=3217
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=4253
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=4423
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=9689
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=9941
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=11213
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=19937
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=21701
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=23209
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=44497
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=86243
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=110503
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=132049
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=216091
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=756839
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=859433
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=1257787
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=1398269
https://www.mersenne.org/primes/?press=M1398269
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=2976221
https://www.mersenne.org/primes/?press=M2976221
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=3021377
https://www.mersenne.org/primes/?press=M3021377
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=6972593
https://www.mersenne.org/primes/?press=M6972593
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=13466917
https://www.mersenne.org/primes/?press=M13466917
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=20996011
https://www.mersenne.org/primes/?press=M20996011
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=24036583
https://www.mersenne.org/primes/?press=M24036583
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=25964951
https://www.mersenne.org/primes/?press=M25964951
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=30402457
https://www.mersenne.org/primes/?press=M30402457
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=32582657
https://www.mersenne.org/primes/?press=M32582657
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=37156667
https://www.mersenne.org/primes/?press=M37156667
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=42643801
https://www.mersenne.org/primes/?press=M42643801
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=43112609
https://www.mersenne.org/primes/?press=M43112609
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=57885161
https://www.mersenne.org/primes/?press=M57885161
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=74207281
https://www.mersenne.org/primes/?press=M74207281
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=77232917
https://www.mersenne.org/primes/?press=M77232917
https://www.mersenne.org/report_exponent/?exp_lo=82589933
https://www.mersenne.org/primes/?press=M82589933

Wilson Asallar1. Wilson teoreminin iddias1 asagidaki gibidir:

Wilson Teoremi 2.3 p asal sayist igin,
(p — D! = —1(mod p)

dir. Literatiirde, bu teorem yardimiyla elde edilen Wilson katsayist W (p) = it

olarak

bilinmektedir.

Tanmm 2.3.1 W (p) = 0(mod p) veya (p — 1)! = —1(mod p) esitligini saglayan p sayisina
Wilson asal sayis1 denir. Ornegin, p = 5, p = 13 Wilson asalidir. Diger bir Wilson asal say1si
ise, 1953 yilinda Goldberg tarafindan bulunan 563 sayisidir. 1988 yilinda E.H. Pearson, K.E.
Kloss, W. Keller, H. Dubner ve Gonter ve Kundert tarafindan yapilan arastirmalarda 107 den
kiiciik baska bir Wilson asali bulunamamistir. 1997 de Crandall, Dilcher ve Pomerance
tarafindan 5.10% e kadar yapilan arastirmalarda ise, herhangi bir Wilson asal sayisina
rastlanmamigtir. Wilson asal sayisinin sonsuz veya sonlu sayida olup olmadigi ise

bilinmemektedir (Ribenboim 2004).

P (p - D! (p — D! = —1(mod p)

2 1 Wilson asali degil.

3 2 Wilson asali degil.

5 24 Wilson asalidir.

7 720 Wilson asali degil.
11 3628800 Wilson asali degil.
13 479001600 Wilson asalidir.

17 20922789888000 Wilson asali degil.
19 6402373705728000 Wilson asali degil.

Tablo 2.3 Baz1 Wilson sayilar

Cullen Asallar. Cullen asal sayilari igin 6nce tanim verelim.

Tanim 2.4 C,, = n.2" + 1 formundaki sayilara, Cullen asal sayilar1 denir. Ornegin,
n=2icinC, =2.22+1 =9 dur.
n=3icinC; = 3.23+ 1 = 25dir.
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n=4icinC, = 4.2* + 1 = 65 dir.
n=>5icinCs = 5.2° +1 = 161 dir.

Bu sayilar Cullen sayilaridir, fakat Cullen asallar1 degildir.
1958 yilinda Raphael Robinson, her n tamsayisi i¢in, 1 < n < 1000 arasinda C;,; Cullen asal

sayisindan bagka bir asal say1 olmadigini gostermistir. 1987 yilinda (1995°te yayinlandi) Keller,

her n tamsayisi igin

n < 30000 e kadar tiim Cullen asal sayilarini1 bulmustur. 1997 de J. Young her n igin

n < 100000 e kadar Cullen asalarini buldu (Ribenboim 2004). Bilinen en biiyiik Cullen asali

1323365 x 1161323365 4 1 dir (Marques 2014).

n Bulan Kisi Bulunan Tarih
481899 M. Morii and Y. Gallot 1998
361275 D. Smith and Y. Gallot 1998
262419 D. Smith and Y. Gallot 1998
90825 J. Young 1997
59656 J. Young 1997
32469 M. Morii 1997
32292 M. Morii 1997
18496 W. Keller 1984
6611 W. Keller 1984
5795 W. Keller 1984
4713 W. Keller 1984
141 R.M. Robinson 1958

Tablo 2.4 Baz1 Cullen Asallar1

Palindromik Asallar. Sagdan ve soldan okunuslari ayni olan sayilara palidromik say1 denir.

Eger bu sayilar asal say1 ise palindromik asallar olarak adlandirilir. Bir basamakli sayilar da

palindromik sayilardir. Bazi palindromik asal sayilar;

2,3,5,7,11,101,131,151,181,191, 313, 353,373,383, -

2019 y1l1 itibariyle bilinen en biiyiik palindromik asal sayis1, 474501 basamakli olan,

10474500 4 999 x 10237249 4 1 sayisidur.
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Faktoriyel Asallar. n! + 1 formundaki asal sayilara faktoriyel asalllar denir. n! — 1
seklindeki asal sayilar i¢in baz1 n degerleri;

3,4,6,7,12,14,30,32,33, 38,94, 166, 324,379,469, 546,974, --- dir.

n! + 1 seklindeki asal sayilar i¢in bazi n degerleri;
1,2,3,11,27,37,41,73,77,116,154, 320, 340,399, 427,872, --- dir. S. Fukui tarafaindan
2016 yilinda, bulunan en biiyiik 1015843 basamakli faktoriyel asal sayisi, 208003! — 1 dir .

Ramanujan Asallar1. Bertrand, her x > 1 i¢in, x < p < 2x araliginda, en az bir asal say1
oldugunu iddia etmistir. Bu iddia ilk Chebyshev tarafindan kanitlanmistir. 1919 yilinda

Ramanujan, Bertrand iddiasin1 daha genel olarak ele almistir (Sondow 2009).

Teorem 2.5 m(x), x sayisin1 asmayan asal sayilar olsun. O zaman,

1
w(x)—m (Ex) >1,2,3,..

ise, sirastyla x > 2,11,17, 29, ... olur.

Tamim 2.5.1 Herhangi n dogal sayisi i¢in, n. Ramanujan asali en kii¢iik R,, tamsayisidir 6yle

kix >R, iken t(x) — 1 (%x) > n olur. Yani, x > R,, oldugunda
1
R, =1+ max{k: n(x) — n(ix) =n-—1}

olur. Buradan, sirastyla bazi Ramanajuan asallari soyledir:
{2,11,17,29,41,47,59,67,71,97}
tamsayisidir (Beskirli ve dig. 2019). Bu sayilar agagidaki tabloda verilmistir.

(x) ") n(x) ~n(; %) x
1 0 1 2
5 3 2 11
7 4 3 17
10 6 4 29
13 8 5 41

Tablo 2.5 Bazi Ramanajuan Asallar1
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Sophie Germain Asallari. Sophie Germain (1776-1831), en eski kadin matematikgilerinden
biri olarak bilinmektedir. Fransa da bir bankanin miidiirii olan babasinin kiitiiphanesindeki
kitaplarla kendini egitmis ve on ii¢ yasinda Arsimentin 6liim hikayesini okumustur. Bu
olaydan ¢ok etkilenen Sophie, matematik¢i olmaya Karar vermistir. Sophie Germain 1823
yilinda, Fermatin son teoremininin ilk durumunu, Sophie asallarin1 kullanarak ispat yapmustir.
Yani, p Sophie Germain asal1 ise xP+yP = zP esitligini saglayan, sifirdan farkli ve p nin

katlar1 olmayan x, y, z tamsayilar1 olmadigini ispatlamistir (Wells 2005).

Tamim 2.6 p asal bir say1 ve 2p + 1 sayisi da asal say1 ise, bu p
sayisina Sophie Germain asal sayisi denir. Mesela, asagidaki sayilar birer Sophie Germain

asalidir;

2,3,5,11,23,29,41,53,89,113,173,179,191, 233, 239, 251, 281, 293, 359, ..

14 2p+1 Sophie Germain Asah
2 5 EVET
3 7 EVET
5 11 EVET
7 15 HAYIR
11 23 EVET
13 27 HAYIR
17 35 HAYIR
19 39 HAYIR
23 47 EVET

Tablo 2.6 Birkag Sophie Germain sayilari

Sophie Germain ile Tlgili Bir Cahsma. Bu kisimda, Recep Bastan Bastan, R., Akin, C.

Notes on Sophie Germain Primes. Turkish Journal of Mathematics and Computer Science, 10,
18-21.tarafindan yapilan bir caligmay1 ana hatlariyla verdik.

Lampret, p asal ve m > 0 tam say1 olmak tizere (p,p + 2m) gibi asal sayilar1 2m- asallari
olarak gosterilmistir ve 2m- asalllar1 igin,

m = 1 i¢in 2- asallar ikiz asallardir.
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m = 2 i¢in 4- asallari: (3,7),(7,11),(13,17), ...
m = 3 i¢in 6-asallari: (5,11),(7,13),(11,17), ...
m = 4 i¢in 8-asallart: (3,11), (5,13),(11,19), ...
olur. ikiz asallar, 2m-asallarmin 6zel bir durumu gibi incelenebilir ve ikiz asallarin sonsuz

sayida olmasi 2m- asallar igin genellestirilebilir. Asagidaki teorem bunu verir.

Teorem 2.6.2 k ve n pozitif tam sayilar igin,
(6k + 1,6k + 6n—1),(6n — 2) asal degildir < pozitif tam sayilaricini ve j asagidaki
esitliklerden herhangi biri gergeklenir:

)] p = 6j —1asaldir, k = pi —jve k = pi +j—ndir.

i) p = 6j+ 1asaldir, k = pi+jvek =pi—j—ndir,
Yukaridaki her iki durum icin, p < V6k + 6n — 1 olur.
3 ten biiyilik asal sayilar, herhangi k pozitif tamsayisi igin 6k — 1 veya 6k + 1 seklindedir.
Ancak, p asal sayis1 6k + 1 seklinde olursa 2p + 1 asal olmadig1 i¢in p bir Sophie Germain
asal degildir. Bundan dolayi, (6k + 1,12k + 3) SG-S-asalli olmaz. Buradan, SG-S asah
herhangi k pozitif tamsayisi i¢in (6k — 1, 12k — 1) seklinde olur. Boylece,
(12k — 1) — (6k — 1) = 6k i¢in SG-S asali, Lampret in 2m-asali olur, k pozitif tam say1 igin
2m = 6k olur. k pozitif bir tam say1 olmak iizere, n = k alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
(6k — 1,12k — 1) SG-S asal cifti degildir & i ve j pozitif tam sayilar1 i¢in asagidaki
denkliklerden biri dogrudur:

i) p=6j—1asald1r,k=pi+jvek=pi2+j,

i) p=6j+1asald1r,k=pi—jvek=?.

Her iki durumda da p < v12k — 1 dir. Verilen bir z pozitif tam sayisina kadar olan SG-S asal
ciftleri i¢in asagidaki algoritma uygulanir.

1) k=1,2,.., [§] tamsayilari listelenir.

2) 3 < p <z olacak sekilde asallar bulunur.

3) Bulunan her bir 3 < p < +/z asallari igin;

1. . 1. L i+j .
J % Isej = % dirvek =pi+jvek = % tam sayilar1 listeden atilir,

J ple isej = pT_l dirvek=pi—jvek= % tam sayilari listeden atilir,

4) Listede kalan her k tamsayisi, (6k — 1,12k — 1) SG-S asal ¢iftlerini verir.
Ornegin, 250 ye kadar olan SG-S asal ¢iftlerini bulmak i¢in k = 1,2,...,41 tamsayilari
asagidaki tabloda listelenmistir. 3 < p < V250 olacak sekilde asallar 5,7,11 ve 13 tiir.
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1) p =5 = 6.1—1 oldugundan j = 1 dir ve dolayisiyla

5i+1

k=5i+1vek =

tamsayilari listeden atilir. Bu durumda listeden atilanlar
3,6,8,11,13,16,18, 21,23, 26,28,31,33,36,38,41
tamsayilaridir.

i) p =7 = 6.1 + 1 oldugundan j = 1 dir. Ve dolayisiyla,

7i—-1

k=7i—1vek =

tamsayilari listeden atilir. Bu durumda listeden atilanlar
3,6,10,13,17,20,24,27,31,34,38,41
tamsayilaridir.
i)  p=11= 6.2 -1 oldugundan j = 2 dir ve dolayisiyla,

11i+2

k=11i+2vek =

tamsayilari listeden atilir.
Bu durumda listeden atilanlar,

12,13,23,24,34,35
tamsayilaridir.

Bu yapilanlar, asagidaki gibi 6zetlenebilir:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41

Tablo 2.7 Sophie Germain elegi

Listede kalan her k tamsayisi i¢in (6k — 1,12k — 1) olarak SG-S asal ciftleri elde edilir.

Listede bulunmayan (2,5) ve (3,7) ciftlerini de eklersek, 250 ye kadar olan biitiin SG-S asal

ciftlerini bulunur:

(2,5),(3,7),(511),(11,23),(23,47),(29,59), (41,83), (53,107), (83,167),(89,179), (113,227),
(131,263),(173,347),(179,359), (192,383), (233,467), (239,479).

Lemma 2.6.4 p asal sayidir ancak ve ancak (p + 1)?[(p — 1)!]?> = 1 mod(p)
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peP = (p+ 1) (p — 1! = -1 mod(p)
peP = [(p + D(p — D!* = (—1)*mod(p)
peP = (p + 1)?[(p — 1)!]? = 1mod(p)
dir. Fakat,
(p+ D?*[(p — D)2 = 1mod(p) vep ¢ P
olsun. Béylece 1 < t < p olacak sekilde p nin t tamsay1 béleni vardir. Diger yandan,
(p+ D?[(p — D!? = 1mod(p) ise [(p — 1)']?> = 1mod(p)

dir. Bundan dolay1 [(p — 1)!]? = 1mod(t) dir. t tamsayis1 aym1 zamanda [(p — 1)!]? nin bir
boleni oldugundan bu celiskidir. O halde, p asal sayidir.

Lemma 2.6.5 p > 2 bir tek say1r olsun. Bu taktirde 2p + 1 asal sayidir ancak ve ancak
(» + D?[(p — D!]? = 1mod(2p + 1) dir.

ispat. Wilson teoremininden,
2p+1€P e (2p) = —1mod(2p + 1)
dir. Bdylece
2p+1ePe 2p)2p—1)..2p —p)2p—p—1)! = —1mod(2p + 1)
o (-1)(=2)..(-p - D@ - D! = —1mod(2p + 1)
e (“DP* Y p+ D! (p—1)! = —1mod(2p + 1)
@+ (p-1D=-1mod2p+1)
o @+ Dpe—-D(p-1!=—-1mod(2p + 1)
e (p+ Dpllp — D2 = —1mod(2p + 1)
e@+D@+p+1-p-D[-DI*=-1mod(2p+1)
e @+ D(p-DIp-DI*=-1mod(2p + 1)
e —[(+DP[(p- DI =-1mod(2p + 1)

e [(p+ DI*[(p — D!? = =1 mod(2p + 1) dir.
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Lemma 2.6.6 p > 2 bir say1 olsun. Bu taktirde (p + 1)?[(p — D!]* = 1mod(2p + 1) 2p +

1 asal sayidir.

Ispat. (p + 1)?[(p — 1)!]? = 1 mod(2p + 1)ve 2p + 1 ¢ P olsun. Boylece
1 <t <2p+1olacak sekilde 2p + 1 nin tam say1 boleni vardir. Diger yandan 3.3 Lemma
nm ispatt [((p+ D [(p—-DN?=1modp+1) e (p+D!(p—1!'=—-1mod(2p + 1)

oldugundan 1.2.3..(p + 1)(p — 1)! = —1 mod(2p + 1)dir. Buradan

(—2p)(2p+1D)(—2p+2)..(2p+p)(p— 1! =—-1mod(2p + 1) olup
(—DP*12p2p —1)..2p — p)(p — 1)! = =1 mod(2p + 1) dir. Bdylece

(—1)P*12p! = —1mod(2p + 1) oldugundan (—1)P*12p! = —1 mod(t) elde edilir. t tam
sayist (2p)! sayisini boldigiinden bu bir geligkidir.

Dolayisiyla, 2p + 1 asaldir.
Teorem 2.6.7 p > 2, p Sophie Germain asalidir ancak ve ancak
(» + D?[(p — D'? = 1 mod(p(2p + 1)) dir

Ispat, 3.2. Lemma ve 3.3. Lemma dan ispat kolayca gériilebilir.

ikiz Asallar. p ve p + 2 sayilar1 asal say1 ise, bu sayilar ikiz asallar olarak adlandirilmaktadir.
Yani aralarinda iki fark olan asal sayilara ikiz asal say1 denir. Bilinen en kii¢iik birkag ikiz
asal sayilart; (3,5),(5,7), (11,13) ve (17,19) dur. ikiz asallar 1949 yilinda Clement

tarafindan asagidaki teoremde tanimlanmistir (Ribenboim 2004).
Teorem 2.7 n = 2 olsun. O zaman,

(n,n + 2) ikiz asallardir & 4[(n — 1)! + 1] + n = (mod n(n + 2))
dir.
Ispat. Varsayalim ki, n # 2,4,..ve (n — 1)! + 1 = 0 (mod n) ise n, Wilson Teoreminden
asaldir. Ayrica, 4(n — 1)!+ 2 = 0 (mod n + 2) bu denkligi n(n + 1) ile ¢arpilir ve buradan
An—1D!+1]+2n?+2n—4=0 (modn + 2) ve
4f((n—D'+ 1]+ (n+2)(2n—2) = 0 (mod n + 2) olur.
Wilson teoremine gore, n + 2 asal sayidir. Aksine, n,n + 2 asal say1 ise, 0 zaman

nx2ve(n—1)!+1=0(modn),
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(n—1!'+1=0(modn+ 2)dir.
Fakat, n(n+ 1) =n+2)(n—1)+2 yani,2(n— 1!+ 1 =k(n+ 2)

dir. Burada, k bir tamsayidir.
(n—1)!' = —1 (mod n) den sonra 2k + 1 = 0 (mod n) ve

4(n— 1!+ 2 =—-(n+ 2) (mod n(n + 2)) yerine konuldugunda
4{(n— 1!+ 1] +n = 0 (mod n(n + 2)) olur.
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3. BOLUM

ASAL SAYI TESTLERI

Asal sayilar konusunda bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalardan en 6nemli olanlar, asallik
testleridir. Bir sayinin asal olup olmadigini incelemek i¢in kullanilan bu testlerin en eskisi "elek
testi” olarak bilinmektedir. Sonralari, matematik yontemlerden yararlanarak elde edilen gesitli
testler bulunmustur. Bu testler yardimiyla, ¢ok biiyiik sayilarin asal olup olmadiklarinin
kontrolleri yapilabilmektedir.

Asal sayilara ulagabilmek, bilesik sayilara ulasmaktan daha zordur. Bundan dolayz, bir sayinin
asal say1 m1 veya bilesik say1 m1 oldugunu bilmek i¢in bazi testler olusturulmustur. Ancak
glintimiizde bu konu tizerinde ¢alismalar hala devam etmektedir. Ciinkii sayilar biiytidiikge
bilinen asallik testlerini uygulamak zorlasir. Asallik testleri iki gruba ayrilir. Deterministik

testler ve Olasi asallik testleridir. Bu boliimde asal sayi testleri ve 6zellikleri incelenecektir.

Kesin(Deterministik) Asallik Testleri. Bu tiir asallik testleri yardimi ile bir sayinin asal say1
olup olmadigini kesin olarak belirlemek miimkiindiir. Bu tiir yontemler genellikle ¢arpanlara
ayirma yontemlerine dayanmaktadir. Kesin asallik testleri biiyiik sayilar test ederken, cok
fazla zaman harcandigindan kullanish degildir ve bu yontemler ¢ok karisiktir. Uygulamada
asallik testi sirasinda hata yapilma olasiligi, olas1 asallik testinden daha fazladir. Kesin asallik

testlerinden bazilar1 asagida verilmistir (Silverman 1997).

Eratosthenes Kalburu. Diinyanin ¢evresini hesaplamaya ¢alisan ve asal sayilarla ilgili
caligmalar yapan Eratosthenes matematik tarihindeki 6nemli kisilerden biridir. Diinyanin

cevresini 6lgmek i¢in Aristoteles’in de fikirlerinden yararlanarak iki varsayimda bulunmustur:

1. Diinya, kiire sekline benzeyen geometrik bir cisimdir.

2. Giines 1g1nlar1 diinyaya paralel dogrular boyunca gelirler.

Misirdaki Asvan sehrinde, yilin belirli bir glintinde tam 6gle vakti giines 1s1nlar1 yere dik agiyla
gelmektedir. Ayni1 giinde ve ayni saatte Misir’1 diger bir kenti olan Iskenderiye’de ise giines
isinlart yere dik aciyla gelmemektedir. Bu farkliliklardan yararlanan Eratosthenes, diinyanin

cevresini su sekilde hesapladi:
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Biri Asvan’da digeri Iskenderiye’de iki ¢ubuk yere dikilir. Bu iki ¢ubuk yere dik konumda
olacak sekilde batirilir. Bu c¢ubuklar, sanal olarak uzatildiginda diinyanin merkezinde
kesiseceklerdir. Asvan’daki ¢ubugun golgesi 0 oldugu anda iskenderiye’ de giines 1sinlarinin
oradaki cubukla yaklasik 7 derecelik ac1 yaparak geldigi ol¢iilerek belirlenmistir. Asvan ile
Iskenderiye arasindaki uzaklik, o zamanki uzunluk 6l¢iisii olan stad kullamlarak 6l¢iilmiistiir.
Bu uzaklik 5000 stadtir. Sonrasinda Eratosthenes, oran orant1 yontemiyle 360 derecelik aginin
kac stad mesafe tarayacagini, yani diinyanin ¢evresinin yaklasik hesabini bulmustur.

M.O. 300 yillarinda, Eratosthenes asal sayilar1 bulmak icin basit bir algoritma gelistirmistir.
Bu algoritma  Eratosthenes kalburu (ingilizce:Sieve of Eratosthenes) olarak bilinir.
Matematikte Eratosthenes kalburu, asal sayilarin segilmesinde temel bir algoritma olarak
kullanilir. Algoritma, asal sayilar1 bir sinir olmadan bulabilmeyi saglayan bir asallik testi olup,
bu asallik testi bilesik sayilari eleyerek ilerlemeye dayanir. Bu islemler sonucunda, elenmeden
kalan sayilar asal sayidir. Sinirlama olmadig i¢in, istenen sayiya kadar biitiin asal sayilar kesin
olarak bulunabilir. Fakat sayilar biiyiidiikce asal sayilari bulmak zaman alir. Eratosthenes
Kalburunu uygulamak i¢in, ilk 6nce 2 den baslayarak istenen n sayisina kadar tiim tamsayilar
yazilir. Ve 2 den baslayarak 2, 3,4, nin katlar1 bu listeden silinir. Dolayisiyla, bu islemlerler

yardimiyla, bilesik sayilar listeden silinmis olur ve silinmeden kalan sayilar asal say1 olur 5.

Dolayisiyla, yukaridaki algoritmay1 asagidaki gibi 6zetleyebiliriz:
n bilesik tamsayis1 igin, p? < n olan yani, p < vn esitsizligini saglayan bir p asal boleni
bulunabilir. Yani,n > 1 olan bir n tamsayisinin asal ¢arpanlar bigiminde yazildigini biliyoruz.
Bu asal ¢arpanlarin en kiigiik asal bolenine p diyelim.
O zaman, n = p.n, olacak sekilde bir n; > 1 tamsayis1 vardir ve

n=p.n 2p.p=p?
yazilabilir. Bu durumu agik bir 6rnek ve tablo ile anlatabiliriz.
Ornegin, 127 sayis1 olup olmadigmi incelemek igin, 127 sayisinin karekokiinden biiyiik en
kiigiik sayr bulunur. Yani, V127 < 12 oldugundan dolay1 127 sayisimin asal say1 olup
olmadigini kontrol etmek i¢in 2, 3,5, 7, 11 sayilari ile boliinlip boliinmedigini denemek yeterli
olacaktir. 127 , bu sayilarin higbirine boliinmedigi i¢in asal sayidir.
Ornegin, 1 den 100 e kadar olan asal sayilar1 Eratosthenes kurali ile bulalim.
Once 1 ile 100 arasindaki biitiin tamsayilar1 yazalim. 1 den 10 a kadar olan asal sayilar 2,3, 5
ve 7 dir. O halde, 1 sayisin1 sildikten sonra 2 den baslayarak, sirayla 2 ve 2 nin katlar1, 3 ve 3
Uin katlar1, 5 ve 5 in katlar1 ve nihayet 7 ve 7 nin katlarindaki siralarda yer alan biitiin sayilar
silersek geriye kalan 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71, 73,
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79, 83,89,97 sayilar1 1 ile 100 arasinda bulunan asal sayilar olacaktir. Asagidaki tabloda

burada ifade edilenler gosterildi.

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 7l 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Tablo 3.1 Eratosthones Kalburu

Lucas-Lehmer Testi. Bu test, bilinen bir Mersenne sayisinin asal say1 olup olmadigini anlamak
icin kullanilan bir testtir. Bu test ilk olarak 1856 yilinda Lucas ve 1930 da Lehmer tarafindan
gelistirilmistir.
Ozet olarak, p > 2 asal sayilar1 ve M, = 2P — 1 Mersenne sayisl igin,
M, asal sayidir & S,,_, = 0 (mod M,,)
Burada, S,, sayilar1 Lucas sayilar1 olarak bilinir ve asagidaki gibi bulunmaktadir (Wells 2005).
4,14,194, ...,5, = (Sp—1)? — 2, ...

Ormnegin, p = 7 i¢in, M, = 27 — 1 = 127 olup buradan,
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S, = 4 = 4 (mod 127), S; = 14 = 14 (mod 127), S, = 194 = 67 (mod 127)
S; = 37634 = 42 (mod 127), S, = 1416317954 = 111 (mod 127) ve

Se = 2005956546822746114 = 0 (mod 127) bulunmaktadir. Dolayisiyla, M, Mersenne

sayisinin asal say1 oldugu anlasilmaktadir.

AKS (Agrawal- Kayal- Saxena) Testi. Agustos 2002 de M. Agrawal, N. Kayal ve N.
Saxena’nin tarafindan olusturulan polinom algoritmik testtir. Verilen bir sayinin asal say1
veya bilesik say1 olup olmadigini belirlemektedir. Bu test 6zellikle veri giivenligi (kriptoloji)
konusunda olduk¢a 6nem tasimaktadir. AKS asallik testinin ismi, bu testi olusturan ii¢ kiginin

isimlerinden olusturulmustur (Agrawal, Kayal, Saxena).

a€Z neN n=>2ve(an)=1licin(x —a)" = (x" —a) (mod n)
dir. Bu denklem, Fermatin kiiglik teoreminin genisletilmis halidir ve n ile aralarinda asal a

degerleri bulunmaktadir. Algoritmanin ¢aligmasi agsagida verilmistir:

a>0veb>1 icinn = a’ esitligi saglamyorsa, n sayisi asal say1 degildir.

0,-(n) > log,(n) denklemini saglayan en kiigiik r degeri bulunur.

1 < ebob(a,n) < n denklemini saglayan bir a < r degeri bulunabiliyorsa say1 asal degildir.

Eger n < r ise n asal sayidir.

1< a < |[{o(r)log(n)| degerine kadar olan degerler igin
(x+a)* #x™ 4+ a (mod x" — 1, n) esitsizligi saglaniyorsa say1 asal degildir.
Yukaridaki sartlardan gecerse, say1 asaldir.

1 < a < [\JoMlog(n)| esitsizliginde kullanilan ¢ (r) sembolii, Eulerin Totient
fonksiyonudur ve 0,.(n) fonksiyonu da ¢arpim derecesini belirtmektedir. Ornegin,

r = 2ve n = 119 sayilar i¢in log,(n) degeri hesaplanir. log,(119) = 6,89 dir. Daha sonra
ebob(n,r) yani ebob(119,2) = 1 dir. 0,,4(2) = 24 olarak bulunur.

Bulunan bu deger i¢in en kii¢iik r degeri hesaplanir. 0,.(n) > log,(n) biyiikliigiindeki en
kiigiik say1 bulunana kadar islem devam eder.

r = 3 i¢in say1 20 ve r =5 i¢in derece 25 olmaktadir.
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=4 degeri denenmemistir ¢linkii yukarida da belirtildigi {izere r asal say1 olmak zorundadir.
Bir sonraki adimda r = 7 i¢in hesaplama yapilacaktir. Ancak tam bu noktada saymnin asal

olmadigini séylenebilmektedir, ¢iinkii obeb (119,7) = 7 olmaktadir.

Olas1 Asallik Testi. Olas1 asallik testleri, bir sayinin yiiksek olasilikla asal olup olmadigin
belirlemektedir. Olasil1 asallik testi sayesinde, ¢ok kiiciik bir hata payz ile bir saymnin asal olup
olmadig: anlagilabilir. Bu testler ile 27199 den daha diisiik bir hata payi ile, bir sayinin asal
oldugu belirlenebilir. En ¢ok kullanilan olas1 asallik testlerinden bazilari ise; Fermat testi,

Lehman testi, Solovay Strassen testi ve Miller Rabin testleridir (RSA Laboratories 2000).

Fermat Testi. Bu test i¢in asagidaki teorem ile baslamak uygundur:

Teorem 3.2 p, p + a bir asal say1 ve a bir tam say1 olsun. Bu durumda aP?~! = 1(modp) dir.
Ispat. a sayismin, a,2a,3a,---,(p — 1)a gibi ilk (p —1) katindan olusan say1 takimini
g0zoniine alinirsa, bu sayilar (mod p) ye gore birbirleri ile kongriiansi degildir, aksi halde

1 <r <s <p—1olmak iizere ra = sa(mod p) olsa r = s(imod p) bulunur ki, bu miimkiin
degildir. Ayrica bu sayr takimindaki higbir sayr p  tarafindan boliinmez. Bdylece
a,2a,3a,--,(p—1) sayr1 takimi, belirli bir sirada alindiginda, (modp) ye gore
1,2,3,---,(p — 1) say1 takimina kongrii olur, yani

a.2a.3a--(p—1)a=123:-(p—1)(mod p),

boylece
a?(p—-D!'=(p-D!(modp),pt(p—1!
oldugundan
aP~! = 1(mod p)
elde edilir.

Sonug 3.2.1 Eger p bir asal say1 ise herhangi bir a sayisi i¢in aP? = a(mod p) dir.

Ispat. p|aise a? = 0 = a(mod p). Eger p t a ise Fermat teoreminden aP~! = 1(mod p)
elde edilir. Bu kongriiansin her iki tarafi a ile ¢arpilirsa a? = a(mod p) elde edilir. Bu
teoremin karsit1 dogru degildir. Yani n 4 a ve a® ! = 1(mod n) olmasi n nin asal olmasini

gerektirmez (Yelkenkaya, 2014).

Ornegin, 3°° = 1(mod 91) oldugu gosterilsin. 91 = 7.13, 37 = 3.(3%)2 = 3(mod 13),
313 = 3.(3%)2? = 3(mod 7) den3°! = 3(mod91), (3,91) = 1 ise 3°° = 1(mod 91)

bulunur. O halde Fermat teoreminin karsit1 dogru degildir.

33



Lehmann Testi. Herhangi bir p sayisinin asal say1 olup olmadigini test etmek igin rastgele

p > a olacak sekilde a sayisi segilir. Daha sonra

-1
b=a 2 (modp)

Sayist hesaplanir. Eger burada ¢ikan sonug 1 veya —1 degil ise p sayisi asal say1 degildir. Aksi
halde 1 veya — 1 sonucu ¢ikar iSe p nin asal say1 oldugu kabul edilir (Yerlikaya ve Kara 2017).

Bu test Lehmann Testi olarak bilinir. Asagidaki tabloda Legrende sembolii verilmistir.

-1)
+1 +1=a 2 (modp)
a
(—) 1 -1
p —1=a (modp)
0 a=0(modp)

Tablo 3.3 Legrende sembolii

Mesela, a = 8 ve p = 13 igin legrende sembolii s6yle bulunur:

8 (13-1) .
(E) =8 2 (mod13) =12 =—1dir.

Miller Rabin Testi.

Miller-Rabin Asallik testi, Michael Rabin tarafindan Gary Millerin disiincelerinden
yararlanarak gelistirilmistir. Asallik testleri i¢inde en yaygin olan yontemlerden biridir. Hata
pay1 c¢ok diisiiktiir (Arnault, 1995). Milller — Rabin testi, Fermatin kii¢lik teoremine karekdkii
dahil ederek olusturulmustur (Rabin, 1980; Miller, 1976).
Miller Rabin testinde p sayisinin asal olup olmadigini test etmek i¢in ilk 6nce p — 1 = 2°r
esitligini saglayan s ve r sayilari hesaplanir. 1 < a < p — 1 araligindaki a sayisi i¢in

a” =1 (modp)veya 0<j<s—1araliginda

a?™ =1 (mod p)

esitlikleri saglaniyor ise, p sayisinin a tabanma gore giiclii asal say1 oldugu kabul edilir
(Crandall ve Pomerance 2005).
Ornegin,

p = 341 sayisinin asal olup olmadigini miller-rabin testini uygulayarak bulalim.
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p—1=340 = 2285
Buradan, s =2 ve r =85 olur. 1 <a <340 araliginda rastgele olan a = 2 sayisini
secelim. 285 = 32 (mod 341) kalan 1 veya —1 olmadig icin teste devam edilmelidir.
(285)2 = 1 (mod 341) dur.
Baska bir 6rnege bakalim,
p = 91 sayisiin asal olup olmadigin1 miller-rabin testini uygulayarak bulalim.
p—1=90=2145
Buradan, s =1 ve r =45 olur. 1 <a <90 araliginda rastgele olan a = 10 sayisini

secelim. 10*° = —1 (mod 91) dir.

Slovay Strassen Testi.

Bu test, agik-anahtar kriptografisinde kullanilmus ilk testtir. Slovay-Strassen Algoritmasinda p
sayisinin asal olup olmadigini bulmak igin Jacobi Sembolii kullanilmaktadir. Burada, Jacobi
Sembolii J(a,p) ile gosterilmektedir. Jacobi sembolii, Legendre semboliiniin bir
genellemesidir. Yani, Jacobi Sembolii p asal ise Legendre Semboliine esit olmaktadir.
Algoritmanin agamalar1 asagidaki gibidir;

1. p den kiigiik rastgele bir a sayis1 segilir.

2. Eger ebob(p,a) # 1 ise 0 zaman p testi gegemez ve asal olmadig1 anlagilir.

®-1)
3.j= az (mod p), Jacobi sembolii olan J(a, p) hesaplanr.

4. Eger j# ] (a,p) ise p testi gecemez ve Kesin olarak asal degildir.
5. Eger j = J (a,p) ise p nin asal olmama olasilig1 %50°den fazla olamaz.
Slovay Strassen testi yerine kendisinden daha hizli ve en az onun kadar dogru olan Miller Rabin

testinin kullanilmasi 6nerilmektedir (Yerlikaya ve Kara 2017).

Yeni Asal Say1 Bulma Metodu.

Gilinlimiize kadar, asal say1 iiretmek i¢in bulunan ve ispatlanan bir formiil heniiz literatiirde
bulunmamaktadir. Deneme-yanilma yoluyla, matematiksel hesaplamalar ve algoritmalar
kullanilarak asal say1 bulma islemlerinin arayisi devam etmektedir. Biz bu ¢alismamizda, daha
once yapilan ¢alismalardan farkli olarak, bir eleme algoritmasi verdik. Bu yontemi, dnce izah

edip sonra tablolar yardimiyla destekledik.
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Tek tam sayilar kiimesi iizerinde calisilacagindan ve bu kiimenin her elemaninin asal olma
ihtimali bulundugundan, bu sayilar kiimesini muhtemel asal sayilar kiimesi olarak adlandirdik
ve bu kiimeyi M, harfi ile gosterdik. Tek tam sayilar kiimesini, asal olma ihtimaline gére daha
da daraltmak i¢in, asal olabilecek sayilarin son basamaklarini inceledik. Bu sayilarin 1, 3,7 ve
9 rakamlarindan biri ile bitmesi gerektigini asikardir. Fakat, her son basamagi bu rakamlardan

biri ile biten sayilarin asal olmadigini da belirtmek gerekir.

Bu yontemde, diger asal say1 testlerinden farkli olarak, olasi asal sayilarin sira sayilarin
tanimladik ve bunlar1 kullandik. Simdi kullandigimiz ve literatiirde bulunmayan bazi tanimlari

verelim.

Tamm 3.4 M sayilarindan 1 ¢ikarip 2 ye bolerek elde edilen sayilara, muhtemel asal sayilarin

sira sayisi denir Ve Mg ile gosterilir. Ornegin,
M (3) =1, Ms(5) = 2, Mg(7) =3, ...

gibi. M dizisinde bulunan asal sayilar1 dogrudan bulmak miimkiin degildir. Bundan dolay1, asal
olmayan sayilar1 bulup, geriye kalan sayilarin asal say1 oldugu gosterilecektir. Bu islemler,

muhtemel sayilarin sira sayilar1 kullanilarak yapilacaktir.

Tamm 3.4.1 (Asal Olmayan Sayilarin Sira Sayisi)
b € Z** ve s,a € Z olmak iizere, sSayis1 b sayismin sira sayisi gostersin. Bu b sayisi
yardimiyla
a=(,s+1,s+2,s+3,>-)=(s+n);neN
sayilarini tamimlayalim. Bu sayilar1 kullanarak asagida tanimlanan
M = s(1,1,1,..) + b(s,s+1,s + 2,-:+)
sayilarina, asal o/mayan sayilarin sira sayist denir.
Ormegin, s € Z* olmak iizere, b =3, 5, 7, 9 sayilar igin, sirastyla, yukaridaki formiil

kullanilarak
(1,1,1,---)+3(@, 2, 3,--)=(4, 7, 10,--),
2,2 2,-)+5(2, 3, 4,---)=(12,17,22,--+),
(3,3, 3,:-)+7(3,4,5-) =(24,31,38, ),
(4,4,4,---)+9(4,5,6,---) = (40,49,58,---), ...
gibi sayi dizisi elde edilir.
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Buradaki ilk (4, 7, 10,---) dizisi, sirasiyla, 3 {in tek katlarinin sira sayilarini,
(12,17,22,--+) dizisi, sirasiyla, 5 in tek katlarinin sira sayilarini, (24, 31, 38, --+) dizisi ise,
sirastyla, 7 nin tek katlarinin sira sayilarin1 vermektedir. Baz1 Mg, sayilarini da asagidaki
tabloda verdik:

M 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 3in
katlar1
N 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 olan
sira
a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Sayﬂarl
M 12 17 22 27 32 37 42 47 52 57 5in
katlar1
N 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 olan
sira
a 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 sayilar
M 24 31 38 45 52 59 66 73 80 87 7 nin
katlar1
S 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 olan
sira
a 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 sayilar
M 40 49 58 67 76 85 94 103 112 121 9un
katlar1
S 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 olan
sira
a 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 sayilar
M 60 71 82 93 104 115 126 137 148 159 11in
katlar1
N 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 olan
sira
a 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 sayilar
M 84 97 110 123 136 149 162 175 188 201 13 iin
katlar1
N 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 olan
sira
a 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 sayilar
M 112 127 142 157 172 187 202 217 232 247 15 nin
katlar1
N 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 olan
sira
a 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 sayilari
M 144 161 178 195 212 229 246 263 280 297 17 un
katlar1
N 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 olan
sira
a 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 sayilari
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Yukaridaki tabloda Mg, sayilarina bakarak verilen bir sayinin asal say1 olup olmadigi hakkinda
bilgi verebiliriz. Ciinkii, eger bize verilen say1 bu tabloda yer aliyorsa asal say1 degildir. Ornegin,
299 sayisiin asal olup olmadigini Tablo 3.4.2 yardimiyla inceleyelim. ilk énce Tanim 3.4 den
faydalanarak, 299 sayisinin sira sayisi yazalim, Mg, = 149 dur. 149 sayisi Tablo 3.4.2 de
oldugu icin 299 sayisi asal say1 degildir.

Mg, sayilarindan, yani asal olmayan sayilarin sira sayilarindan yararlanarak, matris tizerinde de
asal olmayan sayilar elde edilebilir. Eger, s < 8 tamsayist igin, asal olmayan sayilarin sira
numaralari, (M) degerleri matris lizerine yerlestirilirse, bu durumda asagidaki gibi bir formiil elde

edilir;

a.b + s = Mg bu formiil kullanilarak,

1 0 0 0 0 0O0O 03 000 0 O O 07 1 OOTUO0OOTU OO O
22 0 0 0 0O O OO0 50 0 0 0 0 o 1 2 0 0 0 0 0 O
333 00O0O0O0]0 0 7 0 0 0 0 O 1 2 3 0 0 0 0 O
4444000000090000+12340000
5 555500 o0l'l0O0 0 11 0 0 0 1 2 3 45 0 0 0
6 6 6 6 6 6 0 0/]]10 O OO O 13 0 O 1 2 3 45 6 00
7 7 7 7 7 7 7 0110 0 0 0 O O 15 O 1 2 3 45 6 7 0
8 8 8 8 8 8 8 8o 0 00 0 O o0 170 L1 2 3 4 5 6 7 8
r4 0 0 O O o0 o0 o
7 12 0 0 O o0 o0 o0
10 17 24 0 O O 0 O
M’:1322314000 0 0
$s 16 27 38 49 60 0 0 O
19 32 45 58 71 84 0 O
22 37 52 67 82 97 112 0
125 42 59 76 93 110 127 1441
yazilabilir.

a.b + s = Mg formiiliindeki b kosegen matrisi, tek tam sayilardan olusmaktadir. a
matrisi ise b matrisindeki sayilarin sira sayilarindan elde edilmektedir. Bu Mg, matrisi, Tablo
3.4.2 deki gibi bize asal olmayan sayilarin sira sayilarini vermektedir. Bu da Tablo 3.4.2 nin
matris tizerindeki gosterimidir. Ayrica, olusan Mg, matrisi alt tiggensel bir matristir ve Mg
matrisinin asal kosegeni iizerinde bulunan sayilar, asal olmayan tek sayilarin tam karelerinin
sira sayilarini vermektedir. Ornegin,
yukaridaki Mg, matrisinin asal kosegeninde bulunan; 4,12,24,40,60,84,112,144 asal
olmayan sira sayilar1 sirasiyla, 9,25,49,81, 121,169, 225, 289 sayilarina denk gelmektedir.
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Burada, Mg, matrisi istenirse daha da genellestirilebilir. M¢; matrisinin genellestirilmesi igin
asagida bazi formiiller verilmistir.

Sonsuz sayida satir ve siitun sayisina sahip olan bir matris yardimiyla, asal olmayan sayilarin
sira sayisinin formiilleri de agsagidaki tanimlarda verilecektir.

Tamm 3.4.3 k,n € Z*, k:satir sayist olmak lizere,

M =2n(n+ 1)+ (k—-1)2n+1), k=1

dir. Bu formiilii, asal olmayan sayilar i¢in, matris satir formiilii olarak adlandiracagiz. Simdi bu
formiilii asagidaki bir 6rnek tizerinde inceleyelim.
1.satir formiilii asagidaki gibi olur, yani k = 1 igin
M3 = 2n2 + 2n
k = 2 igin,
ME*T =2n* +2n+1+1.2n+1) =2n* +4n+1
Bu sekilde devam ederek, k = 3,4,5,... satirlar1 igin istenen esitlikler benzer sekilde

yazilabilir. Bu islemler, yine asagidaki gibi matris formunda da yazilabilir:

2n’+2n 14 12 24
2n2 +4n+1|7 17 31
2n’+6n+2|(10 22 38

Burada verilen formiil, a.b + s = Mg, formiiliin genisletilmis halidir. Bu matrisin 1. Siitunu,
3 lin tek katlarinin sira sayisini, 2. Siitun, 5 in tek katlarinin sira sayisini, 3. Siitun ise 7 nin tek
katlarinin sira saymi vermekte ve bu islem boyle devam etmektedir.

Simdi, genisletilmis Mg matrisi i¢in stitun formiiliini asagida verelim. Matris satir
formiiliinden bulunan ve asal olmayan sayilarin sira sayilart matris formunda yazilabildigi gibi,
ayni islemler siitun formiilii olarak da diizenlenebilir:

Tamm 3.44 b,a€ Zt , b>1, b siitun sayisi olmak iizere,

MBSt — (3 + 1)+ (b —1)(2a + 1)

formiilii, stitundaki sira sayilarini veren formiil olarak tanimlanabilir. Bu nedenle, bu yeni
formiil, asal olmayan sayilar i¢in, matris Siitiin formiilii olarak adlandirilir.
Simdi bu formiilii baz1 degerler i¢in inceleyelim: Formiile gore, 1. stitun formiilii yani, b = 1
iken

MiS¥n = (3a+1), b=1
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olur. b = 2 iken, 2. siitun formiilii asagidaki gibi olur:
M" " = (3a+1) +1(2a + 1) = (5a + 2).

Ayni diisiinceyle devam edilerek, b = 3,4,5 ... satirlar1 igin de benzer esitlikler yazilabilir. Bu
esitlikler, yine matris formunda asagidaki gibi yazilabilir:

a=1 a=2 a=3,

3a+114 7 10

Sa+2(7 12 17
7a+3|10 17 24

Dikkat edilirse bu matris, kosegen ve simetrik bir matris 6zelligi tasimaktadir. Simetrik matris

yardimuryla alt ve iist tiggensel matrisler de olusturulabilir.

4 0 0 0 4 7 10 13
7 12 0 0 0 12 17 22
10 17 24 o™ o o 24 31
13 22 31 40 0O 0 0 40

Simdi ise asal sayilarin sira sayilarindan olusan bir matris olusturacagiz ve bu asal sayilarin sira
sayilarindan olusan matrisi Mg olarak gosterecegiz. Oncelikle, asafida bazi asal sayilar

verilmistir.

{3,5,7,11,13,17,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 61,67, }
bu asal sayilarin sira sayilari ise,
M, =1{1,2,3,5,6,8,9,11,14,15,18,20, 21, 23, 26,28,30,33, -+ }

dir. Buradan, asagidaki x ve y matrislerinin elemanlar1 tam sayilar olup, z matrisinin siitunlari

ise asal sayilarin sira sayilarindan olugmak tizere asagidaki formiilii olusturalim:

Mgs =xy+ 2z
0000 00 00O 0 O 1 23 5 6]
[01000”1431024]|12356|
Mg=lo0 11 0 o1 2 3 5 6|+l1 2 3 5 6l
011 10|[2z 6 6 10 12 12356J
0111 U1 46 5 6 1 2 3 5 6

40



2 3 5 6]
2 6 6 15 30|

8 9 20 36|
|l5 14 15 30 48J|
6 18 21 35 54

dir. Olusturulan Mg, ve Mg matrisleri, sirasiyla asal olmayan sayilarin ve asal sayilarin sira
sayilariin tablo gosterimleri haricinde, matrisler lizerinde birer uygulamalaridir.

Tamm 3.4.5 Kosegen tizerindeki M sayilarini veren formiil,
K¢ = Mg (1 + M)

Dir. Burada K, asal olmayan sayilarin karesinin sira numarasidir. Ornegin,

My =7, Mg =3, Kss =3(1+7) =24, M[(24) = 49 = 77
M, =11, Mg, =5, Kss = 5(1+11) = 60, Ml (60) = 121 = 112
yazilabilir.

Tamm 3.4.6 M, = x olsun. O zaman, My, = =

— 2— -y - ] . -
olur ve K = (le) (14 x) == elde edilir. Buradan K ile Ms"*" formiillerinin

grafiginde, satirda ve siitunda bulunan asal olmayan sayilar1 bulmak igin elde edilen formiili
gelistirilirse, agagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.4.7 b € Z*¢* ve b > 2 olsun.
Asagidaki formiil yardimiyla, asal olmayan sayilarin sira sayilart bulunabilir.

b? -1 b2+2b—1 b%2+4b -1 b2 +6b—-1
2’ 2 ’ 2 ’ 2 ’

Yukaridaki formiilde b = 3 yazilirsa, 3 tin katlarinin sira sayilari elde edilir: Yani,
4,7,10,13,16,19, 22,25, --

Mesala, sira sayis1 13 olan say1 39 olup asal degildir.

5 in katlarinin sira sayilari: 12,17,22,27,32,37,42, - olur.

Diger tek sayilar icin ayni islemler tekrarlanir.
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b b>—-1 | b*+2b—-1 | b>+4b—1 | b*+6b—1 | b>+8b—1 | b*> +10b—1
2 2 2 2 2 2

2 1,5 35 5,5 7.5 9,5 11,5
3 4 7 10 13 16 19
4 7,5 11,5 15,5 19,5 23,5 27,5
5 12 17 22 27 32 37
6 17,5 23,5 29,5 35,5 41,5 47,5
7 24 31 38 45 52 59
8 | 315 39,5 47,5 55,5 63,5 71,5
9 40 49 58 67 76 85
10 | 495 59,5 69,5 79,5 89,5 99,5
11 60 71 82 93 104 115
12 | 715 83,5 95,5 107,5 119,5 131,5
13 84 97 110 123 136 149

Tablo 3.4 11k 13 sayisinin sira sayilart

Gozlem sonuglart:

1. Yukaridaki tabloda higbir asal saymin sira sayisina rastlanmamaktadir.

2. b yerine cift say1 degerleri verildiginde, c¢ift sayilarin sira sayisina denk geldigi
goriilmektedir.

3. b yerine tek say1 degerleri verildiginde, sonucun asal olmayan tek sayilar oldugu
goriilmektedir.

4. b yerine tek sayilar verildiginde, sirasiyla b yerine verilen sayinin tek katlar1 elde edilir.
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Sekil 3.1 Asal olmayan sayilarin sira numarasiyla tam kare asal olmayan sayilarin kesisim grafigi
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_En

Sekil 3.2 Asal olmayan sayilarin sira numaralarinin dogrularinin kesisim grafigi

Yukaridaki her iki grafikte kullanilan fonksiyonlar, asagida verilmistir.
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m3(x) = 21x+13 O z5(x) = 51x+25
214()() = 20x+ 14 Q 225()() =53x+26
25(x) = 5x+2 25(x) = 31x+15 O zy(x) = 55x+27
27(x) = 35x+17 ) z(x) = 59x+29

24(x) = 9x+4

z5(x) = 11x+5 z15(x) = 37x+18 z30(x) = 61 x+ 30

O
O
O
5x) = 7x+3 @ z(x) =33x+16 O zg(x) = 57x+28
O
O
O

O z(x) = 13x+6 219(x) = 39 x+ 19
O z7(x) = 15x+7 O Zy(x) = 41x+20
O zg(x) = 17x+8 O 2y1(x) = 43x+21

(x) = 19x+9 O zp(x) = 45x+22
O z0(x) = 21 x+10 Zp3(x) = 47x+23

O ) =2x+11 O zy(x) = 49x+24

Tablo 3.5. Sekil 3.1 ve 3.2 grafiklerini veren formiiller

Asagida, asal olmayan sayilarin sira numaralar1 verilmistir. Bu sayilar bizim asal sayilar
bulmamiz i¢in Cagur elek sablonumuz olacaktir. Bu Cacgur elek sablonunu olustururken, Tanim

3.4.7 sira sayis1 formiiliimiizden yararlanilmistir.
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24

17

10

40

31

22

13

60

49

38

27

16

84

71

58

45

32

19

112

97

82

67

52

37

22

144

127

110

93

76

59

42

25

46

180

161

142

123

104

85

66

47

28

220

199

178

157

136

115

94

73

52

31

10

264

241

218

195

172

149

126

103

80

57

34

11

312

287

262

237

212

187

162

137

112

87

62

37

12

364

337

310

283

256

229

202

175

148

121

94

67

40

13

420

391

362

333

304

275

246

217

188

159

130

101

72

43

14

480

449

418

387

356

325

294

263

232

201

170

139

108

77

46
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544

511

478

445

412

379

346

313

280

247

214

181

148

115

82

49

16

612
577
542
507
472
437
402
367
332
297
262
227
192
157
122
87

52

17

684
647
610
573
536
499
462
425
388
351
314
277
240
203
166
129
92

55

18

760
721
682
643
604
565
526
487
448
409
370
331
292
253
214
175
136
97

58

19

840
799
758
717
676
635
594
553
512
471
430
389
348
307
266
225
184
143
102
61

20

47

924
881
838
795
752
709
666
623
580
537
494
451
408
365
322
279
236
193
150
107
64

21

1012
967
922
877
832
787
742
697
652
607
562
517
472
427
382
337
292
247
202
157
112
67

22

1104
1057
1010
963
916
869
822
775
728
681
634
587
540
493
446
399
352
305
258
211
164
117
70

23

1200
1151
1102
1053
1004
955
906
857
808
759
710
661
612
563
514
465
416
367
318
269
220
171
122
73

24

1300
1249
1198
1147
1096
1045
994
943
892
841
790
739
688
637
586
535
484
433
382
331
280
229
178
127
76
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1404
1351
1298
1245
1192
1139
1086
1033
980
927
874
821
768
715
662
609
556
503
450
397
344
291
238
185
132
79
26

1512
1457
1402
1347
1292
1237
1182
1127
1072
1017
962
907
852
797
742
687
632
577
522
467
412
357
302
247
192
137
82
27

1624

1567
1510
1453
1396
1339
1282
1225
1168
1111
1054
997
940
883
826
769
712
655
598
541
484
427
370
313
256
199
142
85
28

1740

1681

1622
1563
1504
1445
1386
1327
1268
1209
1150
1091
1032
973
914
855
796
737
678
619
560
501
442
383
324
265
206
147
88
29

1860

1799

1738

1677
1616
1555
1494
1433
1372
1311
1250
1189
1128
1067
1006
945
884
823
762
701
640
579
518
457
396
335
274
213
152
91
30

1984

1921

1858

1795

1732
1669
1606
1543
1480
1417
1354
1291
1228
1165
1102
1039
976
913
850
787
724
661
598
535
472
409
346
283
220
157
94
31

2112
2047
1982
1917
1852

1787
1722
1657
1592
1527
1462
1397
1332
1267
1202
1137
1072
1007
942
877
812
747
682
617
552
487
422
357
292
227
162
97
32

48

2244

2177

2110

2043

1976

1909

1842
1775
1708
1641
1574
1507
1440
1373
1306
1239
1172
1105
1038
971
904
837
770
703
636
569
502
435
368
301
234
167
100
33

2380

2311

2242

2173

2104

2035

1966

1897
1828
1759
1690
1621
1552
1483
1414
1345
1276
1207
1138
1069
1000
931
862
793
724
655
586
517
448
379
310
241
172
103
34

2520

2449

2378

2307

2236

2165

2094

2023

1952
1881
1810
1739
1668
1597
1526
1455
1384
1313
1242
1171
1100
1029
958
887
816
745
674
603
532
461
390
319
248
177
106
35

2664

2591

2518

2445

2372

2299

2226

2153

2080

2007
1934
1861
1788
1715
1642
1569
1496
1423
1350
1277
1204
1131
1058
985
912
839
766
693
620
547
474
401
328
255
182
109
36

2812

2737

2662

2587

2512

2437

2362

2287

2212

2137

2062
1987
1912
1837
1762
1687
1612
1537
1462
1387
1312
1237
1162
1087
1012
937
862
787
712
637
562
487
412
337
262
187
112
37

2964

2887

2810

2733

2656

2579

2502

2425

2348

2271

2194

2117
2040
1963
1886
1809
1732
1655
1578
1501
1424
1347
1270
1193
1116
1039
962
885
808
731
654
577
500
423
346
269
192
115
38



3120
3041
2962
2883
2804
2725
2646
2567
2488
2409
2330
2251
2172
2093
2014
1935
1856
1777
1698
1619
1540
1461
1382
1303
1224
1145
1066
987
908
829
750
671
592
513
434
355
276
197
118
39

3280
3199
3118
3037
2956
2875
2794
2713
2632
2551
2470
2389
2308
2227
2146
2065
1984
1903
1822
1741
1660
1579
1498
1417
1336
1255
1174
1093
1012
931
850
769
688
607
526
445
364
283
202
121
40

3444

3361
3278
3195
3112
3029
2946
2863
2780
2697
2614
2531
2448
2365
2282
2199
2116
2033
1950
1867
1784
1701
1618
1535
1452
1369
1286
1203
1120
1037
954
871
788
705
622
539
456
373
290
207
124
41

3612

3527

3442
3357
3272
3187
3102
3017
2932
2847
2762
2677
2592
2507
2422
2337
2252
2167
2082
1997
1912
1827
1742
1657
1572
1487
1402
1317
1232
1147
1062
977
892
807
722
637
552
467
382
297
212
127
42

3784

3697

3610

3523
3436
3349
3262
3175
3088
3001
2914
2827
2740
2653
2566
2479
2392
2305
2218
2131
2044
1957
1870
1783
1696
1609
1522
1435
1348
1261
1174
1087
1000
913
826
739
652
565
478
391
304
217
130
43

3960

3871

3782

3693

3604
3515
3426
3337
3248
3159
3070
2981
2892
2803
2714
2625
2536
2447
2358
2269
2180
2091
2002
1913
1824
1735
1646
1557
1468
1379
1290
1201
1112
1023
934
845
756
667
578
489
400
311
222
133
44

49

4140

4049

3958

3867

3776

3685
3594
3503
3412
3321
3230
3139
3048
2957
2866
2775
2684
2593
2502
2411
2320
2229
2138
2047
1956
1865
1774
1683
1592
1501
1410
1319
1228
1137
1046
955
864
773
682
591
500
409
318
227
136
45

4324

4231

4138

4045

3952

3859

3766
3673
3580
3487
3394
3301
3208
3115
3022
2929
2836
2743
2650
2557
2464
2371
2278
2185
2092
1999
1906
1813
1720
1627
1534
1441
1348
1255
1162
1069
976
883
790
697
604
511
418
325
232
139
46

4512

4417

4322

4227

4132

4037

3942

3847
3752
3657
3562
3467
3372
3277
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3087
2992
2897
2802
2707
2612
2517
2422
2327
2232
2137
2042
1947
1852
1757
1662
1567
1472
1377
1282
1187
1092
997
902
807
712
617
522
427
332
237
142
47
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4510

4413

4316

4219

4122

4025

3928
3831
3734
3637
3540
3443
3346
3249
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3055
2958
2861
2764
2667
2570
2473
2376
2279
2182
2085
1988
1891
1794
1697
1600
1503
1406
1309
1212
1115
1018
921
824
727
630
533
436
339
242
145
48

4900

4801

4702

4603

4504

4405

4306

4207

4108

4009
3910
3811
3712
3613
3514
3415
3316
3217
3118
3019
2920
2821
2722
2623
2524
2425
2326
2227
2128
2029
1930
1831
1732
1633
1534
1435
1336
1237
1138
1039
940
841
742
643
544
445
346
247
148
49

5100

4999

4898

4797

4696

4595

4494

4393

4292

4191

4090
3989
3888
3787
3686
3585
3484
3383
3282
3181
3080
2979
2878
2777
2676
2575
2474
2373
2272
2171
2070
1969
1868
1767
1666
1565
1464
1363
1262
1161
1060
959
858
757
656
555
454
353
252
151
50



Yukaridaki Cagur elek sablonunu kullanarak ilk 300’¢ kadar olan tek sayilar i¢indeki asal

sayilart bulalim. Bu elek sablonunu olustururken, Tanim 3.4.7 sira sayisi formiiliimiizden

yararlanilmstir.

[k 6nce tek sayilar tablosu olusturalim. Bu tablodaki tek sayilar 3 ten baslayacaktir.

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

43 45 47 49 51 53 55 57 59 61

63 65 67 69 71 73 75 77 79 81

83 85 87 89 91 93 95 97 99 101
103 105 107 109 111 113 115 117 119 121
123 125 127 129 131 133 135 137 139 141
143 145 147 149 151 153 155 157 159 161
163 165 167 169 171 173 175 177 179 181
183 185 187 189 191 193 195 197 199 201
203 205 207 209 211 213 215 217 219 221
223 225 227 229 231 233 235 237 239 241
243 245 247 249 251 253 255 257 259 261
263 265 267 269 271 273 275 277 279 281
283 285 287 289 201 293 295 297 299 301

Tablo 3.6 Tek sayilar

Yazdigimiz asal sayilarin, tanim 3.4 de verilen yontem ile sira sayilarini bulup asagida tabloda

verelim.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130
131 132 133 134 135 136 137 138 139 140
141 142 143 144 145 146 147 148 149 150

Tablo 3.7 Tek sayilarin sira sayisi
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Son olarak sira sayilarini buldugumuz tek sayilar iizerinde, kendi olusturdugumuz elegimizi

uygulayarak geriye kalan sayilar asal sayilarin sira sayilarini vermektedir.

1 2 3 5 6 8 9
11 14 15 18 19 20
21 23 26 29 30
33 35 36 39
41 44 48 50
51 53 54 55 56
63 65 68 69
74 75 78
81 83 86 89 90
91 94 95 96 98 99
105 106 108 109
111 113 114 116 119 120
125 128
131 134 135 138 140
141 146

Tablo 3.8 Asal sayilarin sira sayisi

Bu tabloda asal sayilarin sira sayilar1 kalmistir. Béylece kendi olusturdugumuz Cagur elegimizi
uygulamis olduk. Olusturdugumuz elegin avantaji, inceledigimiz say1 kiimesini kii¢iiltmesidir.
Yani, tablo 3.4.12 deki ilk 300 tek sayiy1 incelemek yerine bizim sira sayist yontemi ile

olusturdugumuz tablo 3.4.13 daki sayilar1 incelemek daha kolay olacaktir.

Tamm 3.4.15 k > 0 ve k € Z* igin % formiilii uygulandiginda, k nin alt sira sayist elde
edilir. Ornegin, 17 sayisinin alt sira sayis1 8 dir.

k> 0vek € Z" igin % formiilii uygulandiginda, k nin iist sira sayisi elde edilir.

Ornegin, 21 sayisinn iist sira sayis1 11 dir.

Tanim 3.4.16 p asal say1 olsun. Oyle ki p nin alt sira sayis1 ve iist sira sayis1 da asal say1 ise p
sayisina mitkemmel giiveli asal say1 denir. Ornegin, p = 5 asal sayisinim alt1 sira sayis1 2, {ist
sira sayis1 7 dir. Yani, p = 5 sayisinin, alt sira sayst ile iist sira sayisi asal oldugundan dolay1
p milkkemmel giivenli asal sayidir. Bazi miikkemmel gilivenli asal sayilar gOyledir:

5,11,23,83,179,359,719, ...

Asagidaki tabloda, beyaz renkli bolgede, ardigik tek sayilar verilmistir. Bu beyaz bdliimde
bulunan tek sayilarin iizerine, iist sira sayilart yazilmistir. Daha sonraki bir iist siraya, altinda

yazan sayinin uist sira sayis1 yazilacaktir. Ayrica, beyaz kisimdaki sayilarin alt boliimiine ise bu

51



sayilarin alt sira sayist yazilmaktadir. Eger, alt sira sayisini1 yazarken sonug ¢ift say1 ¢ikar ise

devam edilmemektedir. Ciinkii islemlerimizi tek sayilar {izerinden yapacagiz. Kirmizi ile

belirtilen sayilar asal sayilardir. Arka arkaya gelen 3 asal sayilarin ortasindaki asal sayi,

milkkemmel giivenli asal sayilar1 olusturmaktadir. Miikemmel giivenli asal sayiy1 yesil ile

belirttik.

255
127
63
31
15

1919
959
479
239
119
59

29
14

383
191
95
47
23
11

2047
1023
511
255
127
63

31
15
7
3

1

511
255
127
63
31
15

2175
1087
543
271
135
67

33
16

639
319
159
79
39
19

2303
1151
575
287
143
71

35
17

767
383
191
95
47
23

11

2431
1215
607
303
151
75

37
18

895
447
223
111
55
27

13

Tablo 3.9 Miikemmel giivenli asal sayilar.

2559
1279
639
319
159
79

39
19

Tablo 3.10 Mitkemmel giivenli asal sayilar.

1023
511
255
127
63
31

15

2687
1343
671
335
167
83

41
20

1151
575
287
143
71
35

17

2815
1407
703
351
175
87

43
21
10

1279
639
319
159
79
39

19

2943
1471
735
367
183
91

45
22

1407
703
351
175
87
43

21
10

3071
1535
767
383
191
95

47
23
11

1535

767
383
191
95
47

23
11

3199
1599
799
399
199
99

49
24

1663 1791

831
415
207
103
51

25
12

3327
1663
831
415
207
103

51
25
12

895
447
223
111
55

27
13

3479 3583
1739 1791
869 895
431 447
215 223
107 111

53 55
26 27
13

Asal sayilar diizensiz ilerlediginden dolayi, milkemmel giivenli asal sayilar da hizli bir sekilde

artts gostermektedir. Ciinkii her asal sayr miikemmel giivenli bir say1 degildir. Buradan

Miikemmel giivenli asal sayilara ulasmanin kolay olmadigini sdyleyebiliriz. Ilerleyen

boliimlerde miilkemmel giivenli asal sayilarin bu 6zelliginden yararlanarak, mesajlari sifrelemede
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kullanacagiz. RSA algoritmasinda modiiler matematik kullanilir. Asagida RSA algoritmasi ana

hatlariyla verdik.
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4.BOLUM

ASAL SAYILAR ILE SIFRELEME

Asal sayilar, bir uygulamanin ne kadar 6nemli oldugunu ortaya koyan 6nemli bilgileri
giivende tutmak i¢in kullanilir. Yeni bir asal sayinin bulunma islemi, kriptografi i¢in biiyiik bir
stirpriz olmasa da matematikgiler asal sayilarin daha diisilk maliyet ve daha kisa zamanda
hesaplanmasi i¢in yeni yontemler aramaktadirlar. Cok fazla cebirsel islem gerektiren asal
sayilarin hesabi, incelenen sayilar biiyiidiik¢e zorlasir. Gliniimiizde, asal sayilar, genelde kisisel
bilgilerin korunabilmesi amaciyla sifreleme teknolojilerinde, bankalarin kredi kartlarinda,

fizikgiler i¢in kuantum kaos teorisinde ve haberlesme sistemleri gibi alanlarda kullanilir.

Kriptoloji, haberlesen iki grubun veya daha fazla grubun veri alis-verisini giivenli bir
sekilde yapilmasini saglayan ve bu bilgi alisverisinde matematiksel problemleri ve
uygulamalar: kullanan bir bilim dalidir. Kriptoloji, matematigin hem sifre bilimini hem de sifre
analizini (kriptonaliz) kapsayan dalidir. Sifre bilimi literatiirde Kriptografi olarak bilinirken,
sifre analizi ise Kriptoanaliz olarak bilinir. lyi bilindigi gibi, Kriptografi kelimesi, Yunanca
crypto (gizli) ve grapy (yazmak) kelimelerinden tiiremis olup, gesitli yontemler ile verilerin

sifrelenerek giivenliligini ve gizliligini saglamay1 amaglayan Kriptolojinin bir dalidir.

Sifrelemenin 1940-1944 yillar1 arasinda II. Diinya Savasi sirasinda kullanildig:
bilinmektedir. Sifre ¢6ziimiinde amag, kullanilan sifrenin 6zelliklerinden ve sifrelenen metin
ile ilgili bilgilerden yararlanarak, olas1 anahtarlarin denenmesinden kurtulmaktir. Almanlarin
ikinci diinya savasi sirasinda kullandiklar sifreleme cihazi Enigma adli cihazdir. Bu savas
sirasinda, bilgisayar bilimci olan Ingiliz A. Turing, Enigma sifresinin yapisal zayifliklari
kullanarak, nazilerin iletisimlerini ¢6zmeyi basarmistir. Kriptografide her kullanicinin
sifreleme ve desifreleme yapmak i¢in, bir agik bir de gizli olmak iizere iki anahtar1 vardir.
Sifrelemek ve sifre ¢cozmek icin iki tip sifreleme yontemi vardir: gizli anahtarli yontem ve agik
anahtarli yontem. Gizli anahtarli sifrelemede, hem sifrelemek hem de sifre ¢6zmek igin ayn
anahtar kullanilir. Giinlimiizde en ¢ok kullanilan gizli anahtarl sifre sistemi DES yani Data

Encryption Standard sistemi olarak bilinir.

Acik anahtar herkese aciktir ve isteyen herkes gorebilir. Gizli anahtar ise sakli tutulur,

sahibinden bagka herhangi biri tarafindan bilinemez. Sifreleme acik anahtar ile yapilirken sifre
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¢Ozlimii ise gizli anahtarla yapilir. Bu sifreleme anahtarlan ikili bigimde kullanilir ve birinin
sifreledigi bilgiyi digeri ¢ozer. Giiniimiizde en ¢ok bilinen ve kullanilan agik anahtarli sifreleme
yontemi, RSA sifrelemedir. Bu sistemin adi, 1978 yilinda Ron Rivest, Adi Shamir ve Leonard
Adlemen bilim insanlarinin tamsayilar1 ¢arpanlarina ayirma ¢alismalari sonrasinda verilmistir.
Acik anahtar algoritmalarinin hepsi, biiyiikk olan sayilarla yapilan bazi islemlerin bir taraftan
kolay olurken diger taraftan ise zor olmasini kullanir. Mesela, RSA sifreleme yontemi bundan
faydalanir. Bu nedenle, bilim insanlar1 tamsayilarin asal carpanlarmi bulmak ile hala
ugragmaktadirlar. RSA algoritmasinda modiiler matematik kullanilir. Asagida RSA algoritmasi

ana hatlariyla verildi.

SIFRELI SIFRE

DUZ METIN SIFRELEME : 8
METIN cOzZME

DUZ METIN

Tablo 4.1 sifreleme ve sifre ¢6zme algoritmasi

Acik Anahtar Olusturma Algoritmasi: Her A kisisi acik anahtarini su sekilde olusturur:
« iki tane farkli, rasgele ve basamak sayis1 ayni olan p ve q asal sayilarini secer.
*n=p.qVvep = (p—1).(q — 1) degerlerini hesaplar.
1< c<@ve(cepn)) =1 olacak sekilde rastgele bir ¢ sayisini seger.

+ Oklid algoritmasini kullanarak, 1 < d < ¢(n) ve c.d = 1(mode(n)) sartim saglayan d

sayisin1 hesaplar.

* A kigisinin agik anahtari (n, ¢) olup gizli anahtar1 ise d olur.

Sifreleme genel olarak asagidaki ana hatlar ile verilebilir:
e Acik anahtar olan (n, ¢) ¢ifti, bilgiyi gonderecek kisi tarafindan bilinir.
e Agik metin, M € [0,n — 1] araliginda olacak sekilde bir tamsay1 doniistiirtiliir.
e Sifreli metin C = M° mod n seklinde hesaplanir.

e Bilgiyi gonderecek olan kisi, C sifreli metnini bilgiyi alacak kisiye gonderir (Beskirli ve
dig. 2019).
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GONDERICI

d

ACIK METIN(M)

d

SAY| BLOKLARI

4

SIFRELI METIN

C, = M,°* modn
DESIFRELENMIS METIN

M, = C,°*modn

M, = C,* modn

L]

d GIZLi ANAHTAR -

C, = M,® mod n H ACIK ANAHTAR —

ALICI -) RASTGELE SAYI (e)
Tablo 4.2 RSA Algoritmasinin Akig Semasi

Sifreleme Algoritmasi

B sahsi, A ya bir m mesaj1 gondermek istiyorsa, B kisisi, m mesajini sifrelemek i¢in asagidaki

islemleri yapar:

» Oncelikle A nin acik anahtarini (n, e) 6grenir.
* m mesajini, [0,n — 1] araliginda yazar.

* Sonra C = m° (mod n) degerini hesaplar.

* Olusan C sifresini A kisisine gonderir.
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Sifreli C metninden agik metni bulabilmek i¢in, A kisisi asagidaki islemi uygular:

* d gizli anahtarin1 kullanarak ve m = c. d(mod n) islemini uygulayarak m acik metine ulagir

(Zuckerman ve dig. 1991).
Ormnegin, p = 11, q = 17 asal sayilar segilsin.
n=11.17 =187 ve p(n) = (11 —1).(17 — 1) = 160 olur.

1<c<@) igin ¢ =3 segilsin.

d.c = 1(m0d<p(n)) sartin1 saglayan d = 107 alinsin. 0 zaman,

d.c=321= l(mod(p(n)) olur.

Tamm 4.1.2 p asal say1 olsun. Oyle ki p’nin kendinden bir dnceki sira sayis1 ve bir sonraki
sira sayisi da asal say1 ise p sayisina milkemmel giiveli asal say1 denir. Mesela, p = 5 asal
sayisindan bir dnceki 2 sayisi ve bir sonraki 7 sayisi da asal say1 oldugu icin p milkemmel

givenli  asal  sayidir. Bazi  mikemmel giivenli asal sayillar  sOyledir:

5,11,23,83,179,359, 719, ...

Miikemmel Giivenli Asal Sayilar icin RSA Yontemi.
Simdi, bu kesimde RSA giivenlik algoritmasinin miikemmel giivenli asal sayilar igin bir
uygulamasi verilecektir.
Ornegin, p ile g ardisik iki miikemmel giivenli asal say1 olsun: p = 11 ,q = 23.

n=0p+1).(2q + 1) = 23x47 = 1081

pn) = (p—_l)(qz;l) =5x 11 = 55.

2
Rastgele bir e sayisini segelim.

1<e<nve (e @(n)) =1olmak iizere, e = 19 olsun.

d.e = 1(modg(n)) sartini saglayan bir say1 d = 29 alinabilir.

d.e =551 = 1(mod(p(n)) oldugundan agik anahtar {n, e} = {1081,19} olur.
Kapali anahtar ise {n,d} = {1081,29} bulunur.

Ornegin, p =5, q = 11 ardisik milkemmel giivenli asal say1 segilsin.
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n=Cp+1).2q+1) =11.23 = 253

p(n) =10

Rastgele bir e sayisini segelim. 1 < e < n ve (e, (p(n)) = 1 ile arasinda asal olsun.
e = 3 kabul edelim.

d.e = 1(modg(n)) d=7 d.e=21=1(modp(n))

Acik anahtar {n, e} = {253,3} dir.

Kapali anahtar {n, e} = {253,7} dur.

N o g &~ w P

Gondermek istenilen metin, SIFRE olsun. Harflere sirasiyla numaralandirma yapilirsa,

S=1,1=2,F =3,R =4,E = 5 olur. Mesaj gonderilecek kisiye ve mesaj1 okuyan herhangi

birine, yukarida hesaplanan n ve rastgele segilen e sayilari verilir.
SIFRE = 12345 i¢in e = 3 ve (mod 10) goére hesaplama yapilir.

13 = 1 (mod 10)
23 = 8 (mod 10)
33 = 7 (mod 10)
43 = 4 (mod 10)
53 = 5 (mod 10)

Yani gonderilmesi gereken sifre 18745 olacaktir. Bu sayiyr kodlarimizi kullanarak SIFRE

metini haline doniistiirerek desifreleme tamamlanmustir.

Ornegin, [0, p(n) — 1] tamsay1 degerleri arasinda harfler rakamlarla eslestirilir.

Tablo 4.3 baz1 harflerin sifreleme tablosu
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Yukarida numaralandirdigimiz harflerle bir mesaj gondermek i¢in ilk Once mesajimizi

sifreleyelim. Mesaji sifrelemek i¢in ¢ (n) = 10 ve e = 3 buluruz.

MESAJ M| 1 R|IA|Y | K|]O|N|U S U Y O R

w
=
o
o
©
)
ol
IN
©
~
©
©
(&)
o

Sayi Degeri
EninKuvveti | 33| 13| 63 | 03| 93 | 23| 53 | 43|83 | 73 |18 | 93| 5 | 63
Deger 27 | 1 216 | O 729 | 8 125 | 64 | 512 | 343 | 512 | 729 | 125 | 216

p(n)
Boliminden |7 |1 |6 [0 |9 |8 |5 |4 (2 |3 |2 |9 |5 |6
Kalan
SIFRELI .

S |[i |[R |/A|]Y |U|O |[N|K [M |[K |Y |O |R
MESAJ

Tablo 4.4 mesaj sifreleme tablosu

Sifreli mesajimizi alan kisi, bu mesaj1 anlasilir bir metine dontistiirmek i¢in asagidaki islemler

yapilir.

SIFRELI
MESAJ

DninKuvveti | 77|17 | 67 | 07| 97 |87 | 57 |47 | 27 | 37 | 27 | 97 | 57 | 67

p(n)
Bolumiinden 3 1 6 0 9 2 5 4 8 7 8 9 5 6

Kalan

MESAJ M |1 R A |Y K O N |U S U Y O R

Tablo 4.5 sifrelenen mesaji ¢6ziimleme tablosu

Sifreli mesaj1 agabilmemiz i¢in gizli anahtar olan d = 7 yi bilmemiz gerekir.

Rabin Sifreleme Algoritmasi. 1979 yilinda Michael Rabin tarafindan bulunan bir
kriptosistemdir. Bu kriptosistem, asimetrik sifreleme teknigidir. Rabin kriptosistemi, RSA in
bir versiyonudur. RSA da oldugu gibi Rabin kriptosisteminde de bilesik sayilarin ¢arpanlara

ayrilma zorlugundan yararlanilmistir (Rabin 1979). Rabin kriptosisteminin dezavantaji, 4 tane
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¢ikt1 icinden hangisinin dogru girdi oldugunu bulmak zordur. Her ne kadar ekleme metoduyla

dogru ¢ikt1 se¢ilmeye ¢alisilsa da RSA ya gore bu bir dezavantajdir [26].

Rabin Kkriptosistem anahtar iiretimi. Yaklasik olarak ayni boyutta iki biiyiik rasgele p ve
q asal sayilar1 olusturulur.

n=p.q

hesaplanir. n, agik anahtar; (p, q) gizli anahtardir.

Rabin kriptosistemi sifreleme. m, mesajini sifrelemek isteyen biri,

n den az olmayacak sekilde m ikili say1 olusturulur.

Gonderen kisinin agik anahtarina ulagilir.

¢ = m?(mod n) denkligini hesaplanir.

Sifrelenmis ¢ mesajin1 istedigi kisiye gonderir.

Rabin kriptosistemi sifre coziimleme. Sifreli mesaj gelen kisi, kendi 6zel anahtarini

kullanarak m = +/c (mod n) degerini hesaplar.

m? = c(mod n) nin, my,* = c¢(mod p) ve my* = c(mod q) seklinde iki denklem ¢oziimii

+1 q+1
vardir. Buradan, m, = ¢ + (mod p) ve m; = ¢ + (mod q) dur.

Genisletilmis Oklid algoritmasini kullanarak,
Yp-P + Yq-q = 1 hesaplanur.
my, = (yp.p.mq + mq.q.mp) (mod n),
m, =n-—my,
ms = (yp.p.mq - mq.q.mp) (mod n),
my, =n—ms,
kokler bulunur. Sifreli metini bulan kok kullanilir. Ornegin, A kisisi anahtar Gretimi iin;
p = 277 ve q = 331 asal sayilarini seger. n = p.q = 91687 degerini hesaplar.
A kisisinin agik anahtari n = 91687, gizili anahtar1 p = 277, ¢ = 331 dir.

Sifreleme Islemi. A kisisinin sifrelenecek mesaji m = 40569 olsun.

¢ = 405692(mod 91687) = 62111 degerini hesaplar.

Bu ¢ mesaj1 B kisisine gonderilir.

60



Sifrenin acilmasi. B kisisi, n = 91687 agik anahtari ile ¢ sifreli metini, ¢’nin (mod n) e

+1 +1
gore dort kare kokiinii hesaplar. m, = ¢ + (mod p) ve m; = ch(mod q) farkli koklerden

asagidaki dort kok

m, = 69654, m, = 22033, m; = 40569, m, = 51118

olarak bulunur. Sifreli metini, c’yi acar m3’i elde edip, orijinal mesaja ulagir.

Miikemmel giivenli sayillarin Rabin sifrelenmesine uygulanmasi. Sifrelenecek mesajimiz:

MRY olsun.

M 1
I 0
R 5
A 7
Y 8

Tablo 4.6 baz1 harflerin kodlama tablosu

Harfleri keyfi se¢tigimiz sayilarla eslestirdik. Simdi p = 11 ve g = 23 miikemmel giivenli
asallar1 se¢elim. Buradan,

n = p.q = 253 olur. A¢ik anahtarimiz n = 253, gizli anahtarimiz (p, q) = (11, 23) dir.

m < n olacak sekilde m = 158 olsun.c = 158%(mod 253) = 170 dir. Génderecegimiz gizli
mesajimiz; MAI dir. MAI olan gizli mesajimiz1 alan kisi, agik anahtar1 yani n = 253

sayisini kullanarak

11+1

my; =170+ (mod 11) =4,

23+1

Mmy3 = 170+ (mod 23) =3

sayilarini bulur.Genisletilmis Oklid algoritmasini kullanarak,
YD+ Vg-q=1
esitliginden bilinmeyenler bulunur:
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Yp = —2 Ve y, = 1 bulunur. Kokler ise,
my = (—2.11.3 + 1.23.4) (mod 253) = 26,
m, = 253 — 26 = 227,
my = (—2.11.3 — 1.23.4)(mod253) = 95,
m, = 253 — 95 = 158 olur.
Burada ger¢ek mesaj1 agcan kok, m, sayisidir. Yani, bizim sifrelenen MAI gizli mesaji,
n = 253 acik anahtar ile hesaplanarak bulunan m, = 158 sayis1 ger¢ek mesaji; MRY acar.
Asagidaki tabloda, sar1 ile boyali olan m, = 158 degerine karsilik gelen harfler yardimiyla

gercek mesaja ulagilir.

> o = Z
o ~| u| of

Y
Tablo 4.7 gercek mesaj tablosu

Sonug olarak, asal sayilarin diizensiz ilerlemesinden faydalanarak miikemmel giivenli asal
sayilar1 olusturduk. Boylelikle, elde ettigimiz miikkemmel gilivenli asal sayilar1 RSA ve

RABIN kriptosistemlerinde kullanarak, sifrelemeyi daha giivenli hale getirdik.
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SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismanin birinci boliimiinde tam sayilarin ve asal sayilarin genel bilgilerine ve
boliinebilme testlerine yer verilmistir. Ikinci béliimde, bilinen bazi 6zel asal sayilara ayrintili
olarak deginilmistir. Ugiincii béliimde ise, asal sayilar1 bulmak i¢in olusturulmus bazi asallik
testleri incelenmistir. Daha sonra ise, yeni tanimladigimiz ve kullandigimiz asal say1 bulma
yontemi verilmistir. Dordiincti boliimde, asal sayilan sifrelemede uygulama teknikleri olan
RSA ve Rabin kriptosistemi verilmistir. Son olarak, bu tezde tanimlanan ve kullanilan
miikemmel gilivenli asal sayilar ele alinmistir. Ayrica, bir uygulama olarak, bu sayilarin RSA
ve Rabin sifreleme yontemlerinde kullanilmasi da verilmistir. Bu ¢alismada tanimlanan asal

say1 bulma yontemi, yapilacak baska ¢aligmalarda da kullanilabilecektir.
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