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OZET

S YARI ASAL ALT MODULLER

Bu tezde yar1 asal alt modiil ve S-asal alt modiillerin bir genellestirilmesi olan S-yar1

asal alt modiil kavrami tanitilmaktadir.

A sifirdan farkli birimli ve degismeli bir halka ve M sifirdan farkli birimsel A-modiil,
L, M nin bir alt modiilii ve S, A nin carpimsal kapali bir alt kiimesi olsun.r € A,m e M
ven € Nigin r"m € L iken srm € L saglayan sabit bir s € S varsa L ye M nin bir S-
yari asal alt modulii denir. Ayricar € A, m € Mven € Nicinr™m = 0ikensrm =0

olacak sekilde sabit bir s € S varsa M ye S-indirgenmis modiil denir.

S-yar1 asal alt modiil ve S-indirgenmis modiillerin karekterizasyonu ve orneklerini
vermenin yaninda yari asal alt modiil ve indirgenmis modiil siniflarin1 da bu kavramlarla

karakterize ediyoruz.



ABSTRACT

S SEMIPRIME SUBMODULES

This thesis introduces the concept of S-semiprime submodule which is a generalization
of semiprime submodules and S-prime submodules. Let M be a nonzero unital module,
where A is a commutative ring with a nonzero identity. Suppose that S is a
multiplicatively closed subset of A. A submodule L of M is said to be an S-semiprime
submodule if there exists a fixed s € S and whenever r*m € Lforsomer € Ame M
and n € N, then srm € L. Also, M is said to be an S-reduced module if there exists
(fixed) s € S and whenever r"m = 0 forsomer € A,m € M and n € N, then srm =
0. In addition to give many examples and characterizations of S-semiprime submodules
and S-reduced modules, we characterize certain class of semiprime submodules and

reduced modules in terms of these concepts.



SEMBOLLER ve KISALTMALAR

€: Elemanidir

¢: Elemani degildir

N: Dogal sayilar kiimesi

Z: Tam sayilar kiimesi

Q: Rasyonel sayilar kiimesi
Ny: N U {0}

C: Alt kiime

C: Has alt kiime

R

: Izomorfizma

& Gerek ve yeter sart (ancak ve ancak)
«<: Yeterlilik

=:Gereklilik

K / 1+ Bolim halkasi

S™1A: Kesir halkasi

VI: I min radikali

Max(A): Maksimal ideallerin kiimesi
Spec(A): Asal ideallerin kiimesi

Jac(A): Jacobson radikali

Cek(h): h homomorfizmasinin ¢ekirdegi
(ag, ay, ...,a,): ag,ay, ..., a, ile tiretilmis ideal
u(A): A halkasinin birim grubu

[(A): A halkasinin tiim ideallerinin kiimesi

V(J) : J yi kapsayan tiim asal ideallerin kiimesi



1. GIRIS
1.1 Halkalar Hakkinda Genel Bilgiler

Tanim 1.1.1 (Calhalp ve Tekir, 2009) (4, +) abelyan bir grup ve A iizerinde “.” iglemi

tanimli olsun.
(i) A da™.” islemi birlesme 6zelligine sahip

(i) A da™.” islemi + lizerine sagdan ve soldan dagilma Ozelligine sahip ise

(4, +,-) tgliisiine halka denir.

Bundan sonra (4, +,-) tigliisti yerine A halkasi ifadesini kullanacagiz ve a. b islemini ab
ile gosterecegiz. Ayrica, A halkasinin toplama islemine gore etkisiz elemanini 0 ile

gosterecegiz.

Ornek 1.1.2 Z tamsayilar kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemine gore bir halka

yapist olusturur.
Tamim 1.1.3 (Calhalp ve Tekir, 2009) (4, +,.) bir halka olsun.

(i) Hera € A iginea = ae = aolacak sekilde e € A varsae ye A halkasinin

birimi denir ve A ya bir birimli halka adi verilir.
(i) Hera,b € A iginab = baise A ya bir degismeli halka denir.
Bundan sonra bir A halkasinin birimini 1 ile gosterecegiz.

Ornek 1.1.4 (Q,+,.),(C +,.),(R,+,.) bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore

birimli ve degismeli bir halkadir.

Ornek 1.1.5 R reel sayilar cismi ve X # @ bir alt kiime olmak iizere C(X), X ten R ye

tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesini gostersin.

CX)={f:X - R|f sturekli}
asagidaki toplama ve ¢arpma islemine gore birimli ve degismeli bir halkadir:
Her f,g € C(X) ve x € X i¢in;

(f +9)(x) = f(x) + g(x)



(fg)(x) = fF(x) g (x).

Ornek 1.1.6 A bir halka ve MT*(A) girdileri A daolan m x n lik matrislerin kiimesi olsun.
Matrislerdeki bilinen toplama ve ¢arpma islemine gore M]*(A) bir halkadir. Eger A
halkas1 birimliyse M]*(A) halkas1 birimli halkadir. Ancak matrisler ikinci isleme gore

degismeli olmadigindan bu halka degismeli bir halka degildir.

Ornek 1.1.7 R reel sayilar kiimesi (a,,) reel say1 dizileri olsun. Biitiin reel say1 dizilerinin

kiimesi
L = {(ap)nen: (a,) reel say1 dizisi}

ile gosterilsin. L asagidaki toplama ve ¢arpma islemlerine gore degismeli ve birimli bir

halkadir:
Her (an)nen, (Pn)nen € L i¢in,
(an)nen + (bp)nen = (an + by)nen

(an)nen(Bn)nen = (Anbp)nen-

Tiim tez boyunca aksi belirtmedikge biz halkalar1 birimli ve degismeli kabul edecegiz.

Tamim 1.1.8 (Sharp, 2000) A bir halka olsun. Halkada tersi mevcut elemanlara birimsel
elemanlar denir. Bu elemanlarin olusturdugu gruba halkanin birim grubu denir ve u(A)

ile gosterilir.

Tamim 1.1.9 (Sharp, 2000) A bir halka olsun. a € A igin ax = 0 olacak sekilde sifirdan
farkli x € A bulunabiliyorsa a ya halkanin sifir boleni denir. Ozel olarak, A halkasinin

tiim sifir bolenleri kiimesi zd (4) ile gosterilir.
Ornek 1.1.10 Z,, halkasmin sifir bolenleri kiimesi zd (Z,,) = {k € Z,: (k,n) # 1} dir.

Tamm 1.1.11 (Sharp, 2000) Bir A halkasinda 0 dan baska higbir sifir bolen yoksa bu
halkaya tamlik bolgesi denir.

Ornek 1.1.12(Q, +,.), (C, +,.), (Z, +,.) halkalar1 birer tamlik bolgesidir.

Ornek 1.1.13 p asal say1 olmak iizere Z.,, bir tamlik bolgesidir.



Tamm 1.1.14 (Atiyah, 2018) Bir A halkasinda sifirdan farkli her elemanin ¢arpimsal tersi

varsa bu halkaya cisim ad1 verilir.
Ornek 1.1.15 (Q, +,.), (C, +,.), (R,+,.) halkalar birer cisimdir.

Not Her halka cisim degildir. Ornegin (Z, +,.) halkas1 bir cisim degildir. Ciinkii sadece

1 ve -1 elemaninin tersi vardir.

Tamm 1.1.16 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka ve @ # I € A olsun. Asagidaki

sartlar saglanirsa I ya A nin ideali denir:
(1) Vx,y€licihx—y€ I
(i) Vx€elveVa€Aiginax € I.

Not {0} ve A halkasinin kendisi her zaman bir ideal belirtir. O halde halka sifirdan farkl

ise en az iki ideali vardir. A nin kendisinden farkli ideallerine has ideal denir.
Ornek 1.1.17 k € Z olmak iizere Z tam sayilar halkasinin idealleri kZ bicimindedir.

Tamim 1.1.18 (Sharp, 2000) Her ideali bir temel ideal olan halkaya temel ideal halkasi
denir. Aym zamanda halka tamlik bolgesi ise temel ideal bolgesi (TIB) adini alir.

Ornek 1.1.19 Z tam sayilar halkasinin her ideali bir temel idealdir. Ayn1 zamanda tamlik

bolgesi oldugundan temel ideal bolgesidir.

Onerme 1.1.20 (Calhalp ve Tekir, 2009) A, A,,...., A, halkalar1 verilsin.

Ay X Ay X .. x Ay, ={(ay,ay,...,ay):a; €EA;,i =1,2,..,n}
kartezyen ¢arpim kiimesi asagidaki islemler altinda bir halkadir.
Her (a4, a,,...,ay), (b1, by,..., b)) € A1 X A, X ... X A,, i¢in,
(ay,ay, ...,ay) + (by, by, ..., by) = (a; + by,ay + by, ...,a, + by)

(aq, ay,...,a,) (by, by,..., b,))= (a,by,ayb,, ..., a,b,)

Ispat Ay, A,, ..., A, halkalar verilsin.

A X Ay X ... X A={(aq, ay,...,ay): a; € A; , i = 1,2,...,n} kilmesinin tanimda verilen

islemler altinda bir halka oldugunu gosterelim. Gergekten de



(l) (al, az,..., an)+(b1, bz,..., bn)z (a'l + bl' az + bz, ey an + bn):(bl + al, bz +
ay, ..., bn + an )=(b1, bz,..., bn)+ ag, dz,..., an).

(ii)[(alJ az,., an) + (bll b2; ) bn)] + (Cll C2y o) Cn) = [( a, + bl) + C1) (aZ + bZ) +
Cgy e, (@ +by) i ]=[a; + (by +¢1),ay + (b + C3),...,an + (b + )] =
(ay, az,...,an)t [(by, by,..., b))+ (c1, C24mer, Cp)]-

(iii) Her (a4, ay,...,ay) € A; X A, X ... X A, i¢in;

(a1, ay,...,a,) + (0,0, ...,0)= (a4, a,,..., a,) olacak sekilde bir 0 = (0,0, ...,0) € 4; X

Ay X ... X A, vardir.

(iv) Her (ay, ay, ..., an) € Ay X Ay ... X Ay icin
(a1, ay,...,a,) +(—a;,—a,,...., —ay) =(0,0, ...,0) olacak sekilde bir

(—aq,—ay,...,—a,) € A; X A, X ...X A, vardur.

(V) [(a1, az,..., an)(by, by,...., bp)l(c1, €z, €r)=[(@1b1)cy, (azb2)cy, -, (anbn)cy] =
[al(b1C1)1 aZ(bZCZ)a"'v an(bncn)] = (al’ aZ""'an) [(bli bZ""'bn) (Cl’ CZ!"'rCn)]'

(vi) (aq, az,..., ap)l(by, by, ..., by)+(cq, €2,y €] = [(a1(by + 1), a5 (b, +
CZ): L an(bn + Cn)] = [(a1b1+a161),( a2b2+a262),...,( anbn+ancn)]

=(aq, ay,..., ap).(by, ba,..., by)+(ay, az,..., a,)(cq, €24, Cp)
ve benzer sekilde

[(ai, ay,..., ap)+(bq, by,..., by)].(c1, €2y, cp)=(ay + b1)cy, (ay +
by)cy, ..., (ap+by)c,=[(aicy + bcy),(azcy + bycy),....(ancy, + byucy)l

=(a4, az,..., ay).(C1, C3yere, Cu)+ (b1, bay... by)(Cq, Coyeney Cp)-



Teorem 1.1.21 (Calhalp ve Tekir, 2009) A,, A,,..., A, halkalarinin kartezyen ¢arpimi
A=A; X A, X...X A, olsun. J, A halkasinin ideali ise
J=LX 2% .. X]y
olacak sekilde her i € 1,2, ...,n i¢in A; halkasinda bir J; ideali bulunabilir.
Ispat Herk € 1,2, ...,n icin
T A = Ay

izdiisim fonksiyonunu T, ((0(1, Ay, .., an)) = ai ile tamimlayalim. , bir Orten
homomorfizmadir. ,(J)=/, dersek J, bir idealdir./=]; X J, X ... X J, oldugunu
gosterelim. a=(aq, ay,..., a,) € J olsun. my(a)=a, € Ji oldugundan a € J; X J, X ... X
J, elde edilir. Yani J € J; X J, X ...X ], olur. Simdi b=(by, by,..., by)E J1 X J; X .. X
J alalim. Su halde by, € J,=ay(J) olur. Boylece

a=(aq,as,..., Ax_1, bg, Ak 41s-.-, An)E J
vardir. Her k € 1,2, ...,n igin
0,0,...,0, b,0,... ,0)=(0,0,...,0, 1,..., 0)( aq, ay,... , Ax—1, bx, A4 1,---, Ay)E J OlUI.
Boylece
(by, ba,..., bp)= (b4,0,...,0)+(0, by,...,0)+ - +(0,0,..., by) € ]

oldugundan J; X J, X ... X J, € J olur. Her iki kapsamadan esitlik elde edilir.

Ornek 1.1.22 F bir cisim ise F x F in idealleri; kendisi, sifir ideali, ((1,0)) ve ((0,1))
idealleri oldugundan F X F halkas1 sfir bolenli bir temel ideal halkasidir. Ama
(a,0)(0,a) = (0,0) oldugundan Tamlik Bolgesi degildir.

1.2 Asal Idealler ve Genellestirmeleri

Tamim 1.2.1 (Atiyah, 2018) A bir halka I # A bir ideali olsun. Her x,y € Ai¢in xy € I
olmas1 x € I veya y € I olmasini gerektiriyorsa I asal ideal denir. A halkasinin tiim asal

ideallerin kiimesini Spec(A) ile gosterecegiz.



Ornek 1.2.2 Z nin asal idealleri {0} veya p asal say1 olmak iizere pZ seklindedir.

Onerme 1.2.3 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka olsun. J € A ideali icin asagidaki

ifadeler denktir:

(i) J asal idealdir.

(i) Anin K ve L idealleri i¢in KL € J ise K € J veya L < ] dir.
(iii) KL € ] olacak sekilde K o J ve L D ] idealleri bulunamaz.

Tamm 1.2.4 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka olsun. S, A nin alt kiimesi olmak {izere
1eSvehera,b € Sicinab € S ise S ye A nin garpimsal kapali alt kiimesi denir.

Ornek 1.2.5 A bir halka ve a € A olmak iizere S = {a™:n > 0} kiimesi bir ¢arpimsal
kapali kiimedir. Gercekten 1,=a® oldugundan 1, € S elde edilir.s;, s, € S olsun. O halde

s;=a™ ve s,=a™ bi¢imindedir. s;5,=a™*"2=a"3 oldugundan s;s, € S olur.

Ornek 1.2.6 A bir halka ve ], A halkasinin asal ideali olmak iizere S=A \ J bir carpimsal
kapali alt kiimedir. Gergekten a, b € S olsun. O halde a € J ,b & ] dir. Boylece ab & ]
elde edilir. Buradan ab € A\ J olur. J bir has ideal oldugundan 1 & J ve bdylelikle 1 €
A\ J dir.

Tamm 1.2.7 (Atiyah, 2018) A halka ve J de A nin bir ideali olsun. J idealini kapsayan

butiin asal ideallerinin kiimesini
V({J) ={I € Spec(A):] € I}
ile gosterelim.

Onerme 1.2.8 (Calhalp veTekir, 2009) J, A halkasinin bir ideali S ¢arpimsal bir alt

kiimesi ve ] NS = @ olsun.A halkasinin tiim idealler kiimesi 1(A) ile gosterilsin.
N={KeI(A):KNS=0Qve] €K}

kimesinin en az bir maksimal elemani1 vardir ve bu maksimal elemanlar A nin asal

idealleridir.



Tamm 1.2.9 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka ve I, A nin ideali olsun.
fred:aneN,r* e}

kiimesine I nin radikali denir ve /I ile gosterilir. Halkanin nilpotent elemanlarindan

olusan ideale de I nin nil radikali veya asal radikal denir.

Onerme 1.2.10 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka ve J ideali olsun. J nin radikali; J yi

kapsayan tiim asal ideallerin kesisimidir.

J= )«
Kev())

Ispata € ﬁ ise a™ € J olacak sekilde bir n € N vardir. Her K € V(J) i¢in a™ € K ve

K asal oldugundan a € K elde edilir. Buradan ﬁ € Nkevp K elde edilir. Tersini

gostermek igin herhangi b € Nkey() K alahm. b & \/7 olsaydi S = {b™:n € NU 0}
carpimsal kiimesi i¢in S N J = @ olurdu. Onerme 1.2.8 den J yi kapsayan ve S ile ayrik
olan bir K asal ideali bulunabilir. O halde bu b € Ngey() K ile gelisir. Buradan

Nkev(p K € \/7 elde edilir. Bu kapsamalardan esitlik saglanir.

Sonug 1.2.11 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka olsun. Nil radikal

\/6=ﬂ]

JESpec(A)
olur. Halkanin kendisi i¢in
VA = ﬂ J=A
JED

olarak bos kiime tlizerinden ara kesiti A alinabilir.

Tamm 1.2.12 (Sharp, 2000) A bir halka olsun. Nil radikali sifir ise A halkasina

indirgenmis halka denir.

Ornek 1.2.13 Z tam sayilar halkas: indirgenmis bir halkadir. Ciinkii vO = 0 dur.



Ornek 1.2.14 R reel sayilar cismi ve X # @ sabit bir kiime olsun. Su halde
C(X) ={f:X - R| f stirekli}

halkas1 bir indirgenmis halkadir. Gergekten f™ = 0 olacak sekilde n € N ve f € C(x)
alalim. Buradan Vx € X i¢in f(x)™ = 0 olur.R indirgenmis halka oldugundan f(x) =
0 ve boylece f = 0 elde edilir. Sonug olarak C(X) indirgenmistir.

Ornek 1.2.15 R reel sayilar olmak iizere biitiin reel say1 dizilerinin kiimesi

L = {(a;)nen: (ay) reel sayi dizisi} olarak tanimlanmigsti. Bu halka da indirgenmis
halkadir.

Teorem 1.2.16 A, A, birer halkave A = A; X A, olsun. Ayrica J, A nin bir has ideali

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) J asaldir.
(i)  J;,A; in asal ideali olmak tizere | = J; X A, veya J,, A, nin asal ideali olmak

tizere | = Ay X J, dir.

Ispat Teorem 1.1.22 den i=1,2 icin J;,A; nin ideali olmak iizere | =J; X J,

bi¢imindedir.

(i) = (ii): ] =], X J, bir asal ideal olsun. (1,0)(0,1) = (0,0) € J; X J, oldugundan
(1,0) € J; xJ, yada (0,1) € J; X J, olur. Eger (1,0) € J; X J, ise 1 € J; yani J; = A,
olur. Benzer sekilde (0,1) € J; X J, ise J, = A, elde edilir. Yani J; X J, asal idealse ya
Ji X J, =A; X ], yada]; X ], =J; X A,. Genelligi bozmadan J; X J, = A; X J, olsun.
Simdi J, nin asal oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in xy € J, alinsm. (0,x)(0,y) =
(0,xy) € A; X J,. Buradan (0,x) € A; X J, veya (0,y) € A; X ], elde edilir. Boylece
x € J, veyay € J, olur. O halde J, asaldir. Benzer sekilde J; X J, = I; X A, ise J; inasal

oldugu goriiliir.

(ii) = (i): Simdi J, asal ideal olmak tizere ] = A; X J, olsun. Simdi J nin asal oldugunu
gosterelim. x,y € A;, a,b €A, olmak iizere (x,a)(y,b) € A; XJ, olsun.

(x,a)(y,b) = (xy,ab) € A; X J, oldugundan ab € J, elde edilir. J, asal oldugui¢in a €



J, veya b € J, bulunur. Buradan (x,a) € A; X J, veya (y,b) € A; X J, elde edilir. O

halde A; X J, asaldir. Benzer sekilde J; asalken J; x A, asal olur.

Tamim 1.2.17 (Calhalp ve Tekir, 2009) K, A halkasinin bir has ideali olsun.A nin K y1
kapsayan K dan baska hicbir has ideali yoksa K ya bir maksimal ideal denir.

Onerme 1.2.18 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka ve I ideali olsun. A/I nin tamlik

bolgesi olmasi i¢in gerek yeter kosul I nin A nin bir asal ideali olmasidir.

Onerme 1.2.19 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka ve I ideali olsun. A/I nm cisim

olmasi i¢in gerek yeter kosul I nin A nin bir maksimal ideali olmasidir.
Sonug¢ 1.2.20 (Calhalp ve Tekir, 2009) Her maksimal ideal asaldir.

Ispat M, A nin maksimal ideali olsun. O halde A/M bir cisim ve 6zel olarak tamlik

bolgesidir. Boylece M, A nin asal ideali olur
Ama tersi dogru olmak zorunda degildir. Asagida bu duruma 6rnek verilmistir.

Ornek 1.2.21 Z[X] polinomlar halkasinda (X) asaldir fakat maksimal degildir. Ciinkii
(X) € (X,3) ¢ Z[X] oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 1.2.22 7 tam sayilar halkasinda m € Z olmak iizere M = (m) idealinin maksimal

olmast i¢in m nin asal say1 olmasi gerekir.

Ornek 1.2.23 A tamlik bolgesi olmak iizere A halkaisnin {0,} ideali asaldir. Ama A

cisim degilse {04} maksimal degildir.

Tammm 1.2.24 (Atiyah, 2018) A halkasinin tim maksimal ideallerinin arakesitine

Jacobson radikali denir ve J(A) ile gosterilir.

= (] «

K maksimal ideal

Ornek 1.2.25 F bir cisim olmak iizere ](F[[X]]) = (X) olur.



Ornek 1.2.26

= (] m=o

meZ asal

Tamm 1.2.27 Bir A halkasinin tek bir maksimal ideali varsa bu halkaya yerel halka

denir.
Ornek 1.2.28 F bir cisim ise yerel halkadir. Ciinkii tek maksimal ideali 0°dir.

Tamm 1.2.29 (Burton, 1970) A bir halka ve I, A nin bir ideali olsun. Her a € A igin a™ €

I iken a € I oluyorsa | ya yari asal ideal denir.
Sonug 1.2.30 (Calhalp ve Tekir, 2009) /1, A nin bir yari asal idealidir.

ispat Her x € VI icin radikal tanim1 geregince x™ € I olacak sekilde n € N bulunur. |
ideal oldugu igin her r € A icin x™r™ € I olur. Bu durumda rx € V1 elde edilir. Ayrica
x,y € VI olsun. O halde x™ € I, y™ € I saglayan m,n € N vardr.

_ m+n —_ ,m+n __ m+n m+n-—1 m+n m+n—2,,2 __ , ., ,m+n
Gy = = () emen sty 4 (M) amen 2y — oy
+(_1)m+n(y)m+n

actlimi yapilabilir. Bu agilimda x™ € I,y™ € I dir. O halde yukaridaki toplamin tiim
terimleri | nin eleman: olur. Bu durumda (x — y)™*" € I ise (x — y) € VI elde edilir.
Yani VI, A nin idealidir. Simdi v/I nin yar1 asal oldugunu gosterelim. x™ € v/I olsun.

Buradan x™ € I olacak sekilde m € N vardir. Boylece x € VI elde edilir. Yani /T yar

asaldir.

Ornek 1.2.31 Z nin radikal idealleri p;, p,,ps ..., p, asal olmak iizere
NnZ =p,P,P3 --- Pn Z seklindedir.

Not Her asal ideal yar1 asaldir. Ama tersi dogru degildir.

Ornek 1.2.32 67, Z de yar asal bir idealdir fakat asal degildir.

Teorem 1.2.33 A4, A,...., A, halkalar olsun.
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A=A; X A, X ....X A,, inidealleri J=]; X ], X ... X J,, seklindedir. Bu durumda

VI X Jo X X Jp = ]y X JJa X o X \[], dir.

Ispat (a;, ay,....., an) € \/J1 X J X ... X J, alalim.

(ay,az, v, a)™ = (@™ a;,™, ...,a,™) € J; X J, X ..X ], olur. a; € J; oldugundan

a; € \[J; ve buradan (ay, ay, ..., ay) € \[J; X \JJ2 X ... X \[], elde edilir.

Sonug olarak \/J; X J, X ... X J € \[J1 X /]2 X ... X /], bulunur. Tersine

a; € \/J; alalim. O halde a;™ € J; olur. Yani a;™ € J;, a,™ € J,,..., a,™ € J,dir.

max{m,,m,, .....,my,} = mdersek (a,,a,, .....,a,)™ € J; X J, X ....X J, olur.

Yani \JJ; X \JJo X e X JJn € JJ1 X Jo X ... X J, bulunur.

Boylece iki kapsamadan istenen elde edilir.

1.3. Modiiller Hakkinda Genel Bilgiler

Tanim 1.3.1 (Dummit ve Foote, 2004) A halka ve (M, +) abelyan grup olsun. A x M —
M fonksiyonu M deki elemanlarin A daki elemanlarla skaler ¢arpimini (a, x) — ax ile

gostersin. Bu fonksiyon asagidaki 6zellikleri sagliyorsa M ye bir (sol) A-modiil denir.
Ml.Va€eAveVx,y € Migina(x+y) =ax + ay

M2.Va,b € AveV x € Mi¢in (a + b)x = ax + bx

M3.Va,b € AveV x € M igin a(bx) = (ab)x

A halkas1 birimli ise;

M4.Vx € M igin 1,x = x

Benzer sekilde (x,a) — xa ile tanimlanan M X A - M  fonksiyonu icinde ayni

aksiyomlar saglatilarak (sag) A-modiil tanim1 yapilir.

11



Not Eger A degismeli bir halka ise her sol modiil bir sag modiil yapilabilir.

Tanimi incelersek modiillerin vektor uzaylarinin bir genellestirilmesi oldugu goriiliir.
Vektor uzaylart bu aksiyomlari cisim iizerinde saglarken modiiller halka iizerinde bir

vektor uzayi gibi davranir.

Ornek 1.3.2 F bir cisim K da F cismi iizerinde bir vektdr uzay olsun. O halde K bir F-

modiil olur. Ozel olarak n-boyutlu reel vektdr uzayr R™ bir R-modiildiir.

Ornek 1.3.3 A bir halka J de ideali olsun. O halde J bir A-modiildiir. Ozel olarak her

halka kendi tizerinde bir modiildiir.
Ornek 1.3.4 ] bir A halkasinin ideali olsun.
AXxXA/] = A/],(a,b+])— ab + ] ile tammmlayalim. O halde A/] bir A-modiildiir.

Ornek 1.3.5 R reel sayilar cismi ve @ # X € R olmak iizere C(X), X ten R ye tiim

stirekli fonksiyonlarin kiimesini gostersin. ( C(X),+) bir abelyan gruptur.
RxC(X)—-C(X) , (af)— af iletanimlansin. Buna gére C(X) bir R-modiildiir.
Ornek 1.3.6 R reel sayilar cismi olmak iizere tiim reel say1 dizilerinin kiimesi

L = {(ap)nen: (an)nen reel sayi dizisi}
bir R-modiildiir.

Ornek 1.3.7 A bir halka olmak iizere M™(A) girdileri A da olan tiim n x m lik matrislerin
toplamsal grubu olsun.a € A ve B = [bl-j] olmak tizere, M]]*(A) lizerinde skaler garpimi

aB = [abi j] bigiminde tanimlayalim. Bu durumda M;*(A) bir A-modiil olur.
Ornek 1.3.8 Z,, (n € N) bir Z-modiildiir.

Tamim 1.3.9 (Dummit ve Foote, 2004) A bir halka K bir A-modiil, L € K bos olmayan

alt kiimesi olsun. L de bir A-modiil ise L ye K nin bir alt modiilii denir.
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Onerme 1.3.10 (Calhalp ve Tekir, 2009) A-modiil K nin bos olmayan bir L € K alt
kiimesinin alt modiil olmasi igin gerek yeter kosul her a,a’ € A ve her x,x’ € L igin ax +

a’x’ € L olmasidir.

Ispat L bir alt modiil olsun. O halde modiil olma sartlarmi saglayacagindan gereklilik
aciktir. Tersine her a,a’ € A ve her x,x” € L i¢in ax + a’x’ € L olsun. Buradan a = 1 ve
a' = —1 segilirse x — x" € L olur. Boylece L, K nin bir alt grubu olur. Ayricaher a € A
ve her x € L i¢in ax € L olur. K nin tiim elemanlari i¢in Tanim 1.3.1 deki skaler ¢arpim
Ozellikleri saglanacagindan L deki elemanlar i¢in de saglanir. Boylece L bir A-alt

modildir.

Ornek 1.3.11 A bir cisim olmak iizere V, A iizerinde bir vektdr uzayi olsun. Bu takdirde

V bir A-modiil ve V nin tiim alt uzaylari da bir A-alt modiildiir.
Ornek 1.3.12 A halkasi bir A-modiildiir. Bu halkanin alt modiilleri A nin idealleridir.

Ornek 1.3.13 n > 1 bir tam say1 olmak iizere Z-modiil Z, nin tiim alt modiilleri x|n ve

0 < x < n sartin1 saglayan x tam sayilari igin (x) seklimdedir.

Ornek 1.3.14 A bir halka K bir A-modiil ve x € K olsun. Ax = {ax: | a € A} kiimesi K
nin bir alt modiiliidiir. Ger¢ekten 04 € Ave 04.x = O € Ax C K elde edilir. Boylece

Ax # @ olur. Diger taraftan a,x, a,x € Ax , b € A i¢in
a;x —a,x =(a; —a,)x € Ax ve
b(a,x) = (ba,)x € Ax oldugundan istenen gosterilmis olur.

Tamm 1.3.15 (Sharp, 2000) K nin kendisi ve 0 disindaki alt modiillerine has alt modiil

denir. Eger has alt modiilii yoksa K basit modiil olarak adlandirilir.
Ornek 1.3.16 Z-modiil Z,, (p asal) basit modiildiir.
Tamim 1.3.17 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka,K ve L de A-modiiller olarak alinsin.

uw: K — L fonksiyonu V a € A,V x,y € K i¢in asagidaki kosullar1 saglarsa pu ye modiil

homomorfizmasi denir:
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n(x +y) = p(x) + p), nlax) = ap(x).

Ayrica bu homomorfizma birebir ise monomorfizma, orten ise epimorfizma,hem birebir

hem oOrten ise izomorfizma olarak adlandirilir.

Tanim 1.3.18 (Calhalp ve Tekir, 2009) p:K — L bir modiil homomorfizmasi olsun.
Celn = {k € K: (k) = 0.}

kiimesi p niin ¢ekirdegi olarak adlandirilir.

Onerme 1.3.19 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka ve u: K — L bir A-homomorfizma

olsun. p niin 1-1 olmasi i¢in gerek yeter sart Cek p = {0} olmasidir.

Ispat pu, 1-1 olsun. a € Cek palmsin. O halde u(a) = 0, = p(0x) oldugundan Cek p =
O bulunur. Tersine Cek p=0g olsun. a,b € K alalim. pu(a) = u(b) ise u(a —b) =0
olur. O halde a — b € Cekn = 0 . Yani a = b elde edilir. Boylece p, 1-1 olur.

Tamim 1.3.20 (Sharp, 2000) A bir halka, K bir A-modiil N de K nin bir alt modiilii olsun.
(0:K) ={a € A:aK = 0}

ideali K modiiliiniin sifirlayicisidir ve Ann(K) ile gosterilir. Ayrica

(N:K) ={a € A:aK S N}
seklinde tanimlanir.

Teorem 1.3.21 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka, K bir A-modiil ve N de K nin bir
alt modiilii olsun. (N: K) = {a € A:aK S N} kiimesi A nin bir idealidir.

Ispat Bunu kanitlamak igin x,y € (N:K) alalim.

(x —y)K € xK —yK € N ve boylece x —y € (N:K) olur. Herhangi a € Ave x €
(N: K) alalim.

(ax)K = a(xK) < N yani ax € (N: K) olur. Béylece (N: K), A halkasinin bir idealidir.
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Tamm 1.3.22 (Sharp, 2000) M bir A-modiil ve x € M olsun.
M = Ax = (x) olacak sekilde x € M bulunabilirse M ye devirli modiil denir.

M bir A-modiil , N € M sonlu alt kiime olsun. M = (N) ise M ye sonlu tiretilmis modiil

denir.

Ornek 1.3.23 A bir halka olsun. A-modiil A, 14 ile iiretilebileceginden devirli bir

modiildiir.

Ornek 1.3.24 Z-modiil Q sonlu iiretilmemistir. Ciinkii {%% Z—"} Q nun sonlu alt
1 2 n

kiimesi b = [[j=; a; olsun. p asal tam say1 ve p t b olsun.Su halde % rasyonel sayisi

{%,%, ...,Z—?} kiimesi tarafindan iiretilmis alt modiilde degildir. Eger olsayd1 z € Z
1 2 n

olmak tizere

Q

n

i=1

,  Z
b

Q

%

S| -

olacak sekilde xq, x5, ..., X, € Z bulunabilirdi. Su halde b = pz ve boylece p|b ¢eliskisi

elde edilirdi. Yani Z-modiil Q sonlu iretilmemistir.

Tanim 1.3.25 (Calhalp ve Tekir, 2000) A tamlik bolgesi ve K bir A-modiil olsun. k € K
elemani i¢in ak = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir a € A varsa k ya K nin burulmal

elemant denir.
T(K) = {k € K: ak = 0 saglayan sifirdan farkli a € A var. }
alt modiiliine de K nin burulmalr alt modiilii denir.
T(K) = K ise K ya burulmali modiil, T(K) = 0 ise K ya serbest burulmali modiil denir.

Tanimdan T'(K), A nin alt modilidiir. Gergekten k, k¥’ € T(K) olsun. O halde bk = 0 ve
b’k’ = 0 olacak sekilde b,b’ € A vardir. Simdi a,a’ € A alalim. O halde bb'(ak +
a’k’) = b'a(bk) + ba'(b'k") = 0olur. Yani ak + a’k’ € T(K) elde edilir. Boylece
T(K), A nmn alt moduliidiir.

Ornek 1.3.26 Z -modiil Z,, burulmali modiildiir. Ciinkii her ¥ € Z,, igin nx = 0 olur.
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Ornek 1.3.27 F bir cisim ve K bir F-vektdr uzay: olsun. O halde K serbest burulmali
modiildiir. Gergekten de k € T(K) alalim. ak = 0 saglayan 0 # a € F vardir. F cisim
oldugu i¢in a™! € F bulunur. a=*(ak) = 0. O halde T(K) = 0 olur.

a

Ornek 1.3.28 Z-modiil Q serbest burulmalidir. %E T(Q) alinsin. 0 # x € Z, % =

0 olacak sekilde vardir. Buradan xa = 0 ve boylece a = 0 elde edilir. Boylece T(Q) = 0

bulunur.

Teorem 1.3.29 (Calhalp ve Tekir, 2009) K bir A-modiil olsun./ ve /, N modiiliin alt

modiilleri olsun ve I € N alinsin. O halde:
I+JnNnN)=U+])NN
olur.

Ispat I+ (JNN)<S (+]) ve I SN oldugu igin I+ (JNN)ES I+ N S N olur.
Boylece I + (J N N) € (I +]) n N bulunur. Tersine x € (I +J) N N alalim. x € N ve
x =b+csaglayanbirb €[ vec € Jvardir. ] S Nve b € N olduguigcinc=x—>b €

(J N N) dir. Cift yonlii kapsama saglandigi igin esitlik gosterilmis olur.

Tamm 1.3.30 (Sharp, 2000) S, A halkasinin ¢arpimsal alt kiimesi ve K bir A-modiil

olsun.K x S de ~ bagntisini

(k,s)~(k’,s") © birueSicinu(s’k —sk’) =0

seklinde tanimlayalim. Bu bagint1 bir denklik bagintisidir. Gergekten

(i) V(k,s) € K x Si¢in (k,s)~(k,s) oldugu agik¢a goriiliir (Yansima).

(i) V(k,s,),(m,t) EKx S i¢in (k,s)~(m,t) = u(tk —sm) =0 buradan
utk = usm elde edilir. O halde u(sm — tk) = 0 olur ki bu da (m,t) ~(k, s)
demektir (Simetri).

(i)  (k,s),(mt),(,r) EKxS i¢in (k,s)~(m,t) ve (m,t)~(l,r) olsun.
Buradan u,(tk —sm) = 0 ve u,(rm — tl) = 0 saglayan u,,u, € S vardir.
U U, (tk —sm) =0 ve u u,s(rm —tl) =0 esitliklerini taraf tarafa

toplarsak u,u,t(rk — sl) = 0 bulunur. O halde (k,s)~(l,r) olur (Gegisme).
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(k,s) € (K x S) nin denklik sinifina kesir ad1 verilir Veg ile gosterilir. Tiim bu kesirlerin

kiimesini S71K ile gosterilsin. ST1K da toplama ve skalerle carpma islemlerini asagidaki

gibi tanimlayalim.

Va €A ,x,y €Svek,n € K i¢in

Tamm 1.3.31 (Sharp, 2000) Yukarida tanimlanan islemlere gére S™1K bir S™14-

modiildiir. Modiiliin sifir1 Og-1, = OTK dir.

mK - S7K,n(k) = k/1

ile tanimh fonksiyon bir A-modiil homomofizmasidir. m homomorfizmasina dogal

homomorfizma denir.

Onerme 1.3.32 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka, K bir A-modiil ve N de K nin bir
alt modili olsun.A X K/N - K/N skaler c¢arpimmi (a,k+N) - ak+ N ile
tanimlarsak K /N boliim grubu bir A-modiil yapilabilir. K/N ye boliim modiili denir.

Ispat (a,k + N) > ak + N fonksiyonu iyi tammlidir. Ciinkii N bir alt modiil
oldugundanVk —k’ € N < hera € A,icin ak —ak’ € N dir.

Onerme 1.3.33 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka ve K bir A-modiil, / de A nin ideali

olsun. ] € Ann(K) ise;

A/] X K - K skaler ¢arpimi (a + J, k) — ak ile tanimlayarak A- modiil K bir A/] —

modil haline getirilebilir.
Onerme 1.3.34 (Calhalp ve Tekir, 2009) K /N bir A/(N: K) modiildiir.
Ispat Ann(K/N) ={a € A:herk € K icina(k+N) =N}

={a € A: aK S N} = (N:K) oldugundan Onerme 1.3.33 ten

istenen elde edilir.
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1.4 Asal Alt Modiiller ve Yar1 Asal Alt Modiiller

Tamim 1.4.1 (Lu, 1984) A bir halka, K bir A-modiil ve N # K bir alt modiil olsun. V
a € Avek € K i¢in ak € N olmas1 k € N veya a € (N: K) olmasin gerektiriyorsa N

ye A- modiil K nin bir asal alt modiilii denir.
Ornek 1.4.2 A halkasmin her asal ideali A-modiil A nin bir asal alt modiiliidiir.

Ornek 1.4.3 Z tam sayilar halkasmnin asal ideali pZ, Z-modil Z nin bir asal alt

moduludir.

Ornek 1.4.4 R bir cisim ve R? de bu cisim iizerinde bir vektor uzayidir. Her vektdr uzay:
cisim iizerinde bir modiil oldugundan R3 bir R-modiildiir. Bir vektdr uzayinim her has alt
modiilii asaldir. O halde R? bir vektdr uzay: olduguna gore alt uzaylar asal olmalidir.
Omegin W = {(x,y,2z) € R3:x =0} olsun. W uzaymin R3 iin alt uzay1 oldugunu

gosterelim.

(0,y,z) € Wve (0,t,s) € W olsun.

0,y,2z) + (0,t,s) = (0,y +t,z+s) € W ve c € R olmak iizere;
c(0,x,y) = (0,cx,cy) € W elde edilir.

W gercekten de R3 iin alt uzayidir. Dolayisiyla alt modiildiir. Ayrica W has alt modiilii
bir asal alt modiildiir. Bunu géstermek icin Vr € R ve her (x,y,z) € R® alalim.
r(x,y,z) € Wolsun. O halde (rx,ry,rz) € Wolur. Buradan rx = 0 elde edilir. Yani ya
r=0ya da x = 0elde edilir. x =0 ise (0,y,z) €W , r=0 ise r € (W:R3) olur.

Boylece W asal alt modiil olur.

A bir halka K bir A-modiil olsun. K nin biitiin asal alt modiillerinin kiimesini Spec(K) ile

gosterecegiz. Asagidaki ornekte goriilecegi gibi K # (0) olsa bile Spec(K) = @ olabilir.
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Ornek 1.4.5 (Calhalp ve Tekir, 2009) p sabit bir asal tam say1 olsun.
E(p) ={a € Q/Z: birr e Zven € Nyi¢ina = pr—n+Z}

bir Z-modiildiir. E (p) nin alt modiilleri t € N igin

G, = {a € Q/Z: bir rez,a=§+2}

seklindedir. Her t € N, icin,

(G¢iz E(p))=(0) oldugunu gosterelim. (G;:z E(p))#(0) olsaydi bir 0£r €(G.:z E(p))

bulunabilirdi.

r=p*a(a € Z,p t ave k € N,) olsun. O halde a* = olmak {iizere;

1
pltt+l

_a
pt+1

+ Z € G, olur bu ise p t a ile gelisir. Boylece her t € N igin;
(Gi:z E(p))=(0) olur. Higbir G¢,E (p) nin asal alt modiili degildir. i herhangi bir pozitif
tam say1 olmak tlizere

pt &(Gy:y E(p))=(0) ve B = pti +7Z¢G,ve

p'B = # + Z € G; olur .E(p) nin biitiin alt modiilleri G; {t € Ny} ler oldugundan
Spec(M) = @ oldugu goriilir.

Onerme 1.4.6 A bir halka, K bir A-modiil ve L, K nin bir asal alt modiilii olsun. O halde
(L: K) bir asal idealdir.

Ispat L, A-modiil K nin bir asal alt modiilii olsun. a, b € A olmak iizere ab € (L:K) ve
b & (L:K) alahm. O halde abK < L ve bK € L olur. Boylece abt € L ve bt ¢ L olacak
sekilde t € K vardir. L, bir asal alt modiil oldugu i¢in a € (L: K) olur. Yani (L: K) asal

idealdir.

Not Asagidaki ornek yukaridaki onermenin tersinin her zaman dogru olmayacagini

gostermektedir.
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Ornek 1.4.7 Z-modiil E(p) de G, alt modiiliiniin bir onceki drnekten asal olmadigimi

biliyoruz fakat (G,: E(p)) = (0) ideali Z nin bir asal idealidir.

1.5 Carpimsal Modiiller Hakkinda Genel Bilgiler

Tamm 1.5.1 (Barnard, 1981) A bir halka ve K bir A-modiil olsun.K nin her alt modiilii
L i¢in L = IK olacak sekilde A halkasinda bir I ideali bulunabiliyorsa K ya ¢arpimsal

modiildir denir

Ornek 1.5.2 A bir halka olsun.A halkasi kendi iizerinde bir ¢arpimsal modiildiir. Ciinkii
A halkasinin her ideali I = I A olarak yazilabilir.

Onerme 1.5.3 (Calhalp ve Tekir, 2009) A bir halka, K ¢arpimsal A- modiil ve L de K nin
alt modiilii ise L = (L: K)K dur.

Ispat K carpimsal modiil olsun. O halde L = IK olacak sekilde A min bir I ideali
bulunabilir. Buradan I € (L: K) elde edilir. Boylece L = IK € (L: K)K S L yani L =
(L: K)K olur.

Onerme 1.5.4 (Barnard, 1981) Devirli modiiller ¢arpimsal modiildiir.

Ispat: K = Ak bir devirli A-modiil ve L, K min herhangi bir alt modiilii olsun. O halde
(L:K)K S L olur.l € L alam.K = Ak oldugu i¢in ! = ak saglayan bir a € A vardur.
Buradan Al = aAk = aK S L olur. Yani a € (L:K)ve | = ak € (L: K)K elde edilir.
Boylece L © (L: K)K olur. Sonugta L = (L: K)Kelde edilir.

Ornek 1.5.5 Z,, 1 ile iiretilmis devirli bir Z-modiildiir. O halde Onerme 1.5.4’ten

carpimsal modiildiir.

Not Her carpimsal modiil devirli olmak zorunda degildir. Ornegin, A = Z X Z-modiil
M = 7, X Z, yi gbz 6niine alalim. M nin devirli modiil olmadigi kolayca anlasilir. Ayrica

M nin tiim alt modiilleri asagidaki bigimdedir:

Ny ={(0,0)}, N, = {0} X Zy,N; = Z, x {0} ve N, = M.
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Ayrica,
(N;: MM = (2Z x 2Z)M = {(0,0)} = N,
(Ny:M)M = (2Z X Z)M = {0} X Z, = N,
(N3: M)M = (Z X 2Z)M = Z, x {0} = N,
(Ny:M)M = AM = M = N,

esitlikleri kolayca goriiliir. Boylece Onerme 1.5.3’ten M nin bir garpimsal modiil oldugu

anlagilir.

Tamim 1.5.6 (Ameri, 2003) I ve J bir A halkasinin idealleri ve M ¢arpimsal bir A-modiil
olsun. N ve K alt modiilleri sirastyla N = IM ve K = JM olsun. Bu takdirde N ve K alt
modiillerinin ¢arpimi1 IJM olarak tanimlanir ve NK = IJM ile gosterilir. Bu garpim iyi

tanimlidir.

Onerme 1.5.7 (EIBast ve Smith, 1988) A bir halka, K carpimsal A-modil ve L, K nin

bir alt modiilii olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(i) L asal alt modiildiir.
(ii) (L: K), A halkasinin bir asal idealidir.
Ispat (i)=(ii) Onermeden 1.4.6 dan goriiliir.

(i)=(i) L nin asal oldugunu gostermek igin ak € L olacak sekildea € Avek € K
alinsin. Buradan (Aa)(Ak) = A(ak) < L olur. K ¢arpimsal modiil oldugundan Ak =
(Ak: K)K bigiminde yazabiliriz. Boylece (Aa)(Ak: K)K € L ve (Aa)(Ak:K) < (L:K)
elde edilir. Simdi (L: K) asal ideal oldugundan Onerme 1.2.3’den (4a) < (L:K) veya
(Ak:K) < (L:K) bulunur. Buradan K carpimsal modiil oldugundan a € Aa < (L: K)
veya k € Ak = (Ak: K)K < (L: K)K = L olur. O halde L bir asal alt modiil olur.

Simdi P.F. Smith tarafindan (P. F. Smith, 1988) makalesindeki Teorem 9 araciligiyla

ispatlanan asagidaki sonucu ispatsiz veriyoruz.
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Onerme 1.5.8 (P.F Smith,1988) I, ] bir A halkasinin idealleri ve M sonlu iiretilmis bir
carpimsal A-modiil olsun.IM € JM olmasi i¢in gerek yeter sart [ € | + Ann(M)

olmasidir.

1.6 Indirgenmis Modiiller Hakkinda Genel Bilgiler

Tamim 1.6.1 (Lee ve Zhou, 2004) A bir halka K da bir A-modiil olsun. Hera € A ve k €

K i¢in a’k = 0 iken ak = 0 oluyorsa K ya indirgenmis modiil denir.

Lemma 1.6.2 K nin bir indirgenmis modiil olmasi i¢in gerek yeter sarta € A,k € K,n €

N i¢in a"k = 0 iken ak = 0 saglanmasidir.

ispat K indirgenmis modiil olsun. O halde a™k = 0 alalim. 2" > n oldugundan a?"k =
n-142 n .. . .. n-1

0 olur. (a? )k =a?"k =0 ve K bir indirgenmis modiil oldugu icin a®" k =0

bulunur. Boyle devam edilirse ak = 0 bulunur. Tersine her a € A,k € K,n € N i¢in

ak = 0 iken ak = 0 saglansin. Bu durumda K agik¢a bir indirgenmis modiildiir.

Ornek 1.6.3 Serbest burulmali modiiller indirgenmis modiildiir. Bir A-modiil K serbest
burulmali olsun. O halde T(K) = 0 yani k € K i¢in ak = 0 olacak sekilde sifirdan farkli
bir a € A olmasin. a?k = 0 olsun. Bu durumda ya a = 0 veya k=0 olur ve boylece ak =

0 elde edilir. O halde K bir indirgenmis modiil olur.

Fakat indirgenmis modiillerin serbest burulmali olmasi gerekmez. Asagida bu duruma bir

ornek verilmistir.

Ornek 1.6.4 p bir asal say1 olmak iizere Z-modiil Zy, bir indirgenmis modiildiir fakat

serbest burulmal1 degildir.

Tamim 1.6.5 (Sarag, 2009) A bir halka ve K bir A-modiil olsun. N de K nin bir alt modiilii
olsun. a € A ve k € K olmak iizere a"k € N iken ak € N ise N ye yar1 asal alt modiil

denir.

Onerme 1.6.6 K bir A-modiil ve N de bir has alt modiil olsun. N nin yari asal alt modiil

olmasi i¢in gerek ve yeter sart K /N nin bir indirgenmis modiil olmasidir.

22



Ispat N bir yari asal alt modiil olsun. K/N nin indirgenmis bir modiil oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in a?(k + N) = 0+ N = N olacak sekilde a € A,k € K alalim.
Buradan a?k € N ve N yar asal oldugundan ak € N olur. O halde a(k + N) = ak +
N = N elde edilir. Tersine K/N bir indirgenmis modiil olsun. K nin yar1 asal oldugunu
gOstermek icin ak € N olacak sekilde a € A,k € K,n € N alalim. Buradan a™(k +
N) = 0 + N olur. K/N bir indirgenmis modiil oldugundan Lemma 1.6.2 den a(k + N) =
ak + N = N yani ak € N elde edilir. O halde N yar1 asaldir.

Yukaridaki 6nerme ve tanimdan asagidaki sonug kolayca elde edilir.

Sonug¢ 1.6.7 A bir halka ve K bir A-modiil olsun. N de K nin bir alt modiilii olsun. N nin

yar1 asal olmast i¢in gerek ve yeter sart a’k € N iken ak € N olmasidir.
1.7 S-Asal Alt Modiil ve Serbest Burulmah Modiiller

Tamim 1.7.1 (Sevim ve ark., 2019) S, A nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi, M bir A-
modiil ve P de M nin (P:y M) NS = @ nin kosulun saglayan bir alt modiilii olsun. a €
A ve m € Miginam € P iken sa € (P:y M) veya sm € P olacak sekilde sabit bir s €

S varsa P ye S-asal alt modiil denir.

Tamim 1.7.2 (Sevim ve ark., 2019) M bir A-modiil, S, A halkasinin bir carpimsal kapali
alt kiimesi ve ann(M) NS = @ olsun.a € A ve m € M i¢in am = 0 iken sa = 0 veya

sm = 0 olacak sekilde sabit bir s € S varsa M ye S-serbest burulmali modiil denir.
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2. S-YARI ASAL ALT MODULLER

2.1 S-Yar1 Asal Alt Modiiller ve Genel Ozellikleri

Tammm 2.1.1 A bir halka, K bir A-modiil olsun. L, K nin (L:y K) N S = @ kosulunu
saglayan bir alt modiilii ve S S A bir carpimsal kapali alt kiime olsun. r € 4,k €
Kve n € N i¢in r"k € L iken srk € L olacak sekilde sabit bir s € S varsa L ye bir S-

yari asal alt modiil denir.

S, A halkasinin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun ve L, A nin bir ideali olsun. A y1 bir
A-modiil ve L yi de bir alt modiil olarak diisiinebiliriz. L, A nin S-yar1 asal alt modiilii ise
L ye bir S-yar asal ideal denir. S-yar1 ideal tanimin1 tekrar edecek olursak; L, A nin L N
S = @ kosulunu saglayan bir ideali olsun. 7 € Aven € Niginr™ € L iken sr € L olacak

sekilde sabit bir s € S varsa L ye bir S-yar1 asal ideal denir (Diizgiin, 2020).

Onerme 2.1.2 Abir halka S € A carpimsal kapali alt kiime ve K bir A-modiil olsun.
Asagidaki ifadeler saglanir:

(i) L, K mn (L:y K) NS = @ sartin1 saglayan bir yar1 asal alt modiilii ise K nin bir S-yari

asal alt moduludiir.

(i) L, K mn bir S-yar1 asal alt modiili ve S € u(A)ise L, K nin bir yar1 asal alt

modiiliidiir.
(iii) Her S-asal alt modiil bir S-yar1 asal alt modiildiir.
Ispat

(i) L, K nin yar1 asal alt modiilii ve (L:y K) NS = @ olsun. L nin, K nin bir S -yar1 asal

alt modiilii oldugunu gosterecegiz. Bunu gostermek icin vk € L saglayacak sekilde r €
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A,k € Kven € Nalalim. L yar1 asal alt modiil oldugundan rk € L elde edilir ve boylece

her s € S i¢in srk € L olur. Buradan L, K nin bir S-yar1 asal alt modiilii olur.

(if) L, K nin S-yar1 asal alt modiilii olsun. O halde r € A,k € K ve n € N olmak tizere
r"k € L iken sabit bir s €S i¢insrk € L eldeedilir. S € u(A) oldugundan st =
1 olacak sekilde birt € A vardir. Boylece rk = t(srk) € L elde edilir. Yani L, K nin

yart1 asal alt modiilii olur.

(ii1) L nin K nin bir S-asal alt modiilii oldugunu varsayalim. r € 4,k € K ve n € N i¢gin
r™k € L olsun. L bir S-asal alt modiil oldugundan, sabit bir s € S, sr € (L:y K) veya
sr™ 1k € L olacak sekilde vardir. Eger sr € (L:y K) ise stk € L elde edilir ve boylece
ispat tamamlanir. sr & (L:4 K) oldugunu varsayalim. Buradan sr™ 1k = r(sr™2k) €
L elde edilir. Buradan s?r™ 2k € L bulunur. Bu sekilde devam edersek sonunda sk €
L elde edilir. Boylece L bir S-asal alt modiil oldugundan, s"*! € (L:4 K) veya sk € L
elde edilir. (L:;yK) NS =@ ve s™! e Soldugundan sk € L ve buradan srk € L

bulunur.

Onerme 2.1.2 (i) ve (iii) ifadelerinin tersi dogru olmak zorunda degildir. Asagida bunlara

iliskin ters 6rnekler verilmistir.

Ornek 2.1.3 Z-modill Z X Z, ve K = {0} x {0} sifir alt modiilii alinsmn. Oncelikle
(K:zZ x Z,) = {0} ve 22(0,1) = (0,0) € K oldugu kolaylikla gériilebilir. 2(0,1) & K
oldugundan K, Z X Z, in yar1 asal alt modili degildir. Z nin S =7Z" =7 — {0}
carpimsal kapali alt kiimesi alinsmn. Ozel olarak s = 4 diyelim. Simdi, K nin bir S-yar

asal alt modiil oldugunu gostermek i¢in a®(x,m) € K olacak sekilde a,x,m € Z ve k €
N sayilarini alalim. O halde a*x = 0 olur. Eger a = 0 ise sa(x,m) = (O, 6) € K elde

edilir. Aksi halde x = 0 ve boylece sa(x,m) = (0,6) bulunur. Yani K, S-yar1 asal alt

modiil olur.
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Ornek 214 A=7Zve K = Lypqr (p,q,7 farkliasallar) olsun. A nin ¢arpimsal kapali alt
kiimesi § = {p™n € N}uU{1}yi ve K nin P = (5) alt modiiliinii goz Oniine alalim.

q(@r) = 0 € P ve ayrica her p™ € S icin,
p"q & (P:4K) = pqrZ ve p™(pr) & P

gerceklendiginden P bir S-asal alt modiil degildir. Ayrica P nin K nin S-yar asal alt

modiili oldugu agiktir.

S, A nin garpimsal kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

S‘1A={A:/1=%,ElaEA,sES}

A nin kesir halkas1 olarak adlandirilir. Ayrica her S ¢arpimsal kapali alt kiimesinin

doyurulmusu
* = . -1
S —{aEA-leu(S A)}

seklinde tanimlanir (Gilmer, 1972). $* mm A nin S yi igeren ¢arpimsal kapali alt kiime
oldugu kolayca goriiliir.

Onerme 2.1.5 A bir halka S € A carpimsal kapali alt kiime ve K bir A-modiil olsun.
Asagidaki ifadeler saglanir.

(i) S; €©S,, A nin carpimsal kapali alt kiimeleri L, K nin S;-yar1 asal alt modiili ve

(L:yK)NS, =@ ise L, K nin S,-yari asal alt modliidiir.

(if) L nin, K nin bir S-yar1 asal alt modiilii olmas igin gerek yeter sart L nin K nin S*-

yar1 asal alt modiilii olmasidir.
(iii) L, K nin S-yari asal alt modiilii ise S™1L, S™1K nin yar asal alt modiiliidiir.

Ispat (i) Ispat aciktir.
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(ii) L, S-yar1 asal alt modiil olsun. Bu durumda (L:K) NS = @ dir.S € S*
oldugu agiktir. O halde (L:4 K) N S* = @ oldugunu gosterirsek (i) den L bir S*-yar1 asal
alt modiil olur. Simdi (L:y K) N S* # @ varsayalim. a € (L:y K) N S* alalim. a €
$* oldugundan =, ™A nin birimidir ve béylece bir § € S~14 i¢in

ax

ly
saglanir. Buradan bir u € S igin

axu = yu
elde edilir. Simdi s’ = yu € S alalim. O halde
s'"=uax=yu€e Ly, K)NS

celiskisi elde edilir. Boylece (L:y K) N S* = @ bulunur. Tersini géstermek igin L, K nin
S*-yar1 asal alt modiilii olsun. O halde (L:y K) NS* = @ ve boylece (Liy K)NS =
@ elde edilir. Bir r € A, k € Kven € Niginr"k € L olsun. P bir S$*-yar asal alt modiil

oldugundan s'rk € L olacak sekilde bir s' € S* vardir. s € S* oldugundan

saglayan = € S™1A bulunur. O halde us’x = yu olacak sekilde bir u € S vardir. Simdi
y

s = yu € S alalim. Su halde
srk = yurk = uxs'rk € L

elde edilir. Boylece L, K min S-yari asal alt modiilii olur.

@iii)) L ninKnin S-yar1 asal alt modiili oldugunu varsayalim. SES‘lA, %E

S7'K vek € Nicin

olsun. O halde u € S,
urkfm =rk(um) e L
olacak sekilde vardir. L, K nin S-yari asal alt modiilii oldugundan bir s” € § i¢inus'rm €

L elde edilir. O halde
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rm_us'rm
S7'L

st us'st
elde edilir. Boylece S™1L, S™1K nin yar asal alt modiiliidiir.

Onerme 2.1.5 (iii) nin tersi her zaman dogru degildir. Asagida bu duruma Ornek

verilmigtir.

Ornek 216 A=7 ve M =QxQolsun. K =Z x {0}, M nin bir alt modiilii ve S =
Z* = 7. — {0}, Z nin carpimsal kapali alt kiimesidir. S™*M nin S™*A {izerinde bir vektdr
uzay1 oldugu aciktir. Béylece S™1K, S™1M nin asal (yar1 asal) alt modiiliidiir. Simdi K nin
S-yari asal olmadig gosterilmelidir. S nin rastgele bir s elemanini alalim. ebob(p, s) =

1 olacak sekilde bir p asal sayisi segelim. O halde
1
p? (F'O) = (1,0) €K vesp (p—z,o) = (;—2,0) ¢ K
olur. Boylece K, M nin bir S-yari asal alt modiilii degildir.

Onerme 2.1.7 M bir A-modiil ve S = {s4, S, ..., S}, A mn sonlu bir carprmsal kapal alt
kiimesi ve K, M nin (K:y M) NS = @ sarti1 saglayan bir alt modiilii olsun. O halde
K nin M nin bir S-yar1 asal alt modiilii olmas1 i¢in gerek ve yeter sart S™1K nin S™1M

nin bir yar1 asal alt modiilii olmasidir.

Ispat K nin M nin bir S-yar1 asal alt modiilii oldugunu varsayalim. Onerme 2.1.5 (iii)
den S71K, S7M nin bir yan asal alt modiiliidiir. Tersi i¢in S™*K nin S™M nin bir yar
asal alt modiilii oldugunu kabul edelim. Bir r € A,m € M ven € Niginr™m € K olsun.

O halde

(g)n? = r”lm ¢

elde edilir. S71K, S™'M nin yar1 asal alt modiilii oldugundan

T'Tn_T'TneK
11 1
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bulunur ve buradan bir s; € S i¢in s;rm € K olur. Simdi s = s;5, -5, € S alalim.

Boylece srm € K elde edilir. O halde K, M nin bir S-yar1 asal alt modiiliidiir.

Lemma 2.1.8 K, M nin (K:y M) NS = @ sartin1 saglayan bir alt modiili ve S, A nin

carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) K, M nin S-yar1 asal alt modiiltidiir.

(ii) J, A nm bir ideali ve N, M nin bir alt modiilii olmak iizere k € N icin J*N C K iken
sJN € K olacak sekilde sabit bir s € S vardir.

Ispat (i)=(ii) K, M nin S- yar asal alt modiilii olsun. A mn bir J ideali, M nin bir N alt
modiilii ve k € N i¢in J¥N € K olsun. s/N € K oldugunu gosterelim. Bunu gdstermek
icin s/N € K oldugunu kabul edelim. O halde sam ¢ K olacak sekilde a € J,m €

N vardir. Ayrica,

a*m e JEN € K

elde edilir. K, M nin S- yari asal alt modiilii oldugundan sam € K olur ki bu bir ¢eligkidir.

O halde varsayimimiz yanlistir. Boylece, s/N S K oldugu gosterilmis olur.
(it)=() Tersinebir re A, me M ve n € Nigin r™m € K olsun. Simdi /] = Ar ve
N = Am alalim. O halde
JN=Arm c K
olur. Buradan varsayimimiza gore sabit bir s € S igin
SN = Asrm € K

ve boylece srm € K elde edilir. O halde K, M nin bir S-yar1 asal alt modiilidiir.

Lemma 2.1.8 den yararlanilarak asagidaki sonug kolaylikla elde edilir.
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Sonu¢ 2.1.9 §, Anin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve K, A nin KNS = @ kosulunu

saglayan bir ideali olsun. Asagidaki sonuglar denktir:

(i) K, A nin S-yari asal idealidir.

(ii) I ve J, A nin idealleri olmak iizere bir k € N i¢in I*¥] € K iken sIJ € K olacak sekilde
sabit bir s € S vardir.

Onerme 2.1.10 M bir A-modiil ve S, A nin carpimsal kapali alt kiimesi olsun. K, M nin
(K:y M) NS = @ kosulunu saglayan bir alt modiilii olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

(i) K, M nin S-yar1 asal alt modiilii ise (K:4 M), A nin S-yari asal idealidir.

(if) M garpimsal modiil ve (K:4 M), A nin S-yari asal idealiyse K, M nin S-yari asal alt

modulidiir.

ispat (i) Bir x € A ve k € N i¢in x* € (K:4 M) olsun. O halde her bir m € M igin
x*m € K olur. K, S-yar asal alt modiil oldugundan sxm € K elde edilir ve bdylece

sx € (K:4y M) olur. Yani (K:y M), A nin S-yari asal idealidir.

(ii): M garpimsal modiil ve (K:4 M), A nin S-yar1 asal ideali olsun. A mn bir J ideali, M

nin bir N alt modiilii ve k € N i¢in J*N < K olsun. O halde

JE(N:g M) € (JEN:y M) € (K:y M)

elde edilir. Ayrica Sonug 2.1.9 dan sabit bir s € S i¢in

SJ(N:yg M) € (K:y M)

olur. M ¢arpimsal modiil oldugundan
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sIN = sJ(Niu, M)M € (K:y M)M = K

elde edilir. Lemma 2.1.8 araciligiyla K, M nin S-yari asal alt modiiliidiir.

Sonug 2.1.11 K bir carpimsal A-modiil M nin alt modiiliive S, Anin (K:y;M)NS =@

sartin1 saglayan ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. O halde asagidaki ifadeler denktir:

(1) K, M nin bir S- yar1 asal alt modiiltidiir.

(ii) L ve N, K nn alt modiilleri olmak iizere bir k € N i¢in L*N € K iken sLN € K

saglayacak sabit bir s € S vardir.

Ispat (i)=(ii) K, M nin bir S-yari asal alt modiilii olsun. M nin L ve N alt modiilleri ve k €
N icin L¥N € K olsun. M ¢arpimsal modiil oldugundan L = IM ve N = JM olacak
sekilde A nin [ ve J idealleri vardir. Ayrica

L*N = I¥]JM = I*N c K
oldugu goriilir. P bir S-yart asal alt modiil oldugundan, Lemma 2.1.8 araciligiyla sabit
bir s € Sig¢in sIN € K bulunur. Béylece sIJM = sLN < K elde edilir.

(ii)=(i) J, A nm bir ideali ve N, M nin bir alt modiilii ve k € N icin J*N € K olsun. O
halde
JEN = J¥(N:y M)M
olur. Simdi L = JM alalim. O halde L* = J*M ve buradan
JEN = J¥(N:y M)M = LN € K

bulunur. Varsayimimizdan sabit bir s € S

SLN = sJ(N:y, M)M = s]N € K
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olacak sekilde vardir. O halde Lemma 2.1.8 araciligiyla K, M nin bir S-yar1 asal alt

modiilii olur.

Teorem 2.1.12 K bir sonlu iiretilmis ¢arpimsal A -modiil M nin alt modiilii ve S, A nin
(K:(y M) NS = @ sartin1 saglayan bir carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Asagidaki
ifadeler denktir:

(i) K, M nin bir S- yar1 asal alt modiiltidiir.

(i) (K:4 M), A min S-yari asal idealidir.

(iii) Ann(M) < I olacak sekilde A nin bir S-yar1 asal ideali [ i¢in K = IM bigimindedir.

Ispat (i)=(ii) K, M nin bir S- yar1 asal alt modiilii olsun. O halde (K:, M) nin A mn S-

yar1 asal ideali oldugu Onerme 2.1.10 (i) araciligiyla gzlenir.

(ii)=(iii) ispat aciktir.

(iii)=(i) Ann(M) < I olacak sekilde A nin bir S-yar1 asal ideali I igin K = IM oldugunu
varsayalim. A nin bir J ideali ve M nin N alt modiilii i¢in J*N € K (k € N) olsun. O halde

JE(N:y M)M € IM

elde edilir. M sonlu iiretilmis ¢arpimsal modiil oldugundan Sonug 1.5.7 den
JE(N:y M) €1+ ann(M) =1

olur. I, A nin S-yari asal ideali oldugundan Sonug 2.1.9 araciligiyla sabit bir s € S i¢in

sJ(Niu M) € 1

olur ve boylece

sIN =s](N;, M)M S IM =K
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elde edilir. Lemma 2.1.8 den K, M nin bir S- yar1 asal alt modiiliidiir.

Onerme 2.1.13 A birhalka, h : M —» M’ bir A-homomorfizma olsun. Asagidaki ifadeler

saglanir:

(i) K', M' nin (h"}(K"):;y,M)NS =@ sartim1 saglayan S-yar1 asal alt modiiliiyse
h~1(K") de M nin S-yari asal alt modiiliidiir.

(ii) h bir epimorfizmave K, M nin Cek(h) S K sartin1 saglayan S-yari asal alt modiiliiyse
h(K), M' niin S-yar1 asal alt modiiltidiir.

Ispat (i) Birr € Am e M ven € N icin r™m € h=*(K") olsun. O halde

h(r"m) = r"*h(m) € K'

elde edilir. K' bir S-yar1 asal alt modiil oldugundan bir s € S igin

srh(m) = h(srm) € K'

bulunur. O halde srm € h™1(K") olur ve bdylece h™1(K'), M nin S-yan1 asal alt

modiludir.

(i) re A, m' e M' ve n €N igin r*m’ € h(K) olsun. h bir epimorfizma oldugundan

birm € M i¢cin m' = h(m) yazilabilir ve boylece

r*"m’ = r"*h(m) = h(r"m) € h(K)

elde edilir. Cek(h) € K oldugundan r™m € K bulunur. K, S-yari asal alt modiil

oldugundan srm € K olacak sekilde bir s € S vardir. Boylece

h(srm) = srh(m) = srm’ € h(K)
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bulunur. Sonug olarak h(K), M’ niin S-yar1 asal alt modiilii olur.

Sonug 2.1.14 S, A nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve L, M nin alt modiilii olsun. O halde

asagidaki ifadeler saglanir.

() K',M nin (K':y L) NS = @ sartin1 saglayan S-yari asal alt modiilii ise L N K', L nin

S-yart asal alt modiiliidiir.
(if) K, M nin L € K sartin1 saglayan alt modiilii olsun. K nin M nin S-yar1 asal alt modiilii
olmasi i¢in gerek yeter sart K /L nin, M /L nin S-yar1 asal alt modiilii olmasidir.
Ispat (i) Her m € L igin i(m) = m ile tammlanan i: L — M homomorfizmasi goz dniine
alinsin. O halde

i"Y(K)=LnK'
olur. Simdi (i"*(K"):x L) N S = @ oldugunu gosterelim. s € (i"1(K"):xg L) N S alalim.
O halde

sLci"Y(K)=LNnK cK'

olur ve bdylece s € (K':z L) N S geliskisi elde edilir. Onerme 2.1.13 (i) araciligiyla L N

K', L nin S-yar1 asal alt modiiludiir.

(if) K, M nin S-yar1 asal alt modiilii olsun. Her m € M i¢in t(m) = m + L ile

tanimlanan

mM—->M/L

dogal epimorfizmasi goz dniine alinsin. Onerme 2.1.13 (ii) aracihigiyla K /L, M /L nin S-

yar1 asal alt modiiltiidiir. Tersi i¢in K/L , M/L nin S-yar1 asal alt modiilii olsun. k € N
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icin 7*m € K olacak sekilder € Ave m € M alalim. O halde
rkm+L)=r*m+LeK/L

olur. K/L, M /L nin S-yari asal alt modiilii oldugundan sabit bir s € S igin
srtm+L)=srm+L €K/L

elde edilir. Buradan srm € K bulunur. Boylece K, M nin bir S-yar1 asal alt modiilii olur.

n € N olmak iizere her i = 1,2, ...,n igin M;, bir A;- modiil ve S;, A; nin bir ¢arpimsal

kapali alt kiimesi olsun. M = M; X My X «- X M, A =A; X Ay, X - X A, veS =5, X

S, X -+ x S, diyelim. O halde M bilesen bilesen toplama ve skaler carpma islemine gore

bir A-modiil olur. Ayrica M nin her K alt modiili, i = 1,2, ...,n i¢in K;, M; nin bir alt

moduli olmak tizere

K=K1XK2><--~><Kn

formundadir. Dahas1 S, A nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesidir.

Teorem 2.1.15 i = 1,2 igin M; bir A;-modiil ve K;, M; nin alt modiilii ve S;, A; nin
carpimsal kapali alt kiimesi olsun. M = M; X M,,A = A; X A, ve S = §; X S, olsun.
K = K; X K, icin agagidaki ifadeler denktir.

(i) K, M nin S-yari asal alt modiiliidiir.

(i) Ky, M; in S;- yar asal alt modiiliidiir ve (KZ:A2 Mz) NS, @ veyaK,, M, nin S,-
yar1 asal alt modiilii ve (Kl:A1 Ml) NS, = @veyaheri = 1,2 igin K;, M; nin S;-yar1 asal

alt moduludir.

Ispat (i)=(ii) K, M nin S-yar asal alt modiilii olsun. O halde (K:y M) NS = @ olur ve
bu da (Kya, M) NS; =@ veya (Kaia, My) NS, = @ olmasm gerektirir. Genelligi
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bozmadan (K2 4, Mz) ns, =0ve (K1 4, Ml) N S; # @ oldugunu varsayalim. Simdi K,
nin, M, nin bir S,-yari asal alt modiilii oldugunu gésterelim. Bunu kanitlamak igin r*m €
K, olacak sekilde r € A,,m € M,, k € N alalim. O halde

(1,7)k(0,m) = (0,7*m) € K
olur. K, M nin S-yar1 asal alt modiilii oldugundan sabit bir s = (s4,5,) € S igin

s(1,7)(0,m) = (0,s,rm) €K

olur. Bu ise s,rm € K, olmasini gerektirir. Boylece K,, M, nin S,-yar1 asal alt
modiiliidir. Benzer sekilde (KZ:A2 Mz) NS, #0 ise K;,M; nin S;-yar1 asal alt
modilidiir. Ayrica (K11A1 Ml) ns; = (KZ:A2 Mz) NS, =@isei = 1,2 i¢in yine benzer

sekilde K; nin M; nin S;-yar1 asal alt modiilii oldugu gosterilebilir.

@i)=(i) (K11A1 Ml) NS; # 0 ve K,, M, nin S,-yari asal alt modiilii olsun. O halde s; €

(K1!A1 Ml) N S; alalim. r; € A;, m; € M;ve n € N i¢cin
(1, )" (my, my) = (r{'my, 73'm,) € K

olsun. Boylece r)'m, € K, elde edilir. K,, M, nin S,-yar1 asal alt modiilii oldugundan

sabit bir s, € S, i¢in s,r,m, € K, bulunur. Simdi s = (s4,s,) € S diyelim. O zaman
s(ry, 1) (my, my) = (s111my, So1om,) €K

olur. Yani K, M nin S-yar1 asal alt modiiliidiir. Diger durumlarda da K nin M nin S-

yar1 asal alt modiilii oldugu benzer sekilde gosterilir.

Teorem 2.1.16 n > 1, M; bir A; -modiil ve her i = 1,2, ...,n i¢in S;, A; nin garpimsal

kapali alt kiimesi olsun. M = M; X My X -« X M,,, A=A, XA, XX A, ve S=
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S1 X Sy X -+ x S, olsun. Ayricaheri = 1,2, ..., nigin K;, M; nin alt modiilii olmak tizere

K = K; X K, X --- X K,, olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) K, M nin S-yari asal alt modiiltidiir.

(i) Her je{12,...n}—{t;,ty, ...t} icin (Kj:Aj Mj) NS;#@ ve her i€

{t,, ty, ..., ty: k < n}i¢in K;, M; nin S;-yar1 asal alt modiiltdiir.

Ispat Tiimevarim yontemiyle iddiay1 kanitlayalim.

()e(ii) n = 1i¢in sonug agiktir. n = 2 i¢in (i)<(ii) iddias1 Teorem 2.1.15 den elde
edilir. Her k <n i¢in (i) <(ii) nin dogru oldugunu varsayalim. Simdi k = n i¢in
(i) (ii) iddiasimnin dogru oldugunu gosterelim. K' = K; X K, X - X K, _1, M' = M; X
My X oXMy_1,8" =85 X8, XX8,_;, ve A=A XA, X-XA,_; alalim.
Buradan K = K' X K,,, M = M' X M,, veayrica S =S’ X S,,, A =A" X A,, yazilabilir.
Teorem 2.1.15 araciligiyla, K nin M nin S-yar1 asal alt modiiliidii olmasi i¢in gerek yeter
sart K' nin M’ nin S'-yar1 asal alt modiiludiir ve (Kn:An M,)NS,#@ veya
(K':pM')NS" + @ ve K,, M, nin S,-yar asal alt modiliidir veya K', M’ nin S’'-
yari asal alt modiiliidiir ve K,, , M, nin S,,-yar1 asal alt modiiliidiir. Ispatin geri kalan1 da

timevarim hipotezinden elde edilir.

Teorem 2.1.17 K, M nin bir alt modiilii ve S, A nin (K:y M) NS = @ sartin1 saglayan
carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Bu durumda K, M nin S-yar1 asal alt modiiliidiir ancak

ve ancak bir s" € Si¢in (K:y s'), M nin yar1 asal alt modiiliidiir.

Ispat K, M nin S-yar1 asal alt modiilii olsun. Boylece a € A,m € M ven € Nigina"™m €
K iken sam € K olacak sekilde sabit bir s €S vardir. s’ = s? € Sdiyelim. Simdi
(K:p s") niin M nin bir yari asal alt modiilii oldugunu gosterecegiz. Bira € A,m € M ve
n € Nigin a™m € (K:y s") olsun. O halde

s'a®m = s?a"m € K

elde edilir. Eger n = 1ise am € (K:, s") bulunur. O halde n > 2 varsayalim. Boylece

s"a"m = (sa)™m € K ve s(sa)m = s?am € K elde edilir. Buradan am € (K:), s?) =
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(K:p s") bulunur, yani (K:y s'), M nin yari asal alt modiilii olur. Tersine bir s € S igin
(K:p s") niin M nin yart asal alt modiilii oldugunu varsayalim. Bira € A,m € M ven €
N i¢in a™m € K olsun. (K:y s") yari asal alt modiil ve a"m € K < (K:); s") oldugundan

am € (K:y s') ve boylece s'am € K olur. Yani K, M nin S-yari asal alt modiiliidiir.

Teorem 2.1.18 K, M nin (K:y M) S Jac(A) sartin1 saglayan alt modiilii olsun. Asagidaki

ifadeler denktir.
(1) K, M nin yar asal alt modiiliidiir.
(ii) A nin her m maksimal ideali i¢in K, M nin S,, = (A — m)-yar asal alt modiiltidiir.

Ispat (i)=(ii) K, M nin yar1 asal alt modiilii olsun. Onerme 2.1.2 aracihigryla A nin her

maksimal ideali m ig¢in K, M nin S,, = (A — m)-yar asal alt modiiliidiir.

(i)=>({) reA,ye M ven € Nigin r*y € Kolsun. K, M nin bir S,, = (A — m)-yar

asal alt modiilii oldugundan s,,ry € K olacak sekilde s,,, € m vardir.

N ={s,:Am € Max(A),s,, € m ,spry € K}
kiimesini ele alalim. Simdi (2) = A oldugunu gosterecegiz. (2) # A varsayalim. O halde
A nin 2 y1i¢eren bir maksimal ideali vardir, buna m* diyelim. 2 nin tanimindan s, &
m”* olacak sekilde s,,+ € 2 vardir. 2 € (2) € m* oldugundan s, € m* ¢geliskisi elde
edilir. Boylece (2) = A ve bir xq,x;, ..., x, € Aigin 1 = x1S;,, + X38m, + -+ + XSy,
olacak sekilde

Smy» Smys =+ Sm,, € 0

vardir. Her i = 1,2, ...,n i¢in Sm;TY € K oldugundan

Ty =X (smlry) + x, (smzry) + .+ xn(smnry) EK
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sonucuna varabiliriz. Boylece K, M nin bir yar1 asal alt modiiliidiir.
Onceki teoremin bir ¢ikarimi olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 2.1.19 M, yerel (A, m) halkasi tizerinde bir modiil olsun. K nin M nin bir has alt

modiilii oldugunu varsayalim. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) K, M nin yar asal alt modiiliidiir.

(if) K, M nin S,, = (A — m)-yar1 asal alt modiiliidiir.

2.2 S-Indirgenmis Modiiller ve Genel Ozellikleri

Tamm 2.2.1 M bir A-modiil ve S, A nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun.r € A,m €
M ve n € N olmak iizere r*m = 0 iken srm = 0 olacak sekilde sabit bir s € S varsa

M ye S-indirgenmis modiil denir.

Onerme 2.2.2 M bir A-modiil ve S, A nin bir carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Asagidaki

ifadeler saglanir.

(i) M indirgenmis bir modiil ise S-indirgenmis modiildiir. Ozel olarak z(M) =

{x € A:30+me€ M, xm = 0} olmak tizere S € A — z(M) ise tersi de dogru olur.
(if) M bir S-serbest burulmali modiil ise S-indirgenmis modiildiir.

(ili) M nin S-indirgenmis olmasi igin gerek yeter sart sifir alt modiiliiniin S-yar1 asal alt

modiil olmasidir.

(iv) K, M nin (K:y M) NS = @ sartin1 saglayan bir alt modiilii olsun. K nin S-yar1 asal
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alt modiili olmasi igin gerek yeter sart A-modiil M/K nin S-indirgenmis modiil

olmasidir.

(v) M bir S-indirgenmis modiilse S™*M bir indirgenmis modiildiir.

Ispat (i) M indirgenmis modiil ise S-indirgenmis modiil oldugu agiktir. S € A — z(M)

olmak iizere M bir S-indirgenmis modiil olsun. a € A, m € M ve n € Nigin a"m =0

gerceklensin. M, S-indirgenmis oldugundan sam = 0 olacak sekilde s € A — z(M)

vardir. s € A — z(M) oldugundan am = 0 bulunur. Buradan M indirgenmis modiil olur.

(ii) M, S-serbest burulmali modiil ve a € A,m € M, n € N i¢in a"m = a(a®1m) =0

olsun. M, S-serbest burulmali modiil oldugundan sabit bir s € S i¢in sa =0 veya

sa™ tm = 0 elde edilir. sa = 0 ise sam = 0 bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

O halde sa # 0 olsun. Bu durumda sa™ 'm = a(sa™ ?m) = 0 oldugundan
s(sa™?m) =s?a"?*m =0

elde edilir. Boyle devam edersek, M bir S-serbest burulmali modiil oldugundan s™m = 0

bulunur. Buradan s™*! = 0 veya sm = 0elde edilir. Eger s"*1 =0 ise s"*1 =0¢€

S ¢eliskisi elde edilir. Boylece sm = 0 ve buradan da sam = 0 bulunur.

(iii) Tanim 2.1.1 ve Tanim 2.2.1 araciligiyla goriiliir.

(iv) (iii) den ispatlanir.

(V) M bir S-indirgenmis modiil olsun. (iii) araciligiyla 0, M nin S-yari asal alt modiiliidiir.

Onerme 2.1.5 (iii) den S710, S™'M nin yar1 asal alt modiiliidiir. Bdylece S™1M

indirgenmis modiildiir.

Simdi indirgenmis modiilleri S-indirgenmis modiiller araciligiyla karakterize edecegiz.

40



Teorem 2.2.3 M bir A-modiil olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
(i) M bir indirgenmis modiildiir.
(if) M, her P € Spec(4) igin bir S, = (R — p)-indirgenmis modiildiir.
(iii) M, her m € Max(A) i¢in bir S,,, = (R — m) -indirgenmis modiildiir.
Ispat (i)=(ii) Onerme 2.2.2 ile goriilir.
(if)=(iii) Sonug 2.1.19 dan elde edilir.

(iii)=(i) M her m € Max(A) i¢in bir S,,, = (A — m)-indirgenmis modiil olsun. a €
A ve x €M elemanlar1 a?x = 0 olacak sekilde secilsin. M, her m € Max(A) igin bir
Sm = (A — m) -indirgenmis modiil oldugundan bir s,,, € m igin s,,(ax) = 0 elde edilir.

N = {s,,:Am € Max(A),s,, &€ mve s,,(ax) = 0}
kiimesini goz Oniline alalim. M, S,, = (A — m)-indirgenmis modiil oldugundan 2 bos
kiime degildir. Teorem 2.1.18 dekine benzer sekilde (2) = A bulunur ve bdylece
S1,S3, -, Sp € L2,
71S1 + 1Sy + 4+ 15, =1

olacak sekilde vardir. Her i = 1,2, ..., n igin s;(ax) = 0 oldugundan

ax = (s + 18y + -+ 15,) (ax) = r(s;ax) + ry(s,ax) + -+ 1, (spax) =0

bulunur. Buradan M nin indirgenmis modiil oldugu goriiliir.
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3. SONUCLAR

Bu tezde (Sengelen ve ark., 2019) da tanimlanan S-asal alt modiillerin bir genellemesi S-
yar1 asal alt modiiller ele alinmistir. S-yar1 asal alt modiiller (Sarag, 2009) da tanimlanan
yart asal alt modiillerin de bir genellestirmesidir. Tezin 2. Boliimiinde tartigma ve
bulgulara yer verilmistir. Ozel olarak S-yar1 asal alt modiiller modiil homomorfizmasi
altinda, lokalizasyon altinda, modiillerin kartezyen carpiminda, boliim modiillerinde
incelenmistir. Ayrica ¢garpimsal modiillerde S-yar1 asal alt modiiller belirlenmistir. Dahas1
yerel halkalar iizerindeki modiillerin yar1 asal alt modiilleri S-yar1 asal alt modiil
kavramiyla karakterize edilmistir. Tezin daha sonraki kisminda ise S-indirgenmis
modiiller tanimlanarak (Lee ve Zhou, 2004) te verilen indirgenmis modil sinifi
karakterize edilmistir. Bu sonuglarin timi (Pekin ve ark, 2020) makalesinde

yayinlanmustir.
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