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OZET

Lorentz Uzayinda ve Lorentz Diizleminde Temel
Kavramlar

Sevilay CORUH SENOCAK

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu calisma 4 boliimi icermektedir.

Birinci boliimde yer alan bilgiler tezin giris kismini olusturmakta ve bu boliim literatiir

Ozeti ile beraber tezin amac kismini ve bulgulari icermektedir.

ikinci boliimde; Lorentz uzaymin temelini olusturacak skaler carpim uzayir ve

ozellikleri incelenmistir.

Uciincii boliimde ise Minkowski uzay: icin vektér simflandirmasi ve Minkowski
uzayindaki vektor cesitliligine bagli olarak olusan diklik kosullar1 incelenmistir. Rg
Minkowski uzayindaki diklik ve yine bu uzaydaki Gram-Schmidt Metodu, tezin bu
boliimdeki orijinal kisimlar: icermektedir.

Dérdiincii boliimde, Minkowski diizleminde f2— g2 = 1 olacak sekilde 0 : (a,b) - R
siirekli fonksiyonuna bagh f ve g fonksiyonlar1 tanimlanmis ve 6 ag¢1 fonksiyonu
yardimiyla diizlemsel egrilerin temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica Minkowski

diizlemindeki egriler i¢in Frenet formiilleri de verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Skaler carpim uzayi, Minkowski uzayi, Gram-Schmidt metodu,

parametre degisimi, 6zel egriler
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Basic Concepts on Lorentz Space and Lorentz Plane
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This study includes 4 chapters.

The information in the first part constitutes the introduction part of the thesis, and this

section includes the literature summary along with the purpose part and the findings.

In the second chapter; The scalar product space that will form the basis of the Lorentz

space and its properties are investigated.

In the third chapter, the vector classification for Minkowski space and the orthogonality
conditions that occur depending on the vector diversity in Minkowski space are
examined. The orthogonality in Rg Minkowski space and the Gram-Schmidt Method
in this space contain the original parts of this thesis.

In the fourth chapter, f>— g = 1 on the Minkowski plane, f and g functions are
defined to be connected to the 0 : (a,b) — R function, and the basic properties of
the planes are investigated with the help of the angle function 6. In addition, Frenet

formulas are given for curves in the Minkowski plane.

Keywords: Scalar product space, Minkowski Space, Gram-Schmidt Methodu,
parameter change, special curves
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1

GIRIS

Lorentz uzayinda i¢ carpim tanimlandiktan sonra metrik kavramlar da i¢ carpima
gore tanimlanmustir. Lorentz metrigi Oklid metrigi gibi pozitif tanimli olmadigindan
bu durum vektor cesitliligini olusturmustur. Lorentz uzayinda vektorler timelike,
spacelike ve null vektor olarak simiflandiridmistir [[1], [2], [3], [4]. Vektorler
arasindaki bu cesitlilik acilar, ticgenler ve metrik anlamdaki tiim kavramlarda
cesitlilige sebep olmustur. Bu baglamda Lorentz uzayi ile ilgili konu biitiinligiint

saglamak oldukca zordur.

Bu zorlugun yani sira Lorentz alaninda yapilmis calismalar, tezler, makaleler ve
kitaplara bakildiginda ciddi bir notasyon karmasasi mevcuttur. Dolayisiyla herhangi
bir konu bashiginda c¢alisma yapmak istenildiginde, konu biitiinliigiinii yakalamaktan
once notasyon karmasasini anlamak gerekmektedir. Bu da calisma siirelerini oldukca
uzatmaktadir.

Bu tez calismamiza baslarken bu karmasanin farkina vararak bu sorunu ortadan
kaldirmay1 amacgladik. Yani Lorentz uzayi ile ilgili son giincel calismalara varincaya
kadar lineer cebir, diferansiyel geometri, analitik geometri, egriler teorisi, yiizeyler
teorisi, kinematik ve manifoldlar bashig: da dahil olmak tizere tiim konularin icinde
bulundugu ortak bir notasyon diliyle olusturulmus calisma yapmayi amacladik. Bu
calisma esnasinda literatiirde var olan hatalarin farkina vararak, onlar1 diizelterek
ve ayni zamanda literatiirde olmayan orijinal kisimlarla birlikte c¢alismamizi
zenginlestirdik. Fakat bu kadar kapsamli bir ¢alismanin tez formati icin biiyiik
yap1 olusturacagini diistindiigiimiizden konularin tamamin tez formatinda vermek
yerine kitap formati olusturmayi hedefledik. Dolayisiyla kitabin belli boliimlerini tez
icerisinde kaynak gostererek, biitlin kesimlere hitap etmesi i¢in diger biitiin kisimlari
da kitapda toplayarak Lorentz Geometrisi adiyla olusturdugumuz kitabi, daha genis

alana hitap etmesi i¢in ingilizce formatiyla literatiire kazandirmay: hedefledik.



Bu tez calismasinda da orijinal kisimlarla birlikte farkl vektorler arasindaki diklik
durumu ve Gram-Schmidt metodu indekse bagli olarak incelendi. R? Minkowski
uzayinda hangi vektoriin hangi vektore dik olabilecegi verilip buna bagli olarak
Gram-Schmidt metodu, vektor sisteminde sadece bir tane timelike vektor olmasi
durumu igin incelenmistir, [3]]. Buna ek, ¢alismamizin orijinal kismi olarak Rg
Minkowski uzayinda vektérlerin diklik durumu tek tek ifade edilip, R? Minkowski
uzayindaki farkliliklar belirtildi. Bu vektor dikliklerine bagli olarak iki timelike vektor
bulunduran vektor sistemi icin Gram-Schmidt metodu Ornek verilerek incelendi.
Ayrica Lorentz uzayinda egriler baslig1 6zel olarak incelenip Frenet denklemleri ile

birlikte 6nemli bagintilar da tanimlanmastir.

Calismamizin konu biitiinliigiinii bozmamak adina orijinal kisimlar ayr1 bir bolim

Myt

icerisinde verilmeyip konu icerisinde aktarilmistir. "*" sembolii ile belirtilen tim tanim,

teorem ifadeleri orijinal kisimlar: icermektedir.

1.1 Literatiir Ozeti

Lorentz uzayinda ic¢ ¢carpim ve i¢ ¢arpima ait metrik 6zellikler, vektor siniflandirmasi
[1]], [4] kitaplarinda verilmistir. Vektorler arasindaki metrik bagintilar ve vektorlerin
timelike vektor olmasi1 durumunda timelike pure iiggen tanimi ve bu {licgene bagh
metrik Ozellikler [2] calismasinda G.S. Birman tarafindan tanimlanmistir. Ayrica E.
Nesovi¢ [5] [6], [[7] calismalarinda Lorentz anlaminda ag1 ve {icgen bagintilarini
ve bunun yaninda hiperbolik sinus ve hiperbolik cosinus kurallarini ele almistir. Ag1

kavramiu ile egrileri G.S. Birman [8] kaynaginda incelemistir.

Ayrica R? Minkowski uzayinda diklik bagintis1 J.G Ratcliffe [3] ve R. Lopez [9]
tarafindan verilmistir. J.G Ratcliffe [3]] diklik bagintisiyla birlikte vektorel ¢arpimi
da vektorlerin tlirline gore incelemistir. Ayrica calismasinda hiperbolik {icgen ve

hiperbolik iiggene bagl olarak metrik kavramlar1 tanimlamistir.

Lorentz uzayinda tiim bu konularin yaninda kinematik ve manifold alaninda da
literatlire kazandirilmis caligmalar vardir. Lorentz uzayinda manifoldlar kavrami ise
Palais [10] , K.L. Duggal, and A. Bejancu, [11] ve Besse, L. Artur [[12] tarafindan
tanimlanmistir. Lorentz uzayinda kinematik konusuna ilk olarak H.R Miiller [13]

calismasinda giris yapmustir.

Bu tez calismasinda ]Rg uzayinda hangi vektorlerin dik olabilecegi ve diklik durumuna
gore Gram-Schmidt metodunun saglandigi incelenmistir. Ayrica Minkowski uzayinda
egriler icin Frenet formiilleri R. Lopez [9] tarafindan verilmistir. Bu ¢alisma da egriler

icin ac1 fonksiyonlari ve parametre degisimi kavramlari incelenmistir.



1.2 Tezin Amaci

Literatiir 6zeti incelendiginde R} Minkowski uzayinda diklik kavrami J.G Ratcliffe [3]]
tarafindan ifade edilmistir. Yine benzer sekilde R:f Minkowski uzayinda J.G Ratcliffe

[3] tarafindan Gram-Schmidt metodu ve buna bagh teoremler verilmistir.

Ayrica Minkowski diizleminde egriler konusu R.Lopez [9]] tarafindan tanimlanmig
ve Minkowski diizleminde egrilere karsilik gelen Frenet formiilleri R. Lopez’in [9]

calismasinda verilmistir.

Fakat bu tez calismasinda diklik kavrami indeksin farkli alinmasi durumunda

incelenmis ve ]Rg Minkowski uzayinda diklik kavrami ele alinmistir.

Bu tezin amaci J.G. Ratcliffe [3]] tarafindan icerigi verilen Gram-Schmidt Metodunu
Rg Minkowski uzayinda saglanan diklik sartlarinin yardimiyla birlikte incelemektir.
Tezin diger bir amaci, literatiirde var olan Minkowski diizlemindeki egrilerin ac1

fonksiyonlarini, parametre degisimlerini ve sagladig1 6zellikleri vermektir.

1.3 Bulgular

Rg Minkowski uzayindaki diklik kavraminin, vektorler arasindaki cesitlilik baz
alinarak indeks kavramiyla birlikte incelenmesi tezin literatiire kazandirdig: orijinal
katkidir. Ayrica orjinal kisim olarak R} Minkowski uzayindaki Gram Schmidt Metodu,
vektor sisteminde iki timelike vektor olma durumuna gore incelenmis, detaylica

aktarilmistir.

Minkowski diizleminde egriler konusu hakkinda J.G. Ratcliffe [3[] tarafindan literatiire
kazandirilan bilgiler revize edilip notasyon birligiyle calismaya aktarilmistir. Ayrica
Minkowski diizleminde ac1 fonksiyonlar1 ve parametre degisimi literatiire kazandirilan

orijinal katkilardir.



2

SKALER CARPIM UZAYI

2.1 Simetrik Bilineer Form

Bu boliimde Lorentz-Minkowski geometrisinin temelini olusturacak simetrik bilineer

form ve skaler carpim uzayi ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tanim 2.1. V reel vektor uzay icin, (,) : V x V — R doniisiimii

Va,b € R ve Yii,V,w € V olmak lizere

1 (@, v)=(v,u)

2) (ail + b¥, W) = a(@i, ) + b(¥, D)

saglaniyorsa (,) dontisiimii V vektor uzayinda simetrik bilineer form (SBF) olarak
adlandirilir, [[1]].

Tanim 2.2. V reel vektor uzayi tizerinde (,) doniisimii SBF olsun.

1) V¥ €V ve ¥ #0icin (V,V) > 0 oluyorsa (,) SBF’ u pozitif tanimli,

2) VvV eV veV#0icin (¥,¥) < 0 oluyorsa (,) SBF’ u negatif tanimli,

3) VvV eV veV#0igin (V,¥) > 0 oluyorsa (,) SBF’ u pozitif yar1 tanimli,

4) Vv €V ve V # 0icin (V,V) < 0 oluyorsa (,) SBF’ una negatif yar1 taniml,

olarak adlandirilir, [[1]].



Tanim 2.3. (,) SBF’ nu non-dejenere sayilabilmesi icin hem gerek hem yeter kosulu
V¥V € V olmak iizere (ii,V) = 0 iken i = O olmasidir. Aksi durumda (,) SBF’ una
V reel vektor uzay1 {izerinde dejeneredir denir. Dolayisiyla (,) SBF ’ unun dejenere
sayilabilmesi icin hem gerek hem yeter kosulu Vv € V iken (i,V) = 0 iken @i # 0

olmasidir, []1]].

Not 2.1. Tamm[2.2]deki (1) ve (2) 6zelliklerine sahip (,) SBF ’ una tammli, (3) ve (4)

ozelliklerine sahip (,) SBF ’ una yari-tanimli denir.

Eger (,) SBF’u tanimli ise hem yari-tanimli hem de non-dejeneredir. (,) SBF’ u taniml
degilse, V reel vektor uzayi tizerinde tanimsiz denir. V reel vektor uzayi tizerinde (,)

SBF’ u tanimsiz ise ¥ € V olmak tizere (V,V) > 0, (¥, V) < 0 veya (¥, V) = 0 yazilabilir.

V reel vektor uzay tizerinde (,) SBF ’ u ise V reel vektor uzayinin herhangi bir W alt
uzayi icin (, )|, kisitlamasi da simetrik ve bilineerdir. Eger (,) SBF ’ u yari-tanimli ise

(,)lw kisitlamasi da yari1- tanimhidir, [[1]].

Tanim 2.4. V reel vektor uzay: olmak tizere
(y:VxV >R

SBF olsun.
MNw :WxW->R

negatif tanimli olmak {izere en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutu (,) SBF ’ unun

indeksi olarak tamimlanir ve v ile ifade edilir, [/1]] .

(,) SBF ’ unun indeksi v ise 0 < v < boyV seklinde yazilir. v = 0 olmas! i¢in hem
gerek hem yeter sart (,) SBF’ unun pozitif yari-tanimli olmasidir. Ayrica V reel vektor

uzayimnin indeksi, (,) SBF ’ unun indeksi olarak tanimhidur, [[1]].

2.1.1 Simetrik Bilineer Forma Karsilik Gelen Matris

{e1,es,...,e,} baz1 V reel vektor uzaymin bazi olmak tizere b;; = <ei,ej> seklinde

tanimh B = [bij]nxn matrisi (,) SBF ’ unun matrisi olarak adlandirilir.

(,) SBF’ u simetrik oldugu icin B = [bij]  matrisi de aymi sekilde simetrik matristir..

nx

(,v) = <Zn: u;e; ,Zn: vjej> = Zn: b;ju;v; (2.1
i=1 j=1

i,j=1

oldugundan B = [bij]  matrisi (,) SBF ’ unu belirler, [[1]].

nx



Teorem 2.1. Bir {,) SBF ’ unun non-dejenere sayilabilmesi icin hem gerek hem yeter
sart V reel vektor uzayinin herhangi bir bazina gore SBF ’ unun matrisinin terslenebilir

(regiiler) olmasidir, []1].

Ispat. V reel vektér uzay icin
():VxV->R

SBF’u non-dejenere ve herhangi bir bazi {ej, e,, ..., e,} olsun. (,) SBF’ u non-dejenere

oldugundan, V ¥ € V olmak tizere (ii, V) = 0 iken ii = O olup,

Y e; € Vicin (V,e;) = 0 iken V = 0 (1 <i < n) yazilabilir. SBF ’ una karsilik gelen

simetrik matris B = [bi J]nxn matrisi olmak iizere V vektor uzayinin {e,, e, ..., e,} bazi

icin

<ei, e> - bl] — b]l (2.2)
yazilir. Ayrica vektor uzayinin her elemani baz cinsinden yazilabildiginden

n

1_; == Z Vjej (2.3)
olup

(v,e;) = <Z vjej,ei> = (ej, ei>vj = b;v; 2.4

v.=0 (2.5)

ve

=

v:=0 (2.6)

elde edilir. Ayrica, Vv = (v;,V,,...,V,) olmak iizere,

bilvl + bl'2V2 + bisz +...+ binvn - O (2.7)

yazilir. Burada her bir i icin

buvl + b12V2 + blng +...+ blnvn =0 (2.8)



byyvi + byyvy + bygvs+...+ by v, =0 (2.9)

bnlvl + bn2V2 + bn3V3 +...+ b v, =0 (2.10)

nn-"n

elde edilir. Bu ifade matris formda,

by -+ by, V1
: . : =0 (2.11)
bnl o b"n nxn nx1

seklinde yazilabilir. Burada elde edilen B = [bi j]nxn matrisinin her bir satirin1

w = (wy,w,,...,w,) alarak diizenlersek,
V,w) =viw; +vawyo+ ... +v,w,=0,(1<i<n) (2.12)

ve
v, =0 (2.13)

yazilabilir. O halde, B = [bi j] . matrisinin satirlar lineer bagimsizdir. Dolayisiyla

nx

rankB = n ve detB # 0 yazilir. Yani B € GL (n,R) matrisi regiilerdir [ |

Sonug 2.1. Bir SBF ’ un dejenere olmast icin hem gerek hem yeter sart (,) SBF ’ unun

matrisinin singiiler olmasidwr; [1|].

2.1.2 Skaler Carpim Fonksiyonu

V reel vektor uzayive (,) : V x V - R doniisiimii bilineer, simetrik ve non-dejenere
oluyorsa (,) SBF u, V reel vektor uzay: tizerinde skaler ¢carpim fonksiyonu (SCF) ve
V reel vektor uzayi da skaler carpim uzayi (SCU) olarak adlandirilir, [[1]].



Not 2.2. Pozitif taniml skaler carpim (SC) ic carpma olarak adlandirilir. Ornegin, R

uzayinda
n

(v,w) = Z Viw; (2.14)

i=1

olarak tanimli nokta carpmas: verilebilir. I¢c carpmanin ¢ogu 6zelligi skaler carpmada

vardir. Bununla birlikte (,) SCF’ nun tanimsiz olmasinda baz farkliliklar ortaya cikar,

[1].

Ornek 2.1. (,) : R? x R? —» R icin

@, w) = (V, W) =vyw; —vyw, (2.15)

olarak tanimlanan simetrik bilineer fonksiyonun non-dejenere oldugunu gosterelim,

.

(,) : R? x R? > R icin ¥, w € R? olmak {izere,
fonksiyonun simetrik ve bilineer oldugu aciktir. w yerine R? diizleminin bazlari (1,0)

ve (0,1) ve alinarak (,) fonksiyonunun non-dejenere oldugu asagidaki gibi goriiliir.
((v1,v4),(1,0)) =0icin v; =0 ((v;,v,),(0,1)) =0 igin —v, = 0 bulunur. O halde

v=(v;,v,)=1(0,0) (2.17)
vektorii elde edili. Boylece (,) SBF’ u non-dejenere oldugundan bir SCF olarak

adlandirlir,
V, %) =v,2—v,? (2.18)

oldugundan (,) SCF tanimsizdir. Ciinkdi,
v, =V, icin (V,V) =0

|vi] > |v,| icin (V,V) > 0

ve

[vi] < |v,| icin (¥,¥) <O

elde edilir.



2.1.3 Skaler Carpim Alt Uzay1

V reel vektor uzayinin alt uzayr W olsun.
Wt={yeVv:#w) =0 Vwew} (2.19)
olarak tamimlanir. Burada W+ ifadesi W alt uzaymin ortogonal komplemani olarak

adlandirilamaz.

Ciinkii {,) SCF tamimsiz oldugunda W + W+ genel olarak V reel vektér uzaymin
timiinii vermeyebilir. ornegi incelendiginde W = sp{(1,1)} olarak alinirsa
W=whtvew+wt=w ;é V seklinde yazilir, [1]].

Tanim 2.5. V,w € V icin (¥,w) = 0 oluyorsa Vv ve w birbirlerine dik olan iki vektor

seklinde tanimlanir ve v Lw olarak ifade edilir, [|1]].

Teorem 2.2. V bir SCUve W C V alt uzay1 i¢in
1) boyV =boyW +boyW+t
2 (Wi) =w

saglanwr, [1|].

Ispat. 1) {e;,e,,...,e.} W alt uzaymnn bir bazi olsun.

Baza tamamlama teoremi geregince bu baz1 V SCUnin bir {e; ,e,,..., €1, €x415---5€,}
bazina tamamlayabiliriz. O halde boyW =k ve boyV = n yazilir. V SCU oldugundan
(,) SCF non-dejeneredir. Oyleyse,

Wi={Fev  :#w)=0Vwew)} (2.20)
geregince, v € W icin (¥,e;) =0, (1 < i < k) yazilabilir. Ayrica,

¥ € Wicin ¥ € V olup

=

y= Ve, (2.21)

Z v]e],e = v]<e],e>=O (2.22)



(I<i<k)olup b;;=b;; = <ej ,ei> esitliginden,

n

D viby;=0 (1<i<k) (2.23)
j=1

yazilir. Bu ifade n bilinmeyenli k tane homojen lineer denklem sistemidir.

(,) SCF non- dejenere oldugunda Teorem geregince (,) SCF’ nun B = [bij]
matrisi regiilerdir. Yani rankB = n yazilir Buradaki homojen lineer denklem

nxn

sisteminin katsayilar matrisinin ranki k bulunur. Boylece ). v;b;; = 0 denkleminin
j=1
¢6ziim uzayinin boyutu n — k seklinde ifade edilir AX = 0 homojen lineer denklem

sisteminde X ¢Ozilimleri icin X € ekA yazilir.

X € ekA c V alt uzay1 oldugundan X c¢oziimleri bir alt uzay olustururlar. Bu uzayin

boyutu, cekirdeginin boyutudur. Yani A katsayilar matrisinin sifirlik derecesine esittir.

boyV =rankB +sifirlikB (2.24)
n=k+sifirlikB (2.25)
sifirlikB=n—k (2.26)

n

Boylece ¢oziim uzayinin boyutu n — k yazihr. v;b;; = 0 sisteminden bulunacak
j=1

v; elemanlar icin V = (vj) € W+ olacagindan, ¢oziim uzayinin boyutu W+ uzayinin
boyutuna esit olup,
boyWL =n—k (2.27)

bulunur. Buradan,
boyV = boyW + boyW+ (2.28)

esitliginin saglandig1 goriiliir.
2) (Wi)l = W oldugunu gosterelim.

V¥ € Wicin (¥, W) =0, Y w € W+ yazilabilir. Ayrica ¥ , W' uzayindaki her vektore
dik oldugundan, ¥ € (W) olup,

wc(wh) (2.29)

10



yazilabilir. Tersine, V w € (WL)L icin (W, ¥) =0, YV ¥ € W+ yazilir. Ayrica w , W+
uzayindaki her vektore dik oldugundan w € W olup,

(W) cw (2.30)

yazilabilir. O halde (2.29) ve (2.30) geregince,

Wi =w (2.31)

elde edilir. [ |

Teorem 2.3. V bir SCU uzayt W C V alt uzayr olsun. W alt uzayinin non-dejenere
olmast icin gerek ve yeter kosul
V=wWew" (2.32)

olmasidir, [1|].

Ispat. (=) : W CV alt uzaymnin non-dejenere oldugunu kabul edelim. V=W e W+
olmasi icin direkt toplam 6zelliginden W N W+ = {0} ve V = W + W+ saglanmalidir.
O halde ilk 6nce W N W+ = {0} olma durumunu inceleyelim:

VweWwnWhicinV e W ve v € W olup, ¥V € W ise ¥ € W icin (¥, V) = 0 yazilir. W

non-dejenere oldugundan Vv € V i¢in (¥, ¥) = 0 olup ¥ = 0 yazilir. Buradan,
wnwt={0} (2.33)

elde edilir. V SCUve W CV alt uzayi olmak iizere Teorem geregince,

boyV = boyW + boyW+ (2.34)
yazilir. Ayrica,
boy (W + W) = boyW +boyW* —boy (W nw+) (2.35)
ve
wnwt={0} (2.36)
oldugundan,
boy (W + W) =boyW + boyw+ (2.37)

11



yazilir. Buradan,
boy (W + WJ') =boyV (2.38)

elde edilit. W C V ve W C V olmak iizere W + W+ C V olup, alt uzay ile iist uzaymn

boyutlar birbirine esit oldugundan,
V=w+w' (2.39)

bulunur. Béylece ([2.33) ve (2.39) esitliklerinden V = W & W+ elde edilir.

() : V=W e W+ oldugunu kabul edilirse,

V=w+wt (2.40)

ve
W nwt={0} (2.41)

kosullar1 saglamir. ~ Burada W alt uzayinin non-dejenere alt uzay oldugunu
gosterecegiz. O halde,

Vv € W icin (W, V) = 0 iken w = 0 oldugunu gostermeliyiz. Buradan,
(W, V) = 0 iken V¥ € W icin w € W+ olup
Wt={F eV :(¥w) =0, ViweW} (2.42)

geregince w € W oldugundan w € W N W+ elde edilir. Boylece w = 0 bulunur.
Dolayisiyla W C V non-dejeneredir. [ |

Tanim 2.6. V bir SCU ve W C V alt uzay olsun.

1) ()lw : W x W — R kisitlamasi non-dejenere oluyorsa W alt uzaymna non- de-

Jjenere alt uzay ,

2) ()lw : W x W — R kisitlamas1 dejenere oluyorsa W alt uzayina dejenere alt
uzay

denir, [1].

Sonuc 2.2. V bir SCU ve W C V non-dejenere alt uzay olsun. Bu takdirde W+ non-
dejenere bir alt uzaydir, [1)].

12



Ispat. V bir SCU, W C V alt uzay1 da non-dejenere oldugundan Teorem geregince

V=wew (2.43)
olup, buradan
V=w+wt (2.44)
ve
wWnwt ={0} (2.45)

yazilabilir. V¥ € V icin (¥,w) = 0 iken w € W ve W € (WL)L iken w € W olup,
w € W+ ile birlikte w € W N W+ bulunur. Béylece i = 0 olup W+ non-dejenere alt
uzaydir. [ |

Tanim 2.7. Bir V bir SCU olsun. Bir ¥ € V icin norm tanimi,

V1l = (¥, V)] (2.46)

seklinde ifade edilir. (¥, V) negatif tanimli olabilir. Bu ylizden norm mutlak deger ile
tarif edilir. Normu 1 birim olan vektor birim vektordiir. Yani (V, V) = £1 seklinde ifade

edilir. Ortogonal birim vektorlerin climlesine de ortonormal sistem denir, [[1].

2.1.4 Skaler Carpim Uzayinda Ortonormal Baz
Teorem 2.4. Bir V boyutlu SCU bir ortonormal baza sahiptir, [1)].

Ispat. V SCUmnin bir {e;,e,,...,e,} ortonormal baza sahip oldugunu gosterelim:
Timevarim yontemi kullanilirsa, V SCU non-dejenere oldugundan, Vv € V ve
(@i,¥) = 0 iken &l = 0 olup ii = ¥ icin de saglamir. O halde (¥,7) = 0 iken ¥ = 0 olup,
bu durum V SCU 'nin V = {6} olmasi anlamina gelir. V # {6} kabuliimiizden dolay1

(¥, V) # 0 olacak sekilde sifirdan farkli en az bir ¥ € V vektorii olmak zorundadir.

Boylece ﬁ oldugundan
V1

[l

olmak iizere {e,} sistemi V SCU ’ nda bir ortonormal sistemdir. i = k ortonormal

(2.47)

€ =

sistem oldugunu kabul edelim. Bu sistem vektoriiniin gerdigi k boyutlu alt uzay W
olsun. W alt uzay1 {e,, e,, ..., ;. } vektorleri tarafindan gerilen k boyutlu non-dejenere
alt uzaydir.

13



Teorem [2.2| ve Teorem [2.3| geregince W alt uzayi non-dejenere oldugundan dolay1
boyV = boyW + boyW+ (2.48)

ve
V=wew! (2.49)

olacak sekilde V SCU 'nin bir W+ # {0} alt uzay1 vardir. W # {0} ve non-dejenere
oldugundan W+ alt uzayinda bir birim vektér vardir. O halde

Wl =Sp {(ek+1lek+2"") en)} (250)

olmalidir. Ayrica
{ek+1;ek+2:"" en} (251)

sistemi ortonormaldir. Boylece

{€15 e k> €15 Ckras s €n } (2.52)

sistemi V SCU "nin bir ortonormal bazidir. |

Not 2.3. (,) SCF 'na karsilik gelen matris, V SCU'nin {e,, e,, ..., €,} ortonormal bazina

gore kosegen matristir. Gercekten,

1 i=j B [ 1 {e,e)>0
51‘1_{0 i # ’Ej—<ej’ej>—{ A (2.53)

<ei:ej>: 5ij5'j (2.54)

yazilabilir. Burada ¢; = <ej, e j> = *1 seklinde de yazilabilir, []1].

Teorem 2.5. V reel vektor uzayt igin {e,, e, ..., e, } bir ortonormal baz olsun. g; = (e;, ;)

ve her v € V icin

¥ = Z e (V,e,) e (2.55)
i=1

seklinde olup tek tiirlii yazilabilir, [1]].
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Ispat. Bu teoremin ispatinda (&1, €,, ..., £,,) isaretlemesinde, eger varsa, negatif isaretli
terimler ilk sirada yer alacaktir. VvV € V vektorii {ej,e,,...,e,} ortonormal baz

vektorlerinin bir lineer birlesimi seklinde tek tiirlii yazilir. Yani

V= ae, (2.56)

olacak sekilde a; € R tek tiirliidiir. Bu esitlikten <ei, ej> = §;;¢; olmak tizere,

n n

(V,e) = Z a; (e;, e ) = Zai5ik€k (2.57)

i=1 i=1

yazilabilir. Burada i = k alinirsa, (V,e;) = a;&;(1 < k < n) yazilir.

e = (ep,ep) = £1 (2.58)

oldugundan, esitligin her iki tarafi ¢, ile carpilirsa,

& (V,e) = aper (2.59)
elde edilir. ¢} =1 oldugundan,
a.=¢.(V,e), (1<k<n) (2.60)
yazilir. O halde,
1_; == Ei (1_;, ei) ei (2.61)

i=1

bulunur. ¥ = >’ ae; tek tiirlii yazildigindan a; ifadeleri de tek tiirlii olarak belirlenir.
i=1
O halde,
1_; B Z 8i (1_}, ei) ei (2-62)

tek tirlidir. [ |

15



Tamim 2.8. V bir SCU ve W C V non-dejenere alt uzay olmak iizere,

T: VoW (2.63)
_ v, yew (2.64)
T=1 . .

0, vewt

seklinde tanimlanan 7 lineer doniisiimiine v vektoriiniin W alt uzay iizerine ortogo-
nallik /dik izdiistimii denir, [1]].

Not 2.4. W alt uzayinin bir ortonormal bazi {e;,e,,...,e;} ise bu baz daima V reel

vektor uzayinin bir bazina tamamlanabilir. Béylece,

k
(V)= Zsi (V,e;) e (2.65)

i=1

yazilabilir, [11].

Not 2.5. V reel vektor uzayimnin (,) SCF 'nun indeksi icin v = indV gosterimini tercih

edilir.

Teorem 2.6. V reel vektor uzayt igin indV = v ise {ey, e,, ..., e, } ortonormal bazinda v

tane negatif isaretli terim vardr, [1|].

Ispat. Bu teoremin ispatinda (g, €,, ..., €,) isaretlemesinde, eger varsa, negatif isaretli
terimler ilk sirada yer alacaktir. V reel vektor uzayinin en biiyiik boyutlu negatif alt
uzay olsun. Teorem[2.4|geregince W alt uzayinn {e,, e, ..., e, } ortonormal bazi vardir.
Vw € W igin olmak {izere alt uzayi negatif tanimli oldugundan,

yazilir. O halde,

i=1 =1

olup

Z a;a; (ei, ej> <0 (2.67)

ij=1

elde edilir.
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(ei, ej> = 5l~jej (2.68)

esitliginden,
Z aiaj5ijsj <0 (2.69)
i,j=1
yazilir. Burada i = j alinirsa,
D ate <0 (2.70)
i=1

elde edilir. Kareler toplam1 negatif olamayacagindan,

4

>l <0 (2.71)

i=1

bulunur.

Sonug 2.3. Burada (&, €, ..., €,) isaretlemesinde, eger varsa, negatif isaretli terimler ilk

strada yer alacaktr.

V bir SCU olsun. V SCU ’nin bir ortonormal bazt {e;, ey, ...,€,,€,.1,-..,€,} ve indV = v

olsun.

Vv, v, €V igin

=

1_)1 == Cll-ei (2.72)
i=1
ve i
1—;2 == bje] (2.73)
=1
yazlir.
(V1,V,) = <Z al-ei,z bjej> = Z a;b; <ei,ej> (2.74)
i=1 j=1 i,j=1
elde edilir.
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Buradan,

(171,{;2> - Z alb]<el,e]>+ Z alb]<el,e]> (2.75)
i,j=1 i,j=v+1
olup
(eiej) = e (2.76)
ve
~1 1<j<w
€ = . (2.77)
1 v+1<j<n
oldugundan
(1_}1:‘72> :_Z aibjéij'i' Z aibjéij (278)
i,j=1 i,j=v+1

elde edilirBurada i = j alinirsa,

(vi,vo) = _Zv: a;b; + Zn: a;b; (2.79)
1

i= i=y+1

seklinde ifade edilir.

Sonug 2.4. V SCU 'nin W alt uzayt non-dejenere alt uzay olmak tizere,

indV =indW +indw+ (2.80)
yazilir, [1)].

Ispat. Bu teoremin ispatinda (g, €,, ..., €,) isaretlemesinde, eger varsa, negatif isaretli
terimler ilk sirada yer alacaktir. V n— boyutlu SCU ve non-dejenere alt uzay
oldugundan Teorem geregince, V. =W & W+ olup,

V=w+wt (2.81)

yazilir. O halde, V vektor uzayindaki negatif isaretli ¢; terimlerinin sayis1 v tane ise

bunlardan bir kism1 W alt uzayinda bir kismi1 da W+ uzayindadir.
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O halde boyW = k ve indW = m olmak iizere {e;,e,, ..., €, €1, ---€} Sitemi W alt
uzayinin bir bazi olsun. boyV = boyW +boyW+ oldugundan {ek+1, cees €y €pits eens en}

sistemi W+ uzayinin bir bazidir. Bu durumda,

indW*=n—(p—(k+1)) (2.82)

ve
boyWt=n—(k+1) (2.83)

yazilir. O halde {el,..., €m> Cmals +er €ks Chals oo € ep+1,....,en} sistemi V SCU’nin bir

s p’
baz1 olup,
boyV =n (2.84)
ve
indV=m+n—(p—(k+1)) (2.85)
yazilir. Boylece,
indV = indW +indW+ (2.86)
esitligi elde edilir.
|

2.1.5 Ozel doniisiimler

Tanim 2.9. V ve W , sirasiyla (, ), ve (,),, SCF larina sahip iki lineer SCU olsun.

T:()v—G)w (2.87)

lineer doniisiimii verilsin. V¥, w € V igin

(T @), T(@))y = (V, W)y (2.88)

ise T doniisimiine skaler carpmayi koruyor denir. T lineer doniisiimii icin T (V) =0
ise (¥,w), = 0 ve (,), SCF non-dejenere oldugundan Vw € V icin ¥ = 0 yazilir. Bu

ifade de T lineer doniisiimiiniin birebir oldugunu gosterir, [1]].
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Tamim 2.10. Skaler carpmay: koruyan bir T : V. — W lineer izomorfizmine lineer

izometri denir. Bir T : V — W lineer doniisiimii bir lineer izometri ise
boyV =boyW (2.89)

yazilir. Bunun tersi de dogrudur, [[1].

Teorem 2.7. V SCU ve W SCU ’'nin ayni boyut ve indekse sahip olmalart igin hem gerek

hem yeter sart V uzayindan W ugayina bir lineer izometrinin var olmasidwr, [1|].

Ispat. (=) : Kabul edelim ki V ve W ayn1 boyutlu ve ayni indeksli SCU olsun. O
halde boyV = boyW =nve indV = indW = v olup V SCU’nin bir ortonormal baz1

{e1, ey, €ps e, ve W SCU 'min ortonormal bazi da {e’;,e’5,...,e’,,...,e’,} kabul

edildiginde
T : J )
(v _’/( Jw (2.90)
e, —e€;
doniistimii lineer ve birebirdir. Her i, j icin
<T(el),T(e])>W =<€/l~,€/j>v =<€l~,ej>v (2-91)
oldugunu gosterelim. O halde V¥, w € V icin
T=> ae (2.92)
i=1
ve i
W= b, (2.93)
i=1
yazilir. Burada,
TP =Y aT(e)= ) a¢, (2.94)
i=1 i=1
ve X i
T(@)= > b;T(e;)= > bse/; (2.95)
j=1 j=1

seklinde ifade edilir. (,),, SCU non dejenere oldugundan Vw € V icin (¥, w), = 0 iken
v =0 yazilir.

esitliginden T (V) =0 ve ¥ = 0 oldugundan T lineer doniisiimii birebirdir.
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O halde,

i=1 j=1

(T, T@)w = <Zn: aie/ixzn: bje/j> = Zn: aibj<e/i’e/j>va

elde edilir.Burada,

v+1<i,j<n
oldugundan
n v n
Z aibj<e’l-,e’]>v =— Z a;b;+ Z a;b;
i,j=1 i,j=1 i,j=v+1
elde edilir.

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(&) : Eger T bir lineer izometri ise V SCU ’ nin ortonormal bazit W SCU ’ nin

ortonormal bazina doéniisiir. Boylece boyV = boyW ve (2.80) denklemi geregince

indV =indW

yazilir.

21

(2.100)



3

MINKOWSKI UZAYINDA VEKTORLER

3.1 ]Rf Minkowski Diizleminde Vektorlerin Ozellikleri

Tanim 3.1. X = (x,X,),¥ = (y;,¥,) € R? icin,

(X,¥) =x151— X2 (3.1

seklinde tanimlanan Lorentz i¢ carpimi ile olusan uzaya 2-boyutlu Minkowski uzayi

denir ve R? ya da L? ile gosterilir, [2]].

3.1.1 Rf Minkowski Diizleminde Vektorlerin Siniflandirilmasi

Tanim 3.2. ¥ = (x,,x,) € R? olmak tizere,

1) (¥,X) < 0 oluyorsa X vektoriine timelike vektor ,
2) (¥,X) > 0veya X = 0 oluyorsa X vektoriine spacelike vektor ,
3) (¥,X) =0 ve X # 0 oluyorsa X vektoriine null vektor

denir, [2].

Tanim 3.3. R? Minkowski diizleminde herhangi bir ¥ vektorii icin,

1) |x;| = |x,| oluyorsa X vektoriine null vektor,
2) |x;| < |x,| oluyorsa X vektoriine timelike vektor,

3) |x;| > |x,| oluyorsa ¥ vektoriine spacelike vektér,
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Future $onting

Fd

Timelike -
Null Null

Null Null
,~. Past Ppinting s,

Timelike

Sekil 3.1 Lorentz Diizlemi

denir.

Tanim 3.4. X = (x,x,) € R? igin,

1%l = v/ [{%, %) (3.2)

seklinde tanimlanan esitlik X vektoriiniin normu olarak adlandirilir, [[1]].

Teorem 3.1. X = (x;,x,) € R? olsun.

1) ||X|| = 0 yazlir.

2) ||X]| = 0 olmast igin hem gerek hem yeter sart X vektoriiniin null vektér olmasidir.
3) X vektorii bir timelike vektor ise || X||* = — (X, X)

4) X vektorii bir spacelike vektor ise ||%||> = (X, %)

seklinde yazilir.

-

Ispat. 1) VX = (x1,x;) € R? igin (¥, ¥) > 0, (¥, X¥) < 0 veya (¥, ¥) = 0

olacagindan,
(X, X)| =0 (3.3)
olup
1X]l = VI(X, X)| =0 (3.4
elde edilir.
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2) (=) : |IX]| =0 oldugunu kabul edilirse,
1% = v I{X, X} =0 (3.5)

olup |(¥, X)| =0 veya (X, X) = 0 olup X sifir vektorii ya da bir null vektordiir.

(<) : X sifir vektorii ya da bir null vektor olsun. Bu durumda (X, X¥) = 0 olup
norm tanimi geregince,
1%l = VI(X, %) =0 (3.6)

ile ifade edilir.

3) X timelike vektor olsun. O halde timelike vektor tanimi geregince, (¥, X) < 0

yazilir. Norm tanimi geregince, ||X|| = +/[(X¥, X)| olup (¥, X) < 0 oldugundan,

I%11* = (%, )| = — (%, %) (3.7)

elde edilir.

4) X bir spacelike vektor olsun. Spacelike vektor tanimi geregince, (¥, X) > 0
yazilir. Norm tanimi geregince, ||X|| = +/[(X, X)| olup (¥, X) > 0 oldugundan,

111> = [(%, ¥)| = (%, %) (3.8)

elde edilir.

Tanim 3.5. ¥ = (x,,x,) € R? timelike vektorii ve € = (0, 1) igin,
1) (¥,€) <0 ise X vektoriine future pointing (pozitif) timelike vektor,
2) (X,é) > 0 ise X vektoriine past pointing (negatif) timelike vektor

denir, [12].
Not 3.1. X = (xy,x,) € R? vektoriiniin bir future pointing timelike vektor olmast igin
hem gerek hem yeter sart

x| < x, (3.9)

seklinde tanimli olmasidwr; [2|].
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Ispat. (=) : ¥ = (x1,x,) € R? vektoriiniin future pointing timelike vektor oldugunu

kabul edelim. Timelike vektor tanimi geregince,
(x,%) = ((x1,x3), (1, X5)) =Xf—X§ <0 (3.10)

olup x? < x2 icin
1] < x| (3.11)

elde edilir. Diger taraftan X = (x,, x,) vektorii future pointing timelike vektor tanimi
geregince,
<£)5> = <(x11x2):(051)) :_XZ < O (312)

olup
x, >0 (3.13)

bulunur. Bunu |x;| < |x,| ifadesinde yerine yazarsak,

1| < xy (3.14)

elde edilir.

(<) : |x;] < x, oldugunu kabul edelim. O halde |x;| > 0 oldugundan 0 < |x;| < x,
elde edilir. Buradan,
x2 < x? (3.15)

olup
x?—x2<0 (3.16)

bulunur. Dolayisiyla X vektorii timelike vektordiir. Ayrica x, > 0 oldugundan,
(55)6) = <(X1,X2),(0,1)> :_XZ <0 (317)

olup X vektorii future pointing timelike vektordiir. |

Ornek 3.1. Rf Minkowski diizleminde X = (2, 3) vektorii igin
(%,%)=1{(2,3),(2,3)) =22-3*<0 (3.18)

ve ayrica Lemma|3.1]geregince |2| < 3 oldugundan ¥ vektorii future pointing timelike
vektordiir.

25



Not 3.2. ¥ = (x,x,) € Rf vektoriinii past pointing timelike vektér olmast icin hem
gerek hem yeter sart
|x;| < —x, (3.19)

seklinde tanimli olmasidwr; [2|].

Ispat.

(=) : ¥ = (x;,x,) € R? vektoriiniin past pointing timelike vektor oldugunu kabul

edelim. Timelike vektor tanimi geregince,

(X,%) = ((x1,x3), (x1,X5)) = x% _Xg <0 (3.20)
olup
2 2
X7 <Xxj (3.21)
icin
1] < ], (3.22)

elde edilir. Diger taraftan X = (x;,x,) vektorli past pointing timelike vektor tanimi
geregince,
(55)6) == <(X1,X2),(O,1)> :_XZ > O (323)

olup
Xy <0 (3.24)

bulunur. Bunu |x;| < |x,| ifadesinde yerine yazarsak,

|X1| < _xZ (3.25)

elde edilir.
(<) : —|x;| > x, oldugunu kabul edelim. |x,| < —x, oldugundan |x,|* < x2 olup
x2 < x? (3.26)

ve
x2—x2<0 (3.27)

elde edilir.
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Dolayisiyla X vektorii timelike vektordiir. Ayrica |x;| < —x, oldugunda

%,/ >0 (3.28)
olup
—Ix[ <0 (3.29)
yazilir. Bu durumda
x, <0 (3.30)
elde edilir. Boylece,
<5E,E> == <(X1,X2),(0,1)> = —Xy >0 (3.31)

olup X vektorii future pointing timelike vektordiir.

Tanim 3.6. X = (x;,x,) € R? spacelike vektor ve E =(1,0) icin,
1) <5c', E > > 0 oluyorsa ¥ vektoriine E ile ayn1 yonde yonlendirilmis vektor,
2) (5&, E > < 0 oluyorsa ¥ vektoriine E ile zit yonde yonlendirilmis vektor

denir.

Not 3.1. Tanim geregince X = (x;,x,) € R? vektori spacelike ve E = (1,0) ile
ayni yonde yonlendirilmis vektor ise x? —x2 > 0 ve x; > 0 olup, buradan x; > [x,|
oldugu aciktir. Eger ¥ = (x,,x,) € R? vektorii spacelike ve E = (1,0) ile zit yonde
yonlendirilmis vektor ise x? — x2 > 0 ve x; < 0 olup, buradan |x,| < —x; oldugu

aciktir.

3.1.2 R? Minkowski Diizleminde Diklik

Teorem 3.2. R? Minkowski uzaywinda her ikiside timelike (veya spacelike) olan iki vektor

birbirine dik olamaz.
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Ispat.

1) X = (x1,%),¥ = (y1,¥,) € R? vektorleri timelike vektor olsun. O halde

timelike vektor tanimi geregince,

(X,%) = ((x1,x3), (1, X5)) =Xf—X§ <0 (3.32)
olup
2 2
X7 <Xxj (3.33)
veya
1] <], (3.34)

elde edilir. Benzer sekilde, (¥,¥) = ((y1, ¥2), (y1,¥2)) =¥ —yZ < 0 olup

yl2 < y22 (3.35)
veya
ly1l <yl (3.36)
elde edilir. Buradan,
X2y <x3y2 (3.37)
olup
[, y1] < [x2y,l (3.38)

yazilabilir. Buradan olusacak,

X1Y1 < Xo¥a, =X1Y1 < —XpY5, =X1¥1 < XY, Veya x1y; < —X,Y, durumlar

incelendiginde,
X1Y1 — XY, <0 (3.39)
ve
lel - nyz > O (3.40)
olup x;y; # x,Y, oldugundan,
(X,¥) =x1y1 = XY, #0 (3.41)

olup X ve ¥ vektorleri Lorentz anlaminda dik degildir.
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2) Benzer ispat bu iki vektoriin spacelike olmasi durumu icin de yapilabilir.

X = (x1,x,),5 = (¥1,¥2) € R? spacelike vektorler olmak {izere spacelike vektér

tanimi geregince,
(X, %) = ((x1,x5),(x1,x5)) = Xf —x; >0

olup

[\SH ]

elde edilir. Benzer sekilde,

(7, 9) =(01y), 0, y)) =yi—y; >0

olup
1>,
elde edilir. Buradan,
XYy > %5,
olup

|31 y11 > x5yl

yazilabilir. Buradan olusacak,

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

X1Y1 < XpYp, =X1¥1 < —Xo¥a, =X1Y1 < XpYp Veya Xy, < —Xpy, durumlar

incelendiginde,

X1Y1— XY, <0

ve

X1Y1— XY >0
olup x;y; # x,Y, oldugundan,
(X,¥) =x151 = XY, #0

elde edilir. O halde X ve y vektorleri Lorentz anlaminda dik degildir.

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Sonug 3.1. X = (x1,%,), ¥ = (¥1,¥,) € R? non-null vektérleri igin (X,y) = 0 olmak

iizere X vektorii spacelike ise y timelike vektor olup, X timelike vektor ise y spacelike

vektordiir ve tektir.
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Ispat. (¥,¥) = 0 olmak iizere X¥ vektoriiniin spacelike vektor oldugunu kabul edip ¥

vektoriini inceleyelim. X spacelike vektor oldugundan,

(X, %) = ((x1,x5), (31, %)) =x?—x2>0 (3.51)
ve
1] > [x,] (3.52)
yazilir. Ayrica
(X,¥)=x101—%),=0 (3.53)
veya
X1Y1 = XY (3.54)
olup
X
a_% (3.55)
Xy W1

yazilabilir. Bu esitlik mutlak deger i¢in de saglanacagindan,

Ixol 1l
olup

1] > [x,] (3.57)
oldugundan

lyal > x4l (3.58)

yazilabilir  BOylece y vektorii timelike vektordiir. — Tersine X timelike vektor

oldugundan,
(X, %) = ((x1,x2), (31, x3)) = Xf —X§ <0 (3.59)
ve
;] < [y (3.60)
yazilir. Ayrica
(X,¥)=x1y1—X2), =0 (3.61)
veya
X1Y1 = X3Y> (3.62)
olup
a_% (3.63)
X2 )1
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yazilabilir. Bu esitlik mutlak deger icin de saglanacagindan,

bal _ 1yl (3.64)
lxo| |l
olup
|x1] < x| (3.65)
oldugundan
lyal <1yl (3.66)

yazilabilir. Boylece y vektorii spacelike vektordiir. Simdi R? Minkowski uzayinda ¥
birim timelike (spacelike) vektoriine dik olan y spacelike (timelike) vektoriiniin tek

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki ¥ tek olmasin. Yani,
(%,y)=0 (3.67)

ve
(%,2)=0 (3.68)

olmak tizere y = (y;, y,) ve Z = (21, 2,) iki vektor olsun. X = (x;, x,) olmak {izere,

0=(X,¥) =X1Y1 —X2Y2, X1¥1 = X3 (3.69)

yazilabilir. Buradan,

X

n_n 3.71)

Xy Y2
ve

X Z

=2 (3.72)

Xy 2y

elde edilir. Boylece,

~1 =2 (3.73)
Xy Y2 %2

yazilir. |

Sonug 3.2. X = (x1,%,),Y =(¥1,¥2) € R% icin,
1) (X,¥) =0 olup X spacelike vektor ise y null vektor olamaz.

2) (X,y) =0 olup X timelike vektor ise y null vektor olamaz.
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Sonug 3.3. X = (x1,%,), ¥ = (y1,¥,) € R icin (%,¥) = 0 olup X null vektor (% # 0)

ise y vektorii de null vektordiir.

Ispat. (%,y)=0oldugundan x,y,—x,y, = 0 yazilir. Ayrica ¥ null vektér oldugundan,

(%, %) = ((x1, %), (1, X)) = x] —x5 =0 (3.74)
olup
xf = xg (3.75)
ve boylece
1] = |x,] (3.76)
elde edilir. O halde x; = x, veya x; = —x, olup, x; = x, icin
X1Y1—X3Ys =X1Y1 = X1 Y2 =X (¥y1 —¥2) =0 (3.77)

yazilabilir. ¥ # 0 oldugundan

X #0 (3.78)
olup
(y1=y2)=0 (3.79)
elde edilir. Dolayisiyla
Yi=Y (3.80)
olup ¥ = (y;, y;) vektori null vektordiir. x; = —x, igin
X1Y1—XoY2 = X1 Y1+ XY, = X1 (Y1 +¥2) =0 (3.81)

yazilabilir. (5(' # 6) oldugundan ¥, # 0 olup (y, + y,) = 0 elde edilir. Dolayisiyla
¥, ==Y, olup ¥ = (y;, y;) vektorii null vektordiir. Dolayisiyla (X, ¥) = 0 olup X null
vektor (55 #* 6) oldugunda y vektorii de null vektordiir.

Ornek 3.2. Minkowski uzayinda ¥ = (1,3) ve ¥ = (3, 1) vektorleri Lorentz anlaminda
birbirine diktir. Ciinkii,

(%,y)=1(1,3),(3,1))=3-3=0 (3.82)

olup Lorentz anlaminda dikligi saglar.
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3.2 ]Ri’ Minkowski Uzay icin Vektorlerin Ozellikleri

3.2.1 R? Minkowski Uzay: i¢in Vektorlerin Siniflandirmasi

Tamim 3.7. X = (x1, X, X3),5 = (¥1, ¥, ¥3) € R icin,
(X, ) = 3151+ X202 — X33 (3.83)

seklinde tanimlanan Lorentz i¢ carpimi ile olusan uzaya 3-boyutlu Minkowski uzayi

denir ve R? ya da L? ile gésterilir, [2]].

Tamum 3.8. X = (x1,X,,x3) € R? olmak tizere,

1) (¥,X) <0 oluyorsa X vektoriine timelike vektor ,
2) (¥,X) > 0veya X = 0 oluyorsa X vektoriine spacelike vektor ,
3) (¥,X) =0 ve X # 0 oluyorsa X vektoriine null vektor

denir, [3]].
Tamm 3.9. X = (x1%5,X3) , ¥ = (¥1,¥2 ¥3) € R? olmak tizere

x = (xq,x,) ve y = (¥, Y,) icin i¢ carpim fonksiyonu,

(5695;> = (J_C,J_’>_x3.3’3

olup

-

2 -12
1%]1* = |%|* — x2

seklinde de ifade edilebilir Burada (x,y) Oklid anlaminda ic carpimu ifade
etmektedir, [3].

Tanim 3.10. X = (X, X, X3) € R? ve X = (x4, x,) olmak iizere,

1) |x| < |x5| oluyorsa X vektoriine timelike vektor ,
2) |x| > |x5| oluyorsa X vektoriine spacelike vektér

3) |x| = |x3| oluyorsa X vektoriine null vektér denir, [3]].
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Tamm 3.11. X = (x,X,,x3) € R? timelike vekt6rii icin,

1) x; > 0 oluyorsa X vektoriine pozitif timelike vektor,

2) x5 < 0 oluyorsa X vektoriine negatif timelike vektor

denir, [3]].

Tanm 3.12. X = (x;,X,,x3) € R? null vektorii igin,

1) x5 > 0 oluyorsa X vektoriine pozitif null vektor,

2) x5 < 0 oluyorsa X vektoriine negatif null vektor

denir, [3].

3.2.2 R’ Minkowski Uzayinda Diklik

Teorem 3.3. X,y € Ri’ stfirdan farkli aymi tiir pozitif(negatif) spacelike olmayan vek-
torler icin
(X,¥)<0 (3.84)

olup esitligin saglanmast icin gerek ve yeter sart vektorlerinin lineer bagimlt null vektor
olmasidir, [3].

Ispat. R'f Minkowski Uzayinda vektorlerin birbirine gére durumlarini inceleyelim:
+ ki timelike vektoriin birbirine gore durumu:

X = (x1,%,X3), ¥ = (¥1,¥2,¥3) € R? iki pozitif(negatif) timelike vektér olsun. O
halde,

(X, %) =x2+x2—x2<0 (3.85)
olup
x?+x2<x? (3.86)
ve
(7.9)=yi+y;—y;<0 (3.87)
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olup
yi+yi<y? (3.88)

yazilabilir. Ayrica diklik tanimi geregince (X, y) = x;¥; + X3¥5 —X3Y3 =0

olup
X3Y3 =X1Y1+ X2 (3.89)

yazilabilir. Burada (3.86) ve (3.88)) denklemleri carpilirsa,
Xy xiy; + x5y x3y; < x3y; (3.90)

yazilabilir. (3.89) denkleminin karesi alinip yerine yazilirsa,

y24x2y2+x2y? +x2y2 < X2yl + x2yE +2x, Y15, (3.91)

olup
X2YZ+ X2y < X1Y1%0Ys + X1 Y1 X5 (3.92)

veya
XY+ X3YT = X1 Y1X9Yy — X1 Y1X9Y5 < O (3.93)

yazilabilir. Ayrica,

XY (1Y — X)) + X3)71 (21 —X1¥,) <0 (3.94)

veya

(12— Xoy1) (1Y2 — X2¥1) = (X1 _Xz)’1)2 <0 (3.95)

olup celiski elde edilir. Dolayisiyla, Ri’ uzayinda iki timelike vektoriin birbirine dik
olamayacag1 gosterilmis olur.

* Bir timelike ve bir null vektoriin birbirine gore durumu:

X = (x1,X,%3),¥ = (¥1,2 ¥3) € R} sirasiyla pozitif (negatif) timelike ve pozitif
(negatif) null vektor olsun. O halde,

(X,X) = xf + x§ — xg <0 (3.96)
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olup

xf + x§ < xg (3.97)
ve
(7,9 =yi+y;—y3i=0 (3.98)
olup
yi+yi=y? (3.99)

yazilabilir. Ayrica diklik tanimindan (X, y) = x;y; + XY, —X3y3 =0

olup
X3Y3=X1Y1t X3Y5 (3.100)

yazilabilir. Burada (3.97) esitsizligi yl2 ile carpilirsa,
ya (X3 +x3) < x3y3 (3.101)

yazilabilir. Burada (3.100) denklemi yerine yazilirsa,

(7 +52) (x2 +x3) < (e, + x5, (3.102)
XPyi+ x5y + X3 Ys + X5yE < XTyD+X5Y; +2X1Y1X0), (3.103)

olup
X§y12+Xfy22—xly1x2y2—x1y1xzy2<O (3.104)

yazilabilir. Ayrica,

X1 (Xoy1 —X1Y9) + X1 Y9 (X152 — X5¥1) <O (3.105)

veya
(x2)1 —X1Y) (o)1 — X1Y5) = (X3 Y3 — xs)’z)z <0 (3.106)

olup celiski elde edilir. Dolayisiyla, R? uzayinda iki bir timelike vektor ve bir null

vektor birbirine dik olamayacagi gosterilmis olur.
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« iki null vektériin birbirine gére durumu:

X = (x1,X5,%3), ¥ = (¥1,¥2, ¥3) € RS iki pozitif (negatif) null vektor olsun. O halde,

(X, %) =x}+x;—x2=0 (3.107)
olup
x?+x2=x2 (3.108)
ve
(¥.,9)=yi+ys—y3=0 (3.109)
olup
yi+yi=y2 (3.110)

yazilabilir. Ayrica diklik tanimi1 geregince,

(X,¥) =x1y1 + X3y, — X33 =0 (3.111)

olup
X3Y3=X1Y1t XY (3.112)

yazilabilir. Burada (3.108) ve (3.110) denklemleri carpilirsa,

XYL+ Xy + x5y + X3y, = x3y3 (3.113)

yazilabilir. (3.112)) denkleminin karesi alinip yerine yazilirsa,

XIY P+ XTys + X3+ XSys = X]y T+ X5Y5 + 2X, Y1 X5, (3.114)

olup
X2yl +x2y? =x1y1%,)5 + X1Y1%2Y5 (3.115)

veya
X224 X2yt — X1 Y1X0Y5 — X1 Y1X0Y, =0 (3.116)

yazilabilir. Ayrica,

X1Y2 (X1Yo —X5¥1) + X5y (X1 —X1Y5) =0 (3.117)
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veya

(12— Xoy1) (1Y2 — X2¥1) = (X1 _X2y1)2 =0 (3.118)

olup Rf uzayinda iki null vektor xoy diizlemine izdiisiim ile lineer bagimli iseler diklik

saglanir. [ |

Ornek 3.3. Teorem [3.3|ifadesine érnek vermek gerekirse,

o Iki pozitif (negatif) timelike vektor icin

(1,2,3),(1,-1,2)) =—7<0 (3.119)

((1,2,-3),(1,-1,-2)) =—7<0 (3.120)
o iki pozitif (negatif) null vektor icin

((4,3,5),(3,0,3)) =—3<0 (3.121)

((4,3,-5),(3,0,-3))=—3<0 (3.122)
* Bir pozitif (negatif) timelike ve bir pozitif (negatif) null vektor icin

((1,2,3),(3,0,3))=—6<0 (3.123)

((1,2,-3),(3,0,-3))=—6<0 (3.124)

ornekleri verilebilir. Burada vektorlerin ikisinin birlikte pozitif (negatif) olma
durumu 6nemlidir. Aksi takdirde teorem kosulu saglanmamaktadir. Bu duruma

pozitif timelike vektor ve negatif null vektor 6rnegi verilirse,

((1,2,3),(4,3,—5))=25>0 (3.125)

veya pozitif null ve negatif null vektorleri 6rnek verilirse
((3,0,3),(4,3,-5)) =27>0 (3.126)

olup teorem ifadesi ile celiski elde edilir. Dolayisiyla vektorlerin ikisinin birlikte

pozitif (negatif) olma durumu 6nemlidir.
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Teorem 3.4. X,y € Ri’ stfirdan farkli Lorentz ortogonal vektorler olsun. O halde eger X

vektorii timelike ise y vektorii spacelike vektordiir [3|].

Ispat. Teorem geregince timelike vektore null vektor ve timelike vektor dik
olamadigindan dolay1 eger timelike vektore dik bir vektor varsa bu kesinlikle spacelike
vektordiir.

Not 3.2. Benzer sekilde iki spacelike vektor ve bir spacelike vektor ile null vektor

dikligi incelenirse,
* Bir spacelike ve bir null vektoriin birbirine gére durumu:

X = (x1,X5,%3), ¥ = (¥1,Y2, ¥3) € R sirastyla spacelike ve null vektér olsun. O halde,

(X, %) =x2+x;—x2>0 (3.127)
olup
x?+x2 > x3 (3.128)
ve
(3.9 =yi+y;—y;=0 (3.129)
olup
yi+yi=y? (3.130)

yazilabilir. Ayrica diklik tanimindan
(X,¥) =x1y1 + X3, —X3y3 =0 (3.131)

olup
X3Y3 =X1Y1+ X2, (3.132)

yazilabilir. Burada (3.128) esitsizligi y§ ile carpilirsa,

y2(x?+x2) > x2y? (3.133)
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yazilabilir. Burada (3.132) denklem yerine yazilirsa,

(7 +53) (] +x3) > (o + x07,) (3.134)
XLYYHX5yT +X1y3 +X5y7 > X[yT 4 X5y 4 22, y1%0Y, (3.135)

olup
nglz+Xfyzz_xl)’1sz’2_x1)’1x2)’z>0 (3.136)

yazilabilir. Ayrica,

Xo 1 (X2)1 — X1Y) + X1 Y5 (X172 —X3¥1) >0 (3.137)

veya
(2¥1 — X1Y2) (21 — X1Y2) = (X33 — X3Y5)> > 0 (3.138)

olup celiski olmadig1 goriiliir. Dolayisiyla, R? uzayinda iki bir spacelike vektor ve bir

null vektor birbirine dik olabilecegi gosterilmis olur.

« iki spacelike vektoriin birbirine gére durumu:

X = (x1,x9,%3), ¥ = (¥1,¥s,¥3) € R iki spacelike vektér olsun. O halde,

(X,X)=x2+x2—x2>0 (3.139)
olup
x?+x2>x2 (3.140)
ve
(7.9)=yi+y2—yi>0 (3.141)
olup
yi+yi>y? (3.142)
yazilabilir.
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Ayrica diklik tanimindan

(X,¥) =x1y1 +X3¥, — X33 =0

olup

X3Y3 = X1Y1+ X2

yazilabilir. Burada (3.140) ve (3.142) denklemleri carpilirsa,

2,,2 2,2 2.2 2.,2 2.,2
X1y1+x1y2+x2y1+x2y2>x3y3

yazilabilir. (3.144) denkleminin karesi alinip yerine yazilirsa,

2,,2 2,,2 2,,2 2,,2 2,,2 2.2
X1yyF X[y, F XYL F X5y, > X[ YT XY, F2X1Y1X5Y,

olup

2.2 2.2
X1y T X5Y] = X1Y1X2Y2 T X1Y1X2Y

veya

xfyzz + xgyf —X1Y1X2Y2 — X1Y1X3Y5 >0
yazilabilir. Ayrica,

X1 (X1Yo — Xo¥1) + X0y (X2y1 — X1Y5) >0

veya
(x1Y9 —Xx5¥1) (X152 — X2)1) = (X1 _X2y1)2 >0

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

(3.150)

celiski elde edilmedi. Dolayisiyla, Ri’ Minkowski uzayinda iki spacelike vektoriin

birbirine dik olabilecegi gosterilmis oldu. O halde,

* R’ Minkowski uzayinda,
— Timelike vektore sadece spacelike vektor,
— Null vektore sadece spacelike vektor,
— Spacelike vektore null vektor, spacelike vektor ve timelike vektor

dik olabilir.
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3.2.3 R} Minkowski Uzayinda Diklik

Rg Minkowski Uzayinda vektorlerin birbirine gore durumlarini inceleyelim:

1) iki timelike vektoriin birbirine gore durumu:

X = (x1,X5,%3), ¥ = (¥1, Yo, ¥3) € RS iki timelike vekt6r olmak tizere,

olup
x?<x?+x2
ve
(7,9 =yi =y —y; <0
olup

yi<yi+yl

yazilabilir. Ayrica diklik tanimi geregince (X, y) = x;¥; — X5¥s — X3Y3 =0

olup
X1Y1 = X3Yst+ X3Y3

yazilabilir. Burada (3.152) ve (3.154) denklemleri carpilirsa,

2.2 2.2 2.2 2.2 2.2
X7V < XYy +X5¥3 + X3y, +X3Y3

yazilabilir. (3.155)) denkleminin karesi alinip yerine yazilirsa,

2.,2 2.2 2.,2 2.,2 2.,2 2.,2
X5¥5 +X5Y5 +2XY0X3Ys < X5y +X5Y5 X5y, +X5Y;

olup

2.9 2.9
XYy T X5Y] < X1Y1X2Yo T X1Y1X2Y

veya

2.2, .22
XTY5 FX5Y] —X1Y1X0Ys — X1Y1X2Y5 <0
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(3.156)

(3.157)

(3.158)



yazilabilir. Ayrica,

X5Y3 (X35 — X5¥3) + X3¥ (X2)3 — X3Y,) <O (3.159)

veya
(X33 —X9y3) (X2)3 — X)) = — (X3 —Xz)’3)2 <0 (3.160)

olup celiski elde edildi. Dolaysiyla, ]Rg uzayinda iki timelike vektoriin birbirine dik
olabilecegi gosterilmis olur.

2) Bir timelike ve bir null vektoriin birbirine géore durumu:

X=(x1,%5,%x3), Yy =01,Y2Y3) € R‘;’ sirastyla timelike ve null vektor olsun. O halde,

(X, %) =x2—x2—x2<0 (3.161)
olup
x? < x?+x2 (3.162)
ve
(7.3) =y =y, —y;=0 (3.163)
olup
yi=yi+y; (3.164)

yazilabilir. Ayrica diklik tanimindan (X, y) = x;y; — X, ¥y — X3y3 =0

olup
X1Y1 = XYyt X3Y3 (3.165)

yazilabilir. Burada (3:162)) esitsizligi y? ile carpilirsa,

xlyl<y? (x% + x,ﬁ) (3.166)

yazilabilir. Burada (3.164) denklemi yerine yazilirsa,

(X0y5 + x3y3)* < (y22 +J/§) (X§ +x§) (3.167)
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X2Y2 4 X2YZ 42X, Yy XsYs < Xoy2 +X2yZ +x2y2 +X2y2 (3.168)

olup
—X3Y2 = X2Y2 + XyYoX3Y3+ XyYoXgYs <O (3.169)
yazilabilir. Ayrica,
X3Yo (XoY3—X3Y5) + X33 (X33 —X5Y3) <O (3.170)
veya
(23— X3¥5) (X3¥5 — X5¥3) = — (X535 — X3)5)" < O (3.171)

olup celiski edilmedi. Dolayisiyla, Rz uzayinda bir timelike vektor ve bir null vektor

birbirine dik olabilecegi gosterilmis olur.

3) Bir spacelike ve bir null vektoriin birbirine gére durumu:

X = (x1,X5,%3), ¥ = (¥1,¥2, ¥3) € R sirastyla spacelike ve null vektér olsun. O halde,

(X,%)=x2—x2—x2>0 (3.172)
olup
xf > xg + xg (3.173)
ve
(¥.,9)=yi—y2—y3=0 (3.174)
olup
yi=yi+yl (3.175)

yazilabilir. Ayrica diklik tanimindan

(X,¥) =X1Y1 —XpYy —X3y3 =0 (3.176)

olup
X1Y1 = XYy + X33 (3.177)
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yazilabilir. Burada (3.173) esitsizligi yl2 ile carpilirsa,

xly2>y? (x§ + x?) (3.178)

yazilabilir. Burada (3.177) denklem yerine yazilirsa,

(xz.V2+XsJ’3)2>(}’224‘3’3?)(3(5"‘3(3%) (3.179)
X33 +X3Y3+2X,),x8y3 > Xoys + X3ys + X3y5 + X3 Y] (3.180)

olup
—x%y?f _x§y22 + X3Y2X3Y3 + XY X3Y3 >0 (3.181)

yazilabilir. Ayrica,

X5 Y3 (X35 = X5¥3) + X3¥ (X2)3 — X3Y5) >0 (3.182)

veya
(X35 — X2)3) (X2 Y3 — X3)5) = — (X3¥5 — X33)° > 0 (3.183)

olup celiski oldugu goriiliir. Dolayisiyla, R} uzayinda iki bir spacelike vektér ve bir
null vektor birbirine dik olamayacag1 gosterilmis olur. Benzer sekilde diger durumlar

da incelenebilir.

Not 3.3. O halde R Minkowski uzayinda timelike vektore timelike vektér, null vektor

dik olabilirken, null vektore sadece timelike vektor dik olabilir.

Ornek 3.4. e X =(2,1,0),y = (3,0,3) sirasiyla spacelike ve null vektér olmak
lizere, (X¥,y) = 6 # 0 olup bir spacelike ile bir null vektoriin birbirine dik

olamadig elde edilir.

e X =1(2,1,0),y = (8,2,1) iki spacelike vektér olmak tizere, (X,y) = 4 # 0 iki
spacelike vektoriin birbirine dik olamadig1 goriiliir.

* X =(3,2,1),y = (1,0,3) sirasiyla spacelike ve timelike vektor olmak tizere,
(X,y) = 0 olup bir spacelike ile bir timelike vektoriin birbirine dik oldugu elde

edilir.

45



3.3 Minkowski Uzayinda Gram-Schmidt Metodu

Bu bolimde R? Minkowski uzayinda aci kavramlar gereken yerlerde kullamldu.
Burada Minkowski uzayinda acilar ile ilgili tiim 6zellikler notasyon birligi ve orjinal

kisimlarla birlikte Lorentz Geometrisi kitabinda yer almaktadir.

3.3.1 R} Minkowski Uzayinda Gram-Schmidt Metodu

Teorem 3.5. x; € R} timelike vektorii ve x,, x5 € R} spacelike vektoril igin ve v = 1

olmak tizere {xq, x,, x5} lineer bagimsiz vektor sistemini alalim.

y1i = X

Yo = Xp— —gi;,:i}ﬁ (3.184)
— _ {x3,51) _ {x3,¥2)

Y3 = X3 (yry1) 71 (y2,¥2) Y2

olmak tizere {y;, ¥, Y3} vektor sistemi ortogonaldir. Ayrica y, vektorii timelike vektor

ve Y,, Y3 vektorleri spacelike vektordiir, [3].

Ispat. x, € R? vektorii timelike, x,, x5 € R? vektorleri spacelike vektor olmak tizere,
i = X

Y2 = Ayyitx, (3.185)
Y3 = Ayy1+AJy,+x;

vektorlerini tamimlayalim. Bu durumda y, vektoriiniin timelike vektor oldugu aciktir.

O halde R? uzayinda (y,, y;) =0 icin

<7V2Y1+X2:J’1>:A/2 (Y1, 1) +{x2,y1) =0 (3.186)

yazilabilir. Burada y, timelike vektor oldugundan (y;, y;) < 0 olup,

2, = X2 (3.187)
(y1,¥1)
bulunur. A}, yerine yazilirsa,
X )
yamxy— ) (3.188)
(y1, 1)
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elde edilir. Simdi y, vektoriiniin spacelike vektor oldugunu gosterelim:

_ . {x2, 1) . {x2,)1)
(y2: J’2> - <x2 <y1’y1> Y1, X2 (yl’yl) y1> (3189)
— (o x) — {x2, 1) ) — (x2,¥1) X (2, 710\
- ( 2> 2> (yl’y1> (y].J 2) <y1,y1> ( 2’y1> + ( <y1,y1)) (yl)y]_) (3'190)

olup gerekli cebirsel islemler yapilirsa,

2
x )
(272 = (00 — B0 (3.191)
(ylﬁ yl)
elde edilir. Burada x, vektorii spacelike ve y, vektorii timelike oldugundan
2
X b
(2 32) = (i ) = 22200 (3192)
(y1, 1)

elde edilir. Boylece y, vektori spacelike vektor olarak elde edilir. Ayrica (ys;, y,) =0
ve (y3,y1) = 0 olmalidir. (y;,y;) =0 igin

(¥3,71) =<l’3y1+7L”3y2+x3,y1>:0 (3.193)
veya
Ay (Y1, y1) + A% (¥, ¥1) + (x5, 1) =0 (3.194)
bulunur. Burada y, timelike vektor oldugundan (y;,y;) < 0 ve (y,,¥;) = O
oldugundan,
A;:_<x3).y1) (3'195)
{(y1, 1)
elde edilir. Ayrica, (ys;, y,) = 0 icin
(V35 ¥2) :<A/3J’1+A//3J’z+x3,J’z>:0 (3.196)
veya
(V3 2) = A (y1, ¥2) + A5 (V2. ¥2) + A% (x3,¥2) =0 (3.197)
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elde edilir. Burada y, spacelike vektor oldugundan

(Y2, ¥2) >0 (3.198)
ve
(Y2, 1) =0 (3.199)
oldugundan,
py = —Xaaa) (3.200)
(Y25 ¥2)

bulunur. O halde,

X3, X3,
y3=x3—( 3 J’l)y _< 3 )’2)y2 (3.201)

(y1, 1) ' (Y25 Vo)

elde edilir. Simdi y, vektoriiniin spacelike oldugunu gosterelim:

X3, X3, X3, X,
(yg,y3)=<x3 _( 3 J’1>y1_( 3 J’2>y2’ X _( 3 }’1)y1_< 3 J’2>y2> (3.202)
(1, ¥1) (V25 ¥2) (y1, 1) (V25 ¥2)
olup gerekli cebirsel islemler yapilirsa,
X3, Y)Y (x5, y,)?
(¥3,¥3) = (xg,xg)—< o:Ya)” (5, 1) (3.203)

(V25 ¥2) (y1, 1)

yazilip x5 ve y, vektorleri spacelike vektor, y; vektorii timelike vektor oldugundan,
(¥3,Y3) > 0 olup y, vektorii spacelike vektor elde edilir. Simdi gercekten,

(¥2,¥1) =0, ve (y3,y;) = 0 oldugunu gosterelim:

1) y, spacelike vektorii ve y,; timelike vektori i¢in

(Yo, 1) = <Xz_ <xz’yl>J’1: J’1> = (X3, Y1) — bz, 1) {(y1, y1) =0 (3.204)
(3’1:.)’1) (3’1:}’1)

elde edilir.
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2) y, spacelike vektorii ve y,; timelike vektorii icin

(Y3 1) = <X3 - g,?j,?;)ﬁ - g,z;,/j;}% J’1>
(x3,1) (x3,¥2)

(3.205)
= (x3,1)— o) (Y31 — oy (y2, ¥1)

olup (y,, ¥;) = 0 oldugundan gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

{(ys,y1) = 0 elde edilir.

3) y; ve y, spacelike vektorleri icin

<X3 _ {x3,>1) _ {x3,¥2) >

(¥3,72) Do) V1 T Gy Y20 2

= (x3,¥2) — g,slj,/ll)) (1, ¥2) — ?;,Zﬁ)) (¥2,¥2)

olup (y,, ¥;) = 0 oldugundan gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

(¥3,y1) = 0 elde edilir. Burada {y;,y,, y;} ortogonal vektor sistemindeki her

vektor kendi normuna boliinerek,

E = Y1 Y1 B = Yo Yo E = Y3 Y3
1= F P) 2 — - >y H2 T -
Il V(s y0)l 1yl /12 y2)] 13l «/I(JE%&I)

olmak tizere {E,, E,, E;} ortonormal vektor sistemi elde edilir.

3.3.2 Rg Minkowski Uzayinda Gram-Schmidt Metodu

Teorem* 3.1. x,x, € R} timelike vektorleri ve x; € R spacelike vektorii icin ve v = 2

olmak iizere {x,, x5, x5} lineer bagimsiz vektor sistemi verilsin.

y1=X;

Y2 =%, — {22y, (3.207)
— _ {x3,51) _ {x3,¥2)

‘y3 - X3 (y1,01) 1 (YZ,}/z)yZ

olmak iizere {y,,Y,, Y3} vektor sistemi ortogonaldir. Ayrica y,,Yy, vektorleri timelike

vektor, y, vektorii spacelike vektordiir.
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Ispat. xi,x, € Rg timelike vektorler ve x5 € R; spacelike vektor olmak tizere,

Y1 =Xy,
Y2=Aoy1+x,, (3.208)
Y3=A3y; + A 3y, + x5

vektorlerini tanimlayalim. Bu durumda y; vektoriiniin timelike vektorr oldugu aciktir.

O halde R} uzayinda (y,, y;) =0 icin

<7VZJ’1+X2>J’1>:A/2 (Y1, ¥1) +{x2,y1) =0 (3.209)

yazilabilir.
Burada y, timelike vektér oldugundan (y,, y;) < 0 olup

A, =) (3.210)

(y1,y1)

bulunur. A ifadesi (3.208) denkleminde yerine yazilirsa,

(x2,¥1)
(y1,71)

elde edilir.

Simdi y, vektoriiniin timelike vektor oldugunu gosterelim:

(V20 y2) = (36— E22dy, e, — b

_ _(xz;Jﬁ) _<X2>}’1) (x2, 1))
= (o )= 2220 (3, ) - T2 <x2,yl>+((y1’yl>) Gy (3.212)

olup gerekli cebirsel islemler yapilirsa,

(<x2:Y1>)2

(3.213)
(.yla yl)

(Y25 ¥2) = (X2, X3) —

elde edilir.
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Minkowski uzayindaki a¢i tanimlar1 geregince [3],
(x5, y1)* = lx,)1*1ly1]|*cosh?6  olup cosh?0 > 1 icin

2 2 2 2 2
ll22[I"lly1[["cosh™6 = [lx, [ [l y |l

veya
<xz,}’1>2 = ||x2||2||y1||2 = (2, X9) (¥1, Y1)
ve )
(XZJyl) 2 (xz’x2>
(J’1,Y1>
yazilip
(<X2 ,J’1>)2

(V2> ¥a) = (%2, x3) — <0

<.y15 J’1>
elde edilir. Boylece y, vektorii timelike vektor olarak elde edilir.

Ayrica (ys;, y,) =0 ve (y;, y;) = 0 olmalidir:

(¥3,¥1) = 0icin
(3, y1) = <7L/3J/1 +A73y5 + X3, }’1> =0

veya
l; (¥1,¥1) +7V3/ (Y2, y1) +{x3,¥1) =0

bulunur.

Burada y, timelike vektér oldugundan (y,, y;) <0 ve (y,, y;) = 0 olup

{x3,¥1)

A =—
° <}’1,}’1>

elde edilir. Ayrica, (y;,y,) =0 icin

(¥3,¥2) = <7L/3J’1 + A3y + X3, }’2> =0

veya

(¥3,¥2) = A; (¥1,¥2) +/1§’ (¥2,¥2) +7t§’ (x3,¥2) =0

elde edilir.
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Burada y, timelike vektor oldugundan (y,, y,) < 0 ve (y,, y;) = 0 olup

A;/ — (XB > y2>
(J’zd’z)
bulunur.O halde,
_ (x3,¥1) (x3,¥2)
Y3 = X3 — 17— 2
(yi, 1) (Yo, ¥a)
elde edilir.

Simdi y, vektoriiniin spacelike vektor oldugunu gosterelim:

— _ (x3,¥1) _ {x3,¥2) _ {x3,1) _ {x3,¥2)
(_)’3,}’3) - <X3 (J’l:}'1)y1 ()’2;)’2)‘)/2’ 3 (}'1’}'1)‘),1 (}’2,}'z)yz>

olup gerekli cebirsel islemler yapilirsa,

. _<x3>3’2>2_<x3’}’1)2
Warda) = el = )

yazilip x5 spacelike vektor y, ve y, vektorleri timelike vektor oldugundan,

(¥3,¥3) >0
olup y; vektorti spacelike vektor elde edilir.

Simdi, (ys3, 1) =0, (3, ¥,) = 0 ve (y,, y;) = 0 oldugunu kontrol edelim:

o (Yoo =(xy — ey, by, )

(Xz;.)’l)( L 2)_<X3:)’2)

(y1, 1) (V25 ¥2) 2. 2)

= (x3,¥2) —
olup gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

<J’3J’2> =0

elde edilir. Benzer sekilde diger esitlikler bulunabilir.
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Burada {y;,Y,,Ys} ortogonal vektor sistemindeki her vektor kendi normuna

boliinerek,
E_J’l_ Y1 E_)’z_ Yo E_J’s_ Y3
1= - 2T - » =3 T -
Iyl v/, )] 1v2ll V/1{y2, 32)] sl v/ (s, y3)
(3.229)
olmak tizere {E;, E,, E5} ortonormal vektor sistemi elde edilir. |

Ornek 3.5. xy,x, € R3 timelike vektorler ve x; € R3 spacelike vektdr olmak iizere,
{(0,1,2),(1,0,3),(2,1,0)} sistemine Gram-Schmidt metodu uygulayalim:

x;=(0,1,2),x,=1(1,0,3),x3=(2,1,0) olup

C1X7 + CyXy + C3X5 = 0 (3.230)

ve dolayisiyla
cp=C=¢3=0 (3.231)

olup {xy,x,, x5} vektor sistemi lineer bagimsizdir. O halde Gram-Schmidt metodu

uygulanabilir. Boylece,
yl :Xl == (011:2)

Ya=x,— 220y, = (0,2, 2) (3.232)

_ (x3,¥1) (x3,¥2) . __ 3 —4
Y3 = X3~ (y?,yi)yl o (yz,yi)yz - (2’ 5> ?)

olup {y;,Y,, Y5} ortogonal vektor sistemi elde edilir Burada y, ve y; vektorii
timelike vektor iken y, spacelike vektor olup timelike vektor sayisinin korundugu ifade
edilir. Boylece {y;, y,, y3} ortogonal vektor sistemindeki her vektor kendi normuna

boliinerek,
E, = % (0,1,2)
E,=v5(0,2,2) (3.233)
Ey=7(23.3)

olmak iizere {E,, E,, E5} ortonormal vektor sistemi elde edilir.
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4

MINKOWSKI DUZLEMINDE EGRILER TEORISI

4.1 Minkowski Diizleminde Egri Tanim

Tanim 4.1. Minkowski diizleminde, I C R ve I = (a, b) acik alt aralig1 icin,
a:I->R:

t = a(t) = (a;(t),ay (1))

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {iizere a(I) C Rf alt kiimesi R? Minkowski

diizleminde diferansiyellenebilir egri (parametrik egri) olarak adlandirilir, [[1]].

(I, a) ikilisine egrinin koordinat komsulugu, I alt kiimesine egrinin parametre araligi
[ . . . o e 2
ve t € I reel sayisina egrinin parametresi denir. Egri M = a(I) C R veya kisaca (a)

ile gosterilir.

Tanim 4.2. a: (a,b) — Rf Minkowski diizleminde bir egri olsun. O halde,
1) (a’(t),a’(t)) > 0 oluyorsa, a egrisi spacelike egri,
2) (a’(t),a’(t)) < 0 oluyorsa, a egrisi timelike egri,
3) (d’'(t),a’(t)) = 0 oluyorsa, a egrisi lightlike (null) egri

olarak adlandirilir, [[1[].

Ornek 4.1.
a:(a,b)- R

t > a(t)=(rcoshd(t),rsinh0 (t))

seklinde tanimli egri Minkowski diizleminde bir ¢ember belirtir.
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Burada Minkowski cemberi bir timelike egridir. Burada

a'(t) = (rsinh 0 (t), rcosh 6 (1)) 4.1)

ve
(a'(£),0/ (£)) =r?*(sinh® 6 (t)—cosh® O (t)) = —r* < 0 (4.2)

olup egrinin her noktasinda o’ (t) timelike vektor olup a egrisi timelike egridir. Benzer
sekilde,
p:(a,b)— Rf

t » B(t)=(rsinh6(t),rcosho(t))

seklinde tanimli egri Minkowski diizleminde bir ¢cember belirtir. Burada Minkowski

cemberi bir spacelike egridir. Burada

B’ (t) = (rcosh@ (t),rsinh6 (t)) (4.3)

ve

(B’ (t),B'(t)) =r*(cosh® 6 (t) —sinh* O (¢)) = r*> 0 (4.4)

olup egrinin her noktasinda 3’ (t) spacelike vektor olup f3 egrisi spacelike egridir.

Ornek 4.2. a: 1 — Rf diferensiyellenebilir doniistimii ile tanimlanan a egrisi, I acik

araliginda
a(s) = (cosh(s),s? sinh(s)) (4.5)
olmak tizere a egrisi icin
a’(s) = (sinh(s), 2s, cosh (s)) (4.6)
olup
(a’ (s),a (s)> =45 —1 4.7)
elde edilir.
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Boylece bu egri,

. (—oo, ——) U (%, oo) araliginda spacelike,

. (_%, %) araliginda timelike

11

o J - =
222

} noktalarinda da null

olur.

Not 4.1. Bu son Ornek, buldugumuz egrinin karakterinin I parametre araliginin alt

araliklarinda da degiskenlik gosterdigini agiklar.
Tanim 4.3. a : (a,b) — Rf bir egri olsun. Eger a fonksiyonu 1—1 ise egriye birebirdir

denir. Birebir egri kendi kendini kesmeyen egridir. Birebirlik,

Vi, ty€l, t; #ty= al(ty) # alt,) (4.8)

veya buna denk olarak

a(ty)=a(ty)=>t;=t, (4.9)

olarak tanmimhdar.

Not 4.2. a egrisi 1 — 1 degilse t; # t, iken a(t;) = a(t,) elde edilir. 1— 1 olmadigi

noktalarda egri kendini keser.

Tanim 4.4. a : (a,b) — R? Minkowski diizleminde bir egri ve egri fonksiyonunun
koordinat fonksiyonlar1 a;, a, olmak tizere (a, (t),a,(t)) C R? yazilabilir. Buradan

elde edilen

da da,| da, (da1 dag)
= 2Ly 222 = —,—= N
e | (dt b t) e’ de J|° (4.10)
vektorii a egrisinin a (t) noktasindaki hiz vektorii olarak adlandirilir, [[1]].
Not 4.3. a: (a, b) — R? bir egri ve a(t) = (a, (t), a, (t)) icin,
da
"(t)y=— 4.11
a’ () T (4.11)

seklinde yazilabilir. Burada (4.11)) denklemine a egrisinin a(t) noktasindaki teget

vektorii denir, [6].
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Ornek 4.3.
a:(a,b)— R%

t - a(t) =(rcoshf (t),rsinh 0 (t))

seklinde tanimli egrinin hiz vektoriinii bulunuz. a egrisinin hiz vektord,

o () =20 = (dal @)

— =\ T t = (rsinh 0 (t),rcosh 8 (t)) (4.12)

seklindedir.

Tanim 4.5. Rf Minkowski diizleminde (I, a) koordinat komsulugu ile verilmis M egrisi
olmak tizere,
|| o || :I->R?

tella’ ()

fonksiyonu, ||a’ (t)|| € R reel sayisina M egrisinin (I, a) koordinat komsulugunda « (t)
noktasi icin skalar hizi denir.

Not 4.4. a : (a, b) = R? Minkowski diizleminde egri ve

a(t) = (a; (t),a,(t)) igin,

o ()| = V(' (8), &/ ()] = (4.13)

yazilabilir.

Ornek 4.4.
a:(a,b) >R

t - a(t)=(t,t?)

seklinde tanimli egrinin t = 0, 1, 2 noktalarindaki skalar hizlarin1 bulunuz.
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a(t) =(t,t?) olmak iizere,
a' (t)=1(1,2t) (4.14)

olup

o ()| = V(e (£), &’ ()] = /11— 4¢2] (4.15)

elde edilir. O halde,

t =0icin [l ()] = V[1—4t2[ =1

t =1icin ||’ (O)]| = V|1 —4t2| = /3
t =2 icin ||’ (¢)]| = /|1 — 42| = V15
bulunur.

Tanim 4.6. a(t): I — R% bir diizlem egrisi olsun. Bir M egrisinin her noktasindaki

hiz vektorii birim ise yani Vs € I icin
le @) =1 (4.16)

ise a egrisi birim hizli egri ve s € [ parametresi de egrinin yay parametresi olarak
adlandirilir, [[1]].

Tanmim 4.7. Her noktada hiz vektori sifirdan farkli olan egri regiiler egri olarak

adlandinhr. Her ¢ icin o’ (t) # 0 ( ||’ (¢)|| # 0 ) oluyorsa a egrisi regiiler egridir.

4.2 Minkowski Diizleminde Egri icin Parametre Degisimi

Tanim* 4.1. a : (a,b) = R? ve B : (c,d) — R? diferansiyellenebilir egrileri verilsin.
B =aohveVYc<u<digin h’(u) > 0 olacak sekilde,

h:(c,d)— (a,b) 4.17)

diferansiyellenebilir fonksiyonu varsa f3 egrisine a egrisinin yon koruyan bir yeniden
parametrizasyonu denir. Benger sekilde, B = aoh ve Yc <u < d i¢in h’ (u) < 0 olacak
sekilde,

h:(c,d)— (a,b) (4.18)

diferansiyellenebilir fonksiyonu varsa [3 egrisine a egrisinin yoniinii degistiren bir
yeniden parametrizasyonu denir. Bu durumda h fonksiyonu da sirastyla pozitif ya da

negatif paremetre degisimi (parametre degisim fonksiyonu) denir.
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Teorem 4.1. M C Rf null olmayan egri swrastyla (I,a) , (J, B) koordinat komsuluklart
ile verilsin.
h=a'lof:J—1I (4.19)

s—h(s)=t (4.20)

olmak iizere parametre degisimi yani M egrisinin yay parametresi cinsinden ifadesi,

d (h(s))

prs)=a (h(s).— (4.21)
s
seklindedir, [6].
Ispat. h=a'o B :J — I parametre degisim fonksiyonu icin
B(s)=(aoh)(s)=a(h(s)) (4.22)
ve
h(s)=t (4.23)
yazilarak
B (s)=a(t) (4.24)
elde edilir.
B (s)=a(h(s)) (4.25)
olmak tizere zincir kuralindan,
dp dadh dh
_— = / = - = — / h ‘2
=P = 2 = T (h(6) (4.26)
elde edilir. [ |

Sonuc 4.1. R? Minkowski diizleminde M egrisinin bir m € M noktasinda birden fazla

teget vektorii vardir ve bu vektorler birbirinin katidirlar.
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Tanim 4.8. R? Minkowski diizleminde (I, a) koordinat komsulugu M egrisi verilmis
olsun. a, b € I olmak {izere,

b
f I ©ljde , ce @27)

reel sayisina M egrisinin a noktasindan b noktasina yay uzunlugu adi verilir. a(a) ve

a (b) noktalar1 arasindaki egri boyunca uzakliga karsilik gelir.

4.3 Minkowski Diizleminde Egrilik
Tanim 4.9.
D:R?—>R?
D (xq,x5) = (x5, x7)
seklinde taniml lineer doniistimiin Lorentz anlaminda diklik olusturdugu aciktir. D

doniisimi,

X=(x1,x5),5y =(y1,¥2) E]R% icin

Dx’ = (Dx)’

* X =(x;,x,) €R? vektorii birim vekt6r olmak iizere,

[1X]l = lIDX]] (4.28)
ozelliklerini saglar. Gercekten,
* (DX,Dy) =((x2,x1) , (¥, 1)) =— (X, ¥)
o (DX,X) = ((x3,x7) ,(x1,x3)) =0

* D(x},x5) = (x},x}) = (D (xy,x,))

22771
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o 1%l = 4/|x2—x2| = y/|x2 —x?| = |IDZ]|

esitlikleri saglanir.
Tanim 4.10. a : (a, b) — R? egrisi verilsin. a non-null egrisinin a (t) deki egriligi,

{a”"(t),Da’ (1))
lla’ ()1

k(t)= (4.29)

ile tamimlanir.

= (4.30)
Iy

pozitif fonksiyonuna a egrisinin egrilik yaricap1 adi verilir.

Ayrica egrisinin birim hizli parametrelendirmesi f (s) olacak sekilde 3 egrisinin

egriligi, . )
" @ = =22 <o) @31
seklindedir, [|14].
Teorem* 4.1. o : (a,b) = R?
a(t)=(x(t),y (1) (4.32)
regiiler non-null egrisi verilsin.
(o,a') =€ {1,—-1} (4.33)

olup a egrisinin egriligi,

x"()y" () =x"(0)y'(t)
3

(VI @y =0 0y])

k(t)= (4.34)

seklinde ifade edilir.
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Ispat. a(t) = (x(t),y(t)) egrisi icin
(o (8),0/ (t)) =€ €{1,-1}

olmak lizere,

a’ (1) =(x"(t),y" (1))

ve
Do’ (1) = (y' (1), x (1))
olup egrilik yaricap: tanimi geregince,

()= @0, D (1)) _ () y" () —x" () y'()

I @I (/e P = @)

elde edilir.

Teorem* 4.2.
a:(a,b) >R

t — a(t)
non-null bir regiiler egri ve
B:(c,d)— R}
s—= B (s)=a(h(s))

egrisi de a egrisinin bir parametrizasyonu olsun. O halde a egrisinin bir

h:(c,d)—(a,b)

s—>h(s)=t
parametrelendirilisi icin h’ (s) # 0 olmak iigere,

Kp(s)= (signh' (s)) Ky (h(s))

seklinde ifade edilir.
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Ispat. a non-null egrisi icin

(o,a')=e€{1,-1} (4.40)

olup
B (s)=(aoh)(s)=a(h(s)) (4.41)

icin
B’ (s) = (a’ o h)(s)h' (s) (4.42)

olup
DB’ (s)=D(a' oh)(s)h’(s) (4.43)

ve

B (s)= (a” o h) (s)R (s)* + (a’ o h) (s)h" (s) (4.44)

yazilabilir. Buradan,

((a” oh)(s)h' (s)* + (a’ o h) (s)h” (s),D (a’ o h) K (s))

" i@ o) &R @I (449
veya
PO CRIDON: ”]& Z» Z)h(s )(;) : g|(|§) (@oh)s), D@ o), o
olup D déniisiimiiniin 6zelliginden
((a/oh)(s),D(a’oh))=0 (4.47)

yazilirsa,

K, (5) :( R ()’ ) {((@”oh)(s),D(a’0h)(s)) :( H (s)° ) {a”(h(s)),Da’(h(s)))
! [’ ()P [CRIDIO] I ()P lla’ (R (D)1
(4.48)

veya

/ 3 7 /
o () :( H'(s) ) (a”(8),Da’ (1)) 4.49)

(P I ()P
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olup
Kp(s)= (signh’ (s)) K, (t) (4.50)

elde edilir.

Teorem* 4.3. o : (a, b) — R? birim hizlt non-null bir egri olsun. O halde,
a’(s)=x(s)Da’'(s) (4.51)

esitligi saglanir.

Ispat. a non-null egrisi icin

(a'(s),d/(s)) =€ €{1,-1} (4.52)

olup egri birim hizli oldugundan,

(a’ (s),a (s)> =¢ (4.53)

olup
(a”(s),a'(s)) =0 (4.54)

bulunur. Ayrica (Da’(s),a’(s)) = 0 oldugundan a” (s) ile Da’(s) lineer bagimlidir.

Dolayisiyla,
a’ (s)=ADd’(s) (4.55)
yazilabilir. O halde
|’ ()| =1 (4.56)
olmak {izere,
17 D /
K(S) — <a (S): a3(3)> — )’ (457)
lla” ()l
oldugundan
a’(s)=«x(s)Da’(s) (4.58)
elde edilir.
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Teorem* 4.4. a : (a, b) — R? regiiler non-null bir egri olsun.

i. a non-null egrisinin bir dogru parcast olmast icin gerek ve yeter sart |k (t)| = 0

olmasidr.

ii. a non-null egrisinin r > 0 yaricapli bir cemberin parcast olmast i¢in gerek ve yeter

sart
1
k(O] = (4.59)
olmasidir.
Ispat. a non-null egrisi icin
(o (t),a/ (1)) =€ €{1,-1} (4.60)

yazilir.

i. (=): a dogru olmak iizere a(t) = pt + q yazilabilir.
a’(t) =p ve &’ (t) = 0 olup egrinin egrilik denkleminde yerine yazilirsa,

[k (t)] =0

elde edilir.

(<) : |k (t)] = 0 olsun. Genelligi bozmaksizin a egrisinin birim hizli oldugunu
kabul edelim. O halde,
a’(t)=x(t)Dd (t) (4.61)

oldugundan a < t < b i¢in a”(t) = 0 bulunur. Bu diferansiyel denklem
coziliirse, p,q € Ricin a(t) = pt + q olup a bir dogru pargasidir.

* (=): a, spacelike egri olup, r yaricapli bir cember olsun. O halde,

a(t)=(rcosh0,rsinhf) (4.62)

parametrik ifadesi yazilabilir.
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Buradan,

a’(t) = (rsinh 0, r cosh ) (4.63)
olup

Da’(t) = (rcosh8,rsinh ) (4.64)
elde edilir. Ayrica

a” (t)=(rcoshf,rsinh ) (4.65)

olup bu ifadeler egrinin egrilik denkleminde yerine yazilirsa,

"(t),Da’ (¢ 2 |
la’ (O (V=) o
elde edilir. Benzer sekilde a timelike egrisi icin esitlik,
"(t),Da’ (¢ F 2 1
l (O (vVim)y T
yazilabilir.Dolayisiyla,
1
Ik (t)] = - (4.68)
elde edilir.
(<) : Genelligi bozmaksizin a spacelike egrisinin birim hizli ve
1
K(t)= - (4.69)
oldugunu kabul edelim. O halde,
y:(b,c) — R% ,v(t)=a(t)—rDa’(t) egrisini tammlayalim. Burada,
(v ),y () =(a'(t)—rD"(t),a’ (t)—rD" (1)) (4.70)

=(a/(t),a’ ())—(a’ (£),rD" (t))—(rD” (t), ' (£))+{rD" (), rD" (t)) (4.71)

olup
a’(t)=x(t)Da (t) (4.72)

esitligi geregince,
1
a’ ()=« (t)Dda' (t) = =Dda'(t) (4.73)
r
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icin
(o (t),rD"(8)) = <a’(t), r%D’(t)> =0 (4.74)

elde edilir. Ohalde a spacelike egri oldugundan bu (4.74) denklemi (4.71))
esitliginde yerine yazilirsa

{(r'(0,7(©)>0 (4.75)
olup v (t) egrisi spacelike olarak bulunur. Ayrica D> = 1 oldugundan,

Y (t)=d (t)—rDa” (t)=a'(t)—rD (%Da’(t)) =a' (t)+ (—a’(t)) =0
(4.76)

elde edilir. Bundan dolayl, a < t < b icin y(t) = q olacak sekilde q vektorii
vardir. Buradan,

la(t)—gll = ||rD (o ()| =7 (4.77)
elde edilir. O zaman a spacelike egrisi g merkezli r yaricapl bir cember iizerinde

bulunur. Benzer ispat a timelike egri olmak tizere

Kk(s)= —% (4.78)

icinde yapilabilir.

|
4.4 Minkowski Diizleminde A¢1 Fonksiyonlar:
Teorem* 4.5. f,g:(a,b) > R,
fr—g*=1 (4.79)
olacak sekilde iki fonksiyon olsun. a < t, < b olacak sekilde t belirleyelim.
f (ty) = cosh 6, g (t,) =sinh 6, (4.80)

olacak sekilde 6, verilsin.
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O halde a < t < b igin
0 (ty) = 6,,f (t) =cosh6(t),g(t) =sinh 6 (t) (4.81D)

olmak tizere bir tek 9 : (a, b) — R stirekli fonksiyonu vardir.
Ispat. h= f + jg olsun. Boylece hh = 1 icin

0(t) = 90+1Jh’(t)il(t)dt (4.82)

fonksiyonunu tanimlayalim.

% (he??)=Re® +h(—j)e 7?0’ = (k' — jhO') e ® (4.83)
veya
(W —jh(jrh'))e® = (W — j*h'hh)e7? =0 (4.84)
oldugundan
he% =c =sbt (4.85)
elde edilir. Ayrica
h(t,) =e'% (4.86)
icin
c=h(ty)e %) =1 (4.87)
bulunur. Bundan dolayz,
h(t)=eY =cosh6 + jsinh 6 (4.88)
olup 6 (t,) = 6, ve
f (t)=coshO(t) (4.89)
g(t)=sinh 6 (t) (4.90)

esitlikleri elde edilir. Simdi 6 : (a, b) — R fonksiyonunun tek oldugunu gosterelim.
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a<t<bign

6 (to) = 6,

f () =cosh 8 (t)

g () =sinh 6 (¢)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

olacak sekilde bir diger 0 siirekli fonksiyonunun oldugunu kabul edelim. O halde,

ve

oldugundan,

icin

olup

ve

bulunur. Burada

ve

esitlikleri kullanilarak

/%0 = cosh 6 + jsinh O

e9®) = cosh @ +jsinh

e10(6) — ,i6(0)
cosh 6 + jsinh 6 = cosh 6 +jsinhé
cosh @ = cosh @
sinh O = sinh §

RGO

coshf =
2
o(t) _ ,—0(¢t)
sinh 6 = £ e -
2
0(t)=06(t)

olup bir tek 6 siirekli fonksiyonu oldugu elde edilir.
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Teorem* 4.6. a : (a,b) = R? ve B : (a, b) — R? iki regiiler egri ve a < t, < b olsun.

||$((rzc3)||’||ﬂ/5f((t§3))n — ot R
ve (a’(to), DB’ (t))

@ T el .
olacak sekilde 6, secelim. O halde a < t < b igin

0 (t,) = 6, (4.105)

oldugundan, o

||Sf((tt))||’||ﬁ/5f((tr)§n 4 4 e
Ve

(' (0), DB () _ 19 1) (4.107)

lla” (NI (DIl

olmak iizere bir tek 6 : (a, b) — R siirekli fonksiyonu var olup burada 6 fonksiyonuna

0, yardimiyla tarumlanan 3 egrisinden a egrisine tanimlanan agi fonksiyonu denir.

Ispat.
(a’(t),B' (1))
t)= 4.108
A FIOTITRG) (4-108)
(a'(t), DB’ (1))
t)= 4.109
£ =1 O ol (4109
alalim. O halde Teorem geregince bir tek 6 fonksiyonu vardir.
[

Teorem* 4.7. a: (a,b) — R% regiiler spacelike bir egri olsun. a < t, < b olacak sekilde

t, degerini ve
a’(to)

lla’ (to)l

olacak sekilde bir 6, sayisini belirleyelim.

= (cosh 6,, sinh 6,)) (4.110)
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O halde,
0o (to) = 6, (4.111)
ve
o' (t)
lla’ (£)]

= (cosh O (t),sinh 6 (t)) (4.112)

olacak sekilde 6 : 6 [a] : (a, b) — R olacak sekilde bir tek diferansiyellenebilir fonksiyon

vardw. Burada 0 : 0 [a] agisina 0, ile tamimlanmis dénme agisi denir.

Ispat. Burada a : (a, b) — R? spacelike egrisi

a(t) = (a;(t),a, (1) (4.113)
seklinde yazilabilir. O halde,
a (t)= (a’l(t),a’z(t)) (4.114)
olup Teorem [4.6] geregince
90 (to) N 90 (4.115)
ise
o (t)
f(t)=7———; =cosh 0 (t) (4.116)
o, ()]
ve
a(t)
g(t)=+——— =sinh6(t) (4.117)
o, ()]

olacak sekilde bir tek 6 : (a, b) — R fonksiyonu vardir. Boylece,

o’ (t) ay (t)  ay(t)
o’ (I |

= , = ho(t),sinh6 (t (4.118)
|a’1(t)|| Ialz(t)”) (cosh 6 (t),sinh O (t))

esitligi elde edilir. Geometrik olarak 6 : 0 [a] acis1 yatay eksen ile o’ (t) arasindaki
acgidir. |
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Teorem* 4.8. a : (a,b) — Rf regiiler timelike bir egri olsun. a < t, < b olacak sekilde

t, belirleyelim. 6, ise
a’(t,)

———— = (sinh 6,, cosh 6,) (4.119)
lla’ (to)ll ° °
olacak sekilde bir sayt olsun. O halde
6 (t0) = 6o (4.120)
ve ,
o (t) = (sinh O (t,) cosh 0 (t)) (4.121)
lla” (Ol

olacak sekilde O : 0 [a] : (a, b) — R olacak sekilde bir tek diferansiyellenebilir fonksiyon

vardwr. Burada 0 : 0 [a] agisina 8, ile tamimlanmis dénme agisi denir.

Ispat. Ayrica a : (a,b) — R? timelike egrisi

a(t) = (a, (t),a, (1)) (4.122)

seklinde yazilabilir. O halde,

a (t) = (a/(t),a, (1)) (4.123)

olup Teorem [4.6| geregince 6, (t,) = 6, ise

=29 e (4.124)
EAG]|
ve
A
g(t)= = cosh 6 (t) (4.125)
o ()

olacak sekilde bir tek 6 : (a, b) — R fonksiyonu vardir. Boylece,

o’ (t) ay(t)  ay(t)
26 |

= , = (sinh O (t),cosh O (t (4.126)
|a’1(t)|| |a’2(t)||) (sinh 6 (t),cosh 6 (t))

esitligi elde edilir. Geometrik olarak 6 : 0 [a] acis1 yatay eksen ile o’ (t) arasindaki

acgidir.
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Teorem* 4.9. a :(a,b) — Rf regiiler non-null egrinin egriligi ile donme agist arasinda,

0’ (t) = ||’ (t)|| o (1) (4.127)
bagintist mevcuttur.
Ispat. a non-null egrisi icin
(a'(s),a'(s)) =€ €{1,-1} (4.128)
olsun. Teorem [4.8| geregince,
a’(t) )
——=— =(cosh 6 (t),sinh 6 (t)) (4.129)
lla ()l
esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
CAORe d( 1 ) ol , . Da'(t)
+a' (t)—| ——— |=0'(t)(sinh 6 (t),cosh 6 (t)) = 0" (t)
lla” ()l de \lla’ (D)l lla’ (o)l
(4.130)
olup esitligin her iki tarafi Da’ (¢t) ile i¢ carpilirsa,
(a”(t),Da’ (¢t)) < ;o d ( 1 ) , ,. (Dd'(t),Da’(t))
+(a' (t)— ,Da’(t) ) =06'(t)
lla’ ()l dt \|la ()]l lla’ ()l
olup
(o (t),Da’(£))=0 (4.132)
ve
(Da/(t),Da (t)) =—¢ (4.133)
oldugundan,
(a” (t),Da’ (1)) 6" (1)
=—¢ (4.134)
lla’ (Ol lla ()l
yazilabilir. Buradan a non-null egrisi icin,
0’ (t) =—¢ ||’ (t)|| . () (4.135)

elde edilir.
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Non-null egri birim egri oldugunda,
0’ (t) = —ex, (1) (4.136)

seklinde yazilir.

Teorem 4.2. a : (a,b) — R? timelike egri olsun. ¥ € R? birim timelike vektorii T (s)
timelike vektorii ile aynt time konide olsun. a egrisi ile V vektériiniin tanjant vektorii
arasindaki a¢t ¢ olmak iizere,

k(s)==x¢'(s) (4.137)
esitligi yazilabilir, [9]].

Ispat. 1ki timelike vektor arasindaki ac1 tanimi geregince,

—cosh (s) = (T (s), V) (4.138)

olup ifadenin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

—¢’(s)sinh ¢ (s) = (T (s),¥) + (T (5),7) (4.139)
olup
—¢’(s)sinh ¢ (s) =k (s) (N (s), V) (4.140)
yazilabilir. Ayrica,
V=aT (s)+ bN (s) (4.141)
olmak tizere,
(V,T(s)=a(T(s), T(s))+b(N(s),T(s))=—a (4.142)
ve
(V,N(s))=a(T(s),N(s))+b(N(s),N(s))=b (4.143)
olup
V=—(T(G))T(s)+ (V,N(s))N(s) (4.144)
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seklinde yazilabilir. Buradan,

—1=—(7,T(s))*+ (¥,N (s))* (4.145)
olup
—cosh (s) = (T (s),V) (4.146)
esitligi kullanilirsa,
—1 =—cosh?p (s) + (¥,N (s))? (4.147)
yazilabilir. O halde,
(¥,N (s)) £sinh ¢ (s) (4.148)

olup bu esitlik (4.140) denkleminde yerine yazilirsa,

@' (s) =%k (s) (4.149)

esitligi elde edilir.

4.5 Diizlemsel Egriler icin Frenet Formiilleri

Tanim 4.11. a: (a,b) — R? birim hizli non- null bir egri olsun.
T(s)=a’(s) (4.150)
a non- null egrisinin birim teget vektorii olmak {izere,
Da’(s)=N(s) (4.151)

birim normal vektor alanini tanimlayalim. Burada spacelike ve timelike vektor olma
durumlarinm
(T(s),T(s))=e€{l,-1} (4.152)

seklinde ifade edelim.
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Boylece
(N(s),N(s)) =—¢

olup
a’(s)==xx(s)Dd’(s)

oldugundan,
T'(s)=xk(s)N (s)

elde edilir ve {T (s),N (s)} sistemi ortonormal bir sistemdir. a, b € R i¢in

N’(s)=aT (s)+ bN (s)

olmak lizere,
(T (s),N(s))=0

ise
(T'(s),N(s))+ (T (s),N’(5)) =0

olup
T (s) =x(s)N (s)

ve
N’(s)=aT (s)+ bN (s)

esitlikleri kullanilirsa,

(k ()N (s),N (s)) + (T (s),aT (s)+ bN (s)) =k (s) (N (s),N (s))

+a (T (s),T(s))+b(T(s),N(s))=0

yazilir. Burada T (s) spacelike vektor ve N (s) timelike vektor oldugundan,

(N(s),N(s))=—¢, (T(s),T(s))=¢
ve
(T,N)=0
olup
k(s)=a
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(4.153)

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)

(4.165)



elde edilir. Ayrica
(N(s),N(s)) =—¢

esitliginden,
(N(s),N'(s))=0

olup
N’(s)=aT (s)+ bN (s)

denkleminde yerine yazilirsa,

(N(s),aT (s)+bN(s)) =a(N(s),T(s)) —b(N(s),N(s))

yazilir. Boylece b = 0 elde edilir. O halde,

T'(s) =k (s)N (s)
N'(s)=x(s)T(s)

Frenet denklemleri elde edilir. Buradan bu denklemler,
T'(s) | _ 0 «(s) T (s)
N'G) | | x6s) o N (s)

matris formunda da yazilabilir, [9] .

Ornek 4.5.
A={(x,y) e : x*—y*=-r?}

kiimesini iki ayr1 durum i¢in inceleyelim. O halde

A"={(x,y)€A : y>0}

ve
A ={(x,y)eA : y<0}

olacak sekilde spacelike egri olarak parametrelendirilsin.

a(s)= (r sinh(%) , rcosh(%))

A" icin

olup,

T(s)=a'(s)= (%r cosh(%), %r sinh(;)) = (cosh(%), sinh(
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(4.166)

(4.167)

(4.168)

(4.169)

(4.170)

(4.171)

(4.172)

(4.173)

(4.174)

(4.175)

(4.176)



A J

Sekil 4.1 Spacelike Egri

elde edilir.
(T,N)=0 4.177)

oldugundan,

N(s) = (sinh(;) , cosh(i)) (4.178)

yazilabilir. Buradan,
1 1 1
T'(s)= (— sinh (i) , —cosh (i)) = - (sinh (i) , cosh (i)) (4.179)
r r)’r r r r r

olup
T'(s)= %N (s) (4.180)

elde edilir. T’ = kN Frenet denklemi geregince,

K (s) = % (4.181)

seklinde ifade edilir. A~ icin

B(s)= (r sinh(%) ,—T cosh(i)) (4.182)

r

olup,

T(s)=p"(s)= (%r cosh(%), —%r sinh(;)) = (cosh(%),— sinh(%)) (4.183)
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elde edilir.
(T,N)=0

oldugundan,

N(s)= (—sinh(%) , cosh(s

yazilabilir. Buradan,

T'(s) = (% sinh(%), —% cosh(%)) = —% (—sinh(;

olup
T'(s) = —%N (s)

elde edilir. T' = kN Frenet denklemi geregince,

K(s)= —%

seklinde ifade edilir, [9] .

Ornek 4.6.

B={(x,y)€R : xz—yzzrz}

kiimesini iki ayr1 durum i¢in inceleyelim. O halde,

Sekil 4.2 Timelike Egri

79

A J

(4.184)

(4.185)

(4.186)

(4.187)

(4.188)

(4.189)



B*={(x,y)€B : x>0} (4.190)

ve
B ={(x,y)eB : x<0} (4.191)

olacak sekilde parametrelendirilsin. B* igin

a(s)= (rcosh(%) , rsinh(;)) (4.192)
olup
T(s)=a'(s)= (%r sinh(;) , %r cosh(%)) = (sinh(;) , cosh(;)) (4.193)
elde edilir.
(T,N)=0 (4.194)
oldugundan,
N(s)= (cosh(%), sinh(;)) (4.195)

yazilabilir. Buradan,
T (s) = (1 cosh(i) , 1 sinh (i)) = 1 (cosh(i) , sinh (i)) (4.196)
r r)r r r r r

olup
T (s) = %N (s) (4.197)

elde edilir. T’ = kN Frenet denklemi geregince,

1
k(s)= - (4.198)
seklinde ifade edilir. B~ icin
B(s)= (—r cosh (i) , T sinh(i)) (4.199)
r r

olup

T(s)=p'(s)= (—%r sinh(%) , %r cosh(%)) = (—sinh(%) ,cosh(%)) (4.200)
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elde edilir.
(T,N)=0

o= (2). o (2)

oldugundan,

yazilabilir. Buradan,
T (s) = (—1 cosh(i) s 1 cosh(i)) = ! (cosh (i) , —sinh (i))
r r)r r r r r

olup
T'(s) = —%N (s)

elde edilir. T' = kN Frenet denklemi geregince,

K(s)= —%

seklinde ifade edilir, [9] .
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)

SONUC VE ONERILER

Tezin orijinal kisminin baslangici olan 3. bélimde R} Minkowski uzayinda birbirine
dik olabilecek vektor durumlar: ve bu kapsamda Gram-Schmidt metodu incelenerek
literatiire kazandirilmistir.

Tezin 4. boliimiinde Minkowski diizleminde egriler ile ilgili 6zel durumlar verilmistir.
Bu béliimde egriler icin ac1 fonksiyonlar: tanimlanmis ve parametre degisimine bagh

olarak olusan sonuclar literatiire kazandirilmistir.

Bunlara ek, tez dis1 bir calisma olarak, Lorentz uzayinda lineer cebir, diferansiyel
geometri, trigonometri, vektorel ¢arpim, egriler teorisi, yiizeyler teorisi, manifoldlar
ve kinematik gibi tiim konular ile ilgili biitiin tez ve makaleler incelenerek, tek bir dilde
ve notasyon birligiyle her alandaki orijinal kisimlariyla birlikte kapsamli geometrik

calismalar bir kitap formatinda olusturulup literatiire kazandirilacaktir.
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