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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

°1,f(x) :
15 f (x)

12 f (x)

GPF a,p
Fles

GPF I a,p f
b

Dogal sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesinin alt aralig1
| "nin i¢i
Beta fonksiyon
Tamamlanmamis Beta fonksiyon
Gama fonksiyon
Tamamlanmamis Gama fonksiyon
Logaritmik Ortalama
f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi
f fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi
f fonksiyonunun o. mertebeden kesirli tiirevi
[a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar uzay1

o. mertebeden [a,b] aralifinda kesirli integrallenebilen
fonksiyonlar uzayi

a. mertebeden sol Riemann-Liouville kesirli integral

a. mertebeden sag Riemann-Liouville kesirli integral

a. mertebeden sol uyumlu kesirli integral

o. mertebeden sag uyumlu kesirli integral

a. mertebeden sol w -Riemann Liouville kesirli integral

a. mertebeden sag o -Riemann Liouville kesirli integral

a. mertebeden sol genellestirilmis oransal kesirli (GPF) integral

a. mertebeden sag genellestirilmis oransal kesirli (GPF) integral
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a. mertebeden sol Caputo Fabrizio kesirli integral
o. mertebeden sag Caputo Fabrizio kesirli integral
a. mertebeden sol y -Caputo kesirli tiirev

a. mertebeden sag y -Caputo kesirli tlirev

S. mertebeden sol yeni uyumlu kesirli integral

S. mertebeden sag yeni uyumlu kesirli integral



1. GIRIS

Iki deger arasindaki farki veya esit olmama durumunu ifade eden esitsizlik kavrami Antik
Yunan Doénemi’ne kadar dayanir. Herhangi bir notasyona sahip olmayan kavram,
Archimedes’in 7 sayisinin yaklasik hesabinda “223/71<m<22/7” sekilde ilk kez
kullanilmig, o doneme kadar ‘yetersiz kalmak’ veya ‘asmak’ kelimeleriyle ifade
edilmistir. Esitsizlik kavrami 18. yiizyilla kadar cok az gelisme goOstermis, licgen
esitsizligi, aritmetik-geometrik esitsizlik ve izometrik esitsizlik gibi sadece birkag
esitsizlik elde edilmistir. Fakat bu yiizyildan itibaren ¢aligsmalar hiz kazanmis Chebyshev,
Griiss, Holder, Minkowski, Hadamard, Cauchy-Schwarz, Stolz, Hilbert, Gronwall,
Young, Opial, Jensen, Simpson, Ostrowski gibi bir¢ok esitsizlik literatiirde yerini
almistir. Holder, Minkowski, aritmetik ortalama ve geometrik ortalama esitsizligi baskin

roller oynamig ve kendilerine yaygin kullanim alanlari bulmustur.

Esitsizlikler teorisi matematigin ¢esitli dallarinin yani sira iktisat, fizik, miihendislik ve
diger alanlarda giderek artan uygulamalariyla hizla biiyiiyen bir disiplin haline gelmis, bu
biiyiime teorinin bagimsiz bir matematiksel analiz alani olarak ortaya ¢ikmasina vesile
olmustur. Esitsizliklerle ilgili ilk kitap 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya’nin
“Inequalities” adli ortak calismalaridir [31]. Eser, 1961°de yazilan Beckenbach ve
Bellman’in “Inequalities” ve Mitrinovi¢’in 1970 yilinda yayinlanan “Inequalities” adli
calismalariyla  desteklenmistir  [13, 40]. Bu tarihten itibaren esitsizliklerin
genellestirilmeleri, gelistirmeleri ve yeni uygulamalari matematigin ¢esitli dallarindaki

arastirmacilar tarafindan verilmistir.

Esitsizlikler teorisiyle yakindan iliskili olan konvekslik kavrammin kékleri de M.O. 2000
yillarina kadar uzanmakta ve Eski Yunan, Misir ve Babil donemlerinde kavramin izlerine
rastlanmaktadir. Konveksligin ilk titiz ¢alismalar1 kiire ve silindir iizerinde yaptigi
incelemelerle Archimedes tarafindan verilmis, ayrica konveks kiime taniminin temelleri
de onunla atilmistir. Fakat bunun gibi ¢ogu varsayimlar Cauchy’e kadar (1789-1857)

ispatsiz kalmistir. Tek basina ¢alisiimayr hak eden bir konu olarak taninmasi 1905 ve



1906°da yaptig1 iki makaleyle Jensen’e atfedilmistir. Stolz 1893 yilinda (a,b) araliginda

stirekli bir f fonksiyonunun

f(a%bjg%[f(a)ﬂ(b)]

esitsizligini sagladigin1 ispatlamis ve Jensen bu esitsizligi kullanarak konveks
fonksiyonlar1 tanimlamustir [47]. Daha sonra konveks fonksiyonlar daha kapsamli ve
detayli sekilde calisilmis, matematigin hemen hemen her alaninda yerini almustir.
Konveks fonksiyonlarin bu kadar yaygin kullanim alani bulmasinin nedeni, maksimum
degere bir sinir noktasinda ulagmast, her yerel minimum noktanin mutlak minimum nokta
ve bircok 6nemli esitsizligin konveks fonksiyon uygulamalarinin sonuglar1 olmasidir.
Konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler konusunu ele alan Pecari¢’in 1987 yilinda
yayinladigi “Convex Functions: Inequalities” adl kitab ilk kaynak niteligi tasimaktadir
[48]. Konveks fonksiyon ve cesitli smiflarimin esitsizlikler iizerindeki roliiniin

biiyiikliigiinden giiniimiizde de hala konu iizerinde ¢alismalar yapilmaktadir.

Dinamik sistemlerin ¢alisma prensiplerini anlamada ara¢ olarak kullanilan tiirev ve
integral operatdrleri matematiksel modellemenin temelini olusturmaktadir. Oneminin bu
denli biiyiik olmasi1 konu iizerinde derin ¢caligmalara itmis, tamsay1 mertebeli operatorlerin
genel hali olan kesirli operatorlerin bulunmasini saglamistir. Kesirli tiirev ve integralin
Klasik tiirev ve integralden en 6nemli farki, problemin tiiriine gore en iyi ¢oziimiin elde
edilmesi adina birden ¢ok taniminin olmasidir. Fakat neredeyse hig pratik uygulamasinin
olmamasi sadece matematiksel islemler iceren soyut bir alan olarak kabul edilmesine
sebep olmustur. Yaklasik yarim asir 6nce paradigma piir matematiksel formiilasyonlardan
cesitli alanlardaki uygulamalara gegcmeye baslamis ve son 20 yilda kesirli operatorler
bilim, miihendislik ve matematigin hemen hemen her alanina girmistir. Literatiirde
tarihsel asamalarla birlikte konu {izerinde yapilan ilk ¢aligma Oldham ve Spainer’in 1974

yilinda yaymladig: kitap olmustur [46].

Tohumlar1 300 y1l 6nce ekilen kesirli tiirev kavrami ilk olarak L’ Hopital’in Leibnitz’e

gonderdigi mektupla ortaya atilmistir. Leibnitz bir ¢calismasinda y(x) fonksiyonunun n.

mertebeden tiirevi igin d"y/dx" gosterimini kullanmig, bu gosterimle ilgili olarak



L’Hopital’in Leibnitz’e n’nin bir tamsay1 olmamasi, ayrica N=1/2 olmasi durumuyla
ilgili bir soru yoneltmistir. Leibnitz 30.09.1695 tarihli bir mektupla “...Bir giin bu

2

paradokstan ¢ok faydali sonuglar ¢ikarilacak gibi goriiniiyor...” cevabini vermistir.

1819°da Lacroix, L’Hopital 1n sorusuna karsilik

d¥2x X
e
dx T

iddiasinda bulunmus ve y = x" kuvvet fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi i¢in

n d" m ! m-n +
ny:dx”(x):(mrin)!x . m=xn, (meZ")

formiiliinii vermistir.

Daha sonra faktoriyel sembolii yerine Gama fonksiyonunu kullanarak,

I'(m+1)
I'(m-n+1)

m-n

D, x" =

oldugunu ve dolayisiyla
I(

DY?x =—2)x% = Z\E
F(3/2) T

olarak hesaplamistir. Bu ilk teorik gelismelerle es zamanli olarak Kesirli Analizin
uygulamalar1 da yapilmaya baslanmistir. Abel 1832 yilinda fiziksel bir problemin integral
denklem ¢oziimii i¢in ilk kez ¢oziimiin yart tiirev olarak yazilabilen bir integral doniistimii

ile gergeklestirilebilecegini, yani

esitliginin sag tarafinin




kesirli tiirev yoluyla yazilabilecegini bulmustur. Bu ¢6ziim Liouville’nin ilgisini ¢ekmis
ve 1832-1837 yillart arasinda bu konuda kapsamli makaleler yazmistir. Ardindan
Liouville’nin galismalariyla birlikte, Kesirli Analizin gelistirilmesinde muhtemelen en
yararli ilerleme 1847 yilinda Riemann tarafindan olmustur. Glinimiizde de yaygin

kullanilan ve genellestirilmis bir¢ok hali bulunan kesirli integral,

(J;f)(x):ria) (x=t)" " f(t)dt (x>a, a>0)

R

sekliyle tanimlanmus ve literatiirde Riemann-Liouville kesirli integral olarak adlandirilir.
Sonrasinda Griinwald Letnikov (1868), Weyl (1917), Marchaud (1927), Hadamard
(1927), Erdelyi Kober (1940), Riezs (1952), Chen (1961) farkli tiirden kesirli tiirev ve
integral tanmimlar1 vermiglerdir [37, 64]. 1967 yilinda Caputo, Riemann-Liouville

yaklasiminin problemlerin fiziksel yorumlanmasinda yetersiz kaldigini belirterek

x  fU(t
‘D, f (x)= 1 I (M)H dt (n-l<a<n, neN)
I(n-a)’ (x-t)

kesirli tiirev tanimin1 vermistir [50]. Osler, artan ve pozitif fonksiyonlar1 kullanarak,
Riemann-Liouville Kkesirli integralinin genel bir hali olan @w— Riemann Liouville kesirli

integral tanimin1 1970 yilinda

|;;wf(x)zr(1a)

seklinde vermistir [36]. 2014 yilinda Khalil ve arkadaslari, bir kesirli diferansiyel

[0 () (o(x)-o() " f(t)d, x2a

a

denklemin ¢6ziimi i¢in mertebesi 0<a <1 araliginda uyumlu kesirli tiirev tanimini
yazmig, ¢arpim ve bolim kuralini ispatlamistir [35]. Limit formuyla klasik tiireve
benzerligi dikkat ¢ekmis ve bir sonraki yi1l Abdeljawad mertebesi 0 < a <1 araliginda sag
ve sol uyumlu kesirli integral tamimlarim vermis ve integralin mertebesini genisleterek

Nn<a<n+1 araliginda uyumlu kesirli integral tanimin

(ij)(t):% a:(t—x)”(x—a)ﬁflf (x)dx, t>a



seklinde vermistir [2]. « =n+1 durumunda da bu integrallerin Riemann Liouville kesirli
integrallerine indirgenebildigini gdstermistir. Ayni1 calismada kesirsel zincir kuralini,

kismi integrasyon, Gronwall esitsizligi ve kuvvet seri agilimini da vermistir.

Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda, Caputo’nun 1967 yilinda tanimladig kesirli tiirevin
cekirdek fonksiyonunun x=t durumundaki tekilligini kaldirmak ic¢in exponential
fonksiyonunu kullanmis ve yeni bir kesirli tiirev tanimi1 ortaya koymustur. 2017 yilinda

Abdeljawad ve Baleanu ise bu kesirli tiireve karsilik gelen Caputo Fabrizio kesirli

integralini

W5 (gl )

B(a)

seklinde elde etmistir [1, 14].

Khalil ve arkadaslarinin tanittigi uyumlu kesirli tiirev operatoriinde tiirevin mertebesi
sifira yaklasirken limiti fonksiyonun kendisini vermemektedir. Bu eksiklikten hareketle
2015’te Anderson ve Ulness oransal tiirevsel kontrol denetim yonteminden (PD)
faydalanarak yeni bir uyumlu kesirli tiirev gelistirmistir. 2017 yilinda Jarad ve arkadaslari

bu ¢alismalari kullanarak genellestirilmis oransal kesirli (GPF) integralini

GPF y a.p 1 t pj(t") a1
( Al f)(t)_par(a)". € (t_T) f(T)dT (t>a)

olarak vermistir [32].

Son yillarda ¢ogu arastirmacinin ilgi alanima giren Kkesirli operatorler, esitsizlikler
teorisiyle birlikte ele alinmis, lizerine makaleler, bildiriler, lisansiistii tez ¢alismalari
yapilmistir. Giiniimiizde de Akdemir, Sarikaya, Set, Ozdemir, Jarad, Farid, Abdeljawad,
Butt, Chen, Rashid, Noor gibi bazi matematikgiler yeni sonuglar sunarak konuya énemli

katkilarda bulunmaktadirlar.

Klasik integraller ve Riemann Liouville kesirli integralleri yardimiyla literatiirde mevcut
esitsizliklerle ilgili sayisiz makale ve tez calismasina rastlanmaktadir. Yapilan ispatlarla
elde edilen esitsizliklerin, son yillarda tanimlanan yeni kesirli integraller yardimiyla daha

genel halleri bulunabilecegi bizi bu konuyu ¢alismaya sevk etmistir.



Sunulan bu tezin giris boliimiinde, tarihsel asamalarla birlikte konvekslik, esitsizlik ve
kesirli integrallerle ilgili genel bilgiler verilmistir. Kuramsal temeller bashig: altindaki
ikinci boliimde, ilk olarak hem piir matematik, hem de konveslik kavramiyla ilgili temel
tanim, teorem ve kavramlara yer verilmistir. Daha sonra bazi konveks fonksiyon tiirleri
ve Hermite Hadamard, Ostrowski, Polya-Szeg6-Chebyshev esitsizlikleri hakkinda bilgi

sunulmus ve hesaplamarda bize yardimci olan esitsizlikler verilmistir.

Metaryal ve yontem olarak adlandirilan ii¢lincii boliimde Riemann Liouville, uyumlu,
@ — Riemann, Caputo-Fabrizio kesirli integralleri hakkinda genel bilgilere deginilmis,
daha 6nceki ¢alismalarda ispat edilmis olan ilgili esitsizliklere yer verilmistir. Sonrasinda

genellestirilmis oransal kesirli (GPF), yeni uyumlu kesirli integral ve y -Caputo kesirli

tiirevlerin tanim ve 6zellikleri verilmistir.

Dérdiincii béliim olan bulgular kismu alt1 alt béliimde incelenmistir. Ilk alt bdliimde
sirasiyla uyumlu kesirli integraller i¢eren bazi konveks fonksiyon tiirleri i¢in Hermite-
Hadamard tipli yeni integral esitsizlikler elde edilmistir. Sonrasinda, integrallenebilen
pozitif fonksiyonlar i¢cin Polya-Szegé tipli integral esitsizlikler ispatlanmis, olusturulan
bu esitsizliklerden faydalanarak Chebyshev tipli yeni kesirli integral esitsizlikler elde
edilmistir. Ikinci alt boliimde m-konveks fonksiyon icin w-Riemann Liouville kesirli
integraller igeren Hermite Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra, farkli
tirden konveks fonksiyonlarin g¢arpimi i¢in w-Riemann Liouville Kesirli integral
operatorlerinden yararlanarak Hermite Hadamard tipli esitsizlikler olusturulmustur.
Uciincii alt bélimde Genellestirilmis Oransal Kesirli (GPF) integraller iceren yeni
Ozdeslikler ispatlanmis, bu 6zdeslikler yardimiyla baz1 konveks fonksiyon gesitleri i¢in
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistitr. Dérdiincii alt boliimde ise Caputo-
Fabrizio kesirli integral operatorler yardimiyla 6zdeslikler elde edilip bazi konveks
fonksiyon cesitleri icin Ostrowski tipli esitsizlikler verilmistir. Besinci alt boliimde -
Caputo kesirli tiirev operatorler yardimiyla m-konveks fonksiyon i¢in Ostrowski tipli
esitsizlikler verilmistir. Altinci alt boliimde ise uyumlu kesirli integral operatorler
yardimiyla m -konveks fonksiyon igin Ostrowski tipli esitsizlikler verilmistir. Tiim alt
béliimlerde elde edilen esitsizlikler parametrelerin 6zel se¢imiyle literatiirde daha dnce

bilinen sonuglara indirgendigi gosterilmistir.



Besinci boliimde tezin kisa bir sonucu ve konu hakkinda arastirmacilara Oneriler

sunulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde ¢alismamiz kapsaminda gerekli olan tanim, teorem ve onemli bazi temel

ozelliklere yer verilecektir.

2.1. Genel Kavramlar

Tamm 2.1.1. (Konveks Kiime) L bir lineer uzay Ac L olsun. Eger X,y € A olmak {izere
B={zeL:z=0ox+(1-a)y, 0<a<lic4 (2.1.1)

ise A kiimesine konveks kiime denir [11].

Geometrik olarak B kiimesi uc noktalar1 X ve y olan dogru parcasidir. Oyleki, konveks

kiime bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden

kiimedir.

Tanim 2.1.2. (Konveks Fonksiyon) |, R ’de bir aralik ve f :1 — R bir fonksiyon olsun.

Her a,bel ve te[O,l] icin
f((1-t)a+tb)<(1-t)f (a)+tf (b) (2.1.2)

sart1 saglanirsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger a=b ve te (0,1) icin

fonksiyon

f((1-t)a+tb)<(1-t) f (a)+tf (b) (2.1.3)

sart1 saglaniyorsa bu fonksiyona da kesin konveks fonksiyon denir [20, 41, 44].



Yukarida verilen (2.1.2) esitsizligi geometrik olarak sunu ifade eder. a ve b noktalar

arasindaki X noktasi X = (1—t)a-+tb olarak yazilirsa, 1t :g ve t:g%: olur. By
durumda (2.1.2) esitsizligi
F(x)< 22X £ (a)+ X223 ¢ (b)
b-a b-a
f(b)-f(a
= (t))—a( )(x—a)+f(a)
halini alir. Bilindigi iizere y:W(x—aﬁf(a) denklemi, (a, f(a)) ile

(b, f (b)) noktalarmdan gegen dogru denklemidir. O halde (2.1.2) esitsizligi, f

fonksiyonunun x=a ve x=Db noktalar arasindaki grafiginin, (a, f (a)) ile (b, f (b))

noktalarini birlestiren dogru pargasinin altinda veya ona degiyor oldugunun ifadesidir. Bu

durum | araligindaki her a,b nokta ¢ifti i¢in saglanmalidir.

Tamim 2.1.3. AcR, f:A—R olsun. Her x, X, € A i¢in

i. X <X iken f(x)<f(x,)ise f ‘ye artan fonksiyon,

ii.  x <X, iken f(x)<f(x,)ise f ‘yeazalmayan fonksiyon,
iii.  x <x,iken f(x)> f(x,) ise f ye azalan fonksiyon,
()2 f(x)

iv. X <X, iken f(x )= f(x,) ise f ’ye artmayan fonksiyon

denir [20, 41].

Onerme 2.1.1. Konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki 6zellikler dogrudur.
i.  Konveks iki fonksiyonun toplami konvekstir ve eger fonksiyonlardan biri kesin
konveks ise toplami kesin konvekstir.
ii.  Konveks bir fonksiyonun skalerle ¢arpimi konvekstir.
iii.  Bir fonksiyon bir aralikta konveks ise araligin kisitlanmis bir alt araliginda da

konvekstir.



Iv. f:1 —>R konveks (kesin konveks) fonksiyon, g:R —R azalmayan (artan)
konveks bir fonksiyon ise (g ° f) bileske fonksiyonu konveks (kesin konveks)

fonksiyondur [44].

Tamm 2.1.4. f fonksiyonu Ac R kiimesinde tanimli bir fonksiyon olsun. Her X € A
igin |f (X)|£ M olacak sekilde bir M >0 sayis1 varsa f fonksiyonuna A kiimesinde

sinirl fonksiyon denir [12, 41].

Tanmim 2.1.5 Bos olmayan X R, f:X —R fonksiyonu ve ae X noktasi verilmis

olsun. Eger, Ve >0 ve Vxe X igin |[x—a|<d=|f(x)- f(a)|<e olacak sekilde & ve

a sayisina bagli bir § = d(¢,a) >0 sayisi varsa, f fonksiyonu X kiimesine gére a e X

noktasinda siireklidir denir [41].

Tamum 2.1.6. (Lipschitz Kosulu) f:X —R olsun. Her x,yeX gifti igin

[T (x)-f(y)|<K|x—y| olacak sekilde bir K >0 sabiti varsa, f fonksiyonuna

Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyon denir. K sayisina f ’nin bir Lipschitz sabiti denir

[12].

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks olsun. O halde f fonksiyonu,

i.  [a,b] kapali arahiginda Lipschitz kosulunu saglar,

ii. (a, b) araliginda siireklidir [61].

Tamm 2.1.7. f:(a,b)—> R bir fonksiyon olsun. t,x e(a,b) olmak iizere
f(t)-f
jim (V=1 (9) (2.1.4)
t—x t—X
sonlu limiti varsa, f’ye X noktasinda tiirevlenebilirdir denir. Bu limit degerine f

fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi ad1 verilir ve f'(x) (veya Df (x) ya da dfd_(x))
X

ile gosterilir.
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Bu durumda, f fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilir (veya tiirevli) ise

f(x)=tim = 1)

t—x t—X

yazilir. Ayrica t =X+h denilirse, t - Xx<h—0 olacagindan

vy F(x+h)=1(h)
f'(x)=lim n

yazilir. Diger taraftan

ve £ (x) = lim F D)= T (1)

h—0* h h—0~ h

sonlu limitlerine f ’nin sirasi ile sagdan ve soldan tiirevleri denir [41].

Teorem 2.1.2. | agik bir aralik ve f:l — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun | araliginda konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'’nin | araliginda

artan olmasidir [41, 61].

Teorem 2.1.3. |, R ’de agik bir aralik ve f : 1 — R ikinci mertebeden tiirevlenebilen bir

fonksiyon olsun. f fonksiyonunun | araliginda konveks olmasi igin gerek ve yeter sart

f "(x) >0 olmasidir [41, 61].

Tamm 2.1.8. (L, [a,b] Uzayi) p>1igin [a,b] araliginda tanimli

1
b Polp
I :D £ () dt}p <o (2.1.5)
kosulunu saglayan tiim reel degerli stirekli fonksiyonlarin uzayma Lebesque uzay1 veya

p. dereceden integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi denir ve L, [a, b] ile gosterilir [59].

p=1 durumunda L, [a,b] uzay:

Il =] [17 (0t <=

11



normunu saglayan fonksiyonlarin uzayidir.

Tamm 2.1.9. (Gama Fonksiyonu) x >0 i¢in

I'(x)= Iowtx’le"dt (2.1.6)
ile tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu denir [34].

Bu integral x > 0igin yakinsaktir. Pozitif x degerleri i¢in tanimlanan Gama fonksiyonu
0 ve negatif tamsayr disindaki degerler i¢in de tamimlanabilir. Her x>0 igin
X[ (x)=T(x+1) ozelligi yardimiyla, neZ" degeri i¢in T'(x+1) yerine T'(x+n)
kullanilirsa

I'(x+n)
X(x+1)(x+2)...(x+n-1)

I'(x)=

esitligi yazilabilir. —n <x<-n+1ise 0<x+n<1 olur ve I'(x+n) tanimhdir. Bdylece

gama fonksiyonu bu esitlikten —n < x < —n+1 araliginda tanimlidir.
Gama fonksiyonunun bazi 6nemli 6zelliklerini asagidaki sekilde siralayabiliriz;
i. T(n+l)=nC(n)=n! (neZ")

i r(ljm

2

i. [ ldax=r(p)r(1-p)-

0 1
01+x (O<p<l)

sin( pr)

v, 22”‘11“(n)1“(n+%)=\/;1“(2n) [34]

Tamm 2.1.10.  (Tamamlanmamis Gama Fonksiyon) Tamamlanmamis Gama

fonksiyonlari,

12



y(a,x):'[oxt“‘le“dt (Re(a)>0;x=0)

. (2.1.7)
1“(oz,x):.[X t“ e 'dt (xzo;x=0 icin Re(a)>0)
integralleri ile tanimlanir ve ayrica
y(a,x)+F(a,x):F(a) (Re(a)>0)
bagintisini saglar [25].
Tamm 2.1.11. (Beta Fonksiyonu) x>0, y >0 igin
B(x,y)=[ 7 (1-t) "ot (2.1.8)

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu denir [34].

Bu integral x>0 ve y>0 igin yakmsaktir. iki degiskenli fonksiyon olan Beta

fonksiyonu
B(x,y)= 2_|'0”/2(sin )" " (cos6)”" do
ve
- ux—l d
B(x,y)= u
( y) jo (1+u)x+y

bicimlerinde de ifade edilebilir. Beta fonksiyonunun asagidaki ozellikleri sagladigi

kolayca goriilebilir;

i B(x+1, y):?XyB(x, y) (x,y>0)

i. B(L y):%
iii. B(x,y)=B(y,x)

iv.  B(x y)=% (X,y>0)[34].

13



Tamm 2.1.12 (Tamamlanmamis Beta Fonksiyon) 0 < x <1 olmak tlizere tamamlanmamis

beta fonksiyonu
B, (v, i) = [t (1-t)" " d (2.1.9)
seklinde tanimlanir. Ayrica, B, ( U, v) ve B, (v, ,u) fonksiyonlar1 birlikte ele alindiginda

B, (14.v)+ By, (v )= [ " (1-1) " dt+ j 7 (1-t)" " dt
It”llt dt+.|'u”11 u) du
:Lv4a—0’dt
=B(v, 1)

sonucuna ulasilir. Bu esitlik, tamamlanmamig beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu

arasindaki iliskiyi verir [15, 16].

Tamm 2.1.13. (Hipergeometrik Fonksiyon) |Z| <1, a,beC ve ceC/Z, olmak iizere

hipergeometrik fonksiyon
a k

abcz :i

k=0

Serisi ile tanimlanir. Burada k =N i¢in (a) = a(a+1)(a+ 2)...(a+ n —1) olmak lizere

k

Pochhammer semboliidiir.

Hipergeometrik fonksiyonlarin Euler integral gosterimi

F.(ab;ciz)= L)bj:t“ (1-t)""(1-2t)"dt  (Rec>Rea>0)

r(b)(c—

seklinde tanimlanir [36].

2.2. Farkh Tiirden Bazi1 Konveks Fonksiyonlar

Bu boliimde, c¢alismamizda yararlanacagimiz bazi konveks fonksiyon c¢esitleri

tanitilacaktir.
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Tamm 2.2.1. (AG-Konveks Fonksiyon) |, R’de bir aralik ve f:I—>(O,oo) bir

fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu

i.  Her x,yel ve ae[0,1] igin,

fax+(1-a)y)< f(x) f(y) (2.2.1)

ii. logf konveks
sartlarindan birini saghiyorsa f fonksiyonuna AG —konveks fonksiyon veya log—

konveks fonksiyon denir [43].

log -konveks ve konvekslik arasindaki iligki asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.2.1. |, R ’de bir aralik olsun. Eger f :1 —(0,0) fonksiyonu log—konveks

ise konvekstir [43].

Tamm 2.2.2. (GA-Konveks Fonksiyon) f :1 c R*™ — R fonksiyonu verilsin. Her X,y €|

ve a €[0,1] i¢in
f(x“yl“”)Saf(x)+(1—a)f(y) (2.2.2)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna GA—konveks fonksiyon denir [43].

Konvekslik ve GA—konvekslik arasinda su sekilde bir iligski vardir. Eger f fonksiyonu

| araliginda azalan ve GA— konveks ise

f(ax+(1-a)y)< f(xy™)<af (x)+(1-a)f(y) (2.2.3)
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olur. Dolayisiyla f fonksiyonu | ’da konvekstir. Eger f fonksiyonu | araliginda artan

ve konveks ise

f (x“yl‘“)s flax+(1-a)y)<af (x)+(1-a)f(y) (2.2.4)
dir. Boylece f fonksiyonu | ’da GA—konvekstir.

Tamm 2.2.3. (GG-Konveks Fonksiyon) f:lcR"™—R" fonksiyonu verilsin. Her

x,yel ve a€[0] igin

f(xy=) <[ F(O)][f (y)]lﬁa (2.2.5)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna GG —konveks fonksiyon denir [43].

Her GG -—konveks fonksiyon ayni zamanda GA-konveks fonksiyondur. Bu

gerektirmeyi literatiirde iyi bilinen AM-GM esitsizligi kullanilarak

F(xey ) <[F )T ()] " <af (x)+(1-a) £ () (2.2.6)

kolayca goriilebilir. Fakat bu gerektirmenin tersi genelde dogru degildir.

Ornek: (0,00) araliginda f(x)=log(1+x) fonksiyonu GA-konvekstir fakat GG —
konveks degildir [8].

Tamm 2.2.4. (Quasi-Konveks Fonksiyon): f :1 — R bir fonksiyon olsun. Her x,y el

ve @ 6[0,1] icin

f (ax+(1—a)y) < max{f(x),f(y)} (2.2.7)

kosulunu saglayan f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir [24].
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Eger f, AG -konveks ise (2.2.6)’dan

flax+(l-a)y)<[ T ()] [T (0)]"
<af(x)+(1-a)f(y)
<max{f(x), f (y)}

yazilir. Boylece her
AG -konveks fonksiyon = Konveks fonksiyon = Quasi-konveks fonksiyon

olur.

Tamm 2.2.5. (m-Konveks Fonksiyon) f:[0,b] >R, b>0 olsun. Her x,ye[0,b],

6[0,1] ve ae[O,l] icin

f (ax+m(1—a)y) <af (t)+m(l-a)f(y) (2.2.8)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna m —konveks fonksiyon denir [23].

m =1 durumunda m—konveks fonksiyon, konveks fonksiyona indirgenir.

Tanmm 2.2.6. (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) f :1 c R™ - R ve 0<s <1 olsun.

Her u,v>0 ve o° + f° =1 olacak sekilde «, >0 iken

f(ou+pv)<a®f(u)+pf(v) (2.2.9)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir

[23].

Tamm 2.2.7. (Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) f:1 c R* >R ve 0<s<1 olsun.

Her u,v>0 ve a+ f =1 olacak sekilde a, >0 iken

f(ou+pv)<a®f(u)+pf(v) (2.2.10)
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esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s—konveks fonksiyon denir

[23].

Birinci ve ikinci anlamda s — konveks fonksiyon s =1 durumunda konveks fonksiyona

indirgenir.

Tamm 2.2.8. (m-Geometrik Konveks Fonksiyon) f, [0,b] araliginda pozitif bir

fonksiyon, me(0,1] ve t€[0,1] olsun. X,y €[0,b] olmak iizere

F(xy™ ) <[] TEwn ™ (2.2.11)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna m—geometrik konveks fonksiyon denir [62].

m=1 durumunda m-—geometrik konveks fonksiyon, GG -konveks fonksiyona

indirgenir.

Tanim 2.2.9. (s-Geometrik Konveks Fonksiyon) f :1 ¢ R* —R" bir fonksiyon, s e (0,1]

ve te[0,1] olsun. x,y el olmak iizere

f(xy®)<[ £ ()] [f ()] (2.2.12)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna s—geometrik konveks fonksiyon denir [65].

s =1 durumunda s— geometrik konveks fonksiyon, GG -konveks fonksiyona indirgenir.

2.3. Baz1 Onemli Esitsizlikler

Bu bolimde c¢alismamizda yararlanacagimiz, literatiirde yer alan bazi Onemli

esitsizliklere ve islemlerde kullanilan yardimci esitsizliklere yer verilmistir.
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Teorem 2.3.1. (Hermite Hadamard Esitsizligi) 1, R’de bir aralik, a,bel ve a<b

olmak iizere f :1 — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda
a+b 1 b f (a)+ f (b)
fl—|<—| f <—2t 2 2.3.1
( 2 ] b—aJ‘a (x)dx 2 ( )

esitsizligi saglanir [23].

Konveks fonksiyonlar teorisinde 6nemli rol oynayan ve tarihsel siire¢ler sonucunda
giiniimiizde daha ¢ok Hermite Hadamard esitsizligi olarak belirtilen esitsizlik, Hadamard
esitsizligi olarak literatiire girmistir. Oncelikle bu esitsizlik 1881 yilinda C. Hermite
tarafindan ileri siiriilmiis ve bir mektup olarak “Mathesis” dergisine gonderilmistir. 1883
yilinda, C. Hermite’nin gonderdigi mektuptan bir alint1 bu dergide yayinlanmis ancak C.
Hermite’e ait oldugu uzun siire hicbir yerde deginilmemistir. Kompleks fonksiyonlar
teorisi ve tarihgesi konusunda Onde gelen arastimacilardan E. F. Beckenbach 1948
yilinda, J. Hadamard’in bu esitsizligi 1893 yilinda C. Hermite’in mektubundan habersiz
olarak ispatladigini yazmis ve daha sonra literatiirde siklikla Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak adlandirilmastir.

Teorem 2.3.2. (Ostrowski Esitsizligi)  f:[a,b] >R, (a,b) agk araliginda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger her t € (a,b) igin |f (t)| <M ise

(2.3.2)

1
esitsizligi her x [a,b]i¢in saglanir. 2 sabiti elde edilebilecek en kiigiik sabittir [21].

A. M. Ostrowski’nin 1938 yilinda ele aldig1 bu esitsizlik, kapali aralikta siirekli bir f

fonksiyonun integral ortalamasiyla fonksiyonun kendisi arasindaki sapmay1
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gostermektedir. [a,b] c R araliginda tanimlanmis bir f fonksiyonu siirekli ise, f 'nin

b
j f (x)dx integral ortalamasindan sapma, f

x e[a,b] noktasindaki degeri ile n 1

fonksiyonunun maksimum ve minimum degerleri arasindaki fark ile tahmin edilebilir.

Ayrica, f fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir ve fonksiyonun tiirevi bu
aralikta smirl ise (|f (X)| <M ), fonksiyonun aldigi maksimum ve minimum deger

arasindaki fark M (b—a)’y1 asmaz, ancak bu degere ulasabilir. Bununla birlikte f (x)

I M(b-a), .
’in integral ortalamasindan mutlak sapmasi % ’yi gegmez. Eger X araligin orta

: : a+b . M(b-a) .
noktasi ise yani X = % ise mutlak sapma % ile sinirhdir.

Teorem 2.3.3. (Chebyshev Esitsizligi) f,g:[a,b]—>R birlikte artan (veya azalan)

integrallenebilir iki fonksiyon olsun. Ayrica p:[a,b]— R* integrallenebilir fonksiyon

olmak tizere
J.: p(x)dx_[ab p(x)f (x)g(x)dx ZJ.: p(x) f (x)dxj: p(x)g(x)dx (2.3.3)

esitsizligi saglanir. Eger f veg fonksiyonlarindan biri artmayan ve digeri azalmayan

birer fonksiyon ise esitsizlik yon degistirir [39].

Chebyshev 1882 yilinda (2.3.3) esitsizligini ispatlamis ve ayrica esitsizligin 6zel

durumlarim

J‘bf(x)g(x)dxzé:f(x)dx.[:g(x)dx (p(x)=1)

ve

J-: f (X)Q(X)dXZJ: f (x)dxjolg(x)dx (p(x)=1 a=1b=0)
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seklinde vermistir [39].

Yukarida verilen esitsizlikten hareketle, iki fonksiyonun ¢arpiminin integral ortalamasi

ile bu fonksiyonlarin integral ortalamalarinin ¢arpiminin farki T ( f, g) ile gosterilirse

1

T(ta) = o [l e o1 foax [ 2 [

esitligi ile tamimlanir. Belirtilen bu esitlik Chebyshev fonksiyoneli veya Chebyshev farki

olarak adlandirilir.

G. Polya ve G. Szegd’niin, 1925 yilinda ispatlamis olduklari esitsizlik asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.4. (Polya-Szego Esitsizligi) f,g, [a,b] arahfinda integrallenebilir iki

fonksiyon, her x €[a,b]
0O<ms<f(x)<M<w, 0<n<g(x)<N<ow

kosullarini saglayan m,M,n,N € R igin

I(Ib dxj g% ( \/W M J (2.3.4)

f(x)g(x

esitsizligi saglanir [22].

S.S. Dragomir ve Diamond 2003 yilinda Chebyshev ve Polya-Szegé esitsizliklerini

kullanarak Chebyshev-Polya-Szego esitsizligini asagidaki teoremde vermislerdir.

Teorem 2.3.5. (Chebyshev-Polya-Szegd Esitsizligi) f,g:[a,b]— R" integrallenebilen

iki fonksiyon ve her x €[a,b], m,M,n,N € Rigin
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O<m<f(x)SM<w ve 0<n<g(x)<N<oo

kosullar1 saglansin. Bu durumda

(M —m)(N - n) J-
4/mnMN (b a) e

T(f.9)<

dxj dx (2.3.5)

esitsizligi saglanir [22].

Teorem 2.3.6. (Cauchy-Schwarz Integral Esitsizligi) f ve g, [a,b] aralifinda siirekli iki

fonksiyon olsun. Bu durumda

(Jb f(t)g (t)dt)z S(Ib i (t)dt)(ﬁgz(t)dt) (2.3.6)
esitsizligi saglanir [39].

ScR? f:S—R ve g:S — R siirekli iki fonksiyon olmak iizere

A= H (x,y)dxdy, B:IISf(x, y)g(x,y)dxdy, Cz”sgz(x, y) dxdy

integralleri i¢in |B| <JAJC saglaniyorsa bu durumda cift katli integraller igin Cauchy-

Schwarz esitsizligi gegerlidir [60].

Teorem 2.3.7. (Genel Cauchy Eysitsizligi) o, f pozitif reel sayilar ve a+ £ =1 olsun.

Her X,y € R" i¢in

ax+ fy > x“y” (2.3.7)

esitsizligi saglanir [42].

Teorem 2.3.8. (AM-GM Esitsizligi) Eger X, >0, o; >0 ve ) o, =1 ise bu durumda

i=0
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Uy By O
XX, X S oy + o,X, ot ag X, (2.3.8)

esitsizligi saglanir [52].

Teorem 2.3.8. (Ucgen Esitsizligi) Herhangi X,y reel sayilar1 igin

[+ yl<[x+]y],
X1yl =[x~yl, (2.3.9)
[XI=Iv][<x+y1.
ve genel olarak
X+ X ot X [ S [ (2.3.10)

esitsizlikleri saglanir [39].

Teorem 2.3.9. (Uceen Esitsizliginin Integral Versivonu) T, [a,b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

J:f(x)dx SJ:

f (x)|dx (2.3.11)

esitsizligi gecerlidir [39].

Teorem 2.3.10. (Integraller icin Hélder Egitsizligi) p,q>1 ve 1+1 =1 olsun. Eger f,
P qQ

|f]°, g ve |g|' [a,b] araliginda tamimh ve integrallenebilen fonksiyonlar ise
b b 2 b 2
I (g (e 11 (0 ex)* (7o (0 ax) 2312)
esitsizligi saglanir [39].

Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi asagida verilmistir.
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Sonu¢ 2.3.1. (Power Mean Esitsizligi) q>1 olmak iizere f, g, ‘f‘ ve |g|q [a,b]

araliginda tanimli ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

1

1
b b =5 ¢b a. \a
1 (g (o= [71F o) (16 (o (0" ex (2.3.13)
esitsizligi gecerlidir [39].
Lemma 2.3.1. Eger O0<p<1<u ve O<a, <1 ise
o <p? ve u <upfs (2.3.14)
esitsizlikleri gecerlidir [9].
Lemma 2.3.2. f :[u,&]—> R konveks fonksiyonu ”ZC’E noktasina gore simetrik olsun.
O halde,
f(”fjg f(x), re[unc] (2.3.15)

esitsizligi gecerlidir [27].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Caligmanin bu boliimiinde ana sonuglarimizi yakindan ilgilendiren Riemann-Liuville, o
-Riemann Liouville, genellestirilmis oransal, Caputo-Fabrizio, uyumlu, yeni uyumlu

kesirli integral ve y -Caputo kesirli tiirev operatorleri tanitilmistir. Daha sonra Riemann-

Liuville, uyumlu, w-Riemann Liouville, Caputo-Fabrizio integral operatorleri

yardimiyla elde edilen baz esitsizlikler verilmistir.

3.1. Riemann-Liouville Kesirli Integral Operatérler icin Esitsizlikler

Tamm3.1.1. a<x<b ve f e L[a,b] olsun. o >0 ve [a], o.’nin tam degeri olmak lizere

sirastyla a. mertebeden sol ve sag Riemann Liouville kesirli tiirev operatorleri

kY

n-a-1

f (t)dt (n=[a]+1 x>a) (3.1.1)

"Dy f(x)=

ve

DL ()= o

(t=x)  f(t)dt (n=[a]+1 b>x) (31.2)

seklinde tanimlanir [53].

Riemann Liouville kesirli tiirev operatorlerine karsilik gelen a. mertebeden sol ve sag

kesirli integral operatorler

(J;f)(x)zria)f(x-t)“‘lf(t)dt x>a (3.13)
ve
1 ¢ a-1
(Jg’_f)(x):mj-(t—x) f(t)dt  x<b (3.1.4)
seklindedir [53].
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Riemann Liouville kesirli integraller =1 durumunda klasik integrale indirgenir ve

ayrica a=0 durumunda J;, =J; = f (x) dir.

a+

Teorem 3.1.1. Her xe[a,b] ve fe L, (a,b),(1< p <o)olmak iizere, eger o, >0

o.+ B >1 i¢in Riemann-Liouville kesirli integraller
(3232 8) ()= (357 F)(x) ve (I2ILF)(x)=(357F)(x) (3.1.5)

esitliklerini saglar [53].

2012 yilinda s-konveks fonksiyon i¢in Riemann Liouville kesirli integral operatorlerini

iceren Ostrowski tipli esitsizlikler Set [55], tarafindan elde edilmistir.

Lemma 3.1.1. a<b olmak iizere f:[a,b] >R , (a,b) araliginda diferansiyellenebilen

bir fonksiyon olsun. Eger f '€ L[a,b], X e [a,b] ve o >0 ise

((x—a)a +(b—x)aJ f (X)_M[J: f(a)+Jef (b)}

b‘la (b-a) 1 (3.1.6)
= %ﬁt“ f'(tx+(1-t)a)dt —%ﬂt“ f'(tx+(1-t)b)dt

esitligi saglanir [55].

Teorem 3.1.2. a<b olmak iizere f:[a,b]c[0,0)>R , (ab) araliginda

diferansiyellenebilen, se(0,1] i¢in |f| [a,b] arahiginda s-konveks bir fonksiyon ve

f'eL[a,b] olsun. Eger x[a,b] igin |f'(x)|<M ve a>0 ise, bu durumda
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(b-a)
.M £1+F(“l)r(ﬁl)){(x—a)“”+(b_x)a+l}

F(a+s+1) a+s+1

((X—a)a _l_(b_x)aJ f (X)_F(a+1)[J: I (a)+‘J:+ f (b)]

(3.1.7)

esitsizligi saglanir [55].

Teorem 3.1.3. a<b ve f:[a,b]c[0,0) >R , (a,b) aralizinda diferansiyellenebilen,
s€(0,1] igin | f |, [a,b] araliginda s -konveks bir fonksiyon ve f'e L[a,b]olsun. Eger

x e [a,b] igin |f'(x)|<M ve a>0 ise, bu durumda

(3.1.8)

M ( le:{(x—a)“zir(b—x)“”}

(l+ poc)?
1 1

esitsizligi saglanir. Burada p,q>1, —+ = =1"dir [55].

P q
Teorem 3.1.4. a<b ve f :[a,b]c[O,oo)—>R , (a,b) araliginda diferansiyellenebilen,
Se(O,l] icin g>1 olmak {lizere |f '|q, [a,b] araliginda s-konveks bir fonksiyon ve

f'e L[a,b]olsun. Eger X € [a,b] icin |f (X)| <M ve a>0 ise, bu durumda

b- (b-a)

AETEETR"
SM[l+a] [a+s+1 (319
( F(a+1)1“(s+1)];_(x—a)a+1+(b—x)a+l}
x| 1+

F(a+s+l) b-a
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esitsizligi saglanir [55].

2013 yilinda Sarikaya ve arkadaslar1 [54], Riemann Liouville kesirli integral operatorleri
yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki Hermite Hadamard tipli esitsizlikleri elde

etmislerdir.

Teorem 3.15. f:[a,b]—>R bir fonksiyon, a<b ve fel[ab] olsun. Eger f

fonksiyonu [a,b] araliginda konveks, a >0 olmak iizere

f (a;bj < 2F(i)a—+a1))“ (32 (b)+37 f ()] SM (3.1.10)

esitsizligi saglanir [54].

Teorem 3.1.6. f:[a,b]> R, (ab) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

fe L[a,b] olsun. Eger |f '|, [a,b] araliginda konveks, a >0 olmak iizere

f(a)+f(b) T(a+])
2 2(b-a)’

[Jf(b)+32f(a)]
<7 I @ )

(3.1.11)

esitsizligi saglanir [54].

2014 yilinda Chen [17], iki konveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in Riemann Liouville kesirli

integral operatorleri iceren Hermite Hadamard tipli esitsizlikler elde etmistir.

Teorem 3.1.7. f ve g reel degerli, negatif olmayan [a,b] araliginda konveks

fonksiyonlar olsun. Bu durumda a € R* ise
y
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F(a+1)
2(b-a)"

s(ajz_aiﬂ+§jM(a,b>+mN<a,b>

[3:1(b)g(b)+3; f(2)g(a)]

esitsizligi gecerlidir. Burada

(3.1.12)

M(a,b)=f(a)g(a)+f(b)g(b) ve N(ab)=f(a)g(b)+f(b)g(a) (3.1.13)

seklindedir [17].

Teorem 3.1.8. f ve g reel degerli, negatif olmayan [a,b] araliginda konveks

fonksiyonlar olsun. Bu durumda a e R" ise

(23

F(a+1)

(3.1.14)

o T B90) 3 @)
o o o 1
+M (a,b)—(a+1)(a+2)+ N (a,b)(m—a—ﬂ+§j

esitsizligi gegerlidir. Burada M (a, b) ve N (a, b) (3.1.13)’de verildigi gibidir [17].

2016 yilinda Farid ve arkadaslar1 [29], m-konveks fonksiyonlar i¢in Riemann Liouville

kesirli integral operatorler igeren Hermite Hadamard tipli esitsizlik elde etmistir.

Teorem 3.1.9. f :[O,oo)—>R pozitif, integrallenebilen bir fonksiyon

olsun. me(0,1],

0<a<mb ve f fonksiyonu [0,oo) araliginda m-konveks, a >0 ise bu durumda
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f (a+2mb] < TlexD) {J; f (mb)+m=13" f (Eﬂ

m

Sz @1 ()5 o]

esitsizligi saglanir [29].

(3.1.15)

2016 yilinda Chen ve Wu [18], farkli tiirden konveks fonksiyonlarin ¢arpimi igin
Riemann Liouville kesirli integral operatorler igeren Hermite Hadamard tipli esitsizlikler

elde etmistir.

Teorem 3.1.10. a,be[0,0), a<b olmak iizere f,g:[a,b]—>R iki fonksiyon ve

f,g,fgelL[a,b] olsun. Eger [ab] araliginda f fonksiyonu negatif olmayan ve

konveks, g fonksiyonu da s (0,1] i¢in s-konveks fonksiyon olmak iizere o >0 ise

a1 ()a0) 35 1 (2)9(2)]

b-a)’

[ — B(a,s+z)jM(a,b) o116

o

—~

IN

1
(a+s)(0c+s+1

+(B(a+l,s+l)+

esitsizligi gegerlidir. Burada M (a,b) ve N(a,b) (3.1.13)’de verildigi gibidir [18].

Teorem 3.1.11. a,be[0,%), a<b olmak iizere f,g:[a,b]—>R iki fonksiyon ve

f,g,fgelL[a,b] olsun. Eger [a,b] araliginda f fonksiyonu negatif olmayan ve

konveks, g fonksiyonu da s e(0,1] igin s-konveks olmak iizere o >0 ise
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2 f (a;bjg(a;bj< F(a+l) (321 (b)g(b)+J; f(a)g(a)]

~2(b-a)’

+%M (a,b)(B(a+l,s+1)+ (a+s)(i+s+1)) (3.1.17)

+%N(a,b)(8(a,s+1)+;J

(oc+s+1)

esitsizligi gegerlidir. Burada M (a,b) ve N(a,b) (3.1.13)’de verildigi gibidir [18].

Teorem 3.1.12. a,be[0,0), a<b olmak iizere f,g:[a,b]—>R iki fonksiyon ve

f,g,fgeL[a,b] olsun. Eger [a,b] arahfinda, s,,s,<(0,1] icin f fonksiyonu s,-

konveks, g fonksiyonu s,-konveks olmak tizere o >0 ise

(kf_((;)) [ 1 (B)a(b)+ 37 (a)a(a)]

A

1
<| ——+B(a, 1) (M (a,b 3.1.18
[a+sl+sz+ (a s +Ss, + )j (a ) ( )

+(B(a+sl,s2 +1)+B(a+s2,s1+l))N(a,b)

esitsizligi gegerlidir. Burada M (a, b) ve N (a,b) (3.1.13) esitliklerinde verildigi gibidir
[18].

2016 yilinda Ntouyas ve arkadaslar1 [45], Riemann-Liouville Kesirli integral operatorler
igeren, integrallenebilen pozitif fonksiyonlar i¢in Polya-Szegd tipli esitsizlikler elde
etmislerdir. Daha sonra elde edilen bu esitsizlikler yardimiyla Chebyshev tipli integral

esitsizlikler vermislerdir.

Lemma 3.1.2. f ve g, [0,0) arahifinda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon ve o >0

olsun. v, v,, @, @, integrallenebilen pozitif fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar arasindaki

iliski,
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0<p (7)< f(7)<p,(7)
O0<y,(7)<g(r)<w,(7) (TE[O’t]’ t>0) (3.1.19)

seklinde ise, bu durumda
J(fi (Wl‘//zfz)(t)‘]gi (¢1¢292)(t) <1
(3¢ ((pwr + o) T0) (1)) 4

(3.1.20)

esitsizligi saglanir [45].

Lemma 3.1.3. f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon a, f >0

ve v, V,, @,o, (3.1.19) kosullarmni saglayan, integrallenebilen pozitif fonksiyonlar

olsun. Bu takdirde

I (40) (03¢ (ww) O35 (F°)() 37 (0°) () _1 (3.1.21)
(J( £)(£)32 (19)(1)+ 3% (0,1)(1) I (r0) (1) 4

esitsizligi saglanir [45].

Lemma 3.1.4. f ve g, [0,%) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon ve

a, >0 olsun. Eger v,, V,, @, ®, (3.1.19) kosullarin1 saglayan integrallenebilen pozitif

fonksiyonlar ise, bu durumda

32 (£2)(6)37 (92)(t) < 97 (ﬂJ(t)Jg (%—fgj(t) (3.1.22)

L 41 %
esitsizligi saglanir [45].

Teorem 3.1.13. f ve g, [0,») araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon ve

a, >0 olsun. Eger v, V,, @, ®, (3.1.19) kosullarin1 saglayan integrallenebilen pozitif

fonksiyonlar ise, bu durumda
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t ",
Farn s DO+ 55 % ()0
=35 (1)(©)37(9)(1) =35 (9) ()37 (F)(v) (3.1.23)

<|G,(f.0,0,)(t)+G,(f.0.0,) (V)

)
(t)+G, (gwaw) (1)

X‘Gl(gil//l7l//2)

esitsizligi saglanir. Burada

£ ><(J(‘)z ((v+w)u)(t))
Ar(p+1) g (w)(t)

G, (u,v,w)(t) =

ve

£ X( 2 ((v+w)u)(t) ) . .
4F(0{+1) Jﬂ( )(t) o*( )(t)‘lo*( )(t)

G, (u,v,w)(t) =

seklindedir [45].

Teorem 3.1.14. f ve ¢, [0,oo) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon,

a, >0 olsun. Eger v,, V,, @,®, (3.1.19) kosullarin1 saglayan integrallenebilen pozitif

fonksiyonlar ise, bu durumda

r(;a+1)‘]g*(fg)(t)_‘]g(f)(t)%(g)(t) (3.1.24)

< |G( f '¢1!¢2)(t)G (gaW1’V/2)(t)|l/2

esitsizligi saglanir. Burada

G(u,v,w)(t)=

seklindedir [45].
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2019 yilinda Farid [26], farkli mertebeden Riemann Liouville kesirli integral operatorleri

yardimiyla Hermite Hadamard esitsizliginin sag tarafi i¢in yeni sonuglar elde etmistir.

Teorem 3.1.15. f:1 <[0,0) > R pozitif konveks bir fonksiyon, a,bel, a<b ve

a, § >1 olsun. Bu sartlar altinda Riemann Liouville kesirli integralleri i¢in

T(a)J2 f(x)+T(B)JL f(x)
_(x-a) f(a)+(b-x)"f(b) (X){(X—a)a+(b—x)1 (3.1.25)

2 2

esitsizlikleri saglanir [26].

Teorem 3.1.16. f:I c[O,oo)—> R diferansiyellenebilen ve |f | konveks bir fonksiyon

olsun. Eger a,bel, a<b ve a,8>0 ise bu durumda Riemann Liouville kesirli

integralleri i¢in

P(a+ )2 £ ()+T (D)L f (x)=((x=a)" £ (@) + (=) £ ()
(=) ([ @)+ () + (0 —x)™ ([ (B)] +[ ()]

2

(3.1.26)

<

esitsizlikleri saglanir [26].

3.2. Uyumlu Kesirli Integral Operatérler icin Esitsizlikler

Klasik tiireve uyumuyla dikkat ¢ceken ve klasik tiirevin dogal genisletilmesi olarak
goriilen uyumlu kesirli tiirev operatorii 2014 yilinda Khalil ve arkadaslar1 [35] tarafindan
tanmitilmistir. Bu baslik altinda uyumlu kesirli integral operatoriiniin tanim, 6zellikleri ve

esitsizliklere uygulamasiyla ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Tamm 3.2.1. f:[0,00) — R bir fonksiyon, t>0 ve ae(0,1) olsun. f fonksiyonunun

o.. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi
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f(t+et™)-f(t)

£—0 E

(3.2.1)

olarak tanimlanir [35].

a>0 olmak iizere f fonksiyonu (0,a) aralifinda «. mertebeden uyumlu kesirli

tiirevlenebilir ve limT, (f)(t) limiti varsa
t—0"

T,(f)(0)=1imT, (f)(t)

t>0" ¢

esitligi yazilabilir .

Teorem 3.2.1. f veg fonksiyonlari, ae(O,l] icin t>0 noktasinda a. mertebeden

uyumlu kesirli tiirevlenebilir olsun. O halde

i. VabeR i¢in T, (af +bg)=aT,(f)+bT,(g)

ii. VpeRiginT,(t°)=pt"*

iii. Tim f(t)=A bigimindeki sabit fonksiyonlar i¢in T,(1)=0
iv. T,(fg)="fT,(g)+gT,(f)

_9T.(f)-fT.(9)

v. T,(f/9) -
. e - 1o Of
vi.  f, a.mertebeden uyumlu kesirli tiirevlenebilirse T, ()=t E(t)
seklindedir [35].

Tamm 3.2.2. f :[a,0)— R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun 0<a<1 igin a.

mertebeden sol tarafli kesirli tiirevi

ety g 10

e—0 e

(3.2.2)
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olarak tammlanir. Eger (a,b) araliginda (Taa f )(t) mevcutsa (Taa f )(a) = lim (Taa f )(t)

t—oat

olur [2].

Tamm 3.2.3. f :(—o,b]—> R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun 0<a <1 i¢in a.

mertebeden sag tarafli uyumlu kesirli tlirevi

(°T, f)(t) =—lim fereo-0)-700)

e—0 &

(3.2.3)

olarak  tanimlamr.  Eger (a,b) araliginda ( °T f ) (1) mevcutsa

(bTaf)(b):Iim(bTaf)(t) olur. Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise

t—b”

T2(£)(t)=(t-a)™ £(t) ve T, (f)(t)=—(b—1)™ £'(t) dir [2].

Tamm 3.2.4. 0<a <1 olmak lizere sirasiyla a. mertebeden sol ve sag uyumlu kesirli

integrali

(126)(®) = £ (x)d, (x.a) =] (x—a)"*f (x)dx (3.2.4)

(L E) ) =] (x)d, (b.x) =] (b—x)""F (x)dx (3.2.5)

olarak tanimlanir [2].

Tamm 3.2.5. a,beR, a<b ve fel(ab) olsun. n=0,12,... i¢in ae(nn+1],

S =a—n olmak iizere, « > 0 i¢in a. mertebeden sol uyumlu kesirli integral

(|;f)(t):% (t-x)" (x-a) " (), t>a (3.2.6)

ve a. mertebeden sag uyumlu kesirli integral ise
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1

(blaf)(t):mftb(x—t)"(b—x)ﬁ_lf (x)dx, t<b (3.2.7)

bi¢iminde tanimlanir [2].

Eger oa=n+1 almwrsa bu takdirde p=a-n=n+l-n=1 olur. Boylece
(IZ f )(t) =(J;‘+ f )(t) ve (bla f )(t) =(Jb“, f )(t)oldugu goriiliir. Sonug olarak sag ve sol

uyumlu kesirli integraller, sirasiyla sag ve sol Riemann-Liouville kesirli integrallere

indirgenir.

2016 yilinda Yalgin [63], yiiksek lisans tezinde uyumlu kesirli integraller i¢in asagidaki

sonuclari vermistir.

Lemma 3.2.1. f:[a,b] >R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'elL[a,b]olsun. Her xe[a,b] ve ae(n,n+1], n=0,12,... igin

a+l
(x-a) Dl B(n+La-n) ,(1+tx+1—tajdt

ni(b-a)|-° 2 2 2
_r Bt(n+1,oc—n)f ,(1—tx+1+taJdt}

0 2 2 2

a+1

_(b-x) J-lBt(n+1,(x—n) ‘ ,(1+tx+1—tbjdt

ni(b—a)| 2 2 2

5 (1 (3.2.8)

+J-01 t(n+2,oz—n)f '[1;tx+1;tbjdt}

_F(“_”)(x—a)ax( (X)if(a)) 2" [Xlaf(x+aj+|:f[x+aﬂ

T (a+1) (b-a)  b-a 2

f
b
e == EAIC S REIC )

esitligi gegerlidir. Burada B, (a,b), tamamlanmamus beta fonksiyonudur [63].

+
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Teorem 3.2.2. f:[a,b] >R, a<b olmak iizere (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. Eger |f | fonksiyonu [a,b] araliginda konveks fonksiyon ve

|f | <K ise bu takdirde « e(n,n+1] icin

F(a—n)(x—a)a x(f (X

S [
| +
Q —
~—~
QD
~
N—
B
IS
1
>
—
—
7\
>
N |+
QD
N—
S e
—_
7~ N\
x
+
QD
N—
|

I'(a+1) (
+F(al:(no?ib1)_x)“ (f (E<b)f ;)(b)) _b2_“a [xlaf ( X;bj+ 1of (X_”’ﬂ‘ (3.2.9)

F(a—n+1)

<K (b_a)r(a+1)[(x_a)“*l+(b_x)ﬂ

esitsizligi gecerlidir [63].

2018 yilinda Set ve arkadaglar1 [57], uyumlu kesirli integral operatérler yardimiyla

Hermite Hadamard tipli esitsizlikler elde etmistir.

Teorem 3.2.3. 0<a<b olmak iizere f :[a,b] >R bir fonksiyon ve f eL[a,b] olsun.

Eger f fonksiyonu [a,b] arahifinda konveks ve ae(n,n+1] ise uyumlu kesirli

integraller i¢in

f[“bjg [(a+1) [(|§f)(b)+(blaf)(a)}éw (3.2.10)

2 2(b—a)ar(0c—n) 2
esitsizligi saglanir [57].

Rashid ve arkadaslar1 [51], geometrik konveks fonksiyonlar igin uyumlu Kkesirli integral

operatorleri yardimiyla Hermite Hadamard tipli esitsizlikler elde etmistir.
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Lemma 3.22. f:lcR, >R, lcl {izerinde a. mertebeden uyumlu Kesirli
tiirevlenebilen bir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'eL, [a,b] olsun. Eger « e(O,l] ve

D, (f)elL,[a,b] ise, bu durumda

b*f (b)-a"f (a)~a]_ f(x).x

Inb Ina[ [ %t 12j ( % ?jdt (3.2.11)
2
+I:[blza;tj D, ( f )(blzalthdt}

esitligi gecerlidir [51].

Teorem 3.24. f:lcR, >R, lc| izerinde a. mertebeden uyumlu Kkesirli

tiirevlenebilen bir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'eL,[a,b] olsun. Eger a € (0,1] ve |f |

geometrik konveks ise, bu durumda

b*f (b)— j f(x)d,x
1

< In b;ln a|:i((aa+l f r(a)‘)E 1(ba+1

@) o)

f '(b)\)éﬂ (3.2.12)

esitsizligi saglanir [51].

0
Teorem 3.25. f:lcR, >R, Icl iizerinde a. mertebeden uyumlu Kesirli

tiirevlenebilen bir fonksiyon, a,be |, a<b ve f'eL, [a,b] olsun. Eger a €(0,1], q>1

, q>p>0 ve |f " geometrik konveks ise, bu durumda
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b (b)-a“f (a)-af f(xM,x

_ p(a+l) p(a+1) B
cInb '”a{z(a 2 2 H (3.2.13)

2
2@k ek ||+ oo o |
esitsizligi saglanir [51].

0
Teorem 3.26. f:lcR, >R, lcl iizerinde a. mertebeden uyumlu Kesirli

tiirevlenebilen bir fonksiyon, a,be 1, a<b ve f'eL, [a,b] olsun. Eger a €(0,1], q>1

, q>p>0 ve |f " geometrik konveks ise, bu durumda

b* f (b)-a"f (a)—af f(x)d,x

1
(o)) g(a+1)\ [q = 2
_ |nb;|na[i(aq . ,bq a J]q x{(a‘ﬁl f .(a)‘); +(ba+l f '(b)‘)i:|

esitsizligi saglanir [51].

[¢]

Teorem 3.27. f:lcR, >R, lcl dizerinde o.mertebeden uyumlu Kesirli

tiirevlenebilen bir fonksiyon, a,bel, a<b ve f'eL, [a,b] olsun. Eger a €(0,1], q>1

, q>p>0 ve |f " geometrik konveks ise, bu durumda

b"f (b)-a"f (a)-af f(x)d.x

1

LR a[ "[a()b()ﬂ H(a f -(a)\‘*)i (bt -(b)\")z}r (3.2.15)
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esitsizligi saglanir [51].

Set ve arkadaslart [58], uyumlu Kesirli integral operatorler yardimiyla konveks

fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler elde etmistir.

Lemma 3.2.3. f:[a,b] >R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'eL[a,b]olsun. Her xe[a,b] ve n=0,12,... , a e(n,n+1] igin

ﬁf&i):; J18. (1) (i +(1-1)a)a

a+1

j (n+La—n)f (ox+(1-1)b)dt (3.2.16)

|
l_|
;l
—
—~~
A ——
|
H
1
>
N
—
—~
~
+
—
—~
(ex
—
L1

F(a+1)(b—a) 5% %

esitligi saglanir [58].

Teorem 3.2.8. f:[a,b] >R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'eL[a,b]olsun. Eger |f| konveks, x€[a,b] ve |f'(x)| <M, a[n,n+1) ise

F(a—n)[(x—a)a+(b—x)“} 1 - X
Froa Wl L @)

(3.2.17)
M F(a —-n +1)

gr(a+2)(b_a)[(x_ )a+l (b— )a+1j|

esitsizligi saglanir [58].

Teorem 3.2.9. f:[a,b] >R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'cL[ab]olsun. Eger |f " konveks, x€[a,b] ve |f'(x)| <M, ae(nn+1] ise
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(3.2.18)

esitsizligi saglanir. Burada p,q>1 ve l+1 =1 dir [58].
P q

Teorem 3.2.10. f:[a,b] >R, (a,b) arah@inda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve
f'eL[a,b]olsun. Eger |f ' konveks, g>1, xe[a,b] ve |f '(x)|£ M, ae(nn+1]
ise

F(a—n)[(x—a)%r(b—x)a} 1 X
FarDoa) )l L@+ ()

(3.2.19)
F(a—n +1)

<M F(as2)(b-a) [(x—a)“+1 +(b—x)“+1}

esitsizligi saglanir [58].

3.3. w-Riemann Liouville Kesirli Integral Operatérler icin Esitsizlikler

Bu bolimde Riemann Liouville kesirli integral operatoriiniin genel bir hali olan -
Riemann Liouville kesirli integral operatorler verilip, bu integral operator lizerine yapilan

calismalar verilmistir.

Tamm 3.3.1. (—o<a<b<ow), R’de smurl veya sirsiz bir aralik. w(x), (a,b]
araliginda  artan, pozitif, monoton ve '(x), (a,b) araliginda siirekli
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. «>0 igin, [a,b] araliginda sirasiyla a.

mertebeden sol ve sag w-Riemann Liouville kesirli integrali
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1908 (x) = —— [ () (@(x)=0 () " F(1)d,  x2a (33.1)

ve

|g:wf(x)zr(1 [[o'(t)(o(t)-o(x) " f(t)d,  b2x (332)

seklinde tanimlanir [36].

Ayrica sol ve sag o-Riemann Liouville kesirli integralleri a, >0 igin

) 12 () -0l0)) = (o) -o(a)

00 -t

ozelliklerine sahiptir [36].

Teorem 3.3.1. a,8>0 ve f siirekli bir fonksiyon olmak tizere w-Riemann Liouville

kesirli integralleri i¢in

L0150 f (x) = 1259 (X) ve L1 f (x) = 127 (%) (3.3.3)

a+ ~a+

ozellikleri gecerlidir [36].

Sonu¢ 3.3.1. -Riemann Liouville kesirli integral operatorleri w(x)=x durumunda,

Riemann Liouville kesirli integral operatorlerine indirgenir [36].

2018 yilinda Farid ve arkadaslar1 [28], o - Riemann Liouville kesirli integral operatorleri

yardimiyla Hermite Hadamard tipli esitsizlikler i¢in yeni sonuglar vermistir.

Teorem 3.3.2. f,h:[a,b] >R iki fonksiyon olsun. f pozitif ve konveks, h

diferansiyellenebilir ve kesin artan fonksiyonlar, h'eL[a,b], u,v=1 ve ¢ea,b]

olmak lizere
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F() " f(E)+T (W)L (€)

_(h(@)=h(a))"r .
< . (¢

(
h(t)dt:l (3.3.4)

esitsizligi saglanir [28].

Teorem 3.3.3. f,h:[a,b]—>R iki fonksiyon olsun. |f pozitif ve konveks, h
diferansiyellenebilir ve kesin artan fonksiyonlar, h'e L[a,b], x#,v>0, & [a,b] olmak

P(ur) 120 7€)+ T (1)1 £ ()] £ (@) (h(6)=h(a))
+1(b)(n(b)-n())’|

(n(&)=h(a)) (E=a)|f (a)|+(h(b) - (E)) (b=&)|f (D) (3.3.5)
2

<

AT ) (¢ (h(0)-h(0)) (5-2)

esitsizligi saglanir [28].

2019 wyilinda Liu ve arkadaslart [38], pozitif fonksiyonlari kullanarak konveks
fonksiyonlar i¢cin @ - Riemann Liouville kesirli integral operatorleri yardimiyla Hermite

Hadamard tipli esitsizlikler elde etmislerdir.

Teorem 3.3.4. 0<c<d, g:[c,d] > R pozitif bir fonksiyon ve g e L[c,d] olsun. Eger
g fonksiyonu [c,d] araliginda konveks, y ise (c,d] araliginda pozitif ve monoton artan,

y'(x) (a,b) araliginda siirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve a (0,1) ise, bu

durumda
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esitsizligi saglanir [38].

Lemma 3.3.1. c<d ve g:[c,d] >R, (c,d) araliginda diferansiyellenebilen bir
fonksiyon ve g'eL[c,d] olsun. Eger y(x) (c,d] arahiinda pozitif artan, y'(x) de

(c,d) araliginda siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < (0,1) ise

9(¢) ; 9(d) Zr((a +1) [I:"’f(c)+ (gew) (v (d)+12%, (gow)(v* (c)):|

esitligi gecerlidir [38].

Teorem 3.35. ¢<d ve g:[c,d] >R, (c,d) arahiginda diferansiyellenebilen bir
fonksiyon ve g'eL[c,d] olsun. Eger w(x), (c,d] araliginda pozitif artan, y'(x),
(c,d) araliginda siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon, |g/| konveks ve o (0,1)

ise, bu durumda

g(c)+9(d) T(a+1) T o 4 S
2 oyl B @) el (C))}‘ @38

o o

esitsizligi gegerlidir [38].

2019 yilinda Basc1 ve Baleanu [10], w— Riemann Liouille kesirli integral operatorleri

yardimiyla Ostrowski tipli esitsizlik elde etmislerdir.
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Teorem3.3.6. g:lcR—>R , i diferansiyellenebilen bir fonksiyon, a b, e T a <b

ve her & e[a,,b,] i¢in |g (§)| <M olsun. Eger y siirekli ve pozitif artan bir fonksiyon,

xela,b], w'(x)=1ve a, B >0 ise

[ (8)=v ()" +(p()=w (@) ) ()

_V’(
~(F(B+D I g (x)+ T (o +2) 127 g () (33.9)

! [L(W (B) =y (%)) +L(W(X)—W(a1))wlj

p+1 o, +1

IA

esitsizligi saglanir [10].

3.4. Genellestirilmis Oransal Kesirli (GPF) Integral Operatorler

2014 yilinda Khalil ve arkadaslar: tarafindan tanitilan uyumlu kesirli tlirev operatoriinde
tirevin mertebesi sifira yaklasirken limiti fonksiyonun kendisini vermemektedir.
Anderson ve Ulness 2015 yilinda bu eksikligi gidermek adina oransal tiirevsel kontrol
denetim yonteminden faydalanarak yeni bir uyumlu kesirli tiirev gelistirmislerdir. Bu
caligmalarin akabinde bazi yazarlar tekilligi ortadan kaldirmak adina kesirli tlirevin
¢ekirdeginde exponential fonksiyon kullanmislardir. Fakat, elde edilen kesirli tiirev
operatorlerine karsilik gelen integrallerin yar1 grup o6zelligi tasimadigi goriilmiistiir.
Bahsedilen bu ¢aligmalardan hareketle 2015 yilinda Anderson ve Ulness genellestirilmis
oransal kesirli (GPF) tiirevini, 2017 yilinda ise Jarad ve arkadaslari verilen tiireve karsilik
gelen genellestirilmis oransal kesirli (GPF) integralini tanimlamislardir. Bu kesirli
integral operatoriin ¢ekirdeginin exponential fonksiyon igermesi, yar1 grup ozelligi
tagimasi, ayrica operatoriin p degerinin 1 oldugu durumunda mevcut Riemann Liouville
integralinin elde edilmesi seklindeki 6zellikleri bu operatorii diger operatorlerden farkl
kilmaktadir.
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Bu boliimde genellestirilmis oransal kesirli (GPF) tiirev ve integral operatoriiniin tanim

ve Ozellikleri verilmistir.

Tamm 3.4.1. K,k :[0,1]xR —[0,00) siirekli iki fonksiyon olsun. Bu fonksiyonlar

teR, a e[O,l] icin

all_)rgl Kl(a,t):l o!l_[p K, (oc,t):O
(EI—T K, (a, t) =0 (!I_T K, (a, t) =1 (3.4.1)
K (a,t)#0,a€[0,1)  x,(a,)#0,a€(0,1]

esitliklerini saglasin. Bu durumda «. mertebeden genellestirilmis oransal kesirli (GPF)

tirev

PFD” f (t) = Kl(a,t)f(t)+7€0 (a,t)f'(t) (3.4.2)
seklinde tanimlanir [7].

Yukarida verilen tanimdan hareketle 2017 yilinda Jarad ve arkadaslar1 genellestirilmis

oransal kesirli tiirev operatoriiniin «, (a,¢)=1-a ve &, (a,t)=a durumunda

GPF [y« f (t):(l—a)f(t)+0!f'(f) (3.4.3)

a. mertebeden kesirli tiirevini verip, karsilik gelen kesirli integralleri elde etmislerdir
[32].

Tamm3.4.2. a,beR, a<b ve f eL(a,b) olsun. p €(0,1] ve a >0 i¢in a. mertebeden

sol genellestirilmis oransal kesirli (GPF) integral

(T ) ===~ [e" (t-1)" f(z)ar (3.4.)
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ve a. mertebeden sag genellestirilmis oransal kesirli (GPF) integral

(1)) === e (-0 s (o) (345)

seklindedir [32].

Ayrica sol ve sag genellestirilmis oransal kesirli (GPF) integralleri, o, >0 ve p € (0,1]

igin

GPF [ a,p pT_lt -1 _ I pT_lx a+p-1
i) [ "lover (t-a) }(x)_ﬁe (x—a)"”

oy | GPFyap pfl(b_t) -1 T %(b‘x) atfp1
||) ( Ib'e (b—t)ﬂ J(X)—ﬁe (b—X) /

ozellikleri saglanir [32].

Teorem 3.4.1. f :[a,oo) — R stirekli bir fonksiyon, t>a, a, >0 ve pe (0,1] kosullar1

altinda
SPE o (OPTL ) (£) = TN (PT1 £) (8) = (O ) (t) (3.4.6)

esitlikleri saglanir [32].

Sonu¢ 3.4.1. Genellestirilmis oransal kesirli (GPF) integral operatorii p =1 durumunda

Riemann Liouville kesirli integral operatoriine indirgenir [32].
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3.5. Caputo Fabrizio Kesirli Integral Operatorler icin Esitsizlikler

Bu boliimde Caputo Fabrizio Kesirli integral operatorlerinin tanim ve 6zellikleri

verilmistir.

Tamm 3.5.1. f L(a,b) ve a<x<b olsun. Budurumda o >0, [a] o nin tam degeri

olmak tizere n = [a] +1 icin sirastyla a. mertebeden sol ve sag Caputo kesirli tlirevleri

L0
°D f (x)= L | f (tz dt X>a, (3.5.1)
F(n—a) a(x_t)
ve
—1\" (n)
‘Dy f(x)= (1) Ib f (atlndt x<b. (3.5.2)
F(n—a) X(t_x)
seklindedir [50].

Riemann-Liouville kesirli tiirevinin tanimina gore sabitin tiirevi sifir olmamaktadir. 1967
yilinda M. Caputo bu eksikligi gidermek, ayrica kesirli mertebeden tiirevin baslangig¢
kosullarini, tam sayili mertebeden diferansiyel denklemlerin baslangic kosullari

cinsinden ifade edilebilir hale getirmek adina Caputo kesirli tiirev operatoriinii sunmustur.
Daha sonra yakin ge¢miste, Caputo’nun taniminda kullanilan (X - t)ﬁlﬁn cekirdegi, x =t

noktasinda tekil oldugu i¢in, tekilligi kaldirmak adina Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda
exponantial fonksiyon kullanarak yeni «. mertebeden sol kesirli tiirev tanimini,
Abdeljawad ve Baleanu, 2017 yilinda «. mertebeden sag Caputo-Fabrizio kesirli tiirev
tanimin1 ve ilgili a. mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli integrallerini

vermislerdir [1, 14].

Tamm 35.2. felL(ab) ve a<x<b olsun. Bu durumda a€(0,1) olmak iizere a.

mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli tiirevleri

—o (X

CED“f(x):MIXeXp(l—_t)]f'(t)dt (x>a), (3.5.3)
a a

—a

ve

49



D F (X)=— M (“)jbeprMJ it (x<b). (35.4)

1-a “x

olarak tanimlamr. Burada M (a) normallestirme fonksiyonu olup M (0)=M (1)=1

seklindedir [1, 14].

Tamm 3.5.3. f elL(ab) ve a<x<b olsun. Bu durumda ae[O,l] olmak iizere a.

mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli integralleri

(1) (x)= ;:‘) f(x)+Bz‘a)j: f(tdt  (x>a), (3.5.5)
(F121)(x) = ;Z) f(x)+Bz‘a)jf Ftdt (b>x). (3.5.6)

olarak tammlanir. Burada B(a)>0 normallestirme fonksiyonu olup B(0)=B(1)=1

seklindedir [1].

Giirbiiz ve arkadaglar1 [30], Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorlerini kullanarak

Hermite Hadamard tipli esitsizlikler elde etmislerdir.

Teorem 3.5.1. f:[a,b]g]R—ﬂR, [a,b] araliginda konveks ve f e Ll[a,b] olsun.

o€ [O,l] ve k e [a,b] olmak tizere

f("”b} B() {(Cglaf)(k)+(CFlb“f)(k)—21(31_a)f(k) @S B) g5,

2 ) oc(b—a)

esitsizligi saglanir. Burada B (a) normallestirme fonksiyonudur [30].
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Teorem 3.5.2. f,g:1 R —R konveks fonksiyonlar ve fge L, [a,b] olsun. a €[0,1]

ve ke [a,b] olmak Uzere

() (3.5.8)

seklindedir [30].

Teorem 3.5.3. f,g:1 cR—R konveks fonksiyonlar ve fgeL,[a,b] olsun. a<[0,1]

ve k e[a,b] olmak iizere

21 (25 25052 ) (P )0 0006

2

§3M(a,b)+%N(a,b)

esitsizligi saglanir. Burada B(a) normallestirme fonksiyonu olup, M (a,b), N (a,b)

Teorem 3.5.2deki gibidir [30].

Lemma 351 f:lIcR—>R i tizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'el,[a,b] olsun. a,bel, a<b, ke[a,b] ve a[0,1] olmak iizere
2(1-a) f(K)
oc(b—a)

_ f(a)+ f (b)_ B(a) )[(C2|af)(k)+(CFlgf)(k)]

2 a(b—a

b_Ta “(1-2t)f (ta+(1-t)b)dt -
(3.5.10)
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esitligi saglanir. Burada B(oc) normallestirme fonksiyonudur [30].

Teorem 3.54. f:lcR—->R, | iizerinde diferansiyellencbilen ve a,bel i¢in [a,b]

araliginda konveks bir fonksiyon olsun. f'e L, [a, b] ke [a, b] Ve a e [0,1] olmak lizere

f(a)+ f(b)

2

g (b—a)(‘ f'(a)|+|f (b)‘)

8

(1 a B(a)

2 ) CFa CFpa
e M e [FURN ORI O]

(3.5.11)

esitsizligi saglanir. Burada B(a) normallestirme fonksiyonudur [30].

3.6. y-Caputo Kesirli Tiirev Operatorler

2017 yilinda Almeida [6], artan fonksiyonlari kullanarak Caputo kesirli tiirev

operatoriiniin genel bir hali olan y -Caputo kesirli tiirev operatorleri tanimlamistir.

Tamm 3.6.1. (-o<a<b<w), | ’da smirh veya sinirsiz bir aralik olmak iizere w(x),
[a,b] araliginda artan bir fonksiyon, «'(x)=0 ve f,yeC"() olsun. >0, neN

ve [a] , a’nin tam degeri olmak tlizere N = [a] +1 igin sirastyla a. mertebeden sol ve sag

w -Caputo kesirli tlirevleri

D £ () = ——— vy (xsa) (3.6.1)

F(n=a) ™ (y(x) -y (r) "

ve

DA f (X) = (1) j( vi(OS0) (b>x)  (362)

seklinde tanimlanir [6].
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Sonug 3.6.1. y -Caputo kesirli tiirev operatdrii y (1) =¢ durumunda Caputo kesirli tiirev

operatoriine indirgenir [6].

3.7. Yeni Uyumlu Kesirli integral Operatérler icin Esitsizlikler

2017 yilinda Jarad ve arkadaslar1 [33], uyumlu kesirli integral operatoriiniin daha genel

hali olan yeni uyumlu kesirli integral operatorlerini tanitmislardir.

Tamm 3.7.1. a,beR, a<b , «,f>0 ve fel[ab] olmak iizere sirasiyla B.

mertebeden sol ve sag yeni uyumlu kesirli integral operatorler

il“f(X)=r1 J{(xa)“(ta)“r o 37.1)

ve

ﬁlgf(x)zrl Ib[(b—x)w—(b-t)w] ) (bf_(tt)za h (3.72)

seklinde tanimlanir [33].
Sonug 3.7.1. Sol yeni uyumlu kesirli integralde a=0 ve a =1 alindiginda sol Riemann-
Liouville kesirli integrale, sag yeni uyumlu kesirli integralde b=0 ve a =1 alindiginda

sag Riemann-Liouville kesirli integrale indirgenir [33].

2019 yilinda Set ve arkadaslar1 [56], yeni uyumlu kesirli integral operatorleri igeren

Ostrowski tipli esitsizlikler elde etmislerdir.

Lemma 3.7.1. a>b ve f:[a,b]>R, (ab) arahgnda diferansiyellenebilen bir

fonksiyon ve f'eL[a,b] olsun. a, >0 olmak iizere
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T

_(a)™ j:[l‘(l‘t)aj (b (1-t)a) (373)

b-a a

L (=" ELl—(l‘t)a ]ﬁf ‘(tx+(1-t)b)dt

b-a a

esitligi gecerlidir [56].

Teorem 3.7.1. a>b ve f:[a,b]>R, (ab) araliginda diferansiyellenebilen bir
fonksiyon ve f'eL[a,b] olsun. Eger |f'|, [a,b] araliginda konveks, xe[a,b] ve

|f’(x)|£ M olmak iizere, a, >0 igin

(x—a)“ﬁ +(b—x)“ﬂ

(0~ opet (b4 11t (a)]

(b—a)aﬁ b-a

ap+l ap+l

. l\lfllB(l’ﬁHj{(x—a) +(b-x) }
a’" a b-a

esitsizligi saglanir [56].
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4. BULGULAR

Bu boliim, altr alt boliimden olusmaktadir. Belirtilen alt boéliimlerde, uyumlu kesirli
integral operatorleri, w-Riemann kesirli integral operatorler, genellestirilmis oransal
kesirli (GPF) integral operatorler, Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorler, y -Caputo
kesirli tiirev operatorler ve yeni uyumlu kesirli integral operatorler ile ilgili yeni sonuglar

verilmistir.

4.1. Uyumlu Kesirli integral Operatorler icin Esitsizlikler

Bu boliimde uyumlu kesirli integral operatorleri yardimiyla 6nce Hermite Hadamard daha

sonra Polya-Szego-Chebyshev tipli yeni esitsizlikler sunulmustur.

4.1.1. Uyumlu Kesirli Integral Operatérler Iceren Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler

Bu bolimde Lemma 3.2.1°deki esitlikten faydalanarak uyumlu Kkesirli integraller
yardimiyla quasi konveks, s-konveks ve m-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard tipli yeni integral esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 3.2.1°den hareketle tez boyunca kisaltma igin

[(a—n)(x-a)” ><(f(x)+ f(a)) 2 [xlaf(x+aj+|af (x+aﬂ

[(a+1) (b-a)  b-a 2
At OGO 2 o (12 (2] e

olarak ifade edilecektir.

Teorem 4.1.1.1. f:[a,b] >R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'eL[a,b]olsun. Eger |f| quasi konveks fonksiyon ise, ae(n,n+1], n=0,12,...

olmak iizere, her x [a,b] igin
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‘Ff (a,n;x)‘
< F(a—n+1)
“T(a+2)(b-a)

x((x=a) ™ sup{| £ ‘(L[ £ (@)l} + (b=x)"*sup{| £ ‘(x)|,| £ (b))

(4.1.1.1)

esitsizligi gegerlidir [4].

Ispat. Lemma 3.2.1°den ve | f /| fonksiyonunun quasi konveksliginden

a+l
(x—a) Ul B, (n+La—n) ; '[1+tx+l;ta)dt

n!(b—a)|”° 2 2

1

_J.l B (n+La—n) ,(1—tx+1+tajdt
0 2 2 2
a+l
S(x—a) J-l f'(l+tx+1_ta) it
nl(b—a)| 7 2 2
+j1 B.(n+La—n)| o1t et Y
0 L2 2

2
s%sup{‘f L@ 1B (L

Bt(n +1,a—n)
2

yazilir. Benzer sekilde

a+l
(b—x) Ulst(nu,a—n) ¢ ,(1+tx+1—tbjdt

nl(b-a)|-° 2 2 2

2

_J~l Bt(n+1,a—n)f ,(1—tx+l+tbjdt}
0 2 2 " 2
a+l
L (b=x) 5 B.(n+La-n)| f|(1+tx+1—tbj 4t
ni(b—a)| | 2 L2 " 2

o) N LT
0 2 T

Ol (o)) [ B, (0 L )

~nl(b-a)

2

Bt(n+1,a—n)|
|

elde edilir. Diger taraftan tamamlanmamis beta fonksiyonu kismi integrasyon yardimiyla

hesaplanarak
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J.:|Bt(n+1,a—n)|dt:B(n+1,a—n)—B(n+2,a—n)
_ n!F(a—n) _(n+1)!F(a—n)
F(a+l) (a +1)F(a +l)
_ n!F(a—n+1)
- F(oc+2)

sonucuna ulasilir. Son esitlik I, ve |, i¢in elde edilen esitsizliklerde yerine yazilirsa

istenen sonu¢ bulunur.

Sonu¢ 4.1.1.1. Eger Teorem 4.1.1.1°de o =n+1 alinirsa

+1

i n+l
(x—a) [f ] 2 J”*lf[x+aJ+J”jlf(X+aj
I'(n+2)(b (b—a)| * 2 4 2

+r(r(]i_2)();:l ~ [f1(x)+f (b)]—(bzi){\]:“f(%bjugflf(x—;bﬂ‘ (4112)

_(e=a)™ sup{[ £ (x)][ £ (@)} +(b—x)"" sup {| £ *(x)]| (b))
B r'(n+3)(b-a)

esitsizligi gecerlidir [4].

Teorem 4.1.1.2. f:[a,b] >R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'eL[a,b]olsun. Eger |f{ s-konveks fonksiyon ise bu durumda se(0,1] ve

ae(n,n+1], n=0,12... olmak iizere

‘Ff (a,n;x)‘
(Y,+7,)

" (4.1.1.3)
gmx[(x_a) (I )]

X)|+|f '(a)‘)+(b— x)“”(

£(x)]+[f(b)

esitsizligi saglanir. Burada Y, ve Y, sirasiyla
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Y, =[|B(n+La-n)|(1+1) di =T (n+1)T(a=n)

2° —F(a +1) 2Fi(n +1, —1—s;a+1;—1)
F(a +1)(s +1)

X

ve

B(n+l,a—n+s+1)
(s+1)

Y, = |B (n+La-n)(1-1) di =

seklindedir [4].

Ispat. Lemma 3.2.1°den

Ql_(x—a) {J-lBt(n+1,a—n)f|(1+tx+1—t ajdt

“ni(b-a)| o 2 2 2
_Il Bt(n-l-l,a—n)f '(1_tx+1+tajdt
0 2 2 2

ve

QZ_(b—x) D-lBt(n+l,a—n)f,(1+tx+1—tbjdt

“ni(b-a)|° 2 2 2
+J.1 B, (n+La—n) f,[l—tx+1+tbjdt}
0 2 2 2

olmak tizere F; (oc,n;x)=Q1+Q2 olsun. Burada integraller i¢in liggen esitsizligi ve

mutlak deger 6zelligi kullanilarak
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Ql =

a+l
(x—a) DlBt(nJrl’a_n)f'(l+tx+l_tajdt

nl(b—a)|”° 2 2 2

_Ila(n+La—n)f,(1—tx+1+tajdt
0 2 2 2
B, (n+La—n) f(l+tx+l_tajdt
2 2 2

ol
f{lgtx+l;ta]d{

1|B (n+1,0c—n)
+, 1=

2|
yazilir. Boylece |f | fonksiyonunun [a,b] arahginda s -konveksliginden

Q=

a+l
(x-a) Dl B (n+La—n) . '(1+tx+l_tajdt

ni(b—a)|-° 2 2 2

0 2 2 2
< el 1 (5 e
fla a5 (5 \f'@)\}dr}
- %[(‘ fr(x)|+|f (a)‘)(J'Ol‘Bt (n+La—n)|(L+2) dt

+E\Bt (n+La—n)|(1-t) dt]

_r B, (n+1,oc—n)f ,(1—t x+1+t ajdt}

[EEN
N

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde Q, i¢in
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(b—x)""[ 1B (n+La—n) (1+t 1-t j
= f b |dt
R nl(b-a) k 2 2 2
+J-1 B (n+la—-n) ; ,(1—tx+1+tbjdt}
0 2 2 2
(b_x)aJrl

smmf O+ O))([B(n+La-m) (o) ar
+jol\Bt (n+La—n)|(1—1) dtﬂ

sonucuna ulagilir. Q, ve Q, nin son ifadelerindeki integraller hesaplandiginda ispat

tamamlanmais olur.

Sonuc 4.1.1.2. Teorem 4.1.1.2°de

i) s=1 durumunda,

‘Ff (a,n;x)‘
<M
4nl(b-a)
x| B(n+1La—n)x a-2(n-1) (n+1)(2a+n+6) (4.1.1.4)
| a—n-1 20° +6a+4

x[(x—a)[”l(

£ 0]+ (a)])+ (b —x)"(

£ (x)|+|f (b)) ]

i) a=n+1 durumunda,
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r(gj;;gb_a)[f-<x>+f-<a>]—(§f;){ :_ﬂf(x;;j Jmf(x;aﬂ

L (4.1.15)

tzs_r(mz) F(n+l-sin—1) T(s+2) ﬂ

F2n+2) I'(n+s+3)
(x

1 (@) + (-0 (£l (b))

<[ (x-a)"?(|f

lii) s=1 ve a=n+1 durumunda

I R ]
gt o () ()

1 n+5
< x
4nl(b-a) (2n2+8n+6j

<L (=)™ (|00 (@) + (00" (|

(4.1.1.6)

)+ (o))

esitsizlikleri elde edilir [4].

Teorem 4.1.1.3. f:[a,b] >R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'eL[a,b]olsun. Eger |f1| m-konveks fonksiyon ise bu durumda me(0,1] ve

n=0,12.. icina € (n,n+1] olmak iizere
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‘Ff (a,n;x)‘

(X _ a)a+l r

()

e N e |

<

8
€2

ﬂ (4.1.1.7)

esitsizligi gegerlidir. Burada M, ve M, sirasiyla

" _(a+2)(3(a+1)-2(n+1))-(n+1)(n+2)
! 2(0c+2)(a+1)

B(n+La—-n)

ve

_2n-a-1

M
i 2(a+l)

B(n+La-n)

seklindedir [4].

Ispat. Teorem 4.1.1.2 nin ispatinda oldugu gibi F; (a,n;x)=0, +0, olsun. Bu durumda

| f | fonksiyonunun m -konveksliginden

le

a+l
(x-a) DlBt(n+1,a—n) ; '(1+tx+1_tajdt

ni(b—a)|”° 2 2 2

N B, (n+La-n) '(1_tx+l+tajdt}
2

0 2 2

(X _ a)a+1

< m“j‘& (n +l,a—n)‘{(1%tj‘f'(x)‘ - m(l—;tj‘f(%j
e (5 E ol

(X . a)a+1

_ m[(‘f (x)|+]1(@))) [ B (n+La—n)|(L+1)dr

RUBHE
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+

)J‘:‘Bt(n+1,a—n)‘(l—t)dt}

ve benzer sekilde



o+l
(b—X) |:Il Bt(n+l,oc—n) f '[1+tx+1;tbjdt

nl(b-a) 2 2
n+1 - +
_J' (12tx+12tbjdt}
< O ()] () [B (n+ 10— ) (151)

ani(b—a)
+m[ f [%j f '(%)Dﬂ& (n +l,a—n)‘(1—t)dt}

elde edilir. Gerekli integral islemleri yapilarak ispat tamamlanmuis olur.

Q,=

+

Sonu¢ 4.1.1.3. Teorem 4.1.1.3 de

i) m=1 i¢in
‘Ff (a,n; )‘
. (Q+Q) (g " o (I b (4.1.1.8)
S iz L0 (T 0O @) =0 (00| o)
i) o =n+1 igin
(x—a)"” x)+ f(a) |- 2 A X ) grag| X
210 a)“” ") <b—a>{"*-f( z j (%] o

n+5
x[ > ]+m
{ 2n“+8n+6




i) m=1ve a=n+1i¢in

(X _ a)n+l

Fnr2)b-ayl TR (bzi){‘]:flf (%}mf (¥ﬂ
- (et (2]

1 n+5
< x
4nl(b-a) [an +8n+6j

L2y (@) + o0

(0l [(b)])

esitsizlikleri elde edilir [4].

Asagida Lemma 3.2.2 yardimiyla uyumlu kesirli integraller i¢eren s -geometrik konveks
ve m-geometrik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli yeni integral

esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 4.1.1.4. f:1cR"—>R, |° diferansiyellenebilen bir fonksiyon, o <(0,1],

a,bel, a<b ve f'elL,[ab] olsun. se(0,1] i¢in |f] s-geometrik konveks olmak

uzere

b"f (b)-a"f (a)—af f(x),x

IOHRO RO NROE

1 '(a)\%s\f '(b)\%SW, |£(a)),| f(b)] 21 (4.1.1.11)

IA

2-s

F(@F |7 wW, @)<1<]t o)

HORRORANROERING

esitsizligi gecerlidir. Burada u,v >0 olmak iizere
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w(wv)=|r (@) |1 ()
x(wv)=[r @)1 (@)
] Zalmw(;,;]_zwx(;;]
(1+ a)(ln a-In b)—s In (l//(S,S))
seklindedir.

Ispat. Lemma 3.2.2°den, | f | fonksiyonunun s -geometrik konveksliginden

14t lt 2y L+t 1t
_|Inb- Ina[J' {bz ] Da(f)(bzazjdt
2
1t 141\ 1t 1+t
+j[ bZa 2] f)[b jdt
Inb Ina J~ blgt i ¢ bl—;‘ =
2
1t l+t a+l 1t 1+I
Ao ) el

b* f ( jf

dt

d@

2

esitsizligi yazilir. Ayrica Lemma 2.3.1 den, eger

i) 12| (a)|,|f'(b)| ise
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of mtort)H stts ~s-st+2
< (o] ror e

B e\ st st-se2
+j0[b2a2J [f(b) 2 |f'(a) 2 dt

“[f (@) F | (0w

sonuclarina ulasilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.1.1.4. Teorem 4.1.1.4’de s=1 olarak aliirsa (4.1.1.11) esitsizligi (3.2.12)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.15. f:l1cR"—R, |° diferansiyellenebilen bir fonksiyon, «<(0,1],

abel, a<b ve f'el,[ab] olsun. se(0,1] icin |f{ s-geometrik konveks ve

p,g>1, P +q " =1 olmak iizere,
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(4.1.1.12)

esitsizligi saglanir. Burada u,v >0 i¢in )((u, v) = ‘ !

(&) /(a)

-V
‘ olmak lizere

2

T=

[

((1+a)p(|nb—

(1o
Ina))% In(

x(gs.gs

@F |
)

X

Ispat. Lemma 3.2.2 den ve integraller i¢in Holder esitsizliginden yararlanarak

‘bf —a*f(a)-

Pl
[

yazilir. Hipotezden |f '|q fonksiyonunun s -geometrik konveks oldugundan

Inb Ina rt

2

Lt
Za

|
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olur. Ayrica Lemma 2.3.1 den, eger;

i) 12|f'(a)].|F( \lse
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1

[ j:(blﬁt;;‘jwam dtf ( [y e dt]“

1
p

{L’l [b]” dt} e dtf*

~|F (@) [f(o)2 T

iv) |f'(b)|<1<|f'(a)| ise

{ﬁ [blﬁtal?jpw dt}’l’ ( [t o) dtj;

+(f01 [blztait]ﬂw dt}‘l) [ ] '(b)‘q[sj‘j it (a)‘q(st;ﬂj dtj:

[ (@) | )T

esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonu¢ 4.1.1.5. Teorem 4.1.1.5’te s=1 olarak alinirsa (4.1.1.12) esitsizligi (3.2.13)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.16. f:1cR"—> R, |° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon,

ae(0,1], abel, a<b ve f'eL,[ab] olsun. se(0,1], =1 ve |f|" s-geometrik

konveks olmak tizere,
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_inb-mna_|[T(@) = |F ()% K, (f'@)f(b)=1) (41113

ve

1 o+l

o+ - o+ qS qS —
{ bt 2(ab)z | Y| P 1;((2,2)—2(5113) 2
K =
( (

l+a)(|nb—|na) 1+a)(|nb—|na)+In()((qs,qs))

a+ 1*£ a+l q q
. 2(ab)71—2a“+1 ! ~2a W(Z 2)
(1+a)(Inb-Ina) (1+a)(|nb Ina)-I qs,qs)

seklindedir.

Ispat. Lemma 3.2.2°den ve Power Mean esitsizliginden yararlanarak
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‘b"‘f (b)-a“f (a)-af /(x)d,x

1 1

w2\ \q 1t 1\ wto-\¢ )

s'”b;'”a [E(bzazj dtJ x[_[:[bzazj f'[bzazj dt}

1 1

) l;t ﬂ (a+1) a L ﬂ lit (a+1) l;t 1Lt q q
+J'0(b2a2j dt xj{bZaZJ f'(bzazjdt

yazilir. Hipotezden |f '|q fonksiyonu s -geometrik konveks oldugundan

(it e\ % (ot e q[lijs q(i
+(J'O{b2a2j dt| x jo[bZaZJ [£'(b) "2 |f(a)]

esitsizligi elde edilir. Boylece Lemma 2.3.1 den, eger;

i) 12|f'(a)],|f'(b)| ise,
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esitlikleri elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.1.1.6. Teorem 4.1.1.6’da s=1 olarak alinirsa (4.1.1.13) esitsizligi (3.2.15)

esitsizligine indirgenir.
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Teorem 4.1.1.7. f:1cR*—R, |° diferansiyellenebilen bir fonksiyon, «<(0,1],

a,bel, a<b ve f'el, [ab]olsun. me(0,1] igin |f| m-geometrik konveks olmak

uzere

b"f (b)-af (b)~a]| f(x)d,x

_ L 1 fa 1y
cInb=nal g f.[bm (41.1.19)
Lra 1 L 12
o o[ o

esitsizligi gecerlidir. Burada
v—-u
£Z(u,v)=<Inv-Inu’
u, u=Vv

u=+yv,

seklindedir.

Ispat. Lemma 3.2.2°den ve | f /| fonksiyonunun m -geometrik konveksliginden
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b*f (b) - jf

Lt Lt 1t
a0 1
1-t 1+t 2a -t 1t
j(bz j Da(f){bzazjdt
w1\t
< Inbzlnal:-[:(bzazj
TS Lt
+j0{b2a2j f'(bzazJ

1+t
Inb—1Inal «f 1t ot . % ey ENE
STJ[bZ J f'b |f(a)[? dt
A -t 1t o+l i m—— 14t
2 2 u m '
+j0(b a j f[b ] |f'(a)2 dt
yazilir. Son esitsizlikte Logaritmik ortalamadan faydalanarak
2

Inbl Lta 1 e

i a? ‘f'(a)‘z,bz

19

b*f (b) - jf

NE]

1+a 1 1+a

x|a?|f'(a)fp+b?

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.1.7. Teorem 4.1.1.7°de m=1 olarak alinirsa (4.1.1.14) esitsizligi (3.2.12)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.18. f:1cR*—R, |° diferansiyellenebilen bir fonksiyon, «<(0,1],

abel, a<b ve f'eL, [ab] olsun. me(0,1] igin |f|" m-geometrik konveks ve

p,g>1, p+g" =1 olmak iizere
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1
_ P(tra)  p(t+a) \ |p 1
Slnbzlna{iia o ﬂ 2|1 @), (4.1.1.15)

esitsizligi saglanir.
Ispat. Lemma 3.2.2°den ve integraller i¢in Holder esitsizliginden

b*f (b)-a"f (a)~af f(x)d.x

1
_Inb-Ina {r(blgal;]p(“*” dt]p [r
2 0 0

yazilir. Hipotezden |f '|q fonksiyonu m -geometrik konveks oldugundan

b*f (b)-a"f (a)~a] f(x)d.x

1
L o1t p(a+l) E .
I(b2a2j dt | x j
0 0

SInb—Ina
2
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H
—h
7\
O
EA
N—

(I+a)p (I+a)p (+a)p E
b 2 a 2 _ b 2
_Inb-Ina

2 (1+a)p (1+a)p gm
Ina 2 —Inb 2

o
—
~—
QD
e
N

1
(l+a)p (l+a)p (1+11)p o
a 2 a 2 _ b 2

FSRN

(I+a)p (I+a)p gqm
Ina 2 —Inb 2

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.1.1.8. Teorem 4.1.1.8°de m=1 olarak alinirsa (4.1.1.15) esitsizligi (3.2.13)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.1.9. f:1cR"— R, 1° diferansiyellenebilen bir

fonksiyon, «<(0,1],

abel, a<b ve f'eL [ab]olsun. me(0,1] icin |f " m-geometrik konveks ve

p,g>1, p*+q* =1 olmak iizere

b (b)-a"f (b)-af_ f(x),x

q(1+a) q q(l+a)

Zla 2 ‘f'(a)P,b 2

SInb—Ina
2

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Lemma 3.2.2 den ve integraller i¢in Holder esitsizliginden

b (b)~a"f () —af f (x)d,.x

1 1t 1ot \d(e+)
cInb-Ina (ﬁdt)p f(bzazJ
2 0 0

) % . It Lt d(a+1)
+(j01dt) jo[bzazJ

yazilir. Hipotezden |f " fonksiyonu m-geometrik konveks oldugundan

b*f (b)~af (b) [/ (x),

_Inb-Ina p aq(lga)‘f‘(a)‘g b@
2 1

La 1 La
x (az ‘f'(a)\2j+ b ?

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.1.1.9. Teorem 4.1.1.9°da m=1 olarak alinirsa (4.1.1.16) esitsizligi (3.2.14)

esitsizligine indirgenir.
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Teorem 4.1.1.10. f:1cR" —> R, |° tzerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon

ae(0,1], abel,a<bve f'el, [ab]olsun. me(0,1], g>1igin|f|" m-geometrik

konveks olmak tizere

b (b)-a"f (b)—af / (x)d.x

l—l mq )\ iq
. o+l o+l q (l+(x) q (1+a) i 2
s@{i[a 2 b2 H £la? |f'(a)z.,b? f'[bm] (4.1.1.17)
La 1 Lo 1)z
x (az ‘f'(a)‘2}+ b2 f'(bmj
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 3.2.2°den ve Power mean esitsizliginden
b"f (b)~a"f (b)~a]_ f(x)d,x
1—1 q q

1Lt 1;t (a+l) q lj l;t (zx+1)
gM {Il(bzaZ] dtJ J'l(bzazj
2 0 0

1
L 1;t 1j (a+1)
J.o(b 242 j

L l;tlj(owl) q
+j[b2a2j dt
0

elde edilir. Hipotezden |f '|q fonksiyonunun m -geometrik konveksliginden
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b (b)-a"f (b)—af /(x)d,.x

2
‘3
Q|

1—1 1+t

. ljﬂ(a+l) q L El;t(owrl)
I[bZaZJ dt j(bZaZJ
0 0

< Inb-Ina
2

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.1.1.10. Teorem 4.1.1.10°’da m=1 olarak alimirsa (4.1.1.17) esitsizligi (3.2.15)

esitsizligine indirgenir.

4.1.2. Uyumlu Kesirli integral Operatorler iceren Polya-Szego-Chebyshev Tipli
Esitsizlikler

Bu boliimde uyumlu kesirli integral operatorler iceren ve integrallenebilen pozitif
fonksiyonlar igin Polya-Szego tipli integral esitsizlikler verilmistir. Daha sonra verilen bu
esitsizliklerden faydalanarak Chebyshev tipli yeni kesirli integral esitsizlikler elde

edilmistir.

Lemma 4.1.21. f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon

n=0,12,... i¢in ae(n,n+1] olsun. v, Vv,, @ Vve , integrallenebilen pozitif

fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar arasindaki iliski
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(TG[O,X], X>O)

seklinde verilsin. Bu durumda

1) (a)la)2 f 2)(x) 1) (vlvzgz)(x)
(|g (v, +v,0,) fg)(x))2

<

N

esitsizligi saglanir [19].

Ispat. x>0,7¢€ [O, X] icin (4.1.2.1)’den hareketle yazilan

esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilirsa

v —=

V(7)o (7)+V, (1)@, (r)) f(z)g(7)
o ()@, (7) 7 (7)+v(7)v,(7)9°(7)

(4.1.2.1)

(4.1.2.2)

(4.1.2.3)

(4.1.2.4)

elde edilir. (4.1.2.4) esitsizliginin her iki tarafi l(X—T)n %" ile carpilip, (0, X) araligi

n!

tizerinde 7 i¢in integrali alindiginda, uyumlu kesirli integral tanimindan
12 (e +v,,) f) () 2 15 (@10, £2) (x) + 15 (vv,07) ()

sonucu ortaya ¢ikar. Boylece AM-GM esitsizliginden

12 (v, +v,0,) fg)(x) 2 2\/|2(a)10)2f2)(x)>< 19 (vv,0%)(x)

19 (o3, 12) (%) +12 (viv,0°)(x) < (|g (v, +V,0,) fg)(x))

2

Nl
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olur. Buradan (4.1.2.2) esitsizligi saglanir ve ispat tamamlanir.

Sonuc4.1.2.1. Lemma4.1.2.1’de m, N,nnM eR i¢inv,=m, v, =M, @ =nve o, =N

degerleri alindiginda,

N o B

esitsizligi elde edilir [19].

Sonu¢ 4.1.2.2. Lemma 4.1.2.1 de a=n+1 olarak alinirsa (4.1.2.2) esitsizligi (3.1.20)

esitsizligine indirgenir.

Lemma 4.1.22. f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon,

n,k=0,12,.. i¢in ae(n,n+1], 6’6(k,k+1] olsun. Ayrica v, V,, @, ®,, (4.1.2.1)

kosullarini saglasin. Bu durumda

12 (4, 0012 (01, )(x) <12 £2) ()12(0°) (%)
1

< (120015 (@g) () + 12w F) ()15 (@,9)(x))

esitsizligi gecerlidir [19].

(4.1.2.8)

Ispat. x>0, 7,&€e [O, X] icin (4.1.2.1) esitsizliginden yola ¢ikilarak yazilan

]zo ve (f(f)—vl(f)]zo (4.1.2.9)

u(7)v(7) (4.1.2.10)
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elde edilir. (4.1.2.10) esitsizliginin her iki tarafi @ (f) , (f) g° (cf) ile ¢arpilirsa,

(4.1.2.11)

yazilir. Elde edilen esitsizligin her iki tarafi (ij( ! j(x 2') (X—ff)k T MIEST e
n!

k!
carpilip, (0, X) araligi lizerinde 7 ve ¢ igin ¢ift katli integral alindiginda, uyumlu kesirli

integral tanimindan

(4.1.2.12)

L (wF) ()15 (@9) () + 1 (v, ) (X) 15 (@,9) (%)
219 (£2) (%) 19 (@@,)(x)+ 12 (v, ) (x) 19 (9°) (%)

sonucuna ulagilir. (4.1.2.12) esitsizligine AM-GM esitsizligi uygulanip gerekli islemler

yapilirsa,

12 (v f)(x ) °(w19)( )+ 12 (% F)(x) 15 (@9)(x)
>2\/I0 a)la)z)(x)xIg(vlvz)(x)lg(gz)(x)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Sonu¢4.1.2.3. Lemma4.1.2.2°de m,N,nnM eR iginv,=m, V, =M, 4 =nve o, =N

degerleri alindiginda

v T(a=n)T(0-K) (12F°)(x)(159°)(x) _1( [mn  [MN
C DT (i) xw(m ) iz

esitsizligi elde edilir [17].

Sonu¢ 4.1.2.4. Lemma 4.1.2.2 de a=n+1 olarak alinirsa (4.1.2.8) esitsizligi (3.1.21)

esitsizligine indirgenir.
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Lemma 4.1.23. f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon,

n,k=0,12,... i¢cin ae(n,n+1], 06(k,k+1] olsun. Ayrica v, v,, @ Ve o, (4.1.2.1)

kosullarini saglasin. Bu durumda

S I R oy T ) e RS

2] 1

esitsizligi saglanir [19].

Ispat. (4.1.2.1) esitsizligindeki kosullar g6z dniine aliirsa

i2() <24 £ () g (o) (4.1.2.15)

e o 1 Cna .
yazilir. Bu esitsizligin her iki tarafi —I(X - Z')n " ile carpilir ve (0, X) aralig1 iizerinde
n

7 icin integral alinirsa

olur. Burada, uyumlu kesirli integral tanimindan

10(F2)(x)<1? (ﬂJ(x) (4.1.2.16)

@,

sonucuna ulagilir. Diger taraftan (4.1.2.1) esitsizliginin kosullar1 altinda

f(£)g(¢) (4.1.2.17)

yazilir ve benzer islemler (4.1.2.17) igin tekrar uygulanirsa
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1 ¢x K ookt 2 < 1 K po-k-1 Do (SE)
il (- 8) e (de s [ (x0T (£ (e
12(g7) (%)< |g(“’3—fg](x) (4.1.2.18)

esitsizlikleri elde edilir. Son olarak (4.1.2.16) ve (4.1.2.18) esitsizlikleri taraf tarafa

carpilirsa ispat tamamlanir.

Sonuc 4.1.2.5. Lemma 4.1.2.3’de m,N,nnM eR i¢cinv,=m, v, =M, @ =nve o, =N

degerleri alindiginda,

(12F2)()(199°)(x) _ MmN

< (4.1.2.19)

(1219)(0)(151a) () ™

esitsizligi saglanir [19].

Sonu¢ 4.1.2.6. Lemma 4.1.2.3’de a =n+1 olarak alinirsa (4.1.2.14) esitsizligi (3.1.22)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.2.1. f ve g, [O,oo) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon,

n,k=0,12,... i¢cin ae(n,n—i-l], He(k,k+1] olsun. Ayrica v, v,, @ Ve o, (4.1.2.1)

kosullarini saglasin. Bu durumda

(1219)(x) (4.1.2.20)

~(126) (0 (139) ()= (1 F) (x)(129)(x)

<|A(£.3,9%)(0)+ A (£.%%)(x)
X|A(g,q,w2)(x)+Az(g,a)l,a)z)(x)|

esitsizligi saglanir. Burada

1/2

A_L(u,v,a))(x):(xg



ve

p—J

<an)}('3<<v+w>u)<x>)z

A (o)< e LD LRI 1) 1)

seklindedir [19].
Ispat. f ve g, [0,) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon, x>0,

7,& €(0,x)olsun. H (z,&) fonksiyoneli

H(7,&)=(f(r)-1(£))(9(r)-9(¢))
H(z,&)=f(2)g(z)+ f(£)g(&)-f(2)g(£)-F(&)a(r)  (41.2.21)

olarak tanimlansin. Bu fonksiyonelin her iki tarafi (%j (%) ( X— r)n (X — f)k pongoR

degeri ile carpilip, (O,X) araligi lizerinde 7 ve & igin gift katli integral alinirsa

S
:[XH M](Igfg)(xﬁ(x“ M)(I;’fg)(f) (4.1.2.22)

r(0+1) I'(a+1)

—(121)(x)(159)(x)- (157 ) (x)(129) ()

[C(x=2) e " (x =€) €7 MH (r,¢) drde

esitligi bulunur. (4.1.2.22) esitligine ¢ift katli integraller i¢in Cauchy-Schwartz esitsizligi

uygulanirsa
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)Gy e x-g)f e om (r,é)drdf‘
(2 (%) [ (x=e) e (x- &) 42 (r) drd
) ol R R e R RO
_2(%) %] [](x=2) e (x=&) £ (o) f (§)drd§T2
I ————
DI omey e ey &g 0et

N~—
=

_ EJJOXIOX(X—T)H T“‘”‘l(X—et)k é:@—k—lg (T)g(f)drdcf}

yazilir. Yukaridaki esitsizligin sol tarafi igin gerekli integral islemleri hesaplandiktan

sonra

; )(X)]M (4.1.2.23)
(1

esitsizligi elde edilir.
Eger Lemma 4.1.2.1°de @, (7) =, (7)

er(e_k) 0 2 < 9F(0_k) (|2((V1+V2)f (X))2
(X r(9+1)}|“{f}(x)_( r(9+1)jx M7 (vy,) (%)

olur. Buradan

Il
(@]
—~~
B!
N—
Il
[EEN
job]
i
=
=]
=
=
72}
)

>
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—(128) () (15F)(%) (4.1.2.24)

ve

s(x” I;(“_”))]x(l" ((v:+v) 1)) —(128)(x) (151 )(x) (4.1.2.25)

(a+1 415 (v, )(x)
=A(f.v,v,)
yazilir. Tekrar Lemma 4.1.2.1 i¢in V,(7)=V,(7)= f (7)=1 alinarak benzer islemler
yapihrsa,
e 1 R CR A IO
<A(9.0,0,)
ve

R -0

<A (9 0,0,)

esitsizlikleri elde edilir. Boylece (4.1.2.24) ile (4.1.2.25) ve (4.1.2.26) ile (4.1.2.27)
esitsizlikleri taraf tarafa toplanip (4.1.2.23) de yerine yazilirsa (4.1.2.22) esitliginden

istenilen sonug elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Sonug¢ 4.1.2.7. Teorem 4.1.2.1°de o =n+1 olarak alinirsa (4.1.2.20) esitsizligi (3.1.23)

esitsizligine indirgenir.
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Teorem 4.1.22. f ve g, [O,oo) araliginda integrallenebilen iki pozitif fonksiyon,
n,k=0,12,... icin ae(n,n+1], He(k,k+1] olsun. Ayrica v, v,, @, ve o, (4.1.2.1)

kosullarini saglasin. Bu durumda

(x“ F(a_n)J(lg fg) () —(121)(x)(129) (x) (4.1.2.28)

<|ACf V) (X) A9 @, @, ) ()]

esitsizligi saglanir. Burada

A(U,V,a))(x) :(x“ F(a—n)]x(lg {(V+a))u}(x)) _((Iou)(x))z

seklindedir [19].

Ispat. Teorem 4.1.2.1°de o =6 alindiginda istenilen sonug elde edilir.

Sonuc 4.1.2.8. Teorem4.1.2.2’de m,N,n,M eR i¢in v, =m, V, =M, @, =nve o, =N

degerleri alindiginda

‘(Xa 11:((2—12))]“2 fg)(x)—(laof)(x)(lgg)(X)

_(M-m)(N-n)

N Y x((12F)(x)(129)(x))

esitsizligi saglanir [19].

(4.1.2.29)

Sonug¢ 4.1.2.9. Teorem 4.1.2.2°de o =n+1 olarak alinirsa (4.1.2.28) esitsizligi (3.1.24)

esitsizligine indirgenir.
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4.2. w-Riemann Liouville Kesirli Integral Operatorler iceren Hermite-Hadamard

Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde ilk 6nce m-konveks fonksiyon i¢in w-Riemann Liouville kesirli integral
operatorler yardimiyla Hermite Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra
farkli tiirden konveks fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in o -Riemann Liouville kesirli integral

operatorlerinden yaralanarak Hermite Hadamard tipli esitsizlikler olusturulmustur.

Teorem 4.2.1. f,w:[a,b]— R iki fonksiyon olsun. me(0,1] olmak iizere f pozitif ve
m-konveks, » da diferansiyellenebilir ve kesin artan bir fonksiyon, w'e L[a,b],

te[a,b] ve a, =1 olsun. Bu durumda

[ (o) 127 f (mt) + T (B) 12 £ ()
() -a) (o (1) (0) (0)

mt—a
mt

~(mf ()~ ())[ w(k)dk} (4.2.1)

<

(@) -o(m)”

b-mt

[(b=mt)(f (b)eo(b)=mf (1) (m))
—(f (b)-mf (t)).f:tw(k)dk}

esitsizligi saglanir.

Ispat. Hipotezden te[a,b], ke[a,mt] ve a=1 ve o diferansiyellenebilen ve kesin

artan bir fonksiyon oldugundan

-1

a)'(k)(a)(mt) —a)(k))a <w '(k)(a)(mt) - a)(a))afl (4.2.2)

yazilabilir. Ayrica f'nin m-konveksliginden

mf (t) (4.2.3)
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yazilir. (4.2.2) ve (4.2.3) esitsizlikleri taraf tarafa garpilip [a,mt]araliginda integrali

alinirsa

[ (eo(mt)-er (k)" (k) £ (k) dk
(4.2.4)

(o(m)-o(a)) [ f(a)[" (mt—k)o'(k)dk+ mf(t)jamt(k—a)w'(k)dk}

mt—a

elde edilir. (4.2.4) esitsizliginin sol tarafina sol - Riemann Liouville kesirli integral ve

sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa

[(a) 1 f (mt)
(0(m)-o(a))”

mt-a

<

[(mt—a)(ma)(mt)f(t)—a)(a)f(a)) (4.2.5)

—(mf (t)- (a))[. co(k)dk}

bulunur. Diger yandan t e[a,b], k e[mt,b] ve f>1 igin

-1

w'(k)(w(k)—w(mt))a_l < co'(k)(a)(b)—a)(mt))/j (4.2.6)
oldugundan ve f ’nin m-konveksliginden

b-k
b—mt

k —mt
b —mt

f(k)<

mf (t)+

f (b) (4.2.7)

yazilir. (4.2.6) ve (4.2.7) esitsizlikleri carpilip [mt,b] {izerinde integrali alinirsa

2 (k)= (me)) ™ (k) £ (k)dk

< (w(b);”n(q';”)) _ [mf (t)ﬁt(b—k)a)'(k)dk+f(b)J.:t(k—mt)a)'(k)dk]

(4.2.8)

esitsizligi elde edilir. (4.2.8) esitsizliginin sol tarafina sag w-Riemann Liouville kesirli

integral sag tarafina da kismi integrasyon uygulanirsa
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L(B)L" f (mt)
(o(b)~o(mt)Y

b—mt

-1

<

[ (b—mt)(e(b) f (b)—c(mt)mf () (4.2.9)
~(f (b)—mf (t)) J':tw(k)dk}

olur. Boylece (4.2.5) ve (4.2.9) esitsizliklerinin toplami sonucunda ispat tamamlanmis

olur.

Sonug 4.2.1. Eger Teorem 4.2.1’de o = f alinirsa

F(a)(l;ﬁ“f(mt)+Igj‘”f(mt))

() X)) (1)) ()

mt—a
mt

~(mf (1)~ f (a)) [ w(k)dk} (4.2.10)

<

(o(0)-o(m)"

b—mt

[ (b=mt)(f (b)eo(b)=mf (1) (m))
~(f(b)-mf (1)) j:tw(k)dk]

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2. Eger Teorem 4.2.1’de m=1 alindig1 takdirde (4.2.1) esitsizligi (3.3.4)

esitsizligine indirgenir.

Sonug 4.2.3. Eger Teorem 4.2.1°de m=1 ve w(¢)=¢ alindif: takdirde (4.2.1) esitsizligi

(3.1.25) esitsizligine dontisiir.

Teorem 4.2.2. f,w:[a,b] >R fonksiyonlar: verilsin. m 6(0,1], f pozitif ve |f'| m -
konveks, « ise diferansiyellenebilir ve kesin artan bir fonksiyon, o'e L[a,b], te[a,b]

ve a, >0 olsun. Bu durumda

92



a

[P (e 2) 157 £ (me) + T (B+2) 117 ()= £ (@) ((mt) - o(a)
+f (b)(a)(b)—a)(mt))ﬂ J‘

< (a)(mt)—a)(a))a (mt—a)‘f'(a)‘+(a)(b)—a)(mt))ﬁ (b—mt)‘f'(b)‘ (4.2.12)
2

+m‘f'(t)

2 ‘((w(mt)_w(a))a (mt—a)+(w(b)~w(mt))’ (b—mz))

esitsizligi saglanir.

Ispat. || fonksiyonunun mt €[a,b] ve k e[a,mt] i¢in m-konveksliginden

, =k oy, k—a ..
f (k)‘szt_a‘f (a)\+mt_aam\f Q (4.2.13)

esitsizligi yazilir. (4.2.13) esitsizliginden

k-a

, mt—Kk,,,
(k) < K)ot

T mt-a

m|f(t)| (4.2.14)

yazilabilir. Diger taraftan  fonksiyonunun kesin artanligindan, mt €[a,b], k e[a, mt]

ve a >0 icin

(a)(mt)—a)(k))a S(co(mt)—a)(a))a (4.2.15)

elde edilir. (4.2.14) ve (4.2.15) esitsizlikleri taraf tarafa carpilip [a, mt] araliginda integral

alinirsa

Lmt(w(mf)—w(k))f'(k)dk
< (w(mt)—co(a))“ Df -(a)u‘amt(mt—k)dk+m‘f -(t)‘jamt(k_a)dk} (4.2.16)

mt—a

=(o(mt)-w(a)) (mt—a)[|]c '(a)|+2m|f (t)q
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sonucuna ulagilir. Ayrica kismi integrasyondan

J. (@ (m) = (k)" 1 (k) dk
= 1 (t)(w(mt)-w(k))" +af " (o(mt)-o(k)) " f(k)o'(k)dk  (4217)
=T'(a +1)I:f"f(mt)—f(a)(a)(mt)—a)(a))a

oldugu kolayca goriilebilir. (4.2.16) ve (4.2.17) ifadelerinden

I'(a +1)1:j”’f(mt)—f(a)(a)(mt)—a)(a))a

S(mt—a)(a)(mt)—a)(a))a( ! '(a)\+2m\f '(t)\J (4:2.18)

oldugu goriiliir. Diger taraftan (4.2.13) esitsizligi i¢in mutlak degerin 6zelliginden

k—-a
mt —a

(0=~ =]

mt—a

m|f '(t)|j (4.2.19)

esitsizligi yazilir. Boylece (4.2.15) ve (4.2.19) i¢in yukaridaki islemler benzer sekilde
yapildiginda

f (a)(a)(mt)—a)(a))a —F(a +1)]:i“f(mt)

<(mt-a)(w(mt)-w(a)) ( f'(a) +2m\ f (t)‘J (4.2.20)

elde edilir. Dolayisiyla (4.2.18) ve (4.2.20) birlikte diistiniildiigiinde

I (a+1) 12 £ () £ (a) (0 (mr) (@)

‘(a+mlf" (4.2.21)
S(mt—a)(a)(mt)—w(a))“£ f(a) : |f (t)lJ

sonucuna ulasilir.
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Benzer sekilde |f | fonksiyonunun mt e [a,b] ve k e [mt,b] icin m -konveksliginden

b—-k

: k—mt

b—mt

m|f(t)]+

[ £'(b)| (4.2.22)

esitsizligi yazilir. Hipotezden -fonksiyonunun kesin artanligindan mt e[a,b],

k e[mt,b] ve >0 igin
(a)(k)—a)(mt))ﬂ < (a)(b)—a)(mt))ﬂ (4.2.23)

dir. (4.2.14), (4.2.15) ve (4.2.19) i¢cin uygulanan islemler benzer sekilde (4.2.22), (4.2.23)

icin de uygulanirsa

‘F(ﬁ+1)lff” 1 (mt)- f(b)(a)(b)_w(mt))ﬁ‘
S(b—mt)(w(b)—w(w))/f(|f (O mf '(t>|}

(4.2.24)

2

oldugu goriliir. Sonug olarak (4.2.21) ve (4.2.24)’ten liggen esitsizligi yardimiyla ispat

tamamlanmais olur.
Sonug 4.2.4. Eger Teorem 4.2.2.°de o= f alinirsa,

a

[P (o 2)(15f (me)+ 17 f (o)) = 1 (a) (@ (me) =0 (a))
+1 (b)(@(b) - oo ()|

< “ |f(a)|+m]f (1) (4.2.25)
_(a)(mt)—a)(a)) (mt—a)( > ]
H{o(b) - (m)) (b—mz)[“ o)+ '(t>\]

esitsizligi elde edilir.
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Sonu¢ 4.2.5. Eger Teorem 4.2.2.°de m=1 alindig1 takdirde (4.2.12) esitsizligi (3.3.5)

esitsizligine indirgenir.

Sonug 4.2.6. Eger Teorem 4.2.2°de m=1 Ve (¢)=¢ alindi takdirde (4.2.12) esitsizligi

(3.1.26) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.3. f,w:[0,00) — R iki fonksiyon olsun. me(O,l], f pozitif ve m-konveks

bir fonksiyon ve o ise diferansiyellenebilir ve kesin artan bir fonksiyon olsun. Bu

durumdaO0<a<mb ve a >0 igin

(2 L) i (1 ow)(a (mb)

2 ) 2(mb-a) Ll e

+ma+1|ZiO;(b), ( fo w)(wl (%Jj} (4227)

esitsizligi saglanir.

Ispat. (2.2.8) de u,vela,mb], a :% icin f fonksiyonunun m -konveksliginden

f(u+mng f(u)+mf (v) (4.2.28)
2 2
olur. u=ta+m(1-t)b ve V=tb+%(l—t)a alinirsa

21 (a;mbj < f (ta+m(1-t)b)+mf [tb+%(1—t)aj (4.2.29)

yazilir. (4.2.29) esitsizliginin her iki tarafi t* ile carpilir, [0,1] iizerinde integral alimirsa

— f

a

2 . (a+mb 1,4 1,4 1
( jsjot f(ta+m(1-t)b)dt+m| t f(tb+;(l—t)a)dt (4.2.30)
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olur. Dolayisiyla

ML% (fow)(w™ (mb))+m 175, (S “’)(w_l (Em

(mb-a)” m
3 F(a) 1 o™ mb—w(x) “ co(x)
- (mb—a)“ {F(a)]‘wl(a) ( mb—a J : (a)(x)) (mb—a)dx
m? o® a)(x)—a h 1) (x)
Tk e | e

1 o—. l o—. 1
:-[Ot lf(ta+m(1—t)b)dt+mj‘ot lf(tb+a(l—t)ajdt
Zgf(a+mbj
a 2

oldugundan (4.2.27) esitsizliginin sol tarafi ispat edilmis olur.

Diger taraftan t €[0,1] i¢in f *nin m-konveksliginden
f (ta+m(1-t)b)<tf (a)+m(1-t)f(b)

m m

f (mﬁa]s mif (b)+m? (1t) f [ij

yazilir. Son iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa

f (ta+m(1-t)b)+mf (tb+@a]

m

<tf (@)+m(L-t) f (b)+mtf (b)+m? (1-t) f (%)
ta—l

olur. Bu esitsizligin her iki tarafi %

alinirsa
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ile carpilip, t’ye gore [0,1] araliginda integral



o (L, al,,. (1—t)
Sl (mem-t)b)de+ 7 [ 1f[tb+ . a)dt

% ['sa ol o, arl,
SELI f(a)dt+m5'[0t 1(1—t)f(b)dt+m§IOt f (b)dt

+m? %Et“l (1-t)f (%} dt

bulunur. Elde edilen esitsizlikte gerekli integral islemleri yapilarak

J”(‘E’C—iz)){ ';ff(a)+ (fow) (“’71 (mb)) * mwlljj(b)f (o) (wl (%jﬂ

4.2.32
() )y -
_2(a+1) 2 a+l m? 2

elde edilir. Bu da (4.2.27) esitsizliginin sag tarafidir. Sonug olarak (4.2.31) ve (4.2.32)

den istenilen sonuca varilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.2.7. Teorem 4.2.3°te m=1 alindig1 takdirde, (4.2.27) esitsizligi (3.3.6)

esitsizligine indirgenir.

Sonu¢ 4.2.8. Teorem 4.2.3.’te m=1 ve a)(t)zt alindigi takdirde, (4.2.27) esitsizligi

(3.1.10) esitsizligine indirgenir.

Lemma 4.2.1. f:[a,mb]—>R, (a,mb) araliginda diferansiyellenebilen pozitif bir
fonksiyon ve f'eL[a,mb] olsun. w(x) ise (a,mb] arahginda pozitif artan w'(x)

(a,mb) araliginda siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, me (0,1],

a >0 i¢in
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’ 2(mb-a
10y (F °w)(w‘1(a))} (4.2.34)
=2(mb1—a) [ (()b)[(w(u)—a) —(mb—c(u)) J(f w)(u)o'(u)du

B F(a+1) v 1
T e i (10007 0)

olsun. w-Riemann Liouville kesirli integral tanimindan yararlanarak

(4.2.35)

1 oY (mb
:_Z(mb—a) I ((>)(f o)(u)d (mb—w(u))
- 2(mb1—a)a [(mb—a)a f (a)+jjl(<n)b)(mb_w(u)) (froo)(u)o (u)du}
o+1 .
2=2(Fn(]b_a)) '3<mb>*(f°”)(‘° ()
_z(m:—a)I <(”>lb)(”(”)‘“) o' (u)(f ow)(u)du
1 o (mb) (4.2.36)
" 2(mb-a) I o o)(u)d(o(u)-a)
:2(mbl—a) [(mb—a)a f(mb)—jw' ((r:m(a,(u)_a) (f w)(u)a)'(u)du}
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elde edilir T, ve T, taraf tarafa toplanirsa ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.9. Lemma 4.2.1.°’"de m=1 alindiginda, (4.2.34) esitligi (3.3.7) esitligine

indirgenir.

Teorem 4.2.4. f :[a,mb] >R, (a,mb) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
w(x) ise (a,mb] arahiginda pozitif artan ve w'(x), (a,mb) araliginda siirekli
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. me(0,1] olmak iizere |f{ m-konveks

fonksiyon ve o« >0 olmak iizere

M) Tm0) Tt e (1 o0)(a (nb)

_ mb-a (1_2%j(‘f (a)|+m|f (b))

2(a+1)

esitsizligi saglanir.

jsgat. Lemma 4.2.1’den

f(a)+ f (mb) F(a+1)|:

2 2(mb—-a)”

I:fff(a)+ (f oa))(a)_l(mb))+ljff(mb)_ (foa))(a)l(a))}‘

simoay b o) -a) ~(mb-o@) o) wfao e
yazilir. Ue€ (a)—l(a),w‘l(mb)) oldugundan a < w(u)<mb dir. Eger t= mb;—a)(u)
mb—a

alinirsa buradan w(u) = at+m(1-1)b olur. Boylece yukaridaki esitsizligin sag tarafinda
w(u)=ar+m(1-t)b degisken degistirmesi yapilip ve |f|’nin m-konveksligi

kullanilirsa
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2 2(mb-a)"*
mb-a

; j;‘(l—t)“ —t

< mbz_aj:‘(l—t)“ —t

f(a)+ f (mb) F(a+l)|:

<

f(ta+mb(1-t))dt

(]£*(@) +m@-)] (o)
-1 2oty -] (o) ma- ) o)
S| @) me- ol o)

- mbz—a@ f '(a)|{(a+l)l(a+2) B (1“1)}

+m|f '(b)‘{(a +1)l(a+ 2) 2 (10! +1)D
_ ( mbz—aj(zaz(aa—jl)]q f(a)[+m|f (b))

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

t*—(1-t)"

IZ:ff(ay (f ow)(w_l(mb))+12ff(mb), (foa))(a)_l(a))}‘

Sonuc¢ 4.2.10. Teorem 4.2.4’te m=1 alindiginda (4.2.37) esitsizligi (3.3.8) esitsizligine

indirgenir.

Sonu¢ 4.2.11. Teorem 4.2.4’te m=1 ve w(¢)=t alindif: takdirde, (4.2.37) esitsizligi

(3.1.11) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.25. a,be[0,»), a<b olmak iizere f,g:[a,b]—>R iki fonksiyon ve

f,g, fg eL[a,b] olsun. Eger [a,b] tizerinde f pozitif ve konveks, s<(0,1] igin g s-

konveks, « ise diferansiyellenebilir ve kesin artan bir fonksiyon ise bu durumda o >0

igin
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+|Zﬁ’(b), ( f oa))(a)_l(a))(g oa))(a)—l (a))}

. (4.2.39)
s(a+s+l+8(a,s+2)j/\1(a,b)

1
(oc+s)(oc+s+1

+[B(a+1,s+1)+

)JAz(a,b)

esitsizligi saglanir.Burada A, = f (a)g(a)+ f (b)g(b) ve A, =f(a)g(b)+ f(b)g(a)

seklindedir.

ispat. =%y  (oo)(@(8))(g00)(0™ ()

olsun. C, ve C, i¢in w-Riemann Liouville kesirli integralini uygulayalim. Once C, i¢in

uygulanacak olunursa

(o-a)

O i o) (o) st (e
_ o) b-o(x) " w'(x)

_jw%(a))( b-a j f(a’(x))g(w(x))(b_a)dx

yazilir. Burada t:b;w(x) alinirsa, f fonksiyonunun konveksliginden ve g
—a

fonksiyonunun s -konveksliginden
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o=y s (0o ) -0) (o)

=[Ct2f (at+(1-t)b)g (at+(1-t)b)dt
<[t (tf (a)+(1-1) f (b))(t'g (a) +(1-1) g (b))t
=t f (a)g(a)dt+ [ t* (1-t) f () g(b)dt
[ (1-1) £ (b) g (a)dt+ [t (1-t)™ £ (b) g (b)at
:Wﬁ f (a)g(a“(aﬂi)(aﬂ) fb)o(a)
+B(a+Ls+1) f(a)g(b)+B(as+2) f(b)g(b)

elde edilir. Diger taraftan t = coE)x) —d alinip, benzer islemler C, i¢in de uygulanirsa

| ff(wﬁ—)] (o)) () i
((1- ta+tb) ((1-t)a+tb)dt

(1-1) f () +1f (b))((1-1)" g (a) + g (b) ot
a)g (b)dt

b)g(b)dt

j 1f
<[
:j:ta-l(l_t)“f( a)g(a dt+jt T(1-t) f(

+[ 1t (1-t)" £ () g(a)dt+ [t (1-t)" £ (b) g

=B(a,s+2)f( )g(a)+(a+s+1)(a+s)f(a)g(b)

+B(a+1,s+l)f(b)g( )+B(a+s+1,s+2)f(b)g( )

elde edilir. C, ve C, nin toplamindan ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.2.12. Teorem 4.2.5’te o(t)=t alindiginda (4.2.39) esitsizligi (3.1.16)

esitsizligine indirgenir.
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Sonug 4.2.13. Teorem 4.2.5'te s=1 Ve w(t)=t alindigi takdirde, (4.2.39) esitsizligi

(3.1.12) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.6. a,be[0,0), a<b olmak iizere f,g:[a,b] >R iki fonksiyon ve
f,g, fg e L[a,b] olsun. Eger [a,b] iizerinde f bir pozitif ve konveks, s <(0,1] i¢in g,

pozitif ve s-konveks, o ise diferansiyellenebilir ve kesin artan fonksiyon ise, bu

durumda o >0 i¢in

y (a;bjg(a;b}< I(a+1) |:|Ziff(a)+(f cw)(w™ (b)) (gow)(w™ (b))

2(b-a)’

+ ijf(b), (fo a))(afl (a))(g oa))(w_l(a))}
. ] (4.2.40)

(a+s)(a+s+1)

+%Al(a,b) B(a+1s+1)+

+%A2(a’b){3(a,s+l)+mJ

esitsizligi gegerlidir. Burada A, ve A, Teorem 4.2.5’teki gibidir.

Ispat. f fonksiyonunun konveksliginden

ve g fonksiyonunun s -konveksliginden

g(;cﬂ)jé g(x)+g(v)

2 2°

yazilir. f ve g ’nin ¢arpimindan
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f(ﬁng(ﬁujg f(r)g(x)+f(x)g(v)+/(v)g(x)+f(v)g(v)

2 2 25+1

elde edilir. x ve v’ye k =ar+(1-t)b Ve v=(1-t)a+b degerleri verilirse

25+1f(a;bjg(a;bj§ f(at+b(1-t))g(at+b(1-t))
(at+b(1-t))
f(a(
+ (a(1

+f al t+bt

+

)
t)b)

(1—t)+bt)

t)+bt

~t)+bt)
—t)+ht)

g(a(
g(at+
9(a

halini alir. Son esitsizligin her iki tarafi t“* ile garpilip [0,1] araliginda integral alinirsa

s+1
2 f(a+b

a+b 1,
. jg( . jsjot 'f (at+b(1-t))g(at+b(1-t))dt

a

(
+jolt“—lf(a 1-t)+bt)g(a(l-t)+bt)dt
+[tf (at+b(1-t))
+jolt“—lf(a 1-t)+bt)g(at+b(1-t))dt
( )

<[t (at+b(1-1))g (at+b(1-t))t

jt“—lf( a(1-t)+bt)g(a(l-t)+bt)dt
1
[B oc+1s+1 oc+s)(a+s+1)]

Bas+2 1
a+s+ﬂ

(

(a
g(a(l—t)+bt)dt

(

(

elde edilir. Buradan
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dir. Boylece

r(e) 122 (Fo0)(0 (9))(250) (™ (1)
15 (10 @) g0) (o ()]

:Iolt“*lf (at+(1-t)b)g(at+(1-t)b)dt

+ [t (a(1-t)+bt)g (a(1-t)+bt)dt

E (A A et s
_A,(ab)

T{B(a,s+2)+(a+ﬁJ

esitsizligi yazilir. Ik ve son terimden ispat tamamlanmus olur.

Sonu¢ 4.2.14. Teorem 4.2.6’da o(t)=¢ ahndiginda (4.2.40) esitsizligi (3.1.17)

esitsizligine indirgenir.
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Sonu¢ 4.2.15. Teorem 4.2.6’da s=1 ve a)(t)zt alindig1 takdirde, (4.2.40) esitsizligi

(3.1.14) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.7. a,be[0,%), a<b olmak iizere f,g:[a,b] >R ve f,g, fgel[a,b]
olsun. Eger [a,b] iizerinde, s,s,e(0,1] igin f s -konveks, g s,-konveks,

diferansiyellenebilir ve kesin artan bir fonksiyon ise bu durumda a > 0igin

H17 (Foo)(0™(a)) goa))(a)_l(a))}
_( ! +B(a,s1+s2+1)]A1(a,b)

a+s, +s,

(4.2.41)

A

+(B(a+sl,s2 +l)+B(a+sz,sl+l))A2(a,b)

esitsizligi gecerlidir. Burada A, ve A, Teorem 4.2.5’teki gibidir.

fspat, ©,= . 1 (Foo) (0 (8)(gow) (o (8))

(b-a)
F(a

0= o i ()o@ oo (0)

olsun. w-Riemann Liouville kesirli integral tanimindan
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yazilir. t = b;a)(x) icin, f ve g fonksiyonlarinin s-konveksliginden
—a

o % ey (f 20)(0™(b))(gow) (@ (b))

=[lte at+(1 t)b)g(at+(1—t)b)dt

<[t ( +(1-1)" f (b ))( g(a)+(1-1)" g(b))dt
=[ e (a)dt+ [t (1-t)" f (a) g (b)at
+I:t““r1(1—t)sl f(b)g(a dt+j0t (1-t)*" f (b) g (b)dt
:(miﬁz) (2)9(a)+B(a+s,5,+1) f(a)g ()
+B(a+s,s,+1) £ (b)g(a)+B(as +s, +1) £ (b) g (b)

elde edilir. t = ng) ¢ alinip, benzer islemler ®, icin de uygulanirsa,
a

=t (- t)a+tb)9((1—t)""“'°)0't

<[t ((@-1)*  (a)+t 1 (b)) ((21-1)* g (a) +t*g (b))t
jt (1-t)*f (a)g(a dt+jt (1-t)" f (a)g(b)dt
+[ g (b)g(a)dt+ [t (b)g (b)dt

(
:B(a,sl+s2+1)f(a)g( )+ Ba+s,5,+1) f (a)g (b)

+B(a+s,,s,+1) f(b)g(a)+ f(b)g(b)

a+s, +s,

bulunur. ®, ve ®, ’nin toplamindan ispat tamamlanmis olur.
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Sonu¢ 4.2.16. Teorem 4.2.7°de w(t)=¢ ahndiginda (4.2.41) esitsizligi (3.1.18)

esitsizligine indirgenir.

Sonu¢ 4.2.17. Teorem4.2.7°de s, =, =1 Ve w(t) =t alindigi takdirde, (4.2.41) esitsizligi

(3.1.12) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.8. a,be[0,»), a<b olmak iizere f,g:[a,b]—>R iki fonksiyon ve
f.g, fg e L[a,b] olsun. Eger [a,b] iizerinde, m;,m, (0,1] igin f m, -konveks, g m, -

konveks, « da diferansiyellenebilir ve kesin artan bir fonksiyon ise, bu durumda o >0

i¢in

IA

( fa)g ("’2:; (b)9 (b)} (a+1;n(2a+2)(f (a)g[m%} f (b)g(miﬂ (4.2.42)
‘e 2@ ) o )

el i) G

esitsizligi saglanir.

b =g 1, )0 ) a0 o)

o=y L oo @)zl (o @)

olsun. w-Riemann-Liouville kesirli integral tanimidan
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L) e (fow)(0 () (ge0) (0 ()

(b a)’ ©
(bF 5 (r Sl b-ol >)“‘1f<w<x>)g<w<x>)w'(x>dxj
h) b a)(x w\X w'(x) X
I )[ b-a ) ())(b—a)d
yazilir. t_b bi)E:C) degeri icin, f fonksiyonunun m, -konveksliginden ve g

fonksiyonunun m, -konveksliginden

e 2 (o) () s -e) (o)

=[Ctf (at+(1-t)b)g (at +(1-t)b)dt

<[t ( (1) f (nle[tg(a)mz (1-t)g(m£2Ddt

=[[t*f (a) g (a)dt+m, [ t"(1-t)  (a)g (m%]dt
+mlj:ta(1—t)f[m£1j (a )dt+mmjt (1-t)’ f[r:Jg(m%Jdt

1 b

oz @9 gy [ @ @o[ )
it ol

elde edilir. t = wi)x) ¢ alinip, benzer islemler y, icin de uygulanirsa
—a
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o= iy ()o@ s o) (o ()

:J‘::((:’))(wl()x_);aj _ f (a)(x))g(a)(x)) (C;;'E);)) dx
=[ 7 ((1-t)a+to)g((1-t)a+tb)dt
<[[tf (b)g(b)dt+m, [t (1-t) f (b)g (mijdt

+mljolt" (1-t) f (milj g(b)dt+ mlmzfolt“‘l (1-t)° f (i) 9(
- aiz f (b)g(b)+m(mﬁ (%lg(b)ﬂnzf (b)g(m%D
(2]

bulunur. y, ve y, nin toplamindan ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.2.18. Teorem 4.2.8°de m =m,=1 alindiginda (4.2.42) esitsizligi (3.1.12)

esitsizligine indirgenir.

4.3. Genellestirilmis Oransal Kesirli (GPF) integral Operatorler iceren Hermite-
Hadamard Tipli Esitsizlikler

Calismamizin bu bolimiinde bazi konveks fonksiyon ¢esitleri i¢in genellestirilmis
oransal kesirli (GPF) integraller igeren Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde

edilmistir.

Lemma 4.3.1. f:[a,b]— R bir fonksiyon, f € L[a,b], p€(0,1], >0 olsun. O halde
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RO C N R CH TR

+ [Tt (bt + (1-t)a) dt

esitligi gecerlidir. Burada k = p—_l(b —a) seklindedir.
p

<Bgmll:ﬁéﬁ*W(m+(L¢m)m veIZ:EeW*%(bt+a—0ayn
olsun. I, ve 1, de sirastyla t=at+b(1-t) ve t=bt+a(l-¢) degisken degisimi

yapilarak

[[e“t*f (at+(@-t)b)dt+ [ e“t" (bt+@-t)a)dt

E 7 Ez—a
~aoap e G- e e
—-a a a

_ p“]"(a) |:(GPFIa,/) f )(b)_'_(GPFIt;x,pf)(a)]

(b-ay Ll ®

)

(r—a)ailf(r)dt

esitligi elde edilir. Bu da istenilen sonugtur.

Teorem 4.3.1. f:[a,b]—R bir fonksiyon, f eL[a,b], p€(0,1] ve a>0 olsun. |f]'

quasi-konveks ve p,q>1, p+q* =1 olmak iizere

par(a) [( GPZ |7 f )(b)+(GPF|g*p f )(a)]

(b-a)’ (4.3.2)
<2(F(L+ (a-D)p) ~T[i+ (a-Dp—kp]) (max |1 (a)] | £ (&)

esitsizligi gegerlidir. Burada k = 1(b—a) seklindedir.
p
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Ispat. (4.3.1) esitligine mutlak degerin 6zelligi ve integraller icin Holder esitsizligi

uygulanarak

prq"(oc) [(a [ %0 f )(b)+(lg'/’ f )(a)}

(b-a)’
<(foe ) ot (o] (et @) e
#( (e at)

o

(ﬁh(m+a—oafmf

oldugu gériiliir. Hipotezden | f|* quasi konveks oldugundan

pﬁﬁﬂuwgwaM+fﬁwwﬂﬁﬂ

s2(r(1+(a—1)p)—F[1+(a—l)p,—kp])‘l’(max{\f(a)\'\f(b)‘})

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2 f :[a,b]—> R bir fonksiyon, f eL[a,b], p€(0,1] ve a>0 olsun. |f[

quasi-konveks ve p,q>1, p+q " =1 olmak iizere,

P“F(OC) [( GPE | ©0 f )(b)_i_(GPFI;z,p f )(a)]

(b-a)

{55 [ttt

esitsizligi gecerlidir. Burada k = p—_l(b —a) seklindedir.
p

(4.3.3)

Ispat. (4.3.1) esitligine mutlak degerin ozelligi ve integraller icin Holder esitsizligi
uygulanarak
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%[(al“*’f)(bﬁ(lg*’f)(a)}
SJ‘:ekttzz—l

R R
R e—

f(at+(@A-t)|dt+ et

f (bt+(1—t)a)|dt

oldugu goriiliir. Hipotezden |f|" quasi konveks oldugundan

ﬁF@NX@Dnym+U”wW)@ﬂ

(b-a)

{5 [ty tr et

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

FoRn

Teorem 4.3.3. f :[a,b] >R bir fonksiyon, f eL[a,b], p€(0,1] ve a>0 olsun. Eger

1
| f|» quasi konveks ve @+ =1 olacak sekilde w, 12> 0 ise, bu durumda

pWﬁﬂB@Qfow+Wﬁm”)@ﬂ

(4.3.4)

1 1

<20’ ea;' +(ﬁ Zﬂzljnmx{p(aﬂﬂJJ(bﬂﬂ}

esitsizligi gecerlidir. Burada k = p—_l(b —a) seklindedir.

Ispat. (4.3.1) esitligine genel Cauchy esitsizligi uygulanirsa
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LT o) o)+ (171 (2)]

(b-a)’

< [[e"t|f (at +b(1-1))dt + [ et

f (bt+a(l—t))dt

< _wjol(e“ );dt +ﬂj:(z“’l )fll |/ (at +b(1—t))‘/ll dt

+ a)J-Ol(ekt )‘tdt + ﬂj:(ta_l)i |/ (bt +a(1-1))| dt

1
oldugu goriiliir. Hipotezden |f |« fonksiyonu quasi konveks oldugundan dolay:

P“F(OC) [(sz | %0 f )(b)+(GPF|gx,p f )(a)]

(b-a)

< ZwI:(ekt )odt + Zuﬂ(t“’l)? max {|f(a)|ll ,|f(b)|xlt}dt

—Zw{e”k’kl}(affJmax{lf(a)ﬁ,v(b)ﬁ}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.4. a,b e[0,0), a<b olmak iizere f :[a,b]— R bir fonksiyon, f e L[a,b]

pe(0,1] ve a>0 olsun. me (0,1] igin | f|" m-konveks ve p,q>1, p™+q™* =1 icin

P"T((X) [( Gp: | @0 )(b)+(GPF|S,p f )(a)}

(b-a)

1

[T(1+(a-1) p)-T (1+(a=1) p,—kp) |? (4.3.5)

[ G ror-o 3T

esitsizligi gegerlidir. Burada k = p—_l(b —a) seklindedir.
p

<

N
_Q\l—‘|H

o~

+[|f (b)|q +m

115



Ispat. (4.3.1) esitligine integraller i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa

par(a) [( GP: i )(b)+(GPF|g,/) f )(a):|

(o-a)

< jole'“t“‘l
+Iole'“t“‘1
!

#( (e ) at) (11 (bt+ a-a) et |

oldugu goriiliir. Bdylece | f|* fonksiyonun m -konveksliginden

f (at+(@—t)b)|dt

f (bt+(@—t)a)|dt

o

IT@wAquWEM<m+a—UWVm)

0

ﬁFW)Uwgmw)@quﬂﬁ”)@ﬂ

1

[ t\f(a)\um@-t)‘f(%

IA
—_—
o =
—~

@D

a5

—t

5]

AN
~
e

[oR

—
N —
o |

¥
ik

1
qjq

+(J.:(e“t“‘l)p dt)p J-Ol t|f (b)f +m(1_t)‘f (%]

_ %[r(l+(a—1)p)—r(1+(“ 1) p.~1p)]
2q

() {rorap(y

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanur.

x [|f(a)|q +m

Sonuc¢ 4.3.1. Eger Teorem 4.3.4’te m=1 alindig1 takdirde,
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&oar(a) [(szla,p £ )(b)_'_(GPFIt()x,/J f )(a)]

<2[T(1+(a —1)p)—r(1+(a—1)p,_kp)]$

1

x[\f(a)\%\f(b)\‘* J

2

esitsizligi gecerlidir.

(4.3.6)

Teorem 4.3.5. a,b€[0,%), a<b olmak iizere f :[a,b]— R bir fonksiyon, f L[a,b]

p<(0,1] ve a>0 olsun. me (0,1] igin | f|" m-konveksve p,q>1, p™+q™* =1 icin

P“F(OC) [(szla,p f )(b)_i_(GPFIS,p f )(a)]

(b-a)’

s[ekp —1}? |t ()| (a(a-1)+1)+m f(:]jq

(a(a-1)+1)(q(a-1)+2)

o

esitsizligi gecerlidir. Burada k = p-1 (b—a) seklindedir.
P
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Ispat. (4.3.1) esitligine integraller i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa

par(a) |:(GPFIa,p £ )(b)+(GPF|§,p f )(a):|

ooayll -
< (et (at+ (L-t)b)|dt+[ et | (bt-+ (1-t)a)|dt
<([5(e)" et (o[ (at+ @-vp)f ot
#( (") ot ()| (ot+ @-tya) et

yazilir. Hipotezden |f|q fonksiyonu m -konveks oldugundan

s(f:(ek‘)pdt); [L(t) t\f(a)\q+m(1_t)‘f(% q}dt}q
ey af g oo o (] o
(et[rerselaf

(q(a—l)+1)(q(a—1)+2)

q

[

kp

q

Ry

10 (a(-2)+2) | 2

(a(a—1)+1)(g(a-1)+2)

+

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Sonug¢ 4.3.2. Eger Teorem 4.3.5’te m=1 alindig1 takdirde,

pT(a) (551 £ )(b)+(“ 157 ) (a) ]

(b-a)’
< e’ -1 % ‘f(a)‘q (q(a_l)‘”-)*"f(b)‘q q
_{ kp j { (q(a—1)+1)(q(a_1)+2) J (4.3.8)

+[\ t (b)) (a(a-1)+1)+|f (a) ]q

(a(a—1)+1)(g(a-1)+2)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.6. a,b €[0,), a<b olmak iizere f :[a,b]— R bir fonksiyon, f e L[a,b]

1
, p€(0,1] ve a>0 olsun. Eger | f|« m-konveks ve @, >0, w+u=1 ise

(par(az [( sz [©r f )(b)+(GPF|tt)>t,p f )(a)]

b-a)
) eg -1 ?
< 20 [ ’ +[a+§ﬂ_1j@f(a)

S (e 16

esitsizligi gegerlidir. Burada k = p—_l(b —a) seklindedir.
p

%+\ f(b)‘/lt} (4.3.9)

6]

= |~

+

Ispat. Lemma 4.3.1 yardimiyla ve genel Cauchy esitsizliginden
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ZE ey o]

1
S J- ektt(x*l
0

f (at+b(1-1))dt+ [ et

f (bt+a(l—t))dt

< a)jol(e“ );dt +ﬂj‘:(z"’l )fll |/ (at +b(l—t))"1‘ dt_

+ a)J-Ol(ekt )‘tdt + ﬂj:(ta_l)i |/ (bt+a(1- t))"l dt

1
oldugu goriiliir. Hipotezden |f|« fonksiyonu m-konveks oldugundan dolay:

<2w2{ezk1}+uj(“ ) [t|f |#+m(1 t)f(%j‘i]dt

+m[(a+#—1)ﬁz;+2ﬂ—1)m f (%j

sonucuna ulasilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.3.3. Eger Teorem 4.3.6’da m=1 alinirsa,
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p'T(a) (S5 £) (o) + (157 1) (a) ]

(b-a)

<20 ewk—l +Uf(a

)+l o) (4310

X([OHI:;—J- {(ﬁzﬂ‘f;(“”_l)n

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.7. f:[a,b]—>R bir fonksiyon, feL[ab], pe(01] ve a>0 olsun.

€(0,1] i¢in |f|q s-konveks ve p,q>1, p~+q " =1 olmak iizere

pT(e )[(GPFI‘”’f)(b)+(GPFI§"’f)(a)]

( a)’
<2[T(1+(a-1)p)-T(1+(a-1)p, kp)]l (4.3.11)
x{\f(a)\‘%\f(b)\“}*
s+1

esitsizligi gegerlidir. Burada k = p—(b a) seklindedir.
p

Ispat. (4.3.1) esitligine integraller icin Holder esitsizligi uygulanirsa

RN CH GO
< j:ektta—l

1
+'[ ektta71
0

f (at+(@—t)b)|dt

f (bt+(1-t)a)dt
<(fie )’ dt):’ (o]t (at+ @) dt);
+(f (e dt)‘l’ (Ji1f (ot @-va)f olt)‘11
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oldugu goriiliir. Boylece |f|q fonksiyonun s -konveksliginden

%[( OPF | wr f )(b)+(GPF|g"” f )(a)]

=2[F(1+(a 1) p)-T(1+(a~1) p.~kp) |°

1

X{\f(a)\wf(b)\“ ]
s+1

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Sonuc¢ 4.3.4. Eger Teorem 4.3.7°de s=1 alinirsa

par(a) [( sz | %0 f )(b)+(GPF|g,p f )(a)]

1

<2[T(1+(a=1) p)-T(1+(a=1) p,~kp) [P (4.3.12)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.8. f:[a,b] >R bir fonksiyon, f eL[a,b], pe(O,l] ve o>0 olsun.

€(0,1] igin |f[* s-konveksve p,q>1, p*+q™" =1 olmak iizere
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‘p“F(a) (551 ) (b)+(“ 157 ) (a) ]

< e 1) ) 0, |t (a) .
_[ j [Q | (b) —)J (4.3.13)

kp 1+s+q(a-1

+{Q><‘f (a)‘q +—‘f (b)‘ )Jq

1+s+q(a-1

esitsizligi saglanir. Burada k = p—_l(b —a) ve

p
_ F(1+(0c—1)q)F(l+s)
F(2+S+(a—1)q)

seklindedir.

Ispat. (4.3.1) esitligine integraller i¢in Holder esitsizligi uygulanarak

%[(GPZMP]‘)(b)+(GPF|ff’pf)(a)}
<[t
(o ([ o ovpa
(e s (e e ot aova e

esitsizligi bulunur. Hipotezden ve |f|' fonksiyonunun s-konveksliginden dolay:

f(at+(1-tb)|dt+[ et

f (bt+(1-t)a)|dt

yukaridaki son esitsizlik
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+{QXf(a)q+l+s:(qb()al)Jq]

seklinde olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.3.5. Eger Teorem 4.3.8’de S=1 alinirsa

< ekp_l% ‘f(a)‘q(q(a—l)+1)+‘f(b)‘q |
[ {[ CILCET oo

{ubwq(a1>+1>+f<a>ﬂ

(a(a—-1)+1)(g(a-1)+2)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.9. f :[a,b]— R bir fonksiyon, f e L[a,b], p€(0,1] ve a>0 olsun. Eger

1
s€(0,1] i¢in | f[« s-konveks ve @, x>0, w+u=1ise
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< 20° e 1}{ @ - j[‘f(a)‘; +\f(b)ﬂ (4.3.15)
m&“ﬂﬂﬁ”ﬂbmf (%]

esitsizligi gecerlidir. Burada k = p—_l(b - a) seklindedir.
p

Ispat. Lemma 4.3.1 yardimiyla ve genel Cauchy esitsizliginden

p“F(OC) |:( GPZIa,p f )(b)+(GPF|k;Jz,p f )(a)}

(b-a)

< j:e“t‘H f (at+b(-t))|dt+ j:e’“tfH

f (bt+a(—t))|dt

< _wfol(ekt )Olet +ﬂjol(t“‘l )/1 |/ (at +b(1—t))‘/i dt

Ho [i(ef Jod + 1 I:(t“‘l)i | f(bz+a(1—z))\/t dt

1
yazilir. | f |/7 fonksiyonunun s -konveksligi yukaridaki son esitsizlige uygulanirsa

TR,

<20 {ewk—l] + ﬁjol(z“‘l)/lt (rs ‘f(a)‘/% +(1-1)° \f(b)\% jdt

LY (PO a0y
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K
e —1

~20| S @l 0 |

r(‘””_lJr(s +1)
y N M
a+2u-1 F(a+2,u+s,u—1j
u

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.3.6. Eger Teorem 4.3.9’da s =1 alinirsa

ooy [(Gf’gw £)(b)+( 157 f )(a)]

2 (@) +lr o) (8319

[(’Sﬂl +[<a+2u—f>3<a+”‘”D

esitsizligi elde edilir

4.4. Caputo-Fabrizio Integral Operatorler iceren Ostrowski Tipli Esitsizlikler

Bu bolimde bazi konveks fonksiyon ¢esitleri igin Caputo-Fabrizio kesirli integral

operatorleri iceren Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 4.4.1. f:[a,b]>R, (ab) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon,

xe[a,b] f'eL[ab]olsun. O halde « €[0,1] i¢in
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‘B(tx) “H e @-[( )0+t

= (y)aydx -2 [ #(y) dydx

a

(4.4.1)

B(a)

esitligi gecerlidir.

Ispat. te[a,b] i¢in 1, ve I,

j [ £(y)dycx— (0(:‘)) f(t)

y)dydx— (:)) (1)

olsun. Gerekli integral islemleri yapilir ve |, |, toplamindan

o, - (t)—B?a)L: f (x)dx_% £(t)

_ B(OC)'L f (x)dx+B(a) f (t)[(b_t)+(t_a)]

oldugu gorilir. Buradan sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli integral tanimindan

yararlanarak

a(b—a)

10 F(O)=[(F1 )0+ (715 ) ()]

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

L+1,=

Teorem 4.4.1. f:[a,b]> R, (ab) aralifinda diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
f'eL[a,b] ve her xe[a,b] igin |f (x)| <M olsun. Bu durumda « € [0,1] olmak iizere,

oc(b—a)+2(1—oc)

B(a)

F(O=[(T1F)O)+(“151)(1)]

(4.4.2)
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esitsizligi gecerlidir. Burada B (a) >0 normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (4.4.1) esitligine mutlak deger 6zelligi uygulanip, sonrasinda her x e [a,b] icin

| f (X)| <M kullanilarak gerekli integral islemler yapilirsa

a(b—a)+ 2(1—a)

5() f(t)_[(cguaf)(t)+(CF|gf)(t)]

Gl oS (o

)
~ B(a) LL

(1—a) t ot (1—a) b ex
B(a) LL MddeJrWL L Mdydx
M (1—a)

:T(a)[(b—t)z +(t—a)2}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

f'(y) dydx+%'|lbjtX f*('y)|dydx

IA

Teorem 4.4.2. f:[a,b]> R, (ab) aralifinda diferansiyellenebilen bir fonksiyon,

xe[a,b], f'eL[a,b] ve|f] quasi konveks fonksiyon olsun. Bu durumda a €[0,1]i¢in

F(O=[ (1)) +(T15F)(0)]

B(e) (4.4.3)

< ;18‘(‘;)) [(t-a) +(b-t)" |max{|f*(a)],| f "(b)}

esitsizligi gecerlidir. Burada B (a) >0 normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (4.4.1) esitligine mutlak deger 6zelligi uygulanip sonrasinda Lemma 4.4.1°in
ispatinda belirtilen 1, ve |, esitliklerine sirastyla y = Ab+(1-1)a ve y=7ia+(1-1)b

degisken degisimi yapilirsa
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f(t)_[(cgwf)(t)+(CF|gf)(t)}

(20+(1-2)a }dzdx

(A +(1-2)b)|didx

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin sag tarafina |f | fonksiyonunun quasi konveksligi

uygulanirsa,

A 2 o -[(e (1))
< im0
L e max () (o)
o= (o=t Jmax] (@) |1 0]

sonucuna ulasilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4.3. f:[a,b]>R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve

f'eL[a,b]olsun. se(0,1] i¢in |f | s- konveks fonksiyon ve a &[0,1] olmak iizere
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IS
—_
ol
|
N
+
N

(1—(1) _[(cFya L(CFye
5] F(O)=[(F1f)O)+(T15f)(1)]

. (-9 [‘ fl(a)‘ﬂ(b—a)H (bt} _(b_t)sﬂ(t_a)}

S+2

b 42 . > (4.4.4)
() byt LD Bﬂf'(b)ﬂ(t—af”——( —2) ]

S+2

(| @) —(ach) +<a-t>5”(b‘t)m

S+2

esitsizligi gecerlidir. Burada B (a) >0 normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (4.4.1) esitligine mutlak deger uygulanip, Lemma 4.4.1’in ispatinda belirtilen I, ve
I, esitliklerine sirasiyla y = Ab + (1— i) a vey=la+ (1— l)b degisken degisimi yapilir

ve sonrasinda | f | fonksiyonunun s—konveksligi kullanilirsa

B(a) — £ () =[(T1F) () + (15 )(1)]
@)

< B((:a” (4b-+(L-2)a didx

(:) ) ” ‘(2@ +(1-2)b)|didx
B((ab ¢ J.j ( a)‘)didx
(;) ) j j ( +(1-4) (b)‘)d/ldx
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B [0 T S
el )
S e I ([

oy st At +<at>5”<b‘)m

S+2

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuc¢ 4.4.1. Teorem 4.4.3’te s=1 igin

oc(b—a)+2(l—a)

5] F(O=[(S1 ) (O)+(T155) (1) ]

(1-a)|/ ()| (t-ay _((t-b)+(t-a))
= B(a) {2 ~ 3(b-a) ] (4.4.9
1-a)| \{( >3+<tb>3)+(b_ty]

B(a) 3(b—a) 2

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.4.4. a,be [O,oo), a<b olmak tzere f :[a,b] >R, (a,b) araliginda
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f'e L[a,b]olsun. me(0,1] i¢in |f | m- konveks

fonksiyon ve a €[0,1] i¢in

2(1—(1)

a(b—a)+ CFra CFya
B(a) FO)-[ () +(“11) ()]
f.(%j m(lof)[(fa)2 _ (’“)3} (4.4.6)

+

- 1 a‘f a)‘(t b)3
) (

3(b—a)B a) B(a) 2 3(b—a)
A=) ®)-a) f,(g) m(1—oc){(b—t)2+ (t—b)s}
3(b—a)B(a) m B(a) 2 3(b—a)
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esitsizligi gecerlidir. Burada B (a) >0 normallestirme fonksiyonudur

Ispat. (4.4.1) esitligine mutlak deger uygulanip, Lemma 4.4.1’in ispatinda |, ve |

2
esitliklerine sirasiyla y = Ab+ (1— /1) a ve y=Jla+ (1— /l)b degisken degisimi yapilir ve

sonrasinda | f | fonksiyonunun m-—konveksligi kullanilirsa

5() FO)=[(F1f)O)+( 1) (1)]

%E:i?f;ﬁf'<y>dvdx-%zi‘fff:f-<y>dydx
1 g)((f - H (Ab+ (1 2)a)dzdx
(:) ) [ j (Aa+(1-2)b) dadx
_(1-a)(b-a) B((f a ( b)|+m(1- z)‘f (i jﬂdx
a b x—b

) Ht bb(”f +m(1- i)‘f (% Ddxldx

1a\f )|(¢-b)

~ 3(b-a)B(o) H]

m(1- a){(r ay <r—a>3}
(a) 2 3(b a)
L @-a)lr(p)(i—a) +‘f [Rj m(l—a)[(b 0", (t-by }
3(b—a)B(a) m B(a) 2 3(b—a)

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur

Sonu¢ 4.4.2. Teorem 4.4.4’te m=1 icin
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L(A-a)|/(a) [(ta)2 ((t-b) +(t_a)s)] (4.4.7)

+<1—a>\f'<b>\{(<ta>3+<tb>3) (b—tf]

B(a) 3(b-a) 2

esitsizligi elde edilir.

4.5. y - Caputo Kesirli Tiirev Operatorler Iceren Ostrowski Tipli Esitsizlikler

Bu bolimde m-konveks fonksiyon icin y -Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatorler

yardimiyla Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 45.1. neZ', f:lcR"—>R n. mertebeden diferansiyellenebilen bir

fonksiyon,  ise diferansiyellenebilen, kesin artan bir fonksiyon ve y'e L([4,¢]) olsun.

m e (0,1] igin ™ pozitif m-konveks fonksiyon, u,& e, u<¢& Ve a, f>1 olmak iizere

[(n-a+1)(*Di £) () + T (n=B+1)(“DLH f) (x)

< (W(K)—V/(ﬂ))n ) [f(n) (ﬂ)(v,(,c)(m,c_x)_w(ﬂ)(mk_ﬂ))

Mx — u

+mf ™ (K) l//(K)(K - ,u) —(mf(n) (K) —f(n) (,u))J.: z//(x)dx} (45.1)

N 0 4 6) i ) - =)

mé—x

#mf O () ()(E =)= (mr (&)1 () [ ()|

esitsizligi gegerlidir [5].
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Ispat. xe[u,&] ve xe[u,x] olsun. Hipotezden y diferansiyellenebilen kesin artan bir

fonksiyon ve y'(x)>0 oldugundan
v () (v (0)=w (x)) " <y () (v (%) —w () (45.2)
esitsizligi yazilabilir.

Diger taraftan £ fonksiyonunun m -konveksliginden

£ (x)< MEZX £ () X 453
(x) — (ﬂ)+m_ﬂmf (x) (4.5.3)

dir. Buradan (4.5.2) ve (4.5.3) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilip, elde edilen esitsizligin

her iki tarafinin [ Uy K] araliginda integrali alinirsa

[ () =y () S (x)wr'(x)

u

bulunur.

Ayrica y - Caputo tiirev tanimi kullanilirsa

T (n-a+2)("D 1 )(x)
(v (=) —w(w)"™

Mk — u

+mf @ (i) () (x —,u)—(mf(n) (x)+ (ﬂ))-[:w(x)dx}

<

|1 (1) (v (o) (i =) = (1) (mrc = 1)) (4.5.5)

sonucu elde edilir.

Benzer sekilde Ke[,u,f] ve Xe[K,f] icin

v () (w (x)=w () < (x)(w()-w(x)"” (4.5.6)
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esitsizligi saglanir.

Diger taraftan f" fonksiyonunun m -konveksliginden

n mé:_ n - n
£ (x) < mg—z f( )(K)—i-nfé_’;mf( (&) (45.7)

dir. Boylece (4.5.6) , (4.5.7) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilip, elde edilen esitsizligin her

iki tarafinin [K, ¢ ] araliginda integrali alinirsa

I

[ () =y ()™ £O(x)y (x)ax
(v(&)-p(x)"”

mé—«

(4.5.8)

IA

( £ (K)Ij(mé—x)w'(x)dx+mf(”) (cf)f(x—lc)z//'(x)dx)

oldugu kolayca goriilebilir.
Tekrar y - Caputo tiirev tanimindan faydalanilirsa
r(n—p+1)(DL™ f)(x)
&-v(©) "
WDV 10 ) (@) m—e)plo)(me ) @59

#mf () (€)(E =)~ (£)+ 7 () [ (x) e |

<

elde edilir. Sonug olarak (4.5.5) ve (4.5.9) esitsizlikleri taraf tarafa toplanarak ispat

tamamlanmais olur.

Sonug 4.5.1. Eger Teorem 4.5.1°de a = f alinirsa

135



F(n=a+D)| (D2 f) (k) + (D £ ) (x) |

< (‘//(K)—‘//(ﬂ))n_a [f(n) (ﬂ)(v,(,c)(m,c_K)_w(ﬂ)(m,c_ﬂ))

Mk — u

+mf ™ (r)w(x)(x —,u)—(mf(n) (K)+f(n) (,u))rz//(x)dx} (4.5.10)

N (l//(f)—'//(lc))n*“ |:f(n) (K)(,/,(g)(mg_5)_W(K)(m&f—7c))

mé—«

#f () (€)(& =)= (mr ™ () £ () [ () |

esitsizligi elde edilir [5].

Teorem 4.5.2. neZ", f:1cR"—>R n. mertebeden diferansiyellenebilen, y ise

diferansiyellenebilen kesin artan fonksiyon ve y' e L([,¢]) olsun. m (0,4]igin|f "

m -konveks fonksiyon, u,cel, u<é&, ke[pé] ve a, >0 olmak iizere

< (W(;();Z_(l;)))n ( f () (ﬂ)‘(zc—ﬂ)(ZmK—K—ﬂ)+‘mf(”*l) (K)‘(K—lu)z) (45.11)
+ (W(g()r;;ﬂ_(i)))nﬂ ( f(nﬂ)( )‘(f—lc)(Zmé—é‘—K)+‘inf(n+l) (@‘(f—x)z)
esitsizligi gegerlidir [5].
Ispat. Hipotezden f ™ fonksiyonunun m -konveksliginden
0 ()] < 0 () ) ()| (45.12)

MK —pu mK —

dir. Boylece mutlak deger 6zelliginden (4.5.12) esitsizligi
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f(”“) Smk:—)c f(n+1) X—U n+1) 4.5.13
(< |1 (s 2= (o) (4513)

seklinde yazilir.

Diger taraftan x € [u,¢] ve xe[u, x| olmak iizere y diferansiyellenebilen kesin artan

bir fonksiyon oldugundan

(v ()= (x)" < (v (o) =y (r)" (45.14)

esitsizligi yazilabilir. Buradan (4.5.13) ve (4.5.14) taraf tarafa ¢arpilip, fonksiyonun

[ U, K] araliginda integrali alinirsa

E<wu»—w«wf”f““%x»u

< l// (‘f (n+1)
Mk — 11

(mx —x) dx+‘mf (n+3) )U:(x—ﬂ)dx) (4.5.15)

mK ,u (‘f (n+1) K y1i (ZmK K— /“ ‘mf (n+1) )‘(K—Iu)z)
sonucu elde edilir. Ayrica

[ ()= (x)) £ (x) e

(4.5.16)
=~ £ () (w (k) =y ()" +T (n=a+1)( D2 £ ) ()
oldugu gériiliir. Boylece (4.5.15) ve (4.5.16) ifadelerinden
C(n=a+1)( D% 1) ()= £ (1) (v (1) =y ()"
(o) -y ()™ (£ - ) 2w - (4517)

2(m}c—,u)

#|mf O (0)| (e~ 2)°)

bulunur.
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Yine (4.5.12) esitsizliginden

(n+1) [ MK =X ¢ (neg) X—Hu (n+1)
£ (x)> (mx_ﬂ‘f (,u)‘+—mx_,u‘mf (K)U (4.5.18)

yazilir. (4.5.13) esitsizligine uygulanan benzer islemler (4.5.18)’e uygulanirsa

£ () ()= () T (n s 2) (D2 1) )

< (W(;C()n_ﬁ];/j_(/;)))n_a (‘ £ (,u)‘(ic —u)(2mic—x— ) (4.5.19)

+|mf " ()| (e ﬂ)z)

sonucuna ulasilir. Boylece (4.5.17) ve (4.5.19)’dan

P(n=a+2)( D2 1) ()= £ () () ~w ()"

< (W(;C()r;:_(!;)))na (‘ ) (,u)‘(ic —u)(2mk —k — ) (4.5.20)

+mf O (o) (e = )7
elde edilir.

n+1)

Hipotezden ‘ f

fonksiyonunun m -konveksliginden

el e e s

yazilir. Buradan x e[,u,f] , Xe[;c,f] ve £ >0 i¢in

(w(x) =y ()" <(w(&)-w(x))” (4.5.22)
esitsizligi saglanir.

(4.5.12), (4.5.14) esitsizliklerine yapilan islemler (4.5.21) ve (4.5.22) i¢in de uygulanirsa
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F(n=p+2)(°D 1) ()= 1 (&) (w(¢) ~w(x))"

_ (wé)—w(x))“‘/’(
T 2(mé-x)

+|mf *9 ()| (e —x)')

£ (1) (£~ ) (2mE ~ ¢~ x) (4.5.23)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 4.5.2. Eger Teorem 4.5.2°’de a = f almirsa, y - Caputo tiirevi i¢in

(=) {(°07 7)) (22 o)
[ 10 @)= @) ) () ()]

< (*//(;C()m Z(Z))) (15 () ) 2k s ) () (- ) (4.5.24)
((f()m;/f(';))) (£ () (¢ =) (2 ~& =) (@) (- )

esitsizligi elde edilir [5].

Teorem 4.5.3. neZ", f:1cR"—>R n. mertebeden diferansiyellenebilen, y ise
diferansiyellenebilen kesin artan bir fonksiyon ve y'e L[x,&] olsun. me (0,1] icin f"

pozitif m-konveks ve ”Zf

noktasi icin simetrik bir fonksiyon, u,&el, u<¢& ve

a, f >0 olmak iizere

2{n—a+l1 n-p+1 2

) r(n-a+1)(°D™ f)(u) +F(n—,6+1)(CDf_l'”’f)(/,c)

2(y(&)-p(n)™" 2y (&)~ (w)"" (4.5.25)
1

@m0 ln )
#f O () (£)(& )~ (" (€)= 1 () [ ()|

i
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esitsizligi gecerlidir [5].

Ispat. ke[pn,&], w diferansiyellenebilen kesin artan bir fonksiyon ve y'(x)>0

oldugundan
() (w (=) =v ()" < () (v () = ()" (4.5.26)
esitsizligi yazilir.

Diger taraftan £ fonksiyonunun m -konveksliginden

£ (k)< :E:Zf () mf ) (€) (45.27)

dir. (4.5.26) ve (4.5.27) esitsizlikleri taraf tarafa carpilip, elde edilen esitsizligin her iki

tarafinin [ w, < ] araliginda integrali alinirsa

[ ) =wr () 7 () () e

o W : (4.5.28)
(W(f?ngﬂ_(:)) (mf ()] = () £ () [ (& =) (1) |

IN

/t u

bulunur.

Ayrica y - Caputo kesirli tiirev tanimi1 kullanilirsa

r(n—p+1)(°DI ) (u)
(v(&)-v ()"

me —u
et O () ()(E =)= (€)= () [ () e |

<

L) (w(O)(me=&) =y (w)(mé-p))  (4529)

oldugu kolayca gortiliir.

(4.5.26) da oldugu gibi « € [,u,é] ve a >0 igin
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v () (&) =w (k) <y (1) (w (&) —w(n)

esitsizligi saglanir.

Yapilan islemlerin benzeri tekrar (4.5.27) ve (4.5.30) i¢in uygulanirsa

r(n-a+1)(°Di 1))
(v(&) -y ()™

me — u
et 0 () ()(E=a)=(mr ™ (€)= £ () [ () |

<

oldugu kolayca goriilebilir.

LEO () (v (&) (mE =)=y (1) (mE 1))

(4.5.30)

(4.5.31)

Lemma 2.3.2° den yararlanarak, (4.5.24) esitsizligini y '(ic)(t//(lc) - l//(,u))nfﬁ ile carpilip

[ w,< ] araliginda integrali alinirsa,

(O (L () 0) ()
<[ (v () =p () "w () S (1)

yazilir. Ayrica y - Caputo tiirev tanimindan

£ (ﬂ;rf) 3 F(n—ﬂ-i—l)(CD’fjlef)(lu)

2(n=p+1)  2(p(&)-w(w)""

elde edilir. Benzer sekilde (4.5.24) esitsizligi y'(x)(w(¢)-w(x))

sonucun

[ w,< ] araliginda integralini alinirsa

2(n—a+1) - 2(y (&) —y (u))""
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(4.5.33)

ile carpilip,

(4.5.34)



elde edilir. (4.5.33) ve (4.5.34) esitsizliklerinin taraf tarafa toplamiyla, ispat tamamlanmis

olur.

Sonu¢ 4.5.3. Teorem 4.5.3’te o= £ alinirsa

)5
n—-a+1 2

_T(n-a +1){(CD§:1"”f )+ (D s ) )}
} 2(p (&) =y (w)"™" (45:35)
[ £ () (&) (me &)=y (1) (mé - )

1
(W (&)-w(w))(me - u)

#mf () (€)(& =)~ (€)= £ (1)) [ ()|

esitsizligi elde edilir [5].

4.6. Yeni Uyumlu Kesirli integral Operatorler Iceren Ostrowski Tipli Esitsizlikler

Bu bolimde m-konveks fonksiyon igin yeni uyumlu kesirli integral operatorler

yardimiyla Ostrowski tipli esitsizlikler verilmistir.

Teorem 4.6.1. a,be[0,0), a<b olmak iizere f:[a,b] >R (a,b) araliginda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f'eL[a,b] olsun. Eger me(0,1], |f] m-

konveks fonksiyon o >0 ve f>1 icin

(x—a)” +(b-x)" ‘ (X)_M[gm (b)+"Tif (a)]

(b-a)a’ b-a
= 2(aﬁ+;1)0£—a)aﬂ( f (%) fl(%j‘(b_x)aﬁ+l] el

+ ‘fl(x)‘ ( 052,52+305[3 ] w—a) " 4 (b— x|
-2 o)

a’ (b—a)| 2(a’B* +3ap+2

)0(/3+1

(x—a)" "+
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esitsizligi gecerlidir [3].

Ispat. |f| m-konveksliginden ve Lemma 3.7.1°den

beal O ¢ (9 HL o o)+ 11 o)
s(ng? L{l (1at J | f(tx+ (1-t)a)|dt

+(b‘x)aﬂ+lj0[1 (1-t) T‘f (tx+(1-t)b)]dt

b—a o

< (X;i‘fﬂ ﬂil—(la—t)a ]ﬁ (t|f '(x)|+m(1—t)‘f '(%Udt

; (b;f)jﬂ J_O{l—(la—t)“ T (t‘f '(x)\+m(1_t)‘f (%}Ddt

a/)) ap e e qeos
<1-[1-t" esitsizligi

esitsizligi elde edilir. Buradan a>0 ve B>1 igin ‘1—(1—t)

kullanilirsa

S ),
jdt

s(x:l)j*ljo[ = }[t‘f ‘+m(1—t)‘f'(%j

+(b;f:ﬁ+ljo[ — J[t‘f )‘+m(1—t)‘f'(%jUdt

bulunur. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki gerekli integral islemler yapilirsa ispat

tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.6.1. Teorem 4.6.1°de eger

1) m=1 alinirsa
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Ot 001 9L Dt oy 1 o)

: (aﬁ+2§€b a) (‘f (@)](x- a)aﬁ+l+\f'(b)\(b—x)“ﬂ*l) (4.6.2)

‘f‘ X‘ o’ B +3ap AN ! @b
+a”(b—a) 2(a®B +3ap+2) ((X a)" +(b=x) )

esitsizligi elde edilir.

alinirsa

i) m=1ve x=aer

o’ 2 b-a |5 2
off(b—a '
2aﬂ+2 ((a,b’+l (‘f )‘+‘f (b)‘) (4-6-3)

(b-a)” o?p%+3apB ‘ ,(a+bj‘
+ f'l—
o’ 27 | (a’ B> +3aB+2) 2

esitsizligi elde edilir [3].

Teorem 4.6.2. a,be[O,oo), a<b olmak tzere f:[a,b]—HR, (a,b) araliginda

||q m -

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f'eL[a,b] olsun. Eger me(0,1], |f

konveks fonksiyon a, >0, p,q>1ve 1+1 =1 igin
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(4.6.4)

esitsizligi gecerlidir [3].

Ispat. Lemma 3.7.1in &zellikleri, |f|" fonksiyonunun m-konveksligi ve Holder

esitsizligi kullanilirsa

(b—a)a’ f(X)_ﬁ[il“f(b)Nij(a)]

f:[l_(la_t)a Tp dtT { J_:Lt‘f o +m(l—t)‘f (%)

) (bx)aﬂﬂ[

) (X—a)aﬂﬂ [

b-a

q]dtf
Ll[l—(la—t)a Jﬂpdt];[ E(t‘f (x)f +m(1—t)‘f (%)q}dtf

elde edilir. Gerekli integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanur.

b—-a

Sonug¢ 4.6.2. Teorem 4.6.2°de eger

i) m=1 alimirsa
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(a0 ) L0t o)t o]

1))»
<(X_a)aﬁ+1 B(ﬂp+1’aj [|f'(x)|q+|f'(a)|qJ (4.6.5)

o |-

~ b-a al 2

1

+(b_x)aﬁ+l B(ﬁp+1,aj {‘f '(X)‘q +‘f .(b)‘Q]

-

Q|-

b-a a’t 2

esitsizligi elde edilir.

alinirsa

ii) m=1ve x= 20

T (b)+ 1,

2

_(b-2a)" ol ) 'l (*5)

2aﬂ+l aﬁ+1 2

o

2% (b-a)”" f (a+b)_r(ﬁ+1){

a’ 2 b—a

f (a)}

|- N‘

L q
p

+t @)

(4.6.6)

1))
foa?| o)

2rxﬂ+l p+1 2

o
esitsizligi elde edilir [3].

Teorem 4.6.3. a,be[O,oo), a<b olmak iizere f:[a,b]—HR, (a,b) araliginda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f'eL[a,b] olsun. Eger me(0,1], |f" m-

konveks fonksiyon, a >0, f>1ve q>1 igin
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(4.6.7)

esitsizligi gecerlidir [3].

Ispat. |f1' fonksiyonunun m-konveksligi, Holder esitsizligi ve Lemma 3.7.1%in

ozellikleri kullanilirsa

(b-a)a’ f(X)—F,(f_J;l)[iI"‘f(b)MI:f ()]

x( j{%f (t‘f 0 +m(1—t)‘f (%)
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NI [11[1—(14)“ Tdt]lq
b-a 0 a
x[ﬁ(—l(lat)a] [t\f ) +m(1—t)‘f (%)

yazilir. Buradan a >0 ve S>1 i¢in ‘1—(1—t)a

p R
<1- |1—t| / esitsizligi kullanilirsa

L e ORE)

S
xU:(li—ﬁtaﬂ]b“ () +m(1_t)‘f (%)
+(b§f):ﬂ [Jj{l—li;t“ﬂ H:
{E[li—ﬁtw}(tlf (' + m(1_t)‘f .(%j‘*}t]i

yazilir. Belirtilen integrallerin hesaplanmalar1 ardindan ispat tamamlanur.

Sonuc 4.6.3. Teorem 4.6.3’te eger

1) m=1 alinirsa
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ST 5 (4.6.8)
ANCINE: @ e |
x{ 7 (——B(Z,aﬂJrl)jJr 7 2(aﬂ+2)
1 T
+(b_x)aﬁ+1 B(a,ﬁ-i-l)
b—a aft
ANCYNE! O a |
[ 7 (——B(Z,aﬂ+1)J+ 7\ 2ap72)
esitsizligi elde edilir.
i) m=1ve X:a—'_b alinirsa
27 (b-a)”" (a+b) T(B+1)[ ,., .
7 f( 5 j— P aT+bI f(b)+ I%bf(a)
1 =
o\ B(,ﬂ+lj
< (bzaﬁ? (Zﬁﬂ (4.6.9)
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-t

e

2a/f+1 a/)’+l

(a+b “
M@_me}“ P

esitsizligi elde edilir [3].
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5. TARTISMA VE SONUC

Hazirlanan bu tez calismasinda, bazi konveks fonksiyon ¢esitleri i¢in uyumlu kesirli
integral operatorleri igeren Hermite Hadamard ile Polya-Szeg6-Chebyshev tipli
esitsizlikler ve @ -Riemann Liouville kesirli integral operatorleri yardimiyla Hermite
Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Bu sonuglarin daha &nce yapilan
esitsizliklerin daha genel hali oldugu gosterilmis ve literatiirle uyumu ortaya konmustur.
Daha sonra hem Caputo-Fabrizio kesirli ve hem de genellestirilmis oransal kesirli (GPF)
integral operatorleri yardimiyla yeni Ozdeslikler ispatlanmistir. Bu 06zdeslikler
kullanilarak Caputo Fabrizio kesirli integralleri i¢in Ostrowski ve genellestirilmis oransal
kesirli (GPF) integralleri i¢in Hermite Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Son

olarak y -Caputo kesirli tiirev ve yeni uyumlu kesirli integraller yardimiyla m -konveks

fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler verilmistir. Konuyla ilgili arastirmacilar
calismamizda verilen sonuglarin daha genel versiyonlarini ve yeni {ist sinirlar veren
genislemelerini, integral operatorlerin genel formlarini kullanarak elde edebilirler. Ayrica
ispatladigimiz yeni 6zdeslikleri kullanarak AG-konveks, GG-konveks, GA-konveks gibi
farkli konveks fonksiyon tiirleri yardimiyla literatiirde bulunan mevcut esitsizlikler i¢in
yeni sonuglar elde edebilirler.

Hazirlanan tezin bulgular kisminda elde edilen bazi sonuglar makale formatina getirilerek
cesitli dergilerde yayinlanmistir. Dergilerde yayinlanan makaleler sunlardir:

“Some New Generalizations for m-Convexity via New Conformable Fractional Integral
Operators” adli caligma “Mathematica Moravica” isimli dergide, “On Some Integral
Inequalities via Conformable Farctional Integrals” adli ¢alisma “Applied Mathematics
and Nonlinear Science” isimli dergide, “Inequalities for m-Convex Functions via y -
Caputo Fractional Derivatives” adli ¢alisma “Matematical Methods and Modelling in
Applied Sciences” isimli dergide, “New Extensions of Chebyshev-Polya-Szegé Type
Inequalities via Conformable Integrals” adli ¢alisma “AIMS Mathematics” isimli
dergide yaymlanmistir. Belirtilen bu yayinlarin disindaki elde edilen diger sonuglar

makale haline getirilip, dergilere gonderilmistir.
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