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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot
ve Bulgular olmak iizere ii¢ boliimden olusmaktadir. Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Tara-
mas1 boliimiinde g-carpim, parcalanig fonksiyonu ve Ramanujan 7-fonksiyonu tanimlari
verilmigtir. Materyal ve Metot boliimiinde g-serileri ve teta fonksiyonlar teorilerinde te-
mel sonuclar olan g-binom teoremi, Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi, Euler Besgen Say1
Teoremi, Jacobi Ozdesligi, Ramanujan 17, Toplam Formiilii ve Besli Carpim Ozdesligi
ifade edilerek kanitlanmigtir. Bulgular boliimiinde ise Ramanujan tarafindan verilen par-
calanis fonksiyonu ve Ramanujan 7-fonksiyonu icin bazi klasik kongriianslar ifade edile-
rek kamitlanmigtir. Ayrica, parcalanis fonksiyonunun bir genellemesi i¢in kongriianslar ve
0zel durumlar ifade edilmigtir.

Bir derleme olan bu ¢alismada ifade edilen sonuglarin ¢esitli kanitlari literatiirde mev-
cuttur. Bu kanitlarin verildigi bazi ¢calismalar Kaynakg¢a boliimiinde listelenmistir. Bu ca-
lismada, s6z konusu kanitlarin bazilar1 detayli olarak incelenmistir.

Bu calisma boyunca bilgisini ve zamanin1 benimle paylasan, destegini esirgemeyen

damigmanim sayin Prof. Dr. Mehmet CENKCIye tesekkiirlerimi sunarim.

il



ICINDEKILER

OZET . . . . . i
ABSTRACT . . . . e 11
ONSOZ . . . . 11l
AKADEMIK BEYAN . . . ... .. v
SIMGELER . . . . . . . vi
1. GIRIS . . . . . 1
2. KAYNAKTARAMASI . . . . . . e 5
2.1, g-Carpim . . ... 5
2.2. Pargalanis Fonksiyonu . . . . .. ... ... ... .. ... ... 6
2.3. Ramanujan 7-Fonksiyonu . . . . . . . ... ... ... ... ... .... 15
2.4. Kareler ve Uggen Sayilar Toplamlart . . . . . . . ... .......... 15
3. MATERYALVEMETOT . . . . ... ... ... . .. 17
3.1. g-Serileri ve Teta Fonksiyonlart . . . . . . ... ... ... ........ 17
32. g-BinomTeoremi . . . ... ... ... ... ... ... .. ..., 21
3.3. Jacobi Uclii Carpim Ozdesligi . . . . .. ... ... ... ........ 25
3.4. Euler Besgen Say1 Teoremi . . . . . . ... ... ... .......... 32
3.5. JacobiOzdesligi . . . . .. .. .. ... ... 36
3.6. Ramanujan Toplam Formiili . . . . ... ... ... ... ........ 38
3.7. Besli Carpim Ozdesligi . . . . .. .. .. ... ... ... ........ 46
4. BULGULAR VETARTISMA . . . . . . . . . . i 56
4.1. Ramanujan 7-Fonksiyonu I¢in Kongriianslar . . . . . .. ... ... ... 56
4.2. Parcalams Fonksiyonu I¢in Kongrilanslar . . . . . .. ... ... ... .. 60
4.3. Parcalanis Fonksiyonunun Bir Genellemesi . . . . . .. ... ... ... 79
4.3.1. Modiilo 2 Kongriianslar . . . . . .. ... ... .. ........ 84
4.3.2. Modiilo 3 Kongriianslar . . . . . ... ... ... . ........ 86
4.3.3. Modiilo 5,7, 11 ve 23 Kongriianslar . . . . . ... ... ... .. 87
4.3.4. p, (n) I¢in Ramanujan Tarafindan Verilen Kongriianslar . . . . . . 91
5. SONUCLAR . . . . . . 98
6. KAYNAKLAR . . . . . . e 100
OZGECMIS

Y



AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Parcalanis Fonksiyonunu i¢eren Bazi Kongrii-
anslar” adl1 bu calismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu
belirtir, bu tez calismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini gosterdigimi beyan

ederim.

14/01/2021
Mehmet CICIMEN



SIMGELER

Simgeler:

(a;q),,(a;q),, :g-carpim

p(n) : Parcalanig fonksiyonu

T(n) : Ramanujan 7-fonksiyonu

2] : ¢-binom katsayis1

f(a,b) : Ramanujan genel teta fonksiyonu

pr(n) : Parcalanis fonksiyonunun bir genellemesi
o (n) : m tam sayisinin pozitif bélenlerinin toplami
(%) : Legendre sembolii

vi
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1. GIRIS

n bir pozitif tam say1 olsun. n sayisinin pozitif tam sayilarinin toplam seklinde yazila-
bilme sayisi p (n) ile gosterilsin (bu yazilista sira 6nemlidir, toplananlarin farkli siralanigt,
farkli bir par¢alanig olarak kabul edilmez). p (n) aritmetik fonksiyonuna pargalanig fonk-

siyonu denir. Ornegin,

p(1) =1, (1)

p(2)=2, (2,1+1)

p(3)=3, (3,24+1,14+1+1)

p(4)=5 (43+1,2+22+1+1,1+1+1+1)

p(5) =7 (544+1,3+2,2+2+1,3+1+1,2+1+1+1,1+1+1+1+1)

6,5+ 1,4+2,3+3,
3+2+1,2+2+2,4+1+1,
p(6) =11, 2424+14+1,3+1+1+1,
2+1+1+1+1,

I1+1+1+1+1+1

ve p (200) = 3972999029388 seklindedir. p (n) fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu Euler
(Euler 1748) tarafindan

1 1
Zp T @0. T-9U-@)1-¢)[1—d)
olarak verilmistir. Bu esitlige Euler bagintis1 denir.
Parcalanis fonksiyonu iizerine yapilan ¢aligsmalarda g-serileri sik¢a kullanilan bir ana-
litik aragtir. Kabaca bir ¢-serisi, (a; ¢),, ile gosterilen g-¢arpimlarin bir serisidir. n > 1 bir
tam say1 ve a ile ¢ karmagik sayilar olmak iizere (a; ¢), ¢-¢arpim

n—1

(a), = (a;q), = H (1- aqk) =(1-a)(l—aq) (1 —ag®) - (1 —ag"™")

k=0
olarak tanimlanir. a sayisina parametre ve g degiskenine taban denir. (a), = (a;¢q), = 1

olarak kabul edilir (bos ¢carpim). Ayrica, |¢| < 1 olmak tizere
(@), H 1—aq =(1—-a)(l—aq)(1—ag®)---
k=0

1
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olarak tanimlanir.
g-serileri konusunun en 6nemli teoremlerinden biri ¢g-binom teoremidir. |¢| < 1 ve

|z| < 1i¢in ¢g-binom teoremi

S @, _ a2)

“~ (q), (2) 0o

seklinde ifade edilir (Cauchy 1893). Ozel olarak, |q| < 1 igin

" 1
2= Mt

n=0

veE
n(n—1)

Zw:(z)w 2] < o0

(@),
olur (Euler 1748).

g-serilerinde toplamda yer alan parametreler genellikle limit durumunda 0 veya oo
olarak alinir ve sonugta toplam (a; ¢), carpimlarini icermeyebilir. Ornegin, g-binom te-
oreminde a = 0 alinirsa yukaridaki ilk esitlik ve @ — oo limit durumunda ikinci esitlik
elde edilir. Bu tiir bir durumda geriye kalan ifade ¢ogu zaman bir teta fonksiyonudur.
Ramanujan genel teta fonksiyonu f (a, b) ile gosterilir ve

f(a’b) _ Z an(n;rl)bn(nzfl)’ |ab‘ < 1

olarak tamimlanir (Berndt 1991).

Teta fonksiyonlari teorisinde 6nemli olan baz1 6zdeslikler Jacobi Uglii Carpim Ozdes-
ligi, Euler Besgen Say1 Teoremi, Jacobi Ozdesligi ve Besli Carpim Ozdesligidir. Jacobi
Uglii Carpim Ozdesligi, z # 0 ve |q| < 1igin

[e.9]

> g = (—2q:4%) (—g; q2>oo (% d%),

n=—oo

seklinde ifade edilebilir (Jacobi 1829). Jacobi Uglii Carpim Ozdesliginin f (a,b) teta

fonksiyonu cinsinden gosterimi
f(a,b) = (—a;ab)_, (—b;ab)_ (ab;ab)_,

seklindedir. Euler Besgen Say1 Teoremi, |¢| < 1 i¢in

o0 o)

n n(3n—1) n n(3n+1)
YD =) (D" 2 = (39

n=—oo n=—oo
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seklinde ifade edilebilir (Euler 1748). Jacobi Ozdesligi,

o0
n(n+1)

()" @2n+1)qg = =(g:9), lgd <1,
=0

n

seklindedir (Jacobi 1829). Besli Carpim Ozdesligi ise

o
3n24n [ 3n ,—3n —3n—1_3n+1
> g (2%ng ™ — 27 g

n=—oo

(2.2 2 q. 2 2. 4 q_4. 4
= (050) (050) (i) (i) ia

00 z

olarak ifade edilebilir (Watson 1929).
1919 yilinda Ramanujan (Ramanujan 1919), p (n) pargalanig fonksiyonunun

p(5n +4) =0 (mod5)
p(Tn+5) =0 (mod7)

p(1ln+6) =0 (mod11)

kongriianslarini sagladigini ifade etmistir. 1920 yilinda (Ramanujan 1920) teta fonksi-
yonlar1 teorisi, 6zel olarak Euler Besgen Say1 Teoremi ve Jacobi Ozdesligini kullanarak,
ilk iki kongriiansin kanitlarini vermis ve iiclincii kongriians i¢in bir kanit buldugunu be-
lirtmis, ancak kanitin detaylarini vermemistir. 1969 yilinda Winquist (Winquist 1969), ilk
iki kongriiansin kanitlarinda Euler Besgen Sayr Teoreminin oynadig: rolii oynayan bir
bagint1 kanitlayarak son kongriiansin kanitin1 vermistir.

1920 yilinda yapti§1 ¢calismasinda Ramanujan ayrica, 1916 yilinda yapti81 bir ¢alis-
masinda tanimladig1 7 (n) aritmetik fonksiyon i¢in kongriianslart ifade etmigtir. n > 1

tam sayis1 icin Ramanujan 7-fonksiyonu olarak adlandirilan 7 (n) aritmetik fonksiyon
¢()% =Y Tm)q" lg <1,
n=1
iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanur. 1k bir kag 7 (n) degeri

T(1)=1, 7(2)=-24, 7(3) =252, 7(4) =-1472, 7(5) = 4830,
7(6) = —6048, 7 (7) = —16744, 7 (8) = 84480,

7(9) = —113643, 7(10) = —115920,
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ve 7 (15) = 1217160 seklindedir. Degerlerinden de goriilecegi gibi |7 (n)| degerleri ¢ok
hizli bityimektedir. Her n < 0 tam sayisi i¢in 7 (n) # 0 ifadesi bir agik problemdir.
Tanim1 dogal gériinmemesine ragmen 7 (n) fonksiyonu pargalanig fonksiyonu teorisi ve
modiiler formlar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir.

Ramanujan, 7 (n) fonksiyonu i¢in agagidaki kongriianslari elde etmistir (Ramanujan

1916 ve 1919):

e n > 1 tam sayis1 i¢in

1(mod?2), n=(2m+1)” ise,
7(n) =
0(mod2), diger durumlarda.

Bu kongriians, 7 (n) fonksiyonunun ¢ok seyrek olarak tek tam say1 degerleri aldi-

gin1 ifade eder.
e n > ( tam say1s1 i¢in
7(n),7(Tn+3),7(Tn+5),7(Tn+6) =0 (mod7)
olur.
e 0 < r < 23 ozelliginde olan r tam sayis1 modiilo 23 bir kuadratik kalan ise
7(23n —r) = 0 (mod 23)
olur.

e n > ( tam say1s1 i¢in

7 (5n) = 0 (mod 5)
olur.

Parcalanis fonksiyonu ile Ramanujan 7-fonksiyonu arasinda dogal bir iligki vardir. r

bir tam say1 olmak iizere
(0% =D pr(n)q"
n=0
olsun. p_; (n) = p(n) ve 7 (n) = pay (n — 1) olur. 1963 yilinda Gandhi (Gandhi 1963),
pr (n) fonksiyonu igin bazi temel kongriianslar elde etmistir. 7 (n) i¢in yukarida verilen

kongriianslar, p, (n) i¢in elde edilen kongriianslarin 6zel durumlart olarak ortaya ¢ikmak-

tadir.



KAYNAK TARAMASI M. CICIMEN

2. KAYNAK TARAMASI

2.1. q-Carpim

Tanmim 2.1. (q -carpim) n > 1 tam sayist icin

n—1

(@), = (a:9), = [ (1 —ag*) = (1 —a) (1 —ag) (1 —ag®) --- (1 —ag" ")

k=0

olarak tamimlanan ¢carpima q-carpim denir. a sayisina parametre ve q degiskenine taban

denir.
(a)o = (a; Q)o =1

olarak kabul edilir (bos ¢carpim). |q| < 1 i¢in

o0

<a’)oo: (G;Q)mzn(l—aqk) :(l—a)(l—aq) (1—&(]2)‘“

k=0
olarak tanimlanir.
(a;q),, g-carpimi, artan faktoriyelin g-benzeridir. Gergekten, a > 0 i¢in

lim (¢ SQ)Z
¢—~1(1 - q)

limiti L'Hospital kural1 ile

a. 1—ag%) (1 — a+1 1— a+2y) ... 1— a+n—1
hm(q,q)% _ Lm0 (A — g (L gt
=1(1 —q) 91 (1—q)

) 1 — qa ) 1 — qa+1 ) 1 — qa+n—1
= lim lim -+« lim

¢=11—qae=1 1—gq —1 1—q
= ala+1)(a+2)---(a+n—1)

seklinde hesaplanir.

Tamm 2.2. (q-binom katsayist) n ile m tam sayilari icin q-binom katsayisi [:J ile goste-
rilir ve

@y o
{n} _ ) @@, 0 <m < nise

0, diger durumlarda.

olarak tamimlanir.

Teorem 2.3. g-binom katsayist asagidaki ozellikleri saglar.

()t [1] = () olur

(2) [n] = [.2] oluwr

G =]+ =] =1 + a1 olur (g-Pascal formiilii).

m. m

5
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Kanit

(1) Tanim ve L’hospital kural1 geregi

lim = lim—(Q)”
g=1|m 0~1(Q) 1 (@)
im0 =) (=) (A=) (1= g™ ) - (1= g7)
~1 (I1-q)(1=¢*) - 1-=g¢m)(1-q)(1—-¢* - (1—g™)
) 1_qm+1 ) 1_qm+2 ) 1_qn
= lim lim <o lim—m———
=1 1—¢q ¢=1 1—¢? =11 — gn—m
( n 1) m+2m+3 n
g m P
2 3 n—m
B n! _(n
 oml(n—m)  \m
bulunur.

(2) Tanimdan agikar olarak elde edilir.

(3) Tanmim geregi
n—1 PO I () m (@)
[m - J Y [ m ] T Do @ @D @y
_ (Q)n—l
I-9(1-=¢)---T-gmH(A-q¢(1-¢*)--(1—g™)
qm (Q)n_1

1-¢91-¢) - 1-=g¢gm)(1-q(1—=¢* - (1—-g™)

_ @u =" +q"—q") (@), _ {n}
(@ (D (@) (@ Lm0
bulunur. ikinci esitlik de benzer sekilde kanitlanir. 0

2.2. Parcalams Fonksiyonu

Tamm 2.4. (Parcalanis fonksiyonu) n bir pozitif tam sayt olsun. n sayisinin pozitif tam
sayarmun toplami seklinde yazilabilme sayist p (n) ile gosterilsin. p (n) aritmetik fonk-

siyonuna par¢alanis fonksiyonu denir.

n sayisinin parcalaniginda, toplananlarin farkli sirada olmasi farkli bir pargalanig ola-

rak kabul edilmez. Ornegin,
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p(2) = 2, (2,1+1)

p(3) = 3, (3,2+1,1+1+1)

p(d) = 5, (4,3+1,24+2,2+1+1,1+1+1+1)

p(5) = 7, 5,4+1,3+22+2+1,3+1+1,2+1+1+1,1+1+1+1+1)

6,5+1,442,3+3,
342+41,24242,4+1+1,
p(6) = 11, | 2424+14+1,34+1+1+1,
24+14+1+1+1,

I+1+1+1+1+1

ve p (200) = 3972999029388 seklindedir. p (0) = 1 kabul edilir. Buna sifirin bos pargala-
nist denir.

p (n) fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu Euler tarafindan

- - .4 1
Z;pmﬁ]—(%wm__G—QMl—fﬂl—@%-%P—f%H

olarak verilmistir. Bu esitlige Euler Bagintis1 denir.
Euler Bagintisinin ilk kanit1 i¢in (Andrews ve Eriksson 2004) ﬁ carpimindaki her

bir carpan bir geometrik seri olarak agilirsa

1 1

(690 (T—q)(1—¢g*)(1—¢%--

:(1_|_q_|_q2_|_...)(1_|_q2_|_q4_|_...)(1_|_q3_|_q6_|_...)...

elde edilir. Sag taraftaki seriler birer polinom olarak diisiiniiliip ¢arpilir ve ¢ teriminin ayn1

olan kuvvetlerinin katsayilar toplanirsa

1+ Za(n) q"
n=1

seklinde bir kuvvet serisi elde edilir. a (n) = p (n) oldugu gosterilecektir.
(1+q+q*+---) serisinden ¢" terimi, (1 + ¢* + ¢* + - - - ) serisinden ¢*"2 terimi,
(1+¢>+q%+---) serisinden ¢*"* terimi ve genel olarak (1 + ¢™ + ¢*™ + - - - ) serisin-

den ¢™"™™ terimi alinsin. Bu terimlerin ¢arpimi

ni 2n2 3n3 Mmnm n1+2ng+3ng+---+mnm

a9 °q "-q q
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seklindedir.
n=mny+2ny +3nz + -+ mn,,

yazilirsa

n=|(l+1+-+1|+(2+2+ 42|+ +|m+m+-+m
—_—— —_—— ~ ~

n1-tane na-tane Ty -tane

oldugundan ¢" teriminin katsayisi olan a (n), n sayisinin pozitif tam sayilarinin bir top-
lami, yani bir parcalanigidir. Dolayisiyla, a (n) = p (n) elde edilir.
Euler Bagintisinin ikinci kanit1 i¢in (Apostol 1976) m > 1 tamsayrve 0 < ¢ < 1

olmak tizere

Fm<q>=(q_; [ ve Flop=——=J[—— = 1im F(q)

fonksiyonlar1 tanimlansin. 0 < ¢ < 1 i¢in F'(¢) fonksiyonunu tanimlayan ¢arpim mutlak

o0

yakinsaktir. Ciinkii, bu fonksiyonun carpmaya gore tersi olan [] (1 — ¢") ¢arpimu, » | ¢"
n=1
toplam1 mutlak yakinsak oldugundan mutlak yakinsaktir. Ayrica, sabitlenmis her 0 < ¢ <
1i¢in
1
Fint1(q) = 1_—qm+1Fm (¢) > Fn ()

oldugundan { F,,, (¢)} dizisi artandir. Dolayisiyla, her sabitlenmis 0 < ¢ < 1 ve her m tam
sayisi i¢in F,, (q) < F (q) olur. Ik kanittan da goriilebilecegi gibi F}, (¢), sonlu sayida

mutlak yakinsak olan serilerin ¢arpimi oldugundan
Frlg) =14 pm(n)q"
n=1

seklinde bir mutlak yakinsak seri olarak yazilabilir. Burada p,, (n) katsayist,
n=mny+2ny+---+mn,

denkleminin ¢oziimlerinin sayisidir. Diger bir ifade ile p,, (n) katsayisi, n sayisinin m
taneden fazla say1 icermeyen parcalardan olusan parcalanig sayisidir. n sayisinin herhangi
bir pargalanisi n tane sayidan fazla say1 igeremeyeceginden m > n igin p,, (n) = p(n)
olur. O halde, m > n oldugunda esitlik olmak iizere p,, (n) < p(n) olur. Diger bir ifade
ile

lim p,, (n) =P (n)

m—r0o0
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elde edilir. Simdi, £}, (¢) serisi

Fo(q) = i Q+me —Z Q+me

n=m+1 n=m+1

olarak iki parcaya ayrilsin. Bu durumda,

oldugundan ) p(n) ¢" serisi yakinsaktir. Ayrica, p,,, (n) < p(n) oldugundan
n=0

me q<2p )q" < F(q)

olur. Dolayisiyla, sabitlenmis her ¢ icin > p,, (n) ¢" serisi m degiskenine gore mutlak

yakinsaktir. Bu yiizden,

o) = Jim Fu (@ —nlzlgome m =D i pn (n)d" =D _p(n)a
n=0 n=0

elde edilir. Bu ise 0 < ¢ < 1 i¢in Euler Bagintisidir. Analitik devam ile bu sonug |¢| < 1

yuvarina genigletilebilir.

Ornek 2.5. Her biri 7 sayisindan kiiciik olan bir ¢ift pozitif tam sayt ile bir tek pozitif tam

saywnin toplamindan olugan tiim parcalanmslar ele alinsin. Bu parcalaniglar

2+1 2+3 245 445 6+5
4+1 443 6+3
6+1

olmak iizere dokuz tanedir ve
(q2_|_q4+q6) (ql +q3+q5)
— P P 2D gL g g gD B 5 4 O
=q¢* +2¢° +3¢" +2¢° + ¢"
polinom carpimundaki katsayilar ile belirlenir. ¢° teriminin katsayisit olan 1, 3 sayisinmin

bu ozellikte olan bir parcalanisimin (2 + 1); ¢° teriminin katsayist olan 2, 5 sayisinin bu

dzellikte olan iki parcalanisinin (2 + 3 ve 4 + 1); q* teriminin katsayusi olan 3, 7 sayisinin

9
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bu ozellikte olan ii¢ parcalamginin (2 +5, 4+ 3 ve 6 + 1); q° teriminin katsayisi olan 2,
9 sayistmin bu ézellikte olan iki parcalanisimin (4 + 5 ve 6 + 3) ve q'! teriminin katsayist

olan 1, 11 sayisimin bu ézellikte olan bir parcalanisinin (6 + 5) oldugunu ifade eder.

Ornek 2.6. S = {1,2, 3} kiimesinin farkli elemanlari ile elde edilen tiim parcalanislar

ele alinsin. Bu parcalanislar,

12 3 341 342 3+2+4+1
2+1

olmak iizere yedi tanedir ve
1+9)(1+¢) (1+¢*) =149+ +28 +¢* + ¢ + ¢°

carpuminda katsayilar olarak belirlenir.
Genel olarak, n sayisimuin S = {ny,na, ..., n,} kiimesinin farkli elemanlart ile elde
edilen parcalamiglarinn sayist prs (n) ise

T

Y s =[0+a) =]+

k=1 nes
olur.
Daha genel olarak, bir pozitif n tam sayisimn farkli tam sayilardan olusan parcala-
miglarimin sayisi pr (n) ise
Yorrm) " =[]0 +d") = (0 =(1+0) (1+) (1+¢°) -~
n=0 k=1

olur.

Teorem 2.7. (Euler Parcalanis Ozdesligi) Bir pozitif n tam sayisimn farkl tam sayilar-
dan olusan parcalaniglarinin sayusi, tek tam sayilardan olusan parcalanislarinin sayisina

esittir (Euler 1748).

Kanit (Andrews ve Eriksson 2004) n sayisinin farkli tam sayilardan olusan parcalanis-

larinin sayist pr (n) olsun. Bu durumda,

> or(n) "= (g9 =0+q) (1+¢) (1+*) -

10
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olur. n sayisinin tek tam sayilardan olusan pargalaniglarinin sayisi pr (n) ise

> oT7 1 1 1
;p“”” ‘Hl—qk‘<1—q><1—q3><1—q5>---‘(q;qmo

olur. Dolayisiyla,

ZPF n)q" = (—¢9).=0+q (1+¢) (1+¢%) -

1_q21_q41_q61_q81_q10
1l—ql—@®1—¢*1—¢*1—¢°
(0% 0 s 1

(9., (-0 —-¢)(1—¢)--

3 ! Z pr(n)¢"
n=0

()

bulunur. ¢" terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen elde edilir. 0

Kanittan da goriilebilecegi gibi Euler Parcalanis Ozdesligi

1
(6%

(~:0) s =

olarak ifade edilebilir.
Euler Pargalanis Ozdesliginin kamtinda kullanilan temel ¢arpma islemleri, benzer so-

nuglarin elde edilmesinde kullanilabilir.

Ornek 2.8. n pozitif tam sayisiun 12 modiiliinde 2, 5 veya 11 sayilarina kongriient olan
pozitif tam sayilardan olusan parcalamislarimin sayist A (n) ve n sayisimin 6 modiiliinde 2,
4 veya 5 sayilarina kongriient olan farkli tam sayilardan olusan parcalanislarinin sayisi

B (n) olsun. Bu durumda, A (n) = B (n) olur. Ger¢ekten, tanmim geregi,

Y Bn)q" = (¢4 (=" d") . (- %)

— H (1 + q2+6k) (1 4 q4+6k) (1 4 q5+6k)

k=0

00 4412k | 8+12k ] 10+12k

e
Pl 1 — q2+6k 1 — q4+6k 1 — q5+6k
(o)

— H (1- g1k (1- q8+12k) (1- q10+12k)
k=0

11
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o0

1

X
IH) (1 — g2+6k) (1 — g+6k) (1 — ¢5+6F)

elde edilir. Ikinci carpimda k = 2m, 2m + 1 yazilirsa

f: B (n)q" ﬁ (1 4+12k; 1 q8+12k> (1 - q10+12k>
n=0

k=0

= 1
<1l 5
2+12m _ A4+12m _ A45+12m
2 )(1—g¢ )(1—g¢ )

it 1
<11
— 8+12m _ 104+12m _ al1+12m
43 (1—g¥t2m) (1 —q )(1—q )

B ﬁ q4+12k)
— ! (1 2+12k 1 . q4+121c)
=0
o] k
) | P Gy
. (1 _ q5+12k) (1 F q8+12k)
10+12k
><H L
+12k (1 _ q11+12k)
ﬁ 1 ~Y A
P 2+12k 1 q5+12k) (1 i q11+12k) . — q

bulunur. q" terimlerinin katsayilar: karsilastirilirsa istenilen elde edilir.

Ornek 2.9. S = {1,2} kiimesindeki elemanlarin en fazla ii¢ defa goriindiigii parcalardan

olusan tiim parcalaniglar ele alinsin. Bu parcalanislar,

(n=1) (n=2) (=3  (n=4)
1 2 241 242
1+1 1+1+1 24+1+1
(n=5) (n=6) (n=")
242+1 242+2 2+242+4+1
2+14+1+1 24+241+1 242+1+1+4+1
(n=38) (n=9)

242+24+14+1 24+24+241+1+1

12
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olarak listelenebilir. Parcalanislarin sayisi

(I+a+q+0°) I+ +q" +°)
= (1 + ql + q1+1 +q1+1+1) (1 + q2 —|—q2+2 + q2+2+2)

=14+¢+2+2¢ +2¢* +2¢° + 2¢° + 2¢" + ® + ¢°

polinomlar carpuimindaki katsayilar ile belirlenir.
Genel olarak, S = {ny,na, ..., n,} kiimesindeki elemanlarin en fazla d defa goriin-

diigii pargalardan olusan par¢alamislarimin sayist A (n) ise

d-tane
T

. /_/\—
ZA(n)qn — H 1+an_'_an+nk+,__+an+...+nk
=" k=1

T

s H(1+q”k+q2”k+---+qdn’“)

k=1
ﬁ F— q(d+1)nk H 1l q(d+1)n
el nes 17T

elde edilir.

Ornek 2.10. n pozitif tam sayisimin 3 sayist ile bolimmeyen tam sayilardan olusan parcala-
miglarimin sayist A (n) olsun. n sayisimn en fazla iki defa tekrar eden tam sayilardan olu-
san parcalamislarimin sayist B (n) olsun. Bu durumda, A (n) = B (n) olur. Gercekten,

A (n) ile B (n) fonksiyonlarimin tanimi geregi

= . 1
;A(n)q (-9 -0 =gH)(A =) (1 -¢") (1 =g

- (q37q3)oo B o) 1 — q3k B o] 2 .
(40 gl—qk g ;q
= [[O+d"+¢*)=> B¢
k=1 n=0

elde edilir.

Son 6rnek su sekilde genisletilebilir (Berndt 2006): k£ > 2 bir tam say1 olsun. Pozitif
n tam sayisinin k sayisi ile boliinmeyen tam sayilardan olusan pargalaniglarinin sayisi, n
sayisinin en fazla & — 1 defa tekrar eden tam sayilardan olusan pargalaniglarinin sayisina

esittir.

13
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Son ornekteki diistince ile kanitlanabilen bu sonucta £ = 3 alinirsa son ornek, k = 2

almirsa Euler Parcalams Ozdesligi elde edilir.

Ornek 2.11. n pozitif tam sayisinin her biri tam olarak 2, 3 veya 5 defa gériinen tam
sayilardan olusan parcalanislarimin sayist A (n) ve n sayisuiun 12 modiiliinde F2, F3
veya 6 sayilarina kongriient olan tam sayilardan olusan par¢alaniglarinin sayist B (n)

olsun. Bu durumda, A (n) = B (n) olur. Ger¢ekten, A (n) fonksiyonunun tanim geregi

o0 o) [ee]
ZA(n) ;= H (1 P L q5k) _ H (1 4 q2k) (1 4 q3k)
n=0 k=1 k=1
= [0+ ] +¢%) = (-¢% ) (—a% ),
k=1 k=1
elde edilir. Euler Parcalams Ozdesligi geregi (—q; Qo = (qq;Q) oldugundan
1 1
A 3; 3 _
YA = (). )= G

bulunur.
oo

1 1
(% d)w ,HO 1 — g2k

oldugundan k = 3m,3m + 1,3m + 2 icin

o0

1
(% q")

1
(1 — g2+H12m) (1 — gb+12m) (1 — gl0+12m)

m=0

ve
0o

1 1
(¢3¢ o 1£Io 1 — g3+6k

oldugundan k = 2m, 2m + 1 icin

[ee]

1
H (1 — g3t12m) (1 — go+12m)

m—O
elde edilir. Dolayisiyla,

o0

no_ 1
; An)q" = H (1 — g2+12m) (1 — gb+12m) (1 — gl0+12m)

m=0

s 1
x H
_ 3+12m — A9+12m
o (L= g?+2m) (1 — g?*12m)

= ZB(n)q”

bulunur. q" terimlerinin katsayilarinin karsilastirilmasi istenilen sonucu verir.

14



KAYNAK TARAMASI M. CICIMEN

2.3. Ramanujan 7-Fonksiyonu

Tanim 2.12. (Ramanujan T-fonksiyonu) n > 1 icin 7 (n) katsayilar

(G0 =2 7" o <1

n=1

olarak tamimlansin. T (n) katsayilarina Ramanujan 7-fonksiyonu denir (Ramanujan 1916).

7 (n) fonksiyonunun ilk bir kag degeri

(1) =1, 7 (6) = —6048,

7(2)=—24, 7(7)=—16744,
) = 84480,
)

= —1472, 7(9) = —113643,

(1) (
(2) (
7 (3) = 252, 7 (8
(4) (
(5) = 4830, 7 (10) = —115920.

seklindedir. Tablodan da gozlemlenebilecegi gibi |7 (n)| degerleri ¢ok hizli bityiimektedir.
Her n > 0 i¢in 7 (n) # 0 ifadesi bir agik problemdir. Tanimi dogal goriinmemesine
ragmen 7 (n) fonksiyonu sayilar teorisindeki en 6nemli aritmetik fonksiyonlardan biridir

ve bir ¢cok konuda, drnegin modiiler formlar teorisinde ortaya ¢ikmaktadir.

2.4. Kareler ve Ucgen Sayilar Toplamlari

Tanim 2.13. (Kareler toplami) n ile k pozitif tam sayilar olmak iizere vy, (n) ile n sayisinin
k tane tam saymin karelerinin toplanu olarak yazilabilme sayisi gosterilir. Farkl sira ve

isaretli olan yazilislar farkly sayir ve ry. (0) = 1 kabul edilir.
Ornegin,
2=124+12= (-1’ + 12 =124+ (=1)° = (-1)* + (-1)?
oldugundan ry (2) = 4 ve
9=324+02=02+3%=(=3)"+ 02 = 0% + (=3)°

oldugundan 75 (9) = 4 olur. 7 sayisi iki karenin toplami olarak yazilamadigindan 5 (7) =

0 olur.

15
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Genel olarak,

ro(p) = 0, pasal,p=4k+ 3,

0, pasal,p=4k+1,

=

7”2(

r4(n) 0, Lagrange Dort Kare Teoremi

yazilabilir.

Tamm 2.14. (Uggen sayilar toplami) n > 0 tam sayisi icin

n(n+1)
2

sayisina bir iicgen sayt denir. n ile k pozitif tam sayilar olmak iizere t (n) ile n sayisi-
nin k tane ticgen saymn toplami olarak yazilabilme sayisi gosterilir. Farkli sirada olan

yazilislar farkl sayilir ve t), (0) = 1 kabul edilir.
Ik bir kag iicgen say1
0,1,3,6,10, 15,21, 28,36, ...

seklindedir. Ayrica,
T=146=6+1=1%(7)=2

\

16=1+15=15+1=6+10=10+6 = t,(16) =4

olur.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, g-serileri ve teta fonksiyonlar: tanitilarak sagladigi 6zellikler ile temel te-

oremler ifade edilecektir.

3.1. qg-Serileri ve Teta Fonksiyonlar:

Genel olarak bir g-serisi, (a; q), g-carpimlarinin toplamudir. (a; ¢),, carpimlarin igcerme-

yen fakat g-serileri ile dogrudan baglantili olan toplamlar teta fonksiyonlaridir.

Tamm 3.1. (Ramanujan genel teta fonksiyonu) Ramanujan tarafindan tanimlanmuis olan

genel teta fonksiyonu, f (a,b) ile gosterilir ve

f(ajb) v Z an(nz+l)bn(n2—1)’ |ab| <1

n=—oo

olarak tamimlanir (Berndt 1991).

f (a,b) fonksiyonunun, Ramanujan’in kullandig1 gosterimler ile ii¢ 6zel durumu

ol = flag= Y "

v(g) = f(a.4° zzq%,
n=0

olarak tanimlanir. Sag taraftaki seri ifadelerini elde etmek zor degildir. Gercekten,

> n(n+1) n(n—1) > n2+n+n2—n > n2
c@=Ffle)=>Y a2 q¢> => ¢ = =>4

n=—oo n=—oo n=—oo

V(g = f(%qg) = i q%qw — i q4” =20 Z q?n@n 1)

n=-—00 n=-—o0o n=-—o0o
o
2n(2n—1) 2n(2n 1) —2n(— 2n 1) 2n(2n 1)
- Z T +Z =24 +1+Z
n=-—00 n=1

2n(2n—1) 2n(2n+1) > 2n(2n 1) 2n(2n+1)
n=1
oo
k(k+1) k(k+1) k(k+1)
= E q 2 +§ q 2 :E q

0

[

b
Il

k tek k gltt

17
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ve
P = Flramd)= 3 (S e g
DI i D SN
elde edilir. S

v (q), ¥ (q) ve f(—q) teta fonksiyonlari, kareler, iiggen sayilar ve besgen sayilar top-
lamlar1 problemleri ile ilgilidir. Gergekten, 6rnegin,

¥? (q) = i ¢ i ¢ =) it

=0  ny=0 n1,m2

oldugundan sol tarafin bir seri agilimdaki ¢" terimi ile sag taraftaki ¢"*"3 teriminin kar-
silastirilmasi, n = n? +n3 olmak iizere ¢" teriminin katsayisinin iki kare toplami seklinde
yazilabilme sayis1 oldugunu ifade eder. Genel olarak,

(@)=Y ri(n)q,

n=0
n sayisinin k tane karenin toplami seklinde yazilabilme sayisinin iirete¢ fonksiyonudur.

Benzer sekilde,
Y (q) =Dt (n)q",
n=0

n sayisiin k tane tiggen sayinin toplami seklinde yazilabilme sayisinin iirete¢ fonksiyo-

nudur. Diger taraftan, f (—¢) fonksiyonunun seri ifadesindeki

n(3n—1)
2

kuvveti, n > 0 tam sayis1 icin bir besgen say1 olarak adlandirilir. IIk birkac besgen say1
0,1,5,12,22,40,51,70,92, ...

olarak listelenebilir. n > 0 tam sayis1 i¢in

n(3nF1)
2

sayilarina genellestirilmis besgen sayilar denir.

18
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Onteorem 3.2. f (a,b) genel teta fonksiyonu asagidaki izellikleri saglar.

(1) f (a,b) = f (b,a) olur.

(2) f(1,a) = 2f (a,a®) olur.

(3) f(=1,a) = 0 olur.

(4) Herhangi bir n tam sayist icin f (a,b) = a5 b%f (a(ab)™,b(ab)™") olur.

Kanit

(1) f (a, b) fonksiyonunun taniminda n yerine —n yazilirsa

o0 oo
f (a’ b) _ Z an(n2+l) bn(n271) _ Z a 7n(72n+1) bfn(fznfl)
n=—oo n=—00
o0
_ Z an(n271) brL(n2+1) _ f (b, a)
n=—oo

elde edilir.
(2) f (a,b) fonksiyonunun taniminda a yerine 1 ve b yerine a yazilirsa

o0

n(n 1) n(n—1) n(n 1) > n(n+1) n(n 1)
Pl = 3 at oy o +Z =2_a +Z

n=—oo n=—oo n=1 =

o [e.9]
n(n+1) n(n—1) n(n+1) n(n 1)
= 1+ 5 a 2z + E a2 =2+ E a2 E a
n=1 n=1 n=1 =2

n

— 24 i P s ia(;l) —9 (1 T Za"(”“))
n=1 n=1

- (n+1) - (n+1)
n(n+1 n(n+1
= 2 1+E a 2 +§ a 2

n gift n tek

_ 2 (1 _'_ Z aQn(22n+l) + Z a(2n—21)2n>
n=1

n=1
> n 7n+3n +3n > n2+n+3n273n
= 2 1+E a +E a 2
n(n+1) n(n D) n(n+1) n(n—=1)
= 2( E a 2 a 2 +§ a2 3 2
n=—00
oo
n(n+1) n(n—1)
= 2 g a 2 (a3) 2 :2f(a,a3)
n=-—00

elde edilir.
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(3) f (a,b) fonksiyonunun taniminda a yerine —1 ve b yerine a yazilirsa
- (1) n(n-1)
f(=La) = Y (-1) 7 a =
n=—oo
— ntl) no) nutD )
n(n n(n— n(n n(n—1
= 2. Y Z :
n=—00 =0
= n(n1) 1> n(nt+l) alntl)  n(n-1)
D N N
n=1 =0
n(n+1)

n(n ) n(n— s n(n—1)
- 1—1+Z At Y ()T a

n=1
o0

_ Z (_1) (n+1)2(n+2) an(n2+1) + i (_1)n(n2—1) an(n2+1)

n=1 n=1

n(n (n+1)(n+2) n(n—1)
Tl (R
= Z@W;D (<—1>"2+3”+2 - (—D@L)
_ Zan(n2+1) ( _ n2;n+4n2+2 + (_1)n22n>

o0

= S ()T ()M 1) =0

n=1

elde edilir.
4) f (a,b) fonksiyonunun

[e.e]
k(k+1)  k(k—1)
= E a 2 b 2

k=—o00

taniminda £ yerine £ 4 n yazilirsa

(k+n)(k+n+l) (k+n)(k+n 1)
f(a,b) g a b

k=—o00

elde edilir. a parametresinin kuvveti olan

(k+n)(k+n+1)
2

ele alinsin.

(k+n)(k+n+1) kE(k+n)4+n(k+n)+ (k+n)

2 2

20
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k2 +kn+kn+n®+k+n+nk? — nk?

2
0+ n+nk?4nk+ k>4 k—nk?* 4+ nk
B 2
o onn+ 1)+ (n+1) (K +k)—n(k>—k)
B 2
1 k(k+1 k(k—1

bulunur. Benzer sekilde, b parametresinin kuvveti olan

(k+n)(k+n—1)
2

ele alinirsa

(k+n)(k+n—1) k(k+n)+n(k+n)—(k+n)

2 2
B+ kn+kn+n? —k—n+nk? —nk?
4 2
_ nP—n+nk?+nk+k —k—nk®+nk
B 2
~onP—n+n(kP+k)+(1—n)k*—k)
o 2
n(n—1) k(k—1) k(k+1)
— N 1—
5 +(1—n) > +n 5
elde edilir. Dolayisiyla,
f (a]) b) _ i a(k+n)(12€+n+1) b(k+n)(12€+n—1)
k=—o00
_ i an(n2+1) a(n+1) k(k;rl) a_nk(kQ—l) bnk(k;l) b(l TL) k(k 1) bn(n2 1)
k=—00
_ an(n2+1) n(n;l) Z ak(k2+1) k(k+1) b (k+1) bk(k 1) aink(kgl) bink(szl)
k=—00
n(n n(n— s k(k+1) _ k(k—1)
= A" S (e (b(ab) ) T
k=—o00
= an(n;l)bn(n;l)f (a (ab)n,b(ab)_")
bulunur. O

3.2. q-Binom Teoremi
g-serileri i¢in en temel sonuglardan birisi ¢g-binom teoremidir.
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Teorem 3.3. (q-binom teoremi) |q| < 1 ve |z| < 1 igin

olur (Cauchy 1893).

Kamt (Andrews 1976) Sag taraftaki ¢arpim |z| < 1 bolgesinin kompakt alt kiimelerinde
diizgiin yakinsak oldugundan |z| < 1 bolgesinde bir analitik fonksiyon temsil eder. Bu

yiizden,

F(z) = (a2)og = A" 2| <1

(7)o

yazilabilir. Bu tanim geregi F' (0) = 1 olur.

Fl(qz) = (azq) o _ (1—azq) (1 —azg?) (1 —azg®)---

(20) (1 —2q) (1 —2¢*) (1 —2¢%)---
(1—az)(1—azq) (1 —azq*) (1 —azg®)--- 1 —2z
(1=2)(1—2q) (1 —2¢*) (1 —2¢%)--- 1-az
_ (e2) g 1—2 1—=2
P (z)ool—az—F<Z)1—az

oldugundan

(1=2) F(2) = (1 —az) F(gz)

elde edilir. Buradan,

(1—2) iAnz" =(1—az) iAnq"z"
n=0 n=0
= i A" — i A, 2" = i Anq" 2" — i ad,q" 2"t
n=0 n=0 n=0 n=0
= i A" — i A,_12" = i Aq"z2" — i ad,_1q" 2"
n=0 n=1 n=0 n=1

bulunur. n > 1 icin 2" terimlerinin katsayilari karsilagtirilirsa
An - Anfl = Anqn - aAnflqn_l

veya denk olarak
1 — n—1
Ap=—" 4,4, n21
1—qn
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elde edilir. Buradan,

A = =24
Ay = {78 A, 1 1 R
A3:17aq2A2 :>An:< _CL)( _OJQ)< aq >A0

1—¢3

n—1

_ l—ag
An - Anfl

1—qgn

ve F'(0) = 1i¢in Ay = 1 oldugundan

1—a)(1—ag)---(1—ag"™") (a),

_(
A, = I-g0-¢)-(1-¢) (),

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar. ]

Teorem 3.3’lin g-binom teoremi olarak adlandirilmasinin nedeni ¢ — 1 limit duru-
munda analizden bilinen binom teoreminin elde edilmesidir. a bir pozitif tam say1 olmak

tizere Teorem 3.3°de a yerine ¢“ yazilirsa

a 1—0% (1 — a+1_”1_ a+n—1
P U0 PN € e A et 2) 1—g"™)
1 (q),, —l (l-q(l—¢) - (1-q")
_ 01 _ 1) g® _ -1 a+n—2
= lim 4 lim (e+1)g - lim (a+n )a
=1 =1 g¢=1 —2q g—1 —ngn1
~afa+1)---(a+n—1)
N n!
ve
i P4 (1—2¢") (1 —2q"™") (1 — 2q*?) -
=1 (2)y =1(1=2) (1= 2q) - (1= 2¢* ") (1 = 2q°) (1 = zq**") -+~
. 1 1
= 1m =
=1(1=2)(1-z2q) - (1—2¢"")  (1-2)
oldugundan
i (@) 0 _ (20"
" =
= (), (2)os
esitliginde formal olarak ¢ — 1 icin
ia(a+1)~~(a+n—1)n 1
z =
n! (1—2)"

n=0

elde edilir. Son esitlik analizden bilinen genellestirilmis binom teoremidir.
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Sonug 3.4. (Euler 1748) |q| < 1 i¢cin

X n 1
Lt At

n=0 n

ve
n(n—1)

N —T(_Zyl_ z z ©¢)
; (Q)n *< )oo’ ’ ‘<

esitlikleri gecerlidir.

Kamt Ik esitlik g-binom teoreminde a = 0 alinarak elde edilir. Ikinci ifade icin g-binom

teoreminde z yerine Z yazilsin. Bu durumda,

= (@), :
elde edilir.
%& = —(-a)(1-ag)(1—ag®) - (1—ag"")
BT RS
I 6

oldugundan a — oo i¢in

(@),

aTL

n(n—1)

(_1>n q1+2+---+(n71) _ (_1)nq 5

S (1) (=q) () -+

|
L)
i
—
~—
I

veE

bulunur. ]

Sonug 3.4’iin kanitinda

o (0), " &~y (@), 2"
lim n_ = im —2—
a—00 ; (q)n am™ Z a—00

£ ao0(g),, a”

islemi yapilmis, ancak bu iglemin miimkiin olup olmadig1 incelenmemistir. g-serileri teori-
sinde toplam sembolii altinda limit almanin her zaman miimkiin oldugu varsayilir. Burada,

bu islemin dogru oldugu gosterilecektir.
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lgl < M < 1 olan bir M sayis1 segilsin ve ¢ > 0 sayisi, 0 < 2¢ < 1 — M olacak

sekilde verilsin. || < & olmak iizere N, say1s1

1 1
S+ MFE>2, 0<k< N, ve ‘—‘+MN°<25
a a

ozelliginde olan tek tiirlii belirli pozitif tam say1 olsun. Bu durumda,

é‘ <even > Ny

icin
EIL0-a)| T
o) _ |7 Ll
n n—1 n—1
(@, @ A=) | I =g
k=0 k=0
n—1 n—1
(I3 +2%) 11 (|3] + M)
< k=0 k=0
— n—1 — _ n
1- M (1— M)
k=0
Mool g A = k
IT (3] + M%) IT (|3] +M")
= k=No
a (1-M)"
No—1 n—1
1+ 2
< k:l;lo (1+e) kL[vO : o Q + )™ (2g)n Mo
B (1—M)" B (1—M)"

[ 14¢ Noor9e \"
o\ 2 1-M
elde edilir. 2¢ < 1 — M oldugundan

3 (15) <=

n=Ng

olur. Dolayisiyla, Weierstrass M-testi geregi

> ez

—~ (q),

serisi ]é‘ < ¢ i¢in diizgiin yakinsaktir. Bu yiizden, toplam sembolii altinda a — oo limiti

alinabilir.

3.3. Jacobi Uclii Carpim Ozdesligi

Binom teoreminin g-benzeri, g-serileri teorisinde en temel sonug¢lardan biridir. Asagidaki
teorem ile verilen Jacobi Uclii Carprm Ozdesligi, teta fonksiyonlari teorisinde 6nemli ve

kullanigl sonuctur.

25



MATERYAL VE METOT M. CICIMEN

Teorem 3.5. (Jacobi Uglii Carpum Ozdesligi) z # 0 ve |q| < 1 icin

nn? _ (.2 _g 2 2. .2
> = () (—5d) (6hd).
olur (Jacobi 1829).

Kamt (Andrews 1965) Sonug 3.4 ile verilen

n(n—1)

Z q 2 —Z)n

esitliginde ¢ yerine ¢ ve z yerine —zq yazilirsa

S8 2
qn znqn
—2q;q =1
nzo nzzo (4% %),
elde edilir.
1 b 1
(0% ¢%) s Q- 1-q) - (1—g™)
_ (1 — @ *2) (1 — >+
(=)0 =gh) (=) (1 — @) (1 — gt - -
_ (@),
(€% 4%
oldugundan

D Z D
_2q; q Z q - Zznqn 2n+2 )Oo
n=

OOn

bulunur. n < 0igin (1 — ¢***2) (1 — ¢*"™) (1 — ¢*"*5) - - . carpimu sifir olacagindan n <

0 i¢in (¢*"*%; ¢*) . = 0 olur. Dolaystyla,
n 1 - n n2 n
(—2q:¢%)_ = M;Z 2 )m:mn_zooz ¢ (¢ q?)
elde edilir.

Simdi, Sonug 3.4 ile verilen

2n+2

esitliinde ¢ yerine ¢* ve z yerine ¢ yazilirsa

O r(r—1) (_1\" ,2nr+2r
m+2. 2\ _ q (-1)'¢q
(50, ; (4% 42),
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bulunur. Dolayisiyla,

> > r(r— 1) —1)" g2nrt2r
(—2¢:¢%),, = Z g Z ! >)q
> OO 1 2+2nr+n q T om

- Z Z ?),

Oon*—oor 0
> ror,—r

1 (_1) q =z = n+r_(ntr)?
= (22 Z (2 ) Z =

(q 4q )OO r=0 n=—00

T o]

I T ). g
- (q2;q2)w;(q2;q2) 2

T n=—o0

elde edilir. Sonug 3.4’de elde edilen

:Zu

ee r=0 9y

ifadesinde z yerine —Z ve ¢ yerine q? alinirsa ‘ } < ligin

-2

7‘

(-%¢7)

icin

7" [e.e]

(~2q:%).. = z zzq e D

OO7“:0 7“n—foo q’q>00( Z’q)oon:foo

veya denk olarak

> g = (—2 %) (—g; qQ)OO (¢*d%)

n=—oo

elde edilir. Analitik devam ile bu sonug tiim z # 0 i¢in saglanur. U

Sonug¢ 3.6. Ramanujan teta fonksiyonu gosterimi ile Jacobi U¢lii Carpim Ozdesligi
f(a,b) = (—a;ab), (—b;ab)_ (ab;ab)_
seklindedir.

Kanit Ramanujan teta fonksiyonunun tanimi geregi

— i o Y aTbraibi= Y [W,)%]n R%)r

n=—oo n=—0oo n=—0oo
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1

oldugundan Jacobi Uglii Carpim Ozdesliginde ¢ yerine (ab)% ve z yerine (%) ? yazilirsa

oo 2

o = 5 o] [2)]

n=—oo

= <— (%)é (ab)% ;ab)oo —((G%L))j; ab | (ab;ab),,

= (—a;ab)_ (—b;ab)_ (ab;ab)_
elde edilir. 0

Bu sonug kullanilarak Ramanujan tarafindan tanimlanan ¢ (q), ¢ (¢) ve f (—q) fonksi-

yonlari icin ¢arpim gosterimleri elde edilir.

Sonug 3.7. Asagidaki esitlikler gecerlidir:

(1) ¢ (q) = ((—261; q;))io (0% ¢%) e -
(%)
2 vlo) = (:¢2).,
(3)f(—q9) = (¢:9) -

Kanit

(1) ¢ (q) = f (g, q) oldugundan Sonug 3.6’da @ = b = ¢ alinirsa
@) =Ffa0)=(ad)_ (~ad) (). =(ad). (@&d),

elde edilir.
(2) Y (q) = f (g, ¢*) oldugundan Sonug 3.6’da a = ¢, b = ¢* alimirsa

V() =f(0¢") = (—¢4") (=% q")  (d554") .,
bulunur.

(~ad') (—dd'), = U+ (1+d) (1+4°)
< (1+¢") (1+4q) (1+4")

= 1+ (1+") (1+¢") (1+q) (1 +¢") (1+4") -

ve

(%), = (1—a")(1—¢%) (1—¢?)--
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= (=) (1-¢)(1-¢) - (1+¢) (1 +d) (1+¢) -
= (¢%¢%) (=% 4%
oldugundan
vg) = (—ad*), (- ) (),
bulunur. Simdi,
(—ed) (), = 0+ (1+) (1+¢) - (1+¢) (1+4") (1+¢°) -
= (-9

ve Buler Parcalams Ozdesligi geregi (—q; q) oldugundan

_ 1
oo T (¢:¢?)
(%)
V(o= (4:4*)
elde edilir.
(3) f (—q) = f (—q, —¢?) oldugundan Sonu¢ 3.6’daa = —¢, b = —¢* alimirsa
f—a) = (¢8) (&) (:d°)
= -9 (1=-d)(1-d)--(1-¢)1-0) (1 -a)--
x(1=¢")(1-¢") (1=q") -
= (69

elde edilir. 0
Ramanujan, ¢ (¢), ¥ (¢) ve f (—q) fonksiyonlarindan farkli olarak
x (@)= (4%,

fonksiyonunu da tamimlamustir. x (¢) fonksiyonu bir teta fonksiyonu olmamasina ragmen

teta fonksiyonlari ile yakindan iligkilidir.

Teorem 3.8. Asagidaki esitlikler gecerlidir:
fla _ v@ _ xl@ _ [ e

Dy =90 x0 \eola
 fl el f(=d?)
XD =Fm = Tl =~ o)

(3) > (—¢*) = v (q) ¢ (—q).
(4) x (@) x (—q) = x (=¢%).
5) [P (=*) =* (=) v (¢*) = ¢ (—q)¥* (q) -



MATERYAL VE METOT M. CICIMEN

Kanit Teoremin kamitinda Sonug 3.7 ile verilen

2.

(2 ’qz)“’, f(=9) = (340

0(@)= (¢ (%) . v = G

bagintilar1 kullanilacaktir.

(1) Tanimlardan

flg  (~¢—a. (Q-(=9)1-(-9*)(1-(-9% (1- (— ) -

f—0 (9. 1-q(1-¢)1—-¢)(1—g*)--
_ (+9(1-)1+¢)( q4)~- I+ (1+¢*)(1+¢°)-
I-q(1-)A-¢)(1—¢" (Q1-q)(1—-¢)(1—¢) -

(-0 x(q)

(%)  x(—q)

f(q) x(@) (66 (@) (¢  (d)y 1 WU(q)

fl=q) x(=¢9) (¢ (q,q )oo (@30 (@67 ik Y (—q)

) )oo

(f(q) >2:<x(q) )2:(—(1;(12) (60 (@35 _ 9 (@)
f (=) X (~q) @)% @dL @@, e ()

elde edilir.
(2) Tamimlardan,
) _ (6-9. _ (1-C)(-(-0")(1-(9") (01~ (=)
f(=a? (4% %) (1-¢)(1—-¢")1=¢)(1—¢---
I+ (1-¢)(1+¢)(1-¢g")--
1-¢)(1-¢")(1-¢)(1—¢q®)---

= 1+ (1+¢) (1+¢) = (¢4, =x(0),
pla) _ (—a)n (@56
f(q) (=4 =0

(1+0)* 1+ 1+ 1= (1-¢)1-")
+q)(A-¢*)(1+¢*)(1—q")- -

= A1+ (1+¢)(1+¢) = (¢, =x(2),
ve
f(=¢%) _ (%% 2
_ - q2;q? = = (_q7q ) = X(q)
¥ (=a) ((—q;cﬁ))i>
elde edilir.
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(3) Tanimdan,
(=) = (%d")L (a5a) = (a5a)L (1-¢")" (1= %) (1-¢™)°
= (%) (1-¢)" (1-¢")" (1-¢°)"
x(1+¢%)° (1+4¢") (1+¢°)°
= (%)L (5P (—d5 )2
= (q2.q4>‘:O (QQsz);o _ (q2 q4)oo (qz;qz)oo
(¢%q%)
= () (1-) (1-¢)" (1-¢")°
= (ZA)_ (1-9’(1-) (1-¢)
< (% ¢%) 1+ (L+¢*) (L+¢°)
= (¢ () (~¢:d®)2 (%) = v (—a) ¢ (q)
elde edilir.
(4) Tanimdan,

(%) = (d) =(0-)1-¢") (1-¢") -

elde edilir.

(5) Tanimlardan,

Pl) = @)= 0-a) () (=)
(1-¢)'(1=¢)" - (1=g) (1=g"(1—¢g)(1—-¢"-
(1-¢*)(1—=¢° -

= (%" (¢ 4" % =" (—¢°) ¢ (&%)
ve
P = ) = o ), D~ vt
elde edilir. T O
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3.4. Euler Besgen Say1 Teoremi

Jacobi Uglii Carpim Ozdesliginin diger bir sonucu da
flea)=f(~a.—) =Y ()¢
ile f (—q) = (q; q),, ifadelerinin birlestirilmesi ile elde edilen Euler Besgen Say1 Teore-
midir.
Teorem 3.9. (Euler Besgen Sayt Teoremi) |q| < 1 igin

[e.o] o0

n n(3n—1) n n(3n+1)
D" T =) (-1)'q 7 = (g9

n=—oo n=—oo

esitligi gecerlidir (Euler 1748).

Euler Beggen Say1 Teoremi kullanilarak p (n) pargalanis fonksiyonu i¢in bir indirgeme

bagintis1 elde edilebilir.

Sonug 3.10. & bir tam sayt olmak iizere wy, = _’“(3’;*1) ;

esitligi gecerlidir (Berndt 2006 ).

Kamt p (n) icin iirete¢ fonksiyonu

> p(m)g" = ,1

(450 oo

oldugundan Euler Besgen Say1 Teoremi geregi

1 = (gq) Y p(m)g"= > Fl)kQWZP(m)qm

m=0 k=—0c0 m=0
= D> D> (=Dfp(m) g

(3k 1

elde edilir. m + = n olsun. Bu durumda, 0 < m < n olur ve

I B L

k=00 k(3k=1)
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S G s

7oo<k<oc>

bulunur. Esitligin her iki tarafinda n > 1 i¢in ¢" terimlerinin katsayilari karsilastirilirsa

0=> (=1)'pn—w) =pn)+ Y (=) p(n—wy)
= pn) ==Y (=1)'pn—w) = (=) p(n—w)
elde edilir. 0

Ornek 3.11. p(0) =1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) = 5, p(5) = Tve p(6) = 11 esitlikleri
ile p(8), p(9), p(10), p (11) ve p (12) degerleri hesaplanacaktir.
(

m < 0 igin p (m) = 0 kabulii ile

=~
Il

l=w, =1, k:—liwk:l
k = 2=w,=5 k=-2=w=71,

k= 3=w=12, k= -3 = wy =15,
oldugundan
7
p(7) = Z 1) p (7 — wy)

= (7—w1)—|—p(7—w,1)—p(?—wg)—p(7—w,2)

= p(6)+p(B)—p2)—p(0)=11+7-2-1=15

ve benzer sekilde

p@®) = p(N)+p6)—pB)—p(1)=15+11-3—1=22,

p(9) = p@) +p(7)—p#)—p(2)=22+15-5-2=30,

p(10) = p(9)+p®)—p(5)—p(3) =30+22—7—3 =42,

p(11) = p(10)+p(9) —p(6) — p(4) = 42430 — 11 — 5 = 56,

p(12) = p(11) +p(10) —p(7) —p(5) +p(0) =56+ 42 — 15— T+ 1 =77
elde edilir
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p (n) pargalanig fonksiyonu i¢in Euler tarafindan verilen farkli bir indirgeme bagntist

da vardir.

Teorem 3.12. n > 1 tam sayist icin

esitligi gecerlidir. Burada o (m), m tam sayisumun pozitif bolenlerinin toplamidir (Euler

1748).

Kamt (Berndt 2006) Euler Ozdesligi olan

> pn)g" = - = .
n=0

(G0 T—q)(A—¢*)(1—¢%- -

esitliginin her iki tarafinin logaritmasi alindiktan sonra ¢ degiskenine gore tiirev alinirsa

- n—1
nZ:Onp (m)q 1 2q 3¢? Aq® — mg""!
> = + + + REDY
n l—q¢ 1-¢ 1-¢* 1-¢ L—qm
> p(n)q m=1
n=0
veya denk olarak
[e.e] o0 [e.e] m—1
n— n mq
S = (o) (S50
n=0 n=0 m=1" q
elde edilir. Sol taraf
donp)g" ™ =D np)¢" =D (n+1)pn+1)q"
n=0 n=1 n=0
seklinde yazilabilir. Diger taraftan,
[e.e] m—1 [e.e] [e.e]
mq . m—1 rm
S Y Y
m=1 m=1 r=0
_ mqm—l Z q(r—l)m _ Z Z mq'rm—l
m=1 r=1 m=1 r=1
elde edilir. n = rm yazilirsa
oo o oo o0 n
rm—1 von—1
2.2 mdm =D ), T
m=1 r=1 n=1 (m:)%:l
S SR WAGI R SRR
n=1 d|n n=1 n=0
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bulunur. Dolayisiyla,

St Dplnt 1) = (immqn) (iamﬂw)

n=0

elde edilir. Son esitlikte ¢" terimlerinin katsayilari karsilagtirilirsa
(n+1)p Z p(k)o(n+1—k)

veya denk olarak n > 1 i¢in

elde edilir. O

Euler Beggen Say1 Teoreminin asagidaki sonug ile verilen bir kombinatorik yorumu

vardir.

Sonug 3.13. (Euler Besgen Sayt Teoreminin kombinatorik yorumu) n sayisinin ¢ift sayida
farkl pozitif tam sayilardan olusan parcalamislarimin sayist F¢ (n) ve tek sayida farkl

pozitif sayilardan olusan parcalaniglarinin sayist Fr (n) ise

(—1)k, n= k(3]f1) ise,
Fe(n) = Fr(n) =
0, diger durumlarda,

olur.

Kamt (Berndt 2006) (¢;q),, = (1 —q) (1 —¢*) (1 — ¢*) - - - ¢arpimindaki terimler ¢ar-
pildiginda ¢ kuvvetlerinin isareti, ¢ift sayida terim carpildiginda pozitif ve tek sayida te-
rim carpildiginda negatif olur. Dolayisiyla, bir n tam sayisinin ¢ift sayida farkli sayilardan
olusan parcgalaniglarinin sayis1 + ve tek sayida farkli sayilardan olusan parcalaniglarinin

sayis1 — ile agirliklidir. Euler Besgen Say1 Teoremi geregi

o0

1Y {Fe(n) = Fr(n)}q" = (60) = Y. (-1)"¢" 5 = 1+Z g

elde edilir. Esitligin her iki tarafinda ¢" terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen

bulunur. ]
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Ornek 3.14. 5 = @, yani k = 2 oldugundan F¢ (5) — Fr (5) = 1 olur. Ger¢ekten,
5 saywsimin farkli tam sayilardan olusan parcalanmislart 5, 4 + 1, 3 + 2 seklindedir ve
Fe (5) =2 (441 ile 3+2), Frr (5) = 1(5) olur. Diger taraftan, 6 sayisi bir genellestirilmig
besgen sayt olmadigindan F¢ (6) — Fr (6) = 0 olur. Gergekten, 6 sayisimn farkl tam
sayilardan olugan par¢alaniglari 6, 5+ 1, 442, 3+ 2+ 1 seklindedir ve F¢ (6) = 2 (5+1
iled+2), Fr(6) =2(6ile3+ 2+ 1) olur.

3.5. Jacobi Ozdesligi

Simdi, temel bir sonug olan Jacobi Ozdesligi verilecektir.

Teorem 3.15. (Jacobi Ozdesligi) |q| < 1 icin

o0

n(n+1)
(=D @n+1)q T = (g:0)%

n=0

esitligi gecerlidir (Jacobi 1829).

Kamt (Berndt 2006) Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi olan

o
> g = (—2q:0%) (—g;q2>oo ()

n=—oo

esitliginde 2 yerine 2%q yazilirsa

i 2 = (=2 ) <—$;q2>oo ()
elde edilir.
(—%;cf)w - (1+%> <1+Z—z> (1+Z_2> - <1+%> (_Z_z;(f)oo
oldugundan
i A = 22,;1 (=°¢% ") (—Z—z;qz)w (¢ d%),

veya denk olarak

S 2n+1,,n?
n+1 n“4+n
>, 2¥g )

n=—oo : _ (_quz;qz)oo (—%;Cﬁ) (QQ;Q2>oo

z+z
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bulunur.
00 —1
n _n?4n n n n
D S D D
SPICITER e
n=1 n=0
_ Z( 1)n+1q(n+1) (n+1) _|_Z n n+n
n=0 n=0
S WCAED TR
n=0
oldugundan
Z 22n+1qn2+n 1 Z ( )n n2+4n
z—i z+ . 1—1
limiti % belirsizligine sahiptir. Dolayisiyla,
Z Z2n+1qn2+n q2
. M=—00 . 2.2, 2 L2 2, 2
lim o ZIZILI}(—zq,q)OO(—;,q) (%),
limiti L’Hospital kural1 uygulandiginda
> (2n—|—1)z2"q”2+"
. n=—00 2. 2 2. 2 2.2 _(2.,2)3
lim T = (%) (0 (% 07) . = (7).
22
veya denk olarak
3 1 - n n<+n
(05 =5 2. (D" @n+1)¢""
haline gelir.
00 -1
n n2+n n?+n n?4n
YD) @n+1) g = Y (-1 (2n+1) g™ +Z "(2n4+1)¢"t
n=—oo n=—oo n=0
= > ()" (-2n+1) "—“+Z "(2n41)g" "
n=1
_ Z( 1)n+1 ( 2( _|_ 1) + 1) q(n-‘rl) (n+1)
n=0
o
30 (=) @20+ 1) g
n=0
= 3D (2 - gt
n=0
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+3 (=) @2n+ 1) g
n=0
= 23 (-1 20+ g
n=0
oldugundan
2. 2 3 o 1 S n n?4n S n n2+4n
(q,q)oo—§nzzoo(—1) (2n+1)q —RZ:O(—l) (2n+1)q
bulunur. ¢? yerine ¢ yazilirsa istenilen elde edilir. U

3.6. Ramanujan Toplam Formiilii

g-serileri teorisinde genis bir kullanim alanina sahip olan

= (a), »  (a2).,
§<q>nz T @

g-binom teoreminin iki yonlii toplama sahip olan benzeri Ramanujan 11/, Toplam Formii-

n

lidiir. Bu boliimde iki kanit1 ele alinacak olan

= (@ (1) () (@) (D),
RN R E N NCN N
Ramanujan 17, Toplam Formiiliinde sol tarafta yer alan seri, payinda ve paydasinda tam
olarak bir tane g-carpimi icerir. 170, gosteriminin solundaki 1 sayis1 payda bir tane g-
carpimui ve sagindaki 1 sayisi paydada bir tane g-carpimi oldugunu ifade eder.
Ramanujan 11/, Toplam Formiiliiniin kanitindan 6nce (a; ¢),, ¢arpimu, tiim n tam sayila-

rina genisletilecektir.

(a;9), = (1—a)(1—aq)(1—ag®)-- (1 —ag"?) (1-aqg"")

= (1—aqg"") (a:9)""

oldugundan

, (a;q),
(a;9), = T—ag—

yazilabilir. Buradan,

(G;Q)o _ 1
1—ag™! 1— %

n = 0= (a;q) , =

Y
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(G§Q)f1 1
n = —1=(a;q) 5= = )
T T )
q q
a;q)_ 1
n = —2=(a;q)_ 5= (0:9)_ =

Ta~ (1me) (1-2) (1-5)

ve genel olarak

(a;q)_, = ( _%> (1_(%>( —,%)

elde edilir. Diger bir ifade ile
1

(a;q)_, =
(1=5) (=) (1)
1
(1—ag ™) (1—agt)---(1—aq2)(1 —aq™!)
(1—a)(1—aq)(1—ag®)---
(I1—ag™)---1—ag?)(1—ag ) (1 —a)(l—aq)---
(a;9) 5

(#9).,

bulunur. Dolayisiyla, herhangi bir n tam sayis1 i¢in

oy (@9)
(#:0), = (aq™; )

elde edilir.

Teorem 3.16. (Ramanujan 11, Toplam Formiilii) |§| < |z| < 1lvelq| < ligin

ya =
esitligi gecerlidir (Adiga, Berndt, Bhargava, Watson 1985).

S @ (02 () o @oe (2) o

Kamt

1. Yol (Adiga, Berndt, Bhargava, Watson 1985) f (z) fonksiyonu
(02)oc (2).,

(2)oo (22)

olarak tamimlansin. |2| < [z| < 1 halka bblgede f (z) analitik oldugundan bu halka

f(z) =

bolgede
f(z)= Z Cp2"

n=—oo
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seklinde bir Laurent agilimina sahiptir.

(020) s (35) o
flaz) = o (o) <a_bq)oo
(1—azq) (1 - azg?) (1 —azg®) - (1= £) (1- &) (1= £) .
(1= 20) (1= 2¢2) (1= 2%) -+ (1= 2 ) (1= 2) (1= 29) -
(a2)o () (1 =2) (1= 3)
(o (2) (L= a2) (1= 1)

(02)o0 (&) o (1—2)(az—Dazg _ q(1-2)

(2) (i)oo az (1 —az)(azq—b) b—azq

az

f(2)
oldugundan
(b—azq) f(qz) = q(1—2) f (2)

elde edilir. f (¢z) fonksiyonunun Laurent agilimi )a—l’q‘ < |z] < % halka bolgede gecerli

oldugundan f (z) ile f (¢z) fonksiyonlarinin Laurent agilimlari kargilik gelen halka bol-

gl > |7]

gelerin kesisiminde, yani ‘a—l’q‘ < |z| < 1 bolgesinde gegerlidir. Dolayisiyla,
a%’ < |z| < 1igin

varsayilacaktir. Bu varsayim analitik devam ile kaldirilabilir. O halde,

(b—azq) fgz) =q(1 = 2) f(2)
= (b—azq) Z 2" =q(1—2) Z 2"

n=—00 n=—o00
o0 o0 o0 o0
= E bg" e, 2" — E aq"c, 2" = E cp2 — E e, 2"
n=—odo n=—oo n=—oo n=—oo
o0 oo
n—1 n—1 n n
= E (bq Cn — aq cn,l) 2" = E (cn —Cn-1) 2
n=—odo n=—odo

n—1 n—1
= bq Cp — aq Cn—1 = Cp — Cp1

1 _ aqnfl
o T T !
bulunur. n > 0 ise
1_
Cc1 = I—_ZCO
_ l-agq
Co = l—chl

_ 1-ag? —
G T T ) (T bg) (1 b )

n—1

_ l-ag
Cn = T—bgn—1 Cn—1
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oldugundan
(@),
mn
(0),,
elde edilir. n < 0 ise
1 — aqnfl 1 bqn 1
Cp, 1—bqn 1cn 1:>Cn1 ].—Can 1C
-1
C_1 = i Zg—l Co
C_o = ngfz C1

oldugundan

(L=bg™) (1 =bg™*")---(1=bg")

(1—ag™)(1— aq ) (1 —ag™t)
(L=bg™™)(1=bg"*")---(1=bg ") (1 =0)(1—bq)---
(1—ag™(1l—=ag™)---1—ag)(1—a)l—agqg---
(0bg™") e (@) _ (a)_nc
(ag ™) ()  (B),

bulunur. Dolayisiyla, n > 0 ve n < 0 icin

C_p, — Co

Co

(a),
n — Co
(0),,
elde edilir. Buradan,
(a),
f (2) = n:ZOO an = Cp n_zoo b

bulunur. ¢y degeri hesaplanirsa teoremin kanit1 tamamlanir.

FE=a Y Wiy Do yfg(2) +h(2)

= (), —~ (),
olsun. (@) ( )
R E e
esitliginden
(1—2)(1—az)(1—azq)--- (1 — L) (1_q—)
lim(1—2)f(2) = lim
zﬂ( )1 () Z—1 (1_2)(1_2q)...(1_a_bz)(1_%)...
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(1—a)(1—ag)- - (1- 1) (1_q_) (@ (9 0
A=) (1=¢) (=2 0= (@Du(@)s
oldugundan z = 1 noktasi f (z) fonksiyonunun bir basit kutbudur.

-1

g(2) =co Z %z”

fonksiyonu z = oo komgulugunda |z| > |§‘ icin yakinsak olan bir kuvvet serisi oldugun-

n=—oo

dan z = 1 noktasinda g (z) fonksiyonu analitiktir. Bu yiizden, G (z) = ¢y (1 — z) h ()

yazilirsa

lim(1—2) f(z) = coli_rg (1—2)h(z) =1mG (2)

z—1 z—1
elde edilir. G (z) fonksiyonu z = 0 noktasinin bir komgulugunda yakinsak, z = 1 nokta-
sindaki basit kutbu kaldirilabilir bir fonksiyon ve f (z) ile h (%) fonksiyonlarinin z = 1

noktasindan sonra gelen en biiyiik kutbu é oldugundan (gercekten
2 2
@u (@), (1) (8).(5) ONG
f(Z) = ( ) (ZZ)OO :>f (;) 4 q1 4 bq . bq N >OO
(a)w (D)o (D (1 2 ‘) (1-1)-

olur) G (z) fonksiyonu 0 < |z| < %' bolgesinde analitiktir. Dolayisiyla,

=0

Gz) = c(l-2)h(z)=G()=co(1—2)> (@

= limeo(1-2 f: Z — lim coi{((g” — <Z))"_1}z"

N%oo
n=0 n n=0

(a) 4
“(b)

elde edilir. Buradan

= ( kabulii ile

imG (z) = G(1)= lim cgg{(a)n B %}

z—1 N—o00 (b)n (b)n—l

e { (@, (@, (@, (@ () <a>N_1}

N-ooo (b)y (b)), (b); (D), O Oy
= lim com = co(a =
N—oo  (b)y (b)

bulunur. Diger taraftan,

z—1 z—1

lim (1 — 2) f (z) = 1limG (2) = G (1) = (a) (§>oo . (@) = oy = (0) o ( )OO
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elde edilir. Dolayisiyla,

(D (&)oo _ 11y Z g, S @an O (i)oo 3 (@

O (@), T W, T @ (), B,
oldugundan ( ) ( )
= (0), L (02) () (0 ()
20 T G 0. ),
elde edilir.

2. Yol (Andrews ve Askey 1978) F' (b) = 17, (a, b; z, q) olsun.

S @y = @, (@),
PO = 2 G = 2 5t
)

~—~
—
|
=]
:‘D
S—
|
3

I
3
()¢
o
—|—
SRS
~— |~
3
N
3
+ +
I
—
—~
T
<8
~—
|
T
‘W‘H’QM‘D —
—] N—
I\

n=0 \ /n n=1 (1_5)(1_(12 (- &)

0, (7)) (122) - (1-3)
= Z( )nzn+z Z qa qa L

=05 (1) () (- 8)

oldugundan F (b) fonksiyonu b degiskeninin |b| < min {1, |az|} i¢in bir analitik fonksi-

yonudur. Ayrica,

10 (a,6;2,q) — artpy (a,bg2,9) = ) W n > %q”zn

n=—oo

% (@) i (1 — g) 271

P>

W (1= D) (1) (1= bg)

= 27 (1 — g) i <(a)>"“ 2

esitliginde b yerine bq yazilirsa

1"¢1 (CL, bgv Z, Q) - a1¢1 <a7 bgv qz, Q) = 271 (1 - b) 1¢1 (CL, bu Z, Q)
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veya denk olarak

o)~ (1-B)F() = any(abgigzg) =a Y gz

(b9),, "
_ oy (@b,
B bnz (bg),,

n=—oo

b (bq),,
a4+« 1—bq)n a ~— (a), ,
B bn__oo a2 T,
a o« (a), ,
B Enzzoo (bg)

bulunur. Buradan,

veya denk olarak

1—¢ _ %

D F T (e R
elde edilir. Bu esitlikten elde edilen
P = 5= b)zf_ :)F(b(D
P9 = g 0)
F(bg?) = (1b;2)<b32 @) F (bg®)
F(bg"?) = e F(bq")
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bagintilar taraf tarafa carpilirsa

1—2)(1—b)...(1— bt
. (-5 (-t ab) e
(L=b) (1 =bg)-+ (1= bg=) (1= 2) (1= 22) - (1= 222
(),
(0), ().,

bulunur. F' (b) fonksiyonu, 0 noktasinin |b| < |az| ile verilen komsulugunda analitik ol-

F(bg")

dugundan bu esitlikte n — oo limitine gecilirse
(2)
S Y SH— (0)

elde edilir. Simdi,

—~ (b), (%)
bulunur. O halde, (b)
SO EY N
ifadesinde b = ¢ alinirsa
(a2)se _ (2) o
(Z)Oo - F(Q) - (Q)OO (%)OOF«))
veya denk olarak
F o) = @ () 02),

(). ()

elde edilir. ' (0) i¢in bulunan bu deger

F(b):LF(O)
(D)o (22)
esitliginde yerine yazilirsa
@D (B0 O (@),
B a0 w0 = 2 Gy
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Ramanujan 17, Toplama Formiilii elde edilir. U

Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi, Ramanujan 1), Toplama Formiiliiniin bir 6zel halidir.

Gergekten, Teorem 3.16’da a yerine + ve z yerine za yazilirsa
(03

2 (), D (9 0 o),
2 e B0 e

(2. = (D) D (-0 ()

= (a—l)(a—q)(oz—qZ)--~(oz—q”*1)

bulunur.

ve (0), = (0), = 1 oldugundan o = b = 0 igin

> )T = (e () (0
i Z/ 0o
elde edilir. ¢ yerine ¢* yazilirsa
0 2
> (=0)"g" e = (5¢7) <q;;q2) (¢ d°) .,
OOnQ_fn__2 q_2,2 2. 2
= nzzooq ( q> = (4% <Z 1q )oo(q 07
Oon?n__,z 9. 9 2, 2
= nzzooq = ( qz,q)oo( Z,q)oo(q,q)oo

Jacobi Uclii Carpim Ozdesligi bulunur.

3.7. Besli Carpim Ozdesligi
Bu boliimde, diger bir temel bagint1 olan Besli Carpim Ozdesligi ifade edilecektir.

Teorem 3.17. (Besli Carpum Ozdesligi) t # 0 ve |q| < 1 igin

° n2in 1
ST -7 = (450) (a3 0) (;; Q) (Pa: ) (t%;(f)oo

esitligi gecerlidir (Watson 1929).

Kamt (Carlitz ve Subbarao 1972) t # 0 i¢in
1 2
Ag,t) = (% 0%) (€t d°) <;;q2) (¢5 4" (P ), (z—g;q“)
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carpimu ele alinsin.

i (1" = (a50), (Li0) (a5

n=—oo

Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi geregi

() (Pt:d%) G;qQ) = > ()" ()" g™

ve
2 [e.e]
4, 4 2 2. 4 9 . 4 _ vk 42k 2k2
(q,q)oo(tq,q)oo<t2,q)oo—kz_: (=1)"t*q
oldugundan
- m m2 2
Ag,t) = Z (=)™ (qt)™ g™ Y (—1)" g
m=—00 k=—o00

— m m 2+m+ m+
_ +k 22 ym+2k

m=—o00 k—foo

bulunur. m + 2k = nyazilirsam +k =n — k ve

m2+m+2k> = m?+ 4km + 4k* — 4km — 8k® + 4k* + 2k* + m + 2k — 2k

= (m +2k)* — 4k (m + 2k) + 4k* + 2k* + m + 2k — 2k

= n? —4kn + 4k> + 2k*> +n — 2k

= (n—2k)*+2k>+n—2k

oldugundan
A(q,t) Z Z (n—2k)* -2k +n— 2k yn
n=—00 k=—o00
= Y e 3 (e
n=—00 k=—o00
2
_ Z (_1>ntn Z (_1>k n24-6k2—4kn-+n—2k
n=—oo k=—oc0
_ Z ( 1>nqn2+ntn Z (_1)k 6k2—dkn—2k
n=-—00 k=—o00
elde edilir.
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Simdi, a bir tam say1 olmak {izere

o0

Z (_ 1>k q6k2+6k(2a+1)

k=—o00

toplami ele alinsin. k yerine —k — 2a — 1 yazilirsa

Z (_1)k q6k2+6k(2a+1) _ Z (_1)k+2a+1 q6(—k—2a—1)2+6(—k—2a—1)(2a+1)
k=—0o0 k=—0oc0

_ Z (_1)k+1 q6(k2+2k3(2a+1)+(2a+1)2)—6k(2a+1)—6(2a+1)2

k=—o00
_ i (_1>k q61c2+6/7c(2a+1)7
k=—oc0
yani
i (_1)k: q6k2+6k(2a+1) -0
k=—o0
elde edilir.
Dolayisiyla,
i (_1>k q6k274kn72k
k=—oc0

toplami, —4n — 2 = 0 (mod 6), yani 2n + 1 = 0 (mod 3) ise sifir olur. Buradan,

[e.9] (e 9]

A(q’t) = Z (_1)nqn2+ntn Z <_1)kq6k274kn72k

n=-—o0o k=—00
ifadesinde n = 0 (mod 3) veyan = —1 (mod 3) olmalidur.

n = 0(mod 3) ise

0 00
Algt) = Ar(g,t) = Y (=1 g Fongdn 3~ (—1)F g 12kn =2k
n=—00 k=—00
olur.
Z (_1)k q6k2712kn72k
k=—00

toplaminda m = k — n yazilirsa k = m + n ve
6k* — 12kn — 2k = 6k* — 12kn + 6n*> — 6n* — 2k — 2n + 2n

= 6(k—n)>—2(k—n)—6n*—2n

= 6m?—2m —6n>—2n
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oldugundan

o0 o0

n_9n2+3n,3n m+n _6m2—2m—6n2—2n
Ar(gt) = D (Z1)Pgm e Y (=) g e

n=-—00 m=—00
oo

= f: q3n2+nt3n Z (_1)m q6m2—2m

n=—oo m=—00

elde edilir.
n = —1 (mod 3) ise

o0 o0

Ag,t) = Ay (q,t) = Z (—1)% L g —3nydn-1 Z (1) oo 12kn+2k

n=-—00 k=—o00

olur.
(o)

2 mn
Z (_1)k qu 12kn+2k

k=—o00

toplaminda m = k£ — n yazilirsa k = m + n ve
6k* — 12kn + 2k = 6k° — 12kn + 6n® — 6n° + 2k — 2n + 2n
= 6(n—Fk)>—2(n—k)—6n*+2n

= 6m?—2m —6n®+2n

oldugundan
A (g,t) = i (—1)% 1 g Bngint i (—1)"™ gbm*—2m—6n®+2n
- _ i q3n2—nt3n—l i (—1)™ q6m2—2m
_ i q3n2+nt—3n—1 i (_1)mq6m2_2m
elde edilir. 7 7
Dolayisiyla,

A ((L t) = Al (Qa t) + AQ (q7 t)

o0

— Z (-)™ q6m2—2m Z q3n2+n (t3n_t—3n—1)

m=—0oQ n=—oo

bulunur. Euler Beggen Say1 Teoremi olan

o0

S )" = (ga).

m=—00

49



MATERYAL VE METOT M. CICIMEN

esitliginde q yerine ¢* yazilirsa

elde edilir. O halde,
2. 2 2,. 2 Lo, 4, 4 2. 2. 4 q 4
(%) (Pt d%) l (¢ q") . (Pd* ), ol
= A(q,t) = (q4;q4)OO Z q3n2+n (t3n _ t—3n—1)
veya her iki taraftan (¢*; ¢*)__ sadelestirilirse
i o (# — 731 = (% ) _ (¢t ¢2) (l,qz) (4% ¢%) (q_z,q4>
—N ) 00 ) 00 t’ - ) 00 t2 ) -

bulunur. Son esitlikte ¢? yerine ¢ yazilirsa Besli Carpim Ozdesligi kanitlanmug olur. [
Besli Carpim Ozdesligi farkli sekillerde ifade edilebilir.

Teorem 3.18. (Besli Carpim Ozdesliginin denk ifadeleri) Asagidaki ifadeler gecerlidir:
(1) z # 0 icin

00

2 —3n—1,—3n—
§ q3n +n (Z3nt3n — 3n 1t 3n 1)
n=-—00

4

= (%) (ez:d%) (%wf)oo (z%q") (%ﬂf‘)
olur.

(2) a # 0 igin

(—agq; q) (—%; q>oo (:0) (@ %) (q%; q2) .

1 2
=, (@), (%;q3) (¢4%) o + (a°a%5 ") (%;q?’)m (¢%d°)
olur.
f(—:EQ,—)\:E>f(—>\x3) - 2 3 6 -
3) =y — = (=A% =) + af (=X, =X°2?) olur.
Kanit

(1) Besli Carpim Ozdesliginde ¢ yerine ¢ ve t yerine é yazilirsa istenilen elde edilir.
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(2) Besli Carprm Ozdesliginde ¢ yerine —a yazilirsa sag taraf

(—aq; q) (—%; q) ) (:0) (@ ¢°) (q%; q2) .

haline gelir. Sol taraf ise
Z q%Jrg ((_1)11 P L (_1)n+1 a—3n—1)

e n TL2 s n n
=3 () (@) L X () (o)
a

n=—oo n=-—oo

olur. Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi geregi

o n TL2
> (—a?’q%) (q%) = (’¢* %) (%;q?’)m (¢% ¢,
veE

n=—oo

oldugundan istenilen elde edilir.
(3) (2) ifadesinde a = % ve a® = % yazilirsa sag taraf
x (/\; )\3x9)oo ()\2x9; )\3:109)00 ()\31‘9; >\3x9)oo
+ ()\2563; )\331:9)00 ()\xG; )\3909)00 ()\3SE9; )\3:179)00
olur. f (a,b) = (—a;ab)__ (—b;ab)_, (ab;ab)_ Jacobi Uglii Carpim Ozdesliginde ilk ola-
rak a = —\, b = —\?2° ve sonra a = —\*2%, b = —\2% yazilirsa yukaridaki ifade

af (=X, =X2%) + f (=X*2%, —Aaf)

haline gelir.

Lyeg?=2 icin (2) ifadesinin sol tarafi
x q

Diger taraftan, a =
(—)\xQ; /\x?’)oo (—x; )\x3)oo ()\x; )\2:106)00 ()\x5; )\Qxﬁ)oo ()\J:3; /\x?’)oo

olur. f (—q) = (¢;q), esitlifinde ¢ yerine \z? yazilirsa (Ax*; Aa®) = f(—A2?) elde

edilir.
(—)\xz; )\xg)oo (—x; )\x3)oo
= (T4+A2%) (1+X%2°) (L+X%2%) - (1 +2) (1+ Az?) (L4 AzT) -
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(1—N2%) (1- /\4 10) (1 — A%216) ...

(1—A22) (1- )(1 N328) -
(=) (1= A% (1 At -
(1—:v)(1—>\a:4)(1_m7)...

veE

()\x; )\2:136)00 ()\x5; )\2:106)00
= (1—Az) (1= X%27) (1= Nz") - (1= A2®) (1= Na') (1= A"2'7) -

oldugundan

(—)\x2; /\a:3)oo (—x; )\x3)oo (/\x; /\2x6)oo (/\x5; )\2306)00
(1—a%) (1 —A2®) (1= N\%2®) (1= Nat) .-
(1—2) (1= Az?) (1 - N2T) (1 - A°z10) -

(1= Az) (1= N2%) (1= A7) (1—A%210) ..
(1—Az?) (1 =A%) (1= Na8) (1— Az!t) -
y (% 22®)  (Az; Aa?)
(@; Az3)  (Az?; Aa?)

bulunur. f (a,b) = (—a;ab)_ (—b;ab)_, (ab; ab) . Jacobi Uglii Carpim Ozdesliginden

(—)\x2; )\x?’) (—x; )\x3)oo (/\m; /\2x6)oo ()\x5; )\2366)0o ()\x3; )\m?))oo
(w ZAx?) (O Aa?) (A Aa?)
(z )\a:3) (Az2; Ax) o (Ax; Aa3) f (=27
(=2t o) f(—A)
f(=x,—z?)

elde edilir. 0

Besli Carpim Ozdesliginin iki sonucu asagidaki sekilde elde edilebilir.

Sonug 3.19. |¢| < 1 i¢in

o0

> (n+1)¢" = 9* (—¢?) f (—)

n=—oo

esitligi gecerlidir (Berndt 2006 ).

Kamt Besli Carpim Ozdesliginde ¢ yerine ¢ yazilirsa

) 1 2
Z q3n2+n (t?m . t73n71) _ (q2;q2)oo (q2t3q2)oo (P q2) (t2q2;q4)oo (3_2’ q4>

n=—oo
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elde edilir. £ = 1 i¢in sol taraf sifir ve sag taraf (%, (12)0O carpani nedeniyle sifir olacagin-

dan

o
3n2 3 —3n—1
Z qn+n(tn_t n ) )

2
T = (¢%¢") (Pt d*) o (q?;cf) (% q") <3—2;q4)
I N .

esitliginde ¢ — 1 limitine gecilirse, sol taraf

00

Z q3n2+n <t3n - t—3n—1)
. n=—o00
fimn 1—

=

1 > 3n2+4n 3n—1 —3n—2
_EE}Z”;OOQ“ (3nt> '+ (3n+ 1) t7"7?)

_ Z (6n+ 1) q3n2+n

n=—oo

olur. Diger taraftan,

: 2, 2 2,. 2 ' 2 2 2. 4 q° 4

lim (¢% %) , (¢t 0°) . (7;(1 )OO (Pa*q") (t—2;q )OO
= () (¢:d"),

elde edilir. ¢ (q) = (—4:¢*)a (0%10%) - [ (—0) = (10 Ve ©* (%) = ¢ (—q) ¢ ()

oldugundan

(@) () = (@), (=) (1-a")" (1-a")" -
2 1 2

bulunur. O

Sonug 3.20. |¢| < 1 igin

[e.o]

> Bn+1) ¢ =y () £ (—q)

n=—oo

esitligi gecerlidir (Berndt 2006 ).
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Kamit Besli Carpim Ozdesliginde ¢ yerine ¢ yazilirsa

00 1 2
Z q3n2+n (t3n - t—3n—1) — <q2;q2)oo (qthQQ)OO (%’ q2) (t2q2;q4)oo (3_2, q4>

n=—oo

elde edilir. ¢t = é icin (2¢% ¢*), = (1;¢*), = 0 olacagindan sag taraf sifir olur. Sol taraf

ise
o0 o0 (o)
3n24n —3n 3n+1 _ 3n2—2n 3n2+4n+1
> q (@ =g = D ¢ — q
n=—oo n=—oo n=—oo
(o) (o)
_ 3(n+1)2—2(n+1) 3n2+4n+1
= q - q
n=-—o00 n=-—o00
oo o0
_ 3n24+4n+1 3n4dn+1 _
= ) ¢ - q =0
n=—oo n=—oo

olur. Dolayisiyla,

ioz q3n2+n (t73n - t73n71)

— 1 e
Ti-eg = (44) (46:0) (? q2> (" ") (t_25 q4>

esitliginde ¢ — - limitine gegilirse sol taraf

i q3n2+n (t?m o t—?m—l)
Ii n=-—o00
tgrél 1 —12¢?

Z q3n2+n (3nt3n71 + (3n + 1) t73n72)

= lim ©—= -
t= —2tq
1 [e.@]
=50 > 4" (Bng M+ (Bn k1) )
q n=-—00
L
2 2
n=-—00 n=-—00
1 & 3 2 = 5
_ - (n+1)*—=2(n+1) _ — 3n24-4n+1
= 2n__OOB(n—I—l)q 2n_§_:oo(3n—|—1)q
R >
=—3 Z (3n+3+3n+1) q3n2+4n+1 _ Z (3n +2) q3n2+4n+1
== 3 (B(=n—1) 42 gD
== ) (-1 = Y B+ 1)
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haline gelir. Diger taraftan,
1 2
lim (% ¢%) (Pt d%) (z;qg) (% q") (3—2;614)
q o o0
= (6%, () (a4")2

olur.

oldugundan

(6:0°)2 (0% 0%) . (a"5a")2, =

= o) @ o (a%d) (a2 (ahdh)

elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Ramanujan 7-fonksiyonu ve pargalanis fonksiyonu i¢in bazi kongriianslar

ifade edilecektir. Boliim boyunca kullanilacak olan

Alq) = Z a,q" ve B(q) = Z bnq"
n=0 n=0

tam say1 katsayili Maclaurin serileri i¢in
A(q) = B(q) (modm)

kongriiansi, her n i¢in a,, = b, (mod m) anlamindadir.

4.1. Ramanujan 7-Fonksiyonu I¢in Kongriianslar

7 (n) fonksiyonu, 1916 yilinda Ramanujan tarafindan

q(G)m=>_7(m)q" lqd<1
n=1
seri acilimindaki tam say1 olan katsayilar olarak tanimlanmigstir. Bu ¢alismasinda Rama-
nujan, 7 (n) fonksiyonun bazi 6zelliklerini kanitlayarak gesitli savlar 6ne siirmiistiir. 1920
yithinda 7 (n) i¢in 5, 7 ve 23 modiiliinde kongriianslari kanitsiz olarak ifade etmis, bu

kongriianslarin kanitlarint ve 7 (n) igin diger ozellikleri, 7 (n) ve p(n) hakkinda olan

basilmamis ¢alismasinda vermistir (Ramanujan 1988).

Teorem 4.1. Her n > 0 tam sayist i¢in

1(mod?2), n=(2m+1)” ise,
7(n) =
0(mod?2), diger durumlarda,

kongriianslar gecerlidir. Diger bir ifade ile Ramanujan T-fonksiyonu sadece tek kare tam

sayt degerlerde bir tek tam sayidir (Ramanujan 1916).
Kanit (Berndt 2006) Binom teoremi geregi, herhangi bir pozitif £ tam sayisi i¢in
(1 —qk)8 =1-8¢" +28¢* —56¢* + -+ ¢ =1+ ¢ =1 - ¢* (mod 2)

oldugundan
(©:9)% = (¢%¢°)__ (mod 2)
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elde edilir. Dolayisiyla,
Z n) " =q(g0% =q[(@0%]) =a(d% )., (mod2)

bulunur. Jacobi Ozdesligi olan

YD)+ 1) = (o)
n=0
esitligi geregi
Z 2m 4 1) q4m2+4m+1 — Z (—l)m (2m + 1) q(2m+1)2
m=0 m=0
sonucuna vartlir. 1 = —1 (mod 2) ve 2m + 1 = 1 (mod 2) oldugundan

q(2m+1 (mod 2)

NE

f:T( "= f: "(2m+1) q(Zmﬂ)2 =
n=1 m=0

bulunur. ¢ terimlerinin katsayilari karsilagtirilirsa

0

3
I

1(mod2), n=(2m+1)°
7(n) =
0 (mod2), diger durumlarda,

elde edilir. 0

Teorem 4.2. Her n > 0 tam say:st icin
7(Tn),7(Tn+3),7(Tn+5),7 (T +6) =0 (mod 7)
olur (Ramanujan 1920).

Kamt (Berndt 2006) 7 (0) = 0 varsayimu ile

Yo" =q(g9)% = a(e:9)% (6 9%

yazilabilir. Her p asal sayisii¢in 1 < k£ < p — 1 olmak iizere
(p) = 0 (mod p)
k
oldugundan a ve b tam sayilar1 i¢in
(a+b)P = a” + b (mod p)
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elde edilir. Dolayisiyla

(¢:0)% = [(0)) = (a7 4d")%, (mod 7)

bulunur. Jacobi Ozdesligi geregi

Z 2n + 1) 7n(n+1)
n=0
oldugundan (¢’; q7)iO carpiminda ¢ teriminin kuvvetleri 7 sayisinin katlaridir. Diger ta-
raftan,
-
m=0
ifadesinde
m(m+ 1) m*+m+2  8m®+8m+2—Tm?—Tm
——+1 = =
2 2 2
7 1
C A2t dm]— %

4m? +4m +1 = (2m + 1) (mod 7)

oldugundan (2m + 1)* = 0 (mod 7) veya denk olarak 2m + 1 = 0 (mod 7) igin ¢ (¢; ¢)*
carpiminin seri a¢ilimindaki ¢ teriminin kuvvetleri modiilo 7 sifir olur. Dolayisiyla, n =

0 (mod 7) ise
Z 7 ( 0 (mod 7)
n=0

veya denk olarak 7 (7n) = 0(mod 7) elde edilir. Ayrica, n (mod 7) sayisi i¢in n? sa-
yist, 0,1,2,4 (mod 7) degerleri aldigindan ¢ (g; q) carpiminin seri aciliminda ¢ terimi-
nin kuvvetleri 3, 5 veya 6 (mod 7) olamaz. Buradan, 7 (7n + 3), 7 (Tn + 5), 7 (Tn + 6) =
0 (mod 7) elde edilir. O

Teorem 4.3. 0 < r < 23 tam sayist modiilo 23 bir kuadratik kalan ise her n > 0 tam
sayist igcin

7(23n — r) = 0 (mod 23)
kongriianst saglanir (Ramanujan 1920).

Kamt (Berndt 2006) 7 (0) = 0 varsayimu ile
> rn)q" =q(g0% =q(@ 0% (¢:0)% = a(¢%:0%) _ (;9)o (mod 23)
n=0
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yazilabilir. Euler Besgen Say1 Teoremi olan

> n n(3n+1)
(=D T =(g:9)4
esitligi geregi
o0
n 23n(3n+1)
(@5d®) = > (-D)"q >

oldugundan (¢*;¢**)__ carpiminda ¢ teriminin kuvvetleri 23 sayisinin katlaridir. Diger

taraftan,
m m(3m+1)
(@)= >, (D)"g 2
ifadesinde
m (3m + 1) 3m? +m+2  72m? + 24m + 2 — 69m? — 23m
—+1 = =
2 2 2
23m (3 1
- 36m2+12m+1—%
= 36m> + 12m + 1 (mod 23) = (6m + 1) (mod 23)
oldugundan
3 1
%+1:23k+(6m+1)2, kel
ile

o0

Srmygt= Y (~1)" @EHHOm (mod 23)

n=0 m=—o00

veya denk olarak

+1 (mod23), n = a?(mod23) ise,

0 (mod 23), diger durumlarda,

elde edilir. r say1s1 modiilo 23 bir kuadratik kalan oldugundan 7 (23n — ) = 0 (mod 23)

olmasi icin —1 sayisinin modiilo 23 bir kuadratik kalan olmamasi gerekir. Legendre sem-

bolii gdsterimi ile

(2)-com= (@)

oldugundan —1 sayis1 modiilo 23 bir kuadratik kalan degildir. Bu ise kanit1 tamamlar. [J

Ornegin,

(5) @) (3) (25
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veE

oldugundan 3 sayist modiilo 23 bir kuadratik kalandir ve

7(23 —3) =7(20) = —=7109760 = 23 - (—309120) = 0 (mod 23)
elde edilir. Benzer sekilde,
oldugundan 6 sayist modiilo 23 bir kuadratik kalandir ve

7(23 —6) =7 (17) = —6905934 = 23 - (—300258) = 0 (mod 23)
olur.

4.2. Parcalams Fonksiyonu Icin Kongriianslar

1919 yilinda Ramanujan, p (n) par¢alanig fonksiyonu i¢in

p(bn+4) = 0(modb)
p(Tn+5) = 0(modT7)

p(1ln+6) = 0(mod11)

kongriianslarinin gegerli oldugunu ifade ederek ilk iki kongriiansin kanit1 vermistir. 1920
yilinda tek sayfalik bir not ile p (11n 4 6) = 0 (mod 11) kongritansinin kanitin1 buldu-

gunu ifade etmigtir. Bu boliimde, s6z konusu kongriianslarin kanitlar ifade edilecektir.

Teorem 4.4. Her n > 0 tam sayist icin
p(5n +4) =0 (mod5)
olur (Ramanujan 1919).

Kamt (Berndt 2006) Euler Bagintisi olan

ip(n)qnz !

(4 9) o
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esitliginden

1 (i) _ (PP 55 NS )
q(¢:9) TTRACTN —(q,q)oonzgp( )q

yazilabilir. Euler Besgen Say1 Teoremi geregi

(@) = D Vg

n=—oo

oldugundan (¢°; ¢°),, carpiminda ¢ teriminin kuvvetleri 5 sayisinin katidir. Ayrica,

(4:9)% = (¢":¢°)  (mod 5) = @ng =1 (mod 5)
(¢:9)%

oldugundan kaniti tamamlamak igin ¢ (g; q)iO carpimini incelemek yeterlidir.

Jacobi Ozdesligi ve Euler Besgen Say1 Teoremi geregi

(G0 = 4@ (69

- 4 fj(—1>m<2m+1>qw> (fj (_1)qu;n>

j=—o0

= 3 () @m e 1)

elde edilir.

m(m+1)  j(35+1) m?*+m+35% 47+ 2
> g th =T 2
6m? + 6m + 1852 + 65 + 2
2
5m + 1552 + 5j
B 2
= 3m*+3m+952+35+1
bm(m+1) 55(35+1)
B 2 N 2
3m2+3m+92+35+1

3m* + 3m — j* — 2§ + 1 (mod 5)
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ve modiilo 5

m | m? | 3m? | 3m | 3m? + 3m Jl 7212 | 724+2 | —j2—2j+1

0] 0 0 0 0 0] 0 0 0 1

111 3 3 1 111 2 3 3

2| -1 2 1 3 2| -1 -1 3 3

3|1-1| 2 | -1 1 3] -1] 1 0 1

411 3 2 0 41 1 3 -1 2
oldugundan

3m? +3m — j2 —2j 4+ 1 =0 (mod5)

olmasi i¢in

3m? + 3m

3 (modb) = m = 2 (mod5)

—j% - 2j41

2 (modb5) = j =4 (modb)

olmalidir. Dolayisiyla, m = 2 (mod 5) ve j = 4 (mod 5) igin

m(m+1)+j(3j+1)
2 2

+1=5k+5, keZ

oldugundan ¢ (g; q)ii carpiminda ¢°"*® teriminin katsayis1 modiilo 5 sifir olur. O halde,
n+1=>5k+5,yani n = 5k + 4 i¢in p (n) = 0 (mod 5), diger bir ifade ile p (5n + 4) =
0 (mod 5) elde edilir. O

p(5n + 4) = 0 (mod 5) kongriiansinin farkli bir kaniti i¢in ilk olarak agagidaki sonug

kanitlanacaktir.

Onteorem 4.5. n > 0 tam sayust icin {a,} dizisi, tam saydarin bir dizisi olsun. Bu du-

rumda,
[ — )
L(q) = anq"
(¢:9)°, ;

serisinde n > 0 icin @™t teriminin katsayisi,5 ile boliiniir (Andrews ve Roy, 1997).

Kamt L (¢) fonksiyonu

JR > 1 < >
L(g) = —5 Y ad” =05 — > ard"

(6D =5 (G902 =
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(e 9]

1

_ 3 k2
= (¢;9), ——— arq” (modb5
(50 gy 2 e (mod)
seklinde yazilabilir. Dolayisiyla,
> J(J-H)
D=1 (2i+1)q 2 = (g9

7=0
ile verilen Jacobi Ozdesligi geregi
5~ JGHD g2
(902> ad” = Z ag (1) (2j +1)q >
= k,j=0
elde edilir. ¢°**3 teriminin katsayilar1 istendiginden n > 0 icin

jG+1)

5 +k2=5n+3

ozelligini saglayan terimler bulunmalidir.

w+k2—5n+3:>#+k2—3:5n
_ j(j+1)+2k2—6:5n
2
= j2+j+2k* —6=0(mod5)
= —4j* —4j —3k* — 1 =0(mod5)
= 452+ 454+ 1+ 3k* = 0(mod5)
= (2§ +1)° + 3k = 0 (mod )
ve modiilo 5
Jol2j | 25+1](25+1)7 k| k2 | 3k2
010 1 1 0| 0| 0
1| 2 3 —1 111 3
—1|-1] o0 0 2| -1 2
—1] 1 2 —1 31 -1| 2
1| 3] -1 1 411 3

oldugundan (2j + 1)* = 0, 1 (mod 5) ve 3k*> = 0,2, 3 (mod 5) olur. Dolayisyla,

(27 +1)* + 3k? = 0 (mod 5)
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olmast igin k = 25 + 1 = 0 (mod 5) olmalidir. O halde,

o0

S (1) (2 + 1) ¢
k,j=0

serisindeki (—1)” (27 + 1) a;, katsayis1 5 ile boliiniir. O
Kamit [Teorem 4.4’iin Ikinci Kamti] ¢ (¢) = (—g¢; q2)zo (¢*; ¢*),, oldugundan Euler
Bagintis1 geregi
2
o(—q) = (6% ("),
2 2
L= (1-¢")" (1-¢") - (1-d*) (1—¢") (1 =¢°) -

(
= 1-9(1-)(1-¢)-0-9(1-¢)(1-¢)
(

2 (43 9) o
= (6D (¢0) =75
elde edilir. Diger taraftan,
p@)=rfga)= Y, ¢~
oldugundan
) -1 00
m m2 m m2 m m2
pl=q) = D (=D"g¢" = D (-D"¢" +1+ ) (-1)"q
m=—00 m=—00 m=1
= 142> (-)"¢™
m=1
bulunur. Dolayisiyla,
S 1 1 1 (¢9)
;0 (%50 (6D (6D (:0)° (—60)

1 1 oy
= 7 (=) = 2N (1+2mz::1(—1) q )

(¢ 0)5%

elde edilir. Onteorem 4.5 geregi p (k) katsayilar1 2k = 55 + 3 (mod 5), yani k = 5n + 4
oldugunda 5 sayisinin katlaridir. Buradan, p (5n + 4) = 0 (mod 5) elde edilir. O

Teorem 4.4 kullanilarak Ramanujan 7-fonksiyonu i¢in modiilo 5 bir kongriians elde

edilir.
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Sonug 4.6. Her n > 0 tam sayist icin
7 (5n) = 0 (mod 5)
kongriianst saglanir (Ramanujan 1920).

Kamt (Berndt 2006) 7 (0) = 0 varsayimi ile Euler Bagintis1 geregi

25

;T(n)qn = Q(q;Q)iﬁ:qEZ;Z;:

Q(C(P;i Zp " (mod 5)

T Q)

yazilabilir. p (5n + 4) = 0 (mod 5) oldugundan

o0 (e.o]

5 p(5m +4) ¢ = 0 (mod 5)
m=1

OO

5 m
q(¢%d°) Y p(Bm+4) ¢ = (¢%
m=1

elde edilir. Dolayisiyla,
5
). pn)g
n=1
ifadesinde ¢°" teriminin katsayis1 5 modiiliinde sifir olur. Bu ise 7 (5n) = 0 (mod 5)
oldugunu ifade eder. U
Teorem 4.7. Her n > 0 tam sayisi icin
p(Tn+5)=0(mod7)
kongriianst gecerlidir (Ramanujan 1920).

Kamit (Berndt 2006) Binom teoreminden

7)Ooip(n>qn _ q2(q7fq7)oo

(45 9)os
= % 2 (moa)
(¢ 9)os >
yazilabilir. Jacobi Ozdesligi olan
— Z 2m +1) qme)

=0
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esitligi kullanilarak

P59 = ¢ [@ad]

m=0 =
= 3 U m 1) (27 1)
m,j=0

elde edilir. Modiilo 7

m | m+1 m(WQLH) j(j;rl) m(ﬂ;H) + j(j2+1) 49

0 1 0 0 2

1 2 1 1 4

2 3 3 3 1

3 4 6 6 0

4 5 3 3 1

5 6 1 1 4

6 0 0 0 2
oldugundan

m(m2+1) +‘7(j2+1> +2=0(mod7)
olmast i¢in
m(m+1) = iG+1 =6 (mod7),

2 2
yani m = j = 3 (mod 7) olmalidir. Dolayisiyla, 2m + 1 = 25 + 1 = 0 (mod 7) elde edi-
lir. Bu ise ¢* (g¢; q)go carpiminda ¢ terimlerinin katsayilarinm 7 sayismin kat1 oldugunu

gosterir. O halde,
¢ (qq") Y pn)g"
n=0
ifadesinde ¢™ terimlerinin katsayilar1 7 sayisinin kati olur. Euler Besgen Say1 Teoremi

geregi



BULGULAR VE TARTISMA M. CICIMEN

:q2<1+2<—1>jq”<2f“+z<—1>' SJ“)(Zp )

oldugundan
I WIS WICTEE fjpwn) e
n=0 n=0 n=0
i p(Tn+5)q
bulunur. Dolayistyla, p (7n 4+ 5) = 0 (mod 7) elde edilir. O

p(1ln+6) = 0 (mod 11) kongriiansinin ilk basit kanit1 1969 yilinda Winquist tara-
findan verilmistir. Kanitinda Winquist, Euler Besgen Say1 Teoremi ile Jacobi Uglii Carpim
Ozdesliginin p (5n + 4) = 0 (mod 5) ve p (7n + 5) = 0 (mod 7) kongriianslarinin kanit-

larinda oynadiklar1 role benzer bir role sahip olan bir bagint1 elde etmistir.

Teorem 4.8. (Winquist Ozdesligi) Sifirdan farkli a ve b karmasik sayilari ile |q| < 1 olan

q karmagik sayist icin

o0 o0

Z Z m+n Sm +3n +3m+4n

m=—0o0 N=—0o0

% (amebf?m - a73mb3n+1 73n+1b73m+1 4 a3n+2673m71)

= (4:0)% (a50) (g;fJ)OO (b50) (%; q>oo

q a bq
s (359).. (57). (@
< (absq)oe (pia) (339) 1)
esitligi gecerlidir (Winquist 1969).

Kamt (Cao 2011) ifadenin kanitinda w = e’ olmak iizere herhangi bir a karmagik
sayisl1 i¢in
(1-a)(1—aw)(l—aw®) =1-d’

esitligi,

o0

(Ga) =) (—1)’%1%: 3 (_1)nq3n(n+1)

n=—oo n=—oo

ile verilen Euler Besgen Say1 Teoremini ve

= n2 _n 2. 2 2 q° 2
Yo g = (%) (e d?) ol

n=—0oo
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Jacobi Uclii Carpim Ozdesligi kullanilacaktir.

Jacobi Uclii Carpim Ozdesliginde ¢ yerine g2 ve z yerine —zq~ 2 yazilirsa
(D" = (g0), (350)s (;;q>

elde edilir.
q
h(2) = (24) <—; q)
z 0o
olarak tanimlanan h (z) fonksiyonu, 0 < |z| < oo bolgesinde analitik oldugundan

o0

h(z) = Z a,z"

n=—oo

seklinde bir Laurent a¢ilimina sahiptir. Simdi,

Flab,q) = (g0)% () (g;q)oo (059) o (%;q>oo

a
< (Ga), (ba), ().

tanimlansin.
F(a,b,q) = (4;q)2 b (a) b (b)  (ab) (Z)

oldugundan [’ fonksiyonu,

Cm, = Z Cmnb"
olmak lizere
F(a,b,q) = Z Z Cmn @D = Z cma™
cifte Laurent serisi seklinde yazilabilir.
(a;9) o = (1 —a) (aq; q) , (4:9) = 1_1% (£59)
(ab;q)o = (1 —ab) (abq; @)y s (5:40) 0 = T2 (53 0) oo -
(5:0)=(1=%) (50, (=17 (G0

oldugundan F’ (a, b, ¢) fonksiyonunun tanimindan
F (a7 ba Q) = —GSF (GQ7 b7 Q)

Ve

1
F(a,b,q) = —a*F (—,b, q)
a
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fonksiyonel esitlikleri elde edilir. Ik fonksiyonel esitlikten

o0 [e o] o0 o0

m 3 m_m __ m m+3 __ m—3 m
> ena” =—d® Y g = Y (—emg™ ™ = Y (—emosg™ ) a™,
m=—00 m=—00 m=—00 m=—00
yani,
m—3
Cm = —(q Cm—3

bulunur. Ikinci fonksiyonel esitlik ise

[o.¢] oo [o¢]
Z epa™ = —a® Z cma” " = Z (—Cp)a™ ™3
m=—00 m=—o00 m=—o00
[o.¢] o]
= Z (—cm) a™t = Z (—Ccomys)a™,
m=—oo m=—o0o

yani
Cm = —C—_m+3

olmasin gerektirir. Dolayisiyla, her m i¢in

m—3 3m“—m
Cm=—q"""Cn3=> C3pp1=(-1)"q¢ 2 ¢
2
m 3m“+m
Camiz = (—1) P
ve

Cm = —Comy3 = C1 = —C2

3m2-3

elde edilir. c,, = —¢" 3c,,_3 esitliginin ¢, = (=1)" ¢~ 2 ¢y gostermek icin ¢, =

—q™ 3¢ 3 esitliginde m > 0 ise

Cam = —¢"" ey = —q3m_3C3(m—1)

C3(m—1) = —q3(m71)7303(m—1)—3 = —¢"" C3(m—2)

Cmez) = —¢ " ey 05 = =¥ e3imos)
€32 = C3(m—(m-2)) = —qs(mf(m72))7303(m—(m—2))—3 = —¢"" 3y,
€31 = C3(m—(m-1)) ::“qghnf0n71D43030n—un_n)_3==-—q&”*&"cgo

elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa carpilirsa

C3m = (—1)mq3m2_3(1+2+m+m)00
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3m2 —3m

co=(1)"q¢ z ¢

2 3m(m+1)
2

= (-1)"¢™

bulunur. Diger taraftan,

Cm = _qm—SCm_3 = Cm+3 = —qum = Cm = _q_mcm+3
esitliginde m < 0 ise m = —k yazilarak
g = —q Fe_gpys = —q73k0—3(k—1)
C_3(k-1) = —qu(kfl)c—s(k—l)% = _q73k736—3(k—2)
C_3(k—2) = —Q_S(k_2)073(k72)+3 = —q %543
C_31 = C_3(h—(k-1)) = —q*3(k’(k*1))c_3(k_k_1)+3 i _q73k73(k71)co
elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa carpilirsa
2_¢ e (f— 32 _ 3k(k=1) 3k2 43k
Cogp = (_1)k q3k: 3(14243++(k l))CO _ (_1)k qdk T ¢y = (_1)kq RN

veya denk olarak negatif m degerleri i¢in

3m2—3m

cam=(=1)"q¢ = ¢

bulunur. cg,, 11 Ve ¢392 icin karsilik gelen degerler benzer sekilde hesaplanabilir.

Tiim elde edilenler bir araya toplanirsa

o0 oo oo oo
_ m __ 3m 3m—+1 3m—+2
F(a,b,q) = E Cm@ " = E C3m@” " + E C3m+10Q + E C3m+20

m=—0oQ m—=—0oQ m—=—0oQ m=—0oQ

[e.@] oo 9

3m 73m 3m—m
= a Y (- e Y (<) e
m=—00 m=—00
a 2
3mZ+m

—C1 E (—1)"q = a™m*?

m=—00

elde edilir.
Simdi ¢y ve c; katsayilar1 hesaplanacaktir. a = w = e% yazilirsa

Flba) = a Y ()5 ow Y ()7

m=—00 m=—00

3'm 7m
—clw E

m=—0Q
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[e.9]

= o > (T e (w—w?) 3 (1)

m=—00 m=—0Q0

elde edilir. Jacobi Uclii Carpim Ozdesliginde ¢ ve z yerine ¢* yazilirsa

(% ") (¢%d°), ("), = D (~)" g g
bulunur. (1;¢*)_ = 0 oldugundan
S e = Y () =0

olur. Dolayisiyla,

F(w,b,q):cl(w—wQ) Z (—1)"gq -

m=—00

elde edilir. % = w? oldugundan F (a, b, q) fonksiyonunun tanimi,

=

F(wb.q) = (6:0)% (w;q) (%;q>w( 1 0) o (%;q>m(wb; D)oo
TCORCONED
= (69 (0o (w3 q) ;

(o). (o) (57

olmasim gerektirir. Buradan,

8

F(wbq) = (@0.(1-0)(1-¢")(1-q)...

X
—~
—_
|
S
=
S~—
—~
—_
|
S

S
L)
~—
~—
—_
|
S
S
()
V)
SN—
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elde edilir. (1 — a) (1 — aw) (1 — aw?) = 1 — a? esitligi kullanilarak bu ifade
Pt = @i @) 0. (5.0
I 7q - Qaqoo Q7q 00 Q7q 00 bgaq
w
x(1—w)(1—b)(1—wb)<1—3)
(1—w)(1—0b)(L—wb) (1-%)
1-0

3
X (4:9)s (% 0%) . (VP05 ¢°) (% q3>

olarak yazilir.

(L-w)(1-b) (@ —wh)(1-%)  (1—w)(1—b)(1—wh)(1-2)

1— b3 B (1 —5) (1 —wb) (1 —w2b)
(Low) (1) e

o _ b o w=b

w b

1 1
= —Ew(l—w) ==3 (w—wQ)
oldugundan

F(w,b,q) = —% (w—w?) (g:9) (¢%¢%) . (b%:¢°) (Z—g,q?’)

olur.
Flwbq) =c(w—w?) 3 (~1)"¢ ="
esitliginden
1 (gq) (¢%:¢%) (0% ¢°) ¢ ¢) =a i (=)™ g™
b 9 o0 Y 00 Y 00 b3 9 - e
sonucu elde edilir. Jacobi Uglii Carpim Ozdesliginde ¢ yerine ¢° ve z yerine b® yazilirsa
3.3 3. 3 ¢ 3 = m BmP-m 4

(%) (v%5¢°) (5,(1 )oo Zm_z_oo(—l) ¢z b

bulunur.

(G D= Y (1) g™

ile verilen Euler Besgen Say1 Teoremi geregi

1 > m 3m2—m
a=-3 3 (1"

m=—0oQ

b3m
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elde edilir.
Diger taraftan, (1;¢),, = (% ¢)_ = 0 oldugundan

0= F(b,b,q)
=0 D (DTG e Y (1) g
—e Y (CLTg T,

yani

_ Cl ( Z (_1)mq3m2+mb3m+2 _ Z (_1)mq3m2mbgm+1>

m=—o0 m=—0oQ

bulunur. c; i¢in yukarida elde edilen deger kullanilirsa

o0 o

m 3m2—3m m m 3m24+m m
o= Y (=D)"g T W= Y (="

m=—0Q m=—0Q

elde edilir.

Simdi, ¢( ve ¢; i¢in elde edilen degerler

o0 oo

m—m m2—m
F(a,b,q) = c Z YT A Z (=)™ g™ e
m=—00 m=—0oo
0o s
—a Y (=)"g e
m=—o00

esitliginde yerine yazilirsa

> 3n2_n > 3n24n
F((l,b,q) _ (Z (_1)nq5 > b3n_ Z (_1>nq3 2+ b3n+1>

> m27m
x Y (=) e
b m=—o0 n=-—o00
A ) (£ e
b m=—oo n=-—00

nN=—o0 MmM=—0o0
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o0 o0

3n2+n+3m2 —3m
_ § E (_1)m+n qu a3mb3n+1

m-+n 3n2+n+3m273m n m—
+ Z Z (_1) + g e a3 t2p3m—1

nN=—00 M=—00

bulunur. Bu ise

[e.e] [e.e]

371, +n+3m +3m _
F a b q 2 2 m—l-'n ¢ 2 a me 3n

n=—00 Mm=—0o0
o [e.e]

. Z Z m+n 3n2 +n+3m +3m 3mb73n+1

n=—000 Mm=—0o0
[e o] (e.o]

Z Z m+n Bn +n+3m +3m —3n+1TI’Lb—3m—1
— a

n=—00 m=—0oo
o0 oo

s Z Z m+n 73" Frtpmetim 342y —3m—1

nN=—0o0 MmM=—0o0

Z Z m+n 3n +n+3m +3m

n=—0o0 m=—0o0

X (a73mb73n 4l a73mb3n+1 _ a3n+1b73m71 4 a3n+2b73m71)

olmasin gerektirir. Dolayisiyla, Winquist Ozdesliginin kanit: tamamlanmus olur. U

Teorem 4.9. n > 0 tam sayist i¢in
p(1ln+6) =0 (mod 11)
kongriianst gecerlidir (Ramanujan 1919).

Kamt (Winquist 1969) Ilk olarak Winquist Ozdesligi,

(% )2 (a:9) (g;q>w (0;9) o (%;q)w (ab;q) (%;@w <%;Q>OO (%q;q)oo

3m?+m — — — — —3m— —3m—
x 2 : (_1)mq 5 (CL 3mb 3n_a 3mb3n+1 —a 3n+1b 3m 1+a3n+2b 3m 1)
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3m +3m _ _ _ _ _ _ — _
X E m ( 3mb 3n_a 3mb3n+1 —a 3n+1b 3m—1 +a3n+1b 3m 1)
m=—0Q
seklinde yazilsin.

-1
3m2+m _ _ _ _ _ _ _ _
z : (_1)m qu (CL 3mb 3n a 3mb3n+1 —qa 3n+1b 3m—1 4 a3n+2b 3m 1)

> m27m
=y (-)"g
m=1
% (a3mb73n _ a3mb3n+1 _ a73n+1b3m71 4 a3n+2b3m71)
> 'm,2 m
=Y (-pmgET
m=0
% (a3m+3b—3n . a3m+3b3n+1 il a—3n+1b3m+2 + a3n+2b3m+2)
oldugundan
2. N2 (. (g) h (g) h (g) (g) bq.
(0 0°) (a3 0)es ( 30 ) (5i0) (abia)oe (pia) (739) (54 )

o0 o0

n=—oo m=0

% [(a—Sm o a3m+3) b—?m + (a3m+3 _ a—3m) b3n+1]

m+n 3'm +3n +3m+4n
IPNE

n=—oco m=0

% [(b3m+2 o b—3m—1) a—3n+1 + (b—3m—1 . b3m+2) a3n+2}

elde edilir. b = 1 ise bu esitligin her iki tarafi da sifir olur. Bu yiizden, her iki taraf 1 — b
sayisina boliiniirse b = 1 oldugunda sol taraf sifirdan farkli olur ve

hm(q2;q2)§o(a;Q)oo(g;q)w(b;Q)w(%;q) (ab;q)oe (5i0) o, (550) o (%50)
b—1 1—-9b

= (¢%¢*)" (@) (g;q)

x lim (b7 Q)Oo (%’ q)oo (CLb, q)oo (%7q)oo (%’ q)oo (%q’q)oo
b—1 1=

= (¢%¢*)" (@) (g;q> (€5 @)oo (450 a0 (4 9) o (@3 9) o (g;q)oo

= (¢ 0)s (402 (%; q)i
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elde edilir. Sag taraf ise L'Hospital kuralindan

(ame . a3m+3) p3n 4 (a3m+3 o a73m) p3ntl
y + (b3m+2 _ bf3m71) a73n+1 + (b73m71 _ b3m+2) a3n+2
T 1-0

(_Sn) (a—Sm o a3m+3) b—?m—l + (STL + 1) (a3m+3 _ a—3m) b?m

+ [(3m + 2) b3m+1 _ (_3m _ 1) b73m72] a73n+1

+[(=3m — 1) b=3m=2 — (3m 4 2) b¥"H1] g3+

= lim
b—1 -1

=3na " — 3na® " — Bn+1)a® P+ Bn+1)a ™ — (3m +2) a !

—Bm+1) a4+ Bm+1)a® " + (3m +2) a*

bulunur. Buradan sag taraf,

o0 oo

1 2

x ((6n+1)a" =32m+1)a " +32m+1)a™* — (6n + 1) a™*?)
olur. Dolayisiyla,

4

(4 @)s (a3 9)5 (g; q)l

= = man om2+3n2 4+ m+n
= > > (=n™yg 5

nN=—00 M=—00

x [(6n+1)a™®" —3@2m+1)a® +3(2m +1) a®** — (6n + 1) a®" 7]

elde edilir. Bu esitlikte @ = 1 alinirsa her iki taraf sifir olur. Her iki taraf (1 — a)3 sayisina

boliiniirse sol taraf

(¢: )% (a3 0), (%9)°.
a—1 (1 — a)3

oy a8 ([ >3

= }lgq(q,q)oo (aq; @), (a,q N

= (@9 (0% (©0)% = (69
ve sag taraf

(6n+1)a®™ —3(2m+1)a3""!
+3(2m +1)a* 2 — (6n + 1) a3
lim

a—1 (1—a)®
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=3m (6n+ 1) a=""" =3 (=30 +1) (2m + 1) ="
! —3(1—a)
—3m (=3m — 1) (6n + 1) a=3m2
—3(=3n+1)(=3n)(2m + 1) a1
+3(2m +1) (3n +2) (3n + 1) a®"
o L= (6n 4 D) Em o+ 3) (3m 4 2) 0¥
a1 6(1—a)
—3m (—3m — 1) (—3m — 2) (6n + 1) a*™3
—3(=3n+1)(=3n)(-3n—1)(2m + 1) a3
+3(2m + 1) (3n +2) (3n + 1) (3n) a®!
| — (6n+1) (3m +3) (3m +2) (3m + 1) a®"

a—1 —6

—3m (=3m — 1) (=3m —2) (6n + 1)

L] =3 8n 4 1) (30) (=30 — 1) @m + 1)
6] 43(2m+1)(3n+2) (30 + 1) (3n)

| —(6n+1) (3m+3) (3m +2) 3m + 1)

:é(3m+1)(3m—|—2)(6n+1)(3m—|—3m+3)

_é3(2m+1)3n(3n+1)(3n+2+3n_1)
:%(6n+1)(2m+1)(3m+1)(3m+2)

_%(6n+1)(2m+1)3n(3n+1)

= (6n+1) (2m + 1) ((3m+ 1)2(37” +2) 3n (37;+ 1))

olur. Dolayisiyla,

(o= D > ()™ (6n+1)(2m+1)

n=—oo m=0

y <(3m + 1) (3m + 2) 3n (3n + 1)) 3m243n2 4 3min
q 2

2 2

elde edilir.
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Simdi,

Claae= Y > ()™ (6n+1)(2m+1)

yazilsin.

3m? + 3n?

n=—oo m=0

y ((3m + 1) (3m + 2) 3n (37’L + 1)) q3m2+3n22+3m+n+5

+3m+n

2

ve modiilo 11

2 2

3m?+3n2+3m+n+10
2
36m? + 36n° + 36m + 12n + 10

2
_33m2 +33n2+33m + 11n

2
= 18m%*+18n* +18m +6n+5
_113m(m—|—1) _Hn(Sn—i-l)
2 2
Tm?+ 7>+ Tm+6n+5

™m?+ T+ Tm+6n+5

+33m? + 209n% + 33m + 66n + 11
= 40m* + 40m + 10 + 216n* + 72n + 16
= 2(20m® 4 20m + 5 4 108n* + 36n + 3)
= 2[5(4m® +4m+1) + 3 (36n° + 12n + 1)]
= 2[52m+1)*+3(6n + 1)’] (mod 11)

m

2m +1

5(2m + 1)

n

6n +1

3(6n +1)°

oldugundan

3m? + 3n?

+3m+n

2

+5=0(mod1l) <= 2m+1=6n+ 1= (mod11)
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bulunur. Bu ise ¢° (¢; q)ig carpiminin bir seri agiliminda ¢*"*!! teriminin katsayisinin 11

ile boliinebildigini ifade eder.

F0® = & (4000 _ 500710
o (40 (4 0)ne
5 o0 0
q
= Gao — 2 r®d =) pk)d
4;49) —o o
= Z p(k+6)¢"™ (mod 11)
k=—6
oldugundan
p(1ln+6) = 0mod (11)
elde edilir. U

4.3. Parcalamis Fonksiyonunun Bir Genellemesi
7 bir tam say1 ve n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere p, (n) fonksiyonu
() =Y pr(n)q"
n=0

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlansin (Gandhi 1963 ve Berndt, Gugg ve Kim 2011). p_; (n) =
p (n) oldugundan p, (n) fonksiyonu, pargalanig fonksiyonunun bir genellemesidir. Bu bo-
limde, p, (n) fonksiyonunun sagladigi baz1 6zellikler kullanilarak parcalanig fonksiyonu

ve 0zel olarak Ramanujan 7-fonksiyonu icin bazi kongriianslar elde edilecektir.

Onteorem 4.10. p, (n) fonksiyonu
r n
pe () =23 e (= K)o (k)
k=1
bagintisini saglar (Gandhi 1963).

Kanit p, (n) fonksiyonu i¢in iirete¢ fonksiyonu olan

pe(n) == p. (0= K)o (k)

esitliginin her iki tarafindan ¢ degiskenine gore logaritmik tiirev alinirsa

n—1
np,(n [e8) —_
ngo pr(m)q 1 29 mg™!
= =r + _|_ :TZ
" l—q 1-¢ 1—qm
pr(n)q m=1
n=0
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veya denk olarak

S np, (n) gt =1 (Z pr () q”> (Z s )

m=1 qm
elde edilir. 11k olarak,
> ()" =D npe(n)q" =) (n+1)pe(n+1)q"
n=0 n=1 n=1

yazilabilir. Simdi,

m—1

Tz o _ Z mqm—l Z qrm
m=1 m=1 r=0
0o 0o 0o 0o
A Z mqul Z q(rfl)m _ Z Z mq™ 1
m=1 r=1

m=1 r=1

toplaminda 7m = n alinirsa yazilirsa

lelmqrm—l r Zl Z ;q szqn 1
m=1 r= n= m:%:l
— a(n)q”’1:20(n+1)q
n=1 n=0

elde edilir. Dolayisiyla,

Z m+1)p(n+1)¢" = T(Zpr(n)qn> (Za(n+1)q”>

bulunur. ¢" terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa

(n—l—l)pr(n#—l):er,,(k:)a(n—Fl—k)
k=0

veya denk olarak
n—1

np, (n) :err(k)J(n—k:)

k=0
elde edilir. o (0) = 0 kabulii ile

n

np, ( —ferr (n — ):err(n—k)a(k):err(n—k)a(k),

k=1
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yani
pr(n) =) pr(n—k)o(k)

bulunur. ]

Onteorem 4.10 yardimu ile asagidaki kongriians bagintisi elde edilir.

Teorem 4.11. m ile t aralarinda asal olan dogal sayilar olmak iizere % = = ise
pr(n) =p_r(n) =0(modm)
kongriianslart saglanir (Gandhi 1963).

Kamt Onteorem 4.10 geregi

«

e () = 553" pan (0= £)0 () = 523 pan (0 — K)o (1)

bulunur. p, (n) ve o (n) tam say1 degerli fonksiyonlar oldugundan
Par (1) = 0 (modm)
elde edilir. « = 1 ve @ = —1 secilirse teoremin kaniti tamamlanir. U

Teorem 4.11’in kanitindan da goriilebilecegi gibi teoremin varsayimi altinda

ZpO‘R (n—Fk)o (k) =0 (modt)
k=1

elde edilir.

Asagidaki kongriianslarin kanitlar1 basit yontemler ile elde edilebilir.
Teorem 4.12. R bir asal sayt olsun. m > 0 tam sayist ve o = £1 icin
Pakr (MR) = pax (M) (mod R)
kongriianslart saglanir (Gandhi 1963).

Kanit Binom teoremi geregi
- m kR kR
Yomr(m)q" = (G =01-9"(1-¢)" (1-¢)"
m=0
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(1 - qR)k (1~ qQR)k (1=g")"

Z pr (m) ¢"™ (mod R)

yazilabilir. ¢®™ terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa
prr (MR) = pi (m) (mod R)
bulunur. p_xr (MR) = p_ (M) (mod R) kongriians1 da benzer sekilde kanitlanir. O

Simdi, Teorem 4.11 ve Teorem 4.12°nin baz1 uygulamalari ele alinacaktir.

Teorem 4.13. R bir asal sayt olsun. Bu durumda, o = +1 ve k tam sayist icin t =

2n—k(3k—1)

S olmak iizere

Part1 (n) = Z ) (mod R)
k

kongriianslart saglanir (Gandhi 1963).

Kamt Euler Beggen Say1 Teoremi olan

o0

(Ga)e= > (~1)fq 7

k=—00

esitligi geregi
Y pra(n) " = (GO = (695 (69)
n=0
=Y pnlm)
n=0 k=—o0
- k(3k—1
s (D_WR <”‘(T))>qn
k

n=0
elde edilir. ¢" terimlerinin katsayilar karsilastirilirsa

pre1(n) =) (=1)"pr (n - W)

k

bulunur. Simdi, Teorem 4.11 geregi R ile n — aralarinda asal ise

PR (n - w) = 0 (mod R)

k(3k—1)
2

2
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elde edilir. Diger taraftan, n— w say1s1 R ile boliinebilirse, ornegin, n— w = Rt,
t € Z ise Teorem 4.12 geregi t = w olmak iizere

k(3k—1
bulunur. Dolayisiyla, teorem o« = 1 i¢in kanitlanmis olur. &« = —1 oldugunda teorem
ifadesi benzer sekilde kanitlanabilir. 0

Teorem 4.14. R bir asal sayr olsun. Bu durumda, o = £1 ve k > 0 tam sayist icin

¢ — 2n—k(k+1)

SR olmak iizere

Parts () =Y (=1)" (2k + 1) pq () (mod R)
g

kongriianslart saglanir (Gandhi 1963).

Kamt Jacobi Ozdesligi olan

o0

=3 (-1F @2k +1)q S

k=0

esitligi geregi

D pria)q” = (957 = (@)% (G0

= ipR )q" i Qk‘ +1)q g
n=0 k=0
— ; (;(—l)k(QkJrl)pR (n——k<k2+ 1))) q"

elde edilir. ¢" terimlerinin katsayilari karsilastirilirsa

prs (m) = 32 (C1 (26 + 1) pr (n- 25

2
k=0

bulunur. Teorem 4.11 geregi R ile n — (kH)

PR (n - w) = 0 (mod R)

sayilar aralarinda asal ise
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k(k+1

elde edilir. Diger taraftan, bir ¢ tam sayis1 i¢in n — = Rt ise Teorem 4.12 geregi,

t— 2n—k(k+1)

- olmak tizere

pe (n = 2O =) = 1 () mod )

bulunur. Dolayisiyla, teorem o = 1 i¢in kanitlanmig olur. @ = —1 oldugunda teorem

ifadesi benzer sekilde kanitlanabilir. 0

4.3.1. Modiilo 2 Kongriianslar

Teorem 4.15. Asagidaki kongriianslar saglanir (Gandhi 1963):

(1) k € Z olmak iizere m = w isep(n) => p(m)(mod?2).
(2) j > 0 tam sayist i¢in s = %UH) isep(n) =>_ p(m)(mod?2).

1 (mod2), n= k(?’];_l) ise,
(3)2p(n—rBr-1)) =
r 0(mod?2), diger durumlarda.

Kanit
(1) Teorem 4.13’de R = 2 ve a = —1 segilirse istenilen elde edilir.

(2) Teorem 4.14’de R = —4 ve o = 1 segilirse

n) = Zp_4 (n — MTH)> (mod 2)

elde edilir. Teorem 4.11 ve Teorem 4.12 geregi

p_4(2n+1) = 0(mod?2)
p_4(2(2n+1))

p-s(dn) = py(2n) =p(n) (mod2)

0 (mod 2)

ven — JL;” =4 <2n+(’+1)> oldugundan s = %(jﬂ) olmak iizere

Zp ) (mod 2)

elde edilir.
) (G0 = (495 o1dugundan

7 mZm n)g" = (Zm )(nf%p(n)q")
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yazilabilir. Teorem 4.12 geregi ps (2m) = p; (m) (mod 2) oldugundan

Y pn)g" = <Z p1(m) q2m> (Zp(n) Q”> (mod 2)

elde edilir. Begsgen Say1 Teoremi geregi

Zpl (n)¢" =(q:9), = Z (—1)* q@
n=0 Pt
oldugundan
s
k=—o00 S~ 2

veya denk olarak

i q@ = izp(n) qn+r(37‘—1)

k=—o00 n=0 r

ZZp(n—r(?)r— 1)) ¢" (mod 2)

n=0 r

bulunur. ¢ teriminin kuvvetleri karsilagtirilirsa

1 (mod2), n= k(Sg_l) ise,
Zp(n—T(BT— 1)) =

N 0 (mod2), diger durumlarda,
elde edilir. 0

Teorem 4.11 ve Teorem 4.12 kullanilarak, n bir tek sayinin karesi oldugunda 7 (n)

degerinin tek oldugunu ifade eden Teorem 4.1’in kanit1 verilebilir. Ger¢ekten,
(¢30)0 = ipr (n)q"
n=0
oldugundan 7 (n) = pgy (n — 1) olur. Teorem 4.12 geregi
pas (8m) = p1a (4m) = pg (2m) = p3 (M) (mod 2)
ve n # 8m ise pay (n) = 0 (mod 2) elde edilir. Dolayisiyla,

7 (8m + 1) = p3 (m) (mod 2)
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ven # 8m + lise 7(n) = 0 (mod 2) bulunur. Simdi, p; (n) fonksiyonunun tanimi ve

Jacobi Ozdesligi geregi

> k(k+1) >
D (=D 2k+1)q = (g:9)2% = > _ps(n)q
k=0 n=0

yazilabilir. Buradan,

(M) <

bulunur. Dolayisiyla,

(1552

= 7((2k+ 1)2) (mod 2)

1

r (—8k (k; 2 1) — 4k (E+1) + 1)

elde edilir. Bu ise Teorem 4.1 ifadesidir.

4.3.2. Modiilo 3 Kongriianslar

2n—k(3k—1)—r(3r—1)
6

Z Z D™ p (¢) (mod 3)

Teorem 4.16. k ile r tam sayilar olmak iizere t = ise

olur (Gandhi 1963).

2n—r(3r—1)

G , T € Z olmak iizere

Kanit Teorem 4.13’de « = —1 ve R = 3 alinirsa, t =

p-2(n) =) (=1)"p(t) (mod3)

r

elde edilir.
ip(n)qn S— = (40 (40)
— (49w
> k(sk 1)
= > (D' Zp :
k=—o00
> > e kBE—1)
= 3N D myetET
n=0 k=—o0
> k(3k—1
S5 ST PRLE LU
n=0 &k
oldugundan
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2n—k(3k—1)—r(
6

p(n) =Y > (=1)""p(t) (mod3)

bulunur. Dolayisiyla, ¢ = r=1), k,r € Z olmak iizere

elde edilir. 0

Sonuc 4.17. n > 0 tam sayist icin
7(3n+2) =0(mod3) ve 7(3n+3)=0(mod3)
kongriianslari gecerlidir (Gandhi 1963).
Kanit Teorem 4.11 geregi
Poa (3n 4+ 1) = poy (3n + 2) = 0 (mod 3)

ve T (n) = pay (n — 1) oldugundan istenilen kongriianslar elde edilir. O

4.3.3. Modiilo 5, 7, 11 ve 23 Kongriianslar

Teorem 4.18. R bir asal sayi, m bir tam say: ve k tam sayisi igin t sayisi,

t £ @ (mod R) ozelliginde olan bir tam sayt ise
prr+1 (MR +t) =0 (mod R)
olur (Gandhi 1963).

Kanit R bir asal say1 olsun. p, (n) fonksiyonunun tanimi geregi

(405 (@ Do = Y Pri1 (n) "

oldugundan Euler Beggen Say1 Teoreminden

Yopra e = Ppalne 3 (D
- ZZ<_1)I€pR(n)q”+w
n=0 k
- ZZ<_1)kpR (n— k(%_l)) 7
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elde edilir. ¢" terimlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa

pre1(n) =) (=1 pr (n -~ W)

k

bulunur. m ile ¢ sayilar1 herhangi tam sayilar olmak tizere

pri1 (MR + 1) = Z (=1)* pg <mR+ t—

k (31;- 1))

ifadesi ele alinsm. Rile mR +t — w sayilar1 aralarinda asal ise Teorem 4.11 geregi
k(3k—1
R (mR+t - %) = 0 (mod R)

olur. Dolayisiyla, ¢ # X 3k FB*D) (mod R) ise pri1 (mR +t) = 0 (mod R) elde edilir.
P-p+1 (MR+1t) =0 (mod R) kongriians1 da benzer sekilde kanitlanir. O

k(3k—1)
2

Ornegin, herhangi k tam sayis1 igin 3 ve 4 sayilar seklinde yazilamadigindan

Teorem 4.18 geregi t = 3 ve t = 4 i¢in pg (5m +t) = 0(modb) ile p_4 (b +1t) =

0 (mod 5) kongriianslari elde edilir.

Teorem 4.19. R bir asal sayi, m bir tam sayt ve k tam sayist icin t sayisi, t = % veya

t £ e k+1 ) (mod R) dzelliginde olan bir tam say ise
P+ry3 (MR +1) = 0 (mod R)

olur (Gandhi 1963).

Kanit R bir asal say1 olsun. p, (n) fonksiyonunun tanimi geregi

(9% (60) = Y _Pri1(n) g

oldugundan Jacobi Ozdesliginden

ZPR+3 <n) @ = ZpR qn Z 2/€ + 1) k(k+1)
n=0 vt 2
= Z Z (—1k) (Qk 4 1) DR (n) qn+k(k+1)

n=0 &k

- ZZ "2k +1) pr ( —M)q"

n=0 &k
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elde edilir. Buradan, m ile ¢ sayilar1 herhangi tam sayilar olmak iizere

pres (mR+1) =Y (1) (2k + 1) pr (mR Ly M (’f; 1))

bulunur. O halde,

k(k+1)

R<mR+t— 5

> =0(modR) veya 2k+1=0(modR)

oldugunda pr,3 (mR +t) = 0 (mod R) elde edilir. Ilk kongriians, ¢ # (k+1 (mod R)

oldugunda meydana gelir. Diger bir ifade ile t = W“H ) (mod R) ise

k(k+1
R <mR+t— (TH> # 0 (mod R)
olur. Dolayistyla, 2k + 1 = 0(mod R) ise k = 2= olur. Bu ise t = H&H) — Bl
olmasin1 gerektirir.
P—r+3 (MR +t) = 0 (mod R) kongriians1 da benzer sekilde kanitlanir. O

Ornegin, R = 5 ise Teorem 4.19 geregi t = 2,3, 4 i¢in p_5 (5m +t) = 0 (mod 5)
elde edilir.

Teorem 4.20. R bir asal sayi, m ile k tam sayilar ve t sayist, p (mR +t) = 0 (mod R)

kongriiansimin saglandigi bir tam sayt ise
DP+k+R (mR + t) =0 (mod R)

olur (Gandhi 1963).

k+Rs ):I:Rs (

Kamt Herhangi bir s tam sayisi i¢in (¢; q) q; q)fiO oldugundan

= (g9

Zpkj:Rs (n)q" = Zpk (n)anpiRs (n)q
= Z(Zpk J) P+Rs n—])> "

n=0 \j=0

elde edilir. Buradan,

mR+t
Prers (MR +1) = Z pr (J) p+ (MR +1 —j)
mR+t—1
= pe(mR+1t)+ Y pp(j)prrs (MR +1t - j)
=0
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bulunur. 7 =0,1,2,..., mR+t—1i¢in Rsile mR +t — j sayilar1 aralarinda asal ol-
dugundan pygs (mR +t — j) = 0 (mod R) olur. Dolayisiyla, py (mR +t) = 0 (mod R)
oldugunda py1gs (mR + t) = 0 (mod R) elde edilir.

P—k+rs (MR +t) = 0 (mod R) kongriianst da benzer sekilde kanitlanr. O

Ornegin,

p(dBm+4) = 0(modb5),

p(7Tm +5) 0(mod7),

p(11lm + 6)

0 (mod 11)
oldugundan Teorem 4.20’de s = 1 alinirsa

p_e¢(dBm+4) = 0(mod5),
pg(Tm+5) = 0(mod7),

p_12(1lm+6) = 0(mod11)

ve
ps(bBm+4) = 0(mod5H),
pe (Tm+5) = 0(mod7),
po (1lm+6) = 0(mod11)
elde edilir.

Bu boliimde elde edilen kongriianslar kullanilarak Ramanujan 7-fonksiyonu i¢in B6-
liim 4.1°de 5, 7 ve 23 modiiliine gore kanitlanmis olan bazi sonuglar tekrar ifade edilebilir.

Teorem 4.19°dan ¢ = 2,4, 5 ve 6 i¢in
p1o (Tm +t) =0 (mod 7)
bulunur. Teorem 4.20’de k£ = 10, s =2 ve R = 7T alimirsat = 2,4, 5 ve 6 i¢in
Pro414 (Tm +1) = pag (Tm + 1) = 0 (mod 7)
elde edilir. 7 (n) = poy (n — 1) oldugundan t = 3,5,6 ve 7 icin
7(Tm +1t) =0 (mod7)
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bulunur. Bu ise Teorem 4.2 ile verilen sonuctur.
Diger taraftan, Teorem 4.20°de k = 4, s = 4 ve R = 5 alinirsa py (bm +4) =
0 (mod 5) oldugundan

Patoo (Bm +4) = pay (5 +4) = 0 (mod 5)

elde edilir. Dolayisiyla,
7 (5m) = 0 (mod 5)

bulunur ki bu, Sonug 4.6 ile verilen kongriianstir.

Son olarak, Teorem 4.18’de R = 23 alinirsa ¢ 2 X Bk MERD) (mod 23) olmak iizere
pa4 (23m +t) = 0 (mod 23)
bulunur. Dolayisiyla, t — 1 # @ (mod 23) olmak iizere
7 (23m +t) = 0 (mod 23)

elde edilir.

4.34. p, (n) Icin Ramanujan Tarafindan Verilen Kongriianslar

Bu boliimde, p, (n) i¢in Ramanujan tarafindan elde edilen bazi kongriianslar ifade edil-

misgtir.

Teorem 4.21. k bir tam sayi, n negatif olmayan bir tam sayi ve R = 6m — 1 bir asal sayi

olsun. Bu durumda,

R+1
D—kR+4 (nR - T+) = 0 (mod R)

olur (Berndt, Gugg ve Kim 2011 ).

Kamit p, (n) fonksiyonunun tanimi, Jacobi Ozdesligi ve Euler Besgen Sayr Teoremi

geregi
Y prea(n)d" = (02" (@0 (6 0)
n=0
= (¢4 Y > (0 (20 + 1) "5+ 5 (mod R)
a=0 =
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yazilabilir.

ala+1) pBB+1) R+1
2 * 2 + 6

ozelliginde olan terimler incelenecektir. Bu kongiirans, 24 ile ¢arpilirsa

= 0 (mod R)

12a(a+1)+125(36+1) + 4R+ 4 =0 (mod R)
veya denk olarak
3(2a+1)°+ (68 +1)* = 0 (mod R)
elde edilir. Buradan,
(68 +1)> = =3 (20 + 1)* (mod R)

olur. R 1 (2a + 1) ise son kongiirans,

60+ 1
200+ 1

)2 = 3 (mod R)

seklinde yazilir ve bu durumda —3 sayis1 1? sayisinin bir kuadratik kalani olur.

() () (9=

oldugundan —3 sayisi, R sayisinin bir kuadratik kalan1 degildir. Bu ¢eliski,

3(2a+ 1) + 4 (68 + 1) = 0 (mod R)

ise R | (2a+ 1) oldugunu ifade eder. Buradan, p_jgi4 (nR — &) = 0 (mod R) elde

edilir. U

Sonuc 4.22. Her pozitif n tam sayist i¢in
p—g(bn — 1) =0(mod5) ve p_7;(11n—2)=0(mod11)
kongriianslari gecerlidir (Berndt, Gugg ve Kim 2011).

Kamit Teorem 4.21’de R = 5 ve k = 2 alinirsa ilk kongriians, R = 11 ve k = 1 alinirsa

ikinci kongriians elde edilir. U
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Teorem 4.23. Herhangi bir k tam sayust, bir pozitif n tam sayisive 4 | (R + 1) dzelliginde

olan R asal sayist icin
D_kR+6 (nR — —) = 0 (mod R)
olur (Berndt, Gugg ve Kim 2011).

Kanit p, (n) fonksiyonunun tanimi ve Jacobi Ozdesligi geregi

Y pkric ()¢ = (G2 (G0)%
n=0

(a®%a™) Y (-1t

a=0 =0

X (2a+1)(26+4+1)q

alat) | p(B+1)

2~ (mod R)

yazilabilir.
ala+l) pBB+1) R+1
2 P 2 + 4

ozelliginde olan terimler incelenecektir. Bu kongriians, 8 ile ¢arpilirsa

= 0 (mod R)

da(a+1)+46(B+1)+2R+2=0(mod R)

veya denk olarak

(20 + 1) + (26 4+ 1)* = 0 (mod R)

elde edilir. Son kongriians, R 1 (2« + 1) ise

200+ 1 2_
(25—1—1) = —1(mod R)

veya R1 (20 + 1) ise

28 +1\°
(2§11> = —1(mod R)

seklinde yazilir ve bu durumda —1 sayist R sayisinin bir kuadratik kalani olur.
1 am—1—1 am—1
—— ) =(-1) 2z =(-1 =—1
(-7) = 0= =
oldugundan —1 sayis1, R sayisimin bir kuadratik kalani degildir. Bu ¢eligki,
(20 + 1) + (26 4+ 1)* = 0 (mod R)

ise R | (2a+1) ve R | (2a + 1) oldugunu ifade eder. Buradan, p_jp46 (nR — £ =

0 (mod R) elde edilir. O
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Sonuc 4.24. Her pozitif n tam sayist ve herhangi k tam sayisi icin
P—3k+6 (3n — 1) = 0 (mod 3)
olur (Berndt, Gugg ve Kim 2011 ).

Kamt Teorem 4.23’de R = 3 alinirsa istenilen kongriians elde edilir. U

Sonug 4.25. Bir pozitif n tam sayist ve 4 | (R + 1) ozelliginde olan R asal sayist i¢in

Ds (nR — %) =0 (mod R2)

olur (Berndt, Gugg ve Kim 2011).

Kanit Teorem 4.23’iin kanitinda ifade edilen

o0

Z P—kr+6 (n) q"

n=0

—k e a alatl) | B(B+1)
= (¢"¢") ") D () (20+1)(28+1)g 2 T2 (modR)
kongriiansinda k = 0 yazilir ve R? | (2a + 1) (28 + 1) ifadesi kullanilirsa

1
D_kR+6 (nR — RT+> = 0 (mod R)

kongriiansindaki R modiilii, R*modiiliine genisletilebilir. O

Sonuc 4.26. Her pozitif n tam sayist i¢in
pe (Tn — 2) = 0 (mod 49)
olur (Berndt, Gugg ve Kim 2011 ).

Kamt Sonug 4.25’de R = 7 alinirsa istenilen elde edilir. 0

Teorem 4.27. Herhangi bir k tam sayisi, bir pozitif n tam sayisi ve 12 | (R + 1) ozelli-

ginde olan R asal sayist i¢cin

5(E+1)

_ R —
P—kR+10 (n 19

) = 0(mod R)
olur (Berndt, Gugg ve Kim 2011 ).
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Kamit Winquist Ozdesligi geregi

(@@= Y D (=)™ (6n+1)(2m+1)

n=—oco m=0

« <(3m + 1) (3m + 2) 3n (3n + 1)) 3m2+3n22+3m+n
q

2 2

yazilabilir.

(=D 2m+1) ( 5

=) (-1)"(-2m+1) q

2

=S (1) @m - 1) B 1>2(3m —2) sl o

=3 -1y @em+ 1) B0 1)2<3m y2) om’m

oldugundan

Z (-D)™(2m + 1) (3m + 1)2(3m + 2)QBWQ+3W

m=—0oQ

! (3m + 1) (3777, + 2) 3m22+3m

= > ()" (@2m+1) 5 q

q
2

+ i (=)™ (2m + 1)

=2) (-1 (2m+1) 5 q

elde edilir. Dolayisiyla,

[e.9]

2(Gg)e =Y (=)™ (6n+1)(2m+1)

y <(3m +1)Bm+2) 3n(Bn+ 1)) 3243 e
- q
2 2

olur.

24 (6n + 1) (2m + 1) ((3m i 1)2(37" +2) 3n (37; + 1))

=4(6n+1) (6m + 3) (9m> + 9m + 8 — 9n® — 3n)
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= (6n + 1) (6m + 3) [36m® + 36m + 8 — 36n* — 12n|

= (6n + 1) (6m + 3) [36m> + 36m + 9 — (36n° + 12n + 1)]
= (6n +1) (6m + 3) [(6m + 3)* — (6n + 1)*]
= ( ) ( )

6n + 1) (6m + 3)> — (6n +1)° (6m + 3)

oldugundan
48 (¢;q) e
- Z [(6n+ 1) (6m + 3)° — (6n +1)* (6m + 3)] o am

bulunur. Bu esitlik ile

pkrito (0) " = () (g;9)%°

= (¢"%; qR);ok % > (=)™ [(6n+ 1) (6m + 3)° — (6n + 1)° (6m + 3)]

3m2+3n2+3m+n

x ¢ (od R)

elde edilir.

(3m? + 3n? 4+ 3m + n) +5(R+1)

5 5 = 0 (mod R)

ozelliginde olan terimler incelenecektir. Bu kongriians, 24 ile ¢arpilirsa
12 (3m* 4+ 3n” + 3m + n) + 10R + 10 = 0 (mod R)

veya denk olarak

(6m 4 3)* 4 (6n+1)> = 0 (mod R)

elde edilir. Son kongriians, R 1 (6m + 3) ise

2
<6n+1> = —1 (mod R)
m +

(@)
w

veya R 1 (6n+ 1) ise

D
w

m +
6n+1

seklinde yazilir ve bu durumda —1 sayist R sayisinin bir kuadratik kalani olur.

(-7) =0 = 0= =

96

)2 — _1 (mod F)



BULGULAR VE TARTISMA M. CICIMEN

oldugundan —1 sayis1, 12 sayisimin bir kuadratik kalam degildir. Bu ¢eliski,
(6m 4 3)* 4 (6n +1)> = 0 (mod R)

ise R | (6m + 3) ve R | (6n + 1) oldugunu ifade eder. Buradan,

5(R+1)

_ R —
P—kR+10 (n 19

> = 0 (mod R)

elde edilir. 0

Sonuc 4.28. Herhangi bir n tam sayisi ve 12 | (R + 1) ozelliginde olan R asal sayist icin

5(R+1)

P10 <TLR = D

) =0 (mod R4)
kongriianst gecerlidir (Berndt, Gugg ve Kim 2011).

Kamit Teorem 4.27’de k = 0 alinirsa istenilen elde edilir. ]
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5. SONUCLAR

Bir derleme calismasi olan bu tez calismasinda, g-serileri ve teta fonksiyonlari teorile-

rinde baz1 temel sonuclar ifade edilmistir. Bu sonuglar,

= (@), (02), .
Z(q)nz - <Z>oo (|Q‘<17| ’<1)

n=0
ile verilen ¢-binom teoremi,

[e.9]

> 2" = (—2q:4%) (—g;qQ)oo (% ¢%),, (=#0,]ql <1)

n=—oo

ile verilen Jacobi Uglii Carpim Ozdesligi,

Y DT = Y (0T = (a). (gl < 1)

n=—oo n=—oo

ile verilen Euler Besgen Say1 Teoremi,

o0
n(n+1)

(-D"@n+1)q 2 =(g9) (d<1)

n

ile verilen Jacobi Ozdesligi,

- (a)nzn_ (a2) o (L) (@) (%)OO b .
20 T o) 0. ), (M <lzl <Ll <1)

ile verilen Ramanujan 11, Toplam Formiilii ve ¢ # 0, |¢| < 1 i¢in

e 1
ST () = (40) (08 0) s (;; q) (Pa; %), (t%;(f)oo

n=—oo

ile verilen Besli Carpim Ozdesligi seklindedir. Bu bagintilar kullanilarak bir pozitif n tam
sayisinin pozitif tam sayilarinin toplami seklinde yazilabilme sayisi olan p (n) pargalanis

fonksiyonu icin Ramanujan tarafindan verilen

p(5n+4) =0 (modb)
p(Tn+5)=0(mod7)

p(11n+6) = 0 (mod 11)

98



SONUCLAR M. CICIMEN

kongriianslari detayh olarak kanitlanmistir. Ozel olarak, p (11n + 6) = 0 (mod 11) kon-
grilansinin kanit1 i¢in, « ile b sifirdan farkli karmasik sayilar ve ¢, |¢| < 1 6zelliginde olan
bir karmagik say1 olmak iizere

o0 o0

52 3 s

m=—0o0 N=—00

X (a—me—zn _ gl =Bntlp=3mel a3n+zb_3m_1)
= (9% (a;9) o (%;q>w (b;9), (%; q)oo
X (ab;q).. <%;Q>w (%;q)w <%q;q>

ile ifade edilen Winquist Ozdesligi kanitlanmistir. Ayrica, parcalanis fonksiyonu ile yakin
iligkiye sahip olan Ramanujan 7-fonksiyonu icin bazi kongriianslar verilerek kanitlanmis-

tir. Tezin son kisminda, r bir tam say1 ve n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere
()% =Y pr(n)q"
n=0

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanan ve p (n) pargalanis fonksiyonunun bir genellemesi olan
pr (n) fonksiyonunun sagladig bazi temel bagmtilar ile Ramanujan tarafindan ifade edi-

len kongriianslar ve bu kongriianslarin sonuglar1 verilmistir.
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