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OZET

YUKSEK LISANS TEZi
BULANIK FARK DENKLEMLERI UZERINE BiR CALISMA
Vildan CALISKAN

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danisman: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2021, 37 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; bulanik kiimeler, bulanik sayilar ve fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve

teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde; bulanik fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi galigmalar hakkinda bilgi

verilmistir.

Ugiincii boliimde; Giimiis ve Soykan tarafindan 2016 yilinda yayimlanmis olan “Global

character of a six-dimensional nonlinear system of difference equations” baglikli makale ele alinmustir.

Dérdiincii boliimde; baglangic sartlari ile A birer pozitif bulanik say1, (z,) bir pozitif bulamk

n-1

p
1+z),

say1 dizisi ve p bir tam say1 olmak lizere, z,, =

, ne N, bulanik fark denklemi tanimlanmis ve

bu denklemin pozitif ¢éziimlerinin varligi, sinirliligi ve asimptotik davranisi incelenmistir. Ayrica, elde

edilen teorik sonuglar i¢in bazi1 niimerik 6rnekler verilmistir.

Besinci boliimde ise; ¢alismaya dair sonug ve onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik say1, Bulanik fark denklemi, Sinirlilik, Asimptotik davranig



ABSTRACT

MS THESIS
A STUDY ON THE FUZZY DIFFERENCE EQUATIONS
Vildan CALISKAN

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2021, 37 Pages

Jury
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Assist. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

This study consists of five sections.

In the first section; general definitions and theorems related to fuzzy sets, fuzzy numbers and
difference equations are given.

In the second section; informations about some of the studies regarding the fuzzy difference
equations studied before are given.

In the third section; the article entitled “Global character of a six-dimensional nonlinear system

of difference equations” published by Giimiis and Soykan in 2016 is discussed.

h, neN, where the

p
1+z7,

In the fourth section; we define the fuzzy difference equation z_ , =

initial conditions and A are positive fuzzy numbers, (z,) is a sequence of positive fuzzy numbers and p

is a positive integer. Also, the existence, the boundedness and the asymptotic behavior of the positive
solutions of this equation are investigated and some numerical examples which verify our theoretical

results are given.

In the fifth section, some conclusions and suggestions are given.

Keywords: Fuzzy number, Fuzzy difference equation, Boundedness, Asymptotic behavior
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1. GIRIS

Bu boéliimde; bulanik kiimeler, bulanik sayilar ve fark denklemleri ile ilgili temel tanim

ve teoremler verilmistir.
1.1. Bulanik Kiimeler ve Bulanik Sayilar

Bu kisimda; bulanik kiimeler ve bulanik sayilar ile ilgili genel tanim ve teoremler

verilmigtir.
1.1.1. Bulanik Kiimeler

Tamm 1.1.1.1. X =& herhangi bir kiime olmak tizere, Ac X olsun.

1, xeA

XA(X):{O, o (1.1.1.1)

seklinde tamimlanan X, :X —>{0,1} fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik (iiyelik)
fonksiyonu denir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.1.2. X =& herhangi bir kiime ve |=[0,1] olmak iizere, x,:X —[0,1]

fonksiyonu ile karakterize edilen
A={(x ux(x)):xe X} (1.1.1.2)

kiimesine X de bir bulanik (fuzzy) kiime denir. Burada, 4, ya A bulanik kiimesinin iiyelik

fonksiyonu ve her x e X i¢in z,(X)el degerine x in A ya ait olma derecesi adi verilir

(Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.1.3. X =& herhangi bir kiime ve #,:X —[0,1], c< [0,1] olmak iizere, her

xe X i¢in u,(x)=c ile karakterize edilen A bulanik kiimesine sabit bulanik kiime denir

(Zadeh, 1965).



Tanmim 1.1.1.4. X =& herhangi bir kiime ve A ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime
olsun. Her xe X igin ,(X)= 1 (X) ise A ve B ye esit bulanik kiimeler denir (Zadeh,
1965).

Tamim 1.1.1.5. X =& herhangi bir kiime ve A ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime

olsun. Her xe X ig¢in s, (X)< s (X) ise B bulanik kiimesi A bulanik kiimesini kapsar
denir ve Ac B (A< B) ile gosterilir (Zadeh, 1965).

()

]

Sekil 1.1.1.1. B bulanik kiimesinin A bulanik kiimesini kapsamasi

Tanmm 1.1.1.6. X =& herhangi bir kiime ve A, B, C kiimeleri X de {i¢ bulanik kiime

olmak tizere,
{(% 21 () Herxe X igin g (X) = min{ 22, (X), 5 () }} (1.1.1.3)

seklinde tanimlanan kiimeye A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi denir ve ANB (AAB)

seklinde gosterilir (Zadeh, 1965).

Uyan 1.1.1.1. AnB bulanik kiimesi A ve B bulanik kiimeleri tarafindan kapsanan en

biiyiik bulanik kiimedir.

() L)

M h,

A
1 - 1
——>B AnB
- /,
= X /\ X

0 0

Sekil 1.1.1.2. A ve B bulanik kiimeleri Sekil 1.1.1.3. A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi



Tamm 1.1.1.7. X #& herhangi bir kiime ve A,B,C kiimeleri X de ii¢ bulanik kiime

olmak iizere,
{(% 21 (%)) Her xe X igin s () = max {1, (x), 5 (X)} } (1.1.1.4)

seklinde tanimlanan kiimeye A ve B bulanik kiimelerinin birlesimi denir ve AUB (Av B)

seklinde gosterilir (Zadeh, 1965).

Uyan 1.1.1.2. AUB bulanik kiimesi A ve B bulanik kiimelerini kapsayan en kiiciik

bulanik kiimedir.

() (%)
A

Sekil 1.1.1.4. A ve B bulanik kiimeleri Sekil 1.1.1.5. A ve B bulanik kiimelerinin birlesimi

Tanmm 1.1.1.8. X =& herhangi bir kiime ve A kiimesi X de bir bulanik kiime olmak

lizere,
{(X, 2, (X)) s Her x & X igin 21, (x) =1— 11, (¥)} (1.1.1.5)

seklinde tanimlanan kiimeye A kiimesinin tiimleyeni denir ve A' ile gosterilir (Zadeh,

1965).

() i x)
I .
1 = 4 =r A
1 1
/
X = X
o 1]

Sekil 1.1.1.6. A bulanik kiimesi Sekil 1.1.1.7. A bulanik kiimesinin tiimleyeni



Tanim 1.1.1.9. X =& herhangi bir kime ve A ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime

olmak tizere,

{(X 2 (X)) 1 Her X & X iGin 21,5 (X) = min{ 1, (X), 5. () }} (1.1.1.6)

seklinde tanimlanan kiimeye A bulanik kiimesinin B bulanik kiimesinden farki denir ve

A\ B ile gosterilir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.1.10. A kiimesi X de bir bulanik kiime ve « € (0,1] olsun. A kiimesinin o —

kesimi [A], ile gosterilir ve
[Al, ={xeX:u,(X)za} (1.1.1.7)

seklinde tanimlanir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002Db).
()

. A\

0 4

"|
Sekil 1.1.1.8. A bulanik kiimesinin & -kesimi

Tammm 1.1.1.11. A kiimesi X de bir bulanik kiime olsun. Eger en az bir X, € X i¢in

1, (X )=1 ise A bulanik kiimesi normaldir denir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos,

2002b).
()

o i

Sekil 1.1.1.9. A normal bulanik kiimesi



Tanmm 1.1.1.12. A kimesi X de bir bulanik kiime olsun. A bulanik kiimesinin destek

(dayanak) kiimesi
supp(A)={xe X : 1, (x)>0} (1.1.1.8)

seklinde tanimlanir (Bede, 2013).

Tammm 1.1.1.13. A kiimesi X de bir bulanik kiime olsun. Eger her A €[0,1] ve her

X, X, € X i¢in

pp (A% (1= 2) %, ) 2 min{ 1, (%), 22, (X, )} (1.1.1.9)

esitsizligi saglaniyorsa A bulanik kiimesi bulanik digbiikeydir (bulanik konvekstir) denir
(Zadeh, 1965).

()

Sekil 1.1.1.10. A konveks bulanik kiimesi

Teorem 1.1.1.1. A ve B bulanik kiimeleri digbiikey ise AnB bulanik kiimesi de
disbiikeydir (Zadeh, 1965).

Teorem 1.1.1.2. A bulanik kiimesinin digbiikey olmast igin gerek ve yeter sart her o € (0,1]

icin [A], kiimesinin klasik anlamda digbiikey olmasidir (Zadeh, 1965).



Uyan 1.1.1.3.
(i) Bir bulanik kiimenin « -kesimlerine karsilik gelen araliklar ayrik araliklarin birlegimi
degil, yalniz bir araliga esit ise bu bulanik kiime konvekstir.

(ii) A bulanik kiimesinin « -kesim kiimesi olan [A], =[A ,, A ,] aralif1 igin
a'<a ise [A], c[A],
yani

a'<aise A, <A, ve A <A

sart1 saglantyorsa ve A bulanik kiimesinin tiyelik fonksiyonu siirekli ise A bulanik kiimesi

konvekstir.
()
1
.

0 4. 4. A4

u [4]. |

|
[4].

Sekil 1.1.1.11. A konveks bulanik kiimesi

Tamm 1.1.1.14. A kiimesi X de bir bulanik kiime olsun.
Eger her £>0 ve |X—XO|<5 sartin1 saglayan her xe X igin g, (X) <, (X%,)+¢
olacak sekilde ¢ >0 sayis1 varsa p, ile karakterize edilen A bulanik kiimesi x, noktasinda

uist-yari stireklidir.

Eger her £>0 ve |X—X0| <o sarti1 saglayan her xe X igin p,(X,)—& < 1, (X)
olacak sekilde & >0 sayisi varsa p, ile karakterize edilen A bulanik kiimesi x, noktasinda

alt-yari siireklidir (Bede, 2013).



H(x) ()

Sekil 1.1.1.12. Ust-yar siirekli (Alt-yar1 siirekli degil) Sekil 1.1.1.13. Ust-yar siirekli degil (Alt-yar siirekli)

1.1.2. Bulanik Sayilar

Tamm 1.1.2.1. g, :R —[0,1] iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen R nin bir A bulanik
kiimesi;
(i) A bulanik kiimesi normaldir.
(i) A bulanik kiimesi konvekstir.
(i) g, tst-yar siireklidir.
(iv) supp(A) kiimesinin kapanis1 kompakttir.
Ozelliklerini sagliyorsa, A ya bir bulanik (fuzzy) sayr denir (Papaschinopoulos ve

Papadopoulos, 2002b). R deki tiim bulanik sayilarin kiimesi F(R) ile gosterilir.

Tamm 1.1.2.2. Eger SUpp(A)c(0,0) ise A bulamk sayis1 pozitiftir denir
(Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

Uyann 1.1.2.1. Bulanik sayilarin @ € (0,1] i¢in « -kesimleri [A _, A .1 seklindeki kapali

araliklardir. Bulanik sayilar konveks oldugundan « -kesimlerine karsilik gelen araliklar

ayrik araliklarin birlesimi degil yalmiz bir araliga esittir.



Ornek 1.1.2.1.
0, X< -3
XTH, -3<x<-1
IUA(X): 1—x
—, -1<x<1
2
0, 1<x

seklinde tanimlanan x, : R —[0,1] fonksiyonu ile karakterize edilen A bulanik kiimesi bir

bulanik sayidir ve grafigi
()
h

-3 -2 -1 0 1

Sekil 1.1.2.1. A bulanik sayis1

X+3 . 1-x .
seklindedir. — = o ise X=2a-3 ve - " a iS¢ X=1-2a oldugundan A bulanik

kiimesinin o -kesimi [A], =[A ,, A ,1=[2a—3,1-2«] olarak bulunur. Bu durumda,

a =05 icin [Alys =[A 5. A 051 =[-2,0] elde edilir.

Uyann 1.1.2.2. Bulanik sayilarda aritmetik islemler, sayilarin « -kesimleri iizerinden

tanimlanir.

Tamm 1.1.2.3. A ile B iki bulanik say1 ve @ €(0,1] i¢in A ile B nin « -kesimleri
sirastyla [A], =[A . A .1 ve [B], =[B,,.,B, ] olsun. Her a €(0,1] i¢in A ve B bulanik

sayilarinin toplami

A+B=[A], +[B], =[A,+B .. A, +B ] (1.1.21)

seklinde tanimlanir. Her X,Y,Z € R i¢in A+ B nin iiyelik fonksiyonu



tas (D)= U (a(¥) 0 g1 (y)) (1.12.2)

Z=X+Y

seklindedir.

Tammm 1.1.2.4. A ile B iki bulanik say1 ve @ €(0,1] i¢cin A ile B nin « -kesimleri
sirastyla [A], =[A ., A .1 ve [B], =[B,,,B, ] olsun. Her a €(0,1] i¢in A ve B bulanik

sayilar1 i¢in ¢ikarma iglemi
A-B=[A],-[Bl, =[A.-B..A.-B.,] (1.1.2.3)

seklinde tanimlanir. Her X, Y,Z € R i¢in A—B nin iiyelik fonksiyonu

tas(D)= U (a0 0 p1(y)) (1.1.2.4)

z=X-y

seklindedir.

Tamm 1.1.25. A ile B iki bulanik say1 ve @ €(0,1] i¢in A ile B nin « -kesimleri
sirastyla [A], =[A ., A ] ve [B], =[B,,,B, ] olsun. Her a €(0,1] i¢in A ve B bulanik

sayilarinin ¢arpimi

AxB=[A], x[B],

=[min{AB,,.A_B,,.A B _.A_B,_}max{A B .A,B,.A,B..A,B.,} (1125

seklinde tanimlanir. Her X, Y,Z € R igin AxB nin iiyelik fonksiyonu

Hae(2) = U (ua(¥) N 1 () (1.1.2.6)

z=X.y
seklindedir. Ozel olarak, A ile B bulanik sayilart R* da tanimli ise

AxB=[A],x[B], =[A.B . A.B.] (1.1.2.7)

seklinde tanimlanir.
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Tamm 1.1.2.6. A ile B iki bulanik say1 ve @ €(0,1] i¢cin A ile B nin « -kesimleri
sirasiyla [A], =[A,.A ] ve [B], =[B,,,B,,] olsun. A ile B bulanik sayilar1 R"da

tanmimli ve B, ,.B_, >0 ise A ve B bulanik sayilari i¢in bolme islemi

B

r.a l,a

AlB=[A] /[B], :[Q'“ , A'a} (1.1.2.8)

seklinde tanimlanir. Her x,y,z € R icin A/ B nin iiyelik fonksiyonu

s (2) = U (1a () 0 15 (Y)) (1.1.2.9)

z
y

seklindedir.

Tamm 1.1.2.7. () A ile B iki bulanik say1 ve a €(0,1] igin A ile B nin o -kesimleri
sirastyla [A], =[A,.A ] ve [B], =[B,,,B, ] olmak iizere, her a (0,1] i¢in A bulanik

sayisinin boyu

| A =sup{max{|A,|.|A.[}} (1.2.10)

seklinde ve A ile B bulanik sayilari arasindaki uzaklik

D(A B) :sup{max{‘A’a -B,,|\|A.-B.. }} (1.2.11)

seklinde tanimlanir.

(b) (x,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve X bir bulanik sayr olmak iizere, lim(x, )=x

olmasi i¢in gerek ve yeter sart limD(X,,X) =0 olmasidir (Diamond ve Kloeden, 1994).

Tammm 1.1.2.8. A ile B iki bulanik say1 ve a (0,1 i¢in A ile B nin o -kesimleri

sirastyla, [Al, =[A .. A .] ve [B], =[B, ., B, ,] olmak iizere,

MIN(A,B)=[ min{A B} min{A B || (1.1.2.12)

ve
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MAX (A,B) = max{A B, },max{A B, } ]| (1.1.2.13)

seklinde tanimlanir (Klir ve Yuan, 1995).

Tamm 1.1.2.9. Eger her n>n, i¢in MIN(X,,C)=C ve MAX(X,,D) =D olacak sekilde C
ve D bulanik sayilari varsa (X,) bulanik say1 dizisi smirli ve direnglidir (Papaschinopoulos

ve Papadopoulos, 2002a).

Tanim 1.1.2.10. (X,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve X bir pozitif bulanik say1 olsun. Eger

her n>n, igin

MIN (X, X) = X, ve MIN(X, X) =X (1.1.2.14)
veya
MIN (X, X) = x ve MIN(X,, X) = X, (1.1.2.15)

olacak sekilde s,m>n, sartin1 saglayan s,m dogal sayilar1 varsa (x,) dizisi x civarinda
salmimlidir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a).

1.2. Fark Denklemleri ile Tlgili Genel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda, fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve teoremler

verilmistir.

Tamm 1.2.1. Bir X:N, = R fonksiyonu i¢in A fark operatorii (ileri fark) veya x in birinci

mertebeden (basamaktan) farki,
Ax(n) = x(n+1) —x(n) (1.2.1)

seklinde tanimlanir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).
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Tamm 1.2.2. ne N bagimsiz degigsken ve x bilinmeyen bir fonksiyon olmak {iizere,

F(n, x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0 (1.2.2)
esitligine bir fark denklemi denir. f bir fonksiyon olmak tizere, (1.2.2) denklemi

x(n+k) = f(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k —-1)) (1.2.3)

formunda ise normal fark denklemi adini alir. Normal fark denklemi, g ve h fonksiyon

olmak iizere,

A*x(n) = g(n, x(n), AX(n),..., A*x(n)) (1.2.4)
ya da
A*x(n) = h(n, x(n), x(n+1),..., x(n+k —1)) (1.2.5)

formlarinda da yazilabilir (Soykan ve ark., 2017).

Tanmm 1.2.3. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun en biiyiikk ve en kiigiik

argiimentlerinin farkina o denklemin mertebesi (basamagi) denir (Soykan ve ark., 2017).

Tamm 1.2.4. N {izerinde tanimli bir x(n) fonksiyonu her ne N igin (1.2.2) denklemini

sagliyorsa, bu durumda x(n) fonksiyonuna N, tizerinde (1.2.2) denkleminin bir ¢6ziimii

denir. k. mertebeden bir fark denkleminin, ¢ ve w fonksiyonlar olmak iizere,

o(n,x(n),c,,c,,...,¢ ) =0 (1.2.6)
veya
x(n)=w(n,c,c,,...,C,) (1.2.7)

seklinde k tane C,,C,,...,C, € R keyfi sabit igeren ¢6zliimiine genel ¢oziim adi verilir. Genel

¢oziimden elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir (Soykan ve ark., 2017).
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Teorem 1.2.1. | reel sayilarin bir arahgi ve keZ" olmak iizere, f : 1" =1 siirekli

tirevlere sahip bir fonksiyon ise X ,X ,,;,...,X, € | baslangi¢ sartlar i¢in

Xpo = F (X0 Xogro 0 Xy ), NENg (1.2.8)

n+1

fark denkleminin bir tek {x, }::_k ¢Oziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tammm 1.25. Eger (1.2.8) denkleminde X=f(X,X,...,X) ise X noktasma (1.2.8)

denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.2.6. Eger her n >0 igin X, X ,,4,..., %, € J iken X, € J olacak sekilde bir J < |

alt aralig1 varsa, bu J araligina (1.2.8) denkleminin degigsmez araligi denir (Camouzis ve

Ladas, 2008).

Tamm 1.2.7. (1.2.8) denkleminin bir denge noktas: X olmak iizere;

(i) Eger Xy,...,X, €| olmak iizere, her £>0 igin |, —X|+...+|x, —X| <& iken her n>1
igin |xn —K| < ¢ olacak sekilde bir 0 >0 sayisi varsa X denge noktasi kararlidir denir.

(i) Eger X denge noktasi kararl ve Xp,..,X, €l iken limX =X olacak sekilde

N—o0
|X0—Y|+...+|ka —Y|<7/ sartin1 saglayan y >0 sayis1 varsa X denge noktasi lokal
asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger her X,,..., X, €| iken limx =X ise X denge noktasina cekim noktasi denir.

N—o0
(iv) Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise X denge noktasi global asimptotik
kararlidir denir.

(v) Eger X denge noktasi kararl degil ise kararsizdir denir.
(vi) Eger X,,...X €l iken |XO—7|+...+|X,k—7|<r ve bazi N>-—k saylar igin
|xN —¥|2 r olacak sekilde bir r>0 sayist varsa X denge noktasina repeller denir

(Camouzis ve Ladas, 2008).
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Tamm 1.2.8. (1.2.8) fark denkleminin bir ¢dziimii {x}” olsun. Eger {x}” ¢dziimii

n=-—k
n>—K igin X, , =X, sartim sagliyorsa, {X } ¢Oziimii p periyotludur denir. Bu sart

saglayan en kiigiik pozitif p tam sayisina da asal periyot denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.2.9. Eger {Xn}::_k ¢Oziimii sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye kalan

sonsuz sayidaki terim igin X, , =X, sartini sagliyorsa, {Xn}:= ¢Ozimi er ge¢c p

K
periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir (Camouzis ve Ladas,
2008).

Tanmm 1.2.10. | reel sayillarin bir araligi, keZ" ve i=0,1...,k olmak iizere,
f 1" 51 fonksiyonunun X, lere gore kismi tiirevlerinin X denge noktasindaki
degerleri

of
=—(X,X%,...,X 1.29
g aXi( ) (1.2.9)

olsun. Bu durumda,

k
z,,=20z,, neN, (1.2.10)
i=0

denklemine (1.2.8) denkleminin X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis denklemi
denir. (1.2.10) denkleminden elde edilen

k )
A aqA" =0 (1.2.11)
i=0

polinom denklemine ise (1.2.8) denkleminin X denge noktasindaki karakteristik denklemi

denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.2.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

(i) Eger (1.2.11) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise X denge

noktasi lokal asimptotik kararlidir.
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(if) Eger (1.2.11) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1°den biiyiik ise X

denge noktasi kararsizdir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanmm 1.2.11. (1.2.8) denkleminin bir denge noktas: X olsun. | >—k, m<c olmak fizere,

{Xl,xm, Y m} dizisinin her eleman1 X denge noktasindan biiylik veya esit, X_; <X ve
Xy <X oluyorsa, {X,X,...X,| dizisine {x}” ¢oziimiiniin bir pozitif yar donmesi
denir. Benzer sekilde, | >—k, m <o olmak tizere, {X,,X,+l, Y m} dizisinin her eleman1 X

denge noktasindan kiigiik, X ;=X ve X,,, =X oluyorsa, {x,,xm, o m} dizisine {xn}::_k

¢Ozlimiiniin bir negatif yar1 donmesi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.2.12. {xn}::_k dizisinin elemanlarmin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise bu

¢ozlimlere sifir civarinda salimmlhidir denir. Aksi halde salinimli degildir (Camouzis ve

Ladas, 2008).

Tamm 1.2.13. {x, —X} dizisi salimml ise {Xn}::_k ¢oziimii X denge noktasi civarinda

saliimlidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.2.14. {Xn}:}k dizisinde her n igin P <X, <Q olacak sekilde P ve Q reel sayilar

varsa {Xn}::_k dizisi sinirhdir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.2.3. | ile J birer reel sayr aralig, f : I*xJ"* > ve g : I*'xJ"' 5]

stirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise her (x ;,y ;) € | xJ baslangi¢ sart1 ve ne N, i¢cin

Xoor = F (X0ree o X Yoo oo Yok )

1.2.12
yn+1:g(xn""’xn—k’yn""’yn—k) ( )

fark denklem sisteminin bir tek {(x,,y,)} _, ¢6ziimii vardir (Kocic ve Ladas, 1993).

—k

Tamm 1.2.15. Eger (1.2.12) denklem sisteminde

X= (e KT ), T =0 K, G ) (1213
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ise (X,Y) noktasma (1.2.12) sisteminin denge noktas1 denir.
(1.2.12) fark denklem sistemi
X = (Xgseeos X Voo Yo ) 5 oo 19 39t 5 ity gien
ve

XO f(xo;---axkayO!"'!yk))

Xk kal
F = (1.2.14)
Yo 9 (X s Xis Yorems Vi)

Y Yva

olmak iizere,

X.,=F(X,), neN, (1.2.15)

vektor formunda yazilabilir. Eger (1.2.12) sistemi (X,y) denge noktasina sahip ise (1.2.15)

sisteminin denge noktasinin X :(K,...,X,V,...,V)T seklinde oldugu aciktir (Kocic ve

Ladas, 1993).

Bu ¢alismada, herhangi bir vektériin veya matrisin normu .. ile ve (1.2.15) sisteminin

I k+1

bir baslangig sart1 X, € x J**! seklinde gosterilecektir.

Tanim 1.2.16. (1.2.15) sisteminin bir denge noktas1 X olmak iizere;

(i) Eger her £>0 igin HXO_XH<5 iken her n>1 igin HXn —)?H<8 olacak sekilde bir

&5>0 varsa X denge noktasi kararlidir denir. Aksi takdirde, X denge noktasi kararsizdr.
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(i) Eger X denge noktasi kararli ve n— oo iken X, — X olacak sekilde HXO — )?H< y

sartin1 saglayan y >0 sayisi varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.
(iii) Eger n — oo iken X, — X ise X denge noktasina ¢ekim noktasi denir.

(iv) Eger X denge noktas1 hem lokal asimptotik kararli hem de ¢ekim noktas1 ise X denge
noktasi global asimptotik kararlidir denir (Kocic ve Ladas, 1993).

(1.2.15) fark denklem sisteminin X denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemi;

F doniigiimiiniin X denge noktasindaki Jacobian matrisi J. olmak iizere,
Z ., =3.Z neN, (1.2.16)

seklindedir ve (1.2.15) sisteminin X denge noktasi civarindaki karakteristik polinomu

a, >0 olmak iizere,

P(2) =A™ +al Aty h By (L.2.17)

seklinde yazilabilir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 1.2.4. (1.2.15) sisteminin bir denge noktast X olsun. Eger J_ Jacobian matrisinin
tiim 6z degerleri X denge noktasi igin | A |<1 agik birim diskinde ise X denge noktas1 lokal

asimptotik kararhidir. Eger 6z degerlerden en az biri icin |A[>1 ise X denge noktas

kararsizdir (Kocic ve Ladas, 1993).
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2. KAYNAK ARASTIRMASI
Bu boliimde; bulanik fark denklemleri ile ilgili yapilmis ¢alismalardan bazilar1 hakkinda
bilgi verilmistir:

Deeba ve arkadaslar1 (1996); w, g, X, bulanik sayilar ve (X ) bir bulanik say1 dizisi

olmak iizere,

X,y =WX, +0, ne N,

bulanik fark denkleminin ¢dziimlerini incelemislerdir.

Deeba ve Korvin (1999); a, b, m, C, ,C, bulanik sayilar ve (C,) bir bulanik say1

dizisi olmak tizere,
C,.,=C,—abC_,+m, neN,

bulanik fark denkleminin ¢oziimlerini incelemislerdir. Bu denklem kandaki karbondioksit

oranini belirleyen lineer olmayan bir modelin lineerlestirilmis halidir.

Papaschinopoulos ve Papadopoulos (2002a); A, B, X, bulanik sayilar ve (x,) bir

bulanik say1 dizisi olmak iizere,

B
Xpp = A+—, neNj
X

n

bulanik fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin varligmi, salimimliligini, smirhligint ve

asimptotik davranigini incelemislerdir.
Papaschinopoulos ve Papadopoulos (2002b); A bir bulanik sayr ve (X,) bir bulanik

say1 dizisi olmak iizere, me{L,2,...} i¢in

X
=A+—" neN,

n—-m

bulanik fark denkleminin pozitif c¢oziimlerinin varligmni, smirliligini ve asimptotik

davranisini incelenmislerdir.
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Papaschinopoulos ve Stefanidou (2003); keN, ve i€{0,1,...,k} icin p. ler pozitif
sabitler ve A lerile X ,,X_,,..., X, baslangi¢ sartlar1 pozitif bulanik sayilar olmak iizere,

X ., = , A nelN
n+l_zxpi’ €Ny

n—i

bulanik fark denkleminin pozitif ¢éziimlerini incelemiglerdir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos (2005); keN ve z,,Z ,.;,...,Z, baslangi¢ sartlari ile

a, P pozitif bulanik sayilar olmak {izere,

bulanik fark denklemlerinin ¢6ziimlerini incelemisglerdir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos (2006); k,meZ", d = max{k,m}, ie{-d,-d +1,...,0}

i¢in x; lerve Ay, A pozitif bulanik sayilar olmak iizere,

X, =max{i+i}, neN,

Xn—k Xn—m

bulanik fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Zhang ve arkadaglari (2012); A, B pozitif bulanik sayilar, X, X, baslangi¢ sartlari

pozitif bulanik sayilar ve (X,) bir pozitif bulanik sayi dizisi olmak iizere,

AX + X
=—n" 1l neN,
B+x, ,

Xn +1

lineer olmayan bulanik fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin varligini ve asimptotik

davranisini incelemislerdir.
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Hatir ve arkadaglari (2014); A, B, X, Ve X ; bulanik sayilar ve (x ) bir bulanik say1

dizisi olmak tlizere,

B
Xpy = A+——, ne N,
Xn—l

bulanik fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin varligini, sinirliligini, salinimli davranisini ve

asimptotik davranisini incelemislerdir.

He ve arkadaslari (2014); (A) periyodik bir bulanik sayr dizisi ve K,meN,

d =max{k,m} i¢in X 4,X 4.,,..., X, baslangic sartlar1 pozitif bulanik sayilar olmak iizere,

X, = max{i,xnk}, neN,
X

n—m

bulanik fark denkleminin pozitif ¢oztimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Zhang ve arkadaslar1 (2014); A, B ve X, pozitif bulanik sayilar ve (x,) bir pozitif

bulanik say1 dizisi olmak iizere,

_A+x,
B +x,

, NeN,

n+1

bulanik fark denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Zhang ve arkadaslar1 (2015); A ve X, X, X, baslangi¢ sartlar1 pozitif bulanik sayilar

olmak tizere,

n+1

liclinci mertebeden rasyonel bulanik fark denkleminin ¢oziimlerinin = siirliliing,

stirekliligini ve global davranisini incelemislerdir.

Khastan (2017); w, q pozitif bulanik sayilar olmak iizere,
X, =WX, ; +0, neN,

bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerinin varligini, tekligini ve global davranigini incelemistir.
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Wang ve arkadaglar1 (2017); A B, C, D ve X,, X, X,, X4, X, baslangi¢ sartlart

pozitif bulanik sayilar ve (X ) bir pozitif bulanik say1 dizisi olmak iizere,

X _ Axn—lxn—z
n+l ’
D+Bx, ;+Cx,_,

neN,

bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerinin varhigmi, tekligini ve global davranigini

incelemislerdir.

Khastan (2018); S bir pozitif bulanik say1 ve (X,) bir bulanik say1 dizisi olmak {izere,
X, = PX%,1=x,), neN,
lojistik fark denkleminin ¢éziimlerinin davranigini incelemistir.

Lavanya ve Lovenia (2018); i€{0,1,...,k} igin A,B, Ve X, X ,5,....% baslangig

sartlar1 pozitif bulanik sayilar, p, ler pozitif sabitler olmak iizere,

SAX X
Xn+1 :ZM’ neNO
= BXx)

i n—i
bulanik fark denkleminin ¢éziimlerinin davranisini incelemislerdir.

Rahman ve arkadaglar1 (2018); A, B ile x ;, X, baslangi¢ sartlar1 pozitif bulanik sayilar

olmak tizere,

X
Xoa = ——————, Ne Ny
A+Bx, X,

ikinci mertebeden rasyonel bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerinin davranigini

incelemislerdir.

Sun ve arkadaglar1 (2018); d =max{m,r} i¢in z ,,z,,,...Z2, Dbaslangic sartlari

pozitif bulanik sayilar ve («,) periyodik bir pozitif bulanik say1 dizisi olmak iizere,

z, :max{i, n }. neN,

n-m n-r

bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.



22

Wang ve Zhang (2018); A, B, C ile x, baslangi¢ sart1 pozitif bulanik sayilar ve (X,)

bir bulanik say1 dizisi olmak tizere,
X,,=A+Bxe ™ nelN,

bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerinin varligini, tekligini ve pozitif denge noktasinin

kararliligini incelemislerdir.

Wang ve arkadaglar1 (2019); keZ" ig¢in A ve X ,,X ..., X, baslangic sartlar1 pozitif

bulanik sayilar olmak tizere,

A A
e, KXo 0 NeN,
Xn—l Xn—(k—l)

A
Xpq = Max X

bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerinin periyodiklik 6zelliklerini incelemislerdir.

Han ve arkadaglar1 (2020); m,k e N igin C ve X (i eZ(—m—k,—l)) baglangig

sartlar1 pozitif bulanik sayilar olmak tizere,

bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Sun ve arkadaslar1 (2020); keN, i¢in X ,,X,.,....X, baslangi¢c sartlar1 pozitif

bulanik sayilar olmak tizere,

X, =F(X, ,X ), neN,

n

bulanik fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin uygun kosullar icin global asimptotik

davranisini incelemislerdir.
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3y, =2y %% pARK DENKLEM SISTEMI
B+, B+ Ul

Bu boliimde; Giimiis ve Soykan’in 2016 yilinda yayimlanmis olan “Global character of

a six-dimensional nonlinear system of difference equations” baslikli makalesi ele alinmustir.

Bu ¢alismada; «,f,y,a,, B,,7,, p parametreleri ve u ,,v; (i=0,12) baslangi¢ sartlari
pozitif reel sayilar olmak tizere,

ou oV
eV, = Bt 0L (3.1)
+yu
1 1%n-2

ﬂ + yvnp—Z

n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin davranisi incelenmistir.

(3.1) fark denklem sistemi u, =(8,/7)"" X,, Vo =(B/7)" V., r=alp, s=a,1p,

degisken degistirmeleri ile

rXn—l Syn—l
= v Yo = , neN 3.2
n+1 1+ ynp_z y 1 1+ Xr? ) 0 ( )
seklinde yazilabilir.

Teorem 3.1. (3.2) fark denklem sisteminin denge noktalar1 i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:
(i) (% Y,)=(0,0) her zaman (3.2) fark denklem sisteminin denge noktasdir.

(i) Eger r>1 ve s>1 ise (3.2) fark denklem sistemi (71,71):((5—1)1”’,(r—l)”p)

denge noktasina sahiptir.

(iii) Eger r>1 ve s=1 ise (3.2) fark denklem sistemi (YZ,VZ):(O,(r—l)l/p) denge

noktasina sahiptir.

(iv) Eger r=1 ve s>1 ise (3.2) fark denklem sistemi (X;,Y;) ((s—l)llp,O) denge

noktasina sahiptir.
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(v) Eger re(0,1), s=1 ve 1/ p bir pozitif ¢ift say1 ise (3.2) fark denklem sistemi

(X,,Y,)= (O, (r —1)1/p ) denge noktasina sahiptir.

(vi) Eger r=1, se(0,1) ve 1/ p bir pozitif ¢ift say1 ise (3.2) fark denklem sistemi

(%, )75) = ((S —1)1/p ,0) denge noktasina sahiptir.

(vii)  Eger r, se(0,1) ve 1/ p bir pozitif ¢ift say1 ise (3.2) fark denklem sistemi (X;,V;) =

((S —1)1/ P , (r —1)ll P ) denge noktasina sahiptir.

Teorem 3.2.

(i) Eger r<1ves<1ise (YO, 70) sifir denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(i) Eger r>1ve s>1ise (YO, 70) sifir denge noktasi kararsizdir.

Teorem 3.3.

(i) Eger r>1ve s>1ise (X,V,) pozitif denge noktas kararsizdr.

(i)  Eger r<1, s<1 ve 1/ p bir pozitif ¢ift say1 ise (76175) pozitif denge noktasi

kararsizdir.
Teorem 3.4. Eger r <1 ve s<1 ise (70, 70) sifir denge noktas1 global asimptotik kararlidir.

Teorem 3.5. Eger r,s € (L, o) ise (3.2) fark denklem sistemi sinirsiz ¢oziimlere sahiptir.
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4.z _ Ay BULANIK FARK DENKLEMI

n+1 p
1+z,

Bu béliimde; baslangig sartlari ile A birer pozitif bulanik say1, (z,) bir pozitif bulanik

say1 dizisi ve p bir tam say1 olmak tiizere,

Az, ,
=—2"1 neN 4.1
1120, “-D

n+1

bulanik fark denklemi tanimlanmis ve bu denklemin pozitif ¢ézlimlerinin varligi, smirlilig

ve asimptotik davranisi incelenmistir.

Lemma4.l. f:R*xR"xR" — R" siirekli bir fonksiyon ve A, B, C bulanik sayilar ise her
a <€(0,1] i¢in [f(A B,C)], = f([Al,.[B],,[C],) dir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos,
2002a).

Teorem 4.1. A ve z,,2 ,,2, baslangic sartlar1 pozitif bulanik sayilar ise (4.1) denkleminin

bir tek pozitif (z,) ¢oziimii vardir.

Ispat. z,,7,,7, baslangi¢ sartlart i¢in (4.1) denklemini saglayan bir (z,) pozitif bulanik

say1 dizisinin var oldugunu kabul edelim. « € (0,1] ve n=-2,-1,0,... i¢in

[2.]. =L R..] (4.2)
ve
[Al, =[A. ALl (4.3)

olsun. Bu durumda, (4.1)-(4.3) ve Lemma 4.1 den

[Zn+1]a = [Ln+1,a' Rn+1,a]

_ Azn—l _ [A]a[zn—l]a _ :A,a Ln—l,a' A\',a Rn—l,a: A,a Ln_1,a A},a Rn_l,a
1+R?,, |

1vzl, ), [+zl,),  [1+LF T|1+RY,, 140

n-2,a’ n-2,a
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olup, ne N, ve a €(0,1] igin

A,a Ln—l,a R A,a Rn—l,a

n+l,a = 1+ Rp 1 n+l,« = 1+ Lp

n-2,a n-2,a

(4.4)

elde edilir. j=-2,-1,0 olmak tizere, (L,,,R,,) baslangi¢ sartlart ve & €(0,1] i¢in (4.4)

ja
sisteminin bir tek (L, ,,R,,) ¢0ziimiiniin var oldugu agiktir.

(4.4) sisteminin ¢oziimii (L,..R,,) olmak iizere, [L, ,,R,,] nin z,,2_,2, baslangig
sartlar1 i¢in (4.1) denkleminin (z,) ¢oziimiini belirledigini, yani n=-2,-1,0,.. ve

a €(0,1] i¢in

[z.). =L R..] (4.5)

oldugunu ispat edelim:
A ve z,,7,,2, baslangig sartlar1 pozitif bulanik sayilar oldugundan «,,, €(0,1] ve

a, <a, iken J=-2,-1,0 igin

0< < < <
Ag =Aq <A, <A, (4.6)
o<L;, <L, <R;,. <R,
yazilabilir. ne N ig¢in
Lo Sl <R <R 4.7)

oldugunu tiimevarim ile ispat edelim. (4.6) dan n=-2,-1,0 i¢in (4.7) nin dogru oldugu
agiktir. Bu durumda, (4.7) nin ke{L,2,..} ve n<k i¢in dogru oldugunu kabul edip,
n =k +1 i¢in dogru oldugunu gostermek yeterli olacaktir. (4.4), (4.6) ve (4.7) den

Ai,al l‘kfl,oc1 < Al,az I‘kfl,al2 _

L = =
K+, s Kila, !
“ 1+RP 1+RP %
k-2,04 k-2,a,

A,az kal,az < A,az kal,a2 _

Lk+l,a2 = 1+ Rp_ - 1+ Lp_ - Tk+la,
k-2,a, k-2,a,

ve



27

A,az kal,o:2 < A’,al kal,oz1 _

K = = =Ry
I s N L e
olup,
Lk+1,0¢1 < Lk+l,a2 < Rk+l,a2 < Rk+l,oc1 (48)

elde edilir. Dolayisiyla, (4.7) saglanir. (4.4) ten « € (0,1] igin

A,a L—l,a R = A,a R—l,a

T1+RY, 14D

—2,a

L. (4.9)

elde edilirr. A ve z,,z,,z, baslangic sartlar1 pozitif bulanik sayilar oldugundan
A.A. L, R, L, R,, solsireklidir. Dolaysiyla, L, , ve R, min sol siirekli
oldugu goriilmektedir. Iterasyonla, ne N i¢in L, ve R, nimn sol siirekli oldugu kolaylikla

gosterilebilir.

Simdi, Uag(oq[Ln,a’Rn,a] kiimesinin kompakt oldugunu gosterelim: Bunun igin

Uae(m][Ln’a,Rn’a] nin smirh oldugunu géstermek yeterlidir. n=1 olsun. A ve z,,z ,,z,

baslangig sartlar1 pozitif bulanik sayilar oldugundan j =-2,—1,0 i¢in
[A. A<My N T Ve[l R 1<[M, Nj] (4.10)

olacak sekilde M,, N,, M;, N; >0 sabitleri mevcuttur. (4.9) ve (4.10) dan a € (0,1] i¢in

M,M_, N,N
R 1 A1 A L 4.11
[Ll,a l,a] |:1+ N_pz 1+M_p2:| ( )
elde edilir. Buradan, « €(0,1] i¢in
MAM—l NAN—l
R, ]c : 4.12
UD{E(O,].][Ll’a Rl, ] {14_ N_p2 l+ M_p2 ( )

oldugu agiktir. (4.12) den UQE(OH[LM,RM] nin kompakt ve Uae(ou[l‘l,a’Rl,a]C(O’oo)

oldugu goriiliir. Iterasyonla, neN icin
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U.. on[Lnes Ro ] Kompakt ve Uae(o,n[Ln,a’ R, 1= (0,%) (4.13)

oldugu ispat edilebilir. (4.7), (4.13) ve L, ., R, sol siirekli oldugundan [L,,,R, ] (4.5)te
tanimlanan (z,) pozitif bulanik say1 dizisini belirler.
Son olarak, z,,z,,z, baslangic sartlar1 i¢in (z,) in (4.1) denkleminin ¢dziimii

oldugunu gosterelim: Her « € (0,1] igin

! p
1+RP,, 1+L7,, 1+z0,

L R A
[Zn+1]a :[L|'1+1,a’ Rnﬂ,a] :|:A,a n-1a A’,a nl,a:| :{ Z. 4 i|

oldugundan (z,) pozitif bulanik sayir dizisi (4.1) denkleminin ¢oziimidir. z,,z ,z,
baslangi¢ sartlari i¢in (4.1) denkleminin (z,) den farkli bir (Z,) ¢dziimiiniin var oldugunu

kabul edelim. « € (0,1] ve ne N, i¢in

[Z.). =[Loi Rcd (4.14)

oldugu kolaylikla gosterilebilir. (4.5) ve (4.14) ten n=-2,-1,0,... ve a<(0,1] i¢in

[z.1, =1[Z,], oldugu dolayisiyla, (z,) =(Z,) oldugu agiktir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.2. Eger I,s€(0,1) ise (3.2) sisteminin biitiin pozitif ¢dziimleri smirh ve

direnglidir.

Ispat. r,s € (0,1) oldugunu kabul edelim. Bu durumda, n € N, icin (3.2) sisteminden

X
0< X,y =—"2—<IX <X, (4.15)
1+ ynp—Z
ve
Sy
O < yn+1 = 1+ )n(pl < Syn—l < yn—l (416)
n-2

oldugu goriiliir. (4.15) ve (4.16) dan n>1ve i=0,1 i¢in
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0<Xy i <x;vel<y, <Yy, (4.17)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2. (4.1) denklemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eger her a €(0,1] i¢in A , <1 ise (4.1) denkleminin biitiin pozitif ¢6ziimleri sirl ve
direnclidir.

(i) Eger A, >1 olacak sekilde bir @ €(0,1] varsa (4.1) denklemi simrsiz ¢oziimlere

sahiptir.

Ispat. (i) (z,) bulanik say: dizisinin (4.1) denkleminin (4.5) i saglayan bir ¢6ziimii oldugunu

kabul edelim. (4.4) ve Lemma 4.2 den T, = max{R._

l,a?

R, yolmak iizere, n>1 i¢in

L. .R..1<[0T,] (4.18)
elde edilir. (z,) bir pozitif bulanik say1 dizisi oldugundan her @ € (0,1] igin

T, <T (4.19)

olacak sekilde bir T >0 sabiti mevcuttur. Dolayistyla, n>1 i¢in [L,,,R,,1<[0,T]

yazilabilir. Buradan, n>1 i¢in Uae(Ol][ana’ R,.1<[0,T] ve Uae(Ol][Ln'a’ R,.1<[0,T] elde

edilir. Boylece (i) nin ispat1 tamamlanir.

(i) A, >1 olacak sekilde bir & €(0,1] nin var oldugunu kabul edelim. Eger n=-2,-1,..
icin A, =r, A =s, L .=x,R =Yy, ise (4.4) sistemine Teorem 3.5 uygulanabilir. Eger

r= A, >1 olacak sekilde bir & < (0,1] mevcut ise 0 zaman & = « igin (4.4) sisteminin

limx, =0ve limy, = (4.20)

Nn—oo

olacak sekilde (X,,Y,) ¢Ozimii vardir. Dahasi, X ,,X , X, Y, Y., Y, baslangic sartlari

X_; <y_, esitsizligini saglarsa, j=-2,-1,0 igin
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[z;], =[L;..R;.], @<(0]]

(4.21)
[Zj]a = [Lj,077 Rj,a] = [Xj ) Yj]

olacak sekilde z_; pozitif bulanik sayilar1 bulunabilir. z_,,z_,z, baslangi¢ sartlar1 ve
a €(0,1] i¢in [z,], =[L,,,R,,] olmak iizere, (z,) in (4.1) denkleminin ¢6ziimii oldugunu

kabul edelim. (4.21) saglaniyorsa ve (4.4) sisteminin ¢dziimii (L, ,,R,,) ise

[2.): =[Lar Rz 1=0%0 Val (4.22)

elde edilir. Bu durumda; (4.20), (4.22) den ve

R

n,a

R _

1 Ln,o? v n,a

na

|z, ]| =sup max{ } =R _ (4.23)

Ln,a

} > max

oldugundan her @ €(0,1] igin (z,) in smrsiz oldugu goriiliir. Boylece (ii) nin ispati da

tamamlanir.

Teorem 4.3. Eger her o € (0,1] i¢in A , <1 ise (4.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimleri

sifira yakinsar.
Ispat. (4.1) denkleminin (4.2) yi saglayan bir ¢oziimii (z,) ve her a €(0,1] igin A, <1
olsun. Bu durumda, (4.4) sistemine Teorem 3.4 uygulanabilir ve

limL,, =limR,, =0 (4.24)

N—o0 n—oo

elde edilir. Dolayisiyla, (4.24) ten

lim D(z,,0) = msup{max{ R,.. —o|}} =0 (4.25)

L. -0,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Bu kisimda, p =1 i¢cin A parametresinin farkli degerleri dikkate alinarak (4.1) bulanik

fark denklemi igin bazi niimerik drnekler verilmistir. Orneklerde kullanilacak olan baslangi¢

sartlar1

(0= 20x—8, 0.40<x<0.45
2Y7110-20%, 0.45<x<0.50

5X=030 4 19« x <050

Z X) =
a0 5 o

20x—-6, 0.30<x<0.35
Z, (X) =
8-20x, 0.35<x<0.40

seklinde olup, (4.1.1) den her « € (0,1] igin

[Z ] :_a+8 10—0{}
2de 1 20 7 20

(2] _[2a+050 4.50—205}
e 5 7 5
[Z] _[a+6 8—a}
0la =1 20 " 20
ve

U eonlz-], =[0.40,0.50]
U voulz.]. =[0.20,0.90]

m =[0.30,0.40]

elde edilir.

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)



Ornek 4.1.1. (4.1.1) de verilen baslangig sartlar1 ve

B 4x-1, 0.25<x<0.50
~13-4x, 050<x<0.75

|

[A] {“_”,3‘_“
“ 4 4

U woulAl, =[0.25,0.75]

parametresi i¢in (4.1) denkleminin ¢oziimleri sifira yakinsar.

Sekil 4.1.2. ¢ =0.1

- = L) R(m
04
041
03
034
n; R0
s 02
S 02
=
i 0.1+
/\
— - - )
10 30 40 0
n
Sekil 4.1.1. « =0.1
03
02
R):.O,?
0.14
. 0
30 40 0

Sekil 4.1.3. @ =0.5

001 002 003 004 005 006 007

Sekil 4.1.4. =05
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(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)



— —Ln

R(m

20 30

Sekil 4.1.5. ¢ =0.9

40

0.18+

0.14-
0.12
%00 0107
008+
0.06 1
004+

0.021
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Ornek 4.1.2. (4.1.1) de verilen baslangig sartlar1 ve

X—2, 2<x<3
4-x, 3<x<4

A=
[Al,

=[a+2,4-a]

U ae(O,l][A]a — [2’ 4]

parametresi i¢in (4.1) denklemi sinirsiz ¢ézlimlere sahiptir.

— — L) R(n)

2.x 10%
1.x10%
0

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n

Sekil 4.1.7.  =0.1

{Lna5 Ryos}

1.5 x 102

2.x 10%:

1.x 10%

5.x 1021

——Llm R(n)

)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n

Sekil 4.1.8. ¢ =0.5

005
L

n09

0.10 0.15

Sekil 4.1.6. ¢ =0.9

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

——Ln Rn)

3
12 x 10
1.x 1034

1.
8.x 107

)
6.x 107

{Ly,00 Rya0}

4.x 102

o)
2.x 107

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n

Sekil 4.1.9. « =0.9
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5.SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada; literatiirde var olan bulanik fark denklemlerinin isiginda A parametresi

ve baslangig sartlar1 pozitif bulanik sayilar olmak {iizere,

Az
=—”;l, neN,
1+z,,

n+1

bulanik fark denklemi tanimlanmis, bu denklemin pozitif ¢éziimlerinin varligi, ¢éziimlerin
simirlilig1 ve asimptotik davranisi incelenmistir. Ayrica, elde edilen teorik sonuglar niimerik

ornekler ile desteklenmistir.

Yapilacak yeni ¢alismalarda, bu ¢alismada incelenen denklemdeki parametre sayisi ve
mertebe artirllarak daha genel denklemler tanimlanabilir. Tanimlanan yeni denklemlerin

¢Oziimlerinin varligi ve ¢ozlimlerin davranisi incelenebilir.
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