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Danisman: Prof. Dr. Muhittin BASER

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel
kavramlar, baz1 halka simiflar1 ve bir halka {izerindeki polinom halkalar1 verilmistir.
Uciincii boliimde, ikili halkalar ve ozellikleri verilmistir. Son bdliimde ise ikili

halkalarin polinom halkalar1 irdelenmistir.
2021, v + 32 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc Thesis

DUO RINGS AND POLYNOMIAL RINGS
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Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Muhittin BASER

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter is devoted to the introduction section. In the second chapter, some
required preparatory notions, some ring classes and polynomial rings on a ring are
recalled. In the third chapter, duo rings and their basic properties, are given. In the last

chapter the polynomial rings over duo rings are examined.
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SIMGELER DIiZIiNi

Simgeler

o R halkasinin bir endomorfizmasi

ROP (R, +,) halkasinin kars1 (opposite) halkasi
f(R) R halkasinin bir homomorfik goriintiisii

Ig R halkasinin birim endomorfizmasi

M(R) R halkasinin merkezi

M, (R) R {izerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin halkasi
anny(a) R halkasimin bir a elemaninin sol sifirlayani
annf(a) R halkasinin bir a elemaninin sag sifirlayani
R[x] R tizerindeki polinomlar halkasi

R[x; o] R nin bir skew polinom halkasi

R[x; 0,0] R halkasinin bir Ore genislemesi

J(R) R halkasinin Jacobson radikali




1. GIRIS

R bir halka ve @ # S c R olmak lizere S alt kiimesi R deki ikili islemlere gore bir halka
oluyorsa, bu durumda S ye R nin bir alt halkasi denir. I; R halkasimin bir alt halkasi
olmak {izere, eger her r € R ve her a €I igin ra €1 (veya ar € I) oluyorsa, bu
durumda I ya R nin bir sol (veya sag) ideali denir. Eger I alt halkasi R halkasinin hem
sol ve hem de sag ideali oluyorsa, bu durumda I ya R nin iki-yanli yada sadece ideali
denir. Acik olarak; eger R bir degismeli halka ise, bu durumda R halkasinin her sol
ideali ayn1 zamanda bir sag ideali ve R halkasinin her sag ideali ayn1 zamanda R nin bir
sol ideali olur. Degismeli olmayan halkalarda sag ideal olupta sol ideal olmayan veya
tersine sol ideal olupta sag ideal olmayan bir ¢ok 6rnek bulmak miimkiindiir. Bu tiir
ornekleri o6zellikle matris halkalarinda sik¢a karsilasmaktayiz. Diger taraftan, yapilan
calismalarda degismeli olmayan bazi halkalarin, her sol idealinin halkanin ayni
zamanda sag ideali veya halkanin her sag idealinin ayni zamanda sol ideali oldugu
goriilmiistiir. Bu sebeple; yeni bir halka sinifi tanimlama zorunlulugu ortaya ¢ikmustir.
Bu halkalar sag ikili (duo) ve sol ikili (duo) halkalar olarak adlandirilmistir. Daha agik
olarak; R bir halka olmak ftizere; eger R halkasminher sol ideali R nin iki-yanli ideali
oluyorsa bu durumda R ye bir sol ikili halka (left duo rings) denir. Benzer olarak R
halkasinin her sag ideali R nin iki-yanl ideali oluyorsa bu durumda R ye bir sag ikili
halka (right duo rings) denir. Eger bir R halkast hem sol ikili hem de sag ikili halka ise,
bu durumda R ye bir ikili halka (duo rings) denir. A¢ik olarak her degismeli halka bir
ikili halkadir. Fakat ikili halka olup, degismeli olmayan halkalarin var oldugu kaynaklar
kisminda verdigimiz bazi ¢alismalarda gosterilmistir. Dahasi bu ¢aligmalarda sag ikili
halka olup, sol ikili halka olmayan veya sol ikili halka olup sag ikili halka olmayan
halka 6rneklerine rastlamak miimkiindiir. Yukarida bahsettigimiz 6zellige sahip halkalar
halka teorisinde pek fazla oneme sahiptir. Bu nedenle birgok matematik¢i bu halka

siiflarini ¢alisarak teoriye katkida bulunmuslardir.

Calismamizin detaylarina ge¢meden oOnce ikili halkalarla ilgili bugiine kadar yapilan
caligmalar hakkinda bazi bilgiler verelim. R bir halka olmak iizere R halkasinin Ore
geniglemesi R[x; g, 8] ile gosterilir. Burada o : R = R bir halka homomorfizmasi iken,

6 : R > R donistimi de bir o-tiirevdir. R[x;o0,d] halkasindaki toplama polinomlari



halkasindaki toplama ile ayni fakat iki polinomun ¢arpimi su sekilde tanimlanmaktadir.
Polinomlarin ¢arpiminda, her r € R i¢in xr = o(r)x + §(r) yazilir. Boylece x?r =
x(xr) = x(o(r)x 4+ 8(r)) = xa(r)x + x6(r) = (62(r)x? + §(a())x + o (5(r))x +
§%2(r) = o2(r)x* + [6(a(1)) + a(8(r))]x + 62(r) yazilir. Bu sekilde tanimlanan
carpma islemi ile birlikte R den katsayili polinomlarin kiimesi bir halka olur. Bu
halkaya R halkasinin bir Ore genislemesi denir ve R[x; g, §] ile gosterilir. Eger § yerine
sifir dontistimii almirsa R[x; g,0] = R[x; o] olur ki buna R nin bir skew polinom
halkas1 denir. Eger ¢ yerine birim doniisim almirsa R[x;Ig, 8] = R[x; &] olur ki bu
halkaya R nin bir diferensiyel operator halkasi denir. Son olarak o =1 ve § =0
alinirsa da R[x; Iz, 0] = R[x] polinom halkasi olur. Ore polinom halkalari, kuantum
mekaniginin matematiksel alt yapisindaki diferansiyel operatorlerin halkalarinin
arastirmalarinin baslamasiyla son yiliz yilda olduk¢a fazla c¢alisilmaktadir. Ore
genislemeler ve bunlarin idealleri {izerindeki modern aragtirmalarin zenginligi
arastirmacilart quantum gruplari, enveloping cebirleri, likalizasyon teorisi ve boyut
teorisi hakkindaki sorulara motive etmistir. Bir Ore genislemesinin sol ideallerinin iki-
yanli ideal olmasini belirleme problemi boliim cebiri teorisinde bir klasik uygulamaya
sahiptir. Son yillarda halka teorisi ile ilgilenen aragtirmacilar tarafindan oldukca fazla

caligilan ikili halka siniflari gliniimiiziin popiiler konularindan birisi haline gelmistir.

Su ana kadar verilen bilgilerin 15181 altinda, bu calismada Marks(2004) tarafindan
yapilan caligma referans alinarak Ore polinom halkalarinin bir sira durumu disinda
inceleyecegiz. Bu durum; Ore polinom halkasinin her sol (sag) idealinin iki yanli ideal
olmasi durumudur. Bu durum R[x] polinom halkasi i¢in; R nin degismeli olmamasi

durumunda asla sz konusu olamaz.

Calismamiz boyunca R birimli bir halka ve aksi sdylenmedik¢e o; R nin sifirdan farkl

bir endomorfizmasi ve 6 da R nin bir o-tiirevi olacaktir.

Calismamizin ikinci boliimiinde, sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanim

ve sonuglarla birlikte bazi halka siniflarini hatirlatacagiz.



Uciincii boliimde, kaynaklarda belirtilen calismalardan derleyerek elde ettigimiz ikili

halkalarin baz1 temel 6zelliklerini ve karakterizasyonlarini sunacagiz.

Son béliimde ise, tamamiyla Marks (2004) tarafindan yapilan ¢alismadan yararlanarak;
bir R halkasinin bir R[x;c] skew polinom halkasinin ve bir R[x;0,8] Ore

genislemesinin ikili halka olup olmama durumlari arastirilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde ¢alismamiz i¢in ihtiya¢ duyacagimiz temel tanim ve sonuglar1 ve teoride

kullanacagimiz bazi halka siiflarini hatirlatacagiz.

2.1 Halkalar ve Halka Homomorfizmalar:

Tamm 2.1.1 @ # R bir kiime olmak tizere R de taniml iki ikili iglem " + " toplama ve
"." olsun. Eger;

(1) (R,+) bir degismeli grup,

(ii) Her x,y,z € R i¢in (xy)z = x(yz),

(iii) Her x,y,z€ Ricinx(y +z) = xy +xzve (x + y)z = xz + yz
oluyorsa, bu durumda R kiimesine yukarida verilen ikili islemlerle birlikte bir halka

denir ve (R, +,) ile gosterilir.

R bir halka olmak {izere eger, her a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa R ye degismeli halka
denir. Eger her a € R i¢in alg = 1za = a olacak sekilde bir 1z € R varsa, bu durumda
R ye birimli bir halka ve 1; elemanina da halkanin birimi denir. Bir halkanin toplama
islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifirt denir ve Og veya herhangi bir karisikliga

sebep olmazsa 0 ile gosterilir.

Tanmm 2.1.2 (R, +,") bir halka olmak iizere R {izerindeki ¢arpma islemi a,b € R igin
ao b = ba seklinde tanimlarsak, bu durumda (R, +,°) da bir halka olur. Bu halkaya
(R, +,) halkasinin kars: (opposite) halkas: denir ve R°P seklinde gosterilir.

Tamim 2.1.3 R birimli bir halka olmak iizere eger R nin sifirdan farkli her elemaninin

carpimsal tersi mevcut ise, bu durumda R halkasina bélme (division) halkas: denir.

Onerme 2.1.4 R bir halka olmak iizere asagidakiler saglanir.
(i) Herx € R igin Ox = x0 = 0 dur.
(ii) Her x,y € R igin (—x)y = x(—y) = —(xy) dir.
(iii) Her x,y € R igin (—x)(—y) = xy dir.



(iv) Hern € Z ve her x, y € R igin (nx)y = x(ny) = n(xy) dir.
(V) Herx;,y; € Ricin (U= x) (X2, ¥)) = Xizq Xj=q xiy; dir.

Tamm 2.1.5 R bir halka ve a da R nin sifirdan farkli bir eleman1 olsun. Eger xy =
0 (yx = 0) olacak sekilde bir 0 # y € R varsa, bu durumda x e bir sol (sag) sifir bélen
denir. Hem sag hem de sol sifir bolen olan bir elemana R halkasinin bir sifir bélen

elemani denir

Tamim 2.1.6 Sifirdan farkli birim elemanina sahip bir degismeli halkanin higbir sifir
boleni yoksa bu halkaya bir tamlik bélgesi denir. Sifirdan farkli birim elemanina sahip
degismeli bir halkada sifirdan farkli her elemanin ¢arpimsal tersi varsa, bu halkaya

bir cisim denir.

Tammm 2.1.7 R ve S iki halka olmak {izere h: R — S bir fonksiyon olsun. Eger, her
X,y € R i¢in

h(x +y) = h(x) + h(y) ve h(xy) = h(x)h(y)

oluyorsa, bu durumda h ye bir halka homomorfizmas: denir. h:R = S bir halka
homomorfizmasi olmak iizere eger, h birebir ise, bu durumda h ye bir monomorfizma,
orten ise, bu durumda h ye bir epimorfizma denir. Eger bir h:R — S halka
homomorfizmasi hem birebir hem de orten ise, bu durumda h ye bir izomorfizma ve
R ile S halkalarma da izomorf halkalar denir. Bu durum R = S ile gosterilir. Bir
h:R - R homomorfizmasina R halkasmin bir endomorfizmas: denir. Bir h:R - R

izomorfizmayada R halkasinin bir otomorfizmas: denir.

Tanmm 2.1.8 f:R — S bir halka homomorfizmas: olmak iizere f(R) halkasina R

halkasinin bir homomorfik goriintiisii ad1 verilir.

Ornek 2.1.9 R bir halka olmak iizere

0:R > R,0(a) =0 ve Iz:R —>R,Iz(a) =a

seklinde tanimlanan fonksiyonlar acik olarak R halkasinin endomorfizmalaridir. Bu
endomorfizmalara sirastyla R halkasinin sifir endomorfizmasi ve birim endomorfizmasi

ad1 verilir.



Uyar1 2.1.10 h: R — S bir halka homomorfizmasi ise, bu durumda h(0g) = Og olur.
Diger taraftan R ile S birimli halkalar ise h(1z) = 15 olmayabilir. Ornegin
h:Z - Z @ Z, h(a) = (a,0) seklinde tanimlanan homomorfizma i¢in h(1) = (1,0) #
(1,1) dir. Bununla beraber eger h: R — S epimorfizma ise, bu durumda h(1z) = 15

olur.

Onerme 2.1.11 R,S,T 1¢ halka olmak iizere, y: R—S, f:S—>T halka
homomorfizmalart olup Seoy:R—>T Dbileske fonksiyonu da bir halka
homomorfizmasidir. Eger y : R = R bir homomorfizma ise, bu durumda yoy =

y?2 olup bdylece daha genel olarak n > 1 bir tamsay1 olmak iizere, y* = yoyo ..oy

n tane

seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.12 R bir halka a € R olsun. Eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal sayisi

varsa, bu durumda a ya bir iistel sifir (nilpotent) eleman denir.

Tamim 2.1.13 R bir halka ve R nin a? = a 6zelligini saglayan bir a elemanina eskare

(idempotent) eleman denir. Birimli bir halkada 0 ve 1; elemanlari eskare elemanlardir.

Tanim 2.1.14 R bir halka olmak tlizere
M(R) ={m € R | Herr € R icin mr = rm}

kiimesi R halkasmin merkezi olarak adlandirilir..

Tamim 2.1.15 Eger bir R halkasinin tiim eskare elemanlar1 merkezi ise, bu durumda bu

halkaya Abelian halka denir.
2.2 Alt halkalar, idealler ve Béliim Halkalar
Tamim 2.2.1 R bir halka olmak iizere @ # S < R olup S kiimesi R de taniml1 toplama

ve ¢arpma islemlerine gore kapali olsun. Eger S, R deki islemlere gore kendi basina bir

halka oluyorsa, bu durumda S , R nin bir alt halkas: olarak adlandirilir. I; R nin bir alt



halkas1 olsun. Eger her r € R ve her x € [ i¢in rx € I oluyor ise, bu durumda I ya R nin
bir sol ideali, ayn1 zamanda xr € I oluyor ise, bu durumda da I ya R nin bir sag ideali
denir. Eger I hem bir sol hem de bir sag ideal oluyor ise, bu durumda I ya R nin bir

ideali denir.

Ornek 2.2.2 R bir halka olsun Béylece {0} ve R, R nin birer idealleridir.

R bir halka ve A, A,, ..., A,, R nin bostan farkli alt kiimeleri olsun.
A +A,+ -+ A, ={a;, +a, +-+a,|a; €A, i=1.2,..,n}
seklinde gosterilir. Eger A ve B, R nin bostan farkl: alt kiimeleri ise bu durumda,
AB = {a,b; + -+ a,b,| a; € A, b; € B, n € N*}
olarak gosterilir. Eger A = {a} ise, bu durumda AB yerine aB yazilir. Eger B kiimesi

toplama islemine gére kapaliysa, bu durumda aB = {ab| b € B} olarak tanimlanir.

Tamm 2.2.3 R bir halka olmak tizere R halkasiin tiim ideallerinin ailesi kapsama
bagintisina gére kismi sirali bir kiimedir. R nin sifirdan farkli bir ideali, bu ailenin bir
minimal eleman: ise, bu durumda bu ideale R nin bir minimal ideali denir. Benzer
sekilde . R nin kendisinden farkli bir ideali, bu ailenin bir maksimal elemani1 ise, bu

durumda bu ideale R nin bir maksimal ideali denir

Tamim 2.2.4 R bir halka ve R # P de R nin bir ideali olsun. Eger R nin I,] idealleri
icin ] € P=1¢< Pveya] € P oluyorsa bu durumda, Pye R nin bir asal (prime)
ideali denir.
Onerme 2.2.5 R nin bir P ideali icin asagidakiler denktir.

(i) P asal idealdir.

(i) a,b € Rigin RaR-RbR € P = a € Pveyab € P dir.

(ili) a,b € RiginaRb S P = a € Pveya b € P dir.

(iv) Rninl,] solideallerii¢in [] € P = [ € P veya ] € P dir.

(iv)) Rnin I,] sag ideallerii¢in I] € P = I € P veya] € P dir.

Tamim 2.2.6 Bir R halkasinin tek-yanli (veya iki-yanl) bir ideali I olsun. Eger I nin her

elemanu iistel sifir (nilpotent) ise, bu durumda I ya R nin bir nil ideali denir.



Tamm 2.2.7 Bir R halkasmin tek-yanli (veya iki-yanli) bir ideali I olsun. Eger bir n
dogal sayisi i¢in I™ = 0 oluyor ise. bu durumda I ya R nin bir iistel sifir (nilpotent)
ideali denir. Agik olarak

I" =0 < Her{ay,a,,..,a,} S licina,a, ..a, =0

olmasidir. Diger taraftan bir halkanin her [ iistel sifir ideali bir nil idealidir.

Tamim 2.2.8 R bir halka ve P de R nin bir ideali olmak {izere eger R/ p boliim halkasi

bir bolge ise, bu durumda P ye R nin bir tamamen asal (completely prime) ideali denir.
Buna denk olarak a, b € R igin,
ab € P = a€Pveyab€eP

oluyor ise, bu durumda P ideali completely prime ideal olur.

Tamim 2.2.9 Eger bir birimli ve degismeli halka bir tek maksimal ideale sahip ise, bu

durumda bu halkaya yerel (local) halka denir.

Tammm 2.2.10 Bir R halkasinin tim asal ideallerinin arakesitine R halkasinin asal

radikali denir ve rad R ile gosterilir.

Ornek 2.2.11 R bir halka olsun Bu durumda a da R de bir merkezil eskare eleman
oluyorsa, bu durumda 1z —a elemanida bir merkezil eskaredir. Ayrica aR ve

(1g — a)R kiimeleri R nin idealleridir.

R bir halka ve I da R nin bir ideali olmak iizere R/I = {a + I| a € R} kiimesi,
(a+D+B+D)=(@+b)+1
seklinde tanimlanan toplama islemine gore degismeli gruptur. R / ; degismeli grubu,

(a+Db+1)=ab+1
ikili islemi ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R nin I ya gore boliim halkas: denir.

R degismeli ise, bu durumda R/, ninda degismeli ve R birimli ise, bu durumda R/, da

birimlidir.



2.3 Polinom Halkalar1 ve Ore Genislemeleri

Bir R halkasindan farkli yeni halkalar elde etmek miimkiindiir. Bu bdlimdeki

caligmalarimiz boyunca kullanacagimiz bu yeni halkalar1 hatirlatacagiz.

Tamim 2.3.1 R birimli bir halka olsun. x bir bilinmeyen olmak tizere;
ap + a;x + ax? + -+ a,x® (n € N¥)
seklindeki formal toplamaya R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim bu
polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir. Yani;
R[x] = {ag + a;x + azx? + - + a,x"| n € N*, a; € R}

seklinde tanimlanur.

n

p@) = ) axl, a0 =) bx/ €Rlx]
j=0

i=0
olmak iizere, bu polinomlarin toplami ve ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir. n ve m

tamsayilarindan biiyiik olanini k ile gosterirsek;

k
p() +9(0) = ) (artb)x!
i=0

seklinde tanimlanir.
l

= z ajbl_j

j=0
olmak tizere,

m+n

P = ) et

1=0
seklindedir. c; katsayilar1 daha agik bir ifadeyle;
¢ = agb; + a1b_1 + azb;_; + -+ a;_,b, + a;_1b; + a;by
seklinde tanimlanir. Yukarida tanimlanan ikili islemler ile birlikte R[x] kiimesi bir
halkadir. Bu halkaya R tzerindeki polinomlarin halkast veya R den katsayul

polinomlarin halkas: denir.

Tamm 2.3.2 R bir halka olsun. « da R nin bir endomorfizmast olsun. (R[x],+)

degismeli grubunu goz oOniine aldigimizda, R[x] de yeni c¢arpma islemini soyle



tanimlayalim. iki polinom garpilirken r € R i¢in xr = a(r)x olarak yazilir. Bdylece bu
carpma islemi ile birlikte R[x] bir halka olur. Bu halka endomorfizma tipinin bir Ore
genislemesi veya Skew polinom halkasi olarak adlandirilir. Bu halka R[x;a] ile

gosterilir.

Tammm 2.3.3 R bir halka olsun. (M,+) bir degismeli grup olsun. Eger asagidaki
kosullar1 saglayan bir R X M - M, (r,m) — rm fonksiyonu var ise, bu durumda M ye
bir sol R —modiil denir. Her r,s € R ve x,y € M i¢in;

i) rx+y)=rx+ry

(i) r+s)x =rx+sx

(iii) r(sx) = (rs)x
ve R, 1 birimine sahip birimli bir halka olmak iizere, buna ek olarak her x € M i¢in

1zx = x kosulu saglaniyorsa, M bir birimsel sol R —modiil olarak adlandirilir.

Tanmm 2.3.4 R ile S iki halka olsun Ayni zamanda (M, +) degismeli grubu bir sol
R —modiil ve bir sag S —modiil olsun. Eger her r € R, her x € M ve her s € S i¢in

(rx)s = r(xs) oluyorsa, bu durumda M bir sol R, sag S —bimodiil olarak adlandirilir.

2.4 Bazi Halka Siniflari

Simdi, daha 6nceden calisilan bazi halka siiflarini hatirlatalim.

Tamim 2.4.1 R bir halka ve a,b € R igin, ab = 0 = ba = 0 saglaniyorsa, bu durumda

R halkas: terslenebilir (reversible) olarak adlandirilir.

R bir halka olsun. Bu durumda a € R igin a®? = 0 = a = 0 oluyorsa, bu durumda R ye

bir inmis halka denir.

Lemma 2.4.2 R bir inmis halka olsun. Bu durumda R terslenebilirdir.
Ispat. R bir inmis halka olup a,b €R igin ab =0 olsun. Bu durumda
(ba)? = baba = b0a =0 olup R inmis oldugundan ba = 0 olur. Buda bize R

halkasinin terslenebilir oldugunu kanitlar. O
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Tamim 2.4.3 R bir halka ve a € R olmak iizere {r € R:ra = 0} kiimesine a nin R
halkasi igindeki so/ sifirlayan: denir ve annR (a) ile gosterilir. Benzer olarak annf (a) =
{r € R:ar = 0} seklinde tanimlanir ve a nin R igindeki sag sifirlayani olarak
adlandirtlir. Eger R bir degismeli halka olursa, bu durumda a nin R igindeki sag ve sol

sifirlayan kiimeleri esit olacagi agiktir. Bu kiime ann®(a) ile gosterilir.

Tamm 2.4.4 R bir halka olsun.Eger a,b € R igin, ab = 0 = aRb = 0 oluyorsa, bu
durumda R halkasina yari degismeli (semicommitative) denir. Bir R halkasinin yari
degismeli olmas: igin gerek ve yeter kosul, her a € R i¢in annf(a)(annR(a))

kiimesinin R nin bir ideali olmasidir.

Her terslenebilir halka yar1 degismeli halkadir. Gergekten, R terslenebilir bir halka ve
a,b € R igin, ab = 0 olsun. R terslenebilir bir halka oldugundan ba = 0 olup bdylece
her r € R i¢in bar = 0 olur. Tekrar R terslenebilir oldugundan arb = 0 olur yani

aRb = 0 elde edilir ki, bu da R nin yar1 degismeli oldugunu gosterir.

Teorem 2.4.5 R bir halka ve a € R olmak iizere asagidakiler birbirine denktir,
(i) Her bir sag R —modiil M i¢in Ma = 0 dir.
(if) a; R nin her maksimal sag idealine aittir.
(iii) Her y € R igin 1 — ay sag tersinirdir.

(iv) Herx,y € R i¢in 1 — xay tersinirdir.

Tanmim 2.4.6 R bir halka olmak iizere R nin yukaridaki teoremin denk kosullarindan
birini saglayan tim elemanlarinin kiimesine R nin Jacobson radikali denir ve J(R) ile
gosterilir. J(R) kiimesi R nin bir idealidir. Diger taraftan J(R) ; R nin tiim maksimal sag

idealinin arakesitidir.
Tanmm 2.4.7 R bir halka olmak tizere, eger her bir r € R i¢in rsr = r olacak sekilde

bir s € R varsa, bu durumda R halkasina Regular halka veya von Neumann Regular

halka denir.
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Tamim 2.4.8 R bir halka olmak iizere, eger R halkasi sol (sag) idealleri iizerinde azalan
zincir kosulunu saghiyor ise, bu durumda R ye sol (sag) Artinian denir. Eger R halkasi

hem sag hemde sol Artinian ise, bu durumda Artinian olarak adlandirilir.

Tamm 2.4.9 R bir halka ve I; R nin bir ideali olmak iizere a? = a(mod I) kosulunu

saglayan R nin bir a elemanina egkare mod I denir.

Tamim 2.4.10 R bir halka olmak iizere eger eskare mod J(R) ler yiikseltilebilir ve

R /] (R) halkas1 semisimple ise, bu durumda R halkasina semiperfect halka denir.

Tamim 2.4.11 R bir halka ve R nin ideallerinin bir ailesi {4;|i € I} olsun Eger

»:R->R HiEIR/Al.

kanonik homomorfizmasi bire-bir ise, bu durumda R ye {R/A_ |i € I} nin bir subdirect
L

carpimi denir.

Tamim 2.4.12 R bir halka olmak iizere a € R i¢in, aRa = 0 = a = 0 oluyorsa, bu

durumda R halkasi yar: asal (Semiprime) olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.13 R bir halka ve

n

p(x) = z a;xt, q(x) = z bix’ € R[x]
=0

i=0
olmak iizere, p(x)q(x) =0 = a;h; =0 (0<i<n0<j<m)ise budurumda R

halkasina Armendariz denir. Her inmis halka ayn1 zamanda bir Armendariz halkadir.
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3. iKiLI HALKALAR

Bu boliimde Abelian halkalarin bir genellestirilmesi olan ikili halkalar1 calisacagiz.
Hatirlanacagi iizere, her idempotenti merkezi olan halkaya bir Abelian halka denir. Yani
R bir halka olmak iizere eger e? = e € R iken e € M(R) oluyorsa, bu durumda R
halkas1 Abelian halka olarak adlandirilir. Bu kisimda her ikili halkanin bir Abelian
halka oldugunu gosterecegiz ve ikili halkalarin bir takim karakterizasyonunu vererek bu
halka smiflarinin temel 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu boliim icin temel referanslarimiz
Feller (1958), Thierrin (1959), ve Habeb (1990) olacaktir. Bu boliimdeki tiim sonuglar

yukarida ad1 gegen ¢alismalardan derlenmistir.

Ikili halkalarin tanimini vererek baslayalim.

Tamim 3.1 R bir halka olmak iizere; eger R nin her sol ideali R nin iki-yanli ideali
oluyorsa, bu durumda R ye sol ikili halka (left duo ring) denir. Sag ikili halka tanimi da
benzer olarak yapilir. Eger bir R halkas1 hem sol ikili hem de sag ikili halka ise bu
durumda R ye ikili halka (duo ring) denir.

Her degismeli halkanin ikili halka oldugu agiktir.

Lemma 3.2 R bir ikili halka olsun. a,b,c € R igin abc = bx = yb olacak sekilde

x,y € R vardir.

Ispat R bir ikili halka ve a,b,c € R kabul edelim. Bu durumda bR ; R nin bir sag
idealidir. Fakat R bir ikili halka oldugundan bR ; ayn1 zamanda R nin bir sol idealidir. O
halde bc € bR ve a € R igin abc € bR olur. Boylece abc = bx olacak sekilde bir
X € R vardir. Benzer diigiinceyle Rb ; R nin bir sol ideali olup, R bir ikili halka
oldugundan Rb ; R nin ayn1 zamanda bir sag idealidir. Boylece ab € Rb ve c € R igin
abc € Rb olup, buradan abc = yb olacak sekilde bir y € R vardir.

Lemma 3.3 R bir ikili halka ve e? = e € R ise, bu durumda e € M (R) dir.
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Ispat R bir ikili halka ve e? =e € Rolsun. Her r €R igin re = er oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in 7 € R ve e? = e € R olsun. Lemma 3.2 den ree = ex olacak
sekilde bir x € R vardir. Aym sekilde eer = ye olacak sekilde bir y € R vardir.
ree = ex esitligini soldan e ile ¢arparak ve e nin bir idempotent oldugunuda kullanarak
ere = ex elde ederiz. Ayni diisiinceyle eer = ye esitligini sagdan e ile g¢arparak
ere = ye elde ederiz. boylece ere = ex = ye bulunur. Sonu¢ olarak re = ex = ye =

er elde ederiz.

Lemma 3.3 bize her ikili halkanin bir Abelian halka oldugunu gosterir.

Onerme 3.4 R bir ikili halka ve M ; R nin iistel sifir olmayan bir minimal ideali ise,
bu durumda M bir division halkadir.

Ispat R bir ikili halka ve M ; R nin dstel sifir olmayan bir minimal ideali olsun. R bir
ikili halka oldugundan M ; R nin bir minimal sag idealidir. Boylece M = eR olacak
sekilde e? = e € R vardir. Lemma 3.3 geregince e € M(R) dir. e = ee € eR = M, olup
e; M halkasmin birim elemanidir. Gergekten; her er € M igin eer = er Ve ere =
eer = er dir. Simdi 0 # m € M olsun. Bu durumda mM # 0 olur. Eger mM =0
olsayd1 bu durumda M? = 0 olurdu ki, bu da M nin iistel sifirdan farkli olmasiyla
celisirdi. Diger taraftan mM bir sag ideal olup, M bir minimal sag ideal oldugundan
mM = M elde edilir. e € M = mM oldugundan e = mm’' olacak sekilde m' € M

vardir. Bu da bize M nin bir division halka oldugunu gosterir.

Lemma 3.5 R bir ikili halka olsun. Bu durumda her a € R igin aR = Ra dur.

Ispat R bir ikili halka ve a € R olsun. Simdi x € aR olsun. Bu durumda x = ar olacak
sekilde bir r € R vardir. Boylece x € 1zar yazabiliriz. Lemma 3.2 den x € 1zar =1r'a
olacak sekilde r' € R vardir. Boylece x =r'a € Ra olur ki bu da bize aR c Ra
oldugunu gosterir. Simdi y € Ra olsun. Bu durumda y = sa olacak sekilde bir s € R
vardir. y € saly yazilabilir ve Lemma 3.2 den y = as’ olacak sekilde bir s’ € R vardir.
Yani y € aR olur ki, bu da bize aR c Ra oldugunu gosterir. Sonug olarak aR = Ra

elde edilir.
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Onerme 3.6 Her ikili halka yar1 degismelidir.

Ispat R bir ikili halka ve a, b € R igin ab = 0 olsun. r € R i¢in rb € Rb olup Lemma
3.5ten rb € Rb = bR olur. Yani rb = bs olacak sekilde bir s € R vardir. Bu esitligi
soldan a ile carparsak arb = abs = 0s = 0 olur ki buradan aRb = 0 elde ederiz. Bu da

bize R nin yari-degismeli halka oldugunu gosterir.

Onerme 3.7 Her yar1 degismeli halka Abeliandur.

Ispat R bir yar degismeli halka ve e? = e € R olsun. Bu durumda e(1 —e) = 0 ve
(1 —e)e =0 olup, R yan degismeli oldugundan eR(1—e) =0 ve (1—e)Re=0
olur. Boylece her r € R igin er(1 —e) = 0 ve (1 — e)re = 0 dir. Buradan er = ere ve
re = ere olup er =re oldugunu elde ederiz. Bu da bize R halkasinin Abelian

oldugunu gosterir.

Asagida verecegimiz iki Lemma Armendariz bir halkanin Abelian oldugunu oldugunu

ispatlamada oldukca kullanisl olacaktir.

Lemma 3.8 R bir Armendariz halka olmak iizere her a,b € R icin bann®(a) n
aann®(b) = 0 dur.

Ispat R bir Armendariz halka ve a,b € R olsun. Kabul edelim ki bannf(a) N
aann® (b) # 0 olsun. Bu durumda 0 # ¢ € bann®(a) N aannf(b) olacak sekilde bir
¢ € R vardir. Boylece ¢ € bannf (a)ve ¢ € aannf(b) dir. O halde 0 # ¢ = bt = as
olacak sekilde t € bann®(a) ve s € aann®(b) vardir. Boylece as — bt = at = bs = 0
dir. Simdi f(x) =a—bx g(x) =t+ sx € R[x] polinomlarm1 g6z Oniine alalim.
f(x)g(x) = at + (as — bt)x — bsx? = 0 elde ederiz. Fakat as # 0 oldugundan, bu R
halkasinin Armendariz olmasi ile ¢elisir ki sonug olarak bu kabuliimiiz yanlis olup

bann®(a) N aann®(b) = 0 dur.

Lemma 3.9 R bir Armendariz halka ve e? = e, f2 = f € R olsun. Eger fe = 0 ise, bu
durumda ef = 0 dir.

Ispat R bir Armendariz halkave e? = e, f? = f € Rve fe = 0 olsun. Once

ann®(1 — f) = fR oldugunu gésterelim. u € r(1 — f) ise, bu durumda (1 — f)u =0
olup, buradan u € fu € fR olur ki, bu da bize (1 — f) c fR oldugunu gosterir.

15



Simdi v € fR olsun. Bu durumda v = fr olacas sekilde r € R vardir. (1 — f)v =
A= fr=fr—f?r=fr—fr=0 olur. Yani ver(l—f) olur ki, bu da bize
fR c rg(1 — f) oldugunu gosterir. Sonug olarak annf(1— f) = fR olur. Diger
taraftanda ann®(e) = (1 — e)R oldugu kolayca gosterilebilir. Lemma 3.8 dea =1 —f
ve b =e alinirsa 0 = bannf(a) N aann®(b) =efRN (1 —f)(1 —e)R olur. ef =
ef1 € efR dir. Diger taraftan
1-HA-e=H=>0A-)f+ef)

=—f+ef +f*—fef

= ef
Oldugundan ef € (1 —f)(1 —e)R olur. Boylece ef €efRN(1—f)(1—e)R=0
olup ef = 0 elde edilir.

Onerme 3.10 Her Armendariz halka Abeliandir.

Ispat R bir Armendariz halka ve e?=e€R olsun. Her T €R icin f=e+
er(1—e) €R de bir idempotent elemandir. Ayrica (1 —e)f =(1—e)[e+
er(l—e)]=e+er(l—e)—e—er(l1—e)=0 olup, Lemma39 dan 0=
fAQ—e)=le+er(1—e)Jl—e)=e(l—e)+er(1—e)(1—e)=er(1—e)=
er — ere olup ere = er elde edilir. Diger taraftan f' = (1 —e) + (1 — e)re de yine
bir idempotent olup ef’ =0 olur. Tekrar Lemma 3.9 dan 0= f'e=[(1—¢e)+
(1—e)rele=((1—e)re=re—ere den ere=re olur.Sonu¢ olarak er =re

oldugundan R halkas1 Abeliandir.

Lemma 3.11 Bir R halkasi i¢in asagidakiler birbirine denktir.

(1) R yari-degismeli bir halkadir.

(i) Her bir a € R i¢in ann¥ (a) (denk olarak ann® (a)) iki yanl idealdir.
Ispat (i) = (ii) : Kabul edelim Ki R bir yari-degismeli halka olsun. annX (a) nin bir sol
ideal oldugunu biliyoruz. Simdi annf(a) nin bir sag ideal oldugunu gdsterelim. Bunun
icin r€R ve s € annf(a) olsun. Bu durumda sa =0 dir. R yari-degismeli
oldugundan sRa = 0 olur. Bdylece sra = 0 olup sr € annf(a) elde edilir. Bu da
annf(a) nin bir sag ideal oldugunu gosterir. Benzer sekilde ann®(a) nin bir sol ideal

oldugu gosterilebilir.
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(ii) = (i) : Her bir a € R i¢in annf(a) iki yanli ideal olsun. kabul edelim ki b,c € R
icin bc = 0 olsun. Boylece b € annf(c) dir. annf(c) bir sag ideal oldugundan her
r € R i¢in br € annf(c) olup, buradan brc = 0 yani bRc = 0 elde edilir ki, bu da R

nin yari-degismeli oldugunu gosterir.

Lemma 3.12 R bir halka ve e? = e € R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(i) e € M(R) dir.

(i)  Re =eRdir.

(iii) annR(e) = annf(e) dir.
Ispat (i) = (ii) : e € M(R) olsun. x € Re ise, bu durumda x = ae olacak sekilde
a € R vardir. e € M(R) oldugundan x = ea € eR olup, Re c eR elde edilir. eR c Re
oldugu da kolayca gortliir.
(ii))= () : Re=eR olsun. r €R igin re € Re = eR olup re € eR dir. Boylece
re = ea olacak sekilde a € R vardir. Bu esitligi soldan e ile ¢arparsak ere = ea = re
olur. Diger taraftan er € eR = Re olup er = be olacak sekilde b € R vardir. Buradan
ere = be = er olur. Sonug olarak ere = er = re olup e € M(R) elde edilir.
(i) = (iii) : e € M(R) olsun. u € annf(e) ise ue =0 ve e € M(R) oldugundan
eu = 0 yani u € annf(e) olur. Béylece annf(e) ¢ ann®(e) olur. Diger kapsamada
benzer sekilde gosterilebilir.
(iii) > (i) : Kabul edelim ki annf(e) = annf(e) olsun. e? =e oldugundan
aanf(e) = R(1 — e) ve annf(e) = (1 — e)R dir. Kabulden R(1 — e) = (1 — e)R olur.
1 — e de bir idempotent oldugundan (ii) = (i) yi kullanarak 1 — e € M(R) oldugunu
gorliriiz. Yani her r €R igin (1 —e)r =r(1 —e) olup, buradan er =re yani e €
M (R) elde ederiz.

Teorem 3.13 R bir ikili halka olmak {izere eger R sifirdan farkli {istel sifir eleman
icermiyor ve alt-direkt indirgenmez ise, bu durumda bir division halkadir.

Ispat R alt-direkt indirgenmez bir halka oldugundan bir M minimal ideal igerir. Bu M
ideali iistel sifir degildir. Bu yiizden Onerme 3.4 den dolayr M bir division halka ve
M = eR olacak sekilde bir merkezi eskare e elemani vardir. T = {ex — x|x € R}

kiimesi R nin bir idealidir. Gerg¢ekten; u,v € T olsun. Bu durumda u = ex — x ve
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v = ey — y olacak sekilde x,y € R vardir. Boylece u —v =(ex—x) —(ey—y) =
ex—y)—(x—y)eTdirueTver €eRi¢ginur = (ex —x)r =e(xr) —xr €T ve
ru=r(ex—x) =rex —rx = e(rx) — (rx) € T olur. Eger y € MNT ise, bu durumda
y€Mvey€eTolup y € M €= eR oldugundan y = es olacak sekilde s € R vardir.
y € T oldugundan y = et — t olacak sekilde t € R vardir. Boylece y =es =et —t
olup ey =es=y =et—et =0 olur. O halde y =0 olup MNT = 0 elde edilir. M
minimal ideal oldugundan T = 0 elde edilir. Sonug olarak her x € R i¢in ex —x = 0
yani ex = x elde edilir. Her x € R igin x = ex € eR = M oldugundan x € M olur.

Sonug olarak M = R elde edilir.

Onerme 3.14 R bir ikili halka olmak iizere, R nin her asal ideali tamamen asal
idealdir.

Ispat R bir ikili halka ve P ; R nin bir asal ideali olsun. x,y € R i¢in xy € P olsun.
I = {a € R|xa € P} kiimesini g6z 6niine alalim. I ; R nin bir sag idealidir. Gergekten ;
a,b €1 igin xa,xb € P olup x(a —b) = xa — xb € P olur. Béylece a — b € I elde
edilir. Simdi a € I ve r € R olsun. a € I oldugundan xa € P dir. Béylece xar = xar €
P elde edilir ki, bu da bize I nin R nin bir sag ideali oldugunu gosterir. R bir ikili halka
oldugundan I ayni zamanda R nin bir sol ideali olur. xy € P oldugundan y € I dur. I sol
ideal oldugundan Ry € I dir. O halde xRy < P olur. R asal ideal oldugundan x € P

veya y € P elde ederiz ki, bu da bize P nin tamamen asal bir ideal oldugunu gosterir.

Teorem 3.15 Bir ikili halkanin istel sifir elemanlarinin kiimesi N bir idealdir. N ayni
zamanda R nin tamamen asal ideallerinin arakesitine esittir.

Ispat P; ler R nin tamamen asal idealleri olmak iizere I =N P; olsun. a € N olsun. Bu
durumda a™ = 0 olacak sekilde bir n € N vardir. Ag¢ik olarak a™ € P; olur. Bu ylizden
a € P; ve bdylece N C I elde edilir. Onerme 3.4 den dolayr I ; R nin asal ideallerinin

arakesitidir. Sonug olarak N = I elde edilir.

Asagidaki sonucu verebilmemiz i¢in bir ikili halkanin herhangi bir homomorfik
goriintiistintin de bir ikili halka oldugunu gérmemiz gerekir. Simdi bunu gorelim. R bir
ikili halka olmak {izere f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. f(R) nin yani R nin

homomorfik goriintiisiiniin de bir ikili halka oldugunu ispat edelim. Bunun i¢in, ilk

18



olarak I; f(R) nin bir sag ideali olsun. Bu durumda £ ~(I); R nin bir sag ideali ve R bir
ikili halka oldugundan f~1(I); R nin bir sol idealidir. Béylece f:R — f(R) orten
oldugundan I = f(f ~1(I)) olup, bu da f(R) nin bir sol idealidir. Aym sekilde f(R) nin
her sol idealinin bir sag idealinin oldugu gosterilebilir. Sonug olarak f(R) bir ikili halka

olur.

Sonug¢ 3.16 Her inmis ikili halka sifir bolensiz ikili halkalarin bir alt direkt toplamudir.
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4. iIKiLI HALKALARIN POLINOM HALKALARI

Ore polinom halkalari, kuantum mekaniginin matematiksel alt yapisindaki diferensiyel
operator halkalarinin arastirilmalarinin baslamasiyla, son yiizyilda oldukca fazla 6nem
kazanmaktadir. Ore genislemeler ve bunlarin idealleri {izerindeki modern arastirmalarin
zenginligi arastirmacilar1 kuantum gruplari, enveloping cebirleri, lokalizasyon teorisi ve
boyut teorisi hakkindaki sorulara motive etmistir. Bir Ore genislemesinin sol
ideallerinin iki-yanli ideali olmasin1 belirleme problemi boliim cebiri teorisinde bir

klasik uygulamaya sahiptir.

Bu béliimde Ore polinom halkalar i¢in farkli bir durumu inceleyecegiz. Daha agik
olarak Ore polinom halkalarmin her sol (yada sag) idealini iki yanli ideal olmasi
durumunu inceleyecegiz. Siradan polinom halkalar1 i¢in bu durum halka degismeli
olmadigi siirece gergeklesmez. Bu boliimde daha genel durumlar elde edecegiz. Burada

verecegimiz tiim sonuglar Marks (2004) calismasindan alinmistir.

Bu boliimde gbz oniine alacagimiz tiim halkalar aksi belirtilmedikge birimli halkalar
olacaktir. R bir halka, c:R — R bir halka homomorfizmasi yani R nin bir
endomorfizmasi ve § : R = R bir o-tiirev olsun. Yani ; her a,b € R i¢in §(a + b) =

6(a) +6(b) ve 5(ab) = a(a)d(b) + 6(a)b olsun.

a b

Ornek 4.1 R bir halka olmak iizere S = {( 0 a

) la,b € R} halkasint gz Oniine

. a b\_(0 b . .
alalm.c: S-S5, o <( 0 a)> = ( 0 0) seklinde tanimlanan fonksiyon agik olarak

S nin bir endomorfizmasidir. Diger taraftan §: S-S 8((8 Z)) = (8 g)
) . ) . ) . a b c d
seklinde tanimlanan bagintida bir o —tiirevdir. Gergekten ; her ( 0 a) , ( 0 C) eES

i¢cin

(G 0+ G D)=s(C7 210)=C "39=6 D+ D)=
5((5 1)) +5((5 9)ar
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(6 D6 9)=s((§ "e)=6 5
(@ D)5 9)+5(C D)E D= DG D+C HE Y

=(8 a()d)+(8 b()c)
d+b
(6 “57)

oldugundan S bir o —tiirevdir.

R bir halka olmak tizere R den katsayili iki polinomun toplami bilinen polinom
toplami1 ve iki polinomun carpimimi her a € R igin xa = o(a)x + §(a) kural
yardimiyla tanimlanirsa, bu durumda bu yeni tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte
R den katsayili polinomlarin kiimesi bir halka olmaktadir. Bu halkaya R halkasinin bir

Ore geniglemesi denir ve R[x; g, 6] ile gosterilir.

Ornek 4.2 R bir halkap(x) = ag + a;x + a,x?, q(x) = by + byx € R[x; 0, 8] icin;
p(x)q(x) = (ap + arx + azx?)(by + by x)
= agbg + aghix + a;xby + a;xbyx + a,x%by + ax*bix
= agby + aghix + a,[0(bo)x + 8(by)] + a;[o(by)x + 8(by)]x?
+ a,x[o(by)x + 8(by)] + ayx[o(by)x + 8(by)]x
= agby + agb;x + a;o(by)x + a,8(by) + a;o(by)x + a,8(b,)x?
+ a,x0(by)x + ayx8(by) + ayxo(by)x? + a,x8(by)x
= agby + agb;x + a;0(by)x + a,8(by) + a;o(by)x + a,8(b,)x?
+ ay[02(bg)x + 8o (by)]x? + ay[c8(by)x + §%(by)]x
= agbg + agh1x + a;0(by)x + a;8(by) + a;0(by)x3 + a,8(by)x?
+ a,0%(by)x? + a,80(bg)x + a,08(by)x + a,8%(by)
+ a,06%(by)x> + a,08(by)x? + a,80(by)x? + a,8%(by)x
= [aghy + a;0(by) + a,8%(by)]
+[agh; + a0(by) + ay80(by) + a,08(by) + a,8%(by)]x
+[a,8(by)+a,0%(by) + a,08(by) + a,80(by)]x?
+[a,0(by) + ay02(by)]x3 olur.
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Eger R[x;0,6] Ore genislemesinde § = 0 doniisiimii ise bu durumda R[x;o,0] =
R[x; o] halkasina skew polinom halkas1 den Eger o = Iy dzdeslik endomorfizmasi ise
bu durumda R[x; I, 8] = R[x; 8] diferensiyel operator halkasi elde edilir. Son olarak
o = I dzdeslik endomorfizmasi ve & =0 doniisimii alimirsa R[x; Iz, 0] = R[x]

polinom halkasi elde edilir.

I; R halkasinin bir ideali olmak {izere eger o(I) < I oluyorsa, bu durumda I idealine R
nin bir o — ideali denir. Eger §(I) €1 oluyorsa I ya R nin bir § — ideali denir. Eger
I; R nin hem bir o — ideali ve hem de bir & — ideali oluyorsa, bu durumda I ya R nin
bir (o,8) — ideali denir. R halkasiin Jacobson radikalini radR ve R deki tersinir
elemanlarin ¢arpimsal grubunu U(R) ile gosterecegi R bir halka olmak tizere a,b € R
icin eger ab =1 olmasi ba =1 olmasmi gerektiriyorsa, bu durumda R halkas1
Dedekind-sonlu olarak adlandirilir. R bir halka ve a € R olmak {izere, eger a sol-tersinir
ve sag sifir bolen eleman degilse, bu durumda a € U(R) dir. Gergekten ba = 1 olacak
sekilde bir b € R var olsun. Bu durumda (ab — 1)a =aba—a=al—a=a—a =0
ve a sag sifir bolen olmadigindan ab — 1 = 0 olmalidir. Boylece ab =1 olup a €
U(R) elde edilir. R sifir halkadan farkli bir halka olmak tiizere, eger a,b € R i¢in
ab = 0 olmasi a = 0 veya b = 0 olmasin1 gerektirmiyor ise, bu durumda R halkasina
bir bolge (domain) denir. Diger taraftan her bolge, Dedekind sonludur. Gergekten; R bir
bolge ve a,b € R igin ab = 1 olsun. bu durumda (ba — 1)b = bab —b =bl — b =
b—b=0 olup b #0 ve R bir bdlge oldugundan ba — 1 = 0 olmalidir. Boylece

ba = 1 elde edilir ki buda bize R nin bir Dedekind-sonlu halka oldugunu gosterir.

Simdi R bir sol ikili halka olsun. Bu durumda R nin bir Dedekind-sonlu halka oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in 6nce a € R igin aR < Ra oldugunu gosterelim. x € aR ise
x = ar = lar olarak sekilde r € R vardir. Lemma 3.2 den x = lar = sa olacak
sekilde s € R vardir. Bu da bize aR < Ra oldugunu gésterir. Simdi ab = 1 olsun. Bu
durumda 1 = ab € aR < Ra olup 1€ Ra dir. Yani 1 = ca olacak sekilde c€ R vardir.
Boylece b =1b =cab =cl =c olup 1=ca = ba elde edilir ki bu da bize R

halkasinin Dedekind-sonlu oldugunu gdsterir.
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Bu boéliime, degismeli olmayan bir skew polinom halkasinin asla tek yonli bir ikili

halka olmayacagini gostererek baslayacagiz.

Teorem 4.3 R bir halka ve g; R nin bir endomorfizmasi olsun. Eger R[x; o] skew
polinom halkas1 sag veya sol ikili halka ise, bu durumda R[x; o] degismelidir. Yani R
degismeli ve o = I dir.

Ispat R[x; o] skew polinom halkas1 tek yanli bir ikili halka olsun. Bu durumda R[x; o]
halkas1 Dedekind-sonludur. Kabul edelim ki o # Iz olsun. Bu durumda o(a) # a
olacak sekilde bir a € R vardir. 1+ ax + x? € R[x; o] i¢in R[x;c](1 + ax + x?) ;
R[x;o]nin bir sol idealidir. Diger taraftan 1+ ax + a? € R[x;o](1 + ax + x?) ve
x € R[x; 0] i¢in (1 + ax + x®)x = x + ax? + x3 & R[x; d](1 + ax + x?) oldugundan
R[x;0](1 + ax + x2); R[x; o] min bir sag ideali degildir. Bdylece R[x;a] sol ikili
halka olamaz. Boylece kabulden R[x;o]sag ikili halka olmalidir. Eger o bire-bir
olsaydi bu durumda f(x) =ag+ a;x+ -+ an_x"1+x" gx)=by+bx+
o +bx™ 4+ x™ € R[x; 0]\{0} i¢in f(x)g(x) = agby + [aghy + aya(b)]x + -+ +
0" (by)x™™ olacagindan der(fg) = derf + derg olacaktir. (1 + ax + x?)R[x; o]
nin R[x; o] nin bir sag ideali oldugunu biliyoruz. Fakat x € R[x; 0] ve 1+ ax + x2 €
(1+ ax + x®)R[x;0] igin x(1+ax+x®)=x+o(@x?*+x3¢ (1+ax+
x%?)R[x; o] olur. Bdylece R[x; o] sag ikili halka oldugundan o 6rten olmak zorundadir.
Fakat bire-bir degildir. Simdi, sadece R deki tersinir elemanlarin o tarafindan tersinir
elemanlara dontstiiriildiigiinii gosterelim. Kabul edelim ki b € R i¢in o(b) € U(R)
olsun. bR[x;c]; R[x; ] nin bir sag ideali ve R[x;o] sag ikili halka oldugundan
bR[x; 0] ; R[x; 0] nmin aym zamanda bir sol idealidir. Boylece x € R[x; 0] ve b €
bR[x; o] i¢in xb € bR[x; o] olup a(b)x € bR[x; o] olur. Buradan ab € bR olur. O
halde o(b) = bc olacak sekilde ¢ € R vardir. a(b) € U(R) oldu. bc[o(b)]™* = 1 elde
edilir. R[x; o] Dedekind-sonlu oldugundan c[a(b)]"'h = 1 olur. Yani b € U(R) elde
edilir. Boylece U"l(U(R)) = U(R) olur. Simdi o bire-bir olmadigindan o(c;) =0
olacak sekilde bir 0 # ¢; € R vardir. Fakat o orten oldugundan o(cy) = c; olacak
sekilde 0 # ¢y € R vardir. R[x; o] sag ikili halka oldugundan x € R[x; o] ve ¢y +
c1x +x2 € (co+ cx + x)R[x;0] igin  x(co + c1x + x2) = a(co)x + a(cy)x? +
x3 = cx+x3 € (cy+cix+x*)R[x;0] olur. Boylece cix+x3=(co+cix+

x)(dy + dix + dyx? + -+ d,x™) olacak sekilde bir dy+dyx + dyx? + -+
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d,x™ € R[x; o] vardir. Boylece c1x + x3 = codg + [cody + cro(dg)]x +
[cody + cro(dy) + 02(dy)]x? + [cods + cr0o(dy) + a2(dy)]x3 + -+ 02(d,)x™+?
esitliinden cqdy =0, cody +ci0(dy) =c¢; Ve cods + cio(dy) +0%(dy) =1
denklemleri elde edilir. cody = 0 olup a(cody) = a(cy)a(dy) = cio(dy) =a(0) =0
elde edilir. Boylece cod; =c; elde edilir. cyd; = cy0(dy) +0%(d;) =1 den
0%[cods = c;o(dy) + 0%(d)] =0%(1) =1 den o2(cy)o?(ds) + 0%(cy)a3(dy) +
o*(d;) =1 olur ki bu da o*(d;) =1 elde edilir. c"*(U(R)) = U(R) oldugundan
o(d,) € U(R) olur. cyd; = c; esitligine o y1 uygularsak o(cy)od; = a(c;) olup
ci0(dy) = o elde edilir. 6(d,) € U(R) oldugundan bu c¢; # 0 olmasi ile gelisir. Sonug
olarak o = I, elde ederiz. Boylece R[x;o] = R[x;Iz] = R[x] yazabiliriz ki bu
kabulden tek yonlii ikili halkaydi. Simdi a,b € R olsun. R[x] sol ikili halka
oldugundan a + x € R[x] ve b € R[x] i¢in (a + x)b € R[x](a + x) olmalidir. O halde
(a+x)b=c(a+x) olacak sekilde ¢ € R vardir. Boylece ab + bx = ca + cx
esitliginden ¢ = b elde edilir. Yani ab = ba elde edilir. Eger R[x; o] sag ikili halka ise,
bu durumda tekrar ba = ab elde edilir. Yani her iki durumda da R degismeli olmak
zorundadir.

Bir skew polinom halkasi tek yonli ikili ve degismeli olmayan bir halka olmamasina
ragmen kuvvet serisi halkasi ikili halka olabilir. Ornegin ; eger D bir division halka ve ¢

da D nin bir otomorfizmasi olmak {izere D[[x; o]] bir ikili halkadur.

Teorem 4.4 R bir halka, o; R nin bir endomorfizmasi ve &; R nin bir o — tirevi olsun.
Eger S = R|[x;0,6] Ore genislemesi sol ikili halka ise, bu durumda S degismelidir.
(Yani R degismeli, 0 = I, ve § = 0 dir.)

Ispat S = R[x;0,5] Ore genislemesi sol ikili halka olsun. Kabul edelim ki & # 0
olsun. Bu durumda 6 (r) # 0 olacak sekilde en az bir r € R vardir. Sx ; S halkasinin bir
sol idealidir. S bir ikili halka oldugundan Sx; S nin ayni zamanda bir sag idealidir.
x €ESxver €S icinxr =0()x+35(r) € Sx olur. O halde § = 0 olmalidir. Boylece
S =R[x;0,6] = R[x;0,0] = R[x; o] olup, Teorem 4.3 uygulanirsa ispat tamamlanr.
Diger taraftan R[x; g, §] halkasinin sag ikili halka olmasi ¢ ve § ya bazi kisitlamalar

getirir. Bunu asagida gérecegiz.
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Lemma 4.5 R bir halka, o; R nin bir endomorfizmasi ve §; R nin bir o — tiirevi olsun.
Eger S = R[x; g, 8] Ore genislemesi sag ikili halka ise, bu durumda herhangi bir i € N
ker(c') C radR dir.

Ispat S = R[x; 0, 8] Ore genislemesi sag ikili halka olsun. r € ker(a?) , t € R olmak
tizere (1 —1t)S; S nin bir sag idealidir. S sag ikili halka oldugundan (1 — rt)S aym
zamanda S nin bir sol idealidir. Boylece 1 — rt € (1 — rt)S ve x* € S igin x'(1 —rt) €
(1—7t)S olacaktir. Boylece x'(1—rt) =c'(1—rt)x'+-+8A—-1t) €1 —
rt)S oldugundan o'(1 —rt) = (1 — rt)a olacak sekilde a € R vardir. Diger taraftan
r € ker(¢') oldugundan o'(1—1rt) = ¢'(1) —c'(r)o’(t) = 1 —05'(t) =1 olup
1=0'(1—-7rt) =(1—rt)a € (1 —rt)R buradan r € radR elde ederiz ki bu da ispat:

tamamlar.

Teorem 4.6 R bir halka, o; R nin bir endomorfizmasi1 ve 6; R nin bir o — tiirevi
olsun. Eger S = R[x; g, §] Ore genislemesi sag ikili halka fakat degismeli degil ise, bu
durumda (0) # kero < radR dir.

Ispat S = R[x;0,5] Ore genislemesi sag ikili halka fakat degismeli olmasmn. Bu
durumda o bir otomorfizma olamaz. Aksi taktirde S°P halkasina Teorem 4.4
uygulanabilirdi. Bir r € R igin S sag ikili halka oldugundan rx € xS olur. Bu durumda
rx = xp(x) olacak sekilde p(x) € S vardir. p(x) = 1y + 11X + 15x2 + -+ + r,x* olsun.
Eger o bire-bir olsaydi bu durumda k = 0 ve r € Imo elde ederdik. O zaman o bire-bir
ve Orten olurdu ki bu s6z konusu degildir. Boylece kera # (0) olur. Boylece ispat

Lemma 4.5 in bir direkt sonucu olur.

Teorem 4.4 ve Teorem 4.6 ; degismeli olmayan bir R[x; o, §] halkasinin asla tek yonlii
ikili halka olamayacagini vurgular.

Agcik olarak ; bir sag ikili halkanin bir alt halkas1 sag ikili halka olmak zorunda degildir.
Bununla beraber bazi durumlarda halkanin sag ikili olma 6zelligi alt halkalarina tasinir.
Eger R[x; g, 8] sag ikili halka ise, bu durumda bu halkanin bir alt halkasi olan R de sag
ikili halkadir. Eger R[[x; o]] kuvvet serisi halkasi sag ikili halka ise, bu durumda R de

sag ikili halka olmak zorundadir.
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Lemma 4.7 Eger R bir sag veya sol self-injective von Neuman regular halka ise, bu
durumda asagidaki kosullar birbirine denktir.

(i) R sag ikili halkadir.

(if) R sol ikili halkadir.

(iii) R[[x]] sag ikili halkadir.

(iv) R[[x]] sol ikili halkadir.
Ispat Bakimiz. (Marks 2004, Proposition 5)

Lemma 4.8 R bir halka, o; R nin bir endomorfizmasi ve § ; R nin bir o — turevi
olsun. Eger S = R[x; ag, ] Ore genislemesi sag ikili halka ise, bu durumda, R nin her
sag ideali bir (g, §) — idealidir.

Ispat R[x;0,8] Ore genislemesi sag ikili halka olsun. Bu durumda R de bir sag ikili
halkadir. Simdi /,R nin sag ideali olmak lizere o(I) c I ve §(I) €I oldugunu
gosterelim. b € a(I) olsun. Bu durumda b = a(a) olacak sekilde a € I vardir. @S nin S
halkasinin bir sag ideali oldugunu biliyoruz. S sag ikili halka oldugundan a$S ayni
zamanda S nin bir sol idealidir. Boylece a € aS ve x € S i¢in xa € a$ olur. Buradan
og(a)x + 8(a) = xa = ap(x) olacak sekilde p(x) = ap + a;x + ax? + -+ a,x" €
S vardir. O halde o(a) = aa; € aR olur. I ; R nin bir sag ideali oldugundan a € I ve
a; € R igin o(a) = aa, € I olur. Bu da bize a(I) < I oldugunu yani I nin bir o —ideal
oldugunu gésterir. Benzer sekilde §(I) € I oldugunu yani I nin bir § — ideal olduguda

gosterilebilir.

Onerme 4.9 R bir halka, ¢; R nin bir endomorfizmasi ve § ; R nin bir ¢ — tiirevi
olsun. Eger S = R[x; 0,8] Ore genislemesi sag ikili halka ve e? =e € R ise , bu
durumdae € M(R), 5(e) = 0vea(e) = edir.

Ispat R[x; o, 8] Ore genislemesi sag ikili halka olsun. Bu durumda R de bir sag ikili
halka olacagindan Lemma 3.3 geregince e? = e € R igin e € M(R) dir. e2 =e €R
icin 1 —e € R elemanimi goz Oniine alalim. (1 — e)S ; S nin bir sag ideali olup S sag
ikili halka oldugundan (1 — e)S ayn1 zamanda S nin bir sol idealidir. Boylece 1 — e €
(1—e)SvexeSiginx(1—e)e(1—e)S dir. Yanic(1—e)x+6(1—e)=(1—-
e)(ag+ a;x + -+ ay,x™) olacak sekilde ay+ a;x + -+ a,x™ €S mevcuttur.
Buradan §(1—e) =(1—e)ag € (1 —e)R olur. Simdi; §(e) = —6(—e) =0—
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6(—e)=—0—-356(—e) =-8(1)—-d6(—e) =—[6(1)+6(-e)] =-6(1—-e)e (11—

e)R olur. eS ; S nin bir sag ideali ve boylece hipotezden eS ; S nin bir sol idealidir.
Boylece e € eS ve x € S igin xe € eS olup yukaridaki gibi §(e) € eR elde edilir. Sonug
olarak &(e) € (1 —e)R oldugundan &(e) = (1 —e)a olacak sekilde a € R vardir.
&(e) € eR oldugundan §(e) = eb olacak sekilde b € R vardir. Buradan, §(e) = eb =
(1—e)a olup bu esitlik soldan e ile ¢arpilirsa ed(e) = eb = e(1 —e)a = 0 olup
buradan &(e) = 0 elde edilir. S bir ikili halka oldugundan (1 —e) € (1 — e)R olur.
Boylece 6(1—e) =a(1) —o(e) =1—a(e) € (1 —e)R dir. Yani 1 —a(e) = (1 —
e)r olacak sekilde r € R vardir. O halde e — ed(e) = e(1 —e)r = 0 yani ea(e) = e
olur. Diger taraftan g(e) € eR oldugundan o(e) = es olacak sekilde s € R vardir.

Soldan e ile carparak e = ea(e) = eS = a(e) oldugunu goriiriiz.

Sonu¢ 4.10 R bir semiperfect halka, g; R nin bir endomorfizmasi ve §; R nin bir
o — tiirevi olsun. Eger R|[x;a, ] Ore genislemesi bir sag ikili halka ise , bu durumda

R; ler local halkalar olmak tizere R[x; g, 8] = [1j=, R;[x;; 03, 8;] dir.

Teorem 4.11 R bir halka, o; R nin bir endomorfizmas: ve &; R nin bir o — tirevi
olsun. Bu durumda K = U;2,ker(s;) ; R nin bir idealidir. Eger S =
Eger R[x;o,d] Ore genislemesi bir sag ikili halka ise, bu durumda asagidaki kosullar
saglanir:

(i) K ideali radR tarafindan igerilen bir (o, d)-idealidir ve S nin degismeli

oldugu asikar durum diginda K # (0) dir.

(ii) Herhangi bir r € R igin {o™(r)},en dizisinin terimleri belli bir terimden

sonra sabit olarak devam eder.

(iii) Herhangi bir r € R i¢in {a" (8 (7)) }nen dizisinin terimleri belli bir terimden

sonra sifir olarak devam eder.

(iv) S / ks bolim halkasi (R / k)[x] degismeli polinom halkasina izomorftur.
Ispat 1lk olarak U2, ker(a!) nin R nin bir ideali oldugunu gosterelim. Her bir i igin
o' ler R nin birer endomorfizmalar1 olacagindan 0 € ker(c") olup 0 € U2, ker(c?)
elde edilir. Boylece U2, ker(a?) # ¢ olur. Her bir i igin ker(c') € R oldugundan

U2, ker(a') c R olur. Simdi a, b € U2, ker(a*?) olsun. Bu durumda a € ker(c’) ve
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b € ker(c*) olacak sekilde k,j € N vardir. Genelligi bozmaksizin j < k kabul
edebiliriz.  o*(a— b) = o*(a) — ¥ (b) = 0"/ (07 (a)) - o*(b) = 0" (0) - 0 =
0—0=0 oldugundan a — b € ker(c*) olup, bdylecea — b € U2, ker(c) elde
edilir. Simdi a € U2, ker(c") ve r € R olsun. Bu durumda a € ker(c*) olacak sekilde
t e N vardir. c(ar) = 6t (a)ot(r) = 0ct(r) =0 ve oc'(ra) =c'(r)ct(a) =
ot(r)0 = 0 oldugundan ar,ra € U, ker(c") olur. Sonug olarak K = U2, ker(c?) ;
R nin bir idealidir. Eger S degismeli degil ise, bu durumda Teorem 4.6, Lemma 4.5 ve
Lemma 4.8 den K nin radR tarafindan igerilen sifirdan farkli bir (o, ) — ideal
oldugunu soéyleriz. Bu da (i) yi ispatlar. Bu yiizden KS;S nin bir idealidir. K =
U2, ker(a') ; R nin bir idealidir. o ; R nin bir endomorfizmasi ve § min da R nin bir
o — tlrevi iken ¢'(r + k) = o(r) + K seklinde tanimlanan fonksiyonu R/ g min bir
endomorfizmasi ve §'(r + k) = §(r) + K seklinde tanimlanan fonksiyonunda R / K nmn
o' —tlrevi oldugunu gostermek kolaydir. Bunlar yardimiyla (Zﬁo rixt + KS) -

Mo+ K)xt  seklinde tanimlanan fonksiyonun bir endomorfizma oldugunu

gdstererek S/ KS =R/ K)I[X; 0',8'] izomorfizmasini elde ederiz. Fakat S/ ks sag ikili
halka ve ¢’ bire-bir oldugundan Teorem 4.6 dan ¢’ 6zdeslik dontisiimii ve §' de R / K da
stfir doniisiim olacagindan (ii) ve (iii) ispatlanir ve boylece R / i degismeli olur ki bu da

(iv) yi ispatlar.

Sonug¢ 4.12 R bir halka, g; R nin bir endomorfizmasi ve §; R nin bir ¢ — tiirevi olsun.
Eger R[x;0,6] Ore genislemesi sag ikili halka ise, bu durumda r € radR & o(r) €
U(R) dir.

Ispat Teorem 4.11 (ii) den dolayr herhangi bir r € R i¢in {o(r),c?(7),..,
o*(r),o**1(r) = a,0%"? = a,6**3 = q, ...} olacak sekilde bir k € N ve bir a €RR
vardir. Béylece o**1(r —o(r)) = o**1(r) —o**2(r) =a—a =0 oldugundan
r—o(r) € UR,ker(c?) olur. Diger taraftan U{2,ker(c') €radR oldugundan
r €radR © o(r) € radR denkligi dogru olur. Eger o(r) € U(R) ise, bu durumda

R = o(r)R < rR olmasi r € U(R) olmasin gerektirir. Bu da ispati tamamlar.
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Sonug¢ 4.13 R bir halka, o; R nin bir endomorfizmasi ve §; R nin bir ¢ — tiirevi olsun.
R[x; 0,8] Ore genislemesi sag ikili halka olmak tizere K = Uj2, ker(o;) S R idealini
g6z Oniine alalim. Uygun bir i i¢in ; + K € R/  bir sifir bolen olmayacak sekilde
T, T1, -, Ty € R verilsin. Bu durumda x ¥ rixt = (X rixt) (T cixt) ve her i # 1
icin ¢; € K ve ¢; — 1 € K olacak sekilde ¢y, ¢4, ..., ¢, € R vardir.

Ispat x Y rixt = (T rixt) (B, cixt) olacak sekilde g, ¢y, ...,y € R segelim ve
i #1icin d; = c; ve dy = ¢; — 1 olarak tanimlayalim. Teorem 4.11. (iv) den S / ks =
(R/ K) [x] degismeli polinom halkasi icinde (Z [1; + K]x )(Z [d; + K]x )= 0
olur.  Hipotezden;  (R/j) NaanC/¥ (S o[r; + K]x') =0  olur.  Boylece

aan("/K)x] (Z [r; + K]x ) = 0 olur ki, bu da her i i¢in d; € K oldugunu ispatlar.

Asagidaki 6rnek Teorem 4.6, Onerme 4.9, Teorem 4.11 ve Sonug 4.12 deki gereklilik
kosullarinin  Ore genislemesinin sag ikili halka olmasin1 garanti etmedigini

gostermektedir.

Ornek 4.14 T herhangi bir halka ve M # 0 herhangi bir (T,T) —bimodiil olsun.
R = T@®M halkasindaki toplama bilesensel toplama ve c¢arpmada (t;,m,)(t,,m,) =

(t,ty, tym, + myt,) seklinde tanimlansin. ¢ : R - R, a((t, m)) = (t,0) ve 6:R - R,
o) ((t, m)) = (0, m) seklinde tanimlanan fonksiyonlar1 gz oniine alalim. ¢ nin R nin bir
endomorfizmasi oldugunu gostermek kolaydir. Simdi § nmn R nin bir o —tiirev
oldugunu gorelim. Bunun i¢in (t;,my),(t;,m,) € R igin 6((t1,m1) + (tz,mz)) =
6((t1+t2,m1 + mz)) = (0,m; + my) = (0,my) + (0,m,) = 5((t1 + ml)) +

6((t2 + mz)) olur. Diger taraftan 5((t1,m1) + (tz,mz)) = 6((t1t2,t1m2 + mltz)) =
(0, tym, + myty) ve a((tl,ml))S((tz,mz)) + 6((t1,m1))(t2,m2) = (t4,0)(0,m,) +
(0, my)(t,, my) = (0,t;my) + (0,myt,) = (0, t;m, + myt,) oldugundan & ; R nin bir
o —tiirevidir.  Ayrica 02((t, m)) = a(a(t, m)) =o(m,0) = (m,0) = o(m,t) her
i>1 icin o' =0 olup ker(o) =ker(c') olacagindan ker(c) = U2, ker(c") elde
edilir. ker(o) = {(t, m) € T®M|a((t, m)) = (0,0)} ={(t,m) e T®EM} =
{(t, m) e T®M|t = 0} = 0BM olur. Sonug olarak ker(o) = Uj2, ker(ai) =0M <
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radR elde edilir. 0= meM olsun. Eger x((1,m)+ (-1, m)x)=((1,m)+
(=1,m)x)(T2o(t;, m)x') olacak sekilde (¢, m;) €R olsaydi , yukaridaki
polinomlarin esitligindeki sabit terimler esit olacagindan (0,m) = (t,, mty) esitligi

m # 0 olmasiyla gelisir. Yani R[x; g, §] bir sag ikili halka degildir.
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