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SUREKLI KESIiRLER VE PELL DENKLEMLERINE
UYGULAMALARI

OZET

Tez calismamiz 4 ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giristen olusmaktadir. Bu
boliimde siirekli kesirlerin ve Pell denkleminin tarih¢esinden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde ise Siirekli kesirler bashigi altinda, sonlu ve sonsuz siirekli kesirlerin
yaklasimlari, bu yaklasimlarla ilgili bazi teoremler, vd nin periyodik acilimi, periyodik
stirekli kesirler ve tamamiyla periyodik siirekli kesirlerden bahsedilmektedir. Ayrica, Pell
denklemlerinin ¢6ziimiinde yardimci olacak sonsuz siirekli kesirlerin yaklasimlari ile
ilgili teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise sonsuz siirekli kesirlerin yaklasimlarii kullanarak d tamkare
olmayan bir tamsay1 olmak iizere, x? — dy? = +1 Pell denkleminin temel ¢oziimii ve
tiim tamsay1 ¢ozlimlerinin nasil bulunacagindan bahsedilmistir.

Doérdiincii boliimde ise sonug ve onerilerden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu ve sonsuz Siirekli kesirler , Sonlu ve sonsuz Stirekli kesirlerin

yaklagimlari, Periyodik siirekli kesirler, Pell denklemi, x?—dy? =+1 Pell
Denklemlerinin Coziimii.

Vi



CONTINUED FRACTIONS AND APPLICATIONS TO PELL
EQUATIONS

ABSTRACT

Our study consists of 4 main sections. The first section is the introduction. In this section,
the history of continued fractions and the Pell equation is discussed.

In the second section, under the title of Continued Fractions, the approximations of finite
and infinite continued fractions, some theorems related to these approximations, the
periodic expansion of +/d, periodic continued fractions, and completely periodic
continued fractions are discussed. Also, the theorems related to the approximations of
infinite continued fractions that assist in solving Pell equations are given.

In the third section, using the approximations of infinite continued fractions, it is
discussed how to find the fundamental solution and all integer solutions of the equation
x? — dy? = +1, where d is a non-square positive integer.

The fourth section discusses the results and recommendations.

Keywords: Finite and infinite continued fractions, approximations of finite and infinite
continued fractions, periodic continued fractions, the Pell equation, and the solution of
Pell equations, x? — dy? = +1.
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1. GIRIS

1.1. Kesirlerin Tarihgesi

Siirekli Kesirlerin tarihi matematiksel kavramlar arasinda en uzun olanlardan biridir.
Siirekli kesirler sayilar1 ifade etmek igin kullanish bir gorev iistlenir. M.O. 300. ile M.S.
200. yillar1 arasinda matematikgiler sayilar ifade etmek ve Diophantine denklemlerinin
¢oziimleri ic¢in farkli algoritmalar kullandilar. Bu algoritmalarin ¢ogu, sonraki
algoritmalarin gelistirilmesinde incelenmis ve modellenmistir. Siirekli kesirler, 18. yiizy1l
boyunca matematik alaninda sinirli olarak kullanilmaktaydi. Yirminci yiizyilin
baslarindan itibaren siirekli kesirler farkli alanlarda da yayginlasti. Ornegin; Robert M.
Corless, kaos teorisiyle siirekli kesirler arasindaki iliskiyi incelemistir. Siirekli kesirler,
reel sayilara rasyonel yaklasimlari hesaplamak ve Diophantine ve Pell denklemlerini

¢ozmek i¢in bilgisayar algoritmalarinda da kullanilmistir[1].

1748’de, Leonhard Euler, {inlii kitab1 ‘Introductio in analysin infinitorum’da siirekli

kesirler teorisinin ilk kapsamli ve sistematik agiklamasini yapmistir[2].

Stirekli kesirlerin asil kesfi iki matematik¢iye aittir. Bu matematik¢ilerden birincisi
Rafael Bombelli, digeri ise Pietro Antonio Cataldi’dir [2]. Rafael Bombelli “L’Algebra
Opera” adh kitabinda sonsuz sirekli kesirleri kullanarak karekdkleri bulmaya
calismistir[3]. 1579’da L’Agebra Opera adli kitabinin ikinci baskisinda 13 sayisinin
karekokiinii bulmak i¢in modern yontemlerle ifade edilebilecek bir algoritma verdi. Bu

algoritma

seklindedir.



Ote yandan, Pietro Antonio Cataldi de karekokleri ¢ikarmak icin Bombelli ile aym
yontemi izledi ancak siirekli kesirlerin gosterimini gelistiren ilk kisiydi. Cataldi, siirekli
kesrilerin gosterimi igin

n

d

Ay &L &2& .. (1.1.1)
dl 2

formunu kullanima sunmustur. Ayrica, siirekli kesirlerin baz1 6zelliklerini vermistir[2].



2. SUREKLI KESIRLER

Tanmm 2.1. ay, aq,ay, ... bg, by, by, ... reel sayilar veya kompleks sayilar cisminin

elemanlar1 olmak tizere

b,
az +

by

formuna bir siirekli kesir denir. Burada ag,aq,as, ... by, by, by, ... sayilart sonlu veya

sonsuz olabilir[4].

Yukaridaki formda by, by, by, ... sayilarinin hepsi 1 olarak alindiginda elde edilen

2 + 1 2.1)

stirekli kesir formuna basit stirekli kesir denir ve [ay; a,, a, ... | seklinde ifade edilir[5].

Siirekli kesirler, asagida kisaca bahsedilen bir ¢ok konuda sagladigi kolayliklar sebebiyle

matematikgileri etkilemistir. Bunlar,

1. Siirekli kesir yaklasimlarindan faydalanilarak kiiciik hata payma sahip Ol¢ekleme
modelleri olusturulabilir.

2. Diger yontemlere gore karsilastirma bakimindan daha hizli ve kullanighlardir.

3. Istenilen 6zelliklere gore daha ¢ok hesaplama yapilabilir.

4. Biitiin reel sayilar siirekli kesirler tarafindan tam olarak ifade edilebilir[6].

Stirekli kesirler, sonlu stirekli kesirler ve sonsuz siirekli kesirler olarak iki ana baslik

altinda incelenecektir.



2.1. Sonlu Siirekli Kesirler

Tamm 2.1.1. a,b birer tamsay1 olmak {izere a = b.c olsun. Bu takdirde c ve b ye a
nin ¢arpani veya bdleni; a ya ise b veya c’nin kat1 denir. Sayet b, a’nin béleni ise bja ile

gosterilir[7].

Onerme 2.1.1. (Bélme Algoritmasi) Va,b € Zveb # Oigina=b.q+rve 0 <r < |b|
olacak bi¢imde bir tek g, r € Z vardir[7].

Onerme 2.1.2. a,b, c € Z olmak iizere asagidakiler dogrudur.

i) +1llaveala

i) a|]+1lisea=+1

iii) alb ve b|cise a|c

iv) blaiseb|ac

V) albvealcise Vx,y € Z igin a|(bx + cy)

vi) albveblaisea = +b
dir[7].

Tammm 2.1.2. a,b,c €Z olmak iizere c|a ve c|b ise c’ye a ve b’nin ortak boleni (veya
carpani) denir. a ile b sayilarini bdlen en biiyiik d pozitif tamsayisina a ile b nin en biiyiik
ortak boleni denir. Bu durum ebob(a,b) = d veya kisaca (a,b) = d ile gosterilir. d = 1

olmasi halinde ise a ve b’ye aralarinda asaldir denir[7].
Teorem 2.1.3. cy,Cq,...,Ch_2,Ch_q birer tamsayr ve cy # 0 olmak iizere o, x" +
Cpo1 X" 1+ ¢y _5x"72 + -+ ¢;x + ¢ polinomunun bir reel kokii olsun. O zaman o sayisi

ya bir tamsayidir ya da bir irrasyonel sayidir[8].

Tanim 2.1.3. a, harig hepsi pozitif olan ag, aq,ay, ..., a, tamsayilari verilsin.



ag+—mm——— (2.1.1)

formuna sonlu basit stirekli kesir denir. Bu kesir [ay; a;, a,, ..., ap] ile gosterilir[4].

[ag; ay,ay, ...,a,] ifadesi (2.1.1) formundaki kesrin “siirekli kesir agilimi™ olarak ifade

edilecektir.

Ornek 2.1.1. % kesrinin sonlu siirekli kesir agilimini bulunuz?

- 53 1
Cozim: —=1+ o
29 1+—

4+—7

1+

oldugundan z—z sayisini siirekli kesir agilimi [1; 1,4,1,4] ile gosterilir.

Ornek 2.1.2. % in sonlu siirekli kesir agilimini bulunuz?

1 1

v . 68 1o _
Cozum.m—0+% 0+ +é 0+2+1+;2_3
45 45
=0+ ! =0+ !
1+—> I+ ———=—
1+5%7 1+
23 1+i
22
=[0;2,1,1,1,22]

oldugu kolaylikla goriiliir.

Tamm 2.1.4. (Euclid Algoritmasi) b # 0 olmak iizere ry, = a ve r; = b negatif olmayan

tamsayilar olsun. Eger bélme algoritmasi j = 0,1,2,...,n — 2 i¢in 0 < 1j,, < rj4, olmak



lizere rj =Trj41qGj+1 + Tj+2 V€ 1, = 0 olana kadar art arda devam ettirilirse o zaman

(a,b) = ry_4 olur[8].

Teorem 2.1.4. Herhangi bir rasyonel sayisi sonlu basit siirekli kesir olarak ifade
edilebilir[4].

Ispat: q > 0 olmak iizere g bir rasyonel sayisi olsun. Bélme algoritmasi kullanirsa p =
apq+r;ve 0<r; < q olacak bicimde a,,r; € Z vardir. Buradan g =a, +%1 elde
edilir. Eger r; = 0 ise gz ag = [ao] olur. Eger r; # 0 ise q ve r;’e tekrar bdlme

algoritmas1 uygulandiginda q = a;r; +r, ve 0 <r, <r; olacak bicimde a;,r, €Z

vardir. Boylece

p 1 1

ST TE =t

q o ag+—=
q rp

- - o 1 = -
elde edilir. Eger r, = 0 ise E =ag + d [ag,a;] olur. Eger r, # 0 ise 0 zaman r; ve

r,’ye bolme algoritmasi uygulanir. Bu islem kalan sifir olana kadar devam ettirilirse

p=aq+rg
q= air; +r;
ry = apr, +r3

rz = a3r3 + r4

I'n1 = Aplp + Ipyq

I'n = dp42ln+1 +0

olacak bigimde r,,,, = 0 elde edilir. Boylece




oldugu gbriiliir. Bu durumdag = [ag; a1, ay, ..., a,] olur.

Ornek 2.1.3. % rasyonel sayisina karsilik gelen sonlu siirekli kesir agilimini Euclid

Algoritmasi yardimiyla bulunuz?
Coziim: Euclid Algoritmasi uygulanirsa

4257 =8-512 + 161
512 =3-161+ 29
161 =5-29 + 16

29 =116+ 13
16 =113+ 3
13=43+1
3=31+0

elde edilir. Boylece 4521—527 stirekli kesir acihimu [8; 3,5,1,1,4,3] olarak bulunur.

Ornek 2.1.4. % rasyonel sayisinin stirekli kesir agilimini bulunuz?

Coziim: Euclid algoritmas1 kullanilirsa

82 =321+19
21=119+2
19=92+1
2=21+0

oldugu goriiliir. Boylece > = [3;1,9,2] seklinde bulunur.

Ornek 2.1.5. % rasyonel sayisini siirekli kesir agilimini bulunuz?

Coziim: Euclid Algoritmas1 yardimiyla



195=3.63+6
63 =10.6 +3
6=23+0

olup bu esitliklerden, % sayisinin siirekli kesir agiliminin [3; 10,2] oldugu goriiliir.
2.2. Sonlu Siirekli Kesirlerin Yaklasimlar: ve Ozellikleri

ap haric hepsi pozitif olan ag,aq,as, ..., a, tamsayilar1 verilsin. gz [ag;aq,ay, ..., ap]

olsun. [ag; ay,ay, ..., ay] siirekli kesrinin pargalaniglar1 (2.1.1) formu dikkate alinarak

Co = [ag] = ay :aTO

1 aoal+1
Ci=lagja] =ag+— ==—"—
ai ai
1 apajaz+apgtar
C, =lag;a,a,] =ay + =
2 [ 091 2] 0 a1+j; ajaz+1
az
— ] — 1
Ck - [aOI alr .,ak] - aO + 1
agt———
az+
1
+ T
ak_1+£

seklinde tanimlansin. Boylece asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 2.2.1. 0 <k <n i¢in yukarida tamimlanan Cy = [ay;a,,ay,...,a)] ifadesine
[ag; ay,ay,...,a,] strekli kesrinin k. (k —yinci) yaklasimi denir. C,,Cq,Cy, ..., Cx

kesirlerine [ag; aq,ay, ..., ay] stirekli kesrinin sirasiyla 0,1,2, ..., k. yaklasimlari denir[4].

79291
3825

Ornek 2.2.1.

kesrinin 2. ve 4. yaklagimlarin1 bulunuz?



w . 79291 - : : .1 . 1 .
Coziim: Sooc kesrinin, Euclid algoritmasi1 yardimiyla, oncelikle sonlu siirekli kesir

acilimi asagidaki gibi bulunur.

79291 = 20.3825 + 2791
3825 = 1.2791 + 1034
2791 = 2.1034 +723
1034 = 1.723 + 311

723 = 2.311 + 101

311 =3.101 + 8

101 =12.8+5
8=15+3
5=13+2
3=12+1
2=21+0
oldugundan
79291

=[20;1,2,1,2,3,12,1,1,1,2]
3825

olur. Boylece C, ve C, yaklasimlari

1 62
C; =[20;1,2] = 20+1—+3_?
ve
1 228
C4- - [201 1121112] — 20 + 1+2 11 = ?
t—1

1+E

seklinde bulunur.

Onerme 2.2.1. 1 < k < n olmak iizere
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i) [ag; aq, .., Ax_1, Ak, -y Ap] = [ao;al, oy Ax_1, [AK; Akt 1, ...,an]]
1

i [ag; a4, ...,a,a w,dp| = ag + ——mm—
)[ 0y 941y =) dky AdR+1s ==+ n] 0 [a1;30,an]

dir[9].

Ispat: i) [ao; aq, ..., ax_1, [ak; ak+1,...,an]] ifadesinin en icteki [ay;ax4q, ..., ay] stirekli
kesrinde terim sayisi {lizerinden tlimevarim uygulanirsa, terim sayist n—k+1
oldugundan, eger n—k+1 =1 ise k=n olup [a,] =a, dir. Dolayisiyla iddia
dogrudur.

Simdin —k+1 = m ig¢in (i) 6zdesligi dogru olsun. O zaman gosterilmesi gereken n —
k+1 =m+1 icin (i) 6zelliginin dogru oldugudur. Eger (i) 6zdesligi n —k +1 =m

icin dogruysa

[ag; ay, .. an] = [aoi a1, -y Ak—1, Ak, [Ax415 Ak 2) ) an]]
yazilabilir. Ayrica

[ak+1; Axez - an] = [aki [ak+1; ake2 ---'an]] = [ak; ak41) > anl
olarak yazilabileceginden

[ak+1; Axez - an] = [aoi ay, s ax-1, (A Ay 1) ---'an]]

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

i) [ag;aq, ...,ak_1,ax -, an] = [ao;al,...,ak_l,[ak;akH,...,an]] esitliginde k=1

alinirsa
1

[ag;aq,...,a,y] = [ao; [ay,a, ...,an]] =ag+ PP

olarak elde edilir.



11

Sonug¢ 2.2.2. [ay;ay, ..., a,] sonlu siirekli kesir olsun. O zaman

1
[ag;aq, «.,ap] = [ao;al, woydpq + ;] (2.2.1)
dir[10].

Ispat: Onerme 2.2.1 (i) sikkinda k = n — 1 alinirsa

1
[ag; Ay, ...,ay] = [ao;al, e, Ap—_2, [an_l;an]] = [ao;al, N +a—]
n

oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.2. 39—547 =[3;1,3,1,18] = [3; 1, [3; 1,18]] =3+ 4 11 oldugu kolaylikla
[3;1,18]
goriilebilir.
Ornek 2.23. 2 =5+ = 5+i5= 5+ 11
14 14 1+= 1+—
9 1+§
=5+—
1 1
1+1—+%
= [5;1,1,1,4] = [5; 1,1,1 + ﬂ = [5; 1,1, ﬂ = ls; 1,1+ %l
4
1 79
[51 ] I51+ l [5+¥I—E
seklinde yazilabilir.

Teorem 2.2.3. a, hari¢ hepsi pozitif olan (a,) bir sonlu veya sonsuz reel say1 dizisi

olsun. k = 0,1,2 ... olmak uizere

{pO = aO' pl = aOal + 1 (2 2 2)
Pk = akPk-1 + Pk-2 -

ve
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qo =1, di1 = a4
2.2.3
{Clk = agQgk-1 T Jk-2 ( )

olarak tanimlansin. Eger Cy = [ag;aq,ay, ..., ax] iSe 0 zaman Cy = % dir[10].
k

Ispat: Ispat igin k iizerine tiimevarim yontemi uygulanacaktir.
k= 0icin Cy = [ag] = ag = aTO = % oldugundan iddia dogrudur.
0

k= 1i¢in C; = [ag;a;] = ag + ai = %ﬁl = % oldugundan iddia dogrudur.
1 1 1

Pl — 2Plo1 TPz 57y olsun

k i¢in iddia dogru olsun. Yani Cy = [ag;a;,ay, ..., ax] =
dk  Aak9k-1tdk-2

Simdi iddianin k + 1 i¢in dogrulugu gosterilecektir. Sonug 2.2.2°ye gore

1
[ag; @y, ..., Ak, Agy1] = |Ag; A1, «vr g +
Ak+1

yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki ifadede k tane eleman oldugundan varsayima gore

1 aka +1
1 (ak"'a )pk—1+pk—2 (7kak+1 )pk—1+pk—2
+ — k+1 — k+1
aO' al’ b ak a 1 akak+1+1
k+1 (ak+a )Qk—1+Qk—z (73 )Qk—1+Qk—2
k+1 k+1

_ (akak+1+1)Pr-1+ak+1Pk-2
(akak+1+1)qK—1 +ak4+19k—2

_ ak+1(@xPr-1+Pk—2)+Pk-1 _ Ak+1Pk+Pk—1 _ Pk+1
ak4+1(akqr—1+9k-2)+qk-1 ak+19ktgdk-1 dk+1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Bundan sonra, pyx ve qx degerlerinin Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlandigi ve aksi
belirtilmedigi siirece a, hari¢ ag, a;,ay, ..., a, sayilarinin hepsi pozitif tamsayr oldugu

varsayilacaktir.
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Onerme 2.2.4. [ag;a,ayp, ...,ay_1,3,] siirekli kesrinin k. yaklasimi C = % vea, >0
k

- p q -
ise — = [ay; ax_q, ...,a1,30] Ve —— = [ay; ax_1,...,ap,a;] dir[11].
Pk-1 dk-1

Ispat: py ve qy degerlerinin Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlamalar1 kullanilip Kk {izerine

tiimevarim uygulanacaktir. Buna gore

k =1 icin % = a; + — = [ay; a,] oldugundan iddia dogrudur.
0 0

Pk
Pk-1

k i¢in iddia dogru olsun. Yani = [ay; akx_q, -.., a1, a0] Olsun. Bu durumda

1

Pk+1 _ Ak+1Pk+Pk-1
[ak;ak—1,--a1,30]

Pk Pk

_ Pk-1 __ 1
= ag4q t+ = ag4q + P = Ak T
Pk 5;::

olup Onerme 2.2.1°den % = [ag4q; ag, -, a1, ag] olarak elde edilir. Dolayisiyla iddia
k

k + 1 i¢in de dogru olur. Benzer sekilde
k =1 igin % = a_11 = [a;] oldugundan iddia dogrudur.
0

dk
qk-1

k i¢in iddia dogru olsun. Yani = [ay; ak_q, ..., Ay, a;] Olsun. Bu durumda

1

dk+1 __ 3k+19ktdk-1
[ag;ak—_1,--»a2,a1]

Jk-1 1
= = a +—=2 +=——=2a +
A i k+1 ax k+1 qlc;; k+1

qk+1

olup Onerme 2.2.1°den = [ag41; Ay, .-, Ay, a7 ] olarak elde edilir. Dolayisiyla iddia
k

k 4+ 1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 2.2.5. py ve qx degerleri Teorem 2.2.3.’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde

PxQk—1 — qQxPx—1 = (—1)** dir[10].

Ispat: k iizerine tiimevarim uygulanirsa
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k=1 i¢in p;qo— q1po = (@ga; +1) —aja, =1=(—1)° oldugundan iddia
dogrudur. Kk i¢in prq—_1 — qePr—1 = (—=1)¥7 1 esitligi dogru olsun. Bu durumda, (2.2.2)
ve (2.2.3) esitlikleri kullanilarak

Pr+19k — dr+1Pk = (@k+1Px + Pr-1)dk — (@x+19x + 9x-1)Pxk
= ak+1Pkdk T Pk-19k — Ak+19kPk — dk-1Pk
= Pk-19k — 9k-1Pk
= —(qr-1Px — Pr-19K) = (=¥

elde edilir. Yani iddia k + 1 i¢in de dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

_1\k-1
Sonu¢ 2.2.6. Yk = 1i¢in Cy —Cy_; = (qqu)k dir[9].
=il

Ispat: Teorem 2.25°de verilen esitligin her iki tarafi quqy_;’e boliiniirse

_ _1)k-1 -
Pk _ Proa _ (Z1) = Cx — Cx_, elde edilir.
Jk Jk-1 Jdk9k-1

Sonu¢ 2.2.7. px ve qi degerleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde
(P, Qi) = 1 dir[10].

Ispat: (py, qx) = d olsun. O zaman d|py Ve d|qy olup d|pxqk—1 — qxPx—1 olur. Buradan
Teorem 2.2.5°e gore d|1 oldugu goriliir. Dolayisiyla py Ve qx aralarinda

asaldir.

Teorem 2.2.8. py Ve qx degerleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde her

k > 1 i¢in prqr—_z — qrPr—2 = (—1¥a’dir[10].

Ispat: py = agpi—q + Pr—z esitligi qe_p ile qi = axqr—1 + qr—p esitligi px_, ile

carpilarak elde edilen denklemler birbirinden ¢ikarilirsa

Pkdk-2 — AkPk-2 = (@kPk-1 + Pk-2)dk-2 — (AkQk-1 + Ak-2)Pk-2
= akPk-19k-2 T Pk-29k-2 — @akqk-1Pk-2 — dk-2Pk-2

= axPk-19k-2 — ak9k—1Pk-2 = ak(Pk-19k-2 — 9k—1Pk-2)
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elde edilir. Teorem 2.2.5’den pxQqy_» — qxPr—z = (—1)¥ay oldugu goriiliir.
.. ak(—l)k, .
SOHUQ 2.29. vk > 2 1¢1n Ck — Ck—2 = m dll'[4]
-2

Ispat: Teorem 2.2.8’de verilen esitligin her iki tarafi q,qy_,’ye béliiniirse

Pk _ Pk-2 _ Pk9k-2 _ Pk-20k _ a(-Dk

Cy — Cr_, =
ko k=2 ™ g Qkez  GkGkez  Gk-2Gk  Gkdk-z

elde edilir.

Ornek 2.2.4. 2—2 kesri igin C, — Cqy degerini Sonug 2.2.9. yardimiyla bulunuz?

Coziim: Cy = % =[2]=2 =% oldugundan p, = 2 ve q, = 1 bulunur.
0

C, = % = [2;22]= 2+ 2%1 = % oldugundan p, = 12 ve q, = 5 bulunur. Boylece
2 2
_ 132 _1\2
Cp — Cp = 251" _ 2017 _ 2 o1de edilir.
dJ290 5.1 5

Teorem 2.2.10. py Ve qi degerleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde k > 1

icin qr_q < qx Ve ozellikle ag = 0 ise px_; < px dir[10].

Ispat: Oncelikle q,_; < qy oldugu k iizerine tiimevarim uygulanarak gosterilecektir.

k =11i¢in qy = 1 < a; = q; oldugundan iddia dogrudur. k i¢in iddia dogru olsun. Yani

k-1 < gk olsun. O zaman k > 1 i¢in ay = 1 ve dolayisiyla qx_; = 1 oldugu kullanilirsa

Jk+1 = Ak+19k T k-1 > Jk

oldugu goriiliir. Boylece iddia k + 1 i¢in de dogrudur. Yani k > 1 i¢in qyx_; < qy dir.

Simdi ise ag = 0 ise px_; < px oldugu benzer sekilde gosterilecektir. Buna gore
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k=1 i¢in py = ag <a; ag+ 1= p; oldugundan iddia dogrudur. k i¢in iddia dogru
olsun. Yani a, = 0 ise px—; < px olsun. Bu durumda a, =0, k=1 igin ay =1 ve

dolayisiyla px_; = 0 oldugu kullanilirsa

Pk+1 = Ak+1Pk T Pk-1 = Pk

oldugu goriiliir. Boylece iddia k + 1 i¢in de dogrudur. Yani k > 1 i¢in ag = 0 ise px_; <
Pk dir.

Teorem 2.2.11. k > 0 olmak tizere q, = k dir[12].

Ispat: Kk iizerine tiimevarim uygulansin. k = 0 i¢in qx = qo = 1 = 0 = k oldugundan
iddia dogrudur. k i¢in qi = k olsun. O zaman Teorem 2.2.10’den qi_; < qx oldugundan

k < qx < qi41 olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.12. Cx = [ag;ay,ay, ..., ax] ifadesi x = [ay;ay, ...,a,] sonlu siirekli kesrin

bir yaklasimi olsun. Bu taktirde

i) (Cyy) kesinlikle monoton artan bir dizidir.
i1) (Cyk41) kesinlikle monoton azalan bir dizidir.

iii) Her r,s € N igin C,5 < Cyp_4
dir[9].

Ispat: i) Sonug 2.2.9°da verilen C,, — Cy_, = :k(;l
k

k
) esitligi, Teorem 2.2.10°deki q_;, <

k-2

qi esitsizligi ve Teorem 2.2.11 kullanilirsa

_ A2k
Cok — Cox—2 = >0
qQ2k92k-2

elde edilir. Boylece (C,y) dizisinin kesinlikle monoton artan bir dizi oldugu goriiliir.
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_1)k
i1) Sonu¢ 2.2.6’de verilen Cy — Cx_, = a;k( 1)
k

esitligi, Teorem 2.2.10°daki qi_; < qx

qk-2

esitsizligi ve Teorem 2.2.11 kullanilirsa

-1
Coke1 = Copmg =—— <0
qQ2k+192k-1

elde edilir. Boylece (C,k41) dizisinin kesinlikle monoton azalan bir dizi oldugu goriiliir.

(_1)2](—1 . -1
d2kd2k-1 d2kd2k-1

Ayrica Sonu¢ 2.2.6°den  Cyp — Copq = < 0 oldugundan C,y <

Cox—4 Olur.

iii) Her r, s € N igin i) ve ii) siklarindan C,5 < Cyg42r < Cyg42r—1 < Cyr_1 oldugu kolaylikla

goriiliir.

Ornek 2.2.5. [3,1,2,3,5,2,1,3 ] sonlu siirekli kesir igin ilk birkag yaklasim asagida

verilmistir.
Co=1[3]=3
C,=1[3;1]=4

C, =[3;1,2] = 1?1 = 3,66666667

_ 37

C;=[3123] == =37
196
Cy = [3,1,23,5] = 2> = 3,69811321
429
Cs = [3,1,23,5,2] = = = 3,69827586
Co = [3,1,23,5,2,1] = == = 3,69822485
C, =[3;1,2,3,5.21,3] = % = 3,69823435

Buradan gortiliiyor ki C; > C3 > C5 > C;, > Cg > C4 > C, > (g dr.

Teorem 2.2.13. [ay; aq,ay, ...,a,] ve bir yaklagimi Cy olsun. O zaman r > s i¢in

|Cr - Csl < |Cs—1 - Csl (224)
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esitsizligi saglanir[10].

Ispat: s cift olsun. O halde s = 2k olsun. Bu durumda, Teorem 2.2.12 iii)’ye gore, eger

r = Zt ISG CZt < CZk—l 0|Up

Cr—Cs = Cyr = Cyp < Cpiq —Cyx =Cs_1 — G

ve egerr = 2t — 1ise r > s oldugundan C,,_; > C,_; Olup

Cr—Cs = Cpp—1 — G < Cypq — Gy = G5y — G

olduklar goriiliir. Boylece

C, — Cs < Co_yq — Cg (2.2.5)

soncuna varilir. s tek olsun. O zaman s = 2k + 1 olsun. Bu durumda, Teorem 2.2.12

111)’ye gére, egel‘ r =2t ISE CZt < C2k+1 ve Czk < CZk—l 0|Up

Cr — Cs = Cyp — Cai—1 < Cypy1 —Cox =C5 — G54

ve egerr = 2t — 1 ise r > s oldugundan Cyy 41 > Cy_; Olup

Cr—Cs = Cpp—1 — G < Cypyq — Co = C5 — G54

olduklar1 goriiliir. Boylece

C,—Cs < Cg— Cq_y (2.2.6)

olur. (2.2.5) ve (2.2.6) esitsizliklerinden istenen elde edilmis olur.
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Sekil 2.1. Teorem 2.2.13’un geometrik ifadesi

|Cs—1 - Cs|
2.3. Sonsuz Siirekli Kesirler
Onceki béliimde bir rasyonel saymin bir sonlu siirekli kesir ile ifade edildigi belirtilmis
ve Ozelliklerinden bahsedilmisti. Bu boliimde ise sonsuz siirekli kesrin bir irrasyonel

say1y1 belirtiginden ve sonsuz siirekli kesrin 6zelliklerinden bahsedilecek.

Tamm 2.3.1. (2.1.1) formunda ifade edilen (a,) dizisi sonsuz bir dizi ise bu durumda

formuna sonsuz basit siirekli kesir denir ve bu kesir [agy;aq,a5...,ay,...] seklinde

gosterilir[4].

Bundan sonraki kisimlarda, “sonsuz basit siirekli kesir” ifadesi yerine “sonsuz siirekli
kesir” ifadesi kullanilacaktir. Ayrica aksi belirtilmedigi stirece [agy;a;,az ...,ap, ... |
sonsuz siirekli kesrinde (a,) dizisinin terimleri a, hari¢ hepsi pozitif tamsayi olarak ele

alinacaktir.

Sonsuz siirekli kesirleri tartismak icin dizilerde limitlerin varlig ile ilgili asagidaki

yardime1 teoreme ihtiyag vardir.

Lemma 2.3.1. (x,,) bir dizi olsun. Bu durumda
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i) (x,) monoton artan ve tistten sinirli ise lim (x,) vardir.
n—>oo

ii) (x,) monoton azalan ve alttan smurli ise lim (x,,) vardir.
n—>oo

iii) (xp) lim x,, = lim x,,,4 = a ise lim (x,) vardir ve lim (x,) =«
n—oo n—oo n—-oo n—oo
dir[13].

Ayrica px Ve qx degerleri Teorem 2.2.3’deki gibi tamimlandiginda, Cy =

[ag; a1, a5 ..., ax] siirekli kesri ZX jle ifade edilmisti. Teorem 2.2.3’c gore (a,) dizisi

dk

sonsuz bir dizi ise Cy, [ag; a;,a3 ..., ay, ... | sonsuz siirekli kesrin K-yinci yaklagimi olarak

tanimlanir[4].

Boylece yukaridaki tartigmalar neticesinde sonsuz siirekli kesirlerin degeri ile ilgili

asagidaki tanim verilebilir.

Tanmm 2.3.2. a, hari¢c hepsi pozitif olan agy,a;,a,, .. tamsayilart verilsin. C, =

[ag; aq,a5 ...,a] ise bu durumda Ilim C,, mevcut olup bu limite [ay;a4,a;, ...,ay, ... ]
—00
sonsuz siirekli kesrinin degeri denir ve Ilim Cr = [ag;a3,a; ...,ap, ...|] seklinde
—00

gosterilir[14].

Teorem 2.3.2. a, hari¢ hepsi pozitif olan bir ay, a;,a,,as, ... reel sayilar dizisi verilsin.

C, = [ag;a4,a5 ...,a,] ise C,, yaklasimlari bir a limitine gider. O halde

lim C, = «

dir[13].

Ispat: Teorem 2.2.12’e gore her r,s € N igin C,g < Cy,_; oldugundan (C,,) monoton

artan ve ustten sinirlidir. Dolayisiyla Lemma 2.3.1°e gore lim C,, vardir. Benzer sekilde
n—-,oo

(Cyp41) mMonoton azalan ve alttan siirhidir. Dolayisiyla Lemma 2.3.1°e gore lim Cyp 4
n—oo
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vardir. O halde lim C,p4; = y; Ve lim Cy,44 = y, olsun. Ote yandan Sonug 2.2.6’ye
n—-oo n—>oo

gore

1

C —Cyy =
2n+1 2n dz2n+192n

oldugu goriilebilir. Teorem 2.2.11 kullanilirsa

1
Contr = Con = (2n+1).(2n)

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo iken limit alinirsa

) . 1 il
111_{{)10 (Cany1 —Cop) < Al_{{}om B

olacagindan lim Cy,,; = lim C,, yani y; = y, oldugu goriilir. Boylece Lemma
n—oo n—oo

2.3.1’e gore lim C, vardir ve dolayisiyla lim C, = a yazilabilir. Bu teoremin ispatini
n—->oo n—-oo

tamamlar.

Sonu¢ 2.3.3. a = [ag;a,a ... ve C, = 2—“ ise a sayisi C, ile C,,; arasindadir[13].
Ispat: Oncelikle n = 2k olsun. Bu durumda (C,,) monoton artan ve lim C,, mevcut
n—»,oo
oldugundan C,; < a ve (C,x41) monoton azalan ve lim C,y,; mevcut oldugundan a <
n—-,oo

Cykq1 olur. Dolayisiyla C,, < a < C,4q bulunur. Benzer sekilde hareket edilirse n =

2k — 1 oldugunda C,,;; < a < C, elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.
Asagidaki teorem her sonsuz siirekli kesrin bir irrasyonel say1 oldugunu belirtir.

Teorem 2.3.4. a, harig hepsi pozitif olan ay,a;, a,,as, ... tam sayilar dizisi olsun.

a = [ag; a1,y ... Ay, ... | sonsuz siirekli kesri bir irrasyonel say1 belirtir[13].
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Ispat: Tersine a sayisi bir rasyonel say1 olsun. O halde o = bi olacak sekilde b # 0 ve

a,b € Z vardir. Sonug 2.3.3’in ispatindan C,, < a < C,4q oldugu goriliir. Buradan 0 <

a — Cyix < Cypyq — Cyy esitsizligi elde edilir. Sonug 2.2.6°den

1

0 <oa—Cy < Cyppq —Co =
Jd2k+192k

yazilabilir. C, =2 ve o= bi degerleri son esitsizlikte yerine yazilirsa ve gerekli

dk

diizenlemeler yapilirsa

b

d2k+1

0 < aqyk — bpyk < (2.3.1)

elde edilir. Her pozitif k tamsayis1 igin aq,i — bp,y ifadesinin bir tamsay1 oldugu agiktir.
Burada 2k, + 1 > b olacak bi¢imde bir k, > 0 tamsayisi ele alinsin. O zaman Teorem

2.2.11°den qzk,+1 = 2kg + 1 > b olacagindan (2.3.1) esitsizligi

b
0 < aqgk, — bpak, < < dzkot1 _ 4

Qz2kg+1  Yzkg+1

olur. Bu ise aqyy, — bp,y, ifadesi bir tamsay1 oldugundan imkansizdir. O halde a sayist

bir irrasyonel sayidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.3.5. a, hari¢ tiim terimleri pozitif olan (a,) bir reel sayr dizisi ve
[ag; aq,ay,...] sonsuz siirekli kesir olsun. k pozitif bir tamsayr olmak tizere oy =

[ak; Ak+1, Ak+2, ] olsun. O halde
[aO; aq,4dpy, ] = [aO; aq,dp, ., dk—1, ak]
dir[a].

Ispat: Tamm 2.3.2°den o = [ag;ay,ay,...] = lim[ag;as,a,,...a,_1,a,] yazilabilir.
n—-oo

Onerme 2.2.1’¢ gore
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1

dg, d1,d9, ...dpn—_1,dp| = a —_—
[ 0“1 92 n-1 n] 0 + [ai;az,..an—1,an]

dir. Boylece

1

Ili_)r&[al;az,...an_l,an]

a = lim[ag;aq,ay, ...ap_1,ap] = ag +
n—-oo

oldugundan a = ay + ai = [ap; o] bulunur. Dolayisiyla iddia k = 1 igin dogru olur.
1

vk > 1 icin iddia dogru olsun. Yani [ag;a;,a,,...] = [ag;aq,ay, ..., ak_1, 0] olsun. Ote

yandan Tanim 2.3.2°’ye gore oy = [ay; axsq, Akgzr ] = }i_)rg[ak; Agy1,Ak4ps -, Ap] VE

[ay; Ags1, Axezs s ap] = ag + oldugundan ay = [ay; 0y41] oldugu goriiliir.

[ak+1;8Kk+2,-2r]

Dolayistyla Onerme 2.2.1’i kullanilarak

[ag;a1,az, ...] = [ag; 21,8z, ., A1, 0] = [Ag;a1,a2, -, Ax_1, [A); Wpey1]]

:[aO; ai,dp, ..., dk-1,dk, O(k+1]
elde edilir. Boylece iddia k + 1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat biter.
Sonsuz siirekli kesirlerin agilimlarimi bulmak kolay degildir. Bunun i¢in gelistirilen
metotlardan biri asagidaki teoremde verilmistir. Ayrica bu teorem, her irrasyonel sayiya

bir sonsuz siirekli kesrin denk geldigini ortaya koymasi bakimindan da 6nemlidir.

Teorem 2.3.6. a = a, bir irrasyonel say1 ve ay,a,,a, ... bir tamsay1 dizisi olsun. [ ]

ifadesi tam deger fonksiyonunu gostermek tizere k = 0,1,2, ... i¢in

ag = oyl
ve

1
Uk+1 = —ar

seklinde tanimlansin. O halde a = [ay; a4, a5 ... | seklindedir[13].
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Ispat: Oncelikle tiimevarimla oy ’in irrasyonel say1 oldugu gosterilecek. Buna gore

k=0 i¢in a; = - sayis1 bir irrasyoneldir. Clinkii ap, — a, irrasyoneldir. k igin oy
0

—ag

sayis1 irrasyonel olsun. Bu durumda aj, tamsayi oldugundan o, # aj olup

O = ag + o —ax = ax + 1 =ayx + (232)

= Ok+1

(Xk ak
elde edilir. Eger oy, rasyonel sayr olsaydi ay sayisi da rasyonel olurdu. Bu ise bir
celiskidir. Dolayisiyla oy, irrasyoneldir. Sonug olarak ay bir irrasyonel say1 ve ay bir
tamsayr oldugundan oy # a, olur. Boylece (2.3.2) esitliginden ap < ay < ap+1

sonucuna varilabilir. Son esitsizlikten

1< =«
P k+1

elde edilir. Boylece k = 0,1,2,3, ... i¢in opy; = [ogsq] = 1 elde edilir. Bu durumda

ay, ay, as, ... degerleri pozitif tamsayilardir. (2.3.2) esitligi kullanilarak

1 1
o = ag + =ak+ 1 =ak+ 1
k1 g1 T et g1 T 1
g4z T Ot 3
1
= ag + T
ag41t 1
g2t 1
k+317

= [a; aks1, Ake2s -

oldugu goriiliir. Dolayisiyla Teorem 2.3.5’e gore

[ag;a1,az, ...] = [ag;a1,az, ..., Ak, A1 ]

olur. Simdi k {izerine tiimevarimla a = [ag; ay,ay, ..., dx_q, Ak, A1 ] 0ldugu gosterilecek.
Iddiak =0 icina = ay = ag + ai = [ag; ®;] dogrudur. k — 1 i¢in dogru olsun. Yani a =
1

[ag; aq,ay, ..., ax_1, 0] Olsun. O halde
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1

Ok+1

a = [ag;ag,ay, ..., ax_1, 0x] = [ao;al, a,, ..., ax_q1,ax +

= [aoi ay,az, -, k-1, [Ax; O(k+1]] = [ag;ay,az, -+, ak_1, Ap, Ay 1]
oldugu goriiliir. Boylece a = [ay; a4, a5 ... | elde edilir.

Lemma 2.3.7. a bir irrasyonel say1, C, = [ag;a;,a, ...ay] ve lim C, = «a ise

n—oo
1

[a;az..]

ap = [a] vea =ay +
dir [15].

Ispat: Sonu¢ 2.3.3%iin ispatma gdre ay=C,<a<C;=a,+ ai esitsizligi
1

saglandigindan a, = [a] oldugu kolaylikla goriiliir. Ote yandan

1

Ch =lag;ag,az ...,ap] =ag + ————
n [ 0, ALy A2 =y n] 0 [a1;32,van]

olarak yazilabileceginden her iki tarafin limiti alinirsa

oa=limC, = ajg+— =a
nooo R 0 I}Lrgo[al;az,...,an] 0 [ag;as,...]
bulunur.

Teorem 2.3.8. a, harig hepsi pozitif olan ay, a;,a,, ... bir tamsayi dizisi olsun. py ve qy

ifadeleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde

i) PrQk-1 — qQxPr_1 = (—=1¥?
(_1)k—1

Qkdk-1

N Vk>1ligincg — cpq =

iii) Vk > 1 i¢in prqr_p — qQePr_2 = (—1)¥ay

ap(—DK

qdkdk-2

V) Vk > 2 igincg — cg_p =
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V) (pk ’ Qk) =1

vi) k > 2 olmak iizere qr_; < qx Ve px—1 < Pk

vii) k > 0 olmak iizere q, =k

dir[10].

Ispat: Sonlu siirekli kesirler kisminda benzer ifadelerin ispatlar1 yapildig1 igin ve bu

ispatlar sonsuz siirekli kesirler i¢in de gegerli oldugu i¢in ispatlar1 verilmemistir.

Onerme 2.3.9. a, ve b, tamsayilar, a;,a,,as ...,a, pozitif tamsayilar ve x > 1, y > 1

olan iki reel sayilar olmak iizere

|) b0=[a0;X] ise x=1ve b0=ao+1

”) dg * bo ISE [ao; X] * [bo, y]

iii) [ag; a1, a,, ...ay, X] = [ag; ay,ay,...a,, Y] iSEXx =y

dir[9].

Ispat: i) by = [ap; x] olsun. Tersine x > 1 olsun. Bu durumda

a0<[a0;X]=b0=a0+§< ao+1

elde edilir. Fakat b, tamsay1 oldugundan son esitsizlik imkansizdir. O halde x = 1’dir.

Dolayisiyla by = [agy; x] = [ag, 1] = ag + 1 olur.
il) a, # by olsun. Genelligi bozmadan b, > a, olsun. Bu durumda
[ag;x] = o+~ < 2 +1 < by < [by;y]

bulunur. Dolayisiyla [ag; X] # [bg; y] olur.
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iii) n lizerine tiimevarim yontemi uygulanacaktir. Buna gore [ag; X] = [ag;y] ise ag +
i = ag +§ oldugundan x =y olur. Dolayisiyla iddia n = 0 i¢in dogrudur. Iddia n icin

dogru, yani [ay; a;,ay, ...an, X] = [ag; a1, ay, ... 2y, y] iken x = y olsun. Bu durumda

[ag;a1,a2, -, A, Ant1, X] = [2g; 21,8z, -, Ap, [An41;X]]

ve

[aO; di,dz,...dp,dAn+1, Y] = [aO; ap,az, ..., dp, [an+1; Y]]

oldugundan hipoteze gore [a,; x] = [a,; y] esitligi elde edilir. Dolayisiyla x =y olur.
Lemma 2.3.10. [ay; a;,ay, ... ] = [bg; by, by, ...] ise i > 0igin a; = b; dir[15].

ispat: Lemma 237’ye gére a = [ao; dq,dp, ] = [bO;bll bz, ] ISE [[(X]] =4dg = bO

olur. O zaman

1 1
@ =ap+ [agaz..] by + [by;by,...]

esitliginden [a;;a, ... ] = [by; by, ... ] elde edilir. Dolayisiyla a; = b; olur. Benzer metot

uygulanmaya devam edildiginde tiimevarimla i > 0 i¢in a; = b; oldugu elde edilir.

Ornek 2.3.1. B =11;3,2,2,2,...] sonsuz siirekli kesrine karsilik gelen irrasyonel say1y1

bulunuz.

Coziim: B =[1;3,2,2,2,...] =1+ ———

seklinde olup 2 + 11 = a denilirse a = [2;2,2,...] ve dolayisiyla B = [1; 3, a] olur.
Yyisty

24—
24-

Ote yandan a = [2;a] olarak yazilabilecegi kolaylikla goriilebilir. O halde a = 2 +§

esitliginden a?—2a—1=0 denklemi elde edilir. Bu denklemden, o > 2
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- - 1 4a+1 _ 5+4v2
oldugundan, a = 1+ /2 elde edilir. Dolayisiyla p = [1;3,a] = 1 + ;% = 3ZT = s

irrasyonel sayisina ulasilir.

Ornek 2.3.2. x > 0 bir tamsay1 olmak iizere f = [1;3,X,X,X ...] sonsuz siirekli kesrine

karsilik gelen irrasyonel sayiy1 bulunuz.

Cozim: B =[1;3,x,%X, .| =1+ ———

seklinde olup x + +11 = o denirse o = [X;X,X,..] ve dolayisiyla B = [1;3,a] olur.
Xt—7
X+?

Ayrica a = [x;a] olarak yazilabilecegi kolaylikla goriilebilir. O halde o = X+§

esitliginden o? —xa— 1 =0 denklemi elde edilir. x > 0 oldugundan o > 0 olup a =
x+Vx2+4
2

oldugu goriilebilir. Ote yandan x? + 4 ifadesi tam Kare, yani x? + 4 = y?2 olsun.

x > 0 oldugundan y? > 4 olur. Boylece x% + 4 — y2 = 0 denkleminden

A=0-41.(4—y?)=—-16+4.1.y2 >0

ve dolayisiyla A # 0 elde edilir. Bu ise x2 + 4 ifadesinin tam kare olmas1 varsayimiyla

elisi. O halde x2?+4 ifadesi tam kare degildir. Dolayisiyla Vx2 + 4 sayisi

irrasyoneldir. O halde a sayisi da irrasyoneldir. Boylece

B=1+ 1 4o+l 4x+2+4Vx2+4
3+ 3+l 3x+2+3VxZ+4

irrasyonel sayisina ulasilir.

12++v15

Ornek 2.3.3. a = .

irrasyonel sayisina karsilik gelen sonsuz siirekli kesir agilimini

bulunuz.

12415

Coziim: oy = olsun. Teorem 2.3.6. uygulandiginda
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[12++/15 . 1 1 3+V15
ag = [[(XO]] = =5; o = = =
3 Ap—3ag 5 -5 2
[3+V15] . 1 1 3+/15
a; = [oq] = =3; 0 = i
2 o1—aq 3+v1 -3 3
2
[3+V15] . 1 1 3+/15
a; = [a,] = = 2; 03 = V-
3 oy—ay 3+ 15_2 2
3
[3+V15] . 1 1 3+/15
ag = [oz] = =3; oy = Vi
2 oz—as 3+ 15_3 3
2
a, = [o,] = [3+V15] 2 o = 1 1 34415
4 — 41 — | 3 | - 1 5 — y—ay - 3+\/E_2 - 2
3

degerleri elde edilir. Bu degerlere bakilarak

5 eger k = 0 ise
ag =42 eger k > 1 icin k¢ift ise
3 eger k > 1icin k tek ise

tahmini yapilabilir. Bu tahminin dogru oldugu tiimevarimla gosterilecektir. k = 0 igin

tahminin dogru oldugu agiktir. Simdi k > 1 ¢ift olsun. Bu durumda k = 2m yazilirsa

aym = 2 oldugu gosterilmeli. Bunun igin 6ncelikle oy, = 34VIS oldugu gosterilmesi
gerekir ki boylece a,y, = [oym] = [[3+\/E]] olur.
1 1 3+V15 - . <
m =1 olsun. a, = e = T == oldugundan m = 1 i¢in iddia dogrudur.
2
m igin o = 225 dogru olsun. Bu durumda

3

3+\/1_5]] —2

aym = [azm] = [[ 3

o _ 1 _ 1 __ 3+V15
2m+1 O2m—232m ﬂ—z 2
3

ve
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3415
azm+1 = [oom+1]l = [[ 2 ]] =3,

bulunur. Boylece

o _ 1 1 34yi5
2m+2 — - -
O2m+1~a2m+1 %‘/ﬁ_3 3

olur. Dolayisiyla tahmin m + 1 igin de dogru olur. Yani tm = 222 olur. O halde her
m > 1 i¢in
3+V15
aym = [ogm] = [[ 3 ]] =2 (2.3.3)
elde edilir.
Simdi ise k = 1 tek olsun. O zaman k = 2m — 1 yazilabilir. m = 1 i¢in a; = — 13 =
0~ 4o
12+\/1_5_ = 3+;/E ve dolayisiyla a; = [oy] = [[3+\/E]] = 3 bulunur. O halde m > 2

3 5

3+vV15
3

olsun. Bu durumda (2.3.3) esitligi ve her m > 1 igin oy, = oldugu kullanilirsa

o _ 1 1 3415
2m-1 — - Jis -
Oz2m-2—3z2m-2 ¥_2 2

oldugu goriiliir. Boylece m = 1 icin

azmes = ltgm] = [225] =3 (2.3.4)

olur. Sonug olarak

5 eger k = 0 ise
ag =142 eger k > 1 icin k cift ise
3 eger k > 1icin k tek ise
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oldugu goriiliir. Boylece a = 124V13

irrasyonel sayisina karsilik gelen sonsuz siirekli

kesir acilhimu [5; 3,2,3,2,3,2, ... ] olarak bulunur.

Ornek 2.3.4. « =+/5 irrasyonel sayisina karsilik gelen sonsuz siirekli kesir a¢ilimini

bulunuz.

Coziim: oy, = V5 olsun. Teorem 2.3.6 uygulandiginda

1 1
Qo —ap V5 -2

a=lul= [V5+2]=4 w=—"r=z5="V5+2

ag = [ao] = [V5] = 2; oy = =V5+2

a, =[] = [V5+2]=4; a3= L =L =542

Op—apy \/§—2 -

ve boyle devam edilirse tlimevarimla

an=V5+2, ap=[o,] = [V5+2]=4ve oy = aia = \/§1_2 =5 +2

oldugu goriilebilir. O halde a = [2; 4,4,4,4,4,4,4, ...] stirekli kesir agilim1 bulunur.

—X+2+Vx2+4x

Ornek 2.3.5. x bir pozitif tamsay1 olmak iizere o = .

sayisina karsilik gelen

[ag; @y, sy, ... | stirekli kesir agilimi i¢in k = 1 olmak tizere

1 eger k = Oise
ag =14 x eger k > 1 ve kiftise
1 egerk > 1 ve ktek ise

seklinde oldugunu gosteriniz?

Céziim: Oncelikle x2 + 4x cebirsel ifadesinin tam kare olmadigimi gosterilecek. Tersine
x% + 4x ifadesi tam kare yani x?+ 4x =y? olsun. Boylece x?+4x —y? =0

denkleminden
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A=42-41.(-y>)=16+41.y2>16>0

ve dolayisiyla A # 0 elde edilir. Bu ise x? + 4x ifadesinin tam kare olmas1 varsayimiyla

celisir. O halde x? + 4x ifadesi tam kare degildir. Dolayisiyla Vx2 + 4x sayis1 irrasyonel
olup « sayisi da irrasyoneldir. Boylece o’ya bir sonsuz siirekli kesir karsilik gelir. Bu

durumda Teorem 2.3.6.’¢ gére a = o, Olmak iizere k = 0,1,2, ... igin

1

ax = [og] ve ayyq = p——

olarak tanimlaniyor. k = 0 igin (x + 1)? < x2 + 4x < (x + 2)? oldugundan

2g = [ag] = [[_mwmﬂ 4

2

bulunur. O halde k > 1 olsun. Simdi k > 1 ¢ift olsun. Bu durumda k = 2m yazilirsa

< . g . . . Vx2+4x+ h, . ope

aym = X oldugu gosterilmeli. Bunun i¢in dncelikle oy, = % oldugu gosterilirse

.. VxZ+4x+x
boylece azm = [oom] = — | =% olur.
m=1 olsun. @ = —— = L — Vxitaxtx ve dolayisiyla a; = o, ]| =

- 1T gp—ay —x+2+\/x2+4x_1 - 2x yisty L

2
Vx2+ax+x - 1 1 VxZ+4x+
——— || = 1 oldugundan a, = = =272 olur. O halde m =
2X oq—a, Jx2+4x+x_1 2

2X

1 i¢in iddia dogrudur. m i¢in

dogru olsun. Bu durumda

VxZ+4x+x
aym = [am] = — =%
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a _ 1 _ 1 _ Vx2+ax+x
2m+1 — Oom—azm - x/x2+4x+x_x - 2X
2
ve

2X

. . Vx2+4x+x|
aym+1 = [omi1l = |[———— =1,

bulunur. Boylece

_ 1 _ 1 _ VXZ+4x4x

a2m+2 - Oom+1—42m+1 - \/x2+4x+x_1 r 2
2X
2
olur. Dolayistyla iddia m + 1 igin de dogru olur. Yani oz, = ~—=—= olur. O halde her
m > 1 i¢in
2
azm = lem] = [P = x (235)
elde edilir.
$imdi ise k > 1 tek olsun. O zaman k = 2m — 1 yazlabilir. m = 1 igin oy = - 1a =
0—40
vV x2 v/ x2

. = DR e dolayisiyla a; = [, ] = ﬂwﬂ = 1 bulunur. O halde

—X+2+\/x2+4x_1 2X 2X
2
2

m = 2 olsun. Bu durumda (2.3.5) esitligi ve her m > 1 igin oy =~ oldugu
kullanilirsa

_ 1 _ 1 _ Vx2+ax+x
Xzm-1 = Oom-2—32m—2 \/x2+4x+x_X - 2x

2

oldugu goriiliir. Boylece m = 1 icin

_Vx+4x+x]] 1 (2.3.6)

aym-1 = [om-1] = [[ o
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olur. Sonug olarak

1 eger k = Oise
ag =4 X eger k > 1 ve kcift ise
1 egerk > 1 ve ktek ise

—X+2+Vx2+4x

oldugu goriiliir. Boylece a = >

irrasyonel sayisina karsilik gelen sonsuz

stirekli kesir agilimui [1; 1,%,1,%, 1, %, ... ] olarak bulunur.

2.4. Sonsuz Siirekli Kesirlerin Yaklagimlar ile Tlgili Bazi Teoremler

X herhangi bir irrasyonel say1 Ve X,;1 = [@p41;@nyz, -] 0lmak lizere x saymin siirekli

kesir agilimi1

X=agt+——m—mm—
O e ——
az+

olsun. Boylece x = [ag;a;,ay, ..., an, Xp41] yazilabilir. Sabit bir n dogal sayisi igin

[ag; a1,ay, ...] sonsuz siirekli kesrinin ilk n+ 1 yaklasimi Cy = % (0<k<n)ile
k

[ag; 1,8y, «y@p, Xne1]  strekli kesrinin ilk n+1 yaklasimi aymidir. O halde

[ag; a1,ay, ..., ap, Xne1] siirekli kesrinin (n + 2). yaklasimi Cp,,’ ile gdsterilirse o zaman

X +Pn-
X=Cppq = Xn+1Pn¥Pn-1 (2.4.1)
Xn+19dntdn-1

ifadesi elde edilir[11].

Teorem 2.4.1. %, x irrasyonel sayisinin k. yaklagimi ise k > 1 igin
k



1
2qk+19k

1 1 1
AP
dr+19K qx k

esitsizligi saglanir[10].
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Ispat: x bir irrasyonel sayr oldugu ve bu sayiya karsilik gelen sonsuz siirekli kesir

[ag; a;1,ay,...] olsun. Burada a, hari¢ a;,a,, ... sayilar1 pozitiftir. Teorem 2.3.5’e gore

Xps1 = lAxs1; Akaz, -] Olmak lizere x = [ap;aq,ay, ..., Ak, Xk41] Olarak yazilabilir. Bu

durumda (2.4.1) esitligine gore

X _ Xk+1PktPk-1
Xk+19ktdk-1

olur. Bu esitlikten

Pk—19k—Pkdk-1

_ P_k| _
(Xk+19k+dk-1)dk

dk

Xk41Pk+HPk—1 p_kl _
Xk+19ktdk-1  dk

|x

- 1 9
elde edilir. Xy11 = [akq1; Akgzr o ] = Agy1 + I oldugundan
Ak+2t 7

0 <agi1 <Xgr <1+ aksy

olur. Boylece qr4+1 = axs+19x + qr—1 oldugu kullanilirsa

k < gk < qr+1 < Xke19k + dk-1 < dr+1 + Ak

(2.4.2)

oldugu goriilebilir. O halde Teorem 2.3.8’nin vi) ve vii) siklari kullanilirsa (2.4.2)’den

1 1 1 1 1
<ty <

2qk+19k  (dk+1+9KR)dK dk dk+19x  9k% ~ k2

elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 2.4.2. Eger x bir irrasyonel say1, k > 1 ve % x’in k. yaklagimi ise o zaman
k
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o< e
dk qk-1
dir[4].

Xk+1PktPk-1

yazilabilir. Buradan
Xk+19ktdk-1

Ispat: x bir irrasyonel say1 ise (2.4.1)’den x =

X(Xk+19k + 9k-1) = Xk+1Pk + Pk-1

olup

Xk+1(qu — pk) = pk—l — qu—l — _qk—l (X _ pk—l)

qk-1

olur. Son esitligin her iki tarafi Xy, qy ifadesine boliiniirse

X — Pk _ ~Qk-1 (X _ Pk—1)
k-1

dk Xk+19k

esitligi elde edilir. Burada mutlak deger alinirsa

X — Pk-1
qk-1

_ &| _ k-1
qk Xk+19k

[x

olur. Teorem 2.3.8’in vi) sikki 6zellikle k > 1 igin qi = qy_; olarak yazilabileceginden

Ve Xi41 > 1 oldugundan

o2l < e
qk qk-1

Sonucuna varilir.

Teorem 2.4.3. x bir rasyonel say1 ve n > 1 olmak iizere

Pn 1

an

esitsizligini saglar.

i) x’in her iki ardigik yaklagimlarindan en az biri |X ——| <3

qn?
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1
V5qp?

il) x’in her ti¢ ardigik yaklasimlarindan en az biri |X —Pn

Aan

<

esitsizligini saglar[16].

Ispati: Sonug 2.3.3’e gore x irrasyonel sayisi Z—" ile 211 arasinda oldugundan x — 22 jle

n An+1 n

__ Pn—

x — —— ifadeleri zit isaretlidir. Dolayisiyla Teorem 2.3.8in i) sikki kullanilirsa

dn-1

__ 1 (2.4.3)

Ondn+1

—Pn

an

Pn _ Pn+1

+ |X_Pn+1 —
An+1

[x
In In+1

elde edilir. Simdi hipotez saglanmasmn. Yani hem k =n hem de k=n+1 i¢in
1

|X—&| =
2qy2

dk
1 + 1 < 1
ZQnZ 2Qn+12 " dnQn+1

olsun. Bu durumda (2.4.3)’den

elde edilir. Bu esitsizligin her tarafi 2q,qy41 ile carpilirsa

C1n+1_|_ an <?2
Adn An+1

olur. Eger r = qq—“ olarak alinirsa r + % < 2 ve buradan (r — 1)? < 0 esitsizligi bulunur.
n+1

Bu ise r =1 olmasint ve dolayisiyla q, = qu41 Olmasini gerektirir. Fakat bu n = 0
olmastyla miimkiindiir. Bu ise n = 1 oldugundan imkansizdir. O halde hipotez dogrudur.
i) (2.4.3) esitliginin saglandig agiktir. i) deki ispata benze sekilde hipotez saglanmadig
varsayilsin. Yanik =n,k=n+1vek=n+2

Pk 1

X——| 2
| akl — V5qi?

olsun. O halde (2.4.3) esitliginden

1 1 1
+ <
\/EQnZ \/EQn+12 dndn+1

ve
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1 1 1
+ <
V5qn+12 V5Qn+22 On+19n+2

esitsizlikleri elde edilir. Son iki esitsizlikten % +-In <5 ye dniz y dni1 /5

n On+1 an+1 On+2

olur. Simdi 242 = m ve 32 — ¢ olarak alinirsa m +i <+V/5vet +% < /5 olup gerekli

an an+1

islemler yapildiginda m < # ve t < 1+f

bulunur. qn4z = any2qn+1 +dn = dnes +

q, esitsizliginden faydalanarak % >1+ qq“ esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla t > 1 +
n+1 n+1
$> 1 +ﬁ = % bulunur ki bu t< # olmasiyla celisir. Dolayisiyla hipotez

2
dogrulanmis olur.

1
V5b2

Sonuc¢ 2.4.4. Eger x bir irrasyonel say1 ise |X - %| < esitsizligini saglayan sonsuz

saylda% rasyonel sayilart mevcuttur[4].

Teorem 2.4.5. « bir irrasyonel say1 ve z—k, o’nin sonsuz siirekli kesir a¢ilimindaki k.
k

yaklagimi olsun. Eger a ve b tamsayi ve 1 < b < qyq iSe
lgka — py| < [ba —a|
dir[11].

Ispat: 1 <b < qy,q Ve %, o’nin silirekli kesir agilimmin k. yaklasimi olsun. X,y € Z
k

olmak tizere;

{ka + Pr+1y = @

QX+ gqx+1y = b (2.4.4)

denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sistemi

(gi 211:1) (;) - (;) (2.4.5)
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Pk Pk+1

seklinde yazilabilir. Burada A = (g **!

) olarak alinirsa Teorem 2.3.8’in 1) sikkindan

Px Pxk+1

detA = det (Qk Qirt

) = PrQk+1 — Pre1dx = (DX £ 0

bulunur. Dolayisiyla A matrisinin tersi vardir. Boylece

(=2 ()= o (% hE)

dir. Buradan x = (—=1)¥*'(aqys+1 — bprs+1) Ve y = (=1)*1(bpy — aqy) bulunur. Eger
x =0 1ise aqgs; = bpysq dir. Bu durumda (py4+1,9k+1) = 1 oldugundan qy.4|b ve
dolayisiyla qx4+q4 < b olur. Bu ise b < qg;; olmasiyla gelisir. O halde x # 0 olur. Eger
y = 0ise (2.4.4)’den pxx =ave qgx = b olur. Boylece

|ba — a| = |qxx a — prx| = [x||qra — px| = Iqxa — il (2.4.6)

olur. Simdi y # 0 olsun. Eger y < 0 ise (2.4.4)’deki ikinci denklemden qix > 0 olur.
Bu durumda x> 0 bulunur. Eger y > 0 ise y > 1 olacagindan (2.4.4)’deki ikinci
denklemden qgx = b — qg+1Y < b — qxs4q < 0 olur. Bu durumda qgx < 0  olacaktir.

Dolayisiyla x < 0 olur. Sonug olarak x ve y farkli isaretlere sahip olur.

Ayrica a irrasyonel sayist = jle 21 araginda oldugundan e — Pr Ve Qra1® — Prst

dk qk+1

ifadeleri de zit isaretlidir. O halde

|ba — a| = [(qxX + Q1Y) — PxX — Pr+1Y| = [(qra — pr)X + y(qx+1Q — Pr+1)|
= |(qra — pr)X| + |y(qQr+1a — Pr+1) | = Ixllqret — prl = [qra — pyl

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat biter.

Sonu¢ 2.4.6. « bir irrasyonel say1 ve % , a’nin siirekli kesir agilimindaki k. yaklagimi
k

olsun. Eger a ve b tamsay1, 1 < b < q44 ise |a — %| < |a — %| dir[11].
k
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Sonu¢ 2.4.7. a bir irrasyonel say1 ve i=1,2,3,... i¢in, o’nin siirekli kesir yaklagimi,
ave b tamsayilar ve b > 0 olsun. Eger k > 0 bir tamsay1 ve |ba — a| < |qga — pk| ise
b 2 qk+1 dlr[8]

Teorem 2.4.8. 8 bir irrasyonel say1, a Ve b tamsay1 olsun. Eger |B — %| <

.oa o,
< sz iser, B'nn

stirekli kesir agiliminin bir yaklagimidir[9].

Pk

Ispat: Aksine %, B’nin siirekli kesir agiliminin bir yaklasimi olmasm. O halde % * q
k

olacak bi¢gimde k > 0 i¢in ’nin siirekli kesir agiliminin bir % yaklagimi vardir. O zaman
k

qx < b < qg44 olacak sekilde bir k = 0 mevcuttur. Teorem 2.4.5’e gore

a

|akB — Pl < b —al =b|p— 2

<1
2b

1 g <
olur. Buradan |B - p—kl < — olur. 25k oldugundan |aqy — bpy| = 1 oldugu agiktir.
akl  2bgg b ax
Dolayisiyla
1 lagk—bpk| a pk| | pk| | a 1 1
— < ——= ===+ <=+ =
bay bay b gy B ax B bl = 2bgx = 2b?

bulunur. Son esitsizlik 2b2qy ile ¢arpilirsa b < qy elde edilir. Bu ise qx < b < qiy1

olmasi ile geligir. O halde % = % olan k > 0 mevcuttur. Boylece ispat biter.
k

Teorem 2.4.9. o> 1 bir irrasyonel olsun. Eger %, o’nin k. yaklagimi ise k > 1 igin
k

1, =15 H
—mn k. yaklagimi % dir. Ayrica a = [ay; aq,ay,...,ap,...] IS8
k-1

1
—= [0; ap,a1,a3,..-,2p,---]
dir[17].

Ispat: o = [ag;a;,ay,...,ap, ...] IS8 C, = [ag;a;,3y, ...,ay] olmak iizere lim C, = a

n—»,oo

oldugunu biliniyor. R, = [0; ay, a4, ay, ..., a,] olsun. O zaman
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1 1
R, =1[0;ap,21,23,...,2y] =04+ ————=0+—
n = [0;20,21,3;, ..., an] +[a0;a1,a2,...,an] +Cn
- g . 1 1 1
olup burada limit alindiginda lim R, = 0+ — = — bulunur. Dolayisiyla - =
n—-oo r}l_)l‘lo’lecn o o
[0;a9,a1,ap,...,ay,--. ] olur. Ayrica
1 n _ 1 1 Qg
z = [0agaraz ., ak] = 0+ = Bt
-1

oldugundan ia’nm k. yaklagiminin gk
k

=2 oldugu goriiliir.
-1

2.5. Periyodik Sonsuz Siirekli Kesirler
Bu boliimde periyodik olan sonsuz siirekli kesirlerden bahsedilecektir.

Tanmm 2.5.1. [ay;aq,ay, ..., 4y, ... | sonsuz sirekli kesir ve n bir pozitif tamsay1 olsun.
Vn = N i¢in a, = a4 olacak sekilde N > 0 dogal sayis1 ve k pozitif tamsayis1 varsa
[ag; a;,ay, ..., Ay, ... | sonsuz siirekli kesrine periyodiktir denir. Bu sart1 saglayan en kiigiik
k pozitif tamsayisina da sonsuz siirekli kesrin periyodu denir. Bu durumda ¥n > N igin
ap, = apsx 156 [ag;aq,ay, ..., aN—1,, AN, ) AN+k—1, AN4+ko -] sOnsuz siirekli Kesrinin

periyodikligi

[ao; dq,dy, ..., AN=1,s ANy +=+)» aN+k_1J
ile gosterilir[8].

Ornek 2.5.1. zi‘;g = [1;3,2,2,2, ...] oldugu Ornek 2.3.1°de gésterilmisti. O halde bu

kesir periyodiktir. Bu durum [1; 3, 2] seklinde gosterilir. Ayrica periyodu 1°dir.

Ornek 2.52. o= 12415

=[5;3,23,23,2,..] =[5;3,2] periyodiktir ve periyodu

2°dir.
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Tammm 2.5.2. « irrasyonel sayisi katsayilari tamsay1 olan 2. dereceden bir polinomun

kokii ise a’ya kuadratik irrasyonel say1 denir[8].

Yukaridaki tanima goére A,B,CEZ ve A#0 olmak iizere Ax?+Bx+C=0

— 2_ —R— 2_
denkleminin kokleri x, = =" ve x, = ———~—"C dir. Eger BZ — 4AC > 0 ve
—B+VB2—-4AC

tam kare olmayan bir say1 ise 0 zaman x; , = sayilar1 kuadratik irrasyoneldir.

2A

Kuadratik irrasyonel olmayan sonsuz tane irrasyonel sayir vardir. Kuadratik irrasyonel

olmayan irrasyonel sayilara 6rnek olarak T ve e sayilar verebilir.

Ornek 2.5.3. /3 + 1 sayisimin kuadratik irrasyonel say1 oldugunu gosteriniz
Coziim: x = V3 + 1 olsun. Buradan katsayilari tamsay1 olan 2. dereceden x? — 2x — 2 =

0 polinomu elde edilir. Dolaysiyla x = /3 + 1 kuadratik irrasyoneldir.

Lemma 2.5.1. a reel sayist kuadratik irrasyoneldir < a, b, ¢ tamsayilar, c # 0 ve b > 0

tam kare olmayan bir tamsay1 olmak iizere
a = (a + Vb)/c
dir[8].

3 . , N
Lemma 2.5.2. Eger o kuadratik irrasyonel ve ,s,t ve u tamsayilar ise, — sayisi ya

rasyoneldir ya da bir kuadratik irrasyoneldir[8].

b . o L - —Vb
Tamm 2.5.3 o = # irrasyonel sayis1 kuadratik irrasyonel ise a'nin eslenigi o’ = %—

ile tanimlanir[8].

Lemma25.3. a= # ve = # iki kuadratik irrasyonel ise

(a+p) =od Fp
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i) (aB)’ = o'’
i) (%) =g—:
dir[8].

Ote yandan a,b,c,d rasyonel sayilar olmak iizere a ++b ve c++/d iki kuadratik

irrasyonel say1ve a+ Vb = c++/d isea=cveb=4d dir.

Teorem 2.5.4. « bir kuadratik irrasyonel say1 ise d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1, P

ve Q tamsayilar, Q # 0 ve Q|(d — P?) olmak iizere a = %ﬁ bi¢imindedir[8].

Ispat: « bir kuadratik irrasyonel sayisi ise katsayilar1 tamsayi olan 2. dereceden Aa? +

—-B+VB2-4A
2A

Ba + C = 0 denklemi saglanir. O halde A # 0 olup o = S seklindedir. o bir

reel say1 oldugundan B% — 4AC > 0 ve B2 — 4AC tam kare degildir. Dolayisiyla P =

—B,Q = 2Aved = B% — 4AC olarak aliirsa teoremin hipotezi saglanmis olup

P+V/d
(x_:
Q

bi¢iminde olur. Boylece ispat tamamlanir.

Bir kuadratik irrasyonelin siirekli kesri Teorem 2.3.6 yardimiyla bulunabilecegi gibi

alternatif olarak asagidaki teorem yardimiyla da bulunabilir.

Teorem 2.5.5. a bir kuadratik irrasyonel say1 olsun. Q, # 0, d > 0 tamkere olmayan bir

Po+Vd

0

tamsay1r ve Qo|d — P,* olmak iizere a = olacak bicimde P, ve Q, tamsayilar

mevcuttur. k = 0,1,2,3, ... icin

_ Pk+\/a
Qv '

ag = [agl,

Oy
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Py = axQx — By,

ardisik olarak tanimlanirsa
a = [ag;as,ay, ..., ap, -]
dir[8].

ispat: k iizerine timevarim yontemiyle P, ve Q’nin tamsayilar, Q # 0 ve Qx|d — P>
oldugu gosterilecektir.

k = 0 i¢in teoremin hipotezinden iddia dogrudur. Simdi iddia k i¢in dogru olsun. Yani P
ve Q’nin tamsayilar, Qi # 0, Qx|d — P2 olsun. Ote yandan P,; = a,Qy — Pc’in bir
tam say1 oldugu aciktir. Ayrica

_d-Pyyq®  d—(agQr-P)? _ d-(P)? |, (2axPr—ar?Qu)Qxk
Q41 = = = ity

Qk Qx Qk Qx

dir. Dolayisiyla varsayimma gore Qi|d — P> oldugundan Qy,,’in tamsayr oldugu

_ 2
soylenebilir. d # P *’dir. Ciinkii d tamkare degildir. O halde Q4 = 4Pkt

2
d—Pk+1

3 esitligi Qy ile carpilirsa Qu1Qx = d — Peyq® bulunur. Buradan
k

Qx+1 =

Q+1|d — Peyq? bulunur. Boylece iddia k + 1 igin ispatlanmustir.

Simdi ise k=0,1,2,3,... i¢in ap,q = " 1a oldugu gosterilecektir. Boylece Teorem
k—dk
2.3.6’ya gore a = [ag;ay,ay,...,ay,...| 0ldugu sdylenebilir. Bunun igin oy = Pkc:‘/a
k

esitligi ele alinirsa ve d — Pk+12 = QxQx41 esitligi kullanilirsa

_ Py+Vd _ Pr+Vd-agQyx _ Vd—(axQy—Pyx) _ Vd—Pyiq
S Qk e Qx N Qk Tk

_ d—Py,° o UOQkes Qs 1
Qk(\/a+Pk+1) Qk(\/a+Pk+1) (\/H+Pk+1) AR+1
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elde edilir. Boylece a1 = ! esitligi saglanir. Dolayisiyla o = [ay; aq,a,,,...] olur.
k

ak—a

Ornek 254. a=+/7 sayisinin siirekli kesir agihmmin [2;1,1,1,4,1,1,1,4,...] =

[2 ; 1,1,1,4] seklinde oldugunu gosteriniz?

Coziim: Teorem 2.5.5’¢ gore a = #7 olarak yazilirsa Py =0, Q, =1 ve d = 7 olur.

k=10,1,2,3, ... olmak lizere;

Pk+Va d-Py 2
o ==o— Ak = [oud , Pess = aQu = P Ve Quyn = — ==

formiilleri kullanilirsa ay, Py, Qi degerleri asagidaki tabloda verildigi gibi elde edilmistir.

Tablo2.1 oa=+7 sayisi i¢in bulunan k, ay, oy, P, Qx (k= 1,2,3,...) degerleri igin

k ax o B Qx
0 2 0+ v7 0 1
1
1 1 217 2 3
3
2 1 1+v7 1 2
2
3 1 1+v7 1 3
3
4 4 2+47 2 1
1
5 1 iV 2 3
3
6 1 1+v7 1 2
2
7 1 1+v7 1 3
3
8 4 iV 2 1
1

Tablodaki verilerden timevarimla /7 sayisimin periyodik siirekli kesir agilimma sahip

oldugu goriiliir. Boylece

a=1[211141114,..]1 =[211,14]
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dir.

Teorem 2.5.6. Bir irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir agilim periyodiktir ancak ve

ancak bu say1 kuadratik irrasyoneldir[8]

Ispat: o bir irrasyonel say1 ve bu saymin siirekli kesir agilimi periyodik olsun. O halde
a = [ag;aq,ay, -, apn, Ans1s s Antkl ile gosterilir. Burada x = [a;1; -, an+kl

alindiginda X = [ap4q; ..., Ap4k X] Olarak yazilabileceginden Teorem 2.2.3’e gore x =

XPn+ktPn+k-1

olur. Bu esitlikten katsayilar1 tamsay1 olan 2. dereceden
Xqn+ktAn+k-1

qun+k + X(dn+k—1 — Pn+k) — Pn+k-1 = 0

polinomu elde edilir. Ayricax’in siirekli kesir agilimi sonsuz oldugundan irrasyonel
sayidir. Dolayisiyla x bir kuadratik irrasyonel sayidir. O halde
e —— XPn+Pn-
o = [ag;a1,az, -, An, Ans1s s Ansk] = [Ag; A1, Az, -, @p, X| = m
olup x bir kuadratik irrasyonel oldugundan Lemma 2.5.2’ye gore a’da kuadratik

irrasyonel sayidir.

Simdi a bir kuadratik irrasyonel olsun. Oyleyse Teorem 2.5.4’e gore d > 0 tam kare

olmayan bir tamsay1, P ve Q tamsayilar, Q # 0 ve Q|(d — P?) olmak iizere

_P+Vd
Q

(04

bi¢ciminde yazilabilir. Ayrica Teorem 2.5.5’e gore k = 0,1,2,3, ... i¢in

_ Pk+\/a
Qv '

ag = oy,

Ok

Pii1 = axQx — P,



47

olmak tlizere
a = [ag;ag,ay, ... ]

dir. a=[ag;a;,ay,..,ax] olarak yazilabileceginden Teorem 2.2.3’ye gore a =

OgPk—1—Pk—2

olur. Bu esitlikte her iki tarafin eslenigi alinirsa Lemma 2.5.3°¢ gore
Ok qk-1~qk-2

!

a = 0 Pk—1—Pk-2
- I

A dk—1—9k-2

esitligi ve buradan da
aI_Pk—Z
a. = —Aqk-2 Ax—2
k Qeo1 \ of —Tk=1
k-1

elde edilir. Burada k sonsuza giderken limit alinirsa e, D=1 ardigik iki yaklagim o’
-1

qk-2 dk
o Pz
ya yaklasacagindan a,_,‘ili_j ifadesi 1’e yaklasir. Bu ylizden N sabit bir tamsay1r olmak
dk-1
o —Pk=2
tizere k > N olacak sekilde her k pozitif tam sayisi igin " {Zij ifadesi pozitif
k-1

olacagindan aj, < 0 olur. Ote yandan k > 1 i¢in ay > 0 oldugundan oy — o) > 0°dr.

Dolayisiyla

;  P+Vd  Pp—Vd  2vd
Qx Qx Qx

>0
k > N igin Qi > 0 olur. Ayrica d — P12 = QxQy4q oldugundan k > N igin

Qk < QuQuy1 =d —Pyy” <d

ve dahast Pey1% < d = QQuyiq + Pis1” oldugundan
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—V/d < Peyq <Vd

oldugu goriillir. 0<Qy<d ve —Vd<Pu,;<Vd esitsizliklerik >N icin
saglandigindan k > N ise sonlu sayida P, ve Qi degeri vardir. k > N icin sonsuz sayida

k var oldugundan oyle i ve j tamsayilar1 vardir ki i < j olmak lizere P, = P; ve Q; = Q;

dir. Boylece ay tanimindan o; = ; oldugu gortilir. Dolayisiyla

a = [ag;a1,a2 v, i1, @i, Aigq s i1, Apy Aig s o A=, oot |

= [ao; dq,dy, ..., dj—1, dj, Aj+1 =+-» a]-_l]

bulunur. Bu ise o irrasyonel sayisinin siirekli kesir a¢iliminin periyodik oldugunu

gosterir.

2.6. Tamamyla Periyodik Sonsuz Siirekli Kesirler

Tamm 2.6.1. Eger k=0,1,23,.. i¢in a, =ay;x Olan n tamsayis1 varsa

[ag; ay,ay, ...,ap, ... | Stirekli kesrine tamamiyla periyodik siirekli kesir denir. Bu durum

[ao; al, do, ..., dp, - ] = |_a0; al, az, a3, ...,an_1J
seklinde gosterilir[8].

Ornek 26.1. o= 1+2 2 = [T] ve B= 1+2\/§ = [2,_3] sonsuz siirekli kesirleri tamamiyla

periyodiktir. Bu durumda o’nin periyodu 1 ve ’nin periyodu 2’dir.

a+bvd

Tamm 2.6.2. o = bir kuadratik irrasyonel olsun. Eger o« > 1 ve o’nin eslenigi

-bvd TN e 1 .
olan o' =2 sayist —1 < o' < 0 esitsizligini sagliyorsa 0 zaman a’ya indirgenmis

kuadratik irrasyonel say1 denir[8].
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5—29
2

5+v29

Ornek 2.6.2. a = olur ki —1<a' <0

sayist i¢in o nin eslenigi o =

+v29

esitsizligini saglar. Dolayiyla o = > sayisi indirgenmis kuadratik irrasyonel sayidir.

1+v29
2

1+/29 1-/29

Fakat ~— sayisinin eslenigi 229 < —1 oldugundan

say1s1 indirgenmis kuadratik

irrasyonel say1 degildir.

Teorem 2.6.1. a bir kuadratik irrasyonel say1 olsun. a'nin siirekli kesir agilimi1 tamamiyla

periyodiktir ancak ve ancak o indirgenmis kuadratik irrasyoneldir[15].

ispat: a bir kuadratik irrasyonel say1 ve o = [ay; aq,ay,as, ..., a,] Olsun. O zaman o =

[ag;aq,ay,...,ay, o] seklinde yazilabilir.

2—“ ve %, a’nin siirekli kesir a¢ilimlarinin n. ve (n — 1). yaklasimlar1 olmak iizere
n n-1
Teorem 2.2.3°den a = [ag; ay,ay, ..., an, & | = 20*Pn-1 g1yr Byradan
Aqn+dn-1
qn®* + (Gn-1 = Pn)A — Pp_q =0 (2.6.1)

denklemine ulasilir. Bu durumda o sayisi katsayilar: tamsayi olan 2. dereceden

f(x) = an2 + (Qn—l - pn)X — Pn-1

polinomunun bir kokdiir. a = [ay;a,ay, as,...,a,| oldugundan o >a, =1 oldugu
agiktir. O halde f(x) polinomunun bir kokiiniin —1 ile 0 araliginda oldugu gosterilirse
a’nin eslenigi olan o' sayisimin —1 < o < 0 esitsizligini sagladigi gosterilmis olacak.
Boylece a indirgenmis kuadratik irrasyonel olur. Bunun i¢in f(—1) ve f(0) degerlerinin

z1t isaretli oldugunu gdstermek yeterli olacaktir. Buna gore

f(0) =—=pn1 <0

ve

f(_l) = dn — 9n-1 + Pn = Pn-1 = @nQn-1 + Qn-2 — qn—1+anpn—1 + Pn-2 = Pn-1
= (pn—l + qn—l)(an - 1) + Pn-2 + dn-2
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= Pn-2 + dn-2 >0

oldugundan f(x) polinomunun —1 ile 0 araliginda bir kokii mevcuttur. Dolayisiyla

tanima gore a indirgenmis kuadratik irrasyoneldir.

Simdi a indirgenmis kuadratik irrasyonel olsun. O zaman tanima gére o > 1 ve a’nin
eslenigi olan o' sayis1 —1 < o’ < 0 esitsizligini saglar. Teorem 2.3.6.’ya gore o = q,

olmak uzere k = 0,1,2,3, ...

1

ap = [agll, ogy1 = o

seklinde oldugu biliniyor. oy — ay = - ! esitliginin eslenigi alinirsa
k+1

1

' —ay = 2.6.2)
K K (

k1’
esitligine ulasilir. k = 0,1,2,3,... i¢gin —1 < o' < 0 oldugu tiimevarim yontemiyle

gosterilebilir. Gergekten de, k =0 icin a = oy ve dolayisiyla —1 <o’ =y <0

oldugundan iddia dogrudur. k igin —1 < ay’ < 0 saglandig1 varsayilsin. Ote yandan k =
1

0,1,2,3, ... i¢in a = 1’dir. O halde (2.6.2)’den < —1 ifadesi elde edilir. Buradan da

Ly
—1 < ag41’ <0 bulunur. Boylece k = 0,1,2,3, ... igin —1 < oy’ < 0 esitsizligi dogru

olur. O zaman (2.6.2)’den

1

g < — <ak+1

!
OR+1

ve dolayisiyla

= - o
k ey

elde edilir.
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a indirgenmis kuadratik irrasyonel oldugundan Teorem 2.5.6’dan i ve j pozitif

tamsayilar1 j < i olmak iizere a; = o olacak sekilde mevcuttur. Buradan a;" = o;" olup

- 2L ol Dolayisiyla

N I
aj o4

_ 1
il

ve

5 - 1 1
oldugundan dj—1 = adj—1 elde edilir. Bu durumda Qj—1 = aj—1 + ?jve Oj—1 = aj—1 + 71
oldugundan oj_; = a;_4 olur. Aym sekilde devam edilirse oj_, = Qj_, @j_3 = Qj_3 Ve

son olarak oy = a;_; elde edilir. Dolayisiyla

ap = a = [ag;ay,ay, ..., A a] = [ag;a1,8y, ..., Ajj_1, Ao | = [3p; a1, 32 a3, -, A1)
olup a’nin sonsuz siirekli kesir agilimi tamamiyla periyodiktir.

Ornek 2.6.3. x?—3x—2 =0 denkleminin pozitif kokii o = 3417

> 1 ve eslenigi

) _ 3V17
2

1<a :3+\/ﬁ

< 0 bagmtisin1 saglar. Dolayisiyla « irrasyonel sayisi

3+v17
2

indirgenmis kuadratik irrasyonel sayidir. O halde Teorem 2.6.1‘e gore a =

irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir agilimi tamamiyla periyodiktir. Sonsuz siirekli

kesir acilimi o = 3+;/ﬁ = [3; 1,1] olur.

Ornek 2.6.4. a =+/5 > 1 irrasyonel sayismm eslenigi o' = —v/5 < —1 oldugundan

indirgenmis kuadratik irrasyonel degildir. Dolayisiyla o = v/5’in sonsuz siirekli kesir

acilimi tamamiyla periyodik degildir.
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2.7.+/d irrasyonel Sayisinmn Siirekli Kesir Ac¢ilimi
d > 0 tam kare olmayan pozitif bir tamsayr olsun. Bu durumda /d sayisi x2 —d
polinomunun bir kékii oldugundan v/d bir kuadratik irrasyoneldir. Bu kisimda vd

kuadratik irrasyonel sayisinin sonsuz stirekli kesir agilimi elde edilecek.

Teorem 2.7.1. d > 0 tamkare olmayan bir tamsay1 ve a, = [[\/H]] olmak tizere Vd nin

stirekli kesir agilimi [ao ;Aq,ap, ., dp_q, Zan seklindedir[15].

ispat: a=+/d olsun. O halde Teorem 2.3.6’ya gére a, = [of = [vVd] olup d > 0 bir
tamsayr oldugundan ao > 1’dir. Ayrica vd > 1 oldugundan —V/d < —1 olup —Vd
indirgenmis kuadratik irrasyonel say1 degildir. Fakat [[\/H]] +Vd>1ve -1< [[\/a]] +
vd < 0 oldugundan [[\/H]] ++/d indirgenmis kuadratik irrasyoneldir. O halde Teorem

2.6.1’e gore [[\/a]] + vd’nin siirekli kesir agilimi tamamuyla periyodiktir. O zaman

[Vd] + vd = [2ag;a1, a5, .., a4

olsun. [[\/a]] + vd’nin periyodunun r oldugu agiktir. Ayrica

[[\/a]] + \/a = [230; dq,dp, ..., dr_1, Zaoj

olarak da yazilabilir. Boylece

1

[a1;az,-war—1,2a0]

[[\/a]] + \/a = 4y + \/a = [Zao; dq,dy, ..., dr_1, 230] = Zao +

esitliginden

Vi=ag+ — —— = [ag; a3, az, -, ar_1, 2a,] (2.7.1)

[a1;az,-war—1,2a0|

elde edilir.
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Ornek 2.7.1. V15 sayismin siirekli kesir agilim1 Teorem 2.7.1 yardimiyla bulunuz?

Céoziim: o, = V15 olsun. k= 0,1,2,3,... icin ap = [ou] Ve apy; = ﬁ formiilleri
k—4dk

kullanilirsa
1 1 V15+3
Qg = [[\/15]] =3, o4 = p— = s = -
V15+3 1 1
a, = [ ]]=1,a2=a1_al= = VIS +3
6

1 1 V15+3

dp, = [[V 15 + 3]] = 6, A3 = P = Ji5+3-6 = P

elde edilir. Burada a,=2a, oldugundan Teorem 2.7.1'ye gore +15=
[3;1,6,1,6,1,6,..] = [3;1,6] olur.

Ornek 2.7.2. d > 2 bir tamsay1 olmak iizere Vd2 — 1 saysismin siirekli kesir agilimin
Teorem 2.7.1. yardimiyla bulunuz[17].

Coéziim: d? — 1 tamkare olmadigindan vd2 — 1 irrasyoneldir. O halde sonsuz siirekli

kesir agilimi periyodiktir. Simdi ay = vd? — 1 olsun. Bu durumda Teorem 2.3.6.’e gore

— v/qz = —Aq_ _ 1 _ Vd?-1+d-1
do = [[ d 1]] =d-10 = Va&Z-1-(d-1)  (2d-2)

Hmﬂi_lﬂ
a1 = — =

(2d-2) !
_ 1 _ (2d-2) _ (2d-2)(Vd?-1+d-1) _ 5 B
= Ja2-1+d-1 - VdP-1-(d-1) (2d-2) =(Vd2-1+d-1)
(2d-2)
ve boylece

a, = [(Vaz —1+d-1)] =2d - 2 = 2a,



bulunur. Dolayisiyla Teorem 2.7.1°¢ gore Vvd? — 1 = [d

—1;1,2d — 2| bulunur.

Teorem 2.7.2. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 olmak iizere;

\/E = [ao; Ay_1,Adp_2, v,y

Ayrica aj = 2a, < r|j dir[18].

ay,a5,2a9| olsun.Ozaman 1<j<r—1 i¢in a; <a,

Teorem 2.7.3. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 olmak iizere a =+/d olsun.

a, P, ve Q ifadeleri Teorem 2.5.5’deki gibi tanimlansin. Bu durumda

i) Vk > 0 icin Q; > 0°dir

i) m, Vd’nin periyodu olmak iizere Q;, = 1 < m|k dir.

iii) Z—: ,Vd’nin k. yaklasimi olmak iizere py_1% — dqy_,? = (—1)¥

0, ’dir[9].

Asagidaki tabloda 2 < d < 99 i¢in Vd nin siirekli kesir agilimlar1 verilmistir.

Tablo 2.2. d tam kare olmayan tamsay1(2 < d < 99); Vd nin siirekli kesir agilimlar:

d Vd ICIN SUREKLI KESIR ACILIMI d Vd ICIN SUREKLI KESIR ACILIMI
2 [1;2] 53 | [7:31,1314]

3 [1,12] 54 | [7,21,61214]

5 [2;4] 55 | [7;2,2,2,14]

6 [2;2,4] 56 | [7;2,14]

7 [2,1,1,1,4 57 | [71,1,1,41,1,14]

8 | [214] 58| [LLLLLL14]

10 | [3;9] 59 | [7:1,2,7,2,1,14]

11 | [3;36] 60 | [7;1,2,1,14]

12| [326] 61 pﬁﬁﬁﬂ@ﬁm
13 | [311116] 62 | [7;161,14]

14 [3;12,16 63 | [71, ]

15 319 65 | [8;16]

17| [49] 66 | [8;8,16]

8 | [448] 67 | [8:521,1,7,1,1,2516
19 | [4213128] 68 | [8;4,16]

20 | [428] 69 | [8;33,14133,16]
21 [4,1,1,2,1,18] 70 | [8;2,1,2,1,2,16]

22| [41,24213] 71| [8;221,7,1,22,16]

23 | [41318] 72| [8;2,16]

24 | [419] 73 | [8,1,1551,1,16]

26 | [5:10] 74 | [811,,1,16]

21| [5;5,10] 75 | [8;1,1,1,16]

28 | [5;3,2,310] 76 | [8;1,2,1,1,54,51,1,2,116]
29 [ [5:21,1210] 77| [8:13.23,1,16]

30| [5210] 78| [8;14,1,16]

31 | [51,1353,11,10] 79| [8:17.1,16]
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32 | [51,1,1,10] 80 | [8;1,16]
33 [5:1,2,1,10] 82 | [9;18]
34 | [5141,10] 83 | [9;9,18]
35 [5;1,10] 84 | [9;6,18]
37 [6;12] 85 | [9;4,1,1,418]
38 | [6:612] 86 | [9:3L15,1811,1318]
39 [6;4,12] 87 | [9;3,18]
40 [6;3,12] 88 | [9;2,1,1,1,2,18
41 [6;2,2,12] 89 | [9233,2,18
42 [6;,2,12] 9 | [9;2,18]
13 | [6113151311,12] o1 | [91151511,18]
4 | [6T11211,1,12] 92| [9;11,2421,118|
45 [6;1,2,2,2,1,12] 93 |[9%11,1464111,18
46 [6;131,1,2,62,1,13,1,12] 94 |1[9:1231,1518151,132,118]
47| [615112] 5 | [9;12118)
48 | [6112] 96 | [9;131,18]
50 | [7:14] 97 | [915L1,11,1,1,51,18]
51| [7:7.14] 8 | [518118
52 [7,41,2,1,414] 99 | [9;1,18]
3. PELL DENKLEMI

Tanmm 3.1. d > 0 ve N birer tamsay1 olmak iizere;

x? —dy* = +1

denklemine Pell denklemi,

x?—dy*=N

denklemine ise genel Pell denklemi denir[17].

Tamm 3.2. a ve b birer tamsay1, d > 0 ve N birer tamsay1 olmak iizere a* — db?

(3.1)

(3.2)

=N

ise (a,b) veya a + bvd’ye x> — dy? = N Pell denkleminin bir ¢éziimii denir. Bu durum

(x,y) = (a,b) veya x + yVd = a + bV/d seklinde gosterilir.

Ote yandan x? — dy? = N denkleminin herhangi bir ¢éziimii (a, b) ise (a,—b), (—a,b)

(—a,—b) ikilileri de x? —dy? = N denkleminin bir ¢dziimiidiir. Bu nedenle, tezin
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bundan sonraki kisminda x ve y ¢oziimleri pozitif tamsayilar olarak kabul edilecektir.

Asagidaki teorem Pell denklemleri ile siirekli kesirler arasindaki iliskiyi gosterir[17].

Teorem 3.1. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1, N bir tamsay1 ve |[N| < +/d olsun.

Eger x2 — dy? = N ise 5, Vd’nin siirekli kesir agiliminin bir yaklasimidir[8].
Ispat: ilk olarak N > 0 olsun. O zaman
x2—dy? =(x+yVd).(x —yVd) =N

esitliginden x — yv/d > 0 ve dolayisiyla x > yvd oldugu gériiliir. Buradan i— Vd >0

olup IN| < Vd oldugundan

x _x-yVd _ (x—yVa)(x+yVd) _ x%-dy?
0< y Vd = y  yl+ya) T y(x+yVa)

__ N Vd _ 1
T y(xtyva) T y(yVa+yva)  2y?

bulunur. Dolayisiyla %—\/H < ﬁ olup Teorem 2.4.8.°den 5, Vd’nin siirekli kesir

aciliminin bir yaklagimidir.
Simdi N < 0 olsun. Bu durumda x — yvd < 0 olur. O halde x < yv/d olup
| x? —dy?| = | x —yVd|| x + yVd| =N < Vd

oldugundan | x —yVd | < % olur. Esitsizligin iki tarafi xv/d’ye boliiniirse

|z_ L| 1t Lt _ 1
x  Val T ox(x+yvd) T x(x+x)  2x?



57

‘e oire L L
olur. Teorem 2.4.8’e gore c T

Teorem 2.4.9’e gore ; , Vd nin bir yaklagimudir.

nin siirekli kesir agiliminin bir yaklasimdir. O halde

Teorem 3.2. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 ve a, b, u, v pozitif tamsayilar olmak

iizere a + bvd ve u + vVd , x> — dy? = N denkleminin iki ¢6ziimii olsun. O halde

)a+bVd=u+vVd ©a=uveb=vdir.
iiyu>aisev>bveu+wvvd >a+bVd dir[17].

ispat: i) a + bvVd = u + vVd ve a # uolsun. O halde Vd = (a — u)/ (b — v) rasyonel

say1 olur ki bu ise vd nin irrasyonel say1 olmasiyla gelisir. Dolayisiyla @ = u ve sonug

olarak b = v dir. Ispatin ters yonii agiktir.
i) u 4+ vVd vea+ bVd, x?> — dy? = N denkleminin herhangi iki ¢6ziimii ise
u?—dv*=a*-db*>=N

dir. Buradan u? — a? = d(v? — b?) olur. Hipotezden u > a ve a > 1 oldugundan u? >

a? olup v2 — b2 > 0 yani v? > b? elde edilir. O halde v > 0 ve b > 0 oldugundan v >

b bulunur. Dolayisyla u > a ve v > b oldugundan u + vvd > a + b+/d bulunur.
Sonuc 3.3. x2 — dy? = N denkleminin ¢ziimleri arasinda bir siralama vardir[17].

Lemma 3.4. x ve y aralarinda asal iki tamsay1 olsun. Eger a bir irrasyonel say1 ise

%— oc| < y_12 esitsizligini saglayan sonsuz sayida (x, y) ikilisi vardir[19].

Lemma3.5. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 olsun. O halde x? —dy? < 1+ 2Vd

esitligini saglayan sonsuz sayida x ve y pozitif tam sayilart vardir[19].



58

ispat: d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 oldugundan vd irrasyonel bir sayidir. O
halde Lemma 3.4’e gore |§ - \/E| < 3% esitsizligini saglayan sonsuz sayida x ve y

pozitif tam sayilar1 vardir. Ayrica

§+\/a|:
y

5—\/E+2\/H|<%+2\/E (3.3)

y

dir. Boylece (3.3) ve Lemma 3.4’den dolay1

Ix2 — dy? | = |x + yVd||x — yVd| = |yl

>+ |yl

vdl

X
y

2 (L 2T 1
<y (y2+2\/3)y2<y2+2\/3<1+2\/3

elde edilir. Dolayisiyla |x? — dy? | < 1 + 2V/d esitsizligini saglayan sonsuz sayida (x, y)

ikilisi vardir.

Sonuc¢ 3.6. d > 0 tam kare olmayan bir tam sayi, N bir tamsay1 ve Z, Vd’nin siirekli

kesir agilimmin bir yaklasimi olsun. |N| < 1 + 2vd olmak iizere p + g+/d ifadesi x? —

dy? = N denklemlerinden birinin ¢dziimiidiir[19].

Ornek 3.1. x2 — 8y? = —4 Pell denkleminin bir ¢dziimiinii Sonu¢ 3.6’ya kullanarak

bulunuz?

Coziim: d = 8 icin Tablo 2.2°den v/8’nin siirekli kesir a¢ilim1 [Z;ﬁ]’dir. |—4| <1+
2v/8 oldugundan Sonug¢ 3.6’ya gére v/8’nin yaklagimlarindan birinin x? — 8y? = —4

denkleminin ¢oziimii olmasi gerekir. Dolayisiyla v/8nm ilk birkag yaklagimi

2 1 3 1 14
C=2=5C=2+7=3C=2+1=F

olup C, yaklasimi x2 — 8y2 = —4 denkleminin ¢dziimiidiir.
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3.1. x2 —dy? =1 Pell Denkleminin Céziimii

Tanmm 3.1.1. d > 0 tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olmak iizere x> —dy? = 1
Pell denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimleri arasinda x’in en kiigiik degerini aldigt (x, y)

¢ozlimiine denklemin temel ¢oziimii denir[17].

Yukaridaki tanima gore x tamsayisi en kiiciik degeri aldiginda Teorem 3.2°ye gore y ve

x + yVd de en kiigiik degerlerini alirlar. Bu yiizden x ve y tamsayilarindan birinin
alabilecegi en kii¢iik degerini almasi temel ¢6ziimii bulmak i¢in yeterlidir[17].

Ornek 3.1.1. x? — 6y? = 1 denkleminin temel ¢dziimiinii bulunuz?

Coziim: Bu denklemin herhangi bir ¢oziimii u + vv/6 olsun. O zaman u? — 6v? = 1
olur. v = 1 igin ¢6ziim yoktur. Dolayisiyla v > 2 olur. Benzer sekilde u = 1,2,3,4 i¢in
¢oziim yoktur. O halde u > 5 oldugundan u + vv/6 =5 + 2v5 olmalidir. Ote yandan

52 — 622 = 1 oldugundan 5 + 2/5 temel ¢oziimiidiir. Bu ¢oziim (5,2) ile gosterebilir.
Teorem 3.1.1. x? — dy? = 1 denkleminin temel ¢dziimii varsa tektir[20].
Ispat: Hipotezin tersine x? — dy? = 1 denkleminin iki farkli temel ¢dziimii (x;,y;) Ve

(X5,y¥,2) seklinde olsun. Bu durumda x; # x, Ve y; # y,’dir. O halde temel ¢6ziim

tanimindan

x1+y1\/3Sx2 +y2\/3Sx1+y1\/a

olur ki x; + y;vd = x, + y,3/d olur. Teorem 3.2’ye gbre x; = X, Ve y; = y, oldugu

goriilir. Bu ise varsayimla celisir. Dolayisiyla temel ¢oziim varsa tektir.

Teorem 3.1.2. v/d nin periyodu m olan siirekli kesrinin agilimi

\/H = [a, bl, bz, b3, ey bm]

ve
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s = [a; bl' bz, b3; ey bm—l]

olsun. O zaman x2? — dy? = +1 Pell denkleminin pozitif tamsayilardaki en kiigiik(temel)

¢Ozimu

v yy) = {(P, q), eger mcift ise
L= (p* + dq? 2pq), eger m tek ise

ile verilir. Ayrica diger tim tamsayl c¢oziimleri n=1,2,3,.. i¢in x, + y,Vd =

(xl + yl\/a)n formiilii ile bulunur[21].

Ornek 3.1.2. x2 — 99y? = 1 denkleminin temel ¢oziimiinii Teorem 3.1.2 yardimiyla

¢Oziiniiz?

Coziim: Tablo 2.2°den V99 un siirekli kesir agilimi /99 = [9;1,18] oldugu bilinir.
Dolayisiyla Teorem 3.1.2°den s =[9,1] =9+ % = 1—10 oldugundan p = 10 ve q = 1 olur.

Teorem 3.1.2°den m = 2 ¢ift oldugundan temel ¢6ziim (xq,y;) = (p,q) = (10,1) olur.

Ornek 3.1.3. x2 —85y% = 1 denkleminin temel ¢dziimiinii Teorem 3.1.2 yardimiyla

bulunuz?

Coziim: Tablo 2.2’den V85 un siirekli kesir agilim1 V85 = [9; 4,1,1,4,18] oldugu bilinir.
Dolayisiyla Teorem 3.1.2°ye gore

1 378
4+— 41
1+—7

1+Z

g =[9;4,1,14] =9 +

oldugundan p = 378 ve q = 41 olur. Teorem 3.1.2°den m = 5 tek oldugundan temel
¢oziim (xq,y,) = (p? + dq?,2pq) = (285769,30996) olur.
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Teorem 3.1.3. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 olsun. x? — dy? = 1 denkleminin

her zaman bir tamsayi1 ¢éziimii vardir[14].

Teorem 3.1.4. x2 — dy? = 1 Pell denkleminin herhangi bir ¢6ziimii a + bv/d olsun. O

Zaman

a>0veb>0<a+b'Vd>1
dir[17].

ispat: a > 0 ve b > 0 ise a + bvd > 1 oldugu asikardir. Tersine a + bvd > 1 olsun.
a + bVd bir ¢oziim oldugundan a? — db? = 1 ve dolayisiyla (a + bVd)(a — bVd) = 1
olur. O halde a + bv/d > 1 oldugundan 0 < a — bv/d < 1 olur. Boylece

a =

[(a+bVa) + (a — bVA)] > 0

N| =

ve
1
bzm[(a+b\/3)—(a—bx/a)] >0

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.5. d > 0 tamkare olmayan bir tamsay1 olsun. Eger a ve b dogal sayilari

bagmtisim sagliyorsa ve a + bvVd, x? — dy? = 1 denkleminin bir ¢éziimii ise bu taktirde

a + bVd, x? — dy? = 1 denkleminin temel ¢6ziimiidiir[17].
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ispat: b = 1 ise Tamim 3.1.1¢ gore a + bV/d temel ¢6ziim oldugu asikardir. O halde b >

1 olsun. u + vVd, x? —dy? =1 denkleminin herhangi bir pozitif ¢6ziimii olsun. O
halde u? —dv? = 1’dir. Simdi 1 <wv<b olsun. u? —dv?=1 ve a?—-db*=1

oldugundan

esitligine ulagihr. Buradan u?b? — a?v? = b? —v? elde edilir. Boylece v <b

oldugundan u?b? — a?v? = b2 —v?> =m > 0 elde edilir. Ote yandan

u?b? — a?v? = (ub — av)(ub + av)
oldugundan m; = ub —av ve m, = ub + av olarak almirsa m;m, =m > 0 olur.
Buradan m, > 0 ve dolayisiyla m; > 0 oldugu goriiliir. Boylece

_ mp- m-1 _ b%?-v2-1 _ b?

a="2"1 < = <—-1
2v 2v 2v 2

2
elde edilir. Bu ise a > b? — 1 olmasuyla ¢eligir. O halde b < v dir. Ayrica

olup a? — 1 < u? — 1 esitsizligi elde edilir. Buradan a < u oldugu goriiliir. Dolayisiyla

a + bVd temel ¢oziim olur.

Ornek 3.1.4. k > 1 olmak iizere x> — (k? + 1)y? = 1 denkleminin temel ¢6ziimiiniin

2k? + 1 4 2kVk? + 1 oldugunu gosteriniz[22].

Coziim: x? — (k? +1)y? =1 denkleminin bir ¢oziimiiniin 2k? + 1 + 2kvk2 + 1
oldugunu kolaylikla goriilebilir. a = 2k? + 1 ve b = 2k olmak iizere

2
a=2k2+1>2k2—1=b7—1
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oldugundan Teorem 3.1.5’e gore 2k? + 1 + 2kVk? + 1 temel ¢6ziim olur.

Lemma 3.1.6. v/d nin siirekli kesir agiliminin k. yaklasimi % ve periyot uzunlugu m
k

olsun. O halde k = 1,2,3, ... i¢in

pl%m—l - dq}%m—l = (_1)km
dir[8].

Ornek 3.1.5. x2 — 7y? = 1 denkleminin ilk iki pozitif tamsay1 ¢coziimiinii bulunuz?
Coziim: Tablo 2.2’den v7’nin siirekli kesir acilimi [2 ¢ 1,1,1,4] oldugundan periyod m =
4’tiir. Dolayisiyla Lemma 3.1.6’ya gore pZ,_; — dqZ,_; = (—1)** = 1°dir. Dolayisiyla

k =1,2,3,... degerleri i¢in ¢6ziim vardir.

k = 1 icin (ps, q3) ikilisi x? — 7y? = 1 denkleminin bir ¢dziimiidiir.

1 8
— ==

B_12;111]1=2+
as 1+—
1+T

oldugundan (8,3) bir ¢oziimdiir. Bu ¢6ziim denklemin ilk pozitif ¢oziimiidiir. k = 2 i¢in

(p7,q7), x? — 7y? = 1 denkleminin bir ¢dziimiidir.

1 127
P 211,1,41,1,1] = 2 + _

7 1+

1+
1 ———
4+ ———
1+—

1+T

oldugundan (127,48) bir ¢oziimdiir.
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Sonu¢ 3.1.7. Eger (p,q), x> —dy? =1 Pell denkleminin bir ¢oziimii ise g, Vd’nin

stirekli kesir agiliminin bir yaklagimidir[23].

Teorem 3.1.8. d >0 tam kare olmayan bir tamsayr ve a+ bvd, x> —dy? =1

denkleminin bir ¢6ziimii ise x, + y,Vd = (a + b\/a)n olmak iizere x, + y,V/d ifadesi

de x? — dy? = 1 denkleminin bir ¢dziimiidiir[24].

ispat: a + bVd, x> — dy? = 1 denkleminin bir ¢6ziimii ise a® — db? = 1 olur. Buna

gore x, + y,Vd = (a + b\/a)n olmak iizere

x2 —dy? = (xn + yoVd) (xp — ypVd) = (a + b\/a)n(a v b\/a)n
= ((a + bvd)(a - bﬁ))" = (a*—db*)" =1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla x,, + y,V/d, x> — dy? = 1 denkleminin bir ¢ziimiidiir.

Ornek 3.1.6. x2 — 3y? = 1 denkleminin birka¢ tam say1 ¢oziimiinii Teorem 3.1.8’den

bulunuz?

Coziim: 72 — 3.4% = 1 oldugundan x? — 3y% = 1 denkleminin bir ¢dziimii (7,4) olur.
Teorem 3.1.8°den x,, + y,V3 = (7 + 4V3) " esitligi kullanilirsa n = 2 igin x, + y,3 =
(7 +4v3)" = 97 +56v3 olur. Bu durumda (97,56) da bir ¢oziimdir. Gergekten
972 —3-56% = 9409 — 9408 =1 olur. n=6 igin xs+ysV3=(7+ 4\/§)6 =
(3650401 + 2107560+/3) olur. Bu durumda (3650401,2107560) da bir ¢dziimdiir.
Gergekten 36504012 — 3 - 21075602 = 13325427460801 — 13325427460800 = 1

olur.

Teorem 3.1.9. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 ve vV d nin siirekli kesir agiliminin k.

yaklagimi Z—" ve periyodu m olsun. n € N olmak iizere x2 — dy? = 1 Pell denkleminin
k

tlim pozitif tam say1 ¢éziimleri (x,,, y,,) ile gosterilsin. O halde
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I) m gift ise (xnr Yn) = (pmn—li an—l)

i) m tek ise (xn: Yn) = P2mn-1, CIZmn—l)
seklindedir[23].

Ispat: x2 — dy? = 1 Pell denkleminin ¢oziimlerinden biri (p,q) olsun. Sonug 3.1.7°ye
gore s, Vd’nin bir yaklasimidir ve dolayisiyla tiim ¢éziimler v/d nin bir yaklasimudr. g =

Pk ve v/d’nin sonsuz siirekli kesir acilimmin periyodu m olsun. Lemma 3.1.6’ya gore
k

periyot m ise pZ,,_1 — dqZ,,—1 = (—1)*™ denklemi saglanir. Burada m cift ise p2,,_; —
dq?,,_, = 1 olacagindan

(xw yn) = (pmn—b an—l)
bi¢imindedir.

Eger m tek ise k = 2n igin p35,y—1 — Aq4mn—1 = 1 olacagindan

(xn: yn) = (pZmn—lr qun—l)
bi¢imindedir.

Tersine Vd nin siirekli kesir agiliminin periyodu m olmak iizere (x,,y,) ¢oziimlerinin

x% — dy? = 1 denklemini sagladig1 goriiliir.
Ornek 3.1.7. x? — 3y? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerini bulunuz?

Tablo 2.2°den +/3’nin siirekli kesir a¢ilim1 [1; 1,_2] oldugundan periyodu m = 2 dir. O
halde Teorem 3.1.9’a gére x? — 3y? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri

n =1 igin

e ¥n) = (P2n-1, 92n-1)
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bigimindedir. n =1 icin (x5,y,) = (p1,q,) olup % = [1,1] =1+ =2 oldugundan
1

(x1,y1) = (2,1) bulunur. Bu ¢6ziimiin ayrica temel ¢oziim oldugu goriilebilir.

Sonu¢ 3.1.10. d >0 tam kare olmayan bir tamsay:r olsun. vd’nin siirekli kesir

agilimimin k. yaklasimi % ve periyodu m olmak iizere x? — dy? = 1 Pell denkleminin
k

temel ¢cOzliimii

i) mciftise (x,y) = (Pm-1, Gm-1)
i) mtek ise (x,¥) = (P2m-1, Gam-1)

seklindedir[25].

ispat: v/d’nin siirekli kesir agilimnim periyodu m ve k. yaklasimi ? olsun. x2 — dy? =
k

1 Pell denkleminin tim pozitif tamsayr ¢Oziimleri Teorem 3.1.9’a gore

(Po, 90), (1, 91), (P1,q2), ... seklinde oldugu agiktir. Ayrica [[\/H]] > 0 oldugundan bu
¢oziimlerin bilesenleri artandir. Buna gore eger (x;,y;) bu denklemin ilk ¢éziimii olarak
ele alinirsa diger tiim ¢oziimler i¢cin x > x; ve y > y; esitsizlikleri gecerli olur. Bu

yiizden (x4, y,) denklemin temel ¢oziimii olur. O halde Teorem 3.1.9’a gére

mgiftise (x1,¥1) = (Pm-1, Gm-1)

mtekise (x1,y1) = P2m-1, 42m-1)
seklinde oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.11. x? — dy? = 1 denkleminin temel ¢oziimii (x;,y;) ve genel ¢oziimii

(%, y») Olsun. Bu taktirde n = 1,2,3, ... igin tiim (x,,, y;,) degerleri

Xn + Yn\/a = (xl + yl\/a)n (3.4)

denklemi ile bulunabilir[4].
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Ornek 3.1.8. x2 — 71y? = 1 denkleminin temel ve genel ¢éziimiinii bulunuz?

Coziim: Tablo 2.2°den V71 = [8; 2,2,1,7,1,2,2,16] oldugundan periyodu m = 8 olur. O

halde Sonug 3.1.10’a gore (x4, y;) temel ¢oziimii

p
(1, y1) = (07,q7) = q—7= [8;2,2,1,7,1,2,2]
7

1 _ 3480

1 413
2+ T

2+
P —
7+—1
1+—1
2+7

=8+

oldugundan (x;,y;) = (3480,413) olarak bulunur. Bu taktirde denklemin genel ¢oziimii

n = 1,2,3, ... olmak tizere

Xn + yoV71 = (3480 + 413v71)"
seklindedir.

Teorem 3.1.12. k > 1 herhangi bir tamsay1 ve d = k? + 1 olsun. v/d’nin siirekli kesir

acilimi

[1;2], egerk =1ise
[k;Z_k], eger k > 1ise

va-|
seklindedir[25].

ispat: d =k?>+1 ve k=1 olsun. Bu durumda Tablo 2.2’den V2 = [1;2] oldugu

aciktir. Simdi k > 1 olsun. O zaman

k<ViZ+1=k+(\VkZ+1—k)=k+——=k
(VkZ+1-k)

<k+1

1
+ (k+VEZ+1)



68

oldugundan Teorem 2.3.6’ya gore a, = vVd olmak iizere

1 1

Ap—43dp - Vk2+1-k

ap = [l = [[\/a]] =k, o =

bulunur. Ayrica

1 _ VEZ+1+k
VikZ+1-k 1
olup 2k < @ < 2k +1 oldugundan a; = [a;] = 2k = 2a, bulunur. Boylece

Teorem 2.7.1°e gore VkZ + 1 = [k; 2k] oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.13. x2 — (k? + 1)y? = 1 denkleminin temel ¢dziimii
(x1,¥1) = (2k* + 1 ,2k)
dir[25].

Ispat: Teorem 3.1.12°den VkZ +1 = [k; ﬁ] oldugundan periyot m = 1’dir. O zaman
Sonug 3.1.10°a gére temel ¢oziim (x4, y,) = (py, q,) dir. Ote yandan
_ 2k%*+1

P1 _ 7y,. _ 1
B [k 2K = K+ 5 = 2

olup 2k? + 1 ile 2k aralarindan asal oldugundan Teorem 2.3.8’e gore

(xli yl) = (p1; CI1) = (Zkz + 1,2k)

bulunur.

3.2. x%2 — dy? = —1 Pell Denkleminin Céziimii
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Tamm 3.2.1. d > 0 tamkare olmayan bir tamsayr olmak iizere x? —dy? = —1
denkleminin pozitif tamsayr ¢oziimleri arasinda x’in en kiigiik degeri aldig1 (x,y)

¢oziimiine x? — dy? = —1 Pell denkleminin temel ¢dziimii denir [17].

Teorem 3.2.1. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 olsun. (p,q), x? — dy? = —1 Pell

denkleminin bir ¢oziimii ise S, v/d’nin siirekli kesir agiliminim bir yaklasimidir [17].

Ispat: (p,q), x?> —dy? =—1 Pell denkleminin bir ¢oziimii ise p? —dq? = —1

olacagindan

-1
b= CI\/_ " piqVd
veya
P 1

q Vd = a(p+aqVa)
olur. Ote yandan, eger 0 < p < q ise
—1=p*?—-dq® <p?-dp? =p*(1-d) < —p?

olur ki bu imkansizdir. O halde p > q’dir. Dolayisiyla p + gv'd > 2q olur. Béylece

|E _ | __t .t
q q(p+qVd) ~ 2q?

bulunur. Dolayisiyla Teorem 2.4.8’e gore Z, Vd’nin siirekli kesir agilimmin bir yaklasimi

olur.

Teorem 3.2.2. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 ve n € Z* olsun. ve v/d nin siirekli
kesir agilimmimn periyodu m olmak iizere x? —dy? = —1 denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimleri

1) m ¢ift ise ¢oziim yoktur.
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i) m tek ise (xn: yn) = (p(Zn—l)m—lf q(2n—1)m—1)
seklindedir[17].
Ispat: Teorem 3.1.9’un ispatina benzer bir sekilde yapilir.

Ornek 3.2.1. x? — 7y? = —1 denkleminin varsa tim pozitif tam sayr ¢dziimlerini

bulunuz?

Coziim: V7 = [2; 1,1,1,4] sonsuz siirekli kesir ac¢iliminin periyodu m =4 ¢ift

oldugundan Teorem 3.2.2°ye gore ¢oziim yoktur.

Ornek 3.2.2. x? — 13y? = —1 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢dziimlerini bulunuz?

Coziim: Tablo 2.2’¢ gore V13=[3; 1,1,1,1,6] oldugundan periyot m =5 olur.

Dolayisiyla Teorem 3.2.2°e gore ¢6ziim vardir. Tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri
ey yn) = (p(Zn—1)5—11Q(2n—1)5—1) = (P1on-6q10n-6)
bigimindedir.

Teorem 3.2.3. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 olsun. Vd nin sonsuz siirekli kesir

agilimmin periyodu m olmak iizere x? —dy? = —1 Pell denkleminin

i) m ¢ift ise ¢cozliim yoktur.

ii) m tek ise temel ¢6ziim (X1, Y1) = (Pm—1, Gm-1) seklindedir[17].
Ornek 3.2.3. x2 — 17y? = —1 pell denkleminin temel ¢6ziimiinii bulunuz?

Coziim: Tablo 2.2°e gore V17 = [4; §] oldugundan periyot m = 1 olur. Dolayisiyla

Teorem 3.2.3’ye gore temel ¢oziim



(x1,¥1) = @Pm-1,m-1) = P0, q0)

dir. Z—Z =[4]=4= % oldugundan x; = 4 ve y; = 1 oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.4. k > 1 olsun. O zaman

k;E,Zk , eger k gift ise
2 g
ke +4 k—1 k-1 . .
k;T’ 1,1,7, 2k]|, eger k tek ise
dir[17].

Ispat: Oncelikle k = 2t olsun. O zaman k2 + 4 = 4t + 4 olur.

2t <V4t2+4<2t+1

oldugundan Teorem 2.3.6’ya gore oy = V4t? + 4 olmak tlizere

1 1 Vat2+4+2t
ag = o] = [[V4t2 + 4]] =27, o = oo—ag = Vacrra-2t 4

bulunur. Benzer sekilde Teorem 2.3.6 tekrar tekrar uygulandiginda,

\Aat2
£ < 4t<+4+2t <t +l
4 4
oldugundan
_|[Vat?+aat| _ 1 _ >
a; = [[Tﬂ =t, az—m— VAt + 4 + 2t

2 t

oldugu goriiliir. Ayrica



4t <VAt2+44+2<4t+1
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oldugundan a, = [[\/4t2 +4+ 2]] = 4t bulunur. Boylece Teorem 2.7.1°¢ gore a, = 2a,

oldugundan vV4t2 + 4 = [Zt; t, 4tJ elde edilir. O halde k ¢ift oldugunda

ViZ¥d= [k;g,zk]

bulunur. Simdi k = 2t + 1 olsun. Bu durumda k? + 4 = 4t + 4t + 5 olur.

2t +1 < VA2 + 4t +5<2t+2

oldugundan Teorem 2.3.6’ya gore

1 VatZ+a+2t+1
2 = [VaAtZ +4t +5] =2t +1, o4 = e = ——

bulunur. Benzer sekilde Teorem 2.3.6 tekrar uygulandiginda,

1 V4t?+4t+5+2t+1 3
t+t-<——mM<t+-
2 4 4
oldugundan
9. = V4t2+4t+5+2t+1( b o = 1 _ VAt2+4t+5+2t-1
1= 4 IR Jar2ratestater - 2t+1

4

elde edilir. Ayrica

2 < V4t2+4t+5+2t—-1 < 1

2t+1 2t+1 2t+1

oldugundan
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Vat2+4t+5+2t-1 1 V4tZ+4t+5+42
2t+1 \/4-t2+4-t+5+2t—1_1 2t+1
2t+1
dir. Bunu yanisira
2 Vat2+4t+542 3
1+ < <l+—
2t+1 2t+1 2t+1
oldugu kullanilirsa
q = VAt2+4t+5+2( 1 a, = 1 _ Vat?+4t+5+2t-1
3~ 2t+1 e Jat2+atstz o 4

2t+1

olur. Ayrica

< VatZ+4t+5+2t—1
4

t <t+4+1:
4

oldugundan

2 —
—ﬂﬁiﬁﬁﬁﬁi = VA2 + 4t + 5+ 2t + 1

1
dy = =t r = ————
4 4 ]] 1S Vat2Hatestat-1
at

bulunur. Buradan as = [V4t> + 4t +5+ 2t + 1] = 2(2t + 1) = 2a, olur. Béylece

Teorem 2.7.1e gdre a, = 2a, oldugundan V4tZ+4t +5 = [2t + 1;t,1,1,¢t, 4t + 2]
bulunur. Dolayisiyla k tek oldugunda

VkZ ¥4 = k;%, 1,1,%,2k

oldugu gortiliir.

Teorem 3.25. k> 1 tamsayr ve d = k* +4 olmak iizere x? — (k?+4)y? = -1

denkleminin temel ¢oziimii k tek ise
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k?+3k Kk?+1
(x1;3’1)=( PR 2)

seklindedir. Ayrica k gift ise x? — (k? + 4)y? = —1 denkleminin tamsay1r ¢oziimii
yoktur[17].

ispat: Oncelikle k cift olsun. Bu durumda vd = VkZ + 4 sayismin periyodu Teorem
3.2.2’ye gore periyodu ¢ift oldugundan x? — (k% + 4)y? = —1 denkleminin ¢dziimii
yoktur.

Simdi k tek olsun. O halde vd = Vk2 + 4 sayisinmn periyodu m = 5 tektir. O zaman

Teorem 3.2.3’ye gore temel ¢dziim (X1,y;) = (p4, q4) Olur. Ote yandan

k—1 k-1 1 ok
— P4 L ||l —
Co=2= [k, ,1,1,7] =kt =
2 1+ 11 2
1+E
=
K343k ., Kk%+1 3 , - 243k

ve ile —5 aralarinda asal oldugundan Teorem 2.3.8’¢ gore p, = S Ve qy =

k2+1 .. .
— olur. Boylece ispat tamamlanir.
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Asagidaki tabloda 2 < d <99 igin x2 —dy? =1 ve x? —dy? = —1 denklemlerinin

(x4, y1) temel ¢oziimleri verilmistir.

Tablo 3.1. d tam kare olmayan tamsay1(2 < d < 99); x> — dy? = ¥1 denklemlerinin temel ¢dziimleri

d x?—dy?=1 x? —dy?=-1 d x2 — dy? = 1 denkleminin x? —dy?=-1
denkleminin denkleminin (x1,y,) temel ¢6ziimii denkleminin
(1, y,) temel ¢oziimii (1, y1) temel ¢dziimii (1, y,) temel ¢oziimii
2 (3.2) ) 53 (66249,9100) (182,25)
3 2,1) Cézlim yok 54 (485,66) Coziim yok
5 9,4) 2,1) 55 (89,12) C6zim yok
6 (5,2) Coziim yok 56 (15,2) Cozim yok
7 (8,3) Coziim yok 57 (151,20) Coéziim yok
8 (3,1) Cozim yok 58 (19653,2574) (99,13)
10 (19,6) 31 59 (530,69) Cozim yok
11 (10,3) Coziim yok 60 (31,4) Cozim yok
12 (7,2) Coziim yok 61 | (1766319049,226153980) (29718,3805)
13 (649,180) (18,5) 62 (63,8) Cozum yok
14 (15,4) Céziim yok 63 (8,1) Céziim yok
15 1D Coziim yok 65 (129,16) 81)
17 (33,8) (4,1) 66 (65,8) Cozim yok
18 (17,4) Coziim yok 67 (48842,5967) Coziim yok
19 (170,39) Cozum yok 68 (33,4) Cozum yok
20 9,2) Coziim yok 69 (7775,936) Cozim yok
21 (55,12) Coziim yok 70 (251,30) Cozim yok
22 (197,42) Coziim yok 71 (3480,413) Coziim yok
23 (24,5) Cozlim yok 72 (17,2) Coziim yok
24 ) Coziim yok 73 (2281249,267000) (1068,125)
26 (51,10) G1) 74 (3699,430) (43,5)
27 (26,5) Coziim yok 75 (26,3) Cozim yok
28 (127,24) Coziim yok 76 (57799,6630) Coziim yok
29 (9801,1820) (70,13) 77 (351,40) Coziim yok
30 (11,2) Coziim yok 78 (53,6) C6zim yok
31 (1520,273) Coziim yok 79 (80,9) Cozim yok
32 (17,3) Coéziim yok 80 9,1) Coéziim yok
33 (23,4) C6zim yok 82 (163,18) 9,1)
34 (35,6) Coziim yok 83 (82,9) C6zim yok
35 (6,1) Coziim yok 84 (55,6) Cozim yok
37 (73,12) 61 85 (285769,30996) (378,41)
38 (37,6) Céziim yok 86 (10405,1122) Coziim yok
39 (25,4) Coéziim yok 87 (28,3) Coéziim yok
40 (19,3) Coziim yok 88 (197,21) C6zim yok
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41 (2049,320) (32,5) 89 (500001,53000) (500,53)

42 (13,2) Cozlim yok 90 (19,2) Cozim yok
43 (3482,531) Coziim yok 91 (1574,165) Cozim yok
44 (199,30) Coziim yok 92 (1151,120) Cozim yok
45 (161,24) Coézlim yok 93 (12151,1260) Coéziim yok
46 (24335,3588) Coézlim yok 94 (2143295,221064) Coéziim yok
47 (48,7) Cozlim yok 95 (39,4) Cozim yok
48 (7,1) Coziim yok 96 (49,5) Cozim yok
50 (99,14) 710 97 (62809633,6377352) (5604,569)
51 (50,7) Coézlim yok 98 (99,10) Coéziim yok
52 (649,90) Cozlim yok 99 (10,1) Coziim yok

4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, bir rasyonel saymnin [ay;aq,as,, ..., a,] seklinde sonlu bir siirekli

kesir agilimina, bir irrasyonel saymnin ise [ay; a;,aq, .-

acilimma sahip oldugu verilmistir. Ayrica vVd = [ag;a;,ay, ..

.| seklinde sonsuz bir siirekli kesir

] acilimindan ve siirekli

kesirlerin yaklasimlarindan yararlamlarak x2 — dy? = +1 Pell denklemlerinin temel

¢oziimii verilmis ve tiim pozitif tamsay1 ¢oztiimlerine iliskin formiiller ifade edilmistir.

Literatiirde a?b? + a, a?b? + 2a ve a?b? + 4a formlarinda olan fakat tam kare olmayan

d pozitif tamsayilari i¢in vd nin siirekli kesir agilimlar1 bulunmustur. Benzer bir ¢alisma

d = a? + ab + b? formlarinda olan tam kare olmayan d pozitif tamsayilar1 i¢in v'd nin

siirekli kesir agilimlar1 bulunabilir Béylece d = a® + ab + b? olmak iizere x? — dy? =

+1 Pell denklemlerinin temel ¢oziimii ve tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri tespit edilebilir.
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