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OZET
Bu ¢alisma, iki bolimden olugsmaktadir.
Birinci béliimde, ¢alismaya esas olan orjinal sonuglarin alt yapisini olusturan, ikinci
basamaktan diferensiyel denklemlere iligkin, literatiirde yer alan, amaca yonelik

sonuglara sistematik bigimde yer verilmigtir.

Ikinci bélim, tamamen orjinal sonuglar olup, iki kesimden olugmaktadir. Bu
boliimiin birinci kesiminde, Grace, Lalli ve Li’nin makalelerinden esinlenerek

¥ xOKE©)] + POk (1) +a®f (1)) = 0

lineer olmayan diferensiyel denkleminin ¢6ziimlerinin salimimliligina iligkin kriterler
elde edilmigtir.

iy o N . -2 i o ole
Ikinci kesimde, ¢(s) = [sl” s olmak tizere,. Li’nin sonuglar ,

ookl ®)] +emok) =0

bigimindeki daha genel yap: igin aragtirilmig ve yeni salinimlilik kriterleri inga
edilmigtir.
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ABSTRACT

This work consists of two chapters.

The first chapter systematically includes the results that constitute the infrastructure
of the original results that serve as the basis of this study and these results which lead
to the objective are found in the literature of second order differential equations.

The second chapter has two sections containing original results. In the first section of
this chapter the criteria on oscillation of solutions of nonlinear differential equation

[a@)PE@OXE®)] + pOk(E )+ gt 1) =0
are obtained by employing methods of Grace, Lalli and Li.
In the second section, where o¢(s) = |s|p_2 s, Li’s results, for

@)l ) + ctypl®)=0

has been investigated for a more general structure and new oscillation criteria are
built.
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0. GIRIiS

Diferensiyel denklemler, miihendislik, fen ve sosyal bilimlerde 6nemli rol oynar.
Bu alanlarda aragtinlan problemlerin ozelliklerini tagiyan anlamli matematiksel
modeller, ¢ogu kez diferensiyel denklemler olarak karsimiza ¢ikar. Dolayisiyla her
denklemin ¢6ziimiinii bilmek istememiz dogaldir. Ancak, bu durum ¢ok az sayida,
belli yapidaki denklemler i¢in s6z konusudur. Bu nedenle, ¢ozimlerin bilinen
metotlar yardimryla bulunamadigi durumlarda; denklemin analizinden hareket ederek
davramgim aragtirmak, olduk¢a Onemlidir. Kalitatif inceleme alam olarak
adlandirilan bu metodun 6nemli bir dali da, salimim teorisidir. Bu teori, lineer
denklemler igin hayli zengin olmasina kargin, lineer olmayan denklemler igin
kisithdir. Bu teori igerisinde yaygin olarak kullanilan tekniklerden biri de ortalama
teknigidir.

Bilindigi tizere, bir diferensiyel denklemin belirgin olmayan bir ¢oziimii, [t o ,oo)
araliginda keyfi sayida yeterince biiyiik sifirlara sahipse bu aralikta salinimhidir.

Tersine s6z konusu ¢oziim [to ,oo) araliginda sonlu sayida sifirlara sahipse bu aralikta

salimmsizdir. Buna gore salimmli bir ¢oziim i¢in limt, =o olacak sekilde
n—>wo

gozimiin sifirlarinin bir §t_} dizisi meveuttur. Coziim salimmsiz ise her t>t, > t,

i¢in ¢oziim, ya pozitif ya da negatif olacak sekilde bir t, sayis1 mevcuttur.

Bu ¢alismada konu simirlandinilarak, belli tipten ikinci basamaktan lineer olmayan
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinimlilig aragtiilmigtir. Bu tip denklemler

i¢in eger butiin ¢éziimleri salimmli ise denkleme salinimli diyecegiz.

Caliymaya esas olan orjinal sonuglarin alt yapisini olusturmak igin, birinci

boliimde, 6nce
x"(t)+q(t)x(t) =0 (E,)

lineer denklemi ele alinmig, bu denklemin salimmmhilik sonuglarina iliskin, sirasiyla,

! TC Y HKI LR SEETiM F”WTD'MF
DOKUMAITASYON NERKEZY



Sturm(1836), Kneser(1893), Fite(1918), Wintner(1949), Hartman(1952), Atkinson
(1955), Moore ve Nehari(1959), Nehari(1960), Jasny(1960), Kurzweill(1960),
Belohorec(1961), Kiguradze(1962), Nehari(1969), Kamenev(1978), Yan(1984) ve
Philos(1989)’un ¢aligmalari, amaca yonelik olarak, sistematik bi¢imde sunulmaya
calisiimgtar,

1995 wyilinda, Li’nin genellestirilmis bir Riccati doniigiimii kullanarak,
r(t) e C'([t,,); (0,)) ve q(t) e C([t,,);R), t, = 0 olmak iizere,

[rOx'®)] +q(t)x(t) =0 (E,)

lineer denklemi igin elde ettigi kriterlere yer verilmisgtir.

Daha sonra, q, [to,oo) aralifs tizerinde stirekli ve gergel-degerli bir fonksiyon,
f, R ’de siirekli, gergel-degerli, R - {0} uizerinde strekli tirevlenebilir , her y #0
igin yf(y)>0 ve f'(y)=0 kosullarim saglayan bir fonksiyon olmak iizere,
f(y)= |y|Jk sgny, yeR (A >1) 6zel durumu igin, Emden—Fowler denklemi olarak

adlandirilan,
x"(t) + q(t)f (x(t))]=0 (E)

diferensiyel denklemi gozéniine alinmugtir. Wintner’in lineer durum igin buldugu
klasik ortalama kriterden esinlenerek, ortalama teknikleri kullamlan birgok aragtirma
arasindan; Butler(1976, 1980), Butler ve Erbe(1987), Kamenev(1974,1978), Kura
(1982), Kwong ve Wong(1982-1983), Wong(1968-1986), Onose(1975-1983),
Philos(1983-1990)’un g¢alismalan irdelenmis, bunlardan bir sentez yapilmaya

calisilarak, (E,) ve onun 6zel durumu olan,

x"(t)+q(t)}x(1)]" sgn x(t) = 0 (E,)



Emden—Fowler denklemi ve de p(t), [to ,oo) aralif1 iizerinde pozitif ve siirekli bir

fonksiyon olmak iizere,
x"(t) + p(t)x(t) + q()ff (x(£)] = 0 (E,)

denkleminin salimimlilig1 igin, Philos’un inga ettigi kriterlere yer verilmigtir.

a,p,q: [t,,0) = R siirekli ve t>1, igin a(t) >0 olmak iizere, 1989 yilinda

Grace’in, ele aldig,

@OX'(1) +ptX() + q(Bfx(t)|" sgnx(t)=0, A >0 (Es)

bigimindeki lineer olmayan diferensiyel denklemi incelenmis ve bu denklemin

salinmmliligina iligkin sonuglarn tizerinde durulmusgtur.

a,p,q:[t;, ) >R, ¥,fFR>R sirekli, a(t)>0, x=z0 igin xf(x)>0
olmak iizere, W(x) ilizerine sinirlilik kogullart koyarak, Grace ve Lalli tarafindan

aragtirilan,

2P O] +p(0)x 0+ aOF (x(1)) = 0 (Ey)
denkleminin salimmliligina iligkin sonuglar irdelenmigtir.
Son olarak, q(t), [to,oo) araliginda siirekli olmak Gzere
[oG'®)] + colx(v) =0, (Ew)

denklemi i¢in, Li tarafindan 1994 yilinda inga edilen salinimlilik kriterleri ifade

edilmigtir.



Tamamen orjinal sonuglardan olusan ikinci boliimde, yukarida bahsedilen

¢aligmalardan, ozellikle Grace, Lalli ve Li’nin makalelerinden esinlenerek
®¥EOKEO) + POk ®)+ a®fx®)=0 =1, (Eys)
denkleminin salinimliligina iligkin baz1 orjinal kriterler inga edilmistir.,
Son olarak ¢(s), ¢(s) = |s|"_2 s, olmak lizere Li’nin sonuglari,

[ty (x(0)o(x’()] +c(t)olx(t)) =0, (E;)

bi¢imindeki daha genel yap: igin aragtinlmug, bazi yeni salinimlilik kriterleri

olusturulmustur.



1. iIKINCi BASAMAKTAN DENKLEMLERIN COZUMLERININ
SALINIMLILIGI

Ikinci basamaktan diferensiyel denklemlerin ¢ozimlerinin salmmlilk ve
salimimsizlik problemi, son yillarda ¢ok ilgi duyulan bir aragtirma konusu olmus ve

bu konuda yapilan bilimsel yayinlarla oldukga genis bir literatiir meydana gelmistir.

Bu boéliimde, arastirma konusunun altyapisimi1 olugturan bir dizi 6nemli sonug ve

kriter, tarihsel siireg igerisinde sistematik bigimde sunulacaktir.

Sturm [52], 1836 yilinda, q(t) € C([t,,%);R), t, >0 olmak iizere,

x"(t) + q()x(t) =0 E)

lineer diferensiyel denkleminin salimmlilik davramgini arastiran ilk kigi olmustur.

q(t) ’nin sonugta negatif olmadig1 durumda, pek g¢ok salimmlilik kriterinin ingasi
Atkinson[1]’un klasik galismasiyla baslamis, Moore ve Nehari[36], Nehari[37],
Jasny[23], Kurzweill [30], Belohorec[2] ve Kiguradze[27]’nin caligmalan ile
stirmiigtiir. Nehari [37,38]’nin hemen ardindan bir dizi makale halinde Coffman ve
Wong [7—9] tarafindan, bu sonuglar, salimmlilik konusunda birgok ilging 6zellige

sahip olan ve Emden-Fowler denklemi olarak isimlendirilen
x"(1)+ q(Ofx(t)]" sgnx(t) = 0 (E,)

denkleminin de sistematik bir davranigim kapsayacak bir sekilde, (E,)’den daha
genel bir denkleme genisletilmigtir. Eger, (E,)’de q(t) =t* alinirsa astrofizigin
¢alisma konusu olarak ortaya ¢ikan Emden-Fowler denklemi elde edilir. Cecchi ve
Marini [6] ninde belirttigi gibi, pek gok fiziksel problem; a,q:[0<t,,%) >R,

Y.f:R >R sirekli, a(t)>0 ve q, [to,ao) ’un herhangi bir alt aralifi tzerinde

ozdes sifir olmamak iizere,



[aP X' ®)] +qOf (x(1)) = 0 (E,)

bi¢imindeki ikinci basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklemlerle modellenir.
Ormnegin, Thomas-Fermi ve Schrodinger-Persico denklemlerinin her ikisi de atomik

alanlarin aragtirmasinda ortaya ¢ikan, (E,) bi¢imindeki denklemlerdir. Ayrica, bu tip

denklemler, kuvvet alam1 zamana bagh oldugunda, “agisal momentumun korunmasi
kanununda” oldugu gibi birgok mekanik probleminde de goriiliir. Bu denklemle ilgili
olarak, Butler[4], Coles[10,11], Grace ve Lalli [17-19], Hartman[22],

Kamenev[25,26], Kwong ve Wong[31], Philos[43,46,49,50], Wintner[55],
Wong[57,60,61], Yan[62] ve Yeh[63]’in aragtirmalarina bagvurulabilir.

1.1. Lineer Denklemlere iliskin Sonuclar

(E,) lineer diferensiyel denkleminin salimmlilig1 igin q(t) tzerine kosullar1 esas

alan kriterleri agagidaki gibi siralayabiliriz :

1
1. Kneser (1893) [28] : qt)>0 ve w= ym t2q(t) olmak iizere, w > v ise (E,)

. |
denklemi salimmli, w <Z ise salinimsizdir.

2. Fite (1918) [12] : Eger Iq(s)ds = ise (E,) denklemi salnimlidir.

to

1 ts
3. Wintner (1949) [55] : Eger ¥1IE;J. J q(u)duds = o ise (E,) denklemi

to t

saltmimlidir.



4. Hartman (1952) [22] : Eger
l t s l ts
—®< li_g.}mf T :[ ;[ q(u)duds < 11_)13 sup; ;[ ;[ q(u)duds <

ise (E,) denklemi salinimlidur.

5. Kamenev (1978)[26] : A > 1bir sabit olmak tizere, eger
1 t
lim suptTI(t —5)*q(s)ds =
to

ise (E,) denklemi salimmlidir.

1 t
6. Yan (1984) [62] : A>1 sabiti igin *im suptTJ.(t —s)*q(s)ds < @ olsun.
to

Eger [t,,00) uizerinde tamml, A (t)=max{A(1),0} t>t, ve [A (5)ds=w0

to

olacak sekilde stirekli bir A fonksiyonu var ve her T >t, igin
t
. 1 A
limsup [(t-9*q(s)ds = A(D)
to

ise (E,) denklemi salinimlidir.

7. Philos (1989)[48] : H,D={t,5):t>s>t,}— R sirekli bir fonksiyon,
t>t, icin H(t,t)=0, t >s > t, igin H(t,s) >0 ve H in D iizerinde ikinci degiskene
gore sirekli ve pozitif olmayan kismi tiirevi var olsun. Ayrica h:D — R siirekli bir

fonksiyon ve her (t,s)eD igin —;ﬁ(t, s) = h(t,s)yH(t,s)
S

kosulu saglansin. Eger

t

1
)
limsup 7= ]

to

{H(t, $)q(s) - %hz (t, s)}ds =

ise (E,) denklemi salimmlidir.



(E,) denkleminde y >0 bir sabit olmak uzere q(t) = lz alinirsa, yukaridaki

kriterler igin,
1Le t
(1) E{g;!!Q(u)duds: llm—”——duds =lim - j:[——+ 1}
=£im%(—logt+t—l)=y<oo ;
(ii) A >1 sabiti igin
lim sup—l—j‘(t —s)*q(s)ds = lim supij——Y(t ~9)' ds < lim sup j~_‘y_ ds=y<o0
10 t* ; P th : s Ealrares ) s >

her T>1 igin

X
T

t t
A(T) < lim inf ti" j (t-5)"q(s)ds < lim sup-tlT j (t-s)*q(s)ds < ve
T T

A(t) ve A, (t) Yan [62] teoremde tamimlandig: gibi olmak tizere,
j AL (s)ds < [Ld 7—2
1

dir.
(iii) Hve h, Philos [48] teoremde tamimlandig: gibi olmak tizere,

limsup

fimsup 1o I[H(t £a® - 71t &)]d&d:msup [Frde=y <=

elde edilir. Béylece yukarida sozii edilen Wintner, Hartman, Kamenev, Yan ve

Philos’un kriterleri,

x"(t)+-t-72-x(t) =0 (E,)

1
Euler diferensiyel denklemine uygulanamaz. Bilindigi gibi, eger y > 1 ise (E,)

denklemi salimmh, vy s% ise salimmsizdir.



Li[34], 1995 yilinda Yu[64]" nunkine gore genellesmis bir Riccati dénigimii
kullanarak, r(t) € C'([t,,);(0,)) ve q(t) e C( [ty,2);R), t, =0 olmak iizere,
Wintner, Hartman, Kamenev, Yan ve Philos’un yukarida verilen salinimlilik

kriterlerini,

[r(Ox'(®)] +a®)xt) =0 (E.)

ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklemine genisleterek, asagidaki sonuglar

elde etmisgtir :

1.1.1. Teorem : D, = {(t,s) t>s>t,}ve D= {(t.s):t>s>1t,} olmak iizere,

H e C(D;R) fonksiyonu asagidaki iki kosulu saglasin :

(a) t>t, igin H(t,t)=0, t>s>t, i¢in H(t,s)>0,

(b) H, D,’da sirekli, ikinci degiskene gore kismi tiirevi mevcut ve monoton
artmayan olsun . Aynica her (t,s) €D, i¢in

oH
—g(t,s) = h(t,s)y/H(t,s) olacak sekilde, siirekli bir h: D, - R fonksiyonu

tanimli olsun.
a(s)=exp{— 2 j f(g)dg} ve ‘P(s):a(s){q(s)+r(s)f2(s)—[r(s)f(s)]' } seklinde
tamimli fonksiyonlar olmak iizere, efer her t>t, igin

ja(s)r(s)h2 (t,s)ds <o (C)

t

ve

lim sup

o H(t,t,) j[H(t, s)¥(s) - %al(s)r(s)h2 (t, s)]ds =0 (C,)

to
kosullar1 saglanacak gekilde bir f e C‘[to,oo) fonksiyonu varsa (E,) denklemi

salinimlidir.



t
1.1.2. Sonu¢ : R(t)= J‘E-, t>t, olsun Eger
L 16)

limsup R () [R()—R(8)]"q(s)ds = oo (A >1 sabit )

to

ise (E,) denklemi salinimlhidur.

. -
1.1.3. Senu¢ : Q(t) = ‘.‘I:; <o, t>t, olsun. Eger

t

1 .
llmsup[ logQ(t)]” j (1 g%) (Q(s)q(s)—ms—))ds=oo (A >1 sabit)

ise (E;) denklemi salinimlidir.

1.1.4. Uyan[34]: [45]’de Philos, (E,) denklemi i¢in

2(t) = exp( ) Q' (exp(-1))) t= ~logQ(t,)

doniigiimiinii kullanarak ayni problemle ugrasmgtir.
1.1.5. Sonug : A > 1 bir sabit olmak uzere, H(t,s) = (t—s)*, t>s>t, olsun.
a(s) = exp{— ZI f (&)d&} ve ¥(s) = a(s){q(s) +r(s)f2(s) - [r(s)f (s)] '} olmak tizere,

%iﬁqgsup-tl,"f{(t —-8)*W(s) - %(t —g)*2 a(s)r(s)}ds =

kosulu saglanacak sekilde bir f e C'[t,,0) fonksiyonu varsa 1.1.1. Teorem’den
(E,) denklemi salinimlidur.

1.1.6. Uyan[34]: Eger r(t)=1 ve f(t)=0 ise 1.15. Sonug, Kamenev[26]’in

kriterine indirgenir.

10



1.1.7. Teorem : Hve h, 1.1.1. Teorem deki gibi ve

0 < inf { lim inf -2C128).
s>ty | t—o0 H(t,t )

olsun. Eger

a(s) = exp{— 2 j' f(g)dg} , P(s) = a(s){q(s) +1(8)f 2 (s) - [r(s)f (s)] } ve

A (s)= max{A(s),O} olmak iizere,

lim sup H( K%Y, J'a(s)r(s)hz(t s)ds < o

T +(8) 4
d (S)r(S)

ve her T>t, igin

sup
o0

t—)

j[H(t, s)¥(s)— %a(s)r(s)h2 (t, s)}ds > A(T)

(C,)

(C.)

(C,)

(Co)

kosullari1 saglayan A eC[to,oo) ve feC'[t,,0) fonksiyonlari varsa (E,)

denklemi salinimlidir.

1.1.8. Sonug : A >1 bir sabit olmak tizere, H(t,s)=(t—s)*, t>s>1t, olsun.

Ayrica, her t>t, i¢in,

j.(t ~5)*2a(s)r(s)ds < o, lim nsup - I(t s)*a(s)r(s) <

kosullan saglansin. Eger

a(s) = exp{— 2f f(g)da} , ¥(s) = a(s){q(s) + 182 (8) - [rs)E(s)] } ve

A (s)= max{A(s),O} olmak iizere, her T >t, i¢in (C,),

lim sup %_f{(t —5)*¥(s) - %(t - )2 a(s)r(s)}ds > A(T)

11



kosullarimi saglayan A eC[to,oo) ve feC't,,o) fonksiyonlan varsa (E,)

denklemi salimimlidir.

1.1.9 Uyan[34] : Eger r(t)=1 ve f(t)=0 ise, bu durumda 1.1.8. Sonug,

Yan [62]’1n sonucunu gelistirir.

1.1.10. Teorem : Hve h, 1.1.1. Teorem *deki gibi olsun ve (C,) kosulu saglansin.

Eger
a(s) = exp{— 2_[ f (é)d&} , P(s)= a(s){q(s) +1(s)f>(s) - [r(s)f (s)]' } ve

A (s)= max{A(s),O} olmak uzere, (C,), (C,),

lim inf I ) J‘ H(t,s)¥(s)ds < © (C,)
2*0 to
ve her T>t, igin
lim inf H(tl, 51 [H(t, $)¥(s) ia(s)r(s)hz , s)}ds > A(T) C,)

kosullarim1 saglayan A eC[to,oo) ve fe C‘[to,oo) fonksiyonlar1 varsa (E;)

denklemi salinimlidir.

1.2. Lineer Olmayan Denklemlere iliskin Sonuglar

q, [to,oo) aralifi tzerinde sirekli ve gergel-degerli bir fonksiyon, f, R’de
siirekli, gercel-degerli, R — {0} iizerinde surekli tirevienebilir ve her y =0 igin
yf(y)>0 ve f'(y)>0 kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak iizere ikinci

basamaktan lineer olmayan

x"(t) + q()[f (x(t))] =0 (Es)

12



diferensiyel denklemini goz oniine alalim.

Bu tip denklemlerin salinimlilik ¢aligmasi 6zel bir ilgi alam olmug ve degisken
katsayinin ortalama davranigini i¢ine alan gok sayida kriter bulunmustur. Bu testler,

genellikle Wintner [55]’in lineer durum igin buldugu klasik ortalama kriterden ilham
alarak harekete gegirilmigtir. (E;) bi¢imindeki lineer olmayan ikinci basamaktan

diferensiyel denklemlerin salimmlilif1 igin ortalama tekniklerini kullanan birgok
arastirma arasindan, Butler[3,4], Butler ve Erbe [5], Kamenev [24,25], Kura[29],

Kwong ve Wong[31-33], Wong[56 — 60}, Onose[39,40], Philos[41~ 43, 46, 47]’un

caligmalan gosterilebilir.

Dikkat edilirse, f(y) = |y|7L sgny, y e R (A >1) olarak alindiginda lineer olmayan

(E,) denkleminin prototipi olan, (E,) Emden-Fowler denklemi karsimiza gikar.

Wong [57], (E,) Emden-Fowler denkleminin salimmlilig igin,

t
lim inf [a(s)ds > o (C,)
to
ve
’ 1
lim sup-t—J'(t —s5)q(s)ds = (Cy)
to

kosullarinin yeterli oldugunu kanitlamigtir. 1984 yilinda Philos [43], Wong’un bu
sonucunu (E,) denkleminin genel bir durumu olan (E;) denklemine, asagidaki

gibi genigletmigtir :

1.2.1. Teorem : (C,) ve (C,,) kosullart saglansin. Ayrica (E,) denklemi

© d —0
ust- lineer, yani I—L <o Ve J. —f_‘%

< olsun. Eger f fonksiyonu igin,
£(y) g y ¢

13



iy FVE(y)
I fy) dy < ve I ) —=dy <o €,)
ve r (F,)
r I,/f (Z J‘"f (Z
f(Z) f(Z)
min< inf ,inf — r >0 (C,)
y>0 £ y<0 IE
; £(2) +1(2) J J

kosullar: saglanirsa (E,) denklemi salinimlidir.

Daha sonra 1986’da Wong[60], bu denklemin 6zel bir durumu olan (E,)
Emden-Fowler denklemi i¢in asagidaki salimmlilik kriterini inga etmistir.

1.2.2. Teorem : (Wong [60]) (C,) kosuluna ek olarak, A >2 sabitiigin

lim supTJ'(t s)*"q(s)ds = (Cy)

t—»00

kosulu saglaniyorsa (E,) denklemi salinimlidur.

1.2.3. Uyan [50] : Lineer durumda, yani (E,) denkleminin salimmlilig:
i¢in, Kamenev [26], (Cy3) kosulunun yeterli oldugunu kanitlamigtir, Ayrica

Kamenev’in kriteri Wintner [55)in klasik salmimhlik sonucunu da kapsar.

1988°de Philos, ayrica bir integral ortalama teknigi kullanarak, (E,;) denklemi
icin Wong [60]’un yukaridaki salimmlilik kriterini de kapsayacak bigimde, asagidaki

yeni salintmlilik kriterini sunmustur :
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1.2.4. Teorem :[Philos,SO] (C,) ve (C,;) kosullar1 saglansin. Ayrica, (E;)

denklemi Gst-lineer olsun. Eger f fonksiyonu,

(Cyy) ve
mm{mf,/f( j" ) 4z, inf yF'y) jff('g)dz}w c.o ®

kosullarini saglarsa (E,) denklemi salimmlidir.

1.2.5. Uyan[50]:  f(y)=|y| seny,yeR (A >1) ozel durumunda

fy) =yl .y =0

ve y =0 igin,

(sgn:j}’)"o mdz _ 272 Iyl(l-“/2

f(2) A—1

y

elde edilir ve sonug olarak ( F ) kosulu saglanir. Boylece, 6zel duruma 1.2.4. Teorem

uygulamrsa, (C,) ve (C,;) kosullarimin, (E,) diferensiyel denkleminin salimimliligi
igin yeterli kosullar oldugu gorilir. Bu gekildle Wong [60]’un kriteri, 1.2.4.

Teorem’in bir sonucu olarak elde edilir.

p(1), [to,oo) arahf uzerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere

(E¢) ’nin daha geneli olan,

x"(t) + p(t)x'(t) + q(O)[F (x(t))] = 0 (E,)

diferensiyel denklemi igin asagidaki sonug gegerlidir :
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1.2.6. Teorem :[Philos,SO] D, [to,oo) aralifi tizerinde pozitif olmayan artan bir
fonksiyon olsun. Bundan baska ( F ) kosulu saglansin. Eger (C,) ve (C,,) kosullari

gercgeklesirse (E,) denklemi salinimhdir.

Grace[14], 1989 yilinda, a,p,q: [to,oo)—> R surekli ve t>t, igin a(t)>0

olmak tizere,

@()x'(8)) +p)x'(t) +q(tfx(®)]* sgnx(t) =0, A>0 (E,)

bigimindeki denklemlerin salinimlilig; ile ilgilenmistir.

Son zamanlarda, Yan[62, Teorem2], Kwong ve Wong [3 1]’un teoreminin,
Kamenev [26] tipi ortalama kosulu ile A =1 iken (E,) denklemi i¢in gegerli
kaldigim kamtlamistir. Ote yandan [31] , [47] ve [62] deki sonuglar, A >1 iken,
(E;) denklemine uygulanamaz. Bundan dolay1 Grace[14], Kamenev [26] tarafindan
ortaya konulan tipte bir ortalama kosulu kullanarak, (E,) denklemi igin bir
salinimhilik kriteri olusturmustur. Ust-lineer durumda, yani A >1 icin elde edilen
bu sonu¢ Kwong ve Wong[31], Philos [47] ve Yan [62]'m galismalarinin bir
devarmdur. Grace, ayrica  alt -lineer durumda, yani 0<X <1 igin, [31] , [47] ve
[62]’dekilerden bagimsiz olarak fakat A =1 iken Yan [62]’inkine benzer sonuglan

inga etmistir. Simdi bu sonuglarin bir kismini verelim :

1.2.7. Teorem : Eger,

liminf _[ p(s)q(s)ds > —oo, - (Cy)
a(p' () -p(p(t) =y() 20 ve t>t,igin y'()<0, (Cy)
nt)= 'a(t)lp(t) olmak tizere Tn(s)ds = ;)

16



ve her 0> 0 ve ae (L) igin 9(t)=n(t)/ [n()ds, b. (1) = max{o(1),0}
olmak uzere
!imsup?;f(t —u)p(u)q(u)du <o , (Cy)

t—o

.18 "
liminf — | (t—uy)*~“ e
i ta!( )

. [(t -u)?p(u)q(u) *%gzlﬁ[v(u)n(uxt ~u)-af }du > §(s) (Cy)

ve
lim [9()9}(5) =0 (Cx)

kosullarin1 saglayan tirevlenebilir bir p: [to,oo)——> (0,00) fonksiyonu ve siirekli bir

¢:[t0,oo)——> R fonksiyonu varsa her A >1 igin (E,) denklemi salimmlidir.

1.2.8. Sonu¢ : 1.2.7. Teorem ’deki p fonksiyonu

t>t, igin p(t) = exp( Z—((g-dsJ (C,)

ile tanimlansin. Eger (Cyy), (C,;)-(Cyp) kosullart saglanirsa her A >0 igin (E,)
denklemi salinimlidir.

1.2.9. Sonu¢ : o €(1,0) olsun. Aynica

lim inf [q(s)ds > —o, (C2)
L ds=o0 (C,)
a(s) ’ B

17



t
lim sup;l; ft-wqu)du <, (Cu)

to

kogullar1 saglansin. Eger, her >0 igin

_ (Y
¢.(t)= max{d)(t),O}veS(t) = 2 L 20) ds] olmak iizere
. .1 w2 ) 0o’
lim inf — I (t-u) {(t—u) q(u) - 4x9(u)]d“ L O (Cas)
lim j 9(s)dp2(s) = (Cy)

kosullarin1 saglayan siirekli bir ¢ : [to,oo)—> R fonksiyonu varsa her A >0 igin

(@®x'(®) +q®)x(t)]" sgnx(t)=0,1>0 (E,)
denklemi salinimlidir.

1.2.10. Teorem : Eger (C,,)—(C,,) kosullarim ve m ve 9 1.2.7. Teoremdeki gibi

olmak tizere, o € (l,oc) ve her 6>0 igin

: 1 t oa-2
{gx}osupt—atj‘:(t—u) °

0 1
. {(t —u)’p(u)q(u) —lev(u)n(u)(t ~u)-af ]du = (Cy)
kosulunu saglayan tiirevienebilir bir p: [to,oo) —> (0,00) fonksiyonu varsa her A >1

i¢in (E;) denklemi salintmhdir.

1.2.11.Sonu¢ : 1.2.10. Teoremdeki (C,,) kosulu yerine

, L ¢ a
lim sup=— [ (t - u)* p(u)q(u)du = <o, (Cx)
to
ve L YORSEY g ovens
DOKU%RU"RM ity
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t

P_’,E J- % [Y(U)H(U)(t -u)-— a]z du <o (Cy)

to

kogullar1 alinirsa 1.2.10. Teoremin sonuglart saglanur.

Asagidaki sonuglar Wong’un [60]’daki kriterini, (E,;) ve (E,) bigimindeki daha

genel denklemlere genisletir.

1.2.12. Sonug : 1.2.10. Teoremdeki p fonksiyonu 1.2.8. Sonugdaki (C,,) ile tammh
olsun. Eger (C,),(C,,) ve (C,,) kosullar1 saglanirsa her A >0 igin (E,)

denklemi salinimhidir.

Yine Grace [13], 1989 yilinda a,p,q: [to,oo) >R, V,f:R >R sirekli, a(t)>0

ve x 20 i¢in xf(x) >0 olmak lizere,

[P ®)K'®] + pt)x'(t) + g (x (1) = 0 (Ey)

denklemini incelemis ve bu denklemin salimmliligina iligkin bazi kriterleri inga

etmigtir. Bu kriterler agagidaki gibidir :

1.2.13. Teorem: x =0 i¢in f'(x) >k (Cy)
her x igin 0<c<¥(x)<c, (Cs)

kosullan saglansin. Ayrica,

Qt)=q(t)- i(i - ;I-J %(—it)—) olarak alalim.

Eger, a €(1,0) olmak tzere

lim supt™ tj{(t —5)"0(s)Q(s) - &(t -5)*" e

. KM - c,o'(s)J(t -s)+ aclc(s)} }ds = (Cy)
a(s)
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kosulu saglanacak sekilde tiirevlenebilir bir c:[to,oo)—> (0,) fonksiyonu varsa

(E,) denklemi salinimhidir.

1.2.14. Uyan [13]: Eger (E,) denkleminin yalniz sinirli ¢6ziimleri ile ilgilenilirse,

1.2.13. Teoremde (C,,) kosulu yerine ‘¥(x) > ¢ > 0 kosulu alinabilir.
1.2.15. Uyan [13]: 1.2.13. Teorem, B ve & 'mn farkli degerleri igin

B

x”(t)i-?x’(t)+t%x(t) =0,t>0 (E,)

Euler denkleminin salimm ve salimmsizlik aragtirmasinda kullamglhidir.

1.2.16. Teorem : Y¥(x)>0 ve x #0 igin % 2y>0 (Cy)
X

kosulu saglansin. Eger, o € (1,0) olmak iizere

[t - 5)0'(s) — oo (s)] a(s)
4yo(s)

kosulu saglanacak sekilde tiirevlenebilir bir o: [t,, ,oo) — (0,00) fonksiyonu varsa

lim sup ™ ]{(t—s)“c(s)q(s)—

to

(t—s)“}dsmo (Cs)

[ay ¥ ()] +a®E(x() =0 (E,,)
denklemi salinimlidir.

1.2.17. Sonug : Eger

imsup | [(t—s)zo(s)q(s)— G

to

(t-s)o’(s)a(s) _(t- s)cs(s)a'(S)}ds o
4vo(s) Y

kosulu saglanacak sekilde tiirevlenebilir bir c:[to,oo)—> (0,) fonksiyonu varsa

(E,,) denklemi salinimlidir.
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1.2.18. Teorem : (C,,) kosulu ve ek olarak ust—lineerlik, yani

€ du ¢ du
— C
[ o vo [Rew ()
kosulu saglansin. a € (1,0) olmak uzere, eger t=>t, i¢in p(t)<0
(p(to(v) 20 (Cy)

ve (C,,) kosulu saglanacak sekilde turevlenebilir bir c:[to,oo) — (0,0) fonksiyonu

varsa (E,,) denklemi salimmlidir.

1.2.19. Uyan [13]: Eger 1.2.18. Teoremde p(t)=0 ise (Cs) ve (Cs)

kosullarina gerek kalmaz. Bu durumda 1.2.16. Teorem ile 1.2.18. Teorem gakgir.

1990 yilinda yine Grace, Lalli [19] birlikte; a,p,q:[to,oo)—>‘ﬁ, fR->N

surekli ve t >t, 20 i¢in a(t) >0 olmak iizere,

@®X'(®) +pOX' (1) +qOFx®)]=0, (Eys)

bigimindeki ikinci basamaktan diferensiyel denklemlerin salintmlhilig:i problemi ile

ugrasmstir. Problemin incelenmesi esnasinda, (E,;) denkleminin ist-lineer
oldugunu, yani (C,;) kosulunun saglandigini kabul etmislerdir. Grace ve Lalli

caligmalarini, Wong’un daha once 1.2.2. Teorem ile verilen kriterini, daha genel olan
(E4) diferensiyel denklemine genigleten Philos [49]’un asagida verilen kriterinden

esinlenerek ortaya koymuslardir :

1.2.20. Teorem : (Philos[49])  x =0 igin xf(x)>0 ve f'(x)=0 (Cy)

(C,), (C,,) ve (C,) kosullar1 saglansin.  Ayrica siirekli  tiirevienebilir  bir
p: [to ,00) — (0,0) fonksiyonu var ve p’, [to ,oo) aralig1 tizerinde negatif olmayan ve

artanolsun. Eger (C,) kosuluna ek olarak,
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. 1§ t du
lim sup;;tjzp(S)(tj;B—(;)‘]ds <o (Cs)
ve A>2 igin
1 t
limsup 5 [ (= 9)*p(9)q(s)ds = o (Ca)
to

kogullar: saglanirsa (E;) denklemi salinimlidir.

1.2.21. Teorem : (C,,), (C,,), (C;) ve (C;;) kosullan saglansin. Eger, (C,),
(Cy) ve (Cy,) kosullari, bir A >1 tamsayisy, sirekli bir ¢:[t,,%)—> R

fonksiyonu ve herhangi bir ¢* >0 sabiti igin,

8(t)=n(t)/ [ n(s)ds , ¢, (1) = max{@(1),0} olmak iizere,

to

S -
ll_rgmft—l!(t—u) .

¢ 2
25(0) [y(m@u)t —u)-A] Jdu Z ¢(u) C.)

° [(t ~u)*p(u)q(u) -

ve (C,) kosullan saglanacak gekilde tiirevlenebilir bir p:[to,oo)—> (0,)

fonksiyonu varsa (E,;) denklemi salinimhdir.

1.2.22, Teorem : (C,), (C,,), (C;) ve (Cy) kosullann saglansin. Eger, (C,),
(C,;) kosullari, bir A >1 tamsayist var ve n ve 9, 1.2.21. Teoremdeki gibi olmak

lizere, herhangi bir ¢* > 0 sabiti igin
1 t

lim sup — J‘ (t—u)*?e

t— t %

*
C

49(u)

-[(t—u)zp(u)q(u)— [v(u)n(U)(t—u)—llz}dumo (C)

kosulunu saglayan tiirevlenebilir bir p: [to,oo)—) (0,0) fonksiyonu varsa (E;)

denklemi salinimlidir.
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1.2.23. Uyan [19]: (1) Grace ve Lalli’nin ortaya koyduklar bu sonuglarin, A >1 igin

(E,) Emden-Fowler denklemine uyarlandigi zaman yeni oldugu goriiliir.
(i) Eger f(x) =[x|A sgnx, A >1 olarak segilirse, bu durumda, (C,,), (C,,),(C;)
ve (C;;) kosullan dogrudan saglanir.

(i) 1.2.21.Teorem, O0<A <1 olmak iizere (E,) denklemi igin Kwong ve

<o kosulunu saglamak tizere, (E;) denklemi igin Philos [49]

Wong[41], f, I

+0

du
f(u
ve f(x) = x olmak iizere, (E,;) denklemi igin Yan [62] ile elde edilen sonuglarin bir
tamamlayicisidir.

1.2.21.Teorem, ayrica, Grace[13], Grace ve Lalli [15], Kamenev [26], Yan [62] ve
Yeh[63]in  (E,,) denklemine iliskin  calismalanm, ve  a(t)=1
f(x)=Ix/"sgnx, 0<A <1 olacak sekilde, Grace ve Lalli [16] nin galigmasim
tamamlar.

Daha sonra, 1992 yilinda Grace ve Lalli[20], Yan[62]'m ve daha 6nceki bazi
aragtirmacilarin  ¢ahsmalarimi tamamlayan bir caliyma ortaya koymuglar ve
a,q:[O < to,oo) ->R, V,f' R >R siirekli, a(t)>0 ve [to,oo) ’un herhangi bir alt
aralig Uzerinde 6zdes sifir olmamak iizere, (E,,) denklemini tekrar ele alarak bu

denklemin ve bazi 6zel durumlar igin asagidaki kriterleri elde etmiglerdir :

1.2.24. Uyan : Dikkat edilirse, Grace [13], daha 6nce (E,,) denkleminde ¥(x)
uzerine smirhlik kosulu koymustur. Burada ise, (E, ) denklemindeki ¥(x)

uzerindeki simrlilik kosulu kaldirilarak agagidaki sonuglar verilmistir :

1.2.25. Teorem : (C,,),(C,,) kosulu ve

]3 ¥(u)

T¥(u)
f(u) I

du<o ve fw)

du<o, (Cu)
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I\/\I’(u)f (u) ve j\/ ¥(u)f'(u) du < oo

f(u) f(u) ’

mm{ Jf ) J'\/‘I’(z)f @, \/f 5) J-J‘I’(z)f @ }>0

¥Y(x): (2 ¥Yx); f(2)

(C.)

(Cs)

kosullan saglansin. Ayrica h,H:D = {(t, s):t=>s> to} stirekli fonksiyonlari var,

H’1n D uzerinde ikinci degiskene gore kismi tiirevleri mevcut ve

t>t, icin H(t,t)=0, t>s>t, igin H(t,s) >0
oH(t, >
(t,s) eDigin — —a(s—sz h(t, s),/ H(t,s)

olsun. Eger, (C,,),

2
J a(s)p(s) 45 =co,

p() <0, [p)p(®)] 20, p'(t)20 ve t>t, igin [at)p'®)] <0

ve her ¢c>0 igin

n(t) =a(t)p(t)U ds j olmak tizere,

L a(s)p(s)

limsup

o H(t,t 0).[ [H(t s)p(s)q(s) — en(s)h”(t, s)]ds—

(Cs)

(Cy)

(Cx)

(Cy)

kosullarin1 saglayan bir p: [to,oo)—> (0,0) fonksiyonu varsa (E,,) denklemi

salimmlidir.

1.2.26. Sonu¢ : 1.2.25. Teoremdeki (C,,) kosulu yerine

lim sup e ( 5] In(s)hz (t,s)ds <
AL TONSY [HEp(e)ats)ds =

kosullar: alinirsa, 1.2.25. Teoremin sonucu elde edilir.
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1.2.27. Teorem : (C,;) ve x#0 igin ~C)>K (Cy,)
¥(x)

kosullar: saglansin. Ayrica p, h ve H fonksiyonlari, 1.2.25. Teoremdeki gibi olsun
ve (C,) ve (C,) kosullan saglansin. Eger,

()p()

limsup ) [H(t P()(s) ~— b (t, )} (Cx)

1
H(t,to);

ise (E,,) denklemi salimmhidir.

1.2.28. Sonug : p, h ve H fonksiyonlar1 1.2.25. Teoremdeki gibi olsun. Ayrica
(Cy5), (C4), (Cy) ve

t>t, igin y(t) =a(t)p'(t)-p(t)p(t) 20 ve Y'(1)<0 (Cs)
kosullart saglansin. nj, 1.2.25. Teoremdeki gibi tammli olmak iizere, e§er her ¢ >0

i¢in

. 1 y(W/H(ts )

1 H - h

limsup e 3] { (£9p(s)a(s) cn(S)( 69~ 55 (Cs)
ise her A >1 igin, (E,;) denklemi salinimlidir.
1.2.29. Sonug : p, h ve H fonksiyonlari, 1.2.25. Teoremdeki gibi olsun ve
(C4) ve (C,,) kosullar saglansin. Eger

: 1 1 Y(5)WH(t,5)

ise A=1i¢gin (E;) denklemi salinimhdir.

1.2.30. Sonu¢ : h ve H fonksiyonlar: 1.2.25. Teoremde tantmlandig gibi ve p

p(t)=exp( | z—gdsJ (Car)

ile tamiml olsun. Ayrica (C,s), (C,), (C,,) kosullan saglansin.
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N, 1.2.25. Teoremdeki gibi tammli olmak iizere, efer her ¢>0 igin

lim sup

im sup -~ ] [l oo -en(on* . 9lis = (Cs)

ise her A>0 i¢in (E;) denklemi salinimhdir.

1.2.31. Teorem : (C,;), (C,) ve (C,,) kosullar: saglansin ve p,h ve H
fonksiyonlan 1.2.25. Teoremdeki gibi olsun. Ek olarak; (C,,), (C,) ve (C,;)

kosullar gergeklessin.
t>t, igin p'(t)20 ve (a(t)p'())<0 (Cy)

olsun. Ayrica, [to,oo) iizerinde tammli ve siirekli bir Q fonksiyonu var,

Q.= max{Q(t),O}, t>t, ve n, 1225 Teoremdeki gibi taniml olmak iizere,

TQI6)
—=ds = Ceo
t{ n(s) °e (Cw)

kosulu saglansin. Eger her ¢ >0 igin

fmnf - ) [l 9036 -
—c'n(S)[h(t 5-2 (S)V(H)“ > J Jd >Q(T), T>t, (Ca)

ise (E;) denklemi salinimlidir.

1.2.32, Teorem : (C,;), (C4),(Cy), (Cy), (Cy) ve (Cy,) kosullan ¥(x) =1
olmak tizere saglansin. Ayrica p, h ve H fonksiyonlari, 1.2.25. Teoremdeki gibi
olsun ve (Cy), (C,,) ve (C,,) kosullar saglansin. Eger [to,oo) tizerinde (C,)’1

saglayan siirekli bir Q fonksiyonu var ve her ¢ >0 igin

minf —— j [H(t, s)p(s)a(s) -

t—»no (

—cn(s)[h(t 5)- Y(S)(V)Hg)s j }d >O(T), T2, Cq)
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ise (E,;) denklemi salinimlidir.

1.2.33. Sonu¢ : (C,,) kosulu saglansin ve h, H ve Q 1.2.31. Teoremdeki gibi

olsun. Ayrica her ¢>0 igin

t

[[H(t.9)a(s) - csh? (1, 9)|ds > U(T), T= 1, (Cy)

T

liminf H(t,T)

kosulu saglansin. Eger

T—wds=w (Cy)

, S

ise her A >0 igin (E,) Emden-Fowler denklemi salinimlidir.

1.2.34. Sonug : (C,,) kosulu saglansin ve [to,oo) tizerinde taniml1 ve siirekli bir Q

fonksiyonu var ve o €(1,00) olmak iizere, her ¢ >0 igin
1 t
limsup [[t-9)°a(s) - co?s]ds > (T), T> 1, (Ces)
—»c0 T

olsun. Eger (C,,) kosulu saglamirsa her A >0 igin (E,) Emden-Fowler denklemi

saltmmbidir,

1.2.35. Sonu¢ : (C,,) kosulu saglansin. o €(1,o¢) olsun. Eger [to,oo) lizerinde

pozitif ve tiirevlenebilir bir ¢ fonksiyonu var ve

T Q(s)

2T R o)

her ¢ > 0 igin
1 t
limsup - [t~ 9)*6()a(0) -
T

_cs(t—s)*?

o(s)

ise (E,) Emden-Fowler denklemi saltnimlidir.

@' ()t~ 5) - ad(s))” }ds 20(s), T 2 t, (Ce)
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1994 yilinda Horng Jaan Li [3 5], q(t) [to,oo) tizerinde siirekli bir fonksiyon ve

o(s), o(s) ='s|p_2s, p>1 sabit bir reel say: ile tammh reel degerli bir fonksiyon
olmak uzere

[0’ ®)] + o) =0, t=t, (E,)

ikinci basamaktan lineer olmayan diferansiyel denklemi ile ilgili bazi salimm
kriterleri vermigtir. E§er p = 2 ise bu sonuglar Wintner, Hartman, Kamenev ve

Philos’un daha onceki sonuglarim geligtirir. p = 2 iken (E,,) denklemi daha

onceden inceledigimiz ikinci basamaktan lineer
u"(t)+c(thu(t)=0 (E))

denklemine indirgenir.

Eger, o(u)eC'[t,,©) ve her t>t, i¢in (E,) denklemi saglanacak
fonksiyonu varsa, bu fonksiyona (E,,) denkleminin [t,,)’da bir ¢oziimii denir.
Pino[51], (E,,) denklemi igin baslangig—deger probleminin ¢oziimiiniin varlik, teklik

ve [t,,0)’a genislemesini kanitlamustir.
1.2.36. Lemma [2 l]: Eger X ve Y negatif olmayan ise
X' +(y-DY"—9yXY"' 20, y>1

dir. Esitligin saglanmasi ile X =Y olmasi esdegerdir.

Li, yukandaki lemmay: kullanarak Kamenev [26]’in kriterinin (E,,) denklemine

bir geniglemesini vermis, ayrica Philos [48]’un sonuglarim geligtirmigtir.

1.2.37. Teorem : D, = {(t,s)t>s>t,} ve D={t,5):t>s>1t,} olmak iizere

He C(D;‘.R) fonksiyonu asagidaki iki kosulu saglasin :
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(@) t=t, igcin H(t,t)=0, t>s>t, icin H(t,s)>0,
(b) H, D,’da siirekli, ikinci degiskene gore kismi tirevi mevcut ve monoton
artmayan olsun . Ayrica (1/p) + (1/q) = 1 olmak iizere her (t,s) €D, igin

—%{(t, s)=h(t,s)[H(t,s)]'* ve her t=t, igin _[ h?(t,s)ds <

to
olacak sekilde, siirekli bir h:D, — R fonksiyonu fonksiyonu tanimli olsun.

Eger,

lim sup (1 - I{H(t s)c(s) - ( h(t,s)) }ds=oo (Ces)

ise (E,) denklemi salinimlidur.

1.2.38. Teorem : H ve h, 1.2.37. Teoremdeki gibi olsun. Ayrica

0 <inf<{lim inf —=222 H(t.5) < (Ce)
52ty | t—s0 H(t,t )
ve
{ugsup G )jh"(t s)ds < o (Cp)
20

kosullar1 saglansin. Eger,

A, (s)= max{A(s),O}, s >t, olmak iizere

[Ar@)ds = oo ()

t

ve her T>t, igin

!1_{2 pH(l 5 J‘ {H(t s)c(s)— [ h(t, s))}ds > A(T) (C,,)

kosullarim saglayan bir A e C[t,,) fonksiyonu varsa (E,;) denklemi salinimlidir.
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1.2.39. Teorem : H ve h, 1.2.37. Teoremdeki gibi olsun. Ayrica,

lim inf H(t, d C
o inf ) j (t,s)c(s)ds < (Cx)

ve (C,) kosullar1 saglansin. Eger, (C,) ve her T>t, igin

lim inf
== H(t,T)

j‘{H(t,s)c(s)—(ih(t, s)) }ds > A(T) (C.)

kosullari1 saglayan bir A e C[t,,) fonksiyonu varsa (E,,) denklemi saliimlidir.

1.2.40. Sonu¢ : A >p—1 bir sabit olsun. Eger (C,,) ve her T>t, i¢in

lim sup t* j(t ~8)*c(s)ds = A(T) (C)

to

kosullarin saglayan bir A € Clt,,) fonksiyonu varsa (E,,) denklemi salinimlidur.

1.2.41. Uyan[35]: A > p—1 bir sabit olsun ve

1
lim sup i J‘ (t—-s)*c(s)ds =

to

kosulu saglansin. Bu durumda, her T>t, igin
t
lim sup t™ _[ (t-s)*c(s)ds =
T

oldugu agiktir. Boylece [t,,) iizerinde A(T) =1 segeriz. Bu durumda, (C,,) ve
(C,,) kosullart saglamr. Bundan dolayr Kamenev kriteri [26], p=2 igin
1.2.40. Sonug iginde yer alir. Bundan bagka dikkat edilirse 1.2.40. Sonug, Yan [62]’1n

salinimlilik sonucunu geligtirir.
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2. IKINCI BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN BELLI SINIFTAN
DENKLEMLERIN COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Iki kesimden olusan bu boliimde, birinci bélimde yapilan literatiir taramasindan
hareketle, tamamen orjinal sonuglar olarak elde edilen galigmalar sunulacaktir. Bu
aragtirmalar, literatiirdeki bazi bilinen salinimlilik kriterlerini genellestirir ve

geligtirir.
Birinci kesimde, Grace [13,14], Lalli[20] ve Li[34]'nin makalelerinden

esinlenerek

¥ (xO)k(x'@®)] + pOkx'R))+ aBE(x (1)) = 0

bigimindeki lineer diferensiyel denkleminin salimmliligina iligkin bazi kriterler

verilecektir.
ikinci kesimde, Li[35] nin sonuglaridan hareket ederek, ¢: R — R fonksiyonu

o(s) = [s["k2 s, p>1 ile tammli olmak iizere,

[rmox@®o(x' )] +et)ox(®) =0

denklemi igin baz1 salinimlilik kriterleri insa edilecektir.

2.1. [a(t)P(x(t))k(x'(t))] "+ p(t)k(x "))+ q(t)f(x(t)) =0 Denklemine iliskin

Sonuclar
a,p,q: [to,oo) ->R, k¥, f:R—> R sirekli fonksiyonlar olmak izere,

[ayPx®k(x'©)] +pOk(K'(D)+qOFfx(E®)=0 , t>t, (Es)

denklemini g6z 6niine alalim.
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t, >0 olmak iizere, [t,,o) arahginda (E,) denkleminin goziimlerinin varligmi

kabul edelim. Ayrica bu kesim boyunca

(a) a(t)>0, q(t)=0 ve p tiirevlenebilir,

(b) her x igin O0<c<W¥(x)<c,

(c) x#0 igin f—(x7927>0

(d) y, >0 ve her y#0 igin k’(y) <7y,yk(y)
temel kosullarinin saglandigini varsayalim.

Kesim 1.1. den gorillecegi iizere, 1995 yilinda Li[34], a(t) e C'([t,,%);(0,%))

ve q(t) € C([t,,);R) olmak uizere,

(a(®x'(®) +q()x(t)=0 (E;)
lineer denklemini incelemis ve

2[R0

w(t) = a(t)¢(t)[{(%) + R(t)} D(t)=e (Ess)

genellestirilmig Riccati dontgiimiinii kullanarak bazi salinimlilik teoremlerini elde

etmigtir.
Burada amacimiz (E,) denkleminin salimmliliZina iliskin kriterleri ortaya

koymaktir. ® e C‘([to,oo),il{*) ve (aR) eCl[[to,oo),ER ] olmak iizere w(t)’yi

w(t) = ¢(t)[a(t”'("$“("'“’) +a(HR() +%p(t)} E.r)
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seklinde alalim. %‘—p(t) terimi onemlidir. Bu terim olmaksizin metot galigir ancak,

_np@®

bu durumda p iizerinde bir igaret kosuluna gerek vardir. Eger R(t) = 2 a() ise,
a

p(t) tizerindeki tiirevlenebilirlik kosulu kaldinlabilir. Amacimiz, Li’nin sonuglarim
da genellestirmek oldugundan (E,;)’de a(t)R(t)+%p(t) terimi korunmustur.
f{ix) =x oldugunda q(t)>0 kosuluna gerek kalmaz. Ote yandan,

a(t)‘P(x(t»x'(t)}

v “Dm{ F(x(D)

dontigiimiini  kullanarak [54]’ de q(t) iizerine herhangi bir isaret kosulu koymadan
salimmlilik sonuglarint vermek miimkiindir. Fakat bu durumda f'(x)>k>0

kosuluna ihtiya¢ vardir.

2.1.1.Teorem : D, ={(t,s)t>s>t,} ve D={t,s)t>s> t,} olmak iizere

He C(D; R) fonksiyonu agagidaki iki kosulu saglasin :

(i) t=t, i¢in H(t,t)=0, t>s>t, igin H(t,s)>0,
(i) H, D,’da sirekli, ikinci degiskene gore kismi tirevi mevcut ve monoton

artmayan olsun . Ayrica her (t,s) €D, igin

cH
- —a_s_(t’ S) = h(t’ S)V H(ta S) (C76)
olacak sekilde siirekli bir h: D, — R fonksiyonu tammh olsun.
Eger, @ ¢ C‘([to,oo),in*) ve (aR)e C‘([to,oo),m) fonksiyonlar1 var ve

o(s) = Yq(s) - %3@ L a@R* ) - L p'E) - @ERE))’
ca(s) ¢,v, 2

olmak tizere,
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fmsup %1 [l 9000 -

171

i a(s)@(s){h(t s)— (Ccl;)((s)) R(s)J,/H(t,s)} }ds = (C,)
ise (E,;) denklemi salinimlidir.

Kamt: x(t), (E,;) denkleminin salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Genelligi bozmaksizin

T, > t, olmak iizere, her t> T, igin x(t) >0 kabul edelim. x(t) <0 iken her

t > T, igin kamt benzerdir.

(E,;) ’nin turevi alinir, (E,;),(c) ve (d) kullanilirsa,

@'(t) Y P’ (1) @) w(t) 2R()w(t)
Y= 20 " 2w v O PO | o)
2R (OO ¢(t){y‘ p'(t)+(a(t)R(t»} 27T,
Y W(x(t)

elde edilir. Yukandaki egitsizlikte (b ) kullanilarak,

w(t) <

CD(t) 1w
o01) (t)+c,y R(OW(t) —— o7, 2000 ()D(t)

bulunur. Béylece, (C,;) ve (ij)den, t>T=>T, igin,

j H(t,s)p(s)®(s)ds < H(t, T)w(T) - j [ /T::%%—)TW(SH
ca®PE), ®@) . 2 2
+ 2 {h(t s)— (CD( ) + . R(s)}/H(t,s)H ds

171
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R(s)}/H(.t, s)} ds

Iy ESCLOT R O
4 o) o,

T

bulunur. Bu durumda, her t>T>T, igin,

j H(t,s)(p(s)CD(S)—Ei@—(:lqi(Sl{h(t,S)—(%ég+£—R(S))JH(t,S)} }ds

, H(t,s)
<H(t, T)w(T) - J'{ ca(sND(sTr. 20N, w(s) +
[c126)96) o), 2 2
+ y {h(t,S) [ o0 or R(s)j\/H(ts H (Cx)

elde edilir. Bu da her t>T, igin,

171

J [H(t 5)o(s)D(E) ~ 211 a(s)cb(s){h(t )~ [Z((:)) £ R(s)]JH(t,s)} }ds

Ty

<H( T,)W(T,) < H(t, Ty)fw(T,)| < H(t, to )w(T,)

olmasim gerektirir. Boylece, her t>T, igin,

I {H(t, s)o(s)D(s) — M(_jﬂs_){h(t s)— (:II))((:)) +C—;I—R(s)}/H(t, s)} :lds

1o

= j‘ [H(t,s)w(s)@(s)—w@{h(t,s) [z((s)) = R(s)j,/H(t,s)} }ds

to
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+ _[ H(t,s)o(s)D(s) — Mw{h(t’ s)— [% + c—zy—R(s)J,/H(t, s)} }ds

<H(t,t,) f [o()@(s)ds + H(t, to)w(T, )

to

=H(t,t, ){ f |o(s)|D(s)ds + |w(T, )|}

dir. Buradan,

2
lim sup H(tlt )f H(t, 5)p(s)D(s) -figia(s)cb(s){h(t, 5) —(‘;’)((:)) +:2;—R(s)j,/H(t, s)} st

< [lo(@l@(s)ds + w(T,)|

to

bulunur. Bu da (C,,) kosulu ile geligir. Boylece kanit biter.

2.1.2. Uyan : (i) 2.1.1.Teoremde p(t)=0, R(t)=0, a(t)=1 ve @(t)=1 olsun.
Eger H(t,s)=(t—s)", A>1 olarak segilirse Kamenev kriteri saglanir.
(Kesim 1.1. Sayfa 7).
(ii) 2.1.1.Teoremde p(t)=0, R(t)=0, a(t)=1 ve @d(t)=1 ise Philos kriteri
saglanir. ( Kesim 1.1. Sayfa 7)
t

s

(iii) 2.1.1. Teoremde p(t)=0, R(t)=0 ve ®(t)=1 olsun. Eger L(t)= [ o
sa(s

t>t, olmak izere H(t,s)=[L(t)-L)]', A>1 ise 1.1.2. Sonug,

© A
Q(t)=ji‘°’— t>t, olmak uzere H(t,s)=(log—g@J . A>1 ise 1.1.3.

aG) Q®

t

Sonug elde edilir.
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2.1.1. Teoremde (C,) kosulu,

lim sup [ Bt 9090 @ds = (Cx)

t- H(t o)

lim sup

(1 . _( a(s)(D(s){h(t 8s)— (q) (s) +——R(S)J,/H(t,s)} ds < (Cy)

D(s) o

kogullan ile yer degisebilir. Bu ise agagidaki sonucu verir :

~

2.1.3. Sonu¢ : (C.,,) kosulu hari¢, 2.1.1. Teoremin kosullar1 gergeklessin. Eger,

(C,) ve (C,y) kosullar saglanirsa (E,;) denklemi salinimlidir.

2.1.4, Teorem : H ve h, 2.1.1. Teoremdeki gibi olsun ve

0 < inf  lim inf S15S). (Cs)
82ty |t H(tpto)

kosulu  saglansin.  Ayrica, d:eCl([to,oo),‘R+), (aR) € C'([t,,©),R) ve

AeC([t,,©),R) fonksiyonlar1 var ve her t=>t, igin,

lirtn_glf ( 1) I a(s)d)(s){h(t s)— (z((:)) +—CI—YI—R(S)J-\/H(t,s)} ds<xo (Cg)
AL 4
I a(s)CI)(s) - Ca)

kosullan saglansin. Eger A, (s)= max{A(s),O} ve
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o) =1a®)-2E O L L o2 (s)- L p(s)- @OREY
4 ca(s) ¢y,

olmak tizere, her T >t, igin,

lim inf

j [H(t,5)0(s)(s) -

_91:_'a(s)¢(8){h(t,8) [Z((s)) +E’,ZR(S)J‘/H“’S)} }dszA(T) (Cu)

ise (E,5) denklemi salinimlidur.

Kamt: 2.1.1. Teoremin kamtindaki yol izlenirse, her t>T=>t, igin, (C,)’in

saglandig1 gorurulir. Boylece, t>T >t i¢in,

H(:,T)ﬂ{H(t,s)m(s)m(s)—%a(s)@(s){h(t,s) [‘I’(s) R(s)],/—n(t,s)} st

O(s) o1y
_ i H(t,s)
=w(D) H(t, T)I [\fcma(S)CD(S)W(S)+
¢,7,a(s)@(s) RO 2
TR (33 Lol e

elde edilir. Sonug olarak, her T>T, igin,

t—w

1 t
- I [H(t, 5)0(s)D(s) -

on a(s)@(s){h(t 5) ( ((S)) - R(s)}/H(t,s)} }ds
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1 , H(t,s)
<w(T)- hm SUp——— oD j[ ——-——/—-——cma (S)(D(S)w(s)+
’c‘y,a(s)tb(s) {h w9 ( (ORI R(s)) ’—_H(t,s)} ds (Css)
(D() Y

bulunur. Boylece, (Cy) ile her T=T, igin,

w(T) = A(T) + lim sup H(t 5 j\i a;a((tT)zT(-s_)- wi(s)+
70 (210 il
+ {h(t $)— ( CI)(s) o, R(S)} H(t,s)ﬂ ds (Cyr)

dir. Bu ise,

A(T) < w(T) (Cs)

ve

. 1 ’ H(t,5)
lzgl}o sup H(t,T) -! [ ¢,7,a(s)P(s) wis)+
+ ’clyla(:)CD(s) {h(t,s) (ZES)) o R(s)],/H(t,s)}} ds <o (Cs)

oldugunu gosterir. (C g3) den

]i wi(s) 4 >I AL 4
a(s)@(s) %, a(s)®(s)
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elde edilir ve boylece, (C,,) ile

[0 oo (Ca)
Laeo6)

bulunur. Kanit1 tamamlamak igin, (C,,) ’1n miimkin olmadif gostermek yeterlidir.

Bunun igin, u ve v fonksiyonlarim sirasiyla, her t > T, igin,

1 ¢ H(@s) )
MO T eraeeE T O
ve
vty =— j h(t,s)\H,s) PG, 2 pes)Hits) wisxs
, H(t>To)T° ’ ’ D(s ) S

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda, (C,,)’den,
%Ltg sup[u(t) + v(t)] <® C,)

dur. Ote yandan, (Cqy) *den

inf' (llmmf H(t.s)

2 imint ) > M )

olacak sekilde saglayan pozitif bir M, sabiti- vardir. Ayrica, T, >T, yeterince
biyiik ise bu durumda, her t>T, igin, (C,,)’dan,

j w(s) ds > SYiMa
1, a(s)D(s) M,
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saglanacak gekilde bir M, > 0 sabiti vardir. Boylece, her T>T, igin,

_ 1 ¢ H(,s)
H(t,T,) 1, ¢, Y,2(s)D(s)

N fwiE)
) clle(t,To)JoH“’S)du a(E)D(E) dé)

5 1 j-(_ 6H(t,s))j wi(€) 4t bds
¢,v,H(t, T,) s a(€)D(&)

T T,

w?(s)ds

u(t)

M, 1 I(— 6H(t,s)) oo Mz HGT)
T M, H(t,T,) 1, s M, H(t,T,)

olur. (C,,) den,

H(t,Tl) > M
H(t,TO) - :

her t>T, igin

olacak sekilde bir T, > T, vardir. Boylece,
t>T, i¢in u(t)>=M,
elde edilir. M, keyfi oldugundan,

!}2} u(t) = (Cy3)

dur. Simdi, (t,,)’da limt, = olacak sekilde keyfi bir {tn}:=1 dizisini gozoniine

alahm. (C,,) ’den,
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n=123, . . i¢in u(t,)+v(t,)<M ©C,)

saglanacak bigimde bir M sayis1 vardir. (C,,) ’den

lim u(t, ) = (Cys)
elde edilir. Buve (C,,)’den,

lim v(t,) = — (Cos)
olur. (C,,) ve (C,)’den, yeterince biiyiik n igin,

S M1 ) ]
u(t) u(t,) 2 u(t,) 2

bulunur. Bu ve (C,),

=® (Cy)

olmasim gerektirir. Diger taraftan, Schwarz esitsizligi kullanilirsa, herhangi pozitif

n tamsayist igin,

1

vi(t,) = {H(t T3 j [h(tn,s),/H(tn,s ((D (S) o7 R(s))H(tn,s)}w(s)ds}

T.C. YUKSE}&\.OM\ETW KURULU
DOKUMANTASYON MERKEZI
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1 % H(t,s) ,
{H(t T )j e TaE)D(E) (s)ds}

171

_ah (@) 2 -
{H“m'fo)T]:a(s)(p(s){h(t“’s) (cb(s) Yo R(S)) H(t“’s)} ds}

_ult,)ery, @) 2
B H(tn’To) J'a(S)(D(S){h(tn,S) (q)( ) 1Yy R(S)) H(tn,S)} s (C9s)

bulunur. (C,,)’den, yeterince biiyiik n igin,

H(t, T)
H(t, 1) )
yazilabilir. Boylece, (Cy) ve (C, )’ u birlestirerek, her biiyiik n igin,
Vz(t ) Y
) S H(t,,, 5] fasoE)n, -
XOW ey
(Cb(s) 3 R(s)j H(tn,s)} ds
bulunur. Buradan, (C,,)’ye gére
I I aE)DE)h(t,,5) -
(Z((:)) +—ly—lR(s)j,/H(tn,s)} ds = o (Cueo)

olup, {t }—1 keyfi oldugundan (C,, ), (C,,) ile geligir. Bu da kanit1 tamamlar.
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’

2.1.5. Ornek : (tlzq!(x)k(x')) +?13—k(x')+tlzf(x):0 t2t,>0  (E,)

diferensiyel denklemini gézoniine alalim.
®(t)=1, R(t) =0 ve H(t,s) =(t—s)* , t=s>t, olsun.

Bu durumda,

1 ¢4
liminf —ds=0
oo (t—t,)? ;[s2

1 .
bulunur. ¢= % secilirse, o(s) = -SYZ— olmak tizere,

N 1 ; ¥y Y
ll_}tgmf t-T) ‘T[{(t—s) (p(s)—-cls—2 ds=—, T=t,

«© 2
olur. A(T) = '% alinirsa, IA E()S) ds=o  oldugu agiktir.
ooa(s

Sonug olarak, eger ¥, f ve k sirastyla, (b ), (c) ve (d) saglanacak gekilde
alimrsa (E,;) denklemi salimmlidir. Ozel olarak,

Ll o _X® ) 1 x®) 1 3(1)) =
[t2(6+e )(lﬂ'z(t)ﬂ Pl 1 (kw+x®)=0, t>0

denklemi igin 2.1.4. Teoremin biitiin kogullar1 saglanir. Boylece, bu denklem
salimmhdir.



2.1.6. Uyan : 2.1.4. Teoremde, eger p(t)=0, R(t)=0, P(t)=1,a(t)=1 ve
t>s>t,, A>1i¢in H(t,s)= (t - s)l secilirse, (E,) denklemi igin Yan’in sonucu
geligtirilir. (Kesim 1.1. Sayfa 7).

2.1.7. Teorem : H ve h, 2.1.1. Teoremdeki gibi olsun ve (C;,) kosulu saglansin.
Ayrica, (C,,) kosulu ve agagidaki kosullar saglanacak sekilde ®e C‘([to,oo),in“),

(aR) € C'([t,,),R) ve AcC([t,,),R) fonksiyonlar var olsun.

Eger her t>t, igin,

lim sup H(t j’ a(s)@(s){h(t,s) -
HOPIPIPR P
(cl)(s) + o R(s)J H(tn,s)} ds < Co1)
veé
lim pH( o) [t 906)00) -
_%’la(s)cb(s){h(t,s),/H(t,s) (Z((s))+WR(S)}/H(t,s)} stzA(T)' (N

ise (E,;) denklemi salinimlidir.

Kanit: 2.14. Teoremin kamtindaki yol izlenirse, (C,;) bulunur. t > igin
(C,,) ’in limit supu alinirsa, limsup ve liminf yer degistirmek tizere (C,,) elde edilir.
Bu durumda, (C;,)’den (C,;)’e olan kosullar, (Cs,), (Cy) ve (C,,)’de limsup
yerine liminf gelmek iizere saglamir. Simdi  (C,)’daki {t ), dizisi keyfi

olamadigindan,
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lim{u(t, ) + v(t,)} = liminf{u(t) + v(t)} dir.

Kanitin geri kalan kistm 2.1.4. Teoremin kamtina benzerdir.

2.1.8. Teorem : H ve h, 2.1.1. Teoremdeki gibi olsun ve (C,,) kogulu saglansmn.
Eger, (Cy3).(Cyy) ve

lim inf

lim H( 1 j H(t,5)0(s)®(s)ds <0 ()

kosullar1  saglanacak sekilde @eC‘([to,oo),ER*), (aR) e C'([t,,),R) ve

A eC([t,,»),R) fonksiyonlan varsa (E,;) denklemi sahnmlidir.

Kamt : (C,,) den,

A(to)slgﬂinf j H(t, s)p(s)D(s)ds —

(>0)

4 e H( 2 te); D(s) ¢y,

- i L[ a(s)®(s)[h(t - (‘I’ © +-—R(s)}/H(t, s)] ds

ve boylece, (C,,,) ile

lim inf H( 3 f a(s)d)(s)[h(t s) - (q’ G) }/H(t s)] ds <o

(s ) &Yy

olur. Kamitin kalan boliimii, 2.1.4. Teoremin kaniti ile yol olarak aymdir.



—zj'Rté)da
2.1.9. Uyan : Eger ®(t)=e olarak alimirsa (E;) denklemi igin; 2.1.1.,

2.1.7. ve 2.1.8. Teorem, sirastyla 1.1.1., 1.1.7. ve 1.1.10. Teoreme indirgenir. Ayrica
1.1.5. ve 1.1.8. Sonug elde edilir. Eger f'(x)>k>0 ise [54]'deki Teorem 4’

benzer bir teorem bulunabilir.
2.2, [r(t)CD(x(t))(p(x’(t))] ’+c(t)<p(x(t)) =0 Denklemine iliskin Sonuclar

Bu kesimde,

D x(t))olx'®)] +e®o(x() =0, (Ey)

denklemi incelenecektir. Burada r e C([t,,);R), ce C([t,,);R), ® cC(R;R)

olup, ¢ de, p >1 olmak tizere ¢(s) = ls[p s seklinde bir fonksiyondur.

Amacimiz, (E,,) denklemi igin bazi salinimlilik kriterleri olusturmaktir. Elde
edilecek sonuglar, Li [35]’nin kriterlerini genisletir ve gelistirir. r®(x)p(x") sirekli
tirevienebilir ve her t>T i¢in (E,,) denklemi saglanacak sekilde bir
X: [Tx,oo)—> R, T, >t, fonksiyonu varsa, bu fonksiyona (E, ) denkleminin
[Tx,oo), T, >t,” da bir ¢oziimii denir. t, >0 olmak iizere, [t,,) araliginda (E,,)
denkleminin g¢oziimlerinin varligini kabul edelim. Ayrica bu kesim boyunca,

(@ >0,
(b) y bir reel say1 ve her x igin 0 < D(x) <y

temel kosullarimin saglandigini varsayalim.

Eger ®(t)=1,r(t)=1 ve p=2ise (E,) denklemi (E,)’e indirgenir.
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2.2.1. Teorem : D, = {(t,s):t>s>t,} ve D={(t,s): t>s> t, } olsun,

H e C(D,R) fonksiyonu agagidaki iki kosulu saglasin :

(@) t=t, igin H(tt)=0, t>s=>t, icin H(t,s)>0;
(ii) H, D,’da siirekli, ikinci degiskene gore kismi trevi mevcut ve monoton

artmayan olsun.

Ayrica, (1/p)+(1/q)=1olmak iizere, her (t,s)eD, igin,

aH“ 5w, s)[H(, )] Cuae)

olacak gekilde siirekli bir h: D, > R fonksiyonu tammli olsun. Eger her t>t,

igin,
h(t,s)p(s) = [H(t,5)] '*p'(s) (Cros)
ve
lim sup H( ) [ 9p(e)es) -
—yp(s)r(s)[l[h(t,s)—[H(t,s)]""&ﬂ ds=o (Cros)
p p(s)

kosullarim saglayan bir p e C'([t,,);(0,%)) fonksiyonu varsa (E,) denklemi

salimmbdir,

Kamit: x(t), (E,,) denkleminin salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Genelligi bozmadan, bir
T, > t, igin, [T,,] tzerinde x(t)> 0 kabul edelim. x(t) < O iken, her t>T,

igin, kamt benzerdir. p e C'([t,,);(0,)) olmak iizere,
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r(t)d)(X(t))(P(x'(t))} t>1 (Cior)
ox®) 7 " "

w(t) = P(t)[
donisiimi tammlansin. (C,y,)’dan w'(t) bulunur, (E, ), (2) ve (b) kullamlirsa,

her t > T, igin,

wosEY (())w(t) p(t)e(t) - (p - DiypEr )] [w(t)

bulunur. Boylece, her t>T>T, igin,

j H(t,9)p(s)e(s)ds < H(t, T)w(T) - | (———(t s))w(s)ds+ [H, s)%)lw(s)ds

~(p-1) j [ro()r(s)]*|w(s)|" H(t, s)ds

=H(t, T)w(T) - j{[h(t, s)[H(t, )] - % H(t, s)]w(s) +

+(p - Dyp(s)r(s)] [ w(s) H(t, 5)fds

=H(t, T)w(T) - j[(h(t,s)[ﬂ(t, 9]’ - ﬂp'((si))H(t, s)Jw(s) +
+(p - Dlye(s)r(s)] *w(s)|"H(t,s5) + vp(s)r(s)[é[ha, s) - [H(t,s]”? %ﬂ }ds +

‘ 1 e P'(8) ’
~I h(t,s)-[He,s]? 28 || ¢
+£YP(S)T(S)[p( (t,s) - [H(t,s] p(s)ﬂ s

elde edilir. Buradan,
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t

] {H(t, S)p(s)e(s) —vp(s)r(s){ (h(t - [H(t,9)]'7 2 ((s)’ﬂ }ds C)

<H(t, T)w(T) - | [[h(t [H(t,s)]' - £ (( )) H(t, s)Jw(s) +

+ (- D)) [wis) Ht,5) + vp(s)r(s)[ (h& 9)-[H(t, 9] p((s)) ﬂ } .

olur. q> 1 oldugundan, 1.2.36. Lemmadan, her t >s> T, i¢in,

)2 's) |

=y w(s) + (p— Dyp(s)r(s)] *|w(s)* H(t,s) +

[h(t s)[H(t,5)]'? - H(t,s)

+p()r(s) (h(t s)- [H(t,)]"* 2 ((S))ﬂ >0

yazilabilir. Bu da, her t>T, igin,

J'{H(t s)p(s)e(s) - YP(S)r(S)[ (h(t,s)—[H(t,s)]”"B'(_s)ﬂ }ds

T p(s)

< H(t, T, )W(T, ) < H(t, T, )|w(T,| < H(t, t, )| w(T, )

olmasini gerektirir. Béylece,

| {H(t s)p(s)c(s) - }’P(S)f(s)[ (h(t )~ [ 9 p((S)) H }ds

to

= Jg {H(t,s)p(s)c(S)—YP(S)r(S)[ (h(t 9)-[HE 9" p((s)) ﬂ } ;
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+ j{H(t,s)P(S)C(S)—YP(S)Y(S)[ (h(t 9)-Ht )l p((S))H }ds

<H(,t,) j le(8)lp(s)ds + H(t, t,)|w(T,)| = Ht, to){ [le(9lp(s)ds + |w(T, )l}

to

olur. Buradan,

}ds

< {I lc(s)lp(s)ds + IW(TO )l}

o

im s H( ) j. {H(t, s)P(s)c(s)—YP(s)r(s)[ (h(t s)-[H, )]’ p ((S))J]

oldugu goriiliir. Buise (C,,) ile gelisir. Béylece kamit biter.

2.2.2. Uyan : Eger p bir ¢ift say1 ise, (C,,) kosuluna gerek yoktur. Ciinkii, bu
durumda 1.2.36. Lemmanin saglandid1 agiktir.

2.2.3.Ornek : y> 7 icin (E,) Euler diferensiyel denklemini diigiinelim. A >1 ve

t>s>1 igin H(t,s)=(t—-s)* ve p(s)=s olsun. [21] "den,
(t—s)* >t* —Ast*! | t>s>1 esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligi kullanarak,

t 2
¥i_t33° sup %I{(t - s)l %— S[%[;"(t - S)A/Z-l _%(t - s)l/Z)} }d&
1

1 1
>l y-—|limsuplogt+——A =20
(Y 4):—»::0 p log 2

1
bulunur. Béylece, 2.2.1. Teoremin biitiin kosullar1 saglanir. Bu durumda, eger y > 1

ise (E,) denklemi sahinimlidir.
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2.2.4. Ornek : (|x'(t)|2x'(t))'+tl2|x(t)|zx(t) =0, t>t,>1

diferensiyel denklemini diisiinelim. H(t,s)=(t—s)*,t>s>0 ve p(s)=s olarak
segelim. Boylece 2.2.1. Teoremin biitiin kosullar1 saglanir. Bu durumda, yukandaki
denklem salimmlidir. Belirtelim ki, bu denklem igin, Li [35]’nin kriterleri

uygulanamaz.

4

2.2.5. Ornek : [%(He"“"')lx'(t)|2x'(t)} +ti2|x(t)|2x(t)=o, t>t,>0

diferensiyel denklemini distinelim. H(t,s) =(t—s)*,t>s>0 ve p(s)=s olarak
secelim. Boylece 2.2.1. Teoremin biitiin kogullar: saglanir ve bu denklem salimml

olur.

Kolayhkla gorilebilir ki, 2.2.1. Teoremdeki (C,,) kosulu,

lim sup H(tl,to ) j H(t, 9)p(s)c(s)ds = (Cu)
ve
lim sup ! j‘p(s)r(s)[l(h(t,s) - [H(t, s)]“ P &HP ds <00 C,0)
e T H(LE,) P p(s)

kosullan ile yer degistirilebilir. Bu ise agagidaki sonucu verir :

2.2.6. Sonu¢ : (C,,,) kosulu harig, 2.2.1. Teoremin kosullan, (C,,) ve (C,y)

kosullar ile beraber saglamrsa (E,) denklemi salimmlidir.
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2.2,7. Teorem : H ve h, 2.2.1. Teoremdeki gibi olsun ve

0 <inf liminf—H—(tZ-sl <o, €C,)
s2tg | tow H(t,to)

t

i inf j p(s)r(s{h(t, $) - [H(t, )] ? %} ds <00 (C)

kosullar1 saglansin. Ayrica, A (s) = max {A(s),O} olmak iizere,

TA:‘ (s)ds =0 (C)

to

olacak gekilde bir A e C[to,oo) fonksiyonu mevcut olsun. Eger, her T=>t, igin,

(Cyp5) ve

lim inf 1
o H(t,T)

[t s)p(s)e(s) -

—vp(s)r(s){l(h(t, )~ [Hts)]" "—(S—)H ds 2 A(T) (Cia)
p p(s)

kosulunu saglayan bir peC'([to,oo);(O,oo)) fonksiyonu varsa (E,) denklemi

salinimlidir,

Kamt: x(t), (E,,) denkleminin salinimsiz bir ¢oziimu olsun. Genelligi bozmaksizin,
T, > t, olmak iizere, [T,,) iizerinde x(t)>0 kabul edelim.
w(t), t=t, igin (C,))’deki gibi tammlansin. 2.2.1 Teoremin kamtinda oldugu

gibi (C,,;) saglamr. Bu durumda, t> T > T, igin,
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t

0T j {H(t,sm(s)c(s)—yp(s)r(s)[—}l;[h(t,s)—[H(t,s)]”" %(‘f)lﬂ }ds (Cus)

1
H(t,T)

<w(T) - j h(t,s)[H(t,s)]* - &H(t,s) w(s) +
T p(s)

+(p - Dlyp(s)r(s)]*[w(s)|"H(t,5) + yp(s)r(s){% (h(t, s)-[H(,s]'? F;_((ss)l ﬂ } ds

elde edilir. Sonug olarak, her T> T, igin,

. . 1 i 1 /p p'(s) ’
fiminf e T) T{H(t,s)p(sx(s)—vp(s)r(s){;(h(t, - [Het, 9 —@ﬂ }ds (Cue)

j [[h(t, SR GELE S)JW(S) '
T p(s)

. 1
<w(T) - m sup HeT)

+@- D)) W) Hit5) + vp(s)r(S)E(h(t,s)—[H(t,s]"p -E%)J jlds

bulunur. Boylece (C,,,) ile, her T > T, igin,

] Kh“’ lHC, 9] —%((:)lﬂa, s)jw(s) +

w(T) = A(T) + 11_1)11 sup i (tl, T
+(p - Dlyp(s)r(s)] " |w(s)| Ht,s) +

+vp(s)r(s)[1[h(t,s)—[H(t,s]”" "—(S—)H ds (Cyy)
p p(s)

oldugu goriilur. Bu da gosterir ki, her T > T, igin,
w(T) =2 A(T) (Cize)

ve
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lim sup | [(h(t s)[H(t, )] - ‘; ((S)) H(t, s)jw(s)+

e P H(L,T)
+(p—Dyp(s)r(s)] *|w(s)* Ht,s) +

+'YP(S)I'(S)[ (h(t s)— [H(t S]I/p £ (( )) H :|ds <o (Cpyp)

dir. Her t>T, i¢in, f ve g fonksiyonlarini,

f(t) = [yp(s)r(s)] H(t, s)|w(s)|qu

H( T)f

ve

g(t) = Tj[h(t, s)[H(t,s)]"* —H(t,5) %'(‘s—s)’]w(s)ds

H(t T,
bigiminde tamimlayalim. Bu durumda, (C,,,) *den,

lim sup|£(t) +g(1)] (Cix)

=lim sup 50T TJ‘ {(p =Dyp(s)r(s)] “H(t, s)|w(s)|* + ':h(t s)[H(t,9)]"* - H(t,5) 2 ((s))Jw(s)}ds

< limsup | {(p—1)[yp(s)r(s)]“"H(t,s)|w(s)| l:h(t s)[H(t, )] - Ht, )22 ((S))Jw(s)+
T

+Yp(s)r(s){ (h(t s)-[H(t,s]'* p'(s )) ﬂ }ds<oo

elde edilir. $imdi,

_”w(s)lq ds < (Cia)

To
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oldugunu varsayalim. Kabul edelim ki tersine,

[ ds = oo C1n)

olsun. (C,,,) ’den,

inf {!L“&mf (( s))}>n>0 (Ciz)

esitsizligini saglayan pozitif bir n sabiti vardir. p herhangi bir keyfi pozitif say1
olsun. Bu durumda, (C,,,)’den her t =T, igin,

Ilw(s)lq ds>2.
;) n

olacak sekilde bir T, > T, vardir. Boylece, her t>T, igin,

£(t) = H (t T j [1o(s)r(9)] " H(, s)d( [ dr )

H(t T,) 1 I(IlW(T)Iq d’c)(-——[}{(t S)[Yp(s)r(s)]‘ q]j

H(t o)) j q) |w(r)|“dr)(——{H(t s)lve)rs)] ™ ])

. (p-Du l)u
2 T ( 9, 9)yps)r )] ]}1
_ o p T

e P
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olur. (C,;)’den, her t>T, igin,

H.T) | .
H(t,t,)

olacak gekilde bir T, > T, vardir. Buise her t> T, igin,

q

1-
£(t) = (p— Dufyp(T))x(T,)]
olmasim gerektirir. u keyfi bir sabit oldugundan,

lim f(t) = . (Cip)

t—w

bulunur. limt, = ve

lim[f(t,) +g(t,)] = lim sup[(t) + £(t)].
olacak sekilde bir {t }= dizisini disiinelim. (C,,,) den
f(t)+gt,)<M n=123,. (Ci)
olacak sekilde bir M sabiti vardir. Bundan bagka (C,,,),
liinwf(t“) =00 (Ciz)
olmasim garantiler. (C,,,) den,

y}gg(tn) =0 (C127)
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elde edilir. Bu durumda, (C,,,) ve (C,,) ile yeterince biiyiik n igin,

gt,) ™M 1
) TR <2

olur. Boylece, yeterince biiytik n igin,

gt,) 1
f£(t,) 2
yazilabilir. Bu ve (C,;,),
q
lim lgf((tt“ )) — o0 (Clzs)

olmasim gerektirir. Ote yandan, Holder esitsizligi kullamlarak, ile herhangi bir

pozitif n tamsayisi igin,

t q

| [h(tn,s)[H(tn s —ﬂ:lﬁ(tn,s)Jw(s)ds

t ) =
ls(t,)| ! )

H(t,,T,)

1 9 _ﬂl(_sz °
H(tmTo)z[h(tn,s)lﬂ(t,.,s]‘ o H(tn,s)}

9

e [H(t,, 9 [Ht, 9] e ©)]T oo we)ds

H(t,.,To)!o[h““’s) o a9 ]

q

o e ]+ [Ht,, 9] ws)ds
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pl_l{H( 1 )J'{ (o,S)—p( )[H(t,,,s)]”"} Yp(s)r(s)ds} .

{H(t ﬂyp(s)r(s)]‘ 1 H(tn , S) W(s)rx ds}

< fp(t_nl){H(t:’To) J’ [h(tn,s)— ps )[H(tn,s)]p] yp(s)r(s)dS}

yazilabilir. Sonug olarak, yeterince bityik n igin,

|g . q 1 1 tn[ _El(i)- 1 P q-1
) S ool HE T f h(t,.5) == S L9 | ver)s

elde edilir. (C,,;) den,

olup, her t > T, igin,

H(t,T,) |
H(t,t,)

olacak sekilde bir T, > T, vardir. Bundan dolay, yeterince biiyiik n’ler igin,

H(t,,T,)
H(tn’to) -

olur ve
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‘g(tn)‘q ) 1 ¢ p'(s) L -1
oy ST nH(t,,,to):E hta,9) -2 DM | 16)r(ds

bulunur. (C,,;) ’den,

. 20 _
i, H(t,,,to)f { (t,,5) [H(tn,S)]v} TP(s)r(s)ds = (Ci)

elde edilir. Bu ise (C,,,) ile gelisir. O halde (C,,,) kosulu saglamir. Boylece
(Cyy5) °den,

[ A (sMs< j' [w(s)|"ds <

Ty

olup, buda (C,,;) ile geligir. Bu ise teoremin kanitin1 tamamlar.

2.2.8 Ornek : [t"‘“(l +e7x )x'(t)]'+ t2x(t)=0 t>t, >1

diferensiyel denklemini diisiinelim. H(t,s) = (t—s)*, t 2s>1 ve p(s) =s olsun.

Bu durumda,
¢ t
lim inf 2s"2(3-=-)*ds <>
t—o ( 0 2 ;E S
ve
-1 i 2.-3/2 s'? t\2 -1/2
}1_{2 T) J‘{(t—s) 5 ——2—(3*;) ds>T7*, Tzt,>1
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dir. A(T)=T7"? olarak alalim. _f A’(sds=o oldugu agiktir. Boylece,
to

2.2.7. Teoremin biitiin hipotezleri saglanir ve bu denklem salimml olur.

Asagidaki iki teorem, (E,,) denklemi i¢in, sirasiyla 1.2.38. ve 1.2.39. Teoremin

genellestirilmigidir. Kanitlar benzer oldugundan verilmemistir.

2.2.9. Teorem : H ve h, 2.2.1 Teoremdeki gibi olsun. Ayrica,

lim su ;
Pa

S P o) I {h(t,s) —%[H(t,s)]‘“’} p@)r(s)ds <o Cu)

ty

ve (C,,,) kosullan saglansin. Eger her T > t, i¢in, (C,y), (C,;3) ve

i 1
lim sup

t»o+ H(t,T) }[{H(t, s)p(s)c(s) ~

= yp(s)r(s)[—l—[h(t,s) -[HEs)]"” &H ds 2 A(T) (Cys)
p p(s)

kosullari saglanacak sekilde , A € C[t,,) ve pe C'([t,,®);(0,®)) fonksiyonlan

varsa (E,;) denklemi salimmlidir.

2.2.10. Uyan : 2.29. Teoremde, W¥(x)=1 r(t)=1 ve p(t)=1 olsun. Eger A >1
bir sabit ve t>s>t, olmak iizere, H(t,s)=(t—s)" ve p =2 ise 1.2.40. Sonug

elde edilir.
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2.2.11. Teorem : H ve h, 2.21. Teoremdeki gibi olsun ve ayrica (C,;;) kosulu
saglansin. Eger, , her T >t, i¢in (C,,), (C,;3), (C,,,) ve

lim inf ——
o™ Hit)

jH(t, s)p(s)c(s)ds < (Ciz2)

kosullar1 saglanacak sekilde A€ C[to,oo) ve pe C’([to,oo);(O,oo)) fonksiyonlari

varsa (E,) denklemi sahimmlidir.

2.2.12. Uyan : Eger Y(x)=1,r(t)=1 ve p(t)=1 ise, bu durumda 2.2.1, 2.2.9.
ve 2.2.11. Teorem, sirasiyla 1.2.37., 1.2.38. ve 1.2.39. Teoreme indirgenir. Ayrica,
2.2.7. Teorem, diger li¢ teoreme gore yenidir. Bundan bagka, A > p—1 bir sabit ve

k(x), [to ,00) uizerinde pozitif, sirekli bir fonksiyon ve J.E(l—)dx = olsun. Eger,
X
to

t A
H(t,s) = LS , t2s>t,
s k(x)

olarak aliirsa, 2.2.1,,2.2.7,,2.2.9. ve 2.2.11. Teoremin 6zel durumu olarak (E,,)

denklemi i¢in 4 yeni salinimlilik kriteri tiiretilebilir,
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