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OZET

Modifiye Ortogonal Catiya Gore Paralel Regle Yiizeyler
Yusuf GUZEL

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitlisi

Matematik Anabilim Dali

Subat 2024, Sayfa: ix +39

Bu tez ¢alismasi, dncelikle paralel regle yiizey, Frenet-Serret ¢atisi, modifiye ortogonal gati ve ylizey
evoliisyonu iizerinde yapilan g¢alismalar hakkinda literatiirdeki bilgiler incelenmistir. Daha sonra, bu
caligmada kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Son olarak ise, ¢alismanin temel amaci olarak,
paralel regle yiizey ailesinin modifiye ortogonal ¢at1 ile olan evoliisyonu incelenerek, bu evoliisyonun Frenet-
Serret Catis1 ve modifiye ortogonal catiya gore degerlendirilmisir.

Anahtar Kelimeler: Paralel Regle Yiizey, Frenet-Serret Catisi, Modifiye Ortogonal Cati, Yiizey Evoliisyonu
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ABSTRACT

Parallel Ruled Surfaces According to Modified Orthogonal Frame
Yusuf GUZEL
Master's Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

February 2024, Pages: ix + 39

This thesis examines the literature regarding studies conducted on parallel ruled surfaces, Frenet-Serret
frame, modified orthogonal frame, and surface evolution. Then, the basic definitions and theorems used in
this study are given. Finally, as the main purpose of the study, the evolution of the parallel ruled surface
family with the modified orthogonal frame was examined and this evolution was evaluated according to the
Frenet-Serret Frame and the modified orthogonal frame.

Keywords: Parallel Ruled Surface, Frenet-Serret Frame, Modified Orthogonal Frame, Surface Evolution
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1. GIiRiS

Diferansiyel geometri, geometrik yapilar1 ¢6zmek amaciyla geometrik cisimlerin diferansiyel
yontemler ve integral hesaplar1 kullanarak inceleyen matematigin énemli bir dalidir.

XVIL. yiizyila kadar diferansiyel geometri sadelestirilmis bir formatta yer ve arazi dl¢iimlerinde
kullanildi. Ancak, XVII yiizyilda Descartes, tiim bilinen geometriyi cebirle iligkilendiren
"Geometrie" adl1 kitab1 yayimladi. Bu eser, Descartes tarafindan yazilan ve 1637'de yayimlanan bir
kitaptir ve analitik geometri alaninin baslangicini isaret eder, [10]. Bu noktadan sonra, Leibnitz,
Fermat ve Newton egrilik 6l¢iimleri ve diizlem egrilerini arastirmaya koyuldu.

XVIII. yiizyilda Euler, egrileri farkli sekillerde agiklamak ve yiizeyler lizerine ¢alisma yapmak igin
caba sarf etti. Euler bu ¢alismalar ile Einstein'in genel gorelik teorisinin énemli bir 6nciilii oldu.
Euler, yiizeyler ve egrilerle ilgili kapsamli ¢alismalarmi i¢ceren "Introductio" adli eseri ile analitik
geometrinin gelisimine katkida bulunarak, analitik geometri hakkinda yazilmis ilk ders kitabi
oldugu diistiniilebilir.

Bu donemde, uzay egrileri iizerine ¢alismaya baslayan Alexis Clairaut, uzay egrilerinin diferansiyel
ve analitik geometrisi ile alakali bir kitap yazarak bu alandaki bilgi birikimine katkida bulundu,
[13].

XIX. yiizyilda Hannover kralligindan arazileri 6lgmek igin gorevlendirilen Gauss ve kurmus
oldugu nirengi ag1, diferansiyel geometri adina teori pratik arasindaki gecisin ilk orneklerden
biridir. Gauss'un ¢aligmalar, yiizeyler ve egrilerin giiniimiiz diferansiyel geometrisi hakkindaki ana
hatlarin ortaya ¢ikmasina dnemli 6lgiide katki yapmis ve bu olusumlar Oklid dis1 geometride de
benzer olarak kullanilmaya devam etmektedir.

Bu donemde, Gaspard Monge yiizeyler ve diizlem egrileri teorisine dnemli katkida bulunmustur.
Monge, 6zellikle regle yiizeyler hakkinda ¢aligmalar ortaya ¢ikarmistir, [4]. Yiizeyler teorisinde,
bir dogrunun bir egriyi takip etmesi ve siirekli hareket etmesi sonucu regle ylizeyler meydana
gelir.

Regle yiizeyler teorisi, diferansiyel geometri alaninin yani sira birgok mithendislik dali ve
mimarlikta da 6nemli bir rol oynamaktadir. Regle yiizeyler, mimari yapilarin tasariminda sikca
kullanilmaktadir. Ornegin, cephe tasarimi olarak Los Angeles'da bulunan Walt Disney Konser
Salonu'nu, regle ylizeylerin mimaride kullanilmasina 6rnek olarak gosterilebilir. Ag¢ilabilir bir
ylizey, mimarlik ve miithendislik ile ilgili alanlarda yap1 ve tasarim igin kritik bir Gneme

sahiptir,[ 14].

Regle ylizeyler hakkinda daha fazla bilgi edinmek isteyenler, c¢esitli basili kaynaklara
basvurabilirler. Ornegin: "Diferansiyel Geometri Dersleri" (Hacisalihoglu, 1983): Bu kitap,
diferansiyel geometri konusunda temel bilgileri igeren bir kaynaktir. Hacisalihoglu'nun eseri, regle

ylizeyler ve benzer konularda detayli bilgiler sunabilir. "Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar



Teorisi" (Hacisalihoglu, 1983): Hacisalihoglu'nun bu kitabi, hareket geometrisi ve kuaterniyonlar
teorisi gibi konulara odaklanmis olsa da, diferansiyel geometriyle ilgilenenler i¢in 6nemli bilgiler
igerebilir. "Diferansiyel Geometri" (Sabuncuoglu, 2006): Sabuncuoglu'nun bu kitabi, diferansiyel
geometri alaninda genel bilgiler sunan bir kaynaktir. Regle yiizeyler gibi konulara da deginebilir.
Bu kitaplar, diferansiyel geometri genelinde oldugu gibi 6zellikle regle ylizeyler {izerine de bilgi
sunabilir. Ancak, regle yiizeylere odaklanan daha spesifik kaynaklari incelemek de faydali olabilir,
[13].

Bu cergevede, diferansiyel geometri alaninda kilit bir rol oynayan Serret-Frenet formiilleri, regle
ylizeylerin ve egrilerin matematiksel analizi siirecinde islevsel bir ara¢ olarak kendini gosterir.
Serret-Frenet formiilleri, bir parcacigm egri iizerindeki hareketini 3-boyutlu Oklid uzaymnda
tanimlayan bir dizi formiilasyondur. Bu formiiller, diizgiin bir egri boyunca hareket eden siirekli ve
diferansiyasyonel parcaciklarin teget, asli normal ve bir normal vektorlerinin tiirevlerini ifade eder.
Serret-Frenet formiillerinin regle ylizeylerin analizinde kullanimi, bu yilizeylerin kinematik
Ozelliklerini daha derinlemesine anlamak ve tasarlamak i¢in matematiksel bir iggorii sunar.
Ozellikle, mimari yapilarin tasarrminda regle yiizeylerin agilabilir olmasi gibi 6zellikler, Serret-
Frenet formiillerinin pratik uygulamalarini daha da gii¢lendirebilir, [8].

Bu baglamda, Serret-Frenet formiillerinin, regle yiizeylerin anlasilmasina katkida bulunarak
diferansiyel geometrinin mithendislik ve mimarlik alanlarindaki uygulamalarini giiglendiren kritik
bir ara¢ oldugunu ifade edebiliriz. Matematiksel teori ile pratik uygulamalar arasinda kurulan bu
koprii, hem teorik hem de uygulamali matematik agisindan 6nemli bir birlesim noktasi olusturur.
Bu nedenle, Serret-Frenet formiillerinin regle yiizeylerin analizi tizerindeki etkisi, matematik ve
miihendislik disiplinlerini bir araya getirerek zenginlestirici bir katki saglar,[9].

Yiizey evoliisyonu genel olarak bir matematiksel yiizeyin zaman igindeki degisimini inceleyen bir
konsepttir. Bu degisim genellikle belirli bir evrim yasasina tabi tutulan parametrik veya belirgin bir
ylizeyle ifade edilir. Yiizey evoliisyonu, matematik, fizik, bilgisayar bilimi ve miihendislik gibi
birgok disiplinde kullanilan bir konsepttir.

Yiizey evoliisyonu, belirli bir baglangi¢ durumundan yola ¢ikarak zamanla yiizeyin nasil degistigini
modellemek i¢in kullanilir. Bu degisim genellikle diferansiyel denklemlerle ifade edilir ve evrim
yasalan altinda gergeklesir. Yiizey evoliisyonu, malzeme bilimi, goriintii isleme, bilgisayar
grafikleri ve fiziksel modellerle ilgili birgok uygulama alaninda kullanilir.

Ornegin, malzeme bilimi alaninda yiizey evoliisyonu, malzemelerin zaman igindeki
deformasyonlarim1 veya degisimlerini anlamak ic¢in kullamlabilir. Bilgisayar grafikleri ve
animasyon alaninda, ylizey evoliisyonu ger¢ek¢i animasyonlar ve modellemeler olusturmak icin
kullanilir. Ayrica, fizikte ve miihendislikte, elastik ve plastik deformasyonlart modellemek i¢in de

kullanilir,[6].



Glintimiizde bilimsel arastirmalar, karmasik sorunlara ¢6ziim bulma amaci tasiyan disiplinler arasi
bir caba igerisindedir. Bu baglamda, bu ¢alisma da Gnemli bir bilimsel problemin iizerine
odaklanarak, bu problemin ¢6ziimiine katki saglamay1 hedeflemektedir. Asagida, ¢alismanin temel
odak noktalarini tanimlayan sorulara yanitlar verilmistir:

Bu ¢alismanin temel bilimsel problemi, paralel regle yiizey ailesinin modifiye ortogonal ¢atiya gore
evolisyonunun incelenmesidir. Paralel regle ylizeylerin bu modifiye ¢at1 altinda nasil evrildigi ve
bu evrimin matematiksel olarak nasil tanimlandigi sorunsali, bu ¢alismanin ana odak noktasini
olusturmaktadir. Paralel regle yiizeylerin modifiye ortogonal g¢atiya goére evrimi, geometri,
matematik ve uygulamali bilimler a¢isindan 6nemlidir. Bu evrimin anlagilmasi, 6zellikle bu tiir
ylizeylerin ¢esitli endiistriyel tasarim ve modelleme uygulamalarinda etkili bir sekilde
kullanilabilmesi i¢in onemli bir adimdir. Bu tezin nihai amaci, paralel regle ylizey ailesinin
modifiye ortogonal ¢atiya gore evrimini ayrintili bir sekilde inceleyerek, elde edilen sonuglarla
literatiire yeni bir katki saglamaktir. Bu baglamda, modifiye ¢atinin avantajlar1 ve bu evrimin
geometrik Ozellikleri lizerinde odaklanilacak ve bu konuda daha derin bir anlayis elde edilecektir.
Bu caligmada, paralel regle ylizeylerin modifiye ortogonal g¢atiya gore evrimi ilizerine gesitli
hipotezler one siiriilecektir. Bu hipotezler, yiizeylerin evrimindeki belirli degiskenler arasindaki
iligkileri varsayarak, tezin ana sorularma yonlendirecek bir ¢erceve olusturacaktir. Degiskenler
arasindaki iligkilerin varhigini gostermek ve ispatlamak igin gesitli matematiksel ve geometrik
metotlar kullanilacaktir. Ozellikle, modifiye ortogonal ¢at1 altinda paralel regle yiizeylerin evrimini
aciklamak icin diferansiyel geometri ve matematiksel analiz teknikleri kullanilacaktir. Bu ¢alisma,
Onceki arastirmacilarin benzer problemlere yaklasimlarimi degerlendirecek ve literatiirdeki

bosluklar1 doldurarak mevcut bilgi birikimine katki saglayacaktir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, diferansiyel geometrinin temel kavramlarina, regle yilizeylere, Serret-Frenet
catis1 ve ylizey evoliisyonu ile ilgili temel kavramlara ve bunlarin karakteristik 6zellikleri
verilmistir. Ayrica, ylizey evoliisyonu ile ilgili bazi tamim ve teoremler ile modifiye edilmis
ortogonal cat1 tanimlanarak, Serret-Frenet ¢at1 ve modifiye ortogonal ¢ati arasindaki iligkiler

incelenmistir.

Tamim 2.1. A kiimesi bos olmayan bir kiime ve K bir cisim, K cismi iizerinde tanimli bir
vektor uzay1 V' olsun.
g:AxA -V
seklinde fonksiyon varsa A kiimesine I/ vektoriiyle birlestirilmis bir afin uzay denir.
(A1).VP,Q,R € Aigin g(P,Q) + g(Q,R) = g(P,R)
(A2).vP € AveVa €V igin g(P,Q) = a bicimde tek bir Q € A noktas1 vardir,[2].

Tanim 2.2. V vektor uzayiyla birlesen A bir afin uzay olsun. Py, P4, ..., B, € A olmak lizere

PoP1, PoPs, ..., PoP, €V vektorleri i¢in {POPl, PoPs,... ,POPn} olusumu V vektor uzaymin baziysa
{Po, P4,..., P}, (nt1)-lisine A afin uzaymin afin ¢atis1 denir,[2].

Tanim 2.3. A reel bir afin uzay ve V vektorii de A afin uzayiyla birlesen vektor uzayi olsun.
I¢ carpim islemi V vektdr uzayinda

<.,,.>=VXV->NR

n

(x,y) »><x,y>= inyi
i=1

tanimlanirsa A da uzaklik ve a¢1 gibi metrik kavramlar bu islem yardimiyla tanimlanir. Béylece A
afin uzay1 Oklid uzayi olarak tanimlanmis olur,[2].
Tanim 2.4.
d:E"XE" >R

(x,y) = d(x,y) = Xyl =

E" 6klid uzayinda uzaklik fonksiyonu d olarak tanimlanir ve d(x, y) seklinde ifade edilen reel bir
sayidir ve x,y € E" noktalarmin arasindaki uzaklik olarak adlandirilir,[2].
Tanim 2.5. Vx,y,x € E" i¢in XyZz agisinin 6l¢iisii
<Xxy,yzZ >
cosf = e ————
Iy [l 11yz]]

isleminden hesaplanabilen 6 reel sayisidir,[2].



Tanim 2.6. E" uzayinda siralanmis {Py, P4, ..., P,,} bir nokta (n + 1) —lisine E" uzayinda

karsilik gelen {POPl, PoP,, ... ,POPn} vektor n —lisi E™ de bir ortonormal bir baz olursa
{Po, P4,..., P} olusumu E" de bir dik ¢at1 veya 6klid ¢atis1 olarak adlandirilir,[2].
Tamm 2.7. E" deki {E,, E4, ..., E,,} ¢atisi, standart 6klid ¢atis1 olarak adlandirilir,[2].

Tamm 2.8. f:E" —» R diferensiyellenebilir, v, € Tga(P) olsun. Su kosullarda v, = PQ

olmak iizere;

d
Tj;[f] = E(f(Pl + t(Ql - P].)I ---:Pn:t(Qn - Pn))
t=0

elde edilen reel sayiya f fonksiyonunun v, vektorii yoniindeki tiirevi denir,[2].

Tamim 2.9. R'nin agik araliklarindan biri I olmak iizere a: I — E" bigiminde diizgiin bir «
(C*smifindan) doniisiimiine , E" uzayinda bir egridir denir,[1].

Tamm 2.10. , E" uzayinda bir egri olsun. Vu € [ i¢in a’(u) # 0 ve hiz vektorii E" de tim
noktalarda sifirdan farkliysa a egrisi regiiler egridir denir,[5].

Tamim 2.11. M, E™ Oklid uzayinda bir egri koordinat komsulugu (I, ) verilmis
olsun. Vu € I i¢in

lle’ il =1

sart1 saglaniyorsa (I, @) ya gore M egrisi birim hizli bir egridir ve u € [ ise yay parametresi
olarak adlandirilir,[4].

Tamim 2.12. ] c R kiimesinde tanimli [E® uzayinda bir @ egrisi verilsin a, b € I iken

b
f lla’ (wlldu

olan reel sayiya a alt sinirdan b iist sinira @ egrisine ait yay uzunlugu denir,[4].

Tamm 2.13. a: [ = E" seklinde bir egri verilsin. u, € [ ise egri {istiinde a(u,) noktasi
itibariyle yay uzunlugu 6l¢iildiigiinde;

u < ug ise a(ug) ve a(u) noktalar referans alinarak olusturulan par¢anin uzunlugunun
negatifi f(u) olsun.

u = ug icin f(uy) = 0 olsun.

uy < u a(ug) ve a(u) noktalari referans alinarak olusturulan egri parg¢asiin uzunlugunu
da f(u) diyelim.

Buradan f:u — f(u) fonksiyonu I araligindan R 'ye giden bir fonksiyon olarak
tanimlanmis olur. Elde edilen f fonksiyonuna a:1 — E" seklindeki egrinin yay uzunluk
fonksiyonu denir,[1].

Tamim 2.14. a: [ — E3 egrisi E3 uzayinda birim hizli bir egri olsun,

T(w) =a'(u)



esitligi ile tanimlanmis T'(u) vektoriine, a egrisinin a(u) noktasina karsilik gelen birim teget
vektori denir,[1].

Tamm 2.15. E3 uzayinda a: I — E3 seklinde tanmiml1 a birim hizli egrisi igin,,

k:l - Rx(w) =T Wl
seklindeki fonksiyona, a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. @ (u) noktasindaki x(u) sayisina o
noktadaki egriligi denir,[1].

Tamm 2.16. E3 uzayinda a:1 — E3 seklinde tanimli a birim hizli egrisi i¢in,. T(u) =
a'(u) esitligi ile yazilan bir T (u) vektoriine, a egrisine ait a(u) noktasindaki birim teget vektori
denir,[1].

T, I araligindaki u noktasina, T (u) teget vektoriinii, @ (u)’daki noktaya denk diisiiren bir
fonksiyondur. Buradan hareketle a egrisi tistiinde T bir vektdr alani olusur ve bulunan bu vektor
alanina @ egrisinin birim vektor alani denir. Kisaca T = a' yazilabilir,[1].

Tamm 2.17. E3 uzayinda a: I — E3 seklinde taniml1 a birim hizli egrisi igin,

1
N(u) = WT’(U)

egriligiyle olusturulmus N (u) vektoriine, @ egrisine ait a(u) noktasinda birinci dik (asli normal)
vektor denir.

N vektor alanina a egrisine ait birinci dik vektor(asli normal) alani denir,[1].

Tamm 2.18. E3 uzayinda a: I — E3 seklinde taniml1  birim hizli egrisi igin,

B(u) = T(u) X N(u)

denklemiyle gosterilen B (u) vektoriine, a egrisine ait a(u) noktasinda ikinci dik vektor
(binormal) denir.

B vektor alaniysa a egrisine ait ikinci dik vektor alan (binormal vektor alan) denir,[1].

Tamim 2.19. a: [ > E3 egrisinin a(u) noktasina karsilik gelen T'(w), N (w), B(u)
vektorlerine, Frenet vektorleri denir.

{T(w),N(w), B(w)}

kiimesine ise a egrisinin a(u) noktasindaki Frenet ¢atis1 denir.

T, N, B vektor alanlar1 a egrisi lizerindeki Frenet vektor alanlarini olugturur,[1].

Tanmim 2.20. E2 uzayinda a: I — E3 seklinde tanimli & birim hizl1 egrinin T, N, B Frenet
vektor alanlari i¢in,

T:1 - R, t(u) = —(B'(u), N(w))

fonksiyonuysa a egrisinin burulma fonksiyonu olarak adlandirilir. 7(u) sayisina egrinin a(u)
noktasina ait burulmasi denir,[1].

Tamm 2.21. E3 uzayinda a: I — E3 seklinde taniml1 a birim hizli egrinin Frenet vektor
alanlar1 T, N, B olmak {izere,

T' = kN



N' = —«kT + 1B
B' = —tN
dir,[1].
Tanimm 2.22. a: I — E3 birim hizhi egrisinin Frenet vektdr alanlar1 T, N, B olduguna gére,
NxXB=T
BXT=N
dir,[1].

Tamim 2.23. ¢: U - E3 koordinat komsulugu M c E3 ve VP € M, M nin igindeki
goriintiisii P ye ait bir komsulugu ihtiva eden bir koordinat komsulugu varsa ve ¢~ 1: p(U) = U
stirekliyse M ye bir ylizey denir,[3].

Tanim 2.24. (U) = M regiiler bir yiizey olsun. Bu durumda ¢,,(q) ve ¢,,(q) vektorleri,
ylizeye @(q) = p noktasina teget olan bir diizlemi gererler. Bu diizleme, yiizeyin p noktasindaki
teget diizlemi veya tanjant uzayi denir,[7].

Tamim 2.25. Teget diizlemin, parametre egrilerine ait ¢, ve ¢,, teget vektorleri paralel
oldugu i¢in

No = @u Ay
vektoril, M yiizeyinin P noktasina ait teget diizlemine diktir. Bu vektére M yiizeyinin P noktasina

ait normal vektori ve

_ _PuXy
llpw X @yl

vektoriine de birim normal vektorii denir,[4].
Tanim 2.26. E" de bir yiizey M ve N de M yiizeyinde birim dik vektor alan1 olmak {izere
Vv, € T, (M) i¢in M nin bir P noktasina karsilik gelen
S(v,) = Dy, N
esitligi ile gosterilen Sy,: T, (M) — T, (M) fonksiyonuna M nin P noktasinda N vektor alanina
bagli Weingarten doniisiimii veya sekil operatorii denir,[3].
Tanim 2.27. E" de bir M hiperyiizeyi olsun. M hiperyiizeyinin bir P noktasina karsilik
gelen sekil operatorii S(P) ise
K:M - R
P — K(P) = det S(P)
seklinde tanimli fonksiyona M nin Gauss egriligi fonksiyonu ve K (P) degerinde M
hiperylizeyinin P noktasma gore Gauss egriligi denir,[3].
Tamim 2.28. E" de bir M hiperyiizeyi olsun. M hiperylizeyinin bir P noktasina karsilik
gelen sekil operatorii S(P) ise
H:M->R



P - H(P) =iz(S(P))
seklinde tanimli fonksiyona M hiperyiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine de
M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir,[3].
Tamim 2.29. M yiizey i¢in parametrik denklem X = X (u, v) olsun. Tiim noktalardaki teget

diizleminin tabanm B = {X,,, X,,} olmak iizere

E= (XurXu>
F= (Xu:Xv)
G= (erXv>

E,F,G : U — R diferensiyellenebilen fonksiyonlara I.temel formun katsayilar denir. Bu
takdirde /.temel form
I = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
seklindedir.
hi1 = —(Xyu, Ny) = (N, X))
hiz = —(Xyu, Ny) = (Xy, Ny} = (N, Xyp)
hys = —(Xy, Ny) = (N, X))
diferensiyellenebilir fonksiyonlarina da I1.temel formun katsayilari denir.
Bu takdirde I1.temel form
II = hyydu? + 2hy,dudv + hy,dv?
seklinde ifade edilir. F; ve Fy;, 2 X 2 simetrik matrisleri

_[E F _ [h1 hlz]

seklinde tanimlanir. Bdylece M ylizeyinin ortalama egrili ve Gauss egrili, sirasiyla,

2 EG — F?
_ haihyy — hyy?
EG — F?

seklindedir,[15-16].

Tamm 2.30. M c E" seklinde yiizey verilsin. VP € M noktasindaki, E" in M yiizeyinde
kalan bir dogrusu varsa M ye bir regle yiizeyi, P € M noktasindan gecen ve M de kalan
dogruyaysa M nin dogrultmani denir,[3].

Tamm 2.31. 3-boyutlu E3 Oklid uzayinda {0} c I c R sartin1 saglayan
diferensiyellenebilen birim hizli bir ¢ egrisi

a:l - E%t = au) = (a1 (w), az(w), az(u))
kabul edelim.Vu € I i¢in a(u) noktasindaki Ty, teget vektorii ve ana dogrunun dogrultman
vektoriiniin lineer bagimsizlik sartini saglayacak sekilde

I:R->E"



v - l(v) = (aq(w) + vXy, a, () + vX,, az(w) + vXs3)
dogrusu se¢ilsin. Bu durumda 1 < i < 3 ise X;(u) € R skalarlar1 a(u) noktasinda olan
dogrultman vektoriiniin bilesenleridir. [ dogrusu egri boyunca hareket etmesi ile, (I X R, ¢)
parametrizasyonuyla verilen
p: 1 xR - E"
Ww,v) = ow,v) = (a1(u) + vXq, @y () + vX,, az(u) + vX3)
o(u,v) = d(u) + vX(u) olacak bigimde bir regle yiizey elde edilir,[3].

Tamim 2.32. Bir egri, ¢ (u, v) regle yiizeyin ana dogrularinin hepsini eksiksiz olarak dik
keserse bu egri regle yiizeyin ortogonal yoriingesi olarak adlandirilir,[3].

Tamm 2.33. ¢(u, v) seklindeki bir regle yiizeyde iki dogrultmanin komsu olmasi
durumunda orta dikmesinin esas dogrultman {izerine gelen ayagina bogaz (strikisiyon veya
merkez) noktasi denir,|[3].

Tamm 2.34. (u, v) seklindeki bir regle yiizeyde ana dogru dayanak egrisi boyunca ytizeyi
olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerlerine regle yiizeyin striksiyon egrisi (bogaz
cizgisi) denir,[3].

Tamim 2.35. Regle yilizeyin komsu olan ana iki dogrusu arasindaki uzakligin en kisa
oldugu durumda sart1 saglayan iki komsu ana dogru arasindaki ag1 ile oranina regle yiizeyin drali
(dagilma parametresi) denir. Ayrica yiizeyin dralinin diferensiyel gdsterimi

_det(T,X,X')
(X', X')
seklindedir,[3].

Tamim 2.36. Ana dogrular boyunca teget diizlemleri ayni olan bir regle ylizey acilabilirdir
seklinde ifade edilir,[3].

Onerme 2.37. $(u, v) = @(u) + vX(u) regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in ayni zamanda
det(a’,X,X") = 0 olmasi gerekir,[7]

Tanim 2.38. a, baslangic egrisinin yay uzunlugu [ ise,

a:[0,1] x [0,w] - E3
(u,v) - a(u,v)
seklinde tanimlanan a(u, v) fonksiyonuna, egri evoliisyonu denir,[12].
Tamim 2.39. Bir
a:l cR - E3
u - au)
egrisi icin,
oa
ot

ifadesine a(u, t) evoliisyonunun akis1 denir,[12].



Tamim 2.40. E? veya E3 de % ”Z—Z” = 0 ise a(u, t) egri evoliisyonuna ve onun Z—(: akigina
elastik olmayan denir,[11].
Tamm 2.41. X(u,v,p) = a(u,p) + vw(w, p), |lw@)| =1, w’ # 0,det(w,w’,a’) =0

ve u, @ nin yay uzunlugu olsun. X in I.temel formun katsayilari,{E, F, G},

0E _OF 3G _
dp dp Op

sartim1 sagliyorsa X (u, v, p) ylizey evoliisyonu ve % akisi, elastik olmayan olarak adlandirilir,[12]
Tamm 2.42. E3 de a; (i = 1,2,3) koordinatlar1 olsun. a(w), u parametreli egri olsun. Kabul
edelim ki « tekil olmayan egri olmak iizere, Zi3=1(%) stfirdan farklidir. ¢(u),I € R bostan

farkl acik araliginda u parametreli egri olmak iizere;
a=a(u) = (ay,az, a3)

dir. a(u) egrisinin egriligi k() sifirdan farklidir. {T, N, B} egrilik ile modifiye edilmis ortogonal

gatisi
da
T du
dT
N=a
B=TXN

bigiminde ifade edilir,[9].
{T, N, B} egrilik ile modifiye edilmis ortogonal ¢at1 Frenet ¢atis1 {t, n, b} ile modifiye edilmis dik

cat1 {T, N, B} arasindaki iligkiler, k egrilik fonksiyonunun sifir olmayan noktalarinda sunlardir;

T=t
N = kn
B =kb
Ayrica,
(T,Ty=1
(N,N) = (B,B) = K2
(T,N)=(T,B)=(N,B)=0
dir.
Teorem 2.43. E3 de {T, N, B} egrilik ile modifiye edilmis ortogonal ¢at1 olmak iizere
0 1’ 0
! K
wl= % i N
B 0 -z <|'B
K

matris sistemi saglanir,[3].

Tamm 2.44. a egrisinin torsiyonu ve egriligi;

10



= [Tl

det (a/,au’a/u)

T=1(5) = 2
dir,[9].
Teorem 2.45. E3 de {T, N, B} egrilik ile modifiye edilmis ortogonal ¢at1 olmak iizere
TXN=B
N X B = k2T
BXT=N

dir,[3]
Ispat: E3 de {t,n, b} Serret-Frenet vektorleri ve {T, N, B} egriligiyle modifiye edilmis
ortaogonal cat1 vektorleri olsun. Serret-Frenet vektorlerinin vektorel ¢arpimlari
tXn=n, nxb=t, bXt=n
seklindedir ve Serret-Frenet ¢at1 vektorleri ile egrilik ile modifiye edilmis ortogonal gati
vektorleri arasindaki iliski
T =t, N = kn, B =kb
oldugundan, bunlardan hareketle egrilik ile modifiye edilmis ortogonal ¢atidaki vektorler

carpimlarina bakilacaktir.

txXn=»>
N B
TX—=—
K K
TXN=B
bulunur. Benzer sekilde
nxb=
—X—==T
K K
N X B = k2T
ve
bXt=n
B N
—XT=—
K K
BXT =N

dir. Bu durumda egrilik ile modifiye edilmis ortogonal cati

TxN=B
N X B = kT
BXT =N

seklinde elde edilmistir. Bdylece ispat tamamlanmis olur,[8].
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Ornek 2.1. a: 1 - E3
3 4
a(u) = (E sin(u),1 + cos(u),gsin (w))
egrisi igin
3 4
a'(u) = (E cos(u),—sin (u),gcos (w))

dir.Normuna bakacak olursak

9 16
’ — _ 2 f a2 - 2
|’ (| \/25 cos?(u) + sin?(u) + o cos?(u)
=1
dir. O halde egrim birim hizli bir egridir.
3 4
a(u) = (E sin(u),1+ cos(u),gsin (W)

birim hizli egrisini ele alalim. Tanim 2.42 kullanarak {t, n, b} Serret-Frenet cati ile {T, N, B} egrilik
ile modifiye edilmis ortogonal ¢at1 elemanlar1 asagidaki gibi elde edilir.

{t,n, b} Serret-Frenet ¢at1 elemanlari

3 . 4
t=a'(w) = (— cos(u), —sm(u),—cos(u))

5 5
_dt ( 3 ( ( 4 ( )
n=——=(-gsin u),—cos(u), zsin u)
el e, es3
b=txn = gcos(u) —sin(u) gcos(u)

3 4
— g s]n(u) - COS(U) - g Sll’l(U)

_ A 2u), 0 3 2
= (- cos(2u), 0, — s cos(2u))

seklinde elde edilir.

a(u) egrisinin egriligi igin;

' 9 2 2 16 .,
k=t = (Esm (u) + cos (u)+ﬁsm (u)) =1

bulunur.

a(u) egrisinin torsiyonu igin;

det (0(’,6!”,0(”,) B

K2 0

T=1(s) =

elde edilir. Buradan hareketle {t,n, b} Serret-Frenet gat1 ve {T, N, B} egrilik ile modifiye

edilmis ortogonal ¢at1 arasindaki iliski
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w

4
T=a(u)= (—cos(u),—sin(u),gcos(u)>

93}

N

Kn = (—Esin(u) —cos(u) —isin(u))
-\ 5 ’ "’ 5

4 3
B =kb = (—gcos(Zu),O, —gcos(Zu))

seklindedir. {T, N, B} egrilik ile modifiye edilmis ortogonal ¢ati vektdrleri bulunur. Ayrica egrilik
ile modifiye edilmis ortogonal ¢at1 i¢in vektorel carpimlar

€1 € €3

3 _ 4
Tx N = gcos(u) —sin(u) gcos(u)

3 4.
_Esm(u) —cos(u) —gsm(u)

4 3
= (— A cos(2u),0,— < COS(ZU-))

=B
€1 €2 €3
NXB = —gsm(u) — cos(u) —gsm(u)
> 2 0 3 2
5cos( u) 5cos( u)
3 ' 4
= (— cos(u),—sin(u),= cos(u))
5 5
= k2T
e1 ey e
4 2 0 3 2
BXT = gcos( u) —gcos( u)
3 4
—cos(u) —sin(u)  —=cos(u)
5 5
= (~3sinC )~ gsin(w)
=|—gsin u), —cos(u), z sin(u
=N

seklinde elde edilir.
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3. PARALEL REGLE YUZEY AILESININ YUZEY EVOLUSYONU

Teorem 3.1. P(u, v, p) yiizey ailesinin evoliisyonu p parametrizasyonu ile verilsin.
P(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p), IB(w,p)Il = L,B" # 0,det(B,B",a’) = Ove u,@ nmn yay
uzunlugu olsun. P (u, v, p)'nin I .temel formun katsayilari;

E =14 20(T,(u,p), Tg(u, p)) + v?
F = (Tq(u, p), B(u, p))
G=1
dir.
Ispat:
Yiizey ailesinin evoliisyonunun u ve v ye gore kismi tlirevleri
P, = a9, p) + vpO(w, p) = To(w,p) + vTp(u, p)
F, = B(u,p)
olur.Buradan hareketle;
E =(B, B,) = (To(u,p) + vTp(u,p), T,(w, p) + vTp(u, p))
=(Te (u, p), Tee (u, )T (w, ), vTp (w, p))Hv T (w, ), To (w, p)) + (VT (u, p), vT (u, p))
=1+ 2v(T,(u, p), Tg(u, p)) + v*
elde edilir. Benzer sekilde;
F =(R,B) =(To(wp) + vIg(w,p), B(w,p))
= (To(w, p), B(w, p)) + v(Tg (u, p), B(u, p))
= (To(w, p), B(w, p))
ve
G = (R, k) = (Bw,p), B(u,p))
=1
olarak bulunur.

Teorem 3.2. P(u,v,p) = a(u,p) + vf(u,p) tanimlanan P (u, v, p) elastik olmayan yiizey
evoliisyonu olabilmesi igin gerek ve yeter sart,

(TP (w,p), T (w, p)) = —(Ta (w, p), TV (u, p))

Ve

(TP, p), B, p)) = —(Tx(w,p), LOV (w, p))

olmasidir.



Ispat: P(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p) yiizeyinin I.temel formun katsayilari;
E =14 20(T,(w,p), Tg(u, p)) + v?
F =(T,(u,p), B(u,p))
G=1
seklinde bulunur. Tanim 2.41°dan

0

E, = %(1 + 20(T, (u, p), Tg(w, p)) + v*) = 0

olmalidir. Carpimin tiirevinden;
20((T, P (u, p), Tg (w, p)) + (To(w, p), TP (w,p))) = 0
bulunur.
(TP w, p), Tp (e p)) + (T (1,2, T (w,p))) = 0
ve
(TP (w,p), Tp(w, p)) = —(To(w, p), TV (, p))
elde edilir. Tanim 2.41°dan

d
B, = %((Ta(u, p),B(u,p))) =0
olmalidir. Carpimin tiirevinden;

(T "D (w,p), B, p)) + (T, (w,p), LOV(w, p)) = 0

bulunur.

(T Y (), B, p)) = —(Te (w, p), OV (w, )
elde edilir.
G, =0
bulunur. Buradan hareketle Ey,, F,, G, esitliklerinin;
E,=F,=G,=0
saglandig1 goriiliir ki ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3. P(u, v, p) yiizey ailesinin evoliisyonu p parametrizasyonu ile verilsin.

P(u,v,p) = a(u,p) + vBu,p), IBw,p)ll = 1,8" # 0,det(B,B’,a’) =0ve u,a nin

uzunlugu olsun. P (u, v, p)'nin I1.temel formun katsayilari;
hi1 = (Ny(u,p) + vNp(u, ), U(u, v, p))
hiz = (Tp(u, p) , U(u,v,p))
hz2 = (0,U(u,v,p)) = 0
dir.
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ispat:

Yiizey evoliisyonunun u ve v ye gore ikinci dereceden kismi tiirevleri

Puw = T, (u,p) + vT5 0 (w, p) = No(u,p) + vNg (u,p)
P, =0
B = T/j’ (w,p)
ve normali;

B, xp,  (Ta(up)+vTg(u,p)) X B(u,p)

D) = SR (T ) + T p)) X B ]

olur. Buradan hareketle;

hi1 = (puu, Uw, v,p)) = (Ne(u, p) + vNg (u, p), U(u, v, p))
elde edilir. Benzer sekilde;
hiz = ($up, U(u, v, p)) = (Tg(w,p) , U(u,v,p))
ve
ha2z = (v, Uw, v, p)) = (0, U(w,v,p)) = 0

olarak bulunur.

Sonug 3.4. P(u, v, p) yiizey ailesinin sirasi ile Ortalama egriligi ve Gauss egriligi
Tanim 2.29°dan
_ 1 hllG - Zhle + hzzE

2 EG — F?

hi1has — hyp?

g = Muaftzz 212
EG—-F

oldugundan

H = l(Na(u' p) + vNﬁ(u' p)' U(u' v, p)) - Z(Tﬁ(ur p) ’ U(u' v, p))(Ta(u' p)' lg(u' p))

2 (1 + 20(To (u, p), T (w, ) + v2) = (T, (w, p), B(u, p))?
ve
- —(Tp(w,p) ,U(u,v,p))’
(1 + 20(Te (w, p), T (w, ) + v2) = (T (w, p), B(u, p))?
elde edilir.
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Teorem 3.5. P(u, v, p) yiizey ailesinin evoliisyonu p parametrizasyonu ile verilsin.
P(w,v,p) = a(u,p) + vB(u,p), IB(w,p)Il = 1,B" # 0,det(B,f’,a’) =0ve uwa nm yay
uzunlugu olsun. P(u, v, p)'nin paralelinin P(u,v,p) = a(u,p) + vB(w,p) + rU(u, v,p) I.temel
formun katsayilari;

E =1+4712+ 2v(T,(u,p), Tg(w, p)) + 2r(T, (u,p), ULV (w,v,p) ) + v?
+ 2vr (T (u, p), U020 (y, v, p) )
F = (T, (w,p), B(w, ) + (T (u, p), UM (w, v, p) ) + w(Tg (w, p), B (, p))
+vr(Tp(w, p), U (w,v,p) ) + (UM (w,v,p) , B(w, P) )
+ r2 (U0 (y, v,p) , UOLO (y,v,p) )
G=1+712%+2(8u,p), UCLO(y,v,p))
dir.
Ispat:
P(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p)

Yilizey ailesinin paraleli;
P(w,v,p) = a(u,p) + vB(u,p) +rUw,v,p)
Yiizey ailesinin paralelinin u ve v ye gore kismi tiirevleri;
P, = a,(w,p) + vBu(w,p) + Uy, v,p) = To(u,p) + vTg(w,p) + rUO (u, v, p)
B, = pwp) + rU O (w,v,p)
olur. Buradan hareketle;
E = (B, B,) = (To(w,p) + vTp(w,p) + UMD (w,v,p), To (w, p) + vTp(w, p)
+ rU®O0) (y, v,p) )
= (Ta(w, ), Ta (w, p)) + (To (w, ), VT3 (w, p)) + (T (w, p), rU O (w, v,p) )
+ (T (u, p), Te(u, p)) + (T (w, p), vTp(w, p) )
+ (T (w, p), U (w,v,p) ) + (rUOO (w, v, p) , T, (w, p))
+ (ru0 (w,v,p) , vTp(u, p)) + (rU O (w, v,p) , rUAO0 (u, v,p) )
=1+ 7%+ 20(T,(w, p), Tg(u, p)) + 21(To (w, p), U0 (u,v,p) ) + v?
+ 2vr(Tp(u, p), U0 (u,v,p) )
elde edilir. Benzer sekilde;
F = (P, B,) = (To(u,p) + vIg(w,p) + rU*D(w,v,p), B(w,p) + rU O (w, v,p) )
= (Ta(w, ), B(w, p)) + r{To (w, p), UV (w, v, p) ) + (T3 (w, p), B(w, p))
+vr(Tp(w, p), U (w,v,p) ) + r{(UH*) (w,v,p) , B(w, P) )
+ r2 (U0 (y, v,p) ,UOLO (y, v, p) )

vE
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G = (B, B,) = (B(w,p) + rU OO (w,v,p), B(w,p) + rU OO (w,v,p))
= (B(w, p), B(w, p)) + (B(w, p), UV (u, v, p)) + (rU OO (u, v, p), B (u, p))
+ (ru©@O (y, v, p), rU@L0 (y, v, p))

=1+712%+2(8(u,p), UCLO(y,v,p))
olarak bulunur.
Teorem 3.6. P(u,v,p)=a(u,p)+vB(u,p) tamimlanan yiizey evoliisyonunun paraleli
P(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p) + rU(u,v,p) icin P(u, v,p) elastik olmayan yiizey evoliisyonu
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart,

(TP (w, p), vTp (u, p) + U0 (u, v, p)) +

(T OV (u, p), UMD (u, v, p) + T (u,p) )
= (T (u,p) + vT5(w, p), UMD (w,v,p) )

Ve
(T, (w, p) + vT OV (w, p) + rUEOD (w, v, p), B(w, p) + 17U (w, v, p))
= ~(To(w,p) + vTg(w, p) + U0, v,p), B0V (w, p) + UV (w, v, p))
ve
(B (w, ), U (w,v,p)) = —(Bw,p), UV (w,v,p))
olmasidir.

Ispat: P(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p) + rU(u, v, p) yiizeyinin I.temel formun katsaylari;
E =1+7%420(T,(u,p), Tp(u, p)) + 2r{T(u, p), UL (u,v,p) ) + v?
+ 2vr (T (u, p), U020 (y, v, p) )
F = (To(w,p), Bw, p)) + (T (w, p), UM (w, v, p) ) + v(Tp (w, p), B (w, )
+vr(Tp(w, p), U (w,v,p) ) + (UM (w,v,p) , B(w, P) )
+ r2 (U0 (y, v,p) , UOLO (y, v, p) )
G =1+12+2(Bu,p), UCL)(u,v,p))

seklinde bulunur. Tanim 2.41°dan
d
E, = a (1 + 7%+ 20(T, (w, p), Tp(u, p)) + 21(Ty (u, p), UL (u, v, p) ) + v?

+ 2vr(Tp (u, p), UL*O(u,v,p) )) = 0
olmalidir. Carpimin tiirevinden;
20(T, D (w, p), Tg (w, p)) + 20(Te (w0, p), TP (u, p))
+ 2r(T, " (u, ), U0 (w,v,p) ) + 27(T, (u, p), UMD (u, v, p) )
+ 2vr(T O (u, p), U0 (u, v, p) ) + 2vr(Tg (u, p), ULV (w, v, p) )
=0

bulunur.
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(T, D (w, p), T (w, p)) + (T (w, ), T3V (w,p))
+7(T, P (w, p), U0 (u,v,p) ) + (T, (u, p), UMD (w, v, p) )
+vr(Tﬁ(0'1) (w,p), UL (u, v,p) ) + v1(Tg (u, p), ULV (4, v,p) )
=0
ve
(TP, p), v (w, p) + UMD (u,v,p)) +
+0(T 0D (W, p), UMD (w,v,p) + To(w, p) )
= —1(To(w, p) + vTg(u, p), UMV (w,v,p) )

elde edilir. Tanim 2.41°dan

0
Fp = % ((Ta ('U., p)» ﬁ(u: p)) + T<Ta’ ('U., p)» U(O'l'o) (u, v, p) ) + U<Tﬁ (u, p): ﬁ(u: p))

+vr(Tp(w, p), U O (w,v,p) ) + (UL (w,v,p) , B(w, p) )
+ 12U G20 (y,v,p) ,UOCLO (y,v,p) ) = 0
olmalidir. Carpimin tiirevinden;
(Ta™" (), B, p) + (T (w,p), OV (w, p)) + (T D (w,p), UV (w, v, p) )
+ (T, (u, ), UMD (w, v, p) ) + (T "V (w, p), B(w, p))
+ v(T5(u, p), BODw, p)) + vr(Tg OO (w, p), UCO (1, v,p) )
+vr(Tg(w, p), UCYD (w,v,p) ) + (U0 (w, v, p) , B(w, p))
F4TUO w,v,p), FOV @ p)) + rHUED (w,v,p) , UCHO W, v,p) )
+ 12U (y,v,p) ,UCID (y,v,p) ) =0

ve
(T, OV, p) + vT Y (W, p) + rU OV (w, v, p), B(w, p) + rUOO) (w, v, p))
(T, (u,p) + vTg(u,p) + ru@00 (y, v, p), BOV(u,p) + ru @1V (u,v,p)) = 0
A
(T, OV, p) + vT Y (W, p) + rU OV (w, v, p), B(w, p) + rUOO (w, v, p))
= —(T,(w,p) + VT3 (w,p) + rUO (w,v,p), FOV (w, p) + rU OV (w, v, p))

elde edilir. Tanim 2.41°dan

0
Gy = 55 (1472 + 208w ), UMV @, v,p)) = 0

olmalidir. Carpimin tiirevinden;

BV, p), UM (w,v,p)) + (Bt p), UV (w,v,p)) = 0

vE

(BOV(w,p), UCYO (w,v,p)) = —(B(u, p), UMD (v, p))
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elde edilir.

Buradan hareketle E,, F,, G, esitliklerinin;
E,=FE,=G,=0

saglandig1 goriiliir ki ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 3.7. P(u, v, p) yiizey ailesinin evoliisyonu p parametrizasyonu ile verilsin.
P(u,v,p) = a(u,p) + vB(w,p), lIB(w,p)Il = 1,B" # 0,det(B,B’,a’) =0ve uwa nmn yay
uzunlugu olsun. P(u, v, p)'nin paralelinin P(u, v,p) = a(u,p) + vB(u,p) + rU(u, v,p) Il.temel
formun katsayilari,

hi1 = (Ng(u, p) + U0 (w,v,p), Uy, v, p))
haz = (Tg(uw,p) + TV (w,v,p) |, U(w,v,p))
hae = (rU©29 (y, v, p), U(u, v, p))
Ispat:

P(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p)
Yiizey ailesinin paraleli;
P(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p) + rU(u,v,p)
Yiizey evollisyonunun u ve v ye gore kismi tiirevleri
B, = a9, p) + vpEO (u, p) + ru 00 (y, v, p)
Modifiye ¢atinin 6zelliginden
B, = T,(w,p) + vTp(u,p) + rU*O (u,v,p)
elde edilir.
B, = B(u,p) + rUC O (w, v, p)

ﬁuu = Ta(l'o) (u,p) + ry (200 (w,v,p)
Modifiye ¢atinin 6zelliginden

B, = N,(u,p) + rU@00 (y,v,p)

elde edilir.
B,, = rU®20y,v,p)
Py = Tp(u,p) + U0 (u,v,p)
ve normali;
U(u,v,p) = #
12, > B

P
(Ta (w,p) + vT(w,p) + rU00 (u, v, p)) X (B(w,p) + rUO (u,v,p))
(et p) + vTp () + U0 (,v,1) ) X (B(w,p) + UL (u,v,p)) |
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olur. Buradan hareketle;
hi1 = (Puu, Uw, v,8)) = (Ng (w, p) + rUE0 (w, v, p), U (w, v, p))
elde edilir. Benzer sekilde;
hiz = (Puy, U(w, v, p)) = (Tg(w, p) + rU O (w,v,p) |, U(w, v,p))
ve
h2z = (P, U(w, v, p)) = (rU®*9 (w,v,p), U, v, p))
olarak bulunur.
Sonug 3.8.
a=EG—F*=(1+7%+2v(T,(u,p), Tp(u, p)) + 2r(T, (u, p), U@00) (y, v, p) ) + v?
+ 2vr(Tg (u, p), U020 (y, v, p) N(1+ 72+ 2(Bu,p), U©10)y p, p)))
— (Ta(w,p), B, p)) + 1{To (w, p), UCO (w,v,p) ) + v(Tg (w, p), B(w, p))
+vr(Tp(w, p), UMD (w, v,p) ) + {(UO*O (w, v,p) , B(w, p) )
+ U0y, v,p) , UCLO (1, v, p) ))?
olsun. P(u, v,p) yiizey ailesinin siras1 ile Ortalama egriligi ve Gauss egriligi Tanim 2.29°dan
> lhnG — 2h1F + hpE
2 EG — F?
y hy1has — hyo?
EG — F?

oldugundan
1 ~
H = ((Ne(wp) +7U @00 (u, v, p), U (w, v, p))(1 + 12 + 2(B(w, p), UC? (u, v, p)))

= 2T (u,p) + U (w,v,p) |, U(w, v, p)) (T (w, p), B(u, p))

+7{Te (u, ), U0 (u, v, p) ) + v(Tg (u, p), B(w, P))

+ vr(Tp (u, p), U (w,v,p) ) + (U (u, v, p) , B (1, p))

+r2(UEO0) (y, v, p) , UCLO (u, v,p) ) + (rUC20 (u, v, p), U(u, v,p))(1 + 2
+ 20(T, (u, p), Tg (u, p)) + 27(To(w, ), U0 (w, v, p) ) + v?

+ 2vr(Tg (u, ), U0 (u, v, p) )))

ve
1 ~ ~
K =—(Na(u,p) +7U @00 (u, v, p), U(w, v, p))rU > (w,v,p), Uw, v, p))

—(Tp(u,p) + rUO (w,v,p) ,U(w,v,p))?
elde edilir.

Teorem 3.9. X(u, v, p) yiizey ailesinin evoliisyonu p parametrizasyonu ile verilsin.
X(u,v,p) =alu,p) +vT(w,p), ITw,p)||=1,T" #0,det(T, T",a’) =0ve u,& nin yay

uzunlugu olsun. X (u, v, p)'in I.temel formun katsayilari;
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E=1+7v%k?
F=1
G=1
Ispat: Yiizey evoliisyonunun u ve v degiskenlerine gore kismi tiirevleri
X, = a®9(w,p) + vTEO(y, p)
olur. Modifiye ortogonal ¢atinin dzeliginden;
=vN(u,p) + T(u,p)
elde edilir. Benzer sekilde;
X, =T p)
olur. Buradan hareketle;
E =
= (XyvN(u,p) + T(w,p), vN(w,p) + T (u, p))
Tanim 2.42 'dan

=1+ v2k?
elde edilir. Benzer sekilde;
F = (X, Xy)
= (vN(u,p) + T(u,p), T(u,p))
=1
ve
G = (Xy, Xp)
=(T(w,p), T(w,p))
=1

olarak bulunur.
Teorem 3.10. X(u,v,p) = a(u,p) + vT(u,p) tanimlanan X(u,v,p) elastik olmayan
ylizey evoliisyonu olabilmesi,
K=c, c = sht.
olmasi ile miimkiindiir.

Ispat: X(u, v, p) = a(u, p) + vT (u, p) yiizeyinin I.temel formun katsay1lar;

E =1+ v%k?
F=1
G=1

seklinde bulunur. Tanim 2.41°dan
E, = i(1 +v%k%) =0
dap
olmalidir. Buradan hareketle;

2v%kK' =0
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bulunur.

K=cC
seklinde olmalidir.(c = sabit)

E,=0
elde edilir.

G, =0

bulunur. Buradan hareketle Ey,, F,, G, esitliklerinin;
E,=F,=G,=0
saglandig1 goriiliir ki ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.11. X (u, v, p) ylizey ailesinin evoliisyonu p parametrizasyonu ile verilsin.
X(u,v,p) =a(u,p) +vT(w,p), ITw,p)l|=1,T" #+0,det(T, T",a’) =0ve u,& nn

uzunlugu olsun. X (u, v, p) 'in I1.temel formun katsayilar1;

hy1 = —vtK
h12 = 0
hzz = 0

dir.
ispat:

yay

Yiizey evoliisyonunun u ve v ye gore ikinci dereceden kismi tiirevleri modifiye ortogonal gati g6z

oniinde bulundurularak;

Xuu = N(w,p) + v[B(u, p)T — k*T(u,p) + %’N(u. p)]
X, =0
Xy = N(u, p)
ve normali;
_ NG p) + T p)] X T(w,p)
I[vN(w, p) + T(w,p)] X T (u, p)l
_ _[wNQ,p) xT(u,p) +T(wp) X T(wp)]
IvN(u,p) X T(u,p) + T(w, p) X T(w, p)]l
—vB(u,p)
" =B P

U(u,v,p)

Modifiye ortogonal ¢atinin 6zeliginden;

= ! B(u p
K ( 4 )
elde edilir. Buradan hareketle;

hi1 = Xy, U(u, v, p))

' 1
= (N, p) + vIB(w p)T — K2T(W,p) + = NG p)), — - B, p))
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= —VTK
elde edilir. Benzer sekilde;
h12 = <Xuv: U(u, v, p))

1
=(N(u,p), —;B(u. p))
=0
ve

haz = Xy, U(u, v, p))

1
= (0,~~B(wp))
=0
olarak bulunur.
Sonug 3.12. X (u, v, p) ylizey ailesinin sirasi ile ortalama egriligi ve Gauss egriligi

Tanim 2.29°dan
_ 1 h]_lG - 2h12F + hzzE

2 EG — F?
_ h11h22 — h122
EG — F?
oldugundan
T
T 2uk
ve
K=0
elde edilir.

Teorem 3.13. X (u, v, t) yiizey ailesinin evoliisyonu p parametrizasyonu ile verilsin.
X(wv,p) =alp)+vT(wp), ITwp)ll=1,T #0,det(T,T',a’) =0ve u,a nin yay
uzunlugu olsun. X(u,v,p)'in paralelinin X(u,v,p) = a(u,p) + vT(u,p) — %B (u,p) Il.temel
formun katsayilari;

E =1+ (vk +17)?
F=1
G=1
dir.

Ispat:

X(w,v,p) = a(u,p) + vT(w,p)

Yiizey evoliisyonunun paraleli;

X(wv,p) = alup) +vT(wp) - %B(u. P)
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Yiizey evoliisyonunun paralelinin u ve v degiskenlerine gore kismi tiirevleri
X, =N(u,p) (v + r%) + T(u,p)
X, =T(,p)
olur. Buradan hareketle;

E = (X, Xy) = (N(u,p) (v + r%) + T(u,p),N(u,p) (v + r%) +T(u,p))
=1+ (vk +17)?
elde edilir. Benzer sekilde;
F= (X)) = (Nap) (v+77) + Twp). Twp) )

=1

ve
G =(X,,X,) =(T(wp), T(w,p))

=1

olarak bulunur.
Teorem 3.14. X(u,v,p) = a(u,p) + vT(u, p) tanimlanan yiizey evoliisyonunun paraleli

X(w,v,p) = a(u,p) + vT(u,p) — %B(u, p) icin X(u,v,p) elastik olmayan yiizey evoliisyonu

olabilmesi,

olmasi ile miimkiindiir.
Ispat: X(u,v,p) = a(u,p) + vT'(u,p) — £B(u, p) yiizeyinin I.temel formun katsayilari;
E =1+ (vk +r7)?
F=1
G=1

seklinde bulunur. Tanim 2.41°dan

0
E, =%(1+(UK+TT)2) =0

olmalidir. Buradan hareketle;
2(vk +r)(vk' +r7’) =0
bulunur.
(vk'+rt) =0

Ve

seklinde olmalidir.
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elde edilir.
G, =0
bulunur. Buradan hareketle Ey,, F,, Gy, esitliklerinin;
E,=F,=G,=0

saglandig1 goriiliir ki ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.15. X (u, v, p) ylizey ailesinin evoliisyonu p parametrizasyonu ile verilsin.
X(u,v,p) =a(u,p) +vT(w,p), ITw,p)||=1,T" #0,det(T, T",a’) =0ve u,&a nin yay
uzunlugu olsun. X (u, v, p)'nin paralelinin X(u,v,p) = a(u,p) + vT(u,p) — £B(u, p) Il.temel

formun katsayilari;,

hyy = —t(vk +1r7)
hi; =0
hyz =0

dir
ispat:
X(u,v,p) =alu,p)+vT(up)

Yilizey ailesinin paraleli;
- r
X(w,v,p)=alup)+vT(up)— EB(u, p)

Yiizey ailesinin u ve v degiskenlerine gore ikinci dereceden kismi tiirevleri

! li

72 K T
Xyu = B(u,p) (UT + r;) + (—vk? —rkt)T(u,p) + N(u,p)(1 + v? + r;)

X, =0
Xuv = N(u, p)

ve normali;
X, xX 1
L7 =—;B(u,p)

0w v,p) = o2tV
N T AT

olur. Buradan hareketle;

hll = (quJ U(u, v, p))

2 1 1
=(B(u,p) <m’ + r%) + (—vk? —rkt)T(u,p) + N(u,p)(1 + v% + r%), —%B(u, p))

= —1(vk +17)
elde edilir. Benzer sekilde;
hiz = (Xyy, U(u,v, p))
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1
=0
A%

h22 = (va: ﬁ(u, v, p))
1
= (0.~ —B(wp))

=0

olarak bulunur.

Sonuc 3.16. X (u, v, p) yiizey ailesinin siras1 ile Ortalama egriligi ve Gauss egriligi
Tanim 2.29°dan
_ 1 hllG - Zhle + hzzE

2 EG — F?
hi1hyy — hyp?
K i 117422 212
EG—F
oldugundan
y T
2K + 2rT
ve
K=0
elde edilir.
Ornek 3.1.

Bir a egrisi
a:[—2m,2n] € R - R3
u - a(u) = (cos(u),sin(u),u)
ve bu egrinin,

a:[—2m, 2] X [0,w] — R3

3 3 4
u = a(u,p) = (Speos@), Spsin() Z pu)

bi¢iminde tamimli a(u, p) evoliisyonu i¢in;

, 3 .3 4
a'(u,p) = (—gpsm(u),gpcos(u),gp)

dir.
Tanim 2.42 kullanarak {t,n,b} Serret-Frenet cat1 ile {T, N,B} egrilik ile modifiye edilmig
ortogonal cat1 elemanlar1 asagidaki gibi elde edilir.

{t,n, b} Serret-Frenet ¢at1 elemanlari

1A 3 y 3 4
t=a'(u) = (—gpsm(u),gpcos(u),gp)
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_dt_( 3 ) 3 )0)
= = 5pcos(u , Spsm(u ,

€1 €z €3

p

vl

3 3
b=txn= 5psm(u) gpcos(u)

3 3

5pcos(u) Spsm(u) 0
2 12 9
25p Zsin(u), — p cos(u) p?)

vektorleri elde edilir.

a(u) egrisinin egriligi igin;

3 3
p— :\/( 5pcos(u) - psm(u) 0) =P

bulunur.
a(u, p) egrisinin torsiyonu igin;

det (a',a”,a'"") 4
K? -5

elde edilir. Buradan hareketle {t,n, b} Serret-Frenet cat1 ve {T', N, B} egrilik ile modifiye edilmis

T=1(s) =

ortogonal cat1 arasindaki iligki

3 3 4
T(w,p) = tQw,p) = '(u,p) = (~psin(w), Zpeos@),£p)

N(u,p) = kn(u,p) = (—ﬁp cos(u), — szsin(u) , 0)
36 _ 36 27
B(uw,p) = kb(w,p) = (57 p*sin(w), - o pcos(w), 1= P%)

{T, N, B} egrilik ile modifiye edilmis ortogonal ¢at1 vektorleri bulunur. (Sekil 3.1).

a

Sekil 3.1. a(u, p) egrisinin p = i,i = 1,2,3,4 degerleri i¢in evoliisyonu
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a(u, p) egrisi ve binormali ile olusturulan yiizey;
X(u,v,p) = a(u,p) +vb(u,p)
olur. Boylece;
= 12 206 _ 1z 3 psi 2 292
X(u,v,p) = (Cpcos(u) + - pvsin(w), — -p-vcos(u) + cpsin(w), - pu + -p“v)
elde edilir.

X (u, v, p) yiizeyinin u ve v degiskenlerine gore tiirevleri;
12 3 . 3 12
Xy = (==p?vcos(u) — =psin(u),=pcos(u) + — p?vsin(u), p)
25 5 5 25
ve

X, = (25p sin(w), — p cos(u) )

seklinde bulunur.

Yiizeyin normali;

U(u,v,p) = M
11, % Xy |l
oldugundan,
U(u,v,p)
_ (125cos(u) + 36pvsin(u) —36pvcos(u) + 125sin(u) 48pv
- < /15625 + 4896p2v2 /15625 + 4896p2v2 /15625 + 4896p2172>

1
- /15625 + 4896p2v2

(125cos(u) + 36pvsin(u), —36pvcos(u) + 125sin(u), —48pv)

olarak bulunur. Yiizey X (u, v, p) ailesinin paraleli;
X(uw,v,p) = X(w,v,p) +rU(u,v,p)
oldugundan;
X(u,v,p) = a(u,p) + vb(u,p) + rU(u,v,p)
= (gpcos(u) + 1§ p?vsin(u)

N r(lZScos(u) + 36pvsin(u)) 12

—p?vcos(u) + = psm(u)

/15625 + 4896p2v2 25
N r(—36pvcos(u) + 1255in(u)) 4pu N 9p%v 48prv
J15625 + 4896p2v2 5 25 /15625 + 4896p?v?

olarak bulunur. (Sekil 3.2).
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Sekil 3.2. Frenet-Serret ¢atiya gore gore a(u, p) egrisi ve binormali (b) ile olusturulan yiizey ailesinin
paraleli

X(u, v, p) yiizey ailesinin u ve v ye gore kismi tiirevleri;

- 12 r(36pvcos(u) — 1255in(u)) 3 3 12
X, = (=p?vcos(u) + — —psin(u),=pcos(u) + —=p?vsin(u)
Y25 J15625 + 4896p?v? 5 5 25
4 r(125cos(u) + 36pvsin(u)) 4
J15625 + 4896p?v2 5
ve
- 12 _ 36prsin(u)
X, = (=p2Sin(u) +
25 /15625 + 4896p2v?2
4896p*rv(125cos(u) + 36pvsin(w)) 12
- - 2= pCosu]
(15625 + 4896p2v2):
36prcos(u) 4896p2rv(—36pvcos(u) + 125sin(u)) 9p?
/15625 + 4896p21v?2 (15625 + 4896sz2)§ ' 25

235008p3rv? 48pr
(15625 + 4896p2v2)z /15625 + 4896p?v?

olarak bulunur.
X (u, v, p) yiizey ailesinin I.temel formunun katsayilari;

o 144p*v?  r2(15625+ 1296p?v?)  6pr(625 + 144p°v?
E= (%, %)= p? + 2P ( pv7) 6pr( p°vY)

625 15625 + 4896p2v? 25,/15625 + 4896p2v?
ve
F e (R%,) = — 60pr(31250p + 9792p3v? + 75r,/15625 + 4896p2v2)
(15625 + 4896p2v2)3/2
ve
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_ 9 625000072(390625 + 166464p>v?)
(15625 + 4896p212)3

olur.
£ - 9/, 144p*v?  r2(15625+ 1296p?v?)  6pr(625 + 144p?v?) _
P op 625 15625 + 4896p?v? 25,/15625 + 4896pZv?
Tanim 2.41°dan dolay1 olmalidir. Buradan;
_ 576p°v? | 6r(9765625 + 432p*v?(15625 + 3264p*v?)) 1125000007212
P 625 25(15625 + 4896p212)3/2 (15625 + 4896p212)?

olur. Benzer sekilde;

0 60pr(31250p + 9792p3v? + 751,/15625 + 4896p2v?) 3
(15625 + 4896p212)3/2 h

or (1171875r\/15625+4896p v?

(15625 + 4896p2v?)2
4p(244140625 + 3672pv?(31250p + 3264p3v? — 251,/15625 + 4896p> vz)))

(15625 + 4896p2v2)

Ve

9 (9 , , 6250000r%(390625 + 166464p>v?)
Gy =5z (P° + =0
ap\25 (15625 + 4896p2v2)3
o _ 36, 3125000r3(~6103515625 + 88128p”v* (~15625 + 9248p*v?)
p =5 (15625 + 4896p2v2)* )
olur.
E,=F,=G,=0

ylizey eviilasyonu elastik olmayan olmasi i¢in;
p=-1.08231L,v=2,r=3
olmasidir.

Ayni yiizeyi benzer sekilde Modifiye edilmis ortogonal catiya gore olusturdugumuzda;
Y(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p)

ylizeyi olusur. Boylece;

27
1257 3v)

36 +3 N
Sp 3vcos(u) Spsm(u) pu 17

12

Y (u, v, p) yiizeyinin u ve v degiskenlerine gore tiirevleri;

3 36
Y(u,v,p) = (gpcos(u) + 1257 3vsin(u), —

3 36
(125p vcos(u Spsm(u) pcos(u) + 125p 3psin(w), p)

vE

36 36 27
Yy = (g P sin(w), — 5P cos(w), 5 p°)

olarak bulunur. Yiizeyin normali;
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Y, XY,
Ulu,v,p) = wo v

1Y, % Yy |l
oldugundan;
U(u,v,p)
_(625cos(u) + 108p?vsin(u) —108p®vcos(u) + 625sin(u) 144p2v
- < 5,/15625 + 1296p*v2 515625+ 1296p*v2 515625 + 1296p4172>

1
~ 5/15625 + 1296p* v
+ 625sin(u), —144p?v)

(625cos(u) + 108p2vsin(u), —108p?vcos(u)

olarak bulunur. Y (u, v, p) yiizey ailesinin paraleli;
Y(u,v,p) =Y, v,p) + rU(u,v,p)
olur.

Y(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p) + rU(u,v,p)

3 435 o e
—(Spcos(u) 5P vsin(u

r(625cos(u) + 108p?vsin(u 36 3
+ ( W P (@) ,— p3vcos(u) + =psin(u)
5,/15625 + 1296p*v2 125 5
N r(—108p2vcos(u) + 625sin(u)) 4pu N 27p3v 144p2rv
5,/15625 + 1296p*v?2 5 125 5,/15625 + 1296p*v2

olarak bulunur. (Sekil 3.3).

Sekil 3.3. Modifiye ortogonal ¢atiya gore gore a(u, p) egrisi ve binormali (B) ile olusturulan yiizey
ailesinin paraleli

a(u, p) egrisi ve binormali ile olusturulan yiizeye benzer olarak tegeti ve normali ile de
olusturulabilir. ((Sekil 3.4), (Sekil 3.5), (Sekil 3.6), (Sekil 3.7) ).
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Sekil 3.4. Frenet-Serret ¢atiya gore gore a(u, p) egrisi ve tegeti (t) ile olusturulan yiizey ailesinin paraleli

Sekil 3.5. Modifiye ortogonal catiya gore gore a(u, p) egrisi ve tegeti (T) ile olusturulan yiizey ailesinin
paraleli

Sekil 3.6. Frenet-Serret catiya gore gore a(u, p) egrisi ve normali (n) ile olusturulan yiizey ailesinin
paraleli
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Sekil 3.7. Modifiye ortogonal gatiya gore gore a(u, p) egrisi ve normali (N) ile olusturulan yiizey ailesinin
paraleli

Y (u, v, p) ylizey evoliisyonunun u ve v degiskenlerine gére kismi tiirevleri;

6 | ( )+r(108p2vcos(u)—62551n(u)) 3 @ 3 @
= (—=p3vcos(u — —psin(u),=pcos(u
Y125 5,/15625 + 1296p*v? 5 5
r(625cos(u) + 108p2vsin(u)) 4
+——p3vsin(u) + ( W P ( )),—p
125 5,/15625 + 1296p*v2 5

Ve

6 _ 108p?rsin(u)

Y, = (—=p3sin(u) +
125 5,/15625 + 1296p*v?2
1296p*rv(625cos(u) + 108p2vsin(u)) 36
— ,———p3cos(u)
5(15625 + 1296p*v2)3/2 125
108p?rcos(u) 1296p*rv(—108p?vcos(u) + 625sin(u)) 27p3
5,/15625 + 1296p*v2 5(15625 + 1296p*v?)3/2 125

N 186624p°rv? 144p?r
5(15625 + 1296p*v?)*/? 5 [15625 + 1296p*v?2

olarak bulunur.

Y (u, v, p) Yiizey ailesinin I.temel formun katsayilari;

E=(V,7)= 2+1296p6vz+ 6 \/15625+129642+1 2(9
—Vw ) =P T s Te2sP T
250000

* 15625 + 1296p4v2)

Ve

75r 2p
15625+ 1296p*v?  [15625 + 1296p4U2)

F= (~u'Yv> = 36p27‘(—
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Ve

G = (7T = 81p6+ 20250000p*r2
VYT 625 7 (15625 + 1296ptv2)?

olarak bulunur.

1
15625 + 12960%02 + —12(9
P 5625 TP + 1296p%v® + 52 (

N 250000 B
15625 + 1296pv2” |

9 1296p5v% 6
E :a_<p2 P

Tanim 2.41°dan dolay1 olmalidir. Buradan;

7776p%v? 51840000p3r2v? 67 (15625 + 3888p*v?)
15625 (15625 + 1296p*v?)2 625,/15625 + 1296p*v?

757 2p >

E,=2p+

olur. Benzer sekilde;

0
E = —<36p2r(—

op 15625 +1296p*v? /15625 + 1296p4v2)
Ve
b= . i 39062571/15625 + 1296p*v?
P (15625 + 1296p*v?)5/2 r p*v

+p (244140625 + 432p3v? (62500p +1296p°v? — 757,/15625 + 1296p4v2)>>

olur. Benzer sekilde,

Gp

9 81p6+ 20250000p*r2 B
~ap\ 625 (15625 + 1296p*v2)2)

Ve

_ 486p°>  81000000p°r?(—15625 + 1296p*v?)
P 625 (15625 + 1296p*v?)3

E,=F,=G6,=0
yiizey eviilasyonunun elastik olmayan olmasi igin;
p=-157743,v=2,r =3
olmasi gerekir.

X(wv,p) = a(w,p) + vb(u,p) +rU(w,v,p)
Y(w,v,p) = a(u,p) + vB(w,p) +7U(w,v,p)

X(u,v,p) ve Y(u, v, p) yiizeylerinin paralelerinin yiizey evoliisyonlarinin v = 2,7 = 3 ve
u = [—2m, 2m] degerleri arasinda Frenet-Serret ¢at1 ve modifiye ortogonal catiya gore goriintiisii
karsilagtirmali olarak p zamanina gore degisimleri sirasiyla Sekil 3.8. , Sekil 3.9. ve Sekil 3.10.
da gosterilmistir.

35



Sekil 3.8. Bu yiizey evoliisyonunun Frenet-Serret ¢atiya ve modifiye ortogonal ¢atiya ve p = 1 zamanina
gore goriintiisiiniin karsilagtirilmasi

Sekil 3.9. Bu yiizey evoliisyonunun Frenet-Serret gatiya ve modifiye ortogonal gatiya ve p = 2 zamanina
yuzey Y Y y g y
gore goriintiisiiniin karsilagtirilmast

Sekil 3.10. Bu yiizey evoliisyonunun Frenet-Serret ¢atiya ve modifiye ortogonal catiya ve p = 3 zamanina
gore goriintiisiiniin karsilastiriima

36



4. SONUCLAR

Sonug olarak, bu tezde
X(u,v,p) = a(u,p) + vb(u,p) + rU(u, v,p)
Y(u,v,p) = a(u,p) + vB(u,p) +rU(u,v,p)
yiizey ailelerinin bazi1 karakterizayonlar elde edilerek, Wolfram Mathematica programi yardimiyla

sekilleri elde edilmistir.



ONERILER

Caligmanin sonuglari, endiistriyel tasarim, matematiksel modelleme ve uygulamali geometri
gibi alanlarda kullamilabilir. Elde edilen bilgiler, miithendislik ve tasarim alanlarinda ¢esitli
uygulamalara ilham verebilir, bu da toplumsal faydaya katki saglar. Bu ¢alismanin sonuglari, ilgili

endistrilerdeki profesyoneller ve arastirmacilar i¢in degerli olacaktir.
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