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OZET

LINEER OLMAYAN VOLTERRA INTEGRO DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI
YUKSEK LISANS TEZI

... FIDAN DEMIRBILEK : o
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
TEZ DANISMANI: PROF. DR. ALI FILiZ

DENIZLI, OCAK-2024

Yapmis oldugumuz bu ¢alisma bes ana boliimden olusmaktadir. ilk bsliimde
lineer olayan Volterra integro diferansiyel denklemlerle ilgili literatiir bilgisi ve yapilan

calismanin amaci verilmistir. Ikinci boliimde integral denklemler tanimi ve gesitleri
verilmis, Volterra integral tipindeki denklemlerin kullanim alanlar1 ve ¢Oziimiiniin
varhg iizerinde durulmustur. Uciincii boliimde, Volterra integral denklmeleri igin
niimerik yontemler verilmis, bu yontemler 6rneklere uygulanarak niimerik ¢oziim
tablolar1 elde edilmigstir. Dordiincii boliimde ise lineer olmayan Volterra-integro
diferansiyel denklemlere gecis yapilarak, bu denklem cesitleri lizerinde durulmusg
ve niimerik metodlar uygulanarak grafikler elde e dilmistir. S on b 6liimde 1 se lineer
olmayan integro diferansiyel denklemlere Euler metodundan balayarak Runge-Kutta-6
metoduna kadar bir¢ok niimerik yontem uygulanmis, uygun bilgisayar programlari
kullanilarak yiiksek mertebeden yakinsak diizgiin grafikler elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER:Butcher tablosu, lineer olmayan Volterra integral
denklemler, niimerik ¢oziimler.



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF NONLINEAR VOLTERRA
INTEGRAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
MSC THESIS
FIDAN DEMIRBILEK
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR. ALI FiLiZ)
DENIZLI, JANUARY-2024

This study consists of five main s ections. In the first section, the literature on
nonlinear Volterra integro differential equations and the aim of the study are given. In
the second section, the definition and types of integral equations are given, the usage
areas of Volterra integral type equations and the existence of solutions are emphasised.
In the third section, numerical methods for Volterra integral equations are given and
numerical solution tables are obtained by applying these methods to examples. In
the fourth chapter, nonlinear Volterra-integro differential equations are discussed and
numerical methods are applied to these equations and graphs are obtained. In the last
section, numerical methods ranging from Euler’s method to Runge-Kutta-6 method are
applied to nonlinear integro differential equations and high order convergent smooth
graphs are obtained by using appropriate computer programmes.

KEYWORDS: Butcher table, nonlinear Volterra integral equations, numerical
solutions.

i



ICINDEKILER

Sayfa
OZET . . . e e i
ABSTRACT . . . . ottt e i e it e i e et e e e e ii
ICINDEKILER . . . ...ttt ittt ittt it iii
SEMBOLLISTESI ............ ... ... . .. v
ONSOZ . . e e vi
SEKILLISTESI . . .. ..... ... i, vii
TABLOLISTESI ......... ... ... . .. viii
LGIRISVEAMAG . & ottt et e e e et e e e e et 1
2.INTEGRALDENKLEMLER . ... ........00uueueee... 4
2.1 integral Denklem Modeli . . . . .. ... ... ............. 5
2.2 1. Tip Volterra Integral Denklemin Coziimiiniin Varlhigr . . . . .. . .. 6
3. VOLTERRA INTEGRAL DENKLEM ICIN NUMERIK YONTEMLER 8
3.1 Dikdortgenler Kuralr . . . . .. . .. ..o oo 9
3.2 Yamuklar Kuralt . . . . .. ... oo 10
3.3 Yamuklar+Simpson Kurallart . . . . . .. ... ... 0oL, 10
3.3.1 Yamuklar + Simpson % ....................... 11
3.3.2 Simpson % + Yamuklar Kuralr . . . .. ... ... ... .. 12
34 Simpson Kurallart . . . . . . ... ... o o 14
34.1 SimpsonIKurali . . ... ... ... ... ... . . 14
342 SimpsonlI Kuralr . . . ... ... ... ... ........... 15
3.5 Niimerik Ornekler . . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. ... 17

4.  LINEER OLMAYAN VOLTERRA-INTEGRO DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER . . .. . .. i it ittt it ittt e e 21
4.1 Tekli Tiirlerin Biiytimesi . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 21
4.2 Lojistik Diferansiyel Denklem . . . . . ... ... ... ... ... .. 23



4.2.1 Lojistik Diferansiyel Denklem I¢in Niimerik Yontemler . . . . . . 25

43 Populasyonve Hasat . . . . . .. ... ... ... ... .. ... ... 29
4.3.1 Genel Biiyime . . . ... ... ... ... .. ... 29
4.4 Lineer Olmayan Integro Diferansiyel Denklem . . . . . ... ... ... 30
4.5 Lojistik Volterra-Integro Diferansiyel Denklem . . . . . . . .. .. ... 32

5. LINEER OLMAYAN INTEGRO DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN
SAYISALYONTEMLER . . . . .. . ittt it i e e e 34
S.1EulerMetodu . . . . ... .. L 34
S2ThetaMetodu . . . . .. . .. .. 36
5.3 Runge-Kutta4 Metodu . . . . .. .. ... ... L. 39
5.4 Runge-Kutta Fehlberg Metodu . . . . ... ... ... ......... 41
5.5 Runge-Kutta Verner Metodu . . . . . . .. ... ... oL 51
5.6 Runge-Kutta Verner Metodu+6. Mertebe Newton-Cotes . . . . . . . .. 59
6.SONUCVEONERILER . ... .......ttuiiuneeennnn. 68
S.KAYNAKLAR. . . . oot e e e i et i et 69
OZGECMIS . . . ittt e e e e e e et e e 71

v



SEMBOL LISTESI

K(t,s,u(s)) Lineer olmayan integral denklemin ¢ekirdegi
k(t —s) : Konvoliisyon tipdeki integral denklemin cekirdegi



ONSOZ

Bu calismay1 tamamlamamda bana rehberlik eden danisman hocam Prof. Dr.
Ali FILiZ’ e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Tezimi basariyla tamamlamak icin gerekli
bilgi, yonlendirme ve motivasyonu sagladig1 icin minnettarim.

Ayrica, bu siirecte desteklerini esirgemeyen sevgili esim  Sinan
DEMIRBILEK e ve degerli gocuklarrm Eymen ve Ecem’e tesekkiir etmek istiyorum.
Sabriniz, anlayisimiz ve siirekli destekleriniz olmadan bu c¢alismayr tamamlamak
miimkiin olmazda.

Son olarak, bu tezi tamamlamamda katkida bulunan tiim arkadaslarim ve
aileme tesekkiir ederim.

Tesekkiirlerimle,

Fidan DEMIRBILEK

vi



Sekil 4.1:

Sekil 4.2:

Sekil 4.3:

Sekil 5.1:

Sekil 5.2:

Sekil 5.3:

Sekil 5.4:

Sekil 5.5

Sekil 5.6:

SEKIL LISTESI

u (t) = au(t),a = 5,u9 = 1,h = 0.1 Euler yontemi kullamlarak
elde edilen niimerik ¢oziim grafigi . . . . ... ... ... ....

(4.3) Lojistik biiytime denkleminin, ¢ = 0.5 ve b = 1 ve u(0) =
0.2,0.4,0.6,0.8,1 baslangi¢c degerleri i¢in elde edilmis niimerik
¢oziim grafigi . . . .. ...

(4.3) lojistik diferansiyel denklemine a = 1;b = 0.5;¢ =
0.1;h = 0.5,0.25,0.125 t,0: = 20, up = 1 icin Runge-Kutta-4
metodunun niimerik ¢oziim grafigi . . . . ... ... ... ...

(5.1) esitligi ile tamimli lineer olmayan integro-diferansiyel
denkleminin, h = 0.01,a = 0.5,b =0,¢c = 1, t,pue = 20, ug =1
icin Euler metodu ile niimerik ¢6zlimiiniin grafigi . . . . . . ..

(5.1) Lineer olmayan integro-diferansiyel denkleminin, h =
0.0l,a = 0.5,b = 1,¢ = p = L, tpee = 20,up = 1 igin 6-
metodu kullanilarak elde edilen niimerik ¢éziimiiniin grafigi

(5.9)  esitligi  ile  verilen lineer olmayan  Volterra
integro-diferansiyel denkleminde » = 0.05, a = 1, b = 0.5,
¢ = 0.05, tee = 20, ug = 0.5 i¢in Runge-Kutta 4 ve integral

terimi i¢in Simpson 3 + yamuklar metodunun ¢6ziim grafigi . . .

(5.9) esitligi  ile  verilen lineer olmayan  Volterra
integro-diferansiyel denkleminde h = 0.05, a = 1, b = 0.5,
c = 0.5, tiee = 20, up = 0.5 i¢in Runge-Kutta-Fehlberg ve
integral terimi i¢cin Boole metodunun ¢6ziim grafigi . . . . . . . .

(5.9)  esitligi  ile  verilen lineer olmayan  Volterra
integro-diferansiyel denkleminde » = 0.05, a = 1, b = 0.5,
¢ = 0.5, tyar = 20, up = 0.5 i¢cin Runge-Kutta-Verner ve integral
terimi icin Boole metodunun ¢oziim grafigi . . . ... ... ...

(5.9)  esitligi  ile verilen lineer olmayan  Volterra
integro-diferansiyel denkleminde » = 0.05, a = 1, b = 0.5,
c = 0.5, tar = 20, up = 0.5 icin Runge-Kutta-Verner ve
integral terimi i¢in altinct mertebeden Newton-Cotes formiilleri
uygulanarak elde edilen niimerik ¢oziim grafigi . . . . ... . ..

vil

Sayfa

38

42



Tablo 3.1:

Tablo 3.2:

Tablo 3.3:
Tablo 3.4:
Tablo 3.5:
Tablo 3.6:
Tablo 3.7:
Tablo 3.8:

Tablo 3.9:

TABLO LISTESI

Sayfa
Yamuklar + Simpson é kuralr . . ... ... . 0L 11
Simpson % + Yamuklarkuralhr . . . .. ... ... 13
Simpson [ Kuralr . . . ... ... ... ... ........... 15
SimpsonII Kuralh . . . .. ... ... ... .. ... ... 16
YAMUKLAR KURALIORNEK (3.4) . . ... ......... 18
YAMUKLAR + SIMPSON 1/3 KURALI ORNEK (3.4) . . . .. 18
SIMPSONIORNEK (3.4) . . . . . . o i it 19
SIMPSONIIORNEK (3.4) . . . . .. . .. .. i ... 19
YAMUKLAR ORNEK (3.13) . . . ... ... ... ... ... 20

viii



1. GIRIS VE AMAC

Gergcek hayatta fen bilimleri (Biyoloji, Kimya ve Fizik), miihendislik,
tip gibi uygulamali bilimlerde pek ¢ok problemin matematiksel modeli integral
denklem yardimiyla ifade edilmektedir. Integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonu

barindiran denklemler integral denklemler olarak adlandirilmaktadir.

Bilinmeyen fonksiyonun tiirev veya tiirevlerinden olusan denklemler ise
diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Tiirev hesaplanirken fonksiyonun bir nokta
ve hemen yakinindaki degerleri kullanildigindan, diferansiyel denklemler yerel (lokal)
denklemlerdir. Tiim uzay iizerinde integral alinmasini gerektiren denklemler, integral

denklemlerdir. Bu sebeple intagral denklemler evrensel denklemlerdir.

Integral denklemler ve diferansiyel denklemler giiclii bir iliski i¢indedir. Baz1
problemler, tek bir denklem ile ifade edilemeyebilirler. Bu sebeple problem, birden
cok diferansiyel, integral veya bunlarin dogrusal veya dogrusal olmayan bilinmeyen

fonksiyonun bilesimlerinden olusabilir.

Fiziksel olaylar1 modellemede bir ¢ok diferansiyel ve integral denklemi ayni

anda barindiran integro-diferansiyel denklemler kullanilmaktadir.

Integro-diferansiyel denklemler, doga olaylari, teknolojik siirecler ve sosyal
fenomenlerin matematiksel modellenmesi i¢in énemli bir aracgtir. Bu tiir denklemler,
bir sistem veya siirecin ge¢mis, simdiki ve gelecekteki davraniglar arasindaki karmagik

iligkileri yakalamak i¢in kullanilir.

Niikleer reaktorlerin modellenmesi, elektrik devrelerinin davranisim
modellenmesi ve analiz edilmesi, bir cismin hareketinin veya bir sistemin dinamik
davraniginin modellenmesi (fiize, roket, uydu ve gezegen hareketlerinin belirlenmesi),
kimyasal reaksiyonlarin zamanla nasil ilerleyeceginin modellemesi, hastaliklarin
yayilmasi, popiilasyonlarin biiylimesi veya azalmasi gibi biyolojik siireglerin
modellemesi, 1s1 transferi ve maddenin difiizyonu gibi durumlarin modellenmesi,

ekonomik modellerde, gelecekteki degerlerin ge¢cmis davramiglara bagh olarak

1



tahmin edilmesi, otomatik kontrol sistemlerinin tasarimi ve analizi sirasinda, sistem
davraniginin zaman icindeki degisiminin modellemesi i¢in integro-diferansiyel

denklemler kullanilir(Cushing, 1977, Filiz, 2000, Ishak ve Ahmad, 2016).

Sinir degerlerinden en az biri degisken olan integro diferansiyel denklemlere

Volterra integral denklemi denir.

Volterra integral denklemi ilk defa Vito Volterra tarafinda ortaya konulmus ve
1908 yilinda Emile Picard’in danigsmaliginda Traian Lalescu tarafindan yazilan “Sur

les équations de Volterra” baglikli tezinde incelenmistir.
1911 tarihinde, Lalescu integral denklemler {izerinde ilk kitab1 yazmustur.

Italyan matematik¢i ve Ekolog olan Vito Volterra 1920’1 yillarda Adriyatik’te

bulunan canlilarinin matematiksel modellemesini yaparak ise baglamistir.

Tricomi (1957), ve Smithies (1958), “Integral Equations” adl1 ¢calismalarinda

integral denklemlerle ilgili onemli ¢oziimler sunmaktadir.

Miller (1971), “Nonlinear Volterra Integral Equations” adli kitabinda lineer

olmayan Volterra integral denklemler iizerine farkli ¢calismalar yapmustir.

Bunun yaninda, 1977 yilinda C. T. H. Baker tarafinda yazilan 1034 sayfadan
olusan “The Numerical Solution of Integral Equations” baghikli kitap diinya ¢apinda

binlerce kez referans verilmistir ve verilmeye devam etmektedir.

Linz (1985)’de Volterra integral denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimleri

detayl bir sekilde verilmektedir.

Burden and Faires (1997), “Numerical Analysis” adl1 kitabinda niimerik analiz
izerine bir¢ok calisma yapmustir.
Yukarida sozii edilen Volterra integral denklemler giiniimiize kadar calisiimaya

devam etmis ve hala ¢alisilmaya devam etmektedir.

Erdem (2004), Lotka - Volterra sistemleri ve sayisal ¢oziimleri iizerine

calismalar yapmistir.



Tung (2009), Parabolik Volterra Integro-diferansiyel denklemlerin niimerik

¢Oziimleri ve tarihgesi hakkinda bilgi vermistir.

2013-2015 yillar1 arasinda Filiz (2013%°)’de Volterra integral denklemlerinin
yiiksek mertebeden niimerik ¢oziimleri icin yeni metotlar gelistirilmis ve ulusal ve

uluslararasi bircok makalelerde referans olarak gosterilmeye devam etmektedir.

Wazwaz (2015), “A First Course in Integral Equations” kitabinda Volterra

integral denklem tiirleri ile ilgili farkl1 ¢6ziim yontemlerini aciklamaktadir.

Ishak ve Ahmad (2016), “Development of extended trapezoidal method for
numerical solution of Volterra integro-differential equations” adli calismalarinda
Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin sayisal ¢oziimii i¢in genigletilmis yamuk

yonteminin gelistirilmesi lizerine ¢oziimler elde etmistir.

Majid ve Mohamed (2019), “Fifth Order Multistep Block Method for Solving
Volterra-Integro-Differential Equations of Second Kind” adli ¢alismasinda ikinci tip
Volterra integral denklem icin besinci mertebeden block metodu kullanarak c¢oziim

elde etmistir.

Volterra integral denklemlerin her zaman gercek ¢oziimiiniin elde edilmesi
miimkiin degildir. Bu gibi durumlarda Volterra tipindeki analitik ¢6ziimleri olmayan

denklemlerin niimerik yontemler ile yaklasik ¢oztimleri elde edilmektedir(Linz, 1985).

Bu tez calismasinda lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin
yiiksek mertebeden ¢oziimleri iizerinde durulacaktir. Baslangic olarak Volterra tipi

denklemler tanitilacak, integral denklem cesitleri ve niimerik ¢oziimleri verilecektir.



2. INTEGRAL DENKLEMLER

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun bir veya daha fazla integral
isaretinin altinda goriilebildigi denklemlerdir (Kanwal, 1997). Genel bir integral

denklem formunu

9(z)
u(t) = f(t) + )\/h( | K(z,t)u(z)dx (2.1)

seklinde ifade edebiliriz. (2.1) esitliginde integrasyon limitleri; g(x) ve h(x) olmak
iizere, A\ ise sabit parametre ve K (z,t) ise x,t degiskenlerine bagl bir ¢ekirdek

fonksiyonudur.

Integral denklemler, Fredholm denklemleri ve Volterra denklemleri olmak
lizere iki bashik altinda incelenir. Integrasyon smirlar1 bu ayrimda belirleyici

olmaktadir.

I. Tip Fredholm denklemi:

f(t) :/ K(z,t)u(x)dx (2.2)

II. Tip Fredholm denklemi:

Mﬂzf@+A/Zﬂ@ﬂM@M (a <t<b): 23)

Tamm 2.1. Integrasyon limitlerinden en az bir tanesi degisken olan denklemlere

Volterra tipi integral denklem denir.

Volterra tipi integral denklemlerinin genel formu:

mn:f@+A/Uqum@m (t > a) 2.4)

seklindedir.



L. Tip volterra integral denklemi:

flt) = /OtK(x,t)u(x)dx (t>0); (2.5)

II. Tip volterra integral denklemi:

t
u(t) = f(t) + )\/ K(z,t)u(z)dx (t > 0); (2.6)
0
seklinde gosterilir.

Lineer olmayan integral denklemler ise wu(x) bilinmeyen fonksiyonunu
integral igareti i¢inde birden fazla bulunduruyorsa veya denklem u(x) fonksiyonunun
exp(u),cos(u),In(l + u) gibi lineer olmayan fonksiyonlarmni bulunduruyorsa o

denkleme lineer olmayan denklem denir (Ergiin, 2010).

Lineer olmayan Volterra integral denklemini genel formu asagidaki sekildedir:
t

u(t) = £O + 2 [ Klotau)ds (@2 0) ex)
0

Bu tiir denklemler bir¢ok fen ve miihendislik alaninda kullanilir.

2.1 Integral Denklem Modeli

Insan niifusunu tahmin etme problemi, (2.6) esitligi ile tanimli ikinci tip
Volterra integral denklemleri kullanilarak formiile edilen ve cesitli modellerin
kullanildig1 en agik 6rneklerden biri olabilir. ¢ zamanindaki u(¢) niifusu, bu zaman

zarfinda dogan ¢ocuk sayisina baghdir.

Jerri (1985)’e gore, ¢t zamanina kadar hayatta kalan 0 < s < ¢ araligindaki
u(t) popiilasyonunun bir 6nceki u(s) popiilasyonu iizerindeki etkisi, 0 < s < ¢ igin

asagidaki integral denklem kullanilarak modellenebilir.

u(t) = uek(t) + )\/th(t —s)u(s)ds (t>0); (2.8)

5



Burada ug, t = 0 zamaninda do8an cocuk sayisidir ve K(t), ¢ = 0
zamaninda dogan cocuk sayisinin ¢ yasina kadar hayatta kalan kismi olan hayatta

kalma fonksiyonudur.

(2.8) denklemindeki integral ile ilgili olarak, AMC(t — s)u(s)td, terimlerinin
toplaminin sinir degerini temsil ettigini belirtebiliriz (s zamaninin etrafindaki 6, zaman
araliginda dogan ve t zamanina kadar hayatta kalan ¢ocuklarin sayisini temsil eder) ve
burada A, KC(t—s), u(s), t, d, terimi, s zamaninda mevcut niifus olan u(s) ile orantilidir
ve t zamanindaki "hayatta kalma fonksiyonu" K(¢ — s)’dir, ¢iinkii 0 zaman (¢t — s)

yasindadirlar (Jerri, 1985).

Denklem (2.8), IC(t — s) fark ¢ekirdegi ile u()’de ikinci tiirden bir Volterra
integral denklemidir. Boyle bir cekirdek Laplace ¢6ziim yontemini kullanilarak ileriki
boliimlerde ¢oziilecektir. Ikinci tiir Volterra integral denklemlerinin sayisal ¢oziimleri

tezin ilerleyen boliimlerinde gosterilecektir.

2.2 1L Tip Volterra Integral Denklemin Céziimiiniin Varhg

Ikinci tip Volterra integral denklemi;

u(t) = f(t) + )\/Oth(x,t,u(x))dx 0<t<T (2.9)

denkleminde wu(x)’in bilinmedigi, f(¢) fonksiyonu ile K ¢ekirdeginin bilindigi
varsayilirsa varsayilirsa teorem (2.2)’de ifade edildigi haliyle u(x) ¢6ziimiiniin tek ve

stirekli oldugundan bahsedilebilir.

Teorem 2.2. 1) f(t), (0 < t < T) araliginda siirekli fonksiyon,
2) K(z,t, z) ¢ekirdegi, (0 <z <t <T) —o0 < z < oo araliginda siirekli,

3) Cekirdek Lipschitz kosulunu saglayacak,

[K(z,t,21) = K(z,t, 220)| < L|z1, 20,



0<az<t<TveVz,zicn |0, T araliginda u(x) ¢oziimii tek ve siireklidir (Erdem,
2004).

Bu sonucun ispati bircok kaynakta mevcuttur (Linz, 1985, Tricomi, 1957,

Davis, 1962 ve Smithies, 1958).



3. VOLTERRA INTEGRAL DENKLEM iCIN NUMERIK
YONTEMLER

u(t) = f(t) + )\/Oth(a:,t,u(x))dx t>0 (3.1)

Bu bolimde (3.1) esitligi ile verilen ikinci tip Volterra integral denklemi
. . D e 1 . 3
icin dikdortgenler (Euler) yontemi, yamuklar yontemi, Simson 3 ve Simson 3

yontemlerini ele alinacaktir.

(3.1) denkleminde adim aralig1 h > 0 olmak {izere; ¢, integral alt sinir1 i¢in

ty =to+kxhvek=0,1,2,...,n noktalar i¢in ¢dziim yapacagiz.

u(t,) yaklasik ¢oziimii ve wu(t,) de gergek ¢oziimii ifade etsin. (3.1)
denkleminin sag tarafina ¢ = t,, alarak niimerik integrasyon uygularsak u(¢,,) yaklagik

¢Oziimiinii elde ederiz.

(3.1) Volterra integral denklemine niimerik integrasyon kurali uygulandiginda

nh n
/ g(t)dt ~ Z onrg(tr); (3.2)
0 k=0

elde edilir. (3.2) denklemini (3.1) da yerine koyarsak:

W(tn) = f(ta) + M0 Y onK(z,t,i(ty), n=1,2,3, .. (3.3)

k=0

formundaki denklem elde edilir. @(t,) (yaklasik ¢oziim) uygun sartlar altinda
tammhdir. Baglangigta @i(t,) = f(to) seklinde alinir. o, ile verilen agirlik fonksiyonu
diizgiin siirekli olma sartin1 sagliyorsa, yeterince kiiciik h adim aralifi ve bolim

(2.2)’de verilen sartlar altinda denklemin tek bir ¢oziimii mevcuttur.



3.1 Dikdortgenler Kural

Bu bolimde (3.1) esitlifinde verilen lineer olmayan Volterra integral

denklemine dikdortgenler metodunu uygulayalim. Denklemde verilen y

ft)

fonsiyonu [a, b] kapali aralifinda siirekli olmak iizere, bu araligi a = to, t1, to, ..., t, =

b seklinde n pargaya bolelim.

hie = tg1 — te
olmak iizere integral asagidaki sekilde hesaplanir.

Tanim 3.1. Rieman integrali:

b n
[ 1= tim 3" seonn, an ==,
a n—oo P

n

ifadesine [ fonksiyonun |a,b] araligindaki Rieman integrali denir.

Tanmim 3.2. ( Acik Euler)
n—1

W(tn) = f(tn) + MY K(tn, ti, i(ts)).
k=0

Tanmim 3.3. ( Kapali Euler)

W(tn) = f(tn) + Mo Y K(tn, ti, G(t)).

k=1

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Eger u(ty), (k = 1,2,3,...,n — 1) degerlerini biliyorak u(t,) degeri de ¢cok

rahat bir sekilde bulunabilir. Dolayisiyla asagidaki denklem elde edilir. (3.7) denklemi

Acik Euler olarak adlandirilir.

n—1

iW(tn) (1= MK (ty, 1) = f(tn) + AR > K (ty, b, ity))

k=1

(3.7)

(3.7) denklemi (3.1) denkleminin ag¢ik euler metodu kullanilarak elde edilmig

niimerik ¢oziimiidiir.



3.2 Yamuklar Kurah

Simdi ise yamuklar kuralint (3.1) esitligi ile tanimli lineer olmayan Volterra

integral denklemine uygulayalim;

alty) — f(tn)+)\h{%IC(tn,to,a(to))

[ay

b ST Kt b aity)) + %K(tn,tn,a(tn))} . (3.8)

1

3

£
Il

olarak (%, ) hesaplanir. Bu denklemi diizenlersek;

(ty,) — &K(tn,tn,u(t )) = f(tn) + Ah {%K(tn,to,a(z&o))

* ni’c(fmfkaﬂ(tk))} : (3.9)

k=1

K(t,s,u(s)) = K(t, s)u(s) ile dogrusal integral denklemi ic¢in (3.9)
denkleminde u(to) = f(to) ile,

a(t ){1—&K(tn,t )} = f(tn)+>\h{11C(tn,t0)ﬂ(t0)
+ nZ:ICtn,tk } (3.10)

elde edilir. (3.10) denklemi lineer olmayan Volterra integral denkleminin yamuklar

yontemi kullanilarak elde edilen niimerik ¢6ziimiinii vermektedir.

3.3 Yamuklar+Simpson Kurallar:

Bu bolimde (3.1) denklemi ile verilen lineer olmayan Volterra integral

1 3
denklemine Simpson 3 ve Simson 3 kurallarin1 uygulayalim. Bu yontemler
uygulanirken dikkat edilmesi gereken husus aralik sayisidir.  Dikdortgenler ve

10



1
yamuklar kurallar1 tiim araliklar i¢in uygulanabilir iken, simpson 3 kuralt (n > 2)

3
icin sadece c¢ift sayida araliklarda, Simpson 3 kurali ise (n > 3) igin tice boliinebilen
araliklarda uygulanabilirdir. Eger aralik sayisi uygun degil ise basta ya da sonda

yamuklar kurali uygulanarak araliklar denklem i¢in uygun hale getirilir.

1
3.3.1 Yamuklar + Simpson 3

Burada (3.1) esitligi ile tanimli lineer olmayan Volterra integral denklemine
1
ilk 6nce yamuklar ardindan ise Simson 3 kurallarint uygularsak (3.11) denklemi elde

ederiz.

n

(9(0) + g(h)) + - D" g(2kh) + 2 3" g((2k + 1)A).G.1)

k=0

(2n+1)h
/ g(t)dt ~
0

o | =

nh sabit ve h — 0 iken bu niimerik yontemler sirastyla O(h*) ve O(h?) lokal

kesme hatalarin1 vermektedir. w,, ; katsayilar1 Tablo (3.1) ile verilmistir.

nk 0 1 2 3 4 5 6

L hh

, hooaho

oo honhoan o

g 0 0 an dhoah o

s honhodh o dhoanon

o 1o an dhodh dhoan o
3 3 3 3 3 3 3

1
Tablo 3.1: Yamuklar + Simpson 3 kurali

Yamuklar + Simpson g’ﬁn wy . agirhk fonksiyonlarinin verildigi Tablo

asagidaki sekilde Ozetlenebilir.
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Eger n ¢ift ise:

1
wn70:wn7n g,
wn,gk:; k=12, .,g—l,
wn,%ﬂzg, k=12, ,3—1
Eger n tek ise:
Wno0 = 3
Wy, 1 g, n =3,
wn,gk:%l, k=1,2, ,";1,
wn,%ﬂzg, k=12, ,ngl—l,
wnn—%, n >3,

1
agirliklart verilen Yamuklar + Simpson 3 kurali, tiglincii mertebeden O(h?) yakinsama

saglar.

1
3.3.2 Simpson 3 + Yamuklar Kurah

Simdi ise (3.1) esitligi ile verilen lineer olmayan Volterra integral denklemine

1
ilk dnce Simpson 3’ son aralikta ise yamuklar kurallarini uygulayalim.

(2n+1)h 4h 2h & h
/0 g(t)dt ~ = > g(2kh) + ) > g((2k + 1)) + 3 (9(0) + g(h)) (3.12)
k=0 k=0

Elde edilen 3.12 denklemi nh sabit iken O(h?) ve h — 0 iken O(h3) yerel kesme

hatasini verir. Tablo (3.2) ile w,, , katsayilar1 verilmisgtir.

1
Simpson 3 Yamuklar yonteminin w,, ,, agirlik fonksiyonlarinin verildigi Tablo
(3.2) asagidaki sekilde 6zetlenebilir.
12



nk 0 1 2 3 4 5 6
;o
, Lo
Podhon B
S5 3 3ty 5
A T
s hodhghodhon B
o ohodh shodh 7 ooh af
3 3 3 3 3 3 3

1
Tablo 3.2: Simpson 3 + Yamuklar kurali

Eger n cift ise:

Eger n tek ise:

1
Wn,0 = 57
2 -1
Wook = =, k=1,2, ,"2 —1,
4 n—3
n = o k = 1727 ) )
W, 2k+1 3 9
5!
wn,n—l — 67 n > 37
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1
agirliklar1 verilen Simpson 3 + Yamuklar kuraly, tigiincii mertebeden O(h3) yakinsama

saglar.

3.4 Simpson Kurallar

Simpson kurali yamuklar kuralina kiyasla daha piiriizsiiz sonuglar vermektedir.
Burada Simpson kurallarinin sadece n ¢ift iken uygulanabilir oldugu goézden
kacirilmamalidir. n tek oldugu durumlarda ise ek bir yontem kullanilarak problem

¢oziilmektedir.

3.4.1 Simpson I Kurah

Simpson I yoOnteminin w,; agirhk fonksiyonlarmin verildi8i Tablo (3.7)

asagidaki sekilde ozetlenebilir.

Eger n cift ise:

Eger n tek ise:

3
wn,0=§a
9
Wp,1 = Wn2 = 3,
1 2 3
17 1
n :___571’
Wn3 =55~ 3%
4 n—1
ok ==, k=1,2,..., ,
W, 2k 3 B
2 n—3
wn,ng:g, k’Zl,Q,..., 5 s

14



Burada Kronecker deltas1 9, ; asagidaki sekilde tanimlanir.

1, ifi=j,
0ij = e
0, ifz#j.
Yukarida agirliklart gosterilen sayisal yontem Simpson I kurali olarak

bilinmektedir ve dordiincii mertebeden O(h?) yakinsar.

nk 0 1 2 3 4 5 6 7..

Chh

, hodhoh

, 3h dhoon s

A B

s oh dhodhosn hoan ok

o hodh T oah dhoah ok

;osndh dhomn hodh b R
g8 8 8 8 3 3 3 3

Tablo 3.3: Simpson I Kurali

3.4.2 Simpson II Kurah

Simpson II kuralinin agirlik fonksiyonlarimin verildigi Tablo (3.8) asagidaki

sekilde 6zetlenebilir.

Eger n cift ise:



2
Eger n tek ise:
1 >
wn0—§7 n =9,
wn,Zk:§7 k:1727"'7n;1a
wn’2k+1_§, k_1,2,...,n;5,
171
wn,nf?)—ﬁ_gn?n
w =9
n,n—l_gv
3
Wpp = =.
’ 8
nk 0 1 2 3 4 5 6 T7..
y 4
, b h
NI R
SR A A
s hodhon dhodh ol oa
SRR AL A A
Sohodh ok dhon dh dh oo w
33 3 3 378 ® '8 8

Tablo 3.4: Simpson II Kurali

16




3.5 Niimerik Ornekler

Bu boliimde amacimiz yamuklar, Simpson I ve Simpson II kurallarini

orneklendirerek yakinsama durumlarini gostermektir.

Ornek 3.4.

u(t) =t + )\/0 (t — s)u(s)ds

denkleminin gercek ¢oziimiinii bulup niimerik yontemlerle elde edilen yaklasik deger

tablolarini olusturalim.

Gercek ¢oziim: (3.4) integral denkleminin her iki tarafinin Laplace

doniistimiinti alirsak;

LLu() = LI + £ {A /Ot(t - s)u(s)ds}

L{u(s)} = é + )\%

ctu (1-5) = 5
)

INRVAY
VX g2 - /3

Son esitligin her iki yanina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa;

1 e B A
LL{u(t)}y =L {ﬁ.52_ﬁ2}

_sinh(V/At)

u(t) =

—_

—1



igin;

gercek coziimii elde edilir.

Niimerik ¢oziim: (3.4) integral denklemine A = 0.1,0.05,0.025 i¢in ¢ € [0, 1]

araliginda yamuklar kuralin1 uygulayalim.

t

h=0.1

h=0.05

h=0.025

GERCEK

0.10

0.09523810

0.09518144

0.09516730

0.09983342

0.20

0.18140590

0.18130337

0.18127778

0.19866933

0.30

0.25936724

0.25922810

0.25919336

0.29552021

0.40

0.32990369

0.32973583

0.32969392

0.38941834

0.50

0.39372239

0.39353254

0.39348514

0.47942554

0.60

0.45146311

0.45125699

0.45120552

0.56464247

0.70

0.50370472

0.50348714

0.50343280

0.64421769

0.80

0.55097094

0.55074595

0.55068976

0.71735609

0.90

0.59373561

0.59350659

0.59344940

0.78332691

1.00

0.63242746

0.63219722

0.63213972

0.84147098

Tablo 3.5: YAMUKLAR KURALI ORNEK (3.4)

t

h=0.1

h=0.05

h=0.025

GERCEK

0.10

0.10000000

0.09983333

0.09983341

0.09983342

0.20

0.19866667

0.19866903

0.19866929

0.19866933

0.30

0.29568444

0.29551954

0.29552013

0.29552021

0.40

0.38940865

0.38941719

0.38941820

0.38941834

0.50

0.47958543

0.47942376

0.47942532

0.47942554

0.60

0.56462159

0.56463994

0.56464216

0.56464247

0.70

0.64437153

0.64421429

0.64421727

0.64421769

0.80

0.71732015

0.71735170

0.71735555

0.71735609

0.90

0.78347346

0.78332142

0.78332623

0.78332691

1.00

0.84141650

0.84146430

0.84147016

0.84147098

Tablo 3.6: YAMUKLAR + SIMPSON 1/3 KURALI ORNEK (3.4)
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h=0.1

h=0.05

h=0.025

GERCEK

0.10

0.10000000

0.09983333

0.09983341

0.09983342

0.20

0.19866667

0.19866910

0.19866931

0.19866933

0.30

0.29551500

0.29551982

0.29552018

0.29552021

0.40

0.38941091

0.38941831

0.36924654

0.38941834

0.50

0.47941639

0.47942487

0.47942549

0.47942554

0.60

0.56463059

0.56464167

0.56464242

0.56464247

0.70

0.64420501

0.64421676

0.64421763

0.64421769

0.80

0.71734025

0.71735505

0.71735602

0.71735609

0.90

0.78331129

0.78332576

0.78332684

0.78332691

1.00

0.84145181

0.84146974

0.84147091

0.84147098

Tablo 3.7: SIMPSON I ORNEK (3.4)

h=0.1

h=0.05

h=0.025

GERCEK

0.10

0.10000000

0.09983333

0.09983341

0.09983342

0.20

0.19866667

0.19866910

0.19866931

0.19866933

0.30

0.29551500

0.29551982

0.29552018

0.29552021

0.40

0.38941091

0.38941781

0.38941831

0.38941834

0.50

0.47941504

0.47942487

0.47942549

0.47942554

0.60

0.56463061

0.56464167

0.56464242

0.56464247

0.70

0.64420306

0.64421676

0.64421763

0.64421769

0.80

0.71734033

0.71735506

0.71735602

0.71735609

0.90

0.78330881

0.78332577

0.78332684

0.78332691

1.00

0.84145201

0.84146976

0.84147091

0.84147098

1
Yukaridaki 6rnek Simpson 3 kuralinin olduk¢a 1yi sonuglar verigini
1
gostermektedir. Bu sebeple pek ¢cok uygulamada Simpson 3 kurali, yamuklar kuralina

1
nazaran daha kullanighdir. Fakat Simpson 3 kuralinin sikintili olan noktasi, cift sayida
aralik kullanilmasi zorunlulugudur. Bazi uygulamalarda yuvarlama hatasi az olmasi

1
icin araligin tek sayida boliinmesi gerekebilir. Bu gibi durumlarda Simpson 3 kurali,

Tablo 3.8: SIMPSON II ORNEK (3.4)

3
Simpson 3 kurali ile birlikte kullanilabilir.
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Ornek 3.5.

(t + u(s))

w0 =1+ [

denklemini icin h= 0.2, 0.1 ve 0.05, A\ = 1 icin t € [0,1] olmak iizere yamuklar

ds (3.13)

yontemini uygulayarak elde edilen yaklasik deger tablolarini olusturalim.

Coziim :

Lineer olmayan Volterra integral denkleminin gercek c¢Oziimii yoktur.

yontemini kullanarak yaklasik ¢oziimiinii elde edelim.

t

h=0.2

h=0.1

h=0.005

0

1.000000

1.000000

1.000000

0.20

1.118572

1.118681

1.118708

0.40

1.468853

1.269081

1.269138

0.60

1.442195

1.442466

1.442534

0.80

1.631001

1.631222

1.631277

1.00

1.829517

1.829619

1.829644

Tablo 3.9: YAMUKLAR ORNEK (3.13)
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4. LINEER OLMAYAN VOLTERRA-INTEGRO DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Bu boliimde biyoloji (veya ekoloji) bilimleri gibi uygulama alanlarinda ortaya

cikan bazi integro-diferansiyel denklemleri ele alacagiz.

Ik olarak niifus sorunlar1 ve analizlerinden elde edilen sonuclari tartisacagiz.
Tekli tiirlerin biiytimesi, lojistik denklem ve uzantilari ele alinacaktir. Lineer olmayan
integro diferansiyel denkleme Euler, adi diferansiyel denklem i¢in Runge-Kutta,
integral terimi i¢in yamuklar, Simpson kurallar1 uygulanarak bazi niimerik ¢oziimler
elde edecegiz. Lineer olmayan integro diferansiyel denklem i¢in niimerik sonuclari

tablo ve sekillerle sunacagiz.

4.1 Tekli Tiirlerin Biiyiimesi

Adi diferansiyel denklemlerin (ODE’ler), gecikmeli diferansiyel denklemlerin
(DDE’ler), Volterra integro-diferansiyel denklemlerin (VIDE’ler) ve gecikmeli
Volterra integro diferansiyel denklemlerin (DVIDE’ler) c¢ok c¢esitli evrimsel
problemleri modellemek icin kullanilabilecegi 1yi bilinmektedir. Volterra
integro-diferansiyel denklemleri ilk olarak 1920’lerde Volterra tarafindan tanitilmigtir
(Volterra’nin kitab1 (1962) daha Onceki materyallerin ¢ogunu icerir). Daha genel
DVIDE’lerin teori ve uygulamalari, tip, biyoloji, ekoloji, sistem teorisi, niikleer reaktor
dinamigi gibi bilim ve miihendislik uygulamalarinin bir¢ok alaninda ortaya ¢ikan

matematiksel modelleme ve calismalarda 6nemli bir rol oynamustir.

Volterra modeli, ekolojik sistemlerin anlasilmasi ve yonetilmesinde Onemli
bir aractir. Bu model, tek tiiriin popiilasyon dinamiklerini agiklamak icin kullanilir
ve tiirler arasindaki etkilesimleri goz oniinde bulundurarak popiilasyonun biiyiime ve

diisiistinii modeller.

Volterra modeli, dogal kaynaklarin siirdiiriilebilir kullanimi, biyolojik

cesitliligin korunmasi, avlanma politikalari, cevre kirliliginin azaltilmasi ve diger cevre
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sorunlarinin ¢oziimiinde kullanilabilir. Model, bir tiiriin popiilasyon dinamiklerini
anlamak i¢in kullanildiginda, bu tiiriin avcilarinin ve dogal diismanlarinin sayisini ve

etkilerini de dikkate alabilir.

Volterra modeli, ekolojik sistemlerin karmagsik yapisim anlamak icin
kullanilabilir. Bu model, bir tiiriin popiilasyon dinamiklerini etkileyen faktorleri
analiz etmek icin kullanilabilir ve bu faktorler arasindaki etkilesimleri géz oniinde
bulundurabilir. Ornegin, bir tiiriin besin kaynaklarindaki azalma, dogal diismanlarin
artmasi veya yasam alaninin azalmasi gibi faktorler, tiiriin popiilasyon dinamiklerinde

degisikliklere neden olabilir.

Volterra modeli ayrica biyolojik miicadele yontemlerinin tasariminda da
kullanilabilir.  Bu yontem, zararl tiirlerin dogal diismanlar1 kullanarak kontrol
edilmesidir. Bu yaklasim, pestisit kullaniminin azaltilmasina ve biyolojik cesitliligin

korunmasina yardimci olabilir.

Sonu¢ olarak, Volterra modeli ekolojik sistemlerin anlagilmasi ve
yonetilmesinde onemli bir aractir. Bu model, bir tiiriin popiilasyon dinamiklerini
anlamak ve yonetmek icin kullanilabilir ve dogal kaynaklarin siirdiiriilebilir kullanima,

biyolojik cesitliligin korunmasi ve ¢evre sorunlarinin ¢éziimiine katkida bulunabilir.

Burada calismamizi sadece bir tiirden olusan ekolojik sistemle sinirlandirip ve
onun bilylimesini géz Oniine alacagiz. Bu sistem laboratuvar ortaminda uyguniyor gibi
goriilebilir ancak daha genel ekolojik sistemlerin analizi icn bir baslangic noktasidir.
Tiim ekolojik sistemler kii¢iik olsa bile bir ¢ok tiiriin birlesmesinden olusur ve bu tiirler

birbirini etkilemektedir.

t
u (1) = ult) {a —bu(t) — c/ K(t — s)u(s)ds} , t>0 4.1)
p(t)
(4.1) denkleminde b = 0 ve ¢ = 0 alirsak;

u(t) =au(t), t>0 4.2)
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u(0) = wy,

seklinde verilen test denklemi olusur. Bu denklemde wu(t), t zamaninda bir canh

populasyonun birey sayisim verir. (4.2) denkleminin ¢oziimii,

u(t) = upe™,

olur. Bu denklem sekil (4.1)’de verilen biyolojide iistel (sinirsiz) biiyiimeyi ifade eder.

Sekil 4.1:

25

20

/
//
-

5 o

0 0.1 02 03 0.4 05 06 0.7 08 0.9 1

u (t) = au(t),a = 5,up = 1,h = 0.1 Euler yontemi kullanilarak elde
edilen niimerik ¢oziim grafigi

4.2 Laojistik Diferansiyel Denklem

Lojistik diferansiyel denklemi, lineer olmayan bir diferansiyel denklemdir ve

dogrusal olmayan davramiglar gosterebilir. Bu nedenle, kaotik (zaman i¢inde yasanan

degisikliklerin baslangic kosullarina ¢cok hassas bir bicimde bagli oldugu) sistemlerde

kullanilabilir. Ayrica, bu denklem, dogal kaynaklarin sinirli oldugu durumlarda bir

popiilasyonun biilyiimesini modellemek icin de kullanilir.

Lojistik diferansiyel denklem, bir¢ok farkli disiplinde kullanildig1 i¢in, gesitli

uygulama alanlarina sahiptir. Ornegin, popiilasyon dinamikleri, dogal kaynaklarin

yoOnetimi,

ekonomi, finans ve epidemioloji gibi alanlarda kullanilir. Bu denklem,
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ayrica benzer matematiksel yapiya sahip diger diferansiyel denklemler ile birlikte

kullanilarak daha karmasik modellerin olusturulmasina da olanak tanir.

Uzayda homojen olarak dagilmis ve biiyiime i¢in sonlu bir iist sinira sahip tek
bir tiiriin popiilasyon biiyiimesi icin yaygin olarak kullanilan model, lojistik denklem

olarak bilinir. Lojistik diferansiyel denklemi ve ¢6ziimiinii verelim.

Lojistik adi deferansiyel denklem: Burada u(t) fonksiyonunu ¢ zamanindaki

popiilasyon yogunlugudur.

w(t) = u(t)fa—bu®)},
u(0) = wup. (4.3)

(4.3) denkleminde a, b € (0, co) araligindadir.

Bu denklemin ¢oziimii:

() = ult)a—buld),
du
- = u{a — bu},
du
u{a — bu} = d

du
—_ = dt
/u{a—bu} / ’
1 1
—In(u) ——-In(a—bu) = t+c,
a

ug aexp(at)
t) = . 4.4
u(t) a — b ug + ug exp(at) 4

Sekil (4.2), popiilasyon dinamigini vermektedir. u(0) < % icin t — oo igin
a

u(t) degeri artar ve asimptotik olarak % degerine yaklagsmaktadir. 0 < wu(0) < 7

durumunda ¢6ziimiin davranigi ise lojistik bilyiime olarak adlandirilir. »’nun yeterince
kiigiik degerleri igin popiilasyon iistel olarak artar. u(0) = ug > % icin, t — oo iken
asimptotik olarak % degerine yaklasir. u(0) = uy = % iken ise popiilasyon % degerine
esittir.
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Sekil 4.2: (4.3) Lojistik bilyiime denkleminin, ¢ = 0.5 ve b = 1 ve u(0) =
0.2,0.4,0.6,0.8,1 baglangic degerleri icin elde edilmis niimerik ¢oziim
grafigi

a
7 degeri popiilasyon dinamigi icin sinirlayici bir faktordiir ve ¢cevrenin tagima

kapasitesi olarak adlandirilir.

4.2.1 Lojistik Diferansiyel Denklem Icin Niimerik Yontemler

Adi diferansiyel denklemler icin Runge-Kutta metodlarmin genel formu

asagidaki gibidir:

W) = Ftut), t>0

S
Upy1 = Up + E biki,
i=1

ki =h (tn + Cih, ﬁn + Z aijkj>

Jj=1

25



Runge-Kutta yontemleri icin Burcher tablosu asagidaki gibidir:

C|ai; a2 ... Qs
Co | Q21 Q22 ... QAgg
Cs | As1 Qg2 ... (Ogs

by by ... b

(4.3) lojistik diferansiyel denklemine Runge-Kutta-4 metodunu uygulayalim.

Runge-Kutta-4 Burcher tablosu:

0jlo o 0 o0
1/211/2 0 0 0
121 0 1/2 0 0

1[0 0 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6

1
Upt1 = Un + E(kl + 2ko + 2k3 + k)

Yukarida kullanilan kq, ks, k3 ve k, degerleri asagidaki sekilde hesaplanir:

ki = hF(tn, ty)

1 1
ke = hF(t, + 5h, Uy, + ék:l)

1 1
kg - hf(tn + §h, fbn + §k2)

ky = hF(t, + h, by, + k3)
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Sekil 4.3: (4.3) lojistik diferansiyel denklemine a = 1;b6 = 0.5;¢ = 0.1;h =
0.5,0.25,0.125 ¢4 = 20, ug = 1 i¢in Runge-Kutta-4 metodunun niimerik
¢Oziim grafigi

Runge-Kutta-Fehlberg Burcher tablosu

0

14| 1/4

3/8| 3/32 0/32

12/13 | 1932/2197 —7200/2197  7296/2197

1| 439/216 8 3680/513  —845/4104

12| —8/27 2 —3544/2565 1859/4104 —11/40
16/135 0 6656/12825 28561/56430 —9/50 2/55
25,216 0 1408/2565  2197/4104 —1/5 0
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8zee/€69 0 ¥88/68G—  ST1/G86S  8L/61Th— 7/6— 96z/ST10¢ | 1

0 Lt/cg I1/91F—  168/02S6¢ L68/929 168/91.8— | 6/8
TGLT/G69¢ ¥86/S8¢cT— 61¢/08€S €L/l €L/69¢— |1
T1/%S T1/96— 11/%— ce/ov | €/t
18/8 Le/v 18/c— | 6/¢
v/1 c1/1— | 9/1
8T/T 8T/T
0

(AMY)nso[qe], Ioyping
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4.3 Populasyon ve Hasat

Bu boliimde basit bir hasat oraninin etkisini temsil etmek i¢in (4.3)’e hasat
terimini ekliyoruz. Populasyon denkleminde sabit hasat oraninin 4 > 0 oldugunu

varsayarsak:

w(t) = w(t)a—but)} —H,
u(0) = wup. (4.6)

denklemi elde edilir. (4.6) denklemi kismi kesir acilimi yapilip integral alinarak
kolayca ¢oziilebilmektedir. Denge noktalart (4.6) denkleminin sag tarafim sifir kabul
ettigimiz

u(t){a—bu(t)} —H =0
denkleminin ¢oziimiidiir. Bu denklemde kismi kesir ag¢ilimi yapilip integral alinarak

¢oziiliirse asagidaki sonuclar elde edilir:

2
)Eger H > % ise bu denklemin pozitif reel kokleri vardir. Diger durumda

(4.6) denkleminin sag tarafi herzaman negatif olur.

2 Va2 — b
2)H<%isek6ku*: at a% (L

denklemiyle verilir.

4.3.1 Genel Biiyiime

Tek tiir popiilasyonuna ait lojistik denklem (4.3)’de popiilasyonun biiyiime
hizinin, popiilasyon yogunlugunun dogrusal bir fonksiyonu oldugunu varsaydigindan
bazi ekolojistler tarafindan uygulanamaz oldugu hususunda elestirilmistir. Bu nedenle

genel biiylimeyi asagida verildigi gibi adi diferansiyel denklem olarak ele alacadiz.

u(t) = u(t)G(u(t)), 4.7)



Yukarida verilen G(u(t)) popiilasyon bityiime oranidir. Bu denklem agagidaki

varsayimlari saglar:
(1) G(u(t)) € C'[0, 00),

(2) G(0) > 0,u € [0, 00) i¢in

< 0,

dG(v)
dv

(3) G(a/b) = 0 olacak sekilde a/b > 0 vardur.

(1) sadece matematiksel bir kabuldiir. ~ (2) kabuliiniin ilk kismu kiiciik
popiilasyon ig¢in iistel biiylimeyi saglar, ikinci kismi ise kaynaklarin smirli oldugu
anlamina gelir. (3)’ de ise a/b oran1 ortamin tagima kapasitesi olarak ifade edilebilir.
Lojistik biiylime icin

G(u(.)) = a—bu(.)
olur ve yukaridaki varsayimlari saglar. (4.6) ile verilen genel biiyiime modeli bir¢ok

kisi tarafindan kullanilmistir (Filiz (2000)).

4.4 Lineer Olmayan Integro Diferansiyel Denklem

Lojistik denklem ilk olarak Volterra (1931) tarafindan ele alinmigtir ve Miller
(1966) tarafindan genigletilmigtir.  1930’larda Volterra’nin caligmasinin etkisiyle
hizli cogalan tiirler ile tek veya iki tiirlin laboratuvar popiilasyonlariyla bir¢ok
deney yapildi. Lojistik modelleri bu deneylere uygulama girisimleri cogu zaman
hiisranla sonuglandi. Ciinkii popiilasyonlar siirdiiriilebilir bir sabit degere ulagsmak
yerine yok oldu. Bunun nedeninin kapali ortamin atik iirlinler ve 6lii organizmalar
tarafindan bozulmug olmasi oldugu anlagildi. Boylece Volterra deneyin baglangicindan
itibaren her zaman popiilasyona bagli olarak tiirlerin 6liim oranindaki kiimiilatif etkiyi

arastirmaya basladi.

Yasadig1r canlinin (konak) ortamimi kullanan ve onu o6ldiirmeden hayat
dongiisiinii tamamlayabilen bir parazit i¢in de benzer bir durum meydana
gelebilir. Konagin bagisiklik direnci maruz kaldig1 parazit popiilasyonuna baghdir.

Miller(1969)’da “’konagin ideal ortam sundugu zaman hastaligin erken asamalarinda
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artim {isteldir. Sonradan konak diren¢ kazandiginda ve daha iyi ortam olustugunda
artig oran1 giderek sifira dogru azalir ve popiilasyon bu sebeple hizli bir sekilde azalir.”

(4.7) denklemini genellestirirsek asagidaki denklemi elde ederiz:
w(t) = w®)G(t ul.)), (4.8)

Burada G(t,(.)),s < t i¢in u(s) degereine baghdir. (4.8) ile verilen denklemde
G(t, (.)) asagidaki sekilde segilirse:

G(t,u(.) = a—bu(t) — c/t K(t — s)u(s)ds, te R0,

t
w(t) = a—bu(t)— c/ Kt —s)u(s)ds, te R0, (4.9)
p

denklemi elde edilir.

Burada ii¢ farkli durum s6z konusudur;

Dp(t) =0
2) p(t) = —o0
Hpt)y=t—r

yukarida verilen 7 > 0, 7 sabit veya ¢ > 0 i¢in 7(¢) sinirhdir.

p(t) = 0 degeri deneyin baglangi¢ anini, konagin parazitle bulustugu ani temsil
eder. Cekirdek fonksiyonunu /C = ¢ alir ve anlik ikinci dereceden terimi ihmal edersek

asagidaki denklem olusur.

w(0) = wug > 0. (4.10)
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olur.(4.10) denklemi asagidaki gibi olur;

/

n (t) = n(t)(r—ocn(t)), 4.11)

(4.11) denkleminin integralini alirsak;(n, t’ye bagl bir bagimh degisken) ;

W) = =5 (-0 20),

2 c &
denklemi olusur. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilip, uygun bilgisayar

programu ile ¢oziiliirse:

ab(e’ —1)
) = T ber)
Denklemde yerine koyulursa:
b 2 vt
u(t) = M (4.12)

(a + bert)2
elde edilir. Integro-diferansiyel denklem maksimum degere yiikseldikten sonra et

degerine dogru azalmaktadir (Filiz (2000)).

4.5 Lojistik Volterra-Integro Diferansiyel Denklem

Uzerinde calisacagimiz bir bagka model ise Volterra-integro diferansiyel

denklemdir.

u(t) = u(t) {a —bu(t) — C/o K(t — s)u(s)ds} , teRT,
u(0) = . (4.13)
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(4.13) denkleminde ikinci dereceden anlik terime bir kirlilik (toksin) terimi
(integral olarak ifade edilir) eslik eder. (4.13) denkleminde integral alt limitinin sifir
alinmasi gerektigi unutulmamalidir. Bazi durumlarda b = 0 alarak ikinci dereceden

terimi goz ard1 edecegiz.

Biyolojik popiilasyon: Biyolojik popiilasyonlarin biiylimesi iizerine yaptigi
calismada Volterra (1931) ve Volterra (1959), tek bir popiilasyon i¢in asagidaki formda

matematiksel modeller ortaya koymustur.

A = u(t){a—bu(t)—c/o IC(t—s)u(s)ds}, { € RY
u(0) = wp. (4.14)

veya

u(t) = u(t) {a — bu(t) — c/_t K(t — s)u(s)ds} , teR",

o0

u(0) = wp. (4.15)

Buna ek olarak, integralin limitindeki 7 gecikmesini igeren bir denklem daha

iiretebiliriz.

u(t) = wu(t) {a — bu(t) — c/t Kt — s)u(s)ds} , teRT,
u(0) = uo. (4.16)

(4.16) denkleminde wu(t), t zamanindaki popiilasyon biiyiikligiidiir ve a, b ve ¢

pozitif oran sabitleridir ve /() kalitsal etkidir.

Volterra (1959) orijinal c¢alismasinda, ¢ > 0 i¢in K(¢) > 0 oldugunu
varsaymigtir. Eger ¢ = 0 veya KC(t) = 0 ise, (4.14), (4.15) ve (4.16) denklemleri
iyi bilinen (4.8) lojistik denklemine indirgenir (Volterra (1931, 1962)).
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5. LINEER OLMAYAN INTEGRO DIFERANSIYEL
DENKLEMLER iCIN SAYISAL YONTEMLER

Bu boliimde lineer olmayan bazi Volterra integro-diferansiyel denklemler i¢in bazi
niimerik yontemleri kullanarak yaklasik c¢oziimler elde edip, sonuclar1 grafikler

seklinde paylasacagiz. Ilk olarak test amaciyla ileri Euler metodu ile baglayalim.

Ileri Euler metodunun amaci lineer olmayan denklemlerin niimerik ¢oziimiiniin
olup olmadigin1 kontrol etmektir. ileri Euler metodu ¢alisildiktan sonra daha karmagik

metodlarin programlamasina gidilecektir.

5.1 Euler Metodu

u(0) = wup. (.1

(5.1) denkleminde sag tarafta bulunan integral terimine herhangi bir niimerik yontemi
(dikdortgenler, yamuklar, Simpson kurallart vb.) uyguladiimizda Euler kurali
birinci mertebeden yakinsak oldugundan yakinsama birinci mertebeden olur. (5.1)

denklemine modifiye yamuklar ( A¢ik Euler) yontemini uygularsak,

Tips1 — Tin 1

- = §ﬁn+1 {a — b, — CZO Wy, ; exp(—p(nh — jh))&j}
j:
1 n—1
+ §€Ln {a — b, — czoww exp(—p(nh — jh))ﬂj} , (5.2
]:
denklemi elde edilir. Burada w,, ; agirlik fonksiyonlaridir. (5.2) denklemini yeniden

diizenlersek,
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. h _ - -
Un41 [1 — 5 {CL — bun - Czwn,j exp(—,u(nh - ]h>>u3}] =

n—1
1+ E {a — b, — cZwm exp(—pu(nh — jh))ﬂ]}] . (5.3)

Un,

2

J=0

(5.3) esitliginde

n—1

1 . NN~

a, =1+ 5 {a — b, — czoww exp(—u(nh — jh))uj}
j:

ve

b,=1-— b {a — ba, — canvj exp(—pu(nh — jh))ﬂj}

2 ,
7=0

denirse denklem kisaca (5.4) esitligi ile ifade edilebilir.

g1 = u‘g— (5.4)

07} !
\\
06 i\
\

05 N S ———

0.4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t

Sekil 5.1: (5.1) esitligi ile tanimli lineer olmayan integro-diferansiyel denkleminin,
= 0.01,a = 0.5,b = 0,¢c = 1,t;34. = 20, ug = 1 icin Euler metodu
ile niimerik ¢oziimiiniin grafigi
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(5.1) denkleminde » = 0.01,a = 0.5,b = 0,c = 1, u = 1, tne = 20 ve
baslangi¢ degeri uy = 1 i¢in Euler yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziim grafigi sekil

5.1’de gosterilmisgtir.

Sekil 5.1°de verilen niimerik ¢6ziim grafigimiz ilk olarak baglangic noktasindan
au(t) faktorii ile tistel olarak artmakta, ¢ f;(t) exp(—pu(t — s))u(s)ds integral terimi ile
azalmaktadir. Bagka bir deyisle (5.1) denklemin niimerik ¢6ziimii yeterince kiigiik ¢
degeri icin sifirdir(sifira yakindir) ve (5.1) denklemi lojistik denklem gibi davranir.
Burada a degerinin pozitif oldugu agiktir. Yani baslangicta integral terimi sifirdir ve
au(t) iistel olarak artmaktadir. Integral terimi olustuktan sonra grafigimiz hizli bir

L.oa
diisiis gostermekte ve sonunda ¢ — oo icin — degerine yakinsamaktadir.
c

5.2 Theta Metodu

Simdi ise Euler metodu ile bagladigimiz yontemi #-metodunu kullanarak lineer

olmayan integro-diferansiyel denkleme uygulayalim.

u'(z) = u(z) {a —bu(zx) — ¢ /0 t exp (79 u(s)ds} t>0 (5.5)

denklemine #- metodu uygulanirsa

~ ~ n+1
U, — Unp ~ ~ . ~
% = Olpyq {a — bl, —c E Wnt1,; exp(—p((n+ 1)h — jh))Uj}

J=0

+ (1 —0)u, {a — b, — can,j exp(—pu(nh — jh))ﬂj} , (5.6)

J=0

burada w,, ; agirlik fonksiyonlaridir, denklemini diizenlersek,
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Up+1 =

1+h(1—6 {a—czwmew p(nh — jh))a }—h(l—Q)bﬂn]

+ hOt,q {a - cwa exp(—pu(nh — jh))&j}

Jj=0

—  RhObiZy — hOcwy i1 exXP(—h)inting1 — hOCWy 11 pp1Ts . (5.7)

kisaltmalar kullanilirsa,

a, = 1+h(1-0 {a—canJeXp p(nh — jh))a }
b, = h&{a—cwa exp(—u(nh—jh))ﬁj}

j=0
Uns1 € bagh lineer olmayan ikinci dereceden bir fonksiyon elde edilir. %2 Newton

metodu i¢cin V' = 0 ’dir.

V = a,{a, —h(l —0)bu,} + tps1 {by — 1 — hOcw,, 11, exp(—h)i, }

— TL+1 {bhe + h@cwn+1 'rL+1} = 0. (58)

(5.8) denklemini Newton Raphson yontemini kullanarak veya ikinci dereceden

denklemin koklerini bularak ¢ozebiliriz.
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Sekil 5.2: (5.1) Lineer olmayan integro-diferansiyel denkleminin, ~ = 0.01,a =
0.5,b = 1,¢c = p = 1L typee = 20,u9 = 1 i¢in #- metodu kullanilarak
elde edilen niimerik ¢oziimiiniin grafigi

(5.1) denkleminin ¢oziimiinde diferansiyel terim i¢in #-metodu ve integral
terimi i¢cin yamuklar metodu uygulanarak elde edilen ¢oziimiin grafigi sekil 5.2°de
gosterilmigtir.  Alternatif olarak, diferansiyel terim icin Runge-Kutta metodu ve

integral terimi i¢cin yamuklar, Simpson kurallarin1 uygulayacagiz.

Ornek 5.1. Lineer olmayan Volterra integro diferansiyel denklemine bir érnek olarak

(5.9) denklemini verelim.

u(t) = wu(t) {a —bu(t) — c/o exp(—(t — s))u(s)ds} , >0,
u(0) = uo. (5.9)

(5.9) denklemine Runge-Kutta yontemini uygulayabilmek i¢in denklemi (5.10)

esitligi ile verimli formda ifade edebiliriz.

u(t) = }"<t,u(t),/0tu(s)ds>, t>0,
u(0) = up. (5.10)
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5.3 Runge-Kutta 4 Metodu

Klasik dordiincii mertebeden Runge-Kutta metordu (RK-4) adi diferansiyel

denkleme uygulandiginda dordiincii mertebeden yakinsama verir. Elde edilen grafik

ileri Euler metoduna gore daha iyi yakinsama vermektedir.

Yontemi (5.9) denklemine uyguladigimizda daha iyi sonuglar ve daha piiriizsiiz

grafik elde edecegiz.

Bunun icin ise diferansiyel kismina RK-4 ve integral parcasinda da Simpson

yontemleri uygun bir bicimde kullanilacaktir.

Uy den u,.1 ’e h adim uzunlugunda RK-4 ve integral terimi i¢in yamuklar +

1
Simpson 3 metodlarini uygulayalim.

k1

Unt1/2

ks

Un+1

h.F (tn7 ,&/’ny Zn) Y
1
~n _k 3
Uy + 5 M1
hF (tn—i-l/Qa ﬂ2+1/27 2n+1/2) )
_ ~ h . .
hF (tn+1/27 U2+1/2a Zn + 1 [ + ulr)z+1/2])
1
~n _k 3
Uy, + o2
hF (tn—l—l/Qv ﬂqb@+1/2’ 2n+1/2) )
_ _ h . .
hF (tn+1/27 U2+1/2’ Zn + 1 [ + “lr)wrl/?])
'an + kSa
hf (tn+17 al;L_;,_l; gn—l-l) )
~ ~ h . - -
hF (tn+1, Uerl’ Zn + g [un + 4UZ+1 + uvcz+1]>

N (lﬁ + 2ky + 2k3 + k4)
Uy, + .

5 (5.11)
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Burada fg u(s)ds integral terimine k, ve k3 degerleri igin [t,,%,41/2]
araliginda yamuklar, &, igin [, t, 1] arahginda S impson% kural1 uygulanarak tigiincii
mertebeden yakinsak niimerik ¢6ziim elde edilir.

Yakinsamanin dordiincii  mertebeden olmasini saglamak i¢in Runge-Kutta 4
metodunun yaninda fg u(s)ds integral teriminin [t,,%,41/2] aralignda ky ve ks
degerlerinin daha etkili hesaplanmasi gerekir. Ik adim igin (5.11) formiiliinii

uygulayip, t,—1, Uy, Un41/2 degerleri igin

u(t) = 75 Et (t - g) oy — 2t —h) <t _ g) wo + 5t(+ h)um}

bulunut. «(t) polinomunun [0, h/2] aralifinda integralini alirsak, ko ve k3 degerleri

icin son yarim aralikta agsagidaki esitligi buluruz.

h/2 1 7 2
/o u(s)ds =~ h (_iul + g7t + §u1/2) ! (5.12)
t = —1,0, 1 noktalar1 i¢in
h
1 2 5
ds~h|——u_q1+ = — 5.13
/0 u(s)ds ( Tl + 3uo+ 12U1/2) ; (5.13)

esitlifi elde edilir. Runge-Kutta metodlar1 lineer integro diferansiyel denklemlere

Filiz(2013) ve Majid and Mohamed (2019) tarafindan uygulanmistir.

Elde edilen denklemler goz Oniine alimirsa n > 2 icin RK-4 formiilleri

asagidaki sekilde olusur.
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kl — hF (tna anv Zn) )
5 1
Upyp1/2 = Un T+ §k17

ky = hF(tn+1/2>az+l/27§n+1/2)7
1 7 2

ky = hF (tn+1/2a 711[)1+1/27 Znth {_ian—l + ﬂan + §un+1/2]) )

. 1
Upyre = Un T §k27
ks = hF (tn+1/27ﬁ2+1/27 §n+1/2) )
1 7 2
~b ~ ~ ~ ~b
= hF <tn+1/2a Un+1/27 Zn t+ h |:_iun—1 ~3 ﬂun + §un+1/2:|) ’
’ijJrl/Q — an+k37
k4 = hF (thrla ’&71)1-5-17 2n+1) )
y’ 4 1 o 5,
= hF tn—l—la U’n-‘rl’ Zn, + h _Eun—l + gun + Eu’fﬁ‘l/Q ’
3 . (k1+2k2+2k3+k4)
Up+1 = Up i .

5 (5.14)

Elde edilen formiil (5.9) denklemine uygulanmis, elde edilen ¢oziimiin grafigi Sekil

5.3 de verilmistir.

5.4 Runge-Kutta Fehlberg Metodu

Bu boliimde lineer olmayan Volterra integro diferansiyel denkleme
Runge-Kutta-Felhlberg metodunu uygulayacagiz. Bu metot besinci mertebeden

yakinsaklik saglayan bir metoddur.

Integral terimi ise agik olarak belirlenemediginden, niimerik yontemlerle ayni

mertebeden yakinsama saglamak icin farkli yontemleri kullanacagiz.

Newton-Cotes integrasyon formiillerinin baglicalar;; 2 noktali kapali

1
Newton-Cotes formiilii yamuklar kurali, 3 nokta kurali Simpson 3 kurali, 4 nokta

3
kurali Simpsong kurali, 5 noktali kural Boole kural1 (Bode kurali), Weddle kurali
olarak bilinir. Daha yiiksek kurallar 6 nokta, 7 nokta ve 8 noktay1 icerir.
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uit)

0.5 | i i i i L i
] 2 4 (] 8 10 12 14 16 18 20
=time

Sekil 5.3: (5.9) esitligi ile verilen lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denkleminde h = 0.05,a = 1, b = 0.5, ¢ = 0.05, ¢4 = 20, up = 0.5 i¢in

Runge-Kutta 4 ve integral terimi i¢in Simpson 3 + yamuklar metodunun

¢Oziim grafigi

W(t) = u(t)F (t,u(t),/tk(t—s)u(s)ds), t> to,

to

uw(0) = up. (5.15)

Yukarida (5.15) esitligi ile verilen lineer olmayan Volterra-Integro diferansiyel
denklemine Runge-Kutta Fehlberg metodunu uygulayalim.
h = t, — t,—1 adim aralig1 olmak tizere n = 0,1,2,3, ... icin t,, = ty + nh

zamaninda u(t,,) gercek deger ve (t,,) niimerik ¢oziimdiir.

Z(t,) = thn’jk(zﬁn —tj)u(t;) = /tn k(t — s)u(s)ds. (5.16)

to

Integral terimi icin, lisans niimerik derslerinden bilinen sayisal yontemler
kullanilarak besinci mertebeden yakinsak yaklasim ¢o6ziim elde edilecektir.

1 3
Newton-Cotes formiillerinden yamuklar kurali, Simpson 3 kurali ve Simpson 3
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kuralin1 kullanmak uygundur((Filiz, 2000; Filiz, 2013).
tn n
/ k(t — s)u(s)ds ~ h Y wy k(t, — t)i(t;), (5.17)
to =0

wy, ; katsayilar birlesik integrasyon kurallari i¢in uygun katsayilardir.

Acik Euler metodu (5.18) denklemi ile verilir (Filiz, 2013). (5.18) esitliginde
af | degeri, tyy1 = U + ity (F (tn, Uy, Z(,))) de yamuklar kuralindan daha yiiksek
yakinsaklik elde etmek icin kullanilan farkli boliinmelerdeki noktalarda yaklasik

degerlerdir.

1 1
Tnyq = U + hily, (§f(tn, Ty 2(ty)) + 5]—" (tng1, Ty, 2(tn+1))) . (5.18)

Runge-Kutta-Fehlberg Yontemi (RKF olarak gosterilir). (5.15) denklemi
uygun h adim uzunlugu belirleyerek ¢ozmeye calisalim. Her bir adiminda, ¢oziim
icin iki farkli yaklasim yapilir ve karsilastirilir. Eger iki cevap birbirine yakinsa

yaklagim kabul edilir. Eger iki cevap uyusmuyor ise, adim boyutu kiigiiltiiliir. Her
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adim asagidaki alt1 maddenin kullanilmasini gerektirir.

k1
~Q
Upt1/4

ks

~b
Up13/8

~ €

n+1

hﬂ”F <t"7an=2<tn));
1
i+~
U —|—4 1
hﬁ’gﬂ/ﬁlF (tn+1/47 ﬂfl+1/4, 5n+1/4)

~a ~a z h ¥ 7%
hun+1/4F <tn+1/47 un+1/47 Zn t g [U’n + un+1/4})

3 9
TR L
tn gkt 5ol
htg, 55 F (tn+3/87 2+3/8azn+3/8)
~q - 3h
h‘un+3/8F <tn+3/87 U‘Z+3/87 zn 16 [un + un+3/8])

1932, 7200 7296
2197 1 2197 % " 2197

~C ~c ~
hun+12/13F (tn+12/13, Upt2/3) Zn+2/3)

. . B 12h
hity, 41913 F (tn+12/13’un+2/37zn + o 2% [un + Un+12/13])

d 3680 845
e 216]‘:1 — 8k = ks — gk

~d ~
hunHF (tn—f—la Upy1) Zn+1)

Unp

e . Bh._ o _
hity 1 F (tn+17 Uy 15 Zn + 12 [0 + uglJrl])

. 12 4015 11 88
+Ekl — 8ky + 612 ks — %/Q-i— 55k

e e =
g, F° (tn+1, Upy1) Zn+1)

e . ho
hun+1F (tn+17 qu—l—l? Zn + 5 [un + “Z+J)
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8263 124 643 81 2484

Wy = i+ ookt + ke = ook — ooska + {p ks,
kr = hﬁ£+1/15F (tn+1/157 7:‘fwl/lsv 5n+1/15)
= hal o F <tn+1/15, @0 B % [un + agﬂ/mD
fbgﬂ — 3501k1 _ @ - 297275]{:3 _ 319 ot 24068 - 3850 .
" 1720 43 52632 2322 84065 26703
ks = hﬁZHF (tn+1a&2+1>5n+1)

. . _h . .
= hu£+1F <tn+1a Uy 15 Zn + 95 [un + “ZH})

25 1408 2197 1
ky — —ks. 5.19
516" T 256572 T 410474~ 5 (5.19)

an+1 - Un+

(5.19) denklemi Ky, k3, k4, ks degerlerinin kullanildig1 dordiincii mertebeden
yakinsama veren Runge-Kutta metodudur. Burada daha iyi yakinsama elde edebilmek

icin beginci mertebeden Runge-Kutta denklemini verelim:

16 6656 28561 9 2
/C3+ 56430k4_ %k5—|—%k6 (520)

Ung =l + 3k 4 T500s

Bu Ornekte

2 (t,) ~ / ' E(t — s)u(s)ds

to

yakla§1k degeri bulunurken [tm tn+1/4]7 [tn’ tn+3/8]7 [tm tn+12/13]7 [tn’ tn—‘rl]a [tn’ tn+1/2]

araliklari i¢in ko, k3, ky, ks ve kg degerleri elde edilmistir.

Integral degerinin yaklagik ¢oziimiinii elde etmek igin [tg,t,] arah@inda 2.
mertebeden yakinsama veren yamuklar kurali veya 3. mertebeden yakinsama saglayan

yamuklar+ Simpson 1/3 kurali uygulanabilir (Filiz, 2000; Filiz 2013).

Besinci mertebeden yakinsama elde etmek icin integral terimi
[t tos1/a)s [ty tasys)s [Ens turi2/as)s [Ens tag1)s [Ens tag1 /o), araliklar icin Ko, ks, ka, ks
ve kg degerleri swrasiyla (5.21), (5.22), (5.23), (5.24), (5.25) denklemlerinde
verilecektir.
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Burada beginci mertebeden yakinsama elde edebilmek igin [to, t,,| arahiginda

Boole’un kuralin1 uygulayacagiz.

2(1)=0
u(l) = g
Ifn=1

z(n+1) = z(n) + h(u(n) +u(n+1))/2

Yamuklar kurali

elseifn == 2

2(n+1)=z2(n—1)+ h(u(n — 1) +4u(n) + u(n +1))/3

Simpson 1/3 kurali

elseifn == 3

z(n+1) = z(n —2) + 3h(u(n — 2) + 3u(n — 1) + 3u(n) + u(n +1))8
Simpson 3/8 kurali

elseifn ==

z(n+1) = z(n — 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n +1))/45

Boole kural1

elseifn ==

z(n+1) = z(n — 4) + 5h(19u(n — 4) 4+ 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288

elseifn ==

z(n+1) = z(n —5) + h(41u(n — 5) + 216u(n — 4) + 27u(n — 3) + 272u(n — 2)
+27u(n — 1) + 216u(n) + 41u(n + 1))/140

elseifn=="17

z(n+1) = z(n—6) +Th(751u(n —6) +3577u(n —5) + 1323u(n —4) +2989u(n — 3)
+2989u(n — 2) + 1323u(n — 1) + 3577u(n) + 7511u(n + 1)) /17280

elseifn == 8

z(n+1) = z(n — 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n+1))/45

46



elsei fmod(n,4) == 0

z(n+1) = z(n — 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n +1))/45

elseifmod(n,4) == 1

z(n+1) = z(n —3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n +1))/45

elseifmod(n,4) ==

z(n+1) = z(n —3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n +1))/45

elseifmod(n,4) == 3

z(n+1) = z(n = 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n +1))/45

else

z(n+1) = z(n — 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n+1))/45

t = —2,—1,0,1/4 noktalarinda Lagrange interpolasyonunu uygularsak (ilk
iki nokta i¢in (5.19) ve (5.20) formiillerini kullanacagiz.) i, 2, t,—1, U, V€ Upt1/4

asagidaki sekilde elde edilir.

u(t) = % {—gt (t - %) (t+ h)u_y + %t (t — %) (t — 2h)u_,

— 2(t+ h)(t + 2h) (t - %) U + %t(t )+ 2h)u1/4] .

Yukaridaki ifadenin O ve i /6 araliginda integralini alirsak:

h/4 9 1 17 217
ds ~h | — g . 5.21
/0 u(s)ds (80“1/4 15362 T 3Ra0 T 3840“0) (>-21)

Benzer sekilde t = —2, —1, 0, 3/8 i¢in hesaplanirsa:
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3h/8 57 9 315 921
ds ~ h . ). 5.22
/0 u(s)ds (352 U35 T 196" T 2258 T 496“0) (5:22)

t =—2,—1,0,12/13 i¢in hesaplanirsa:

12h/13 114 72 9216 1554
ds ~ h 2o . (523
/0 u(s)ds <325 12/13 597" T Fagos ' T 2197“°> (5:23)

t = —2,—1,0,1 icin hesaplanirsa:

h
3 1 5 19

ds ~ h — - — — 5.24

/Ou(s)s (8u1+24u2 24u1—|—24u0> ( )

t =—2,—1,0,1/2 igin hesaplanirsa:

h/2 5 1 1 61
~ - — — 2
/0 u(s)ds = h (24u1/2 4+ — 192 9 32 1+ 192u0> (5.25)

Runge-Kutta-Fehlberg formiilleri n > 3 i¢in asagidaki gibidir(baslangic
degerleri i¢in (5.19) ve (5.20) kullanilmagtir.)
ki = hi,F (tn, U, 2(t,)) ,
ﬂi+1/4 - ﬁ'n + Zkla
ko = Py o F (bnrya gy g, Zngiya)

—a 9 1
= hun+1/4F <tn+1/47 n+1/47 zn +h |:80 n+1/4 + @un,Q

T . 217
3840 "' 1536 "

3 9
b ~
= n 5=k ==k )
Up13/8 u +32 1"'32 2
ks = hig g5 F (tn+3/87ﬂ2+3/875n+3/8)

57 9
a b . b
= Dty 55l (tn+3/87 Up 378, %n +h [ﬁun-ﬁ/fs + 100G U2

315 L 921
22528 "1 T 4006 "
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~C
Up112/13

un+1

(5.27)

~€
Upt1/2

ke

1932

7200

7296

= hﬂ;+12/13F (tn+12/137a;+12/137§n +h [

U+ 5197™ T 3107

~C ~c ~
= Nty 1913F (tn+12/13, Up112/135 2n+12/13)

ko +

2197

9216 | 1554
54925 "1 T 21097
439 3680 845
= G+ -k — 8K ey — ,
Un + 5kt = 8ke + ks — gk

hat

~d ~
n+1F (tn+17 Up11, Zn—i—l)

114
395 Un+12/13 +

[

721
2197 "

n—2

(5.28)

(5.29)

(5.30)

b - _ 3 1 5 19
h'LLZ_i_lF (tn+1> ui—i—l? Zriain h |:§'Lbi+1 + ﬂun,g — ﬂun,l + ﬂun‘|)
8 3544 1859 11
.8 9 i
n = g+ Zha b opee ks ¥ 4104 T g0
= Nl F (tn+1/27a161+1/27 Znt1/2)
e e - S . 1
= Dy, (tn+1/2,un+1/2,2n +h [ﬂun-&-lﬂ BT
1 n 61
—Up_1 + —=Upn| | -
32 "0 192
Dordiincii mertebeden Runge-Kutta metodu asagidaki gibi olur:
o — 25 +1408 +2197k; 1k
bt =t T 16 T o565 0 4104 50
ve besinci mertebeden hata veren metod asagidaki gibidir.
- P 16 . 6656 +28561 b+ 2kz
Up, Uy + — - — —ke.
. 135 ' 12825 ° ' 56430 = 50 ' 55 °
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(5.9) denkleminde Runge-Kutta-Fehlberg yontemleri ve dikdortgenler,

1 3

yamuklar kurali, 3 nokta kurali olarak Simpson 3 kural1, 4 noktali kapali Simpson 3
kurali, 5 noktali kapali Boole kurali (Bode kurali), Weddle kurali, daha yiiksek kurallar

6-nokta, 7-nokta ve 8-nokta ve bunlarin kombinasyonlarini igerir.

Ornek (5.9)’u bu yeni yontemi kullanarak tekrarladik. Runge-Kutta-Fehlberg
yontemleri ve sayisal kuadratiir kurallari, 6rnegin yamuk kurali, 3 nokta kurali olarak
Simpson % kurali, 4 noktali kapali Simpson g kurali, 5 noktali kapali Boole kuralidir
(Bode kural1), Weddle kurali, daha yiiksek kurallar arasinda 6 nokta, 7 nokta ve 8 nokta

ve bunlarin kombinasyonlar1 kullanilabilir.

(5.9) denkleminin Runge -Kutta-Fehlberg metodu ile ¢oziimiiniin grafigi

asagida verilmistir.

1:5.F

u(t)

05 i 1 L 1
0 5 10 15 20
t=time

Sekil 5.4: (5.9) esitligi ile verilen lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denkleminde » = 0.05, a = 1, b = 0.5, ¢ = 0.5, t,0e = 20, ug = 0.5
icin Runge-Kutta-Fehlberg ve integral terimi icin Boole metodunun ¢oziim
grafigi
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5.5 Runge-Kutta Verner Metodu

W) = u)F (t,u(t),/tk(t—s)u(s)ds), >t

to

uw(0) = up. (5.31)

Yukarida verilen (5.31) denklemine Runge-Kutta Verner metodunu
uygulayalim. Bu denklemde u(t,), t, = to + nh icin hesaplanan gercek deger,
u(t,), t, degeri i¢in niimerik ¢oziimii ifade etmektedir. ~Bu bolimde (5.31)

denklemine yiiksek mertebeli sayisal yontemler uygulanacaktir.

Genel olarak, integro-diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimii i¢in formiiller,

temelde yatan adi diferansiyel denklemler i¢in verilen formiillere dayanir.

Kullanilacak yardimci kuadratiir kurallar1 yaklasimi asagidaki sekilde

verilmektedir:

Hty) = thwk(tn—tj)ﬂ(tj)z/tnk(t—s)u(s)ds. (5.32)

to

Integral, bilinen sayisal entegrasyon yontemleri kullamlarak hesaplanabilir.
Newton-Cotes integrasyonu sol ve sag dikdortgen kurallari, yamuk kurali, Simpson

1
3 kurali ve Simpson g kuralint iceren formiiller ¢cok uygundur.

t, =to+nh,n=0,1,2 3, ... olmak iizere h = t,, — t,,_; adim araligidur.

1 1
Upi1 = Up + iy, (if(tn, T, 2(t)) + 5? (tng1, Tk, 2(tn+1))) . (5.33)

(5.31) denklemine Runge-Kutta 2 (RK2) metodu uygulanirsa (5.47) denklemi
elde edilir. Bu metod acik Euler olarak da adlandirilir. Bizim amacimiz daha iyi
yakinsamalar elde etmektir.
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(5.31) denklemine w, degerinden ,.; degerine h adim uzunlugunda

Runge-Kutta-Verner metodunu uygulayalim.

kl - hanf (tn7 an7 g(tn)) )

- . 1
UZ+1/6 = un+gk17

ko = hﬂ%+1/6F (tn+1/67 ﬂ’?z+1/67 5n+1/6)
~a ~a z h ~ ~a
- - 4 16
k’3 = ha?1+4/15F (tn+4/15> a2+4/15> 2n+4/15)
] - - 4h 5
= hip45F (tn+4/157 ufz+4/15a Zn + 30 [Un + u?z+4/15})
—c y 5 8 5
Un+2/3 = un+6k’1 — §k2+§/{33,
ks = hﬂ;+2/3F (tn+2/3, 712+2/3a 5n+2/3)
~C ~C z 2h ~ ~C
> hun+2/3F (tn+2/37 Upt2/3) #n + E [Un + un+2/3]>
165 55 425 85
~d ~
= U, +—k —ko — —k —ky,
Unisjo = MR Sk T g s g

ks = hai+5/6F (tn+5/6> ﬂi+5/67 5n+5/6)
5 - 5 5h R
3544 1859 11
08y = g+ ok + 2k — ok -k,
Uniijz = Un ot opRith S = ogeeks gt T

ke = ht, F (tn+1/27712+1/2,5n+1/2)
B W h
= Dty ) F (tn+1/2, Upy1/25 Zn T 1 [“n + Un+1/2})
13 92375 5 12 3
rn = Gy 4 —— Ty T 5.34
Untl = Un Rt s s gk T gghs Tyt (5:34)
ve
3 875 23 264 125 43
G = Gy, 4 —k ey + 22 k for + — ke (535
U1 = lin ok oopghs + o ket 192e ks + 1mga i T gt 939
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Bu ornekte

2 (t,) ~ / n k(t — s)u(s)ds

to
yaklagik degeri bulnurken [t,,, 1 1/6], [tn: tutais)s [tn, tasi2/s)s [tns tats/e)s [tns tngi)s

[t tnt1/15), [tn, toy1] araliklart igin ko, ks, ka, ks, ke, k7 ve ks degerleri elde edilmistir.

Integral degerinin yaklasik degeri hesaplanirken farkli niimerik metodlar
kullanilabilir. ~ E8er yamuklar kurali kullanilirsa ikinci mertebeden yakinsama,

1
yamuklar ve Simpson 3 kural1 uygulanirsa iigiincii mertebeden yakinsama veririr.

Daha yiiksek mertebeden dogruluk elde etmek icin integral terimi daha
dogru bir sekilde degerlendirilmelidir. Burada besinci mertebeden yakinsama elde

edebilmek igin [to, t,,] arahiginda Boole’un kuralini uygulayacagiz.

z(1) =10
u(1) = g
Ifn=1

z(n+1) =z(n) + h(u(n) +u(n+1))/2

elseifn ==

z(n+1)=z2(n—1)+h(u(n — 1)+ 4u(n) + u(n +1))/3

elseifn ==

z(n+1) = z(n —2) + 3h(u(n —2) + 3u(n — 1) + 3u(n) + u(n+1))/8
elseifn ==

z(n+1) = z(n — 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n+1))/45

elseifn ==15

z(n+1) = z(n —4) + 5h(lu(n — 4) + 75u(n — 3) 4+ 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288

elseifn ==

z(n+1) = z(n —5) + h(41lu(n — 5) + 216u(n — 4) + 27u(n — 3)
+272u(n — 2) + 27u(n — 1) + 216u(n) + 41u(n + 1))/140

elseifn ==
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z(n+1) = z(n — 6) + 7Th(751u(n — 6) + 3577u(n — 5) 4+ 1323u(n — 4)
+2989u(n — 3) + 2989u(n — 2) + 1323u(n — 1)

+3577Tu(n) + 7511u(n + 1)) /17280

elseifn ==28

z(n+1) = z(n —3) 4+ 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1)
+32u(n) + Tu(n 4+ 1))/45

elseifmod(n,4) == 0

z(n+1) = z(n —3) 4+ 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1)
+32u(n) + Tu(n + 1)) /45

elseifmod(n,4) == 1

z(n+1) = z(n = 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1)
+32u(n) + Tu(n + 1))/45

elseifmod(n,4) ==

z(n+1) = z(n — 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1)
+32u(n) + Tu(n + 1))/45

elseifmod(n,4) ==

z(n+1) = z(n —3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1)
+32u(n) + Tu(n + 1))/45

else

z(n+1) = z(n — 3) 4+ 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1)
+32u(n) + Tu(n 4+ 1))/45

t = —2,—1,0,1/6 noktalarinda Lagrange interpolasyonunu uygularsak(ilk
iki nokta i¢in (5.48) ve (5.49) formiillerini kullanacagiz.) 1, o, tp—1, Uy V€ Upt1/6

asagidaki gibi elde edilir.
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u(t) =

— 3(t+h)(t +2h) (t - g)

216

0 (t - %) (t— 2h)u_,

1 3 h
7 [ 13t <t - g> (t+h)u_g + ?t

91

Yukaridaki ifadenin [0, /6] araliginda integralini alirsak:

h/6 13 1
ds ~ h
/0 u(s)ds (168 /6 ¥ 5184

elde edilir. Benzer sekilde ¢t = —2,

_2_—

25

18144

469
518470 )

—1,0,4/15 i¢in hesaplanirsa:

/4h/ % (s)ds = h 34 p 8 1024 1538
uis)as ~ —U —U_9 — ——————-U_ —
0 285 Y T 10125 2 192375 ' 10125
t =—2,—1,0,2/3 igin hesaplanirsa:
2h/3 4 1 28 37
ds ~ h - -
- uls)ds (15“2/3 TRt T gt T 81“0)
t = —2,—1,0,5/6 igin hesaplanirsa:
/Wﬁ (8)ds ~ 85 L 125 125 3625 N 3185
uis)as = — —U_ U .
0 264"%° T 51842 7 285121 T 51840
t =—2,—1,0, 1 icin hesaplanirsa:

h
3 1 5
ds ~ h g, —
/0 u(s)ds <8u1—|—24u 2~ 5

,—1,0,1/15 i¢in hesaplanirsa:

t=-2

h
31 1
ds~ h _
/0 u(s)ds (960“1+ 810002
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19
1+ ﬂuo

__ o
648000

, 2791
L7 8100070 )

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)



Sonug olarak t = —2, —1, 0, 1 i¢in hesaplanirsa:

h
3 1 5 19
ds~h| = —U_g — —U_ — . 5.43
/0 u(s)ds (8u1+ 24u 9 24u 1+ 24u0> ( )

elde edilir.

Runge-Kutta-Verner formiilleri » > 3 i¢in asagidaki gibidir(baslangi¢ degerleri
icin (5.48) ve (5.49) kullanilmustir.):
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kl - hﬂnf(tnvﬂnv’g(tn>>7

u . 1
ko = higyy6F (tnt1/6, Uy 11/65 Znt1/6)

~Q ~q ~ ]-3 a ]_
= Nty 6 (th/G, Uy y16: Zn + 1 [ﬁunJrl/G + 5184 2

25 469
181441 1 5184t

4 16
~b ~
ks = ha?z+4/15F (tn+4/15, a2+4/15a 2n+4/15)
~a ~b ~ 34 b 8
= D15 F | tntas, Ungaprs: 2n + R0 9gp Unt4/15 + 10125 ‘2
1024 n 1538
— Upy— — U,
192375 "' T 10125
e y 5 8 5
Upigsz = Up+ gk’l — gkz + §k3,
ky = hig s F (tn+2/37 Uy i o3, 5n+2/3)
e 4 1 28
- hun+2/3F n+2/37 n+2/37 Zn + h 5 n+2/3 + 8_1un—2 - Eum__l
. 37
—U
81 "
165 55 425 85
d ~
= e T, — 2 2
Untsfe = Un g Sghe T ks gt
ks = hun+5/6F (tn+5/6> &Z+5/67 Zn+5/6)

85 125 3625
~d d d _— s
= Rl 56F ( nt5/65 Un 15760 2n + I l264 Upt5/6 T 5184Un—2 — 28512un—1

L 318
514"
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12 4015 11 88
= i+ ok — 8k +

e ks — —k ks,
Un+1 15 612 3 36" T 955"
kG = hun+1F (tn—‘rh ﬂfﬁ-l: gn—l—l)
I 3. 1 5 19
= hu, F (th, Uy 1,20 +h {éunﬂ + ﬁun_g — ﬂun_l + ﬂun])

3 _— 8263 +_124 643 81 - 2484
U = Up+ —= ——ky — —ks — — ——Fks,
n+1/15 15000 " " 75 2 680 ° 250 10625 >

kr = h“n+1/15F <tn+1/157 u£+1/157 Zn+1/15)

31 1
- hun+1/15F ( n+1/15; £+1/157 Znth [960 £+1 + mun—z

61 2791 })
S Un1 + 2oty

648000 81000
a0 _ 5 3901, 800, 207275, 319 24068, 3850
ntl "Ta720t T 4377 T 52632 7 232271 T 84065 0 267037
ks = had (F (tpe1, @0, Znt)
= hu+1F(t+1ﬂg+12+h|:§ug +iu_2—£u_1
" T g mttoq " 24"
+ %un]) . (5.44)

altinc1 mertebeden metod asagidaki gibi olur:

2375 5 3
=, S B 2 12 —k
Unt1 = Un + 3ea L pag R gl T gghs T Fe:

ve besinci mertebeden hata veren metot agsagidaki gibidir.

- - 3 875 23 264 125 43
Up+1 = Up + 4—()]{1 + 2244k'3 + ﬁkq + 1955k5 + 11592]€7 + %k8(545)

Ornek (5.9) denkleminde verilen Runge-Kutta-Verner yontemleri ve
dikdortgenler, yamukla kurali, 3 nokta kurali olarak Simpson 1/3 kurali, 4 noktal
kapali Simpson 3/8 kurali, 5 noktali kapali Boole kurali (Bode kural1), Weddle kurals,
daha yiiksek kurallar 6-nokta, 7-nokta ve 8-nokta ve bunlarin kombinasyonlarini
igerir(Filiz, 2013).
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1.1 T — T

0.9 r

=o08f

0.7 [

0.6 [
|

10 12 14 16 18 20
t=time

0.5 : :
2 4 6 8
Sekil 5.5: (5.9) esitligi ile verilen lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel

denkleminde h = 0.05, a = 1, b = 0.5, ¢ = 0.5, t;ee = 20, ug = 0.5
icin Runge-Kutta-Verner ve integral terimi i¢in Boole metodunun ¢oziim

grafigi

5.6 Runge-Kutta Verner Metodu+6. Mertebe Newton-Cotes

Yukarida verilen (5.31) denklemine diferansiyel kisim i¢in Runge-Kutta
mertebe

Verner, integral kismina ise daha fazla yakinsama elde etmek igin 6.

Newton-Cotes formiillerini uygulayalim.
Bu denklemde u(t,), t, = to + nh icin hesaplanan gergek deger, u(t,), t,

degeri icin niimerik ¢oziimii ifade etmektedir. Bu boliimde (5.31) denklemine yiiksek

mertebeli sayisal yontemler uygulanacaktir.
n tn

hz Wy ik (t, —t;)u(t;) ~ / k(t — s)u(s)ds. (5.46)

=0 to
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Z(t,) =



Integral, bilinen sayisal entegrasyon yontemleri kullanarak hesapladik. Burada
amacimiz daha yliksek mertebeden yakinsama elde edebilmek i¢in 6. mertebeden

Newton-Cotes integrasyonu uygulayarak 6. mertebeden yakinsama elde etmektir.

t, =to+nh,n=0,1,2 3, ... olmak iizere h = t,, — t,,_; adim araligidur.

1 1
Upi1 = Up + iy, (g]f(tn, T, 2(t)) + 5]—" (tng1, Tk, z(tnﬂ))) . (5.47)

(5.31) denklemine Runge-Kutta 2 metodu uygulanirsa (5.47) denklemi elde
edilir. Bu metod acik Euler olarak da adlandirilir. Bizim amacimiz daha iyi

yakinsamalar elde etmektir.

(5.31) denklemine w, degerinden ,.; degerine h adim uzunlugunda

Runge-Kutta-Verner metodunu uygulayalim.
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veE

~€

Upt1/2

Un+1

Un+1

Bu Ornekte

n +

hi, F (tn, U, 2(t,)) ,
1

~n —k,
(7 +6 1

hﬁZH/GF (tn+1/6> Up, 1 /65 5n+1/6)

. P
h’un+1/6F (tn+1/67 un+1/67 Zn + E [un + un+1/6}>

4 16

i+ —ky + ko

Un + ekt ek

Wiy, 4 115 F (tnajis, U ya )15 Zniagis)

~a - - 4h . _ .
hun+4/15F (tn+4/15v ufz+4/157 Zn + 30 [Un - UZ+4/15})

5) 8 5
U, + =k — =k —k3,
Up + 6" T3 2 + 53
hafz+2/3F (tn+2/3> @fz+2/3, 5n+2/3)

~c ~c 5 2h 116
hun+2/3F (tn+2/3, un+2/3, Zn N E [un + un+2/3]>

5 165 55 425 85
Uy + akl + EkQ = aks + %lﬁb

hai%/GF (tn+5/67 ﬂgz+5/67 5n+5/6)

- . . 5h . N
hui+5/6F (tn+5/67 ui+5/6, Zn + D] [Un + Ui+5/6]>

8 3544 1859 11
G ke 4 2%y — 22 =
Un + o7 R1 2R = opee s g T 40"

hiy, o, F (tn+1/2, a161+1/27 2n+1/2)

» . h.
hun+1/2F (tn+1/27 un+1/27 Zn + Z [Un + U,H_l/g])

13 9375 5 12 3
Gk Foo 4+ ka4 ks 4 ko 4
Ut 160" T posa" T 16 T g5 T 44" (5.48)

3 875 23 264 125 43
Zﬁkl*‘2244k3*‘?§k4*'1955k5*'11592k7*'éiék&(549)




yaklagik degeri bulnurken [t,,, t,y1/6]s [tns tnrajis)s [tn, tugizgsls [tns tnrssels [tn, tasal,

[tns tus1/15)s [tns tnia] araliklartigin Ko, ks, ka, ks, ke, k7 ve kg degerleri elde edilmistir.

Integral degerinin yaklasik degeri hesaplanirken farkli niimerik metodlar
kullanilabilir.  Eger yamuklar kurali kullanilirsa ikinci mertebeden yakinsama,

1
yamuklar ve Simpso 3 kural1 uygulanirsa tigiincii mertebeden yakinsama verir.

Daha yiiksek mertebeden dogruluk elde etmek igin integral terimi daha
dogru bir sekilde degerlendirilmelidir. Burada besinci mertebeden yakinsama elde
edebilmek igin [t, t,,| araliginda integral terimi i¢in altinci mertebeden Newton-Cotes

formiillerini uygulayacagiz.

2(1)=0
u(l) = g
Ifn=1

z(n+1) =z(n) + h(u(n) +u(n+1))/2

elseifn ==

zin+1)=z2(n—1)+ h(u(n — 1) + 4u(n) + u(n + 1)) /3

elseifn ==

z(n+1) =2(n—2) 4+ 3h(u(n —2) + 3u(n — 1) + 3u(n) + u(n +1))/8
elseifn ==4

z(n+1) = z(n — 3) + 2h(Tu(n — 3) + 32u(n — 2) + 12u(n — 1) + 32u(n)
+7u(n +1))/45

elseifn ==

z(n+1) = z(n —4) + 5h(19u(n — 4) 4+ 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288

elseifn ==

z(n+1) =z(n —5) + h(4lu(n — 5) + 216u(n — 4) + 27u(n — 3) + 272u(n — 2)
+27u(n — 1) + 216u(n) + 41u(n + 1))/140

elseifn ==

z(n+1) = z(n —6) + Th(751u(n — 6) + 3577u(n — 5) + 1323u(n — 4)
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+2989u(n — 3) + 2989u(n — 2) + 1323u(n — 1)
+357Tu(n) + 7511u(n + 1)) /17280
elseifn ==8
z(n+1) = z(n—7) +4h(989u(n —7) + 5888u(n —6) — 928u(n —5) +10496u(n —4)
—4540u(n — 3) + 10496u(n — 2) — 928u(n — 1) + 5888u(n) + 989u(n + 1))/14175
elseifn ==
z(n+1) = z(n —8) +9h(2857(u(n — 8) + u(1)) + 15741 (u(n — 7) + u(n)) + 1080
(u(n—=6)4u(n—1))+19344(u(n—>5)+u(n—2))+5778(u(n—4)+u(n—3)))/89600
elseifn == 10
z2(n+1) = z(n —4) + 5h(19u(n — 4) + 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288
elseifmod(n,b) ==
z2(n+1) = z(n —4) + 5h(19u(n — 4) + 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288
elseifmod(n,b) ==
z(n+1) = z(n —4) + 5h(19u(n — 4) 4+ 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288
elsei fmod(n,5) ==
z(n+1) = z(n —4) + 5h(19u(n — 4) 4+ 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288
elseifmod(n,5) ==
z(n+1) = z(n —4) + 5h(19u(n — 4) 4+ 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288
elseifmod(n,5) == 4
z(n+1) = z(n —4) + 5h(19u(n — 4) 4+ 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288
else
z(n+1) = z(n —4) + 5h(19u(n — 4) + 75u(n — 3) + 50u(n — 2) + 50u(n — 1)
+75u(n) + 19u(n + 1))/288
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t = —2,—1,0, 1/6 noktalarinda Lagrange interpolasyonunu uygularsak(ilk iki

nokta igin (5.48) ve (5.49) formiillerini kullanacagiz.) t,, 2, U, —1, Uy V€ Upy1/6:

u(t) = % [—%t <t - %) (t+ h)u_s+ gt (t - %) (t— 2h)u_

— 3(t+h)(t+ 2h) (t - g) o + Qgift(t FR)(E+ 2h)u1/6] .

Yukaridaki ifadenin [0, /6] araliginda integralini alirsak:

h/6 13 1 25 469
ds ~ h - ). 5.50
/0 u(s)ds (168 Ty R TV 5184“°> (>-50)

Benzer sekilde t = —2, —1,0,4/15 i¢in hesaplanirsa:

4h/15 34 8 1024 1538
ds ~ h . . . (551
/0 u(s)ds (285 U415 To195" 2 T Top37s T 10125“°> -5

t =—2,—1,0,2/3 igin hesaplanirsa:

2h/3 4 1 28 37
/(; u(s)ds ~h (15UQ/3 + — 81 -2 — E -1+ 8—1U0> . (552)

t =—2,—1,0,5/6 igin hesaplanirsa:

5h/6 85 125 3625 3185
ds ~ h = 2+ 2 22%0) . (553
/0 u(s)ds (264 a6 T ETRa "2 T aspre T 5184“0) (5:53)

t =—2,—1,0,1 i¢cin hesaplanirsa:

h
3 1 5 19
/O u(s)ds ~ h (8U1 + ﬂu 2 — 24 -1+ ﬁlbg) (554)
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t =—2,—1,0,1/15 igin hesaplanirsa:

h
31 1 61 2791
ds ~ h - _ . 5.55
}ﬁ u(s)ds (960“1*_81000“ 2~ 648000 1+81000“0) (5:35)
sonug olarak ¢ = —2, —1, 0, 1 i¢in hesaplanirsa:
L/m (s)ds ~ h S+ = BV (5.56)
uis)as = —-U —U_92 — —U_ — U, . .
0 8 ' 247 24 g

Runge-Kutta-Verner formiilleri n > 3 i¢in asagidaki gibidir(baslangi¢ degerleri
i¢in (5.48) ve (5.49) kullanilmustir.):

k‘l - hanf(tnyﬂnvg(tn))7

- r 1
u(TIH-l/G = Up+ éklv
ky = hﬁZH/GF (tn+1/6> a?ﬂrl/ﬁ? 5n+1/6)

a a 5 13 1 25
= hun+1/6F lnt1/65 Up+1/65 #n +h @%H/G + @%—2 - mun—1

L A6
5184

~ ~ 4 16
uZ+1/2 = Up+ %kl + %k%
]{73 = hftz+4/15F (tn+4/157 a?1+4/157 §n+4/15)
» i ) 34 8 1024
= hilg 45 F <tn+4/15a UZ+4/15a Znth %u2+4/15 * 10125 "2 192375 ™!
1538 "
10125 "
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e N 5 8 5
Uppgrs = Up + 61{;1 - §/f2 + ka,

ks = ha2+2/3F (tn+2/37 ﬁfwrz/sa 5n+2/3)
~c ~c ~ 4 . 1 28 37
= hun+2/3F <tn+2/3, Un+2/3, Zn t+ h |:1—5Un+2/3 + 8—1un—2 - Eun-i__l + gun])
165 95 425 85

d o~
Unespo = Un ot gkt ke = erks ks,
ks = hun+5/6F (tn+5/67 ﬂi+5/6, Zn+5/6)
N 85 125
:}WLM£<%%m’MW&%+h[%4ZW6 5184 "2
3625 | 3185
- ——Up_ — Uy,
28512 "' " 5184
12 4015 11 88
A€ = iy, 4+ —k — 8k ks — —k ks,
HYnt tn 7571 OR2 Tt grois T gaia T opp s
k6 = hafH_lF (tn+17ﬁ2+172n+1)
o e 3 . 1 5 19
= hi, F (tn+1, Uy 1,20+ h [gunﬂ + ﬂun_g — ﬂun_l + ﬂun})
N L, 8263 +_124 643 81, , 2484
u = Up — - F s _
n+1/15 15000 276800 250 1T 10625
k? = n+1/15 < n+1/15, U n+1/157 Zn+1/15)
31 1 61
= hilayisF (B Bragis: Tt h | e + giogtn-2 ~ Gagggp et
L2
81000 "
L - 3501k 300 +»297275 319, 24068, 3850
U = — -
n+l 17201 43 52632 ° 232271 7 84065 ° ' 26703 "
kS = hunJrlF (tn+17 agH»h 2n+1)
N . 3 1 5 19
= hun-i-lF (tn+1, uf’LH, Zn + h |:§’LLZ+1 + ﬁun,g 24 Up—1 + — 24 1) . (557)
altinc1t mertebeden metod asagidaki gibi olur:
13 2375 5 3

s = i oy + g D g 2y ok
R T TV A R T T Vi

ve besinci mertebeden hata veren metod asagidaki gibidir.
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264 125 43
ks + 11592k7 + @kg.(S.SS)

S L N P A
= T T 904 T 7™ T 1055

an—l—l
(5.9) denkleminde Runge-Kutta-Verner yontemleri ve dikdortgenler kurali,

yamuklar kurali, 3 nokta kurali olarak Simpson 1/3 kurali, 4 noktali kapali kural

Simpson 3/8 kurali, 5 noktali kapali kural Boole kurali (Bode kural1), Weddle kurals,

daha yiiksek kurallar 6-nokta, 7-nokta ve 8-nokta ve bunlarin kombinasyonlarini

icerir(Filiz, 2013).

1.1 T T T T T T T
£
\\'\
‘-\\‘\

09 |

=081 |

0.7 [

0.6 1

20

14 16 18

DS 1 1 1 1
2 4 3] B 10 12
t=time

Sekil 5.6: (5.9) esitligi ile verilen lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
= 005 a =1, b = 05, ¢ = 0.5, e =

denkleminde h =
ugp = 0.5 i¢in Runge-Kutta-Verner ve integral terimi i¢in altincit mertebeden
Newton-Cotes formiilleri uygulanarak elde edilen niimerik ¢6ziim grafigi
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6. SONUC VE ONERILER

Lineer olmayan Volterra integro diferansiyel denklemlerin yiiksek mertebeden
niimerik ¢oziimleri uygun bilgisayar programlar1 kullanilarak elde edildi, grafikleri
cizdirildi.

Test denklemine ileri-Euler metodundan baglanarak Runge-Kutta-6’ya kadar

bircok metod uygulandi ve diizgiin coziimler elde edildi. Yiiksek mertebeden

Runge-Kutta metodlar1 kullanilarak daha iyi sonuclar elde edilebilecegi goriildii.

Uygun ve daha iyi programlama yapilarak Runge-Kutta-10’a kadar
gidilebilecegi goriildii.
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