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OZET

DOKTORA TEZI

HEMEM HEMEN 1-RiCCI-BOURGUIGNON SOLITONLAR UZERINE

Moctar TRAORE

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN

Bu tez ¢calismasinin amaci, potansiyel vektor alanlar1 baz1 6zel vektor alanlar1 olan hemen
hemen 1-Ricci-Bourguignon solitonlar incelenmistir.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde problemlerin genel degerlendirmesi ve
arka plan1 sunulmaktadir.

ikinci boliim alt1 alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt béliimde, Riemann manifold tanimi,
Riemann manifold iizerinde baz1 geometrik yapilar ve daha ilerideki caligmalar icin gerekli
olan sonuglar verilmistir. Ikinci alt boliimde, 6zel vektor alanlarinin ve kuazi-Einstein
manifold kavraminin tanimlari verilmistir. Ugiincii alt boliimde, bu tezin ana konusu olan
hemen hemen 1-Ricci-Bourguignon solitonlarin tanimi verilmistir, ayrica ana sonug¢larimizi
elde etmemizi saglayan bazi teoremler verilmistir. Bu nedenle, dordiincii alt boliimde, Ricci
solitonlarin arasinda bir iligki vermemizi saglayan *-Ricci soliton adl1 bagka bir Ricci soliton
tiirti verilmistir. Besinci alt boliimde Riemann manifoldlarin altmanifoldu kavrami temel
denklemleri verilmigtir. Altinct alt boliimde kontakt metrik manifoldlarin ve Kenmotsu
manifoldlarinin tanimlar1 verilmistir. Bu alt boliimde Kenmotsu manifoldlarin degismeyen
altmanifoldun tantmini verilmistir.

Uciincii boliimde tez calismasmin hazirlanmasinda izlenen yontemlerden ve kullanilan
araclardan bahsedilmistir.

viii



Dérdiincii boliim ise tez ¢alismasinin bulgularindan olugsmaktadir. Bu boliim tezin orijinal
kismudur, ii¢ alt bolimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde & (Ric)-vektor alanin tanimi
ve temel Ozellikleri verilmistir. Ayrica potansiyel vektor alani bir &(Ric)-vektor alani
olan Ricci solitonlar calismigtir. Bolim 4.2. de hemen hemen m0-Ricci-Bourguignon
soliton yapisina sahip bir Riemann manifoldu incelenmistir. Asikar (trivial) olmayan,
kompakt hemen hemen n-Ricci-Bourguignon solitonun Oklid kiiresine izometrik oldugu
kanmitlanmigtir. Hemen hemen 1-Ricci-Bourguignon solitondan elde edilen bazi sonuglar
kullanarak kompakt ve yonlendirilebilir hemen hemen n-Ricci-Bourguignon soliton
icin integral formiilleri verilmigtir. Iyi tamimlanmis bir potansiyel f fonksiyonu ile,
bir hemen hemen n-Ricci-Bourguignon solitonun bir gradyent hemen hemen sifir
izli (traceless) (—ﬁ)—RiCCi soliton oldugu kanitlanmistir. Ayrica, sabit skaler egrilige
sahip bir Einstein manifoldunun iyi tanimlanmis f potansiyel fonksiyonuna sahip bir
uzay formuna izometrik oldugu gosterilmistir. Boliim 4.3. te *-Ricci-Bourguignon ve
hemen hemen n-Ricci-Bourguignon soliton yapisina izin veren Kenmotsu manifold ele
alindi. Bir Kenmotsu manifolduna izometrik olarak daldirilmis altmanifoldlar {izerindeki
potansiyel vektor alam bir & (Ric)-vektor alaninin te8etsel bileseni olan hemen hemen
n-Ricci-Bourguignon solitonlarin bazi temel 6zellikler verilmistir. Ozellikle, & (Ric)-vektor
alanina izin veren bir Kenmotsu manifolduna izometrik olarak daldirilmig bir hiperyiizey
tizerindeki hemen hemen 1-Ricci-Bourguignon solitonun bir genellestirilmis kuazi-Einstein
manifoldu oldugu kanitlanmustir.

Besinci boliimde, tez caligmasinin genel bir degerlendirmesi yapilmis ve calismanin
literatiire katkisindan bahsedilmistir. Ayrica, bu calismadan hareketle hangi calismalarin
yapilabilecegi iizerinde durulmustur.

Aralik 2023, 85 sayfa.

Anahtar kelimeler: E(Ric)—vektér alani, harmonik vektor alani, hemen hemen
Nn-Ricci-Bourguignon soliton, kuazi-Einsein manifold, konformal
vektor alani, uzay formu, *-Ricci-Bourguignon soliton, Kenmotsu
manifold.
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SUMMARY

Ph.D. THESIS

ON ALMOST 1n-RICCI-BOURGUIGNON SOLITONS

Moctar TRAORE

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Science and Engineering

Mathematics Program

Supervisor: Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN

The aim of this thesis is to examine the potential vector fields of some special vector fields
and almost 1-Ricci-Bourguignon solitons.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter the general literacy evaluation of the
problems and their background are presented.

The second chapter has six subsections. In the first subsection, firstly we give the definitions
of the Riemannian manifold and some geometry structures on Riemannian manifold.
Important results which will be used for the further study of this thesis are given. Some
definitions of special vector fields and the notion of quasi-Einstein manifolds are given in
the second subsection. In the third subsection the definition of almost 1-Ricci-Bourguignon
solitons is given which is the main topic of this thesis, we give also some important theorems
which allow us to obtain our main results. Therefore in the fourth subsection, we give another
type of Ricci solitons called *-Ricci solitons, which allow us to give a relation between Ricci
solitons. In the fifth subsection, the concept of submanifold of Riemannian manifolds is
given. In the sixth subsection the definitions of contact metric manifolds and Kenmotsu
manifolds are given. In this subsection, we give the definition of invariant submanifold in
Kenmotsu manifolds.

In the third chapter, tools and methods that are used through the thesis are mentioned.

X



The fourth chapter is the original part of the thesis. This chapter consists of three subsections
which give the originality of the topic. In the first subsection the notion of &(Ric)-Ricci
vector field and some proprieties are given. Therefore, Ricci solitons, whose potential
vector field is a &(Ric)-vector field are studied. Section 4.2., Riemannian manifold with
almost n-Ricci-Bourguignon soliton structure is investigated. Moreover, it is proved that a
nontrivial, compact 1-Ricci-Bourguignon soliton of constant scalar curvature is isometric
to the Euclidean sphere. Using some results obtaining from almost 1-Ricci Bourguignon
soliton, we give the integral formulas for compact orientable almost 1-Ricci-Bourguignon
soliton. Further with a well defined potential function f, it is proved that a gradient almost
n-Ricci-Bourguignon soliton is gradient almost (—ﬁ)-traeeless Ricci soliton. Moreover,
it is investigated that an Einstein manifold of constant scalar curvature is isometric to a
space form with a well defined potential function f. Section 4.3., Kenmotsu manifolds
endowed with *-Ricci-Bourguignon and almost 1-Ricci-Bourguignon solitons is studied.
Some properties of an almost 1-Ricci-Bourguignon solitons on submanifolds isometrically
immersed into a Kenmotsu manifold whose potential vector field is the tangential component
of a &(Ric)-vector field is proved. And it is proved that an almost 1-Ricci-Bourguignon
soliton on a hypersurface isometrically immersed into a Kenmotsu manifold admitting
& (Ric)-vector field is generalized and pseudo generalized quasi-Einstein manifold.

In the fifth chapter, the study is reviewed. The contribution of thesis to the literature is
mentioned and what’s more, it is mentioned that this study will inspire to different research
topics.

December 2023, 85 pages.
Keywords: & (Ric)-vector field, harmonic vector field, almost 1-Ricci-Bourguignon

soliton, quasi-Einstein manifold, conformal vector field, space form,
x-Ricci-Bourguignon soliton, Kenmotsu manifold.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometri, egrilerin, yiizeylerin ve daha yiiksek boyutlu diferansiyellenebilir
manifoldlarin geometrisini incelemektedir. Diferansiyel geometri ve integral hesabin, lineer
ve multilineer cebirlerin, topolojinin ve diferansiyel denklemlerin kavram ve tekniklerini
kullanmaktadir. Diferansiyel geometri ayni zamanda geometrik analiz olarak bilinen

diferansiyel denklemler teorisinin geometrik yonleriyle de yakindan ilgilidir.

Bazi 6zel vektor alanlarinin icinde bulundugu uzaymn geometrik yapisim dogrudan
etkiledigi iyi bilinmektedir. Ornegin, jeodezik cemberler koruyan konformal déniisiimlerin
calisilmasinda ilk olarak ortaya ¢ikan esdairesel vektor alanlarin [21], [68] icinde bulundugu
n-boyutlu bir Riemann manifold yerel olarak I X () F' ¢arpik ¢carpimi bi¢cimindedir, burada,
F, bir (n — 1)-boyutlu Riemann manifolddur ve /, R reel sayilarin agik alt arahigidir ve f, I

izerinde sabit olmayan bir diizgiin positive fonksiyondur [19].

Ote yandan, Killing vektor alanina sahip Riemann manifoldlari bircok matematikgi
tarafindan calistlmistir ([7], [12], [49], [65], [70]). Killing olmayan konformal vektor
alanlari, kompakt Riemann manifoldlar1 arasinda kiireleri karakterize etmede kullanilmigtir

(1271, [26], [45], [59]-[62]).

D. Alekseevskii [3] te klasik bir sonucu olarak, bir Riemann manifoldunun konformal
otomorfizmalar grubu ya konformal olarak esdeger bir metrigi sabitler ya da manifold
konformal olarak diizdiir. Bu ispattaki bir bogluk J. Ferrand tarafindan ¢6ziildii [33]. Yani,
bir konformal manifold gerekli konformal vektor alanina sahip ise, bu durumda manifold
konformal olarak diizdiir. Daha yakin bir zamanda, C. Frances bu sonucun yerel bir
versiyonunu sdzde Riemannian manifoldu i¢in kanitlad: ([31], [32], [48]). Konformal vektor

alanlari, Killing vektor alanlarinin genellemeleridir.

& (Ric)-vektor alanlar ilk olarak [39] de tanimland1 ve bu calismada, bir &(Ric)-vektor
alaninin boyu sabit kabul edildiginde tanimlandig1 manifoldunun sabit skaler egrilige sahip
oldugu kanitlanmistir. Bu vektor alanlar1 daha spesifik geometrik yapilarda incelenmeye
devam ediyor. Omegin, ([40], [45], [46], [47]) de i¢inde uyumlu diiz ve alt projektif uzaylara
genisletildi.



Ote yandan literatiirden iyi bilindigi iizere, Einstein manifoldunun [12] bir g¢ok

genellestirilmisi mevcuttur. Omegi, ([16], [15], [24], [59], [10]).

Hamilton [38], 1982 de Ricci akigimi soyle tanimlamir: Bir (M, go) Riemann manifoldu

tizerinde

2 ¢(6) = ~2Ric(g(1)).

8(0) = go
saglamyorsa Ric(g(t)) ye Ricci akig denir.

Ricci akiginin kendi kendine benzer (self-similar) c¢oziimlerine Ricci soliton adi verilir.
Ricci soliton kavrami tanimlandigi tarihten itibaren bircok matematik¢i ve fizikcinin
ilgisini ¢ekmis ve bu konuda 6nemli sonuclar elde edilmisir. Hamilton ve Ivey ([37],
[41]), 2 ve 3-boyutta, kapali bir manifold {izerinde her daralan (shrinking) gradient Ricci
solitonun Einstein manifoldu oldugunu kanitlamiglardir. Daha sonra Hamilton’un bu sonucu
genellestirmek icin ortaya atti§1, kompakt pozitif egrilikli, daralan gradient Ricci solitonun
Einstein olmas1 gerektigi iddiasi, [42] numarali ¢alismada kanitlanmistir. Bundan itibaren,
hangi kosullar altinda Ricci solitonun Einstein manifolduna indirgenecegi (yani trivial
olacag1) problemi bir ¢cok arastirmacinin ilgisini ¢ceken bir problem haline gelmistir. Sonra
n-Ricci soliton ([11], [2], [5], [14]) gibi Ricci solitonlar1 bagka bir genellestirmesi ortaya

cikt1 ve halen ¢ok genellestirilme devam etmektedir.

1972 de K. Kenmotsu [44] te, Kenmotsu manifoldlar1 olarak bilinen yeni bir hemen
hemen kontakt Riemann manifoldlar1 sinifi tanimladi. Giiniimiizde kadar yogun bir bicimde

calisilmaya devam etmektedir.

Yakin zamanlarda, Kaimakamis ve Panagiotidou [43] te *-Ricci solitonlar kavramini
karmasik bir uzay formunun gercek hiperyiizeyleri cercevesinde tanimladi ve burada Ricci
tensorii yerine ona benzer bir tensor kullanarak x-Ricci tensorlii Ric*. Ghosh ve Patra [35]
ilk olarak hemen hemen kontakt metrik manifoldlar iizerinde *-Ricci solitons ¢alismasini
istlendiler. *-Ricci soliton kavramini ortaya cikardilar. *-Ricci solitonlar [53] te, hemen
hemen Hermityen ve hemen hemen kontakt manifoldlarin alt stmiflarinda aktif bir bicimde

calisilmaya devam etmektedir.



Biitiin bu calismalardan esinlenerek, bu tezde n-Ricci-Bourguignon solitonlar ¢ercevesinde
Riemann manifoldlar1 incelenmistir. Manifoldlarin bazi 6zel vektor alanlari ile donatildigi
durumlar ele alinmistir. Gradyent hemen hemen n-Ricci-Bourguignon solitonlarinin bir
uzay formuna izometrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar da incelenmistir. Kenmotsu
manifolduna izometrik olarak daldirilmis de8ismez altmanifoldlar1 ve bu altmanifoldlar

tizerinde n-Ricci-Bourguignon ve *-Ricci-Bourguignon solitonlar ¢aligiimistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde, tez boyunca gerekli olan temel tanimlar ve kavramlar ile bazi sonuclari

verilmisgtir.

2.1. RIEMANN MANIFOLDLAR

Bu alt boliimde, Riemann manifoldlari ile ilgili temel kavramlar verilmektedir.

Tanm 2.1.1 [25] F bir C*—manifold olsun. F iizerinde § ile gosterilen bilineer formu,
simetrik ve positif tanimli (0,2)-tipinden bir tensér alant olsun. Bu durumda (F | §) ikilisine

bir Riemann manifold denir.

Uyan 2.1.2 Bu tez boyunca aksi belirtilmedikce manifold derken onun diferansiyellenebilir

C”— oldugunu kabul edecegiz.

Tamm 2.1.3 /25] (F,8) bir Riemann manifold ve bu manifold iizerindeki lineer
konneksiyon V olsun. Her L,S,V € X(F) icin

R:X(F)x X(F)x X(F) — X(F)
R(L,S)V = VoVsV — VsV, — Vi, gV

ile tanumli R tensor alanmina V koneksiyonunun egrilik tensorii ya da (1, 3)-tipinden bir tensor
alamdir denir. Bazi durumlarda, R(L,S,V,Z) = §(R(L,S)V,Z) ile tamimlanan (0,4 )-tipinden

tensor alani ya da Riemann Christoffel egrilik tensorii adi verilir.

Teorem 2.1.4 [60] Her L,S,V,Z € X(F) icin Riemann egrilik tensorii asagidaki ozellikleri
saglar:

i) R(L,S)V = —R(S,L)V,

i) R(L,S,V,Z) = —R(L,S,Z,V) = —R(S,L,V,Z),



ii) R(L,S,V,Z) =R(V,Z,L,S),
iv) R(L,S)V +R(S,V)L+R(V,L)S = 0 (Birinci Bianchi Ozdesligi),

v) (VLR)(S,V)+ (VsR)(V,L)+ (VyR)(L,S) = 0 (Ikinci Bianchi Ozdesligi).

Tamm 2.1.5 [25] (F®,§) bir Riemann manifold ve bu manifold iizerinde lokal ortonormal

cati alami {ey,- - ,es} olsun. Her L,S,V € X(F) icin,
Ric(L,S) = iz{V — R(V,L)S}
veya

S
Ric(L,S) = Z (ei,L)S,e;) 2.1)

biciminde tanimlanan (0,2)-tipindeki Ric tensér alamina, F nin Ricci egrilik tensorii denir:

0, T,F — T,F, p € F nin simetrik endomorfizmiyse ve Ric(L,S) = §(QL,S) yazarsak, Q

(1,1)-Ricci tensoriidiir, bazen Q ya Ricci-operator denir.

Tamm 2.1.6 [18] (F*,8) Riemann manifoldunun, L ve S teget vektorii tarafindan belirlenen

v diizlemsel kesitinin K () ile gosterilen kesitsel egriligi,

R(L,S;L,S)
g(L,L)g(S,S) —&(L,S)?

K(y) = (22)

ile tanimlanir ve bu deger {L,S} bazimin seciminden bagimsizdir. Eger kesitsel egrilik biitiin
diizlem kesitleri icin ayni ¢ sabitine esit ise F' manifolduna sabit egrilikli uzay ya da reel

uzay form denir ve F(c) ile gosterilir.

Teorem 2.1.7 [18] (Schur 1886) F*, boyutlu (s > 2) olan Riemann manifold olsun. Eger

K(y) kesitsel egriligi yalmzca P noktasina bagh ise F sabit egriligi uzaydur.

Tamm 2.1.8 [60] (F*,§) bir Riemann manifold ve bu manifold iizerinde lokal ortonormal



cati alant {ey,- - ,es} olsun. F manifoldunun skaler egriligi

r= iRic(e,-, e;) (2.3)
i=1

biciminde tanmimlanr.

Tammm 2.1.9 [60] (F*,§) bir Riemann manifold olsun. F manifoldu iizerinde & vektor

alanimin diverjanst
N
divg =izVE =) &(Vel,ei) (2.4)
i=1

olarak tamimlanir.

A, (1,r)-tipinde bir tensor alani ise,

(divA) (&1, g (Ve,A )(&r,- 5),e,-> (2.5)

biciminde tanimlanan, (0, r)-tipinde bir tensor alanidir.

Tamim 2.1.10 /60] (F',§) bir Riemann manifold ve k € C*(F) keyfi bir fonksiyon olmak

iizere. Bu durumda k fonksiyonunun gradyenti Vk,

§(Vk,E)=df(&)=&(k) VEe€X(F) (2.6)

ile tamimlanur.

Tamm 2.1.11 [60] (F,§) bir Riemann manifold ve k € C*(F) olsun. Bu durumda L,S €
X(F) igin

V2k(L,S) = (LS)k—(VS)k

2.7

tensoriine k fonksiyonunun Hessiyan formu denir.



Teorem 2.1.12 [60] (F,§) bir Riemann manifold ve f,k € C*(F) olsun. Bu durumda

div(kX) = g(Vk,X) + kdivX, VX € X(F) (2.8)

V(fk) = fVk+kVf (2.9)

dir.

Tamm 2.1.13 [60] (F,8) bir Riemann manifold ve k € C*(F) olsun. k fonksiyonunun
Laplasyant Ak,

Ak = divVk (2.10)

seklinde tanimlanir.
Uyan 2.1.14 Bazi kaynaklarda Ak = —divVk olarak tamimlanmaktadr.
V k € C*(F). Eger Ak = 0 ise k fonksiyonuna (F', g) tizerinde harmoniktir denir.

Lemma 2.1.15 /25] (Bianchi 6zdesligi) Ricci tensorii ve r skaler egriligi icin
. 1
divRic = Edr (2.11)

seklinde tanimlanir.

Uyarn 2.1.16 [25] Ric Ricci tensorii, r skaler egriligi, Q Ricci operatorii ve d tiirev

operatorii olmak tizere. Bu durumda

XS:(VXRic) (ei,ei) =dr(X) = Vxr, (2.12)
i=1

1
divRic = divQX = Edr(X) (2.13)

denklemleri gecerlidir.



Tanm 2.1.17 [25] F bir C*— manifold olsun. Eger F' kiimesinin her acik ortiisiiniin sonlu

bir altortiisii var ise F ye kompakt denir.

Tamm 2.1.18 [60] F' bir manifold olsun. {Uq, @} ve {Ug,@p} komsuluklar: icin Ug N
Upg # 0 ve ¢g 0 (pﬁ_ ' yonlendirmeyi koruyor ise F manifoldu yonlendirilebilirdir denir.

Teorem 2.1.19 [25] (Stokes Teoremi) F, kenar: olmayan sahip yonlendirilebilir s boyutlu

bir manifold ve o, F iizerinde kompakt bir sekilde desteklenen (s — 1) bir form olsun. Bu

durumda
/~alco:/~ w 2.149)
F oF

esitligi gerceklenir.

Lemma 2.1.20 /60] (Hopf Lemma) F baglantili, kompakt Riemann manifoldu ve k € C™(F)

icin
Ak>0 veya Ak<O0 (2.15)

olsun. Bu durumda k sabittir.
Onerme 2.1.21 [69] F bir manifold olsun. Bu durumda

/(Ric(5,§)+|vg|2)dvzo vé € X(F) (2.16)
F

gecerlidir. Burada dV, F iizerindeki hacim elemamni gostermektedir. Bu esitsizlik ancak ve

ancak & harmonik ise egit olur.

Tanmim 2.1.22 [36] K ve L topolojik uzayi ve t ile I, K ten L ye tanimli siirekli fonksiyonlar

olsun. Eger
D(x,0) =t(a) ve D(a,1) =1(a)

esitliklerini saglayan D : K x [0,1] — L siirekli fonksiyon varsa t, | ye homotopiktir denir.

Burada D fonksiyonu t ve | arasindaki bir homotopi denir.



Tanim 2.1.23 [36] Bir M manifoldu iizerindeki i : M — M ozdeslik doniisiimii

null-homotopik ise, bu manifolda biiziilebilir denir. Ote yanda eger
D(x,0)=a ve D(a,1)=ayg, aeM

esitliklerini saglayan xo € M ve D : M x I — I varsa, M biiziilebilir denir. D homotopisine M

uzaywmin daralmasi denir.

Lemma 2.1.24 /28] (Poincare Lemma) M biiziilebilir dif bilir bir manifold olsun ve ,
do = 0 ile M de dif bilir bir k-form olsun. Bu durumda ® kesindir, yani M de do = ®
olacak sekilde bir (k— 1)-form a vardur.

Teorem 2.1.25 [55] (Bochner, 1948) (F,g) kompakt, yonlendirilebilir ve Ric > 0 ise, bu

durumda her harmonik 1-form paraleldir.
Tamim 2.1.26 [69] F bir Riemann manifold olsun. Eger

H* = {w € AY(F) : Aw = 0} (2.17)
denklemi gerceklenirse, H* nin elemanlarina harmonik k-formlari denir.

Teorem 2.1.27 [30] [64] (Hodge ayristirum Teoremi) F kompakt sinir1 olmayan yonlenmig

bir Riemann manifoldu olsun. Her o € A¥(F) formu icin
w=da+8B+7y (2.18)

yazilabilecek sekilde oo € ANV (F), B € A¥\(F) ve y € HX(F) formlart vardir ve bu

gosterilim tektir. Dolaysiyla
AN(F) = dAY(F) @ SATY(F) o HY(F)
yazabiliriz. Bu alt uzaylarin hepsi karsilikli olarak ortogonaldir.
Bir @ nun p-formu asagidakileri saglamast durumunda harmonik oldugu sdylenir

do=0 ve ow=0 (2.19)
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dir. Burada d, @ nin diferansiyeli ve d, ® nin esdiferansiyeli.

Aw = (6d+do)w

alanirsa. Bu durumda

Aw =0,

o bir harmonic p-formdur. @ nin esdiferansiyel d w si su sekilde verilir:

So=-V§' =—g"Vi;

dir.

Bir £ vektor alan1 veya @ onun dual 1-form,
do =0, ow=0

sagliyorsa harmoniktir.

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Teorem 2.1.28 [13] &, (F,§) kompakt Riemannian manifold iizerinde keyfi bir vektor alam

olsun. Bu durumda

/g-rdvzo,
F

burada r, g metriginin skaler egriligini gosterir.

(2.24)

Lemma 2.1.29 /6] & bir (F,§) Riemann manifoldunda keyfi bir vektor alam olmak iizere.

Bu durumda

div(Ric(¢&)) = ¢(divRic)(E) + ¢(VE,Ric) + Ric(V9,&)

esitligi gerceklenir, burada ¢, F iizerinde keyfi bir fonksiyondur:

(2.25)
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2.2. BAZI OZEL VEKTOR ALANLARI VE GEOMETRI YAPILARI

Bu alt bolimde Riemann manifoldlar iizerinde bazi 6zel vektor alanlarini ve geometri

yapilarini kisaca tanimlanacaktir.

Tamm 2.2.1 /61, 67, 68] & bir (F ,&) Riemann manifoldu iizerinde bir vektor alam olsun.
Eger

ViE=¢L ¥V LeX(F) (2.26)

denklemi saglaniyorsa, & ye esdairesel (concircular) denir. Burada ¢ diizgiin bir

fonksiyondur. Ayrica, ¢ =0, ise & paralel vektor alani denir.

Tamm 2.2.2 [27] & bir (F,§) Riemann manifoldu iizerinde bir vektor alant olsun. Eger
£e8=2yg (2.27)

esitligi gerceklenirse, & bir konformal vektor alant olarak adlandirilir. Burada £e8, g nin g

e gore bir Lie tiirevi ve  diizgiin bir fonksiyondur.

Eger v = 0 ise, £ vekor alanan Killing vektor alani adi verilir [7]. Bir Riemann

manifoldunda

(£:8)(L,S) =&(ViE,S) +&(L,VsE) (2.28)

esitiligi gerceklenir.

Tamm 2.2.3 [39] & bir (F,§) Riemann manifoldu iizerinde bir vektor alant olsun. Eger
ViE=uoL Vv LeX(F) (2.29)

denklemi saglamirsa, & ye &(Ric)-vektor alami denir. Burada V, g ye gire Levi-Civita

Koneksiyondur Q, F nin Ricci tensérii Ric nin Ricci operatoriidiir ve [ bir sabittir.
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Tamm 2.2.4 [8] (F*,§), (s > 2) bir Riemann manifoldu olsun. Eger F nin Ricci egrilik

tensorii
Ric=fg+hU QU +kVQV4+t({URV +VU) (2.30)

denklemi saglanirsa F ye bir karisik genellestirilmis kuazi-Einstein manifoldu denir, burada

f» h, k ve t olan skaler fonksiyonlardir. Her &, &, birim ortogonal vektérler olmak iizere

8(8,81) =U(6), 8(C,62) =V(£), &(61,61) = &(62,62) = 1veg(&1,62) =0 VE (2.31)

kosulunu saglayan U ve V, 1-formlar ve &, &, vektor alanlart iiretecileri olarak adlandirilir.
Ozel olarak,
(1) Eger,t =0 ise (F*,§) ye bir genellestirilmis kuazi-Einstein manifolda indirgenir [15].

(2) Eger, h=t=0yadak=t=0ise (F*g) ye bir kuazi-Einstein manifolda indirgenir
[16].

(3) Eger, h=k=t=0ise (F*,g) ye bir Einstein manifolda indirgenir [12].

Tamm 2.2.5 [57] (F%,§), (s > 2) bir Riemann manifoldu olsun. Eger F nin Ricci egrilik

tensortii
Ric=fg+hUQU +kVQV +tE (2.32)

denklemi saglamirsa F ye bir sozde genellestirilmis kuazi Einstein manifoldu adi verilir.

Burada E, izli sifir olan simetrik bir (0,2)-tipinden tensér alamdir.

Ozel olarak, eger, h = 0 ya da k = 0 ise (F*,8) ye bir sozde kuazi-Einstein manifolda
indirgenir [50].

2.3. RICCI-BOURGUIGNON SOLITONLAR

Bu alt boliimde, Ricci solitonlar kavrami ve sonraki ¢alismalarda kullanilacak bazi teoremler

kisaca tanimlanacaktir.
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Tamm 2.3.1 [22] Bir (F*,§) Riemann manifoldu iizerinde RB solitonu

d
Eg(r) = —2(Ric—prg) (2.33)

seklinde tamimli RB akisimin (flow) kendi kendine benzer coziimleridir, burada p € R bir

sabittir.

Tamm 2.3.2 [29] Bir (F*,§) Riemann manifoldu igin
oL ~
Ric+ §£5g =A+pr)g (2.34)
denklemi saglantyorsa, bu manifolda RB soliton denir. Eger p = 0 ise durumunda
., - "
Ric+ E;Egg =Ag (2.35)

Ricci solitonu elde edilir [37].

Tamm 2.3.3 /58] Eger bir & vektér alani, A € R sabiti icin M, §-dual 1-formu olmak iizere
oL ~
Ric+ §£§g: (A+pr)g+un®n (2.36)

denklemi saglantyor ise, (F*,g) Riemann manifoldu 1-RB soliton olarak adlandirilr.

A negatif, sifir ve pozitif ise sirasiyla genisleyen (expanding), dengeli (steady), veya daralan

(shrinking) soliton denir [23].

& vektor alami diferansiyellenebilir bir k : £¥ — R fonksiyonunun gradyenti oldugunda, yani

& = Vk ise F' manifoldu gradyent n-RB soliton olarak adlandirilir, bu durumda
Ric+V*k = (A +pr)g + udk @ dk (2.37)
denklemi saglanir, burada V2k, k nin Hessianidir. Boylece

(1—sp)g(Vk,Vr) + §(Vk,VAK) = s§(Vk,VA) + ug(V|Vk|?, Vk) (2.38)
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elde edilir. Eger (2.36) denkleminde tanimli olan A, diizgiin bir fonksiyon ise, (£*,g) bir

hemen hemen (almost) 1-RB soliton olarak adlandirilir ve (F*,8,E A, u) ile gosterilir.

Vektor alani & agikar (trivial) kuasi-Einstein veya k potansiyel fonksiyonu sabit oldugunda,

N-RB solitonu Einstein manifoldu ya da asikar soliton olarak adlandirilir.
Tamm 2.3.4 [34] Bir (F?,§) Riemann manifoldu icin
.o h ~
Ric+ Efgg =(A+pr)g (2.39)

denklemi saglaniyorsa, bu manifolda hemen hemen h-RB soliton denir, burada A ve h

diizgiin fonksiyonlardir.

Ayrica, & vektor alam diferansiyellenebilir (diizgiin) bir k fonksiyonunun gradyenti
oldugunda, yani & = Vk ise F* manifoldu hemen hemen gradyent h-RB soliton denir, bu

durumda (2.39) denklemini
Ric+hV?k = (A+pr)g (2.40)

gibi yazabiliriz. p parametresinin 6zel degerleri icin, asagidaki tanimlara sahibiz.
(@) Egerp = % ise, gradyent h-hemen hemen Einstein soliton,

(b) Egerp = % ise, gradyent h-hemen hemen sifir izli Ricci soliton,

(c) Egerp = ﬁ ise, gradyent h-hemen hemen Schouten solitond,

ve

(d) Eger p =0 ise gradyent h-hemen hemen Ricci soliton elde edilir.

Teorem 2.3.5 [63] F, (s > 2) boyutlu bir Riemann manifoldu ve F* iizerinde Z ozel bir

esdairesel vektor alani olsun. Eger
V2Z = (—kZ+b)§ (2.41)
denklemi saglaniyorsa, bu durumda F manifoldu asagidaki manifoldlardan biridir:

i) k=0amab #0 ise, bir Oklid uzay,

ii) k= —c*<0iseve —c? egriligine sahip bir hiperbolik uzay ve,
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iii) k=c?>0ise, c? egrilikli kiiresel bir uzaydir, burada ¢ pozitif bir sabittir.

Lemma 2.3.6 [69] F manifoldu sahip ve & € X(F) Killing olmayan (£e§ =2vyg w#0)

olsun. Bu durumda

Ay v (r>0), (2.42)

T
denklemi saglanir. Sonug olarak
/~ ydV =0 (2.43)
F
dir.

Teorem 2.3.7 [69] Eger r = sabit skaler egrilikli bir kompakt (F*,g) (s > 2) Riemann
manifold, Killing olmayan bir konformal X vektor alamina haiz ise, bu durumda F bir kiireye

izometriktir.

Lemma 2.3.8 [54] Bir (F*,§) Riemann manifoldunda

P 1 : :
div(£68) (&) = SAIE* — [VE +Ric(§,§) + Vedivg, (2.4)
divV*k = Ric(Vk) + VAk (2.45)
ve
1
5A]Vk|2 = |V2k|? + Ric(Vk,Vk + §(VAk, V) (2.46)

esitlikleri saglamr, burada & € X(F) ve k diizgiin bir fonksiyondur:

2.4. *-RICCI-BOURGUIGNON SOLITONLAR

Bu alt boliumde, *-Ricci solitonlar kavrami tanimlanacaktir.
Tamm 2.4.1 [43] Bir (F*,8) Riemann manifoldu icin

1
Ric"+ 5 £:8 = A3 (2.47)
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denklemini saglamiyorsa, (F,g,E) ye *-Ricci soliton denir. Burada
1
Ric*(L,S) = g(Q"L,S) = EiZ{QDOR(L, ®S)}, (2.48)

L,S € X(F) bicimindedir, Q*, *-Ricci nin operatorii, ¢ bir (1,1) tensor alam ve Ric*,

(0,2)-tipinde tensériidiir.

Eger Ric* = Ag+un®m ise ve A, u diizgiin fonksiyonlari (¥, g, &), *-1-Einstein manifoldu

denir. Ozel olarak u = 0 ise, yani Ric* = A g, x-Einstein denir.
Tamm 2.4.2 [43] Bir (F*,§) Riemann manifoldu igin
. % 1 ~ %X\ ~
Ric* + ifég =(A+pr)g (2.49)

denklemi gecerliyse bu durumda (F , g, ) iicliisiine hemen hemen *-RB soliton denir. Burada

A diizgiin bir fonksiyondur. Eger A sabitse *-Ricci-Bourguignon soliton olarak adlandirilir.
Tamm 2.4.3 [43] Bir (F*,§) Riemann manifoldu icin
R R o\ ~
Ric —I-E;Egg: (A+pr)g+unen (2.50)

denklemi gecekleliyse, bu durumda F° manifoldu hemen hemen *-1-RB soliton denir.
Burada A ve p diizgiin fonksyionlardir. Eger p = 0 ise, F manifoldu hemen hemen *-1n-Ricci

soliton denir.

2.5. RIEMANN ALTMANIFOLDLARIN ALTMANIFOLDLARI
Bu alt bolumde, Riemann altmanifoldlarin tanimi verilecektir.

F, bir (K ,&) Riemann manifoldu i¢ine izometrik olarak gémiilmiig bir Riemann manifold
olsun ve V, K nin g metrigi ile Levi-Civita koneksiyonunu olsun. Ayn1 zamanda V ve V+
ise sirasi ile F iizerine indirgenmis ve indirgenmis normal koneksiyonu olsun. Bu durumda

Gauss ve Weingarten formiilleri [66]

VL=V L+h({,L) ve VyS=-As§+VES (2.51)
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ile verilir. burada {,L € X(F) ve S € X(F1). Ote yanda h, F nin ikinci temel formu ve Ag, S

ile ilgili Weingarten endomorfizmidir. Ikinci temel form & ve sekil operatorii A

§(h(&,L),S) = g(AsC,L) (2.52)

denklemi ile baglantilidur.

TpF , p € F tegetuzaymn bir {ey,- - - ,e;} ortonormal ¢atist igin, 7 Riemann altmanifoldunun

1 ~ -
ortalama egrilik vektor alamt H = — Z h(ei,e;) ile tanimhidir, burada Boy(F) = s. Eger F
5=
manifoldunun ikinci temel formu 4 = 0 ise £ manifolduna K icinde tiimel jeodezik denir.
Eger ortalama egrilik vektor alamt H = 0 ise £ manifolduna minimal denir. Eger h({,L) =

g(C,L)HV {,L € X(F)) ise F manifolduna tiimel umbilik denir [60].

Eger K, sabit ¢ kesit egrilikli uzay form V¢, L,V,U € X(F) icin Gauss denklemi

R(L,L,V,U) =R(L,LV.U)+§(h(8.U),h(L,V))—&(h(L,V).h(L,U))
=clg(L,V)3(6,U) —&(5,V)&(L,U)] + 3(h(E,U),h(L,V))  (2:53)
—g(h(c,V),h(Ll]))
olarak elde edilir. {ej,--- ,es} altmanifoldun ortonormal ¢atis1 olmak iizere
Ric(§.L) = e(s — 1)g({, L) +iz(h) (h)(8, L) — (¢, L) (2.54)
elde edilir.

Tamm 2.5.1 [20] Bir K Riemann manifoldundaki bir (F,g) altmanifoldunun A sekil
operatérii Ag = BI kosulunu sagliyorsa bu F' altmanifolduna (€ normal vektor alanina gore)

Ag—umbilik denir, burada B, F iizerinde bir Jfonksiyondur.

Tamm 2.5.2 [18] (F*,§) bir (K,$), (s > 3) Riemann manifoldu bir hiperyiizey olsun. Eger,

F nin ikinci temel tensor alani h
hg =0g+BoRw (2.55)

denklemini saglarsa, F ye bir kuazi-umbilik altmanifold denir, burada &, @ ve a, B sirasiyla
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F iizerinde birim normal vektor alani, 1-form ve diizgiin fonksiyonlardir. Eger

he =ag+Bo®@w+E (2.56)

denklemini saglarsa, F ye bir sdzde kuazi-umbilik altmanifold denir [50], burada E, izi sifir
olan simetrik bir (0,2)-tipinde tensér alamdir. Bu durumda E = 0 olursa F bir kuazi-umbilik

altmanifold indirgenir.

K Riemann manifoldundaki herhangi bir F hiperyiizeyi icin

g(h(¢,L),&%) = he(8,L)g(N, &) (2.57)

denklemi gergeklidir [9]. Burada N, F iizerinde birim normal vektor alani ve / ikinci temel

tensor alanmidir.

2.6. KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu alt boliimde, Kenmotsu manifoldlar1 ve sonraki ¢aligsmalarda kullanilacak bazi teoremler

verilecektir.

Tamm 2.6.1 [17] K>+ bir diferensiyellenebilir manifoldu ve K iizerinde 0, { ve 1 sirastyla
(1,1), (1,0) ve (0, 1)-tipenden tensir alanlart olsun. (0,&,n) iicliisii keyfi L € X(K) icin

0’L=—L+n (L), n¢) =1, (2.58)

=0, n(6L)=0 (2.59)

kosullarini sagliyorsa, bu ii¢liiye hemen hemen kontakt yap1 adi verilir.

Tamm 2.6.2 [17] (K*T1, §) Riemann manifold iizerinde bir (8,,n) hemen hemen kontakt
yapi olsun. ¥ L,Z € X(K) icin

8(0L,67) = §(L,Z) —n(L)n(Z), (2.60)
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g(¢.0) =1,  n(L)=3(L,0) (2.61)
esitlikleri gerceklenirse, (0,{,1n,8) yapisina hemen hemen kontakt metrik yap1 adt verilir
ve bu yapida

dn(L,Z) =§(L,6Z) (2.62)

kosullunu sagliyorsa, bu yapiya kontak metrik yap1 denir. Bir Riemann manifold, kontakt
metrik yapt ile donatlnug ise manifolda kontak manifold denir. & ye vektér alaminda

karakteristik ya da Reeb vektor alani denir.

Tamm 2.6.3 [17] Bir (K**1,0,{.1n,8) hemen hemen kontakt metrik manifold icin, eger &

bir Killing vektor alani ise, K*! K-kontakt manifold denir.

Tamm 2.6.4 [44] Bir (K>*1,0,¢.1n,8) hemen hemen kontakt metrik manifold icin

A

(V16)Z = —n(2)8(L) +4(6L.Z)¢ (2.63)

esitligi saglaniyorsa, bu manifolda Kenmotsu manifold denir, burada v, g lizerinde

Levi-Civita koneksiyondur.

Yukardaki denklemden
Vil =L-n(L)¢ (2.64)
elde edilir.

Ornek. Kenmotsu manifoldlarin en bilinen 6rnegi H(— 1) hiperbolik uzaydir.

Bir (K**1,0,¢,n,$) Kenmotsu manifoldunda [4]
R(L,Z)§ =n(L)Z—n(L)Z, (2.65)

Ric(L,§) = —2sn(L), (2.66)

R(L,$)Z=§(L,.Z), —n(2)¢, (2.67)
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R(¢,1)Z=n(2)§ - (L 2)¢, (2.68)

Ric(,8) = —2s (2.69)
esitlikleri saglanir, burada L,Z € X(K).
Simdi, bir Kenmotsu manifoldu tizerindeki *-Ricci tensoriiniin ifadesini hatirlayalim.
Lemma 2.6.5 [52] Bir (K**1,0,{,n,8) Kenmotsu manifoldu iizerinde

Ric* =Ric+(2s—1)g§+n®n (2.70)

denklemi ile verilir.

Tamim 2.6.6 Kenmotsu manifoldunun Ricci egriligi
Ric=ag+pnen (2.71)

biciminde tanimlanan, M-Einstein manifold denir.

Aslinda, bu kavram Tanim 2.2.4 de bahsettigimiz kuazi-Einstein kavraminin bir 6zel

bicimindir.

Bir Kenmotsu manifoldu (K**!,0,¢,1,8) nin bir £ altmanifoldu, eger yap: vektor alani
& her yerde F ye teget ve O(TF) C (TF) ise, K>*! nin degismez altmanifoldu olarak
adlandirilir. Bir Kenmotsu manifoldunun degismez bir altmanifoldunda, £, L € X(F) icin

h(L,{) = 0. Daha fazla ayrint1 igin (bkz. [51]).

Lemma 2.6.7 [51] F manifoldu bir Kenmotsu manifoldunun bir degismez altmanifoldu

olsun. Bu durumda herhangi bir {,L € X(F)

Vil =L—-n(L)¢, (2.72)

h(¢,L) =0, (2.73)

denklemleri gerceklenir.
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Teorem 2.6.8 [51] F manifoldu bir Kenmotsu manifoldunun bir degismez altmanifoldu

olsun. Bu durumda F manifodu Kenmotsu manifoldtur.
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3. MALZEME VE YONTEM

Tezin Oziinii olusturan bir Riemann manifold tizerinde 1-Ricci-Bourguignon solitonlarinin
varligi incelenmigtir. Ayrica potansiyel vektor alani & (Ric)-vektor alani  olan
x-Ricci-Bourguignon solitonlar ve Kenmostu manifoldlar incelenmistir. Bu kavramlarin
tarih i¢indeki olusum siireci hakkinda genel bilgiler verilmistir. Bulgular i¢in diferansiyel
geometrideki temel tanimlardan, teoremlerden ve Kenmotsu manifold teorisindeki temel
denklemler ve sonuclardan yararlanilmistir. Bulgular icin temel tanimlar, diferansiyel

geometri teoremleri ve Riemman manifoldlarindaki temel denklemler ve sonuclar kullanilir.

Ayrica bu calisma yapilirken diferansiyel geometrinin dali olan manifoldlar ve
Ricci-solitonlar teorisi ile ilgili kitap ve makaleler kiitiiphane ve web {izerinden taranmugtir.
Bir n-Ricci-Bourguignon solitonlar, *-Ricci-Bourguignon solitonlar, Kenmotsu manifoldlar
ve &(Ric)-vektor alanlar ile ilgili sonuglar elde etmek i¢in bu konu ile ilgili makaleler

kronolojik olarak incelenmistir. Tezin belgelenmesinde latex programi kullanilmagtir.
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4. BULGULAR

4.1. &(Ric)-VEKTOR ALANI VE RICCI SOLITONLAR

Bu alt boliimde, bir & (Ric)-vektor alanina izin veren Riemann manifoldlar ¢aligacaktir.

4.1.1. Bir (F*,%) Riemann manifoldu iizerinde & (Ric)-vektor alanlar:

& bir (F*,g) Riemann manifoldu iizerinde bir & (Ric)-vektor alan1 olsun. O zaman V L, S €

X(F), (2.29) denklemi nedeniyle

g(Vi&,S) = pRic(L,S) 4.1)
denklemi saglanir. Buradan da

(££8)(L,S) = 2puRic(L,S) 4.2)

elde edilir. Boylece (4.2) denkleminden asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.1.1.1 & bir (FS,8) Riemann manifoldu iizerinde p # 0 olan bir & (Ric)-vektir

alani olsun. Bu durumda
(i) & Killing ancak ve ancak F* Ricci-flat,

(ii) & konformal ancak ve ancak F*, (s > 2) Einstein manifold.

Teorem 4.1.1.2 Bir Riemann manifoldu iizerindeki herhangi bir & (Ric)-vektor alami daima

kapalidir.

Ispat. & bir (F*, §) Riemann manifoldu iizerinde bir & (Ric)-vektor alan1 olsun. Bu durumda,

herhangi V L, S € X(F), iyi bilinen Koszul formiiliinden

23(VLE,S) =2dEH(L,S) + §(Vs&,L) + §(VLE,S)



24

elde ederiz, burada é#, & nin g-dual 1-formudur. (4.1) denklemi ve Ric tensoriiniin simetrisini

kullanarak,
dEF(L,S) =0
elde ederiz. L ve S keyfi oldugundan, ¥ kapalidir, dolaysiyla & kapalidir. U

Lemma 4.1.1.3 v bir (F*,§) Riemann manifoldunda diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu

durumda, y nin Vy gradyentinin bir Vy(Ric)-vektor alam olmast i¢in gerek ve yeter kosul
Viy(V,W) = uRic(V,W) VYV V,W € X(F) (4.3)

denklemini saglamasidir.

Ispat. v € C=(F). y nin Hessiyeninin (4.3) denklemini sagladigin1 varsayalim. O halde,
VYV, W € X(F) igin

Ric(uV,W) = g(uQV,W) = V2y(V,W) = g(VyVyW)

elde edilir. Buradan Vy Vy = uQV cikar. Bu ise Vy nin bir Vy/(Ric)-vektor alan1 oldugunu
soyler. Ote yanda V?y(V,W) = uRic(V,W) varsayhm, §(VyVy,W) = uRic(V,W) elde

edilir. Boylece ispat tamanlamis olur. 0

Simdi, & bir & (Ric)-vektor alani olsun L ve S, (F*,§) iizerinde keyfi vektor alanlari olsun.

(2.29) denklemi ile
R = ((7:09) - (Vs0L ) @)
elde edilir. Burada R, F* nin egrilik tensoriidiir. Buradan V { € X(F*) icin

SR(L.S)E. ) = u{(VLRic> (5,2) — (VsRic)(L. <:>} 45)

elde edilir. (4.5) denkleminde S = { = ¢; koyarsak ve i iizerinden toplarsak
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i R(L,e;)& {i (VLRic)(ej, e;) i V,,Ric)( } 4.6)

i=1 i=1

elde edilir. Burada

-

g<R(L7ei)€7 ei)=— ig(R(L ei)ei, 5) =—g(0(L), é)

i=1

N
I
—

veE

i VeRic)(L,e;) i ( V.. 0)L, el> =divQ(L)

l:

~.
—_

dir.

S
Uyar1 2.1.16 ve (4.6) denkleminden Y (V_Ric)(e;,e;) = L[r] ve divQ(L) = L[,
i=1

gow), &) =—ELir @7

elde edilir. Burada r, (F*, &) nin skaler egriligidir ve div, V ya gore diverjans operatoriidir.

Simdi, k = %g(ﬁ,&) tarafindan tanimlanan k fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda F*

tizerinde her L vektor alani i¢in

§(Vk,L) = L[k] = §(V.¢,¢) (4.8)
elde edilir. Boylece (4.8) denkleminden, (2.29) ve (4.7) kullanarak,

/~L2

denklemine ulagilir. Boylece, asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.1.1.4 &, (F*,8) iizerindeki bir & (Ric)-vektor alami ve r, (F*,g) nin skaler egriligi

olsun. Bu durumda

2
Vk = —%Vr
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denklemi gerceklenir.

Boylece hem Teorem 2.1 [39] hem de Teorem 2.3 [46], bizim Teorem 4.1.1.4 iin sonucu

olarak ¢ikar. Simdi bunu ifade edelim.

Teorem 4.1.1.5 & bir (FS,8) Riemann manifoldu iizerinde p # 0 olan bir &(Ric)-vektir

alant olsun. Bu durumda, ||&|| = sabit ancak ve ancak r = sabit.

Simdi, (4.8) denkleminden, (F §, &) tizerinde her L vektor alani i¢in
§(Vk,L) = ng(QL,&) =g(nQg,L) =g(Ves,L)
elde ederiz. Buradan
Vk=V& (4.10)

cikar. Bu durumda, (4.10) denklemi ve Teorem 4.1.1.4 ten asagidaki sonucu bulunuz.

Teorem 4.1.1.6 & bir (F*,g) Riemann manifoldu iizerinde bir & (Ric)-vektor alam olsun. O

halde & bir jeodezik bir vektor alanidir ancak ve ancak (F*,§) nin r skaler egriligi sabit.

Uyan 4.1.1.7 Bir £ vektor alam
VeE=0 @.11)

denklemi saglaniyorsa, bu durumda & bir jeodezik vektor alani denir.

& bir (FS,g) Riemannain manifoldu iizerinde bir & (Ric)-vektor alani olsun. Bu durumda

(2.29) denklemi kullanarak
divé = ur (4.12)

elde ederiz.
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Simdi (F*,8) nin kompakt ve yonlendirilebilir oldugunu ve skaler egriliginin » > 0 veya
r < 0 oldugunu varsayalim. (4.12) denkleminin F* iizerinde integral alirsak r = 0 elde ederiz.

Boylece, asagidaki sonucu elde edilir.

Teorem 4.1.1.8 &, kompakt ve yonlendirilebilir bir (F*,§) Riemann manifoldu iizerinde
W = sabit # 0 olan bir & (Ric)-vektor alam olsun. Bu durumda F*® nin r skaler egriligi ne

kesinlikle pozitif ne de kesinlikle negatiftir.

Teorem 4.1.1.9 Harmonik & (Ric)-vektor alamina sahip bir (F°,§) Riemann manifoldu

skaler egriligi sifirdir. Bunun tersi de dogrudur.

Ispat. & bir (F*, §) iizerinde harmonik bir & (Ric)-vektor alan1 olsun. Bu durumda
dE* =0  and  SE* =0 (4.13)

elde ederiz, burada d ve &, swrasiyla F* iizerindeki diferansiyel ve esdiferansiyel

operatorlerdir. Ote yandan, (2.22) denkleminden
SE¥ = —divE
oldugunu biliyoruz. Bu durumda, (4.13) denkleminden
divE =0 (4.14)

sonucunun ¢ikaririz. Boylece gerekli kosul hemen (4.12) denkleminden gelir. Tersi sadece

bir dogrulamadir. U

Kompakt ve yonlendirilebilir durum icin asagidaki sonucu elde ederiz.
Teorem 4.1.1.10 (F*,8) kompakt, yonlendirilebilir bir Riemann manifoldu olsun. Bu
durumda manifold iizerinde 1 # 0 olacak bicimde paralel olandan baska bir harmonik

& (Ric)-vektor alami yoktur.

Ispat. £, kompakt ve yonlendirilebilir bir (F*,g) Riemann manifoldu iizerinde u # 0 ile
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harmonik bir & (Ric)-vektor alani olsun. O zaman Teorem 2.1.21 den

/ (Ric(g,é) +|VE |2) v =0 (4.15)

FS

elde edilir. Ote yandan, (4.1) ve (4.10) denklemleri kullanarak, 4.1.1.4 ve 4.1.1.9

Teoremlerinden
Ric(£,E)=0 (4.16)

buluruz. Denklem (4.15) ve denklem (4.16) kullanarak V& = 0 buluruz. Bu ige & nin paralel

oldugu anlamina gelir. 0]

4.1.2. Potansiyel vektor alam & (Ric) olan Ricci solitonlar

Teorem 4.1.2.1 (F*,3,&, 1) potansiyel vektor alani & bir & (Ric)-vektor alami olacak sekilde
biiziilebilir bir Ricci soliton olsun. Bu durumda, bu soliton gradyenttir. Boylece, ¢oziim ya
dengeli ya da Einsteinyen ve yerel carpim J X (5N dir, burada K(s), J iizerinde sifir olmayan
bir fonksiyondur ve N, (s — 1)-boyutlu bir Riemann manifoldudur, burada J, reel eksen

lizerinde bir acik araliktir.

Ispat. (F*,g &, L) bir biiziilebilir Ricci soliton olsun, dyle potansiyel vektor alam & bir
& (Ric)-vektor alant olsun. Teorem 4.1.1.2°den £ potansiyel vektor alaninin kapali oldugunu
biliyoruz, dolayisiyla g-dual 1-form &£* kapalidir ve iyi bilinen Poincaré Lemma 2.1.24
nedeniyle, £ biiziilebilir bir manifold iizerinde tammlandigindan de tam. £¥ = dy, yerine
olarak yazalim, burada y € C*(F*). Dolayisiyla, & = Vy olur. Boylece, Ricci soliton
gradyenttir ve (2.35) su hale gelir:

VZy +Ric= A3 (4.17)

dir. Burada V2, ¥ nin Hessiyan tensoriidiir. £ = Vy ayn1 zamanda bir & (Ric)-vektor alani

oldugundan Lemma 4.1.1.3 1 kullanarak
V2y = uRic (4.18)

elde ederiz. Burada u = —1 ise, Ricci soliton acgik¢a dengelidir. 1 # —1 ise, (4.17) ve (4.18)
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denlemlerinden
A

Ric=——-¢ 4.19

. g 4.19)

cikar. Yani (F*, §) Einsteindir. Ayrica, (2.35) ve (4.18) denklemlerinden

V2y =22z
v (Hu)g

cikarariz. Dolayisiyla, Onerme 4.1 [21] den, & = Vy bir esdairesel vektor alani olur. Geri

kalan iddia Teorem 3.11 [21] den ¢ikar. ]

Teorem 4.1.2.2 (F$,§,&, 1) kompakt, yonlendirilebilir ve simirt olmayan bir Ricci soliton

olsun. Potansiyel vektor alami & bir & (Ric)-vektor ise, bu durumda & harmoniktir.

Ispat. £ nin bir & (Ric)-vektor alami oldugundan Teorem 4.1.1.2 den & nin kapali oldugunu
biliyoruz. Hodge-de Rham ayristirma Teorem 2.1.27 kullanarak

E=Vo+Z (4.20)

elde edilir. Burada o, F* iizerinde diizgiin bir fonksiyondur ve Z, F* iizerinde bir harmonik

vektor alanidir. (2.35) denklemi kullanarak

%;Ezg(L, S)+Ric(L,S) = AZ(L,S) — V2o (L,S) @21

elde edilir. Ote yandan, (4.19) denkleminde (4.21) denklemi kullanarak

L, Au 2
— - \Y% = .

elde edilir. (4.22) denkleminin izini alarak

A
divz— M s+ Ao (4.23)
1+ u

elde edilir. Burada divZ = 0, clinkii Z harmoniktir. Boylece,

Ap

AC =
I1+pu

s (4.24)
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elde edilir. Burada A, u ve s sabit oldugundan, Ac > 0 veya Ac < 0. Hopf’un
Lemmasina gére Lemma 2.1.20 ¢ nin sabit oldugunu buluruz. Boylece sonu¢ hemen (4.21)

denkleminden gelir. U

Boylece, 4.1.1.9 ve 4.1.2.2 Teoremleri ile asagidaki teorem elde ederiz.

Sonuc 4.1.2.3 & bir (F*,§,&, 1) kompakt, yonlendirilebilir ve stmrt olmayan Ricci soliton
iizerinde bir &(Ric) potansiyel vektor alant olsun. Bu durumda, (F*,§,E 1) dengelidir
(steady).

4.2. n-RICCI-BOURGUIGNON SOLITONLAR

Bu alt boliimde bir n-RB ve hemen hemen 71-RB solitonlar yapisi incelecektir.

4.2.1. n-Ricci-Bourguignon ve hemen hemen 1-Ricci-Bourguignon solitonlar

Hodge-de Rham ayristirma teoremini kullanarak Teorem 2.1.27, & vektor alanini bir
kompakt, yonlendirebilir Riemann manifoldu iizerinde, bir k fonksiyonunun gradyenti ve

diverjans sifir olan bir Z vektor alaninin toplami olarak ayristirabiliriz, yani
E=Vk+ 2, (4.25)

burada divZ = 0. Notasyon kolaylig1 i¢in k ya Hodge-de Rham potansiyeli diyelim.

Teorem 4.2.1.1 (F*.g,&,u,A) bir kompakt hemen hemen 1M-RB soliton olsun. F*, aym
zamanda [ potansiyel fonksiyonuna sahip bir gradyent hemen hemen 1-RB soliton ise, bu

durumda Hodge-de Rham potansiyeli k ile uyumludur.

Ispat. (F*,3,&, 1, A) hemen hemen 1-RB solitonu icin, 2.36 denkleminden izi alirsak
(1—sp)r+divé =sA+p|C)? (4.26)

elde edilir, {, 1 nin dual vektor alanidir. 4.25 denkleminden diverjansi alirsak divE = Ak
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elde ederiz ve { = Vf varsaylim. Buradan
(1—sp)r+ Ak =sA+u|Vf[? (4.27)

elde edilir. (F*,8,&,u,A) aym zamanda kompakt gradyent hemen hemen 1-RB soliton
oldugundan, bu durumda (2.37) denkleminden

(1—sp)r+Af =sA+pu|VfJ? (4.28)

sonucunu elde ederiz. (4.27) ve (4.28) denklemlerini birbirinden ¢ikararak, A(f —h) =0
sonucunu buluruz. Hopf Lemma 2.1.20 kullanarak f = k 4 ¢ sonucuna ulagiriz, dolayisiyla

ispat tamamlanr. 0

Bir (F*,§) Riemann manifoldu iizerinde tanimli u = e~ ** fonksiyonunu diisiiniirsek, bu

durumda Vu = —pe **Vk esitligini ulasabiliriz. O halde,

VZu

VZk — udk @ dk = ——— (4.29)

Uu

elde edilir. Ote yandan (2.37) denklemi kullanilarak

2
Ric— V" _ 25+ prg (4.30)
U
ve
Au
e ((1 —sp)r—s?t) (431)

sonucuna ulagilir.

%fwg = yg olacak sekilde diizgiin bir v : F — R fonksiyonu varsa, (F,g) Riemann
manifoldu iizerindeki bir Vu vektor alani bir konformal vektor alani olarak adlandirilir.
v # 0 ise Vu konformal vektor alani agikar degildir. Vu konformal vektor alaninin agikar
olmadigin varsayalim. Bu durumda %fvu g= Viu= % g elde edilir. (4.31) denklemi (4.30)

denkleminde yerine konulursa,

Ric="_3 (4.32)
S
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elde edilir, burada r sabit bir skaler egriliktir. Boylece asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonuc¢ 4.2.1.2 (F,g,&, A, 1) bir Einstein manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul & = Vu

bir konformal vektor alant olmasidir.

Vu nun asikar olmayan konformal vektor alani oldugunu varsayalim, yani %;Ewg =g, bu

durumda (4.30) denklemi

y

Ric= (A +pr+ E)g (4.33)

haline gelir. (4.33) denkleminin izi ve sonra da kovaryant tiirevi alinirsa

(1—5p)Vr = sV(A +H—";) 4.34)

elde edilir. Simdi, (4.33) denklemin diverjansi alinirsa ve dr = 2divRic gercegi kullanilirsa

! _ v
(G-PIVr=V(+ ) (4.35)

bulunur. Boylece (4.34) ve (4.35) denklemlerinden

(1—sp)Vr:s(%—p)Vr (4.36)

ifade edilir. Bu r ve A + “—l’; nun sabit oldugu anlamina gelir.

Sonraki teorem, & bir konformal vektor alani oldugunda gradyent 1-RB soliton igin bir

karakterizasyon verir ve Ricci soliton icin bir genellestirmesidir.

Teorem 4.2.1.3 (F*.g,E, A, 1), (s > 3) bir gradyent N-RB soliton olsun ve & = Vu bir

konformal vektor alani olsun. Bu durumda asagidaki kosullar saglanir:

1. F kompakt ise, Vu bir Killing vektor alanidir, boylece (F,g,E,A, 1) bir Einstein

manifoldtur.

2. F kompakt olmayan gradyent M-RB soliton ise, bu durumda (F,g,&,A, 1) bir R"

Oklidyen uzaya izometriktir veya Vu bir Killing vektor alamdur.
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Ispat. Vu bir konformal vektor alam ise, bu durumda F iizerinde bir y diizgiin fonksiyonu

vardir dyle ki

tvug =2v§ (4.37)
esitligi saglanir. (4.37) denklemin izi alinirsa,

divVu = sy (4.38)
elde edilir. (4.38) denklemin integrali alinirsa, ' kompakt oldugundan

0= /F2divVudV =sVol(V)y (4.39)

bulunur, bu ¥ = 0 anlamina gelir. Bu durumda Vu bir Killing vektor alanidir. Bdylece birinci

iddia ispatlanmis olur.

Ikincisi igin, (4.36) denkleminden  sabit oldugundan, %fwg = V?u = y3 elde ederiz. Bu
durumda y # 0 ise, F* nin R” Oklidyen uzaya izometrik oldugu sonucuna varmak icin
Teorem 2.3.5 kullanabiliriz. Eger v = 0 ise, bu durumda Vu bir Killing vektor alanidir ve

ispat tamamlanur. U

Hemen hemen kompakt 17-RB soliton i¢in agsagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.2.1.4 (F*.g,&E, A, 1), (s > 3) bir kompakt hemen hemen 1-RB soliton olsun. & =
Vu agsikdr olmayan bir konformal vektor alant ise, bu durumda F*® bir S" Oklidyen kiiresine

izometriktir.

Ispat. £ = Vu asikar olmayan konformal vektor ise, bu durumda £y, g = 2y3, burada y # 0.
(4.36) denkleminden r ve A + % sabittir. r # 0 oldugu sonucuna varmak icin Lemma 2.3.6

kullanabiliriz, aksi halde y = 0O olur. Dolayisiyla (4.30) denkleminden

y

£y, Ric =2(A —
vuRic =2( +pr+uu

)Wg

elde edilir. Boylece, A + pr+ “—l’; sabit oldugundan, fy,Ric =2(A + pr+ %)fwg =2(A+
pr+ %)l]/g elde edilir. Simdi Teorem 2.3.7 yi kullamirsak £ nin bir " Oklidyen kiireye

izometrik oldugunu gosterebiliriz. U
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Sonuc 4.2.1.5 (F*,g,&, A, 1), (s > 3) asikdrsa yani Einstein ise veya Vu konformal vektor

alaniysa bu durumda bir S* Oklidyen kiireye izometriktir.

Lemma 4.2.1.6 (F* g, & A, 1) bir hemen hemen M-RB soliton olsun. Bu durumda asagidaki

denklemler saglanir:

<1_25P)A|z;\2 = (1-sp)IVE* + (sp — )Ric(§, &) +spVedive
+2p(1—5p)3(Vr.&) — [s(2p +1) ~2J3(VA,E) (4+40)
+21(1— 5p)|E PdivE — pspE (&)

ve

(1—sp)
2

(A=Ve)IE]? =1 —5p)|[VEP+A(sp—1)|E)
+p(sp — )r& P +u(sp — 1)[E[* +5pVedivg 441)
+2p(1—sp)g(Vr.8) —[s(2p +1) —2]g(VA,§)
+2u(1 —sp)|E[PdivE — psp& (1E )

dir.
Ispat. (2.36) denkleminden
2divRic+div(£:§) = 2V +2pVr+ 2udiv(n @ 1) (4.42)

elde edilir. div(n ® ) = EdivE + V& oldugu kullanilarak ve (2.36) denklemin izini alarak
(1 —sp)r+divE = sA + u|E|? elde ederiz. Kovaryant tiirev operatoriiniin yardimiyla

(1—=5p)Ver—+Ve(divE) = sVed +uVe [ (4.43)
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elde edilir. dr = 2divRic ve (2.44), (4.42), (4.43) denklemlerini kullanarak

Ve (divE) =s3(VA,E)+ (sp — )Ver + E(EP)
=58(VA,E) +2(sp — ) divRic(E) + HE (1EP)
~SE(VALE)+ HE(IER) — (3p — 1div(£:8) (E) +2(sp — DE(VAE)
+2p(sp — 1)&(Vr.&) +2u(sp — 1)|EPdivE + u(sp —1)E(IE)
(1~ p) (318~ V&2 -+ Rl &) + Vedint

+2p(sp — Da(VRE) + (s(2p +1) ~ 23(VA.E) + pE (12
+2p(sp — VIEdivE + p(sp ~ DE(EP)

U NP (1 5p) IVEP + (1 - sp)Ric(Z. &)
+(1=sp)VedivE +2p(sp —1)§(Vr,E) + (s(2p +1) —2)g(VA,8)

+2usp|&Pdive —2u|E|*divg +usp& (€ %)
elde edilir. Boylece

(1 _Sp)Alé 2= (1-sp)[VE[>+ (sp — V)Ric(&,&) +spVedivé

2
+2p(1-5p)g(VrE) — (s(2p + 1)~ 2)3(VA, &) (4.44)
+2u(1 —sp)|E2dive — pspE(IE[)

bulunur. Boylece (4.40) denklemi cikar.

Simdi (2.36) denkleminden

SER(E,E) HRic(E, &) = (A -+ prleP + gl
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esitligini elde edebilir. Bu denklemi 4.44 te kullanirsa

<1—28P>A|g|z: (1—5p)[VEP+ (sp — D)[AE[+prl&* + p|E*
_ %fgg(g,g)} +spVedive +2p(1—sp)g(Vr,&)
—(s(2p+1)=2)3(VA,E) +2u(1 —sp)|E|*divE — uspE(|E]?)
_ (1_sp>,v¢|z+@véw+x<sp—1>|¢F+pr<sp—1>r§\2
+u(sp — 1)|E[* +spVedive +2p (1 —np)g(Vr, )

—(s(2p +1) =2)g(VA,&) +2u(1 —sp)|& [ divE —pspE(IE[°)

elde edebilir. Bu durumda

U=l a-volep= (1-sp)IVER+Asp - IEP
+pr(sp — 1)+ u(sp —1)[E]* +spVedive (4.45)
+2p(1 —=sp)g(Vr &) — (s(2p +1) —2)g(VA,§)
+2u(1 —sp)|&[7divE — usp&(IE)
bulunur ve ispat biter. U

Ag = A— Vg (bkz. [1] safya 143) difiizyon denklem operatoriinii kullanarak ve onceki
lemmada § = Vk alarak, yani, Ak = A — Vy; ve (4.41) denklemin yardimiyla bir sonraki

sonucu elde ederiz.

Sonuc 4.2.1.7 (F*,g,Vk,A, 1) bir gradyent hemen hemen 1-RB soliton olsun. Bu durumda

(1—sp)
2

AVE? = (1 —sp)|VZk|)> +A(sp — 1)|VK[?
+p(sp — 1)r|VA[* +u(sp — 1)| VA|* 4 5p Vi (AK)
+2p(1—5p)g(Vr,Vk) —[s(2p 4+ 1) —2|g(VA,Vk)
+2u(1 —sp)Ak|VK|? — uspVk(|Vk|?)

(4.46)

denklemi elde edilir.
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Sonuc 4.2.1.8 (F*,g,&, A, 1) bir n-RB soliton olsun. Bu durumda

(1 _SP)A|§|2 = (1—sp)|VE[2 + (sp — DRic(&, &) +spVedive

2
+2p(1—sp)g(Vr&) +2u(1 —sp)|E PdivE — uspE(|E[*)

(1—sp)
2

(A=Ve)IE]P = (1=s5p)|VEP+A(sp = 1)|E]* +pr(sp — 1)|E]
+u(sp — DIE|* +spVedivE +2p(1 —5p)&(Vr§)
+2u(1 —sp)|&[PdivE — usp&(|&[%)

denklemleri elde edilir.

Ispat. Lemma 4.2.1.6 ispatinda VA = 0 alirsak istenen sonuglar hemen cikar.

Bir kompakt hemen hemen Ricci soliton (F*,,&,1), (s > 3) igin

f (Rietz.2)+ 6= 20ev2.8) ) av <o,

(4.47)

(4.48)

burada potansiyel vektor alani £ Killingdir ve soliton agikardir (Einstein). Simdi, bir kompakt

hemen hemen 1-RB soliton i¢in benzer bir sonucu verelim.

Teorem 4.2.1.9 (F$.g,&, A, 1), (s > 3) bir kompakt hemen hemen M-RB soliton olsun. Eger

p# ve

(s(2p+1)—2)

o avAg)

. sp . -
/F <Rlc(§,§) + SP——lvédWé —2pg(VrE) —

“2ulgPaing - EPLE(ER) )av <0

ise, FS bir kuazi-Einstein manifoldtur.

(4.49)
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Ispat. p # % olmak tizere (4.40) denkleminin integralini alirsak

/F|V§|2dV:/F(Ric(?j,é)—ksps—lilvédivé—Zpg(Vr,Jj)
(4.50)

_ (S(Zf;p*_l)l_ 2) (VA &) — 2 EPdive — Sg%plé(!é\z)) av <0

elde edilir. (4.40) denkleminin sag tarafinin sifirdan kiiciik veya sifira esit oldugunu
varsaydigimiz i¢in, VE = 0 elde ederiz, dolayisiyla £¢& = 0 bulunur. Boylece, F* bir

kuazi-Einstein manifoltdur. O

VA = 0 oldugunda asagidaki sonucu elde ediyoruz.

Sonuc¢ 4.2.1.10 (F5.g,E, A, 1), (s > 3) bir kompakt 1-RB soliton olsun. Eger p # % ve

 (Ric(z. &)+ P 9eang ~2pa(ng) - 2ulzPaivg - L2 22 ) av <o
4.51)

ise, M" bir kuazi-Einstein manifoldtur.

4.2.2. Gradyent hemen hemen 7)-Ricci-Bourguignon solitonlar icin integral
formiilleri

Bu alt boliimde, bir kompakt gradyent hemen hemen 1-RB soliton i¢in integral formiiller

incelecektir.

Onerme 4.2.2.1 (F%,§,Vk,A,u) bir gradyent hemen hemen M-RB soliton olsun. Bu

durumda, asagidaki denklemler saglanir:

(1 —sp)r+ Ak = sA + p|Vk|?, (4.52)

(1 —2p(s— 1))Vr= 2(1—p)Ric(Vk)+2(s—1)VA+2u <r— (s—1)(A +pr))Vk,

(4.53)
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(VeRic)(E,V) — (VeRic)(£.V)  2(R(E, )V, V)
— CAIE.Y) ~ ERIEEV) +p (Vena(Ey) - (Vena(d.v)) @54

+ (vg(dke@dk)(g,x/) —V; (dk®dk)(<§,V)) ,

burada &,{,V, F iizerinde herhangi vektor alanlardir ve

v<[1 —2p(s—1)]r+ VK> = 2(s — 1)1) =2(A +pr)Vk
(4.55)
+2u (VVka+ (|Vk|> — Ak)Vk)

dir.

ispat. (2.37) denkleminin izini alarak, (4.52) denklemi elde edilir. (4.53) denklemi

ispatlamak icin, (2.37) denkleminin diverjansini alarak
divRic +div(V?k) = uAkVk+ uVyVk+ V(A +pr) (4.56)
elde edilir. (4.52) denkleminden, Ak = —r + sA + spr + | Vk|? bulunur. Simdi
V|Vk|* = 2Vy, Vi
ve
divV?k = Ric(Vk) + VAk
esitlikleri kullanilarak

Vr =—2Ric(Vk) —2V(—r+s(A +pr) +2u|Vk|?)
+ 2UAKVk +2uVy Vk+2V(A +pr)
= —2Ric(Vk) +2Vr —2uVy Vk +2uAkVk —2(s — 1)V(4 + pr)

elde edilir. Boylece

Vr = 2Ric(Vk) — 2UAKV K + 2uVy Vk+ (s — 1)V(A + pr) (4.57)
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bulunur. (2.37) denklemi kullanarak
VyiVk = (A 4 pr)Vk + u|Vk|*Vk — Ric(Vk) (4.58)
elde edilir. (4.57) ve (4.58) denklemleri birlestirerek

[1=2p(s = 1)]Vr = (1 — w)Ric(Vk+ p[(A + pr) + | Vk|> = Ak]Vk + (s — 1) VA
= (1 = p)Ric(Vk) +plr— (s = 1)(A +pr)Vk] + (s = 1)VA

elde edilir. Boylece (4.53) denklemi ispat biter.

(4.54) denklemi elde etmek i¢in, (2.37) denklemi Ric(§,V) ve Ric({,V) nin kovaryant

tiirevlerini kullanarak,

(V¢Ric)(§,V) — (VeRic)(§,V) = (V¢VeVyk— VeV Vyk)
HTAIHEY) — (VAL V)
+((ene(&.0)- (e )
+u Vg(dk@@dk)(aj,g)—vg(dk@@dk)(g,V))
— 4(R(E, )V, Vi + LRIZ(EV) — ERIE(E,V)
+o(Crle.y) - gliac.y) )

+ Vg(dk®dk)(§,v)—Vg(dk®dk)(C,V))

elde edilir. Boylece (4.54) denklemi ispat biter.

(4.55) denklemi icin, (4.53) denklemi kullanilarak,

: (1 —2p(s— 1))Vr—|— SVIVK? = (s—1)VA = (1 — u)Ric(Vk)

—Ric(Vk)+u (r— (s—1)(A +pr)> Vi + 1| Vk|>?Vk+ (A +pr)Vk
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elde ederiz. Boylece
V(l —2p(s—1)r+ |Vk|* —2(s — 1)&) —2(A+pr)Vk
=2u ([|Vk|2+r— (s—1)(A +pr)Vk] —Ric(Vk))
=21 ([yvmz +r—s(A+pr)Vk) + (A +pr)]Vk—Ric(Vk)>
=2u <|Vk\2 + 1| Vk|* — Ak + (X + pr)Vk) —Ric(Vk))
=2u <VVka+ (|Vk|* — Aka)

olur ve 6nermenin ispati tamamlanmais olur. U

Sonuc 4.2.2.2 (F*,g,&E, A, 1) bir gradyent n-RB soliton olsun. Bu durumda asagidaki

denklemler saglanir:
(1—sp)r+Ak = sA + pu|Vk|?, (4.59)
(l —2p(s— 1)) Vr=2(1—u)Ric(Vk)+2u (r— (s—1)(A —|—pr)> Vk, (4.60)

(VCRL.C>(§7V) - (VgRiC)(C,V) —g(R(é,C)V, Vf)
—p((Venee.y) - (venae.y)) @)

+u (vc(dmdk)(g,x/) v, (dk@dk)(g,V))ve

Y ((1 —2p(s—1))r+|Vk* - 27Lk) = 2prVk+2u (VVka+ (|Vk[? —Ak)Vk)
(4.62)

dur.
Ispat. Onerme 4.2.2.1 ispatinda VA = 0 alirsak istenen sonuglar hemen ¢ikar. U

Lemma 4.2.2.3 (F*,§,Vk,A,1u) bir gradyent hemen hemen 1M-RB soliton olsun. Bu
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durumda

(#@—1)) Ar= V2 Sk (1—“> (Ak)* ~ 38(VK,VA)

+udiv(Vyi Vi) + (s — 1) AL + AAk + prAk

esitligi saglanir.

ispat. Onerme 4.2.2.1 deki (4.55) denkleminin diverjans1 alinirsa

(1—2p2(s—1)

+u (g(V(|ka2 — Ak), Vk) + (|Vk|> — Ak)Ak+div(VVka))

)Ar +A|VK|* — (s — 1)AL = LAk + prAk

elde edilir. [V2k — 28g|2 = |V2k|? — 1 (Ak)? oldugundan, Bochner formiilii yardimiyla
1
5A]Vk|2 = |V2k|? + Ric(Vk,Vk + §(VAk, V)

ve Onceki denklemden

Ak

1
)Ar = —Ric(Vk,Vk) — |V?k — Tg|2

s

(1—2p(s—1)

5 (Ak)?

—3(VAk, V) + (n— 1)AA + AAk + prAk +2ug(Vy, Vk, V)

+u (|Vk]2 — Ak)Ak — g(VAk,Vk) + div(VVka))
bulunur. Boylece, (4.52) denklemi kullanarak

(VAL VK) =g [V (s(?t +pr) +p| Vi[> - r) , Vk]
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yazabiliriz ve

1—2p(s—1
(#)Ar — _ Ric(Vk,VK) — [V —

(Ak)?
4 (s— DAL — §(V(|VK] — r+ (A + pr)s), VK)

Ak |2 I +su
s s

+u <|Vk]2Ak — 3(VAk, Vk) + div(VVka))

—(Ric(Vk,Vf) (s—1)g(VA, w)) |V2k—ASk §

_l—l—su
s

—npg(Vr,Vk)+pg(Vr,Vk)

(AK)? + (s — 1)AA + (A + pr)Ak + g(Vr, Vi)

+p < |Vk|>Ak)g(V Ak, V) + dzv(VVka)>

elde edilir. Boylece, bu denklem ile (4.53) denklemi kullanilirsa

(1—2p2(s—1))Ar

1 Ak 1
= S8(VrVk) = |V — g - R
h)

(Ak)? 4 (s — 1)AA

+(A+pr)Ak+= g(V|Vk|2 Vk) + [ — §(VAk, Vk) + div(Vy, VE)]

Ak _, 1+su
—&|" -

S S

(Ak)? 4 (s — 1)AA

1
= 5&(Vr,Vk) - V2 —

+ (A +pr)Ak+pu ( (VyeVk, Vk) — §(VAF, V) + dzv(VVka)>

Bk oo 1+sp
S

= g(Vr,Vk) — \Vzk— —E(Ak)? 4 (s—1)AL

1
+ (l + pr)Ak + 5
- %g(vr, Vi) — ug(VAK, VK) + udiv(Vy V)

g(Vk, VAK) — %g(vx,wg)

elde edilir. Simdi,

VykVk = =§(Vr,Vk) + =§(VAk, Vk) — %g(vz, Vk) — %g(Vr, Vk)

1
2

l\)l'~

oldugundan, bu denklemi yukaridaki formiilde yerine koyarak 4.63 elde edilir.

Bu lemmanin bir sonucu olarak, asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 4.2.2.4 (F,§,Vk, A, ) bir kompakt, yonlendirilebilir gradyent hemen hemen 1-RB

soliton olsun. Bu durumda

1. /~ (pg(Vr, Vk) + g(Vk, Vl)) dv > 0 ise, F* agikar,
F

2
2, /|V2k Bk 12 gy = s; ~<g(Vk,Vr)JruAk|Vk|2)dv
S JF

gerceklenir.

Ispat. F* kompakt ve yonlendirilebilir oldugundan, Lemma 4.2.2.3 ve Stokes formiiliinii

kullanarak

/F|v2k—%g\2dv: —(1““)/F(Ak)2dv—(%)/F(Ak)zdv

N

S

-2 /F (g(V?t,Vk) +pa(Vr,Vk) dV)

p / F(VA,Vr)dV — / 3(VA,Vi)dV
F F

elde edilir. Boylece

/F(|V2k Ask |2+(S;2)(Ak)2> dV:—(Hz_z)/F<g(Vl7Vk)+pg(Vr,Vk))dV

(4.64)

bulunur. Bu durumda

/F (pg(Vr, VK)+ g(vx,w)) av >0

elde edilir, yani r ve A sabittir. Boylece 1. ifadeden
Ak 2
/(\Vzk a2+ (S; )(AK) >dV:0
F

Ak -

cikar. Bu durumda Vik = — g ve Ak = 0 elde edilir, yani k sabittir, boylece F* asikar. O
s

halde Ilk ifade kanitlanmis olur.
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Ikinci ifade i¢in, (4.52) denkleminden

/Fg”(Vk,VQL)dV: l/Ng(Vk,V[(l—sp)r+Ak—u|Vk|2]) av

S JF

elde edilir. Bu durumda, (4.64) denklemi kullanilarak

Ak 2 2
ﬁ V2= 2 a2 Sy k2 ) av = — 2 [g(Vk,vr)dv
F K} 2s 2s JE

s+2 )
A dV
— /Fx )

+ MSTmﬁg(Vk,V|Vk\2)dv
F

elde edilir. Boylece, direkt bir hesap ve Stokes formiilii ile

Ak 2
/ VZk— —3g>dV = s / (g(Vk,Vr) +,uAk|Vk|2) dv
F ) 2s JFE

buluruz. Boylece ispat biter. U

& bir F* kompakt, yonlendirilebilir Riemann manifoldu iizerinde bir konformal vektor alan

olsun. Bu durumda Teorem 2.1.28 oldugu igin, /~£§rdV = /j(é,Vr)dV =0 dir ve F*
F F

kompakt oldugu i¢in / |E |2div§ dV = 0 dir. Boylece, Teorem 4.2.2.4 den asagidaki sonucu
F

verebiliriz:

Sonuc 4.2.2.5 (F*,§,Vk,A, 1) bir kompakt, yonlendirilebilir gradyent hemen hemen 1-RB

soliton olsun.

1. Egers>3, / F(VE, VAV =0  ve / AK|VK[2dV = 0 ise, bu durumda VK bir
F F

konformal vektor alanidir.

2. Egers=2 ve /~Ak|Vk|2dV = 0 ise, bu durumda k bir sabittir.
F

. Ak

Ispat. Teorem 4.2.2.4 iin son ifadesini kullanarak, Vik=— g elde ederiz, bu durumda Vk
s

bir konformal vektor alani olur. Dolayisiyla ilk ifadeyi kanitlanmig oluruz. Ayrica s = 2 ve

/~ Ak|VKk|?dV = 0, varsayildiginda, k fonksiyonu sabit oldugu sonucu ¢ikar. O
F
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4.2.3. Gradyent hemen hemen 7-Ricci-Bourguignon solitonlarimin karakterizasyonu

Bu alt boliimde, gradyent hemen hemen 711-RB soliton i¢in karakterizasyonlar verilecektir.

(4.30) denkleminden asagidaki sonucu veriyoruz.

Onerme 4.2.3.1 Eger u = e ** bir (F5,§,Vk,A, ) gradyent hemen hemen N-RB soliton
lizerinde tamimlanmus bir fonksiyon ise, bu durumda (F*,8,Vk, A, L) gradyent hemen hemen

(—ﬁ)—RB soliton olur.

o 1 .. 1 ..
(4.30) denkleminde p = | alirsak bu durumda gradyent hemen hemen sifir izli (—W)-chcz

soliton elde edilir. Ayrica (4.30) denklemini

. \Y u r._
Ric — ™ (A+ S)g (4.65)

seklinde yazabiliriz.
Ilerlemeden 6nce asagidaki 6rnekleri veriyoruz.

Ornek. Bir (S, go), (n > 2) standart birim kiire ve (S”, g) iizerinde bir k fonksiyonu olmak

uzere
1 hy
k=——1In <(p——> (4.66)
u

seklinde tanimlansin. Burada ¢ € (%,—f—oo) aralifinda yer alan bir reel parametredir, v €
S" ¢ R**! birim vektoriine gore 4, fonksiyonu bir yiikseklik fonksiyonudur. ", R"+! icinde

hiperytizeydir ve A, : S" — R fonksiyonu 4, (x) = (x,v) seklinde tanimladir.

Ornek. H"(—1) € R"™"!: (x,x)g = —1, x; > 0 bir hiperbolik uzay olsun. Burada R"*!,
(x,x)p = —x% +x% + - —|—x,% 41 i¢ carpimi ile donatilmig bir R Oklid uzayidir. Simdi S”
de kullanilan argiiman1 takip edelim. Tlk olarak, v € H*(—1) C R**! bir vektor ve asagidaki

bicimde tanimlanan 4, yiikseklik fonksiyonunu ele alalim.
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Ornek. Bir (R, go), (n > 2) Oklid uzay1 ve f (R", go) iizerinde bir fonksiyonu olmak iizere
1 2
k= —ﬁln((p +|x|%) (4.67)

sekilinde tanimlansin. Burada ¢ pozitif bir reel parametredir ve |x|, x in Oklidyen normudur.

Asagidaki teoremlerin Onerme 4.2.3.1 ve yukardaki 6rneklerden motive edildigine isaret

ediyoruz.

Teorem 4.2.3.2 (S"(1),g0), (n > 2) potansiyel fonksiyonu k = —ﬁ In(¢ — %), (u>0) olan
bir gradyent hemen hemen 1-RB solitona izin veren bir standart Oklidyen kiire olsun, burada
u=e Mk =¢— %‘ ve ¢ € (,ll,—i—OO) dur. Bu durumda (S"(1),g0,Vu,A, ) daralan gradyent

hemen hemen stfir izli-(——-) Ricci solitondur.

_1
Uu

Ispat. f in diferansiyelini alip ve V2h, = —h,go esitligini kullanarak dk = /,L(nc(lphih ) elde

edilir. Boylece

Vdh 1
Vik =Vdk=———V +d<—) ®dh,
w(ng —hy,) u(no _hV)z
Vi, dh, ®dh,
u(ng —hy)  p(ng _hV)2

h, n dh, ® dh,
- 80
w(ng —hy) u(ng — hy)?

buluruz. Bu son denklem ve (4.29) den

VZu h
e =V — pndk@dk = ————g,
Uu u(ng —hy)

elde dilir. Ric = (n— 1)go oldugundan, (4.29) denklemi

Ric— V! (( 1) il ) (A +pr) (4.68)
ic——=|(n—-1)——— |go = r)go .
o p(ng — hy)
seklinde yazabilir, burada A = (n— 1) — %(%) — pr. Boylece p = % ver=n(n—1) ise bu
_ 19 .
durumda A = _H(Tu) > 0 olur ve ispat biter. O

Teorem 4.2.3.3 (H"(—1),g0), (n > 2) potansiyel fonksiyonu k = —ﬁln((]) + %) (u>0)

olan bir gradyent hemen hemen 1-RB solitona izin veren bir standart hyperbolik uzay olsun,
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burada u= e = ¢ + %‘ ve ¢ € (L, +00) dur. Bu durumda (H"(—1), 8o, Vu, A, 1) genisleyen

_ L

W) Ricci solitondur.

gradyent hemen hemen sifir izli-(

Ispat. Teorem 4.2.3.2 gibi bu teoremi kamthyoruz. Direkt olarak V2h, = h,g¢ esitligini
alirsak ve Ric = —(n — 1)go oldugu i¢in, bu durumda (4.29) denklemi

Ric — ! ( (n—1) il ) (A +pr) (4.69)

c——=\|\-n—-1l)———180 = r)80 :
pu u(ng —hy)

bi¢ciminde yazabiliriz, burada A = —(n—1) — ﬁ(%) —pr. Boylece p = % ver=—n(n—1)

ise bu durumda A = —%(#) < 0 ve istenen sonug ¢ikar. O

Teorem 4.2.3.4 (R",g¢), (n > 2) potansiyel fonksiyonu k = —ﬁln(¢) +]x[2), (u > 0) olan
bir gradyent hemen hemen M-RB solitona izin veren bir standart Oklid uzay olsun, burada
u=e* = ¢+ |x]> dur. Bu durumda (R",go,Vu, A, 1) genisleyen gradyent hemen hemen

stfir izli—(—ﬁ) Ricci solitondur.

Ispat. V2|x|> = 2g( oldugunu hatirlirsak ve Teorem 4.2.3.2 deki gibi basit bir hesaplama ile

VZu 2
Ric——=——g9=(A
ey = 80 = (A +pr)go
elde edilir, burada A = —% — pr. Oklid uzayinin Ricci tensorii diiz oldugundan, skaler
VLI TR . 2 . .
egriligir=0ve A = i < 0 olur. Boylece ispat tamamlanir. 0

Bu alt boliimiin kalaninda potansiyel f fonksiyonu Teorem (4.2.3.2), Teorem (4.2.3.3) ve

Teorem (4.2.3.4) deki gibi verilen gradyent hemen hemen 1-RB solitonu gradyent hemen

€

m —)- Ricci soliton olarak adlandirtyoruz.

hemen sifir izli (—

u = e Mk alirsak, asagidaki sonucu elde ederiz.

Lemma 4.2.3.5 (F*,3,Vu,A, 1), (s > 3) triviyal olmayan bir gradyent hemen hemen 1-RB

soliton olsun. Eger (F*,§) bir Einstein manifoldu ise, bu durumda u fonksiyonu
VZiu=(—ku+b)g (4.70)

esitligi gerceklenir, burada k = —s(s+1) ve b = cll sabit sayilaridrr.
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Ispat. (F*,2), (s > 3) bir Einstein manifoldu oldugundan, Ric = £g dur. (4.29) denkleminden

Vzu:u<§u—pru—ﬂ,u)g (4.71)
elde edilir. Dolayisiyla (2.45) denkleminden

Ric(Vu) + VAu = [,LEVM — uprViu— uV(Au) 4.72)
cikar. Boylece

EVu+VAu:y£Vu—upAM—1ﬂKlm (4.73)
elde edilir. (4.29) denklemi yardimiyla

Au= urVu—suprVu— uV(iu) 4.74)

buluruz. (4.74) denklemini (4.73) denkleminde yerine koyarsak

(I+ps—p)
V(Au) =r———Vu—prV 4.75
elde edilir. Boylece Au = r%u — pru — c olur, burada c sabittir. Au degerini (4.71)
denkleminde koyarsak, istenen sonucu cikar. U

Simdi gradyent hemen hemen 1-RB solitonlar i¢in bir genellemesi verelim.
Teorem 4.2.3.6 (F*,3,Vu,A, 1), (s > 3) bir gradyent hemen hemen sifir izli (—ﬁ)—Ricci
soliton olsun. Vu agikdar olmayan bir konformal vektor alaniysa, asagidakiler gecerlidir

(i)  Eger soliton pozitif skaler egrilikli bir daralan soliton ise, bu durumda F° bir S"

standart kiiresine izometriktir.

(ii)  Eger soliton negatif skaler egrilikli ve u fonksiyonu sadece bir kritik noktasi olan

genisleyen bir soliton ise, bu durumda F** bir H" standart hiperbolik uzaya izometriktir.

(iii)  Eger soliton sifir skaler egrilikli genisleyen bir soliton ise, bu durumda F* bir R"

Oklidyen uzayina izometriktir.
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Ispat. Vu, y : F — R, potansiyel fonksiyonuna sahip bir konformal vektor alan1 oldugundan,

%fvu §=Vu= % &. Boylece F* Einstein manifoldudur. Bu nedenle (4.29) denkleminden

Ric = ((x +pr) +ﬂ)g~
supl

elde edilir. s > 3 i¢in Schur Lemma’sim 2.1.7 kullanarak, r = 5 i’i 5+ uu(?ﬁs ) sabittir.

Boylece, F* 1 bir uzay formu oldugu sonucunu ¢ikarmak icin Teorem 2.3.5 kullanabiliriz.

Eger r pozitif ise, F* nin bir S” standart kiiresine izometrik oldugunu varsayabiliriz. r = n(n —
1) oldugundan Lemma 4.2.3.5 den Au + su = ks sonucunu ¢ikaririz, burada k bir sabittir. O
zaman u, S" tizerindeki Laplasyenin bir ilk 6zvektoriinii olur. Dolaysiyla, u = h,(x) = (x,v) +
k esitligine sahip oluruz, burada v, R"*! deki birim vektorlerin bir lineer kombinasyonudur.

Buradan, f (4.66) y1 gercekler.

Eger r < 0 ise, bu durumda bir H" hiperbolik uzayina izometriktir # Theorem 2.3.5 den F*,
u icin bir tek kritik noktaya sahip oldugumuzdan. Simdi, #* nin H"(—1) uzayina izometrik
oldugunu kullanarak Bu durumda (x,v)g = —coshn(x,v) oldugunu, burada 1 (x,v), x ile
v arasindaki zaman-benzeri agidir. Theorem 2.3.5 deki yontemi v € H"(—1) (aslinda onlar

arasindaki jeodesik uzakliktir.)

Son olarak, eger r = 0 ise, (4.75) nedeniyle ¢ # 0 dir. Bu durumda, F* bir R” Oklidyen
uzayina izometriktir. Yine Lemma 4.2.3.5 i kullanarak Au = k elde ederiz, burada k bir
sabittir. u > 0 olmas1 gerektiginden, uygun bir koordinat degisimi ile u(x) = |x|> + ¢, ¢ >0

sonucunu ¢ikaririz. Boylece ispat biter. 0

Asagidaki sonug, hemen hemen Ricci solitonlar i¢in bir genellestirilmedir.

Lemma 4.2.3.7 (F*,3,Vk,A,1u) bir gradyent hemen hemen 1M-RB soliton olsun. Bu

durumda

A|Vk[* = 2|V?k|> = 2Ric(Vk,Vk) +4u|Vk|* Ak — 2(s —2) (g(V/l,Vk) +2p3(Vr, Vk))

(4.76)

esitiligi gerceklenir.
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ispat. (2.63) denkleminin diverjansin alarak
dr-|—2div(V2k) =2dA +2pdr+2uAkVk +2uVy, Vk “4.77)
elde edilir. Buradan

2div(V?k)(Vk) = — §(Vr, V) + 2UAk| VK| + 2ug(Vyi VK, V) (4.78)
+2§(VA,Vk) +2pg(Vr, Vk) (4.79)

cikar. Sonra (2.38), (2.44) ve (4.78) denklemlerini kullanirsak

TAIVK? = |V2k|? — Ric(Vk,Vk) + 2| Vk|?Ak — (s —2)g(VA, Vk)
(4.80)

elde edilir ve ispat biter. U

Lemma 4.2.3.8 Vk bir (F*,8) Riemannian manifoldu iizerinde bir gradyent konformal

vektor alant olsun. Eger F* kompakt ise,
/ VA[2AKdV =0 4.81)
F

denklemi gerceklenir.

Ispat. Vk gradyent konformal vektor alam oldugundan, F iizerinde oyle bir diizgiin v

fonksiyonu vardir ki
tvig =23 (4.82)
olur. (4.82) denkleminin izini alirsak
L.
v = —-divVk
s
elde edilir. Boylece

\Vk|2divVk = s3(Vyi Vk, V) (4.83)
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elde ederiz. Buradan

div(VK|VK?) = |VK|2divVk + 28(Vv Vk, Vi) = > Jsr 2 \Vk|*Ak
elde edilir. Stokes formiiliinii kullanarak

/F \VK|*AkdV =0 (4.84)
cikar. Boylece ispat biter. U

Bir sonraki teorem, Ricci solitonlarinin, hemen hemen Ricci solitonlarinin ve Einstein

manifoldlariin bir genellestirilmesidir.

Teorem 4.2.3.9 Bir (F*,8,Vk,A, 1), (s > 3) kompakt, yonlendirebilir ve sinirt olmayan

gradyent hemen hemen N-RB soliton i¢cin

1. Vk konformal ve
/Ric(Vk, Vk)dV < —(s— 2)/~ (g(Vl,Vk) +pg(Vr, Vk)) dv.
F F

2. |Vf] sabit ve
/ Ric(Vk, V) dV < —(s—2) / (g(Vl,Vk) +pa(vVr, Vk)) av.
F F

3. p> A or .

kosullart saglaniyorsa, F* bir Einstein manifoldtur.

ispat. Lemma 4.2.3.7 nin (4.76) denklemini integre ederek
/~A|Vk|2dV :/|V2k|2dv—/Ric(Vk,Vk)du+/2u|Vk|2Akdv
F F F F

(4.85)

—(s—2) /F (g(V/l,Vk)erg(Vr,Vk)) av
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elde edilir. F kompakt ve Vk konformal bir vektor alan1 oldugundan, Lemma 4.2.3.8 den

/ V2> dV = / Ric(Vk,Vk)dV + (s —2) / (g(V?t,Vk)-i—pg(Vr,Vk)) dV  (4.86)
F F F

elde edilir. Boylece, (4.86) denkleminin sag tarafinin sifirdan kii¢iik veya sifira esit oldugunu
varsaydigimiz icin, V?k = 0 elde ederiz. Buradan da Ak = 0 c¢ikar. Hopf un teoremi 2.1.20

ile k 1n sabit oldugunu buluruz.

Ikinci iddia igin, eger | VK| sabitse, direkt Stokes formiiliinii (4.85) denklemine uygularak

[ \V2k|?dV = / Ric(Vk,Vk)dV + (s —2) / (g(vz, Vk) +pg(Vr, Vk)) dv  (4.87)
F F F
elde edilir. Boylece ikinci iddia tamamlanir.

Ayrica, (4.29) denkleminin izini alarak div(Vu) = pu((1 —sp)r —sA) elde ederiz. Boylece
pu pozitiftir ve (1 —sp)r —sA < 0(> 0) dir. F* kompakt, baglantili, yonlendirebilir ve
sinirt olmayan oldugundan, u un sabit oldugu sonucuna varmak i¢in Hopf teoremini 2.1.20

kullanabiliriz, k 1n sabit oldugu anlamina gelir ve ispat biter. U

_ 1
Uu

formiilleri verecegiz. Bu formiilleri aslinda bir hemen hemen A-Ricci solitonlar i¢in verilen

Simdi, bir kompakt gradyent hemen hemen sifir izli ( )-Ricci soliton igin integral

integral formiillerinin genellestirilmesidir.

Gradyent hemen hemen 1-RB soliton i¢in klasik tensor hesabi teorisini kullanarak, (4.29)

denklemi

= (A+pr)ga (4.88)

seklinde verilebilir.

v ~o - . .. 1 . .
Onerme 4.2.3.10 (F*,g,Vu,A, ) bir gradyent hemen hemen sifir izli <_W)'RZCCZ soliton

olsun. Bu durumda

Au_

— A, (4.89)
U
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2 1
— ZRpVPu+2(s—1)VaA +2V(—)A 4.90
o pVu+2(s—1) + (.Uu) u (4.90)

1
— 28V (—\WV,V
8 C(/.Lu) aVbU,

2—s 1 22 r B
( p >Vr—|—(‘uu)2V]Vu\ = ‘uu(l—l—s)Vu—l—2(s 1)VA

Jformiilleri gecerlidir.

1 =bc L
+2V(E)Au—2g Vc(uu)vavbu (4.91)

Ispat. (4.88) denkleminin izini alarak ve p = % ve (4.89) denklemi elde edilir.

(4.90) denklemi icin, 2divRic = dr ve (4.88) denklemini kullanarak

1

EVar = divRicy,

=g bCVcRab

i 1 i d
= gbfvc(ﬁvavbumgmprgab)

3 1 1 3 _ N
= g"Ve(—)VaVpu+ ﬁgbfvbvavbu +8(VeA)gap + P8P (Ver)gap

pu

1 1 1
= gbcvc( )Vavbu + ﬁgbcvcvivbu + EgbcRcabsvsu + Vaa’ + pvar

B 1
— gbcvc(

B 1
— gbcvc(

pu
pu

pu

1 1
\WVaVpu+ EVQAM + ERaSVSk +VA+pVur

WVaVytt+ (14 p(1 = 5))Var+ (1 — ) Vol — va(ﬁ)m

1
+ —R,Viu.
Uu

elde ederiz. Boylece (4.90) denklemi gikar. (4.90) denkleminden ve V|Vu|?> = 2Vy,Vu ve
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ﬁVWVu = —(A + pr)Vu+ Ric(Vu) kullanarak

Vy.Vu+(s—1)VA

2—s 1 , 1 1
\Y% VIV =— —Ric(V —_—
( 2 ) AT T A

1 ~bc L
+V(E)Au—g Vc(uu)vavbu
_ ﬁ(x +pr)Vut (s—1)VA

1

1 sbc
-I-V(u JAu—g"Vv, (W)Vavbu

elde edilir, yani (4.91) cikar. O

Teorem 4.2.3.11 (F*,§,Vu,A, 1) bir kompakt gradyent hemen hemen sifir izli (—ﬁ)-Ricci

soliton olsun. Bu durumda

2_
/Fu V2u — ”g|2dv: Zss/g(w Vu)dv, (4.92)

ya da

2 _
/ Ric—LgPav = 2=* / F(VEVW)dV (4.93)
F S 2s F

esitlikleri gerceklenir.
Ispat. Lemma 2.1.29 in kullanarak

div(Ric(Vk)) = (divRic)(Vk) + (V?k, Ric) (4.94)

elde edilir. (4.88) denklemininden, ikinci Bianchi dzdesligi ve |V2k — 2g|* = |V2k|* —
@ g kullanarak

div(Ric(Vk)) = =g(Vr,Vk) + (A + pr)Ak + i yvzkyz

o

Ak Ak)?
siu

o

(Vr,Vk) + (A + pr)Ak+ — |V2k

A
Sk ? (4.95)

I\)I'—‘ I\JI'—‘ I\JI~
o

(Vr,Vk)+ - Ak+ —|V2k
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elde edilir. Boylece, Onerme 4.2.3.10’in (4.90) denklemini kullanarak

1 s—2 1 1
—Ric(Vk) = [ == |V —1)VA+V(—)Ak — gV .(—)V,V,k
LRV = (22 )Vt (s VA V(M V()Y
elde edilir. Boylece
L divRic(vi) = (222 ) Ar4 (s— DAL +A(—)Ak
—dalVKIC = r S — —_—
Uu 2n Uu
: 1
—div(g"°V . (—)V,V,k) (4.96)
Wu
elde edilir. (4.95) denklemi ve (4.96) denklemiyle birlestirerek
1 Ak §s—2 1
Vik——3g|* = A —1)AA 4 Ak(—)Ak
V=g = (52 ) a5 DAk k()
1 rAk 1
— —§(Vr,Vk) — — — div(g"Vi(— )V, Vpk 4.97
TR VA .97)
elde edilir. (4.97) denkleminin her iki tarafin1 da integral alarak
1 Ak 1 1
/ 2|V2k——g|2du:——/g(Vr,Vk)dV—— rAkdV (4.98)
£ (Uu) s 2uu JF suu JE

elde edilir. £* kompakt ve /~ rAkdV = — /~ &(Vr,Vk)dV oldugu i¢in (4.98) denkleminde k
F F

yi u ile degistirerek

1 A 2—
/ V= Mgy =28 / #(Vu,Vr)dv (4.99)
FUu s 2s JF
elde edilir.

(2.37) denkleminden

1
Ric — fg =—Vu+A+pr— fg)
R A s (4.100)
2 U
—(Viu——3)
Uu s
elde edilir. Boylece ispat tamanlanir U

Onceki teoremin bir kompakt gradyent hemen hemen sifir izli (—ﬁ)-Ricci soliton i¢in

asagidaki sonucu veriyoruz.
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Sonuc 4.2.3.12 (F*,g,Vu,A,u), (s > 3) bir triviyal olmayan kompakt gradyent hemen

_ 1
Uu

izometriktir, eger Asagidaki kosullardan biri gecerliyse

hemen sifir izli ( )-Ricci soliton olsun. Bu durumda F* bir S" Oklidyen kiiresine

(1) F* sabit skaler egrilige sahiptir,

(2) /Fg(Vr, Vu)dv >0,

(3)  F* bir homojen manifoldtur.

. A
Ispat. Sonu¢ 4.2.3.12 iddialarindan herhangi birinin [ \V2u — —”gyzdv = 0 yazmamiza
ja s

izin verdigine dikkat edin. Dolayisiyla Ric = ! g oldugunu ¢ikar. Simdi (4.29) denklemden
s

Vzu:uu(r(%—p)—l)g (4.101)

elde edilir, Vu nin triviyal olmayan bir konformal vektor alan1 oldugunu ima eder. Boylece

Teorem 4.2.1.4 den F* nin bir S Oklidyen kiiresine, izometrikir. O

4.3. KENMOTSU MANIFOLDLAR UZERINDE 7-RICCI-BOURGUIGNON
SOLITONLARI

Bu alt boliimde Kenmotsu manifoldlar iizerinde 1-RB solitonlar verilecektir.

(K>+1.0,¢ 1, $) bir Kenmotsu manifoldu ve (K**!, g, £, 1) bir hemen hemen *-RB soliton

olsun. Bu durumda herhangi L ve Z vektor alanlari icin

.\ 1

Ric*(L,Z)+§(£5§)(L,Z) =A+pi)E(L,Z) (4.102)
sahibiz. (2.70) denklemini (4.102) denkleminde kullanirsak

Ric(L,Z)+ %(fg O(L.Z)+ (25— 1)(L,Z)+nL)N(Z) = (A+pi*)a(L.Z) (4.103)
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elde edilir. Daha sonra (2.70) denklemin izini alirsak
M= pdg? (4.104)

denklemini elde ediiir, burada r*, K**! iizerinde *-skaler egriligidir. Boylece, (4.103)

denklemini basitlestirerek ve (4.104) denklemini kullanarak
. 1
Ric(L,Z)+ §(£5§) (L,Z) = (A +p(P445%) =25+ 1)§(L,Z) —n(L)n(Z) (4.105)

buluruz. Buradan asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.3.1 (K**',0,{,n,8) bir Kenmotsu manifoldu ve (K,§,&, L) bir hemen hemen
*-RB soliton olsun. Bu durumda hemen hemen x-RB soliton, yapisi Q = A +2s(2sp — 1) + 1
ve W = —1 kosulart ile (K**1,8,&,Q, 1) bir hemen hemen 1-RB soliton olur.

Onceki teoremden asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.3.2 (K**1,6,{.n,8) bir Kenmotsu manifoldu ve (K,g,{,A) bir hemen hemen
x-RB soliton olsun. Bu durumda hemen hemen x-RB soliton bir Einstein manifolduna

indirgenir.

ispat. (2.64) denklemini kullanarak, £C§ =28 —2n ®n elde edilir. Buradan (4.105)

denkleminden

Ric(L,Z) = (/1 +pi* — 2s> $(L,Z) (4.106)
bulunur. (4.104) denkleminden

Ric(L,Z) = (/1 +p(7#+4s%) — 2s) $(L,Z) (4.107)

elde edilir ve ispat biter. U

Simdi (4.107) denkleminde Z = { alarak ve (2.66) denklemi kullanarak

—2 a2 (4.108)

~>
|

A =—p(i+4ds?) = —pi* ve
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elde edilir. Boylece asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonuc 4.3.3 (K>*1,0.¢,n,8) bir Kenmotsu manifoldu ve (K,§,{,A) bir hemen hemen
x-RB soliton olsun. Eger pr* negatif, p7* sifir ve p#* pozitif kosullart saglanirsa, soliton

strastyla daralan, dengeli veya genisleyen olur.

(4.105) denklemin izini alarak

div(E) = 2s+ DA +p(2s+1)(F+4s%) —4s> —r

:(2S—|—1)A+ (p(25—|—1)—1>(f+4s2) (4.109)

elde edilir, burada div(§), & vektor alaninin diverjansidir.

Uyan 4.3.4 Bir & potansiyel vektor alamimin diverjanst stfir ise, bu durumda & bir solenoidal

denir.

Buradan asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.5 (K**1.0,{.n,8) bir Kenmotsu manifoldu ve (K,g,&,A) bir hemen hemen

*-RB soliton olsun. O halde & nin bir solenoidal potansiyel vektor alani olmast icin gerek ve

yeter kogul
(25+1)7L—|—<p(2s—|—1)—1>(?—|—4s2)20 (4.110)
ve
A:(f+4s2)(2sL+l—p) (4.111)

denklemlerinin saglanmasidur.

Ayrica, (4.109) denkleminde & = Vk vektor alanini alarak, burada k diizgiin bir fonksiyon.

Bu durumda

Ak = 2s+1)A+ (p(2s—|— 1) — 1) (7 +45°) (4.112)
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elde edilir. Buradan, Ak = O ise k nin harmonik oldugu sdylenir. Dolayisiyla, Teorem 4.3.5

deki ile ayn1 A degerini, yani

A=4f+4§)(bll—p> (4.113)

yazabilir. Buradan agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3.6 (K**',0,{.n,8) bir Kenmotsu manifoldu ve (K,§,&, L) bir hemen hemen

*-RB soliton olsun. & vektor alami & = Vk bicimindeyse, burada k harmonik bir fonksiyon

olmak iizere, bu durumda soliton (7 +4s?) 2s£r1 —p) >0,p= TEFI ya da (#+4s?) (2le1 -

p) < 0 kosullari altinda sirastyla daralan, dengeli veya genisleyen soliton olur.

Simdi bir (K**1,0,¢,n,8) Kenmotsu manifoldundaki bir (F¥,g,{,A,u) hemen hemen

1-RB soliton yapisina sahip degismez £ altmanifoldunu ele alalim. Bu durumda
Ric(L,Z)+ %(fgg) (L,Z)=(A+pr)g(L,Z)+un(L)n(Z) (4.114)
esitligine sahibizdir.
Dolayisiyla, Lemma 2.6.7 den ve (2.51) denkleminden
L—n(L) =V =Vi{+h(L]) (4.115)
elde edilir. ', K da degismez oldugundan, (¢, L) = 0 herhangi L, { vektor alanlari icin
L-n(L)¢ =V (4.116)
elde edilir. (2.64) denkleminden
L(£8)(L.2) = §(L.2) ~ (L (2) (“.117)

elde edilir. Buradan, (4.117) denklemini (4.114) denkleminde yerine koyarsak

Ric(L,Z) = (A +pr—1)g(L,Z) + (u+1)n(L)n(Z) (4.118)
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buluruz ve F' bir n-Einstein manifoldtur. Boylece h(L,{) = g(L,{)H = n(L)H = 0 dur.
Baska bir degisle 1(L) # 0 iken H = 0 dir. Bu durumda F, K icinde minimaldir. Dolaysiyla

asagidaki sonular1 elde edebiliriz.

Teorem 4.3.7 F, bir (F,g,{,A,u) hemen hemen M-RB soliton yapisina sahip K>+
Kenmotsu manifoldun bir degismez altmanifold ise, bu durumda F bir n-Einstein yapisina

haiz minimal altmanifoldtur.

Boylece, (2.73) denkleminden,
0=n({,L)=3(¢,L)H (4.119)

elde edilir ve asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sonuc 4.3.8 £, bir (F,3,C,A,1u) hemen hemen M-RB soliton yapisina sahip K>+
Kenmotsu manifoldun bir degismez altmanifold ise, bu durumda F daima minimaldur.

Ozel olarak (4.118) denkleminde, p =0, p = % yadap = 2(+—1) alirsak.

Asagidaki sonucu elde edilir.

Sonuc¢ 4.3.9 F, bir (F,§,{,A, 1) hemen hemen n-Ricci soliton, N-Einstein soliton veya

hemen hemen 1M-Schouten soliton yapisina sahip K>+ Kenmotsu manifoldun bir degismez

altmanifold ise, bu durumda F bir 1-Einstein yapisina haiz minimal altmanifoldur.

Aslinda Lemma 2.6.7 den
Ric(,L) = —2sn(L), (4.120)
sahibiz ve

Ric($,8) = —2s 4.121)
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yazabiliriz. Boylece (4.118) denkleminden

Ric(§,0)=A+pr+pu (4.122)

elde edilir.

Dolayisiyla (4.121) ve (4.122) denklemlerinden A = —pr — (25 + ) elde edilir. Buradan

asagidaki teoremi veririz:

Teorem 4.3.10 Bir K**' Kenmotsu manifoldundaki (F,g,{ A, 1) hemen hemen 1n-RB
soliton yapisina sahip degismez M altmanifold olsun. Eger pr+ (2s+ W) negatif, p + (2s +
W) pozitif veya pr = —(2s + W) kosullart saglamirsa, soliton sirastyla daralan, genisleyen

veya dengeli olur.

4.3.1. Degismez altmanifoldlarda potansiyel vektor alam & (Ric)-vektor alam olan
hemen hemen 7)-Ricci-Bourguignon solitonlar
Bu alt boliimde, (132”1, 0,{,n,8) Kenmotsu manifolduna izometrik olarak daldirilmisg F

degismez altmanifoldlar iizerindeki & (Ric)-vektor alanlari incelenecektir.

Potansiyel vektor alani, K> *! iizerindeki bir £ (Ric)-vektor alaniin tegetsel bileseni olan F

tizerindeki bir hemen hemen 1-RB soliton icin bir karakterizasyon verelim.

Teorem 4.3.1.1 F bir Kenmotsu manifoldu K**' icine izometrik olarak daldirilmis bir
degismez altmanifold ve &, (K**1,8) iizerinde bir ET (Ric)-vektir alant olsun. Bu durumda
(F .8, éT,l, W) bir hemen hemen M-RB solitondur ancak ve ancak F nin Ricci tensor alant,
L,Z € X(F)

Ric(L,Z) = - |(A+pr)g(L.Z) — §(h(L,Z), ") + un(L)n(2) (4.123)

<l —

seklinde yazabilir.

Ispat. £ izometrik olarak bir Kenmotsu manifolduna daldirildig1 igin

=T el (4.124)
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yazabiliriz. &, K iizerinde bir & (Ric)-vektor alani, (2.29), (4.124) denklemleri ve Gauss

Weingarten formiillerinden

MOTL+uQ L=V ET =V ET + h(L,ET) —Ag L+ VEES, (4.125)
elde edilir. Tegetsel ve normal bilesenleri karsilastirarak

ViET =puQTL+A; L (4.126)
ve

h(L,E)=uQ+L—ViES (4.127)
elde ederiz. Lie tiirevinin tanimindan ve (4.126) denklemi kullanarak

(£e78)(L,Z) =g(VLET,Z)+3(VZET,L)
(4.128)

=2ug(Q"L,2) +28(h(L, 2), &)
elde ederiz. F degismez altmanifoldu bir hemen hemen 1n-RB soliton kabul ettiginden,
Ric(L,Z)+ %(ngg)(L,Z) =(A+pr)g(L,Z)+un(L)n(Z2) (4.129)
dir. Dolayisiyla, (4.128) ve (4.129) denkleminden
(1+pRic(L,Z) = (A +pr)g(L,Z) — §(h(L,Z),& ") + un(L)n(Z) (4.130)
elde ederiz. Burada 7 = 1 + u alirsak istenen sonucu elde ederiz. Iddia (4.130) ten cikar. [

Bir 6nceki teoremin direkt bir sonucu olarak asagidakileri veriyoruz.

Sonuc 4.3.1.2 K>t Kenmotsu manifoldunun (F,g,ET, A, 1) bir hemen hemen n-RB
soliton yapisina sahip izometrik olarak daldirilmis bir F degismez altmanifoldunun
n-Einstein olmas icin gerek ve yeter kosul F nin Aé-umbilik olmasidur.

Sonuc 4.3.1.3 Bir K**! Kenmotsu manifoldunun (F,§,ET A, 1) hemen hemen 1n-RB
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soliton yapisina sahip izometrik olarak daldirilmus tiimel umbilik F degismez altmanifoldu

eger ET bir ET (Ric)-vektor alam ise, bu durumda F bir n-Einstein manifoldtur.

Onerme 4.3.1.4 Eger F potansiyel vektor alant ET bir ET (Ric)-vektir alani olan bir
(F,8,ET A, 1) hemen hemen M-RB soliton yapisina sahip K>t Kenmotsu manifoldu

izometrik olarak daldirilmus bir minimal altmanifold ise, bu durumda F nin r skaler egriligi

e 4 4.131)

ile verilir, burada =~ 2s+1 = p bir sabittir.

ispat. Eger F, K211 de bir minimal altmanifold ise, F nin ortalama vektor alam1 H = 0 dir.

Buradan, g(H,&1) = 0 elde edilir. Simdi (4.123) nin izini alirsak

XS: c(eje :%((A+pr)(s)+u> (4.132)

i=1

elde ederiz. O

4.3.2. Kenmotsu manifoldlarinin hiperyiizeyleri

Bu alt boliimde, (K**1,0,{,n,§) Kenmotsu manifolduna izometrik olarak daldirilmis bir

F hiperyiizeyi iizerinde bir hemen hemen 7)-RB soliton incelenecektir.

Denklem (2.57), eger o = (N, E+) ile gosterirsek, bu durumda agagidaki teorem verebiliriz.

Teorem 4.3.2.1 (F,g,ET A, u) potansiyel vektor alam ET (Ric)-vektor alami olan bir
K>*1 Kenmotsu manifoldunda izometrik olarak daldirilmus bir F hiperyiizeyi iizerinde bir
hemen hemen 1M-RB soliton olsun. Eger F bir kuazi-umbilik altmanifold ise bu durumda

(F,8,ET, A, 1) yapisi bir genellestirilmis kuazi-Einstein manifold olur.

Ispat. (F,3,ET A, u), F iizerinde bir hemen hemen 711-RB soliton oldugundan, (2.57)
denklemini (4.123) de kullanarak

Ric(L,Z) = y()wrpr) a(L, Z)—?hé:(L Z)+‘;n( n(2) 4.133)
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elde ederiz. Burada (2.55) kullanarak,

RioL.2) =} -+pnglL2)— 3 (aalL.2)+ Boll)o(@) ) + hnwn(@

(4.134)

= i(z +pr— ac)g(L,Z) - %Gw(L)w(Z) + %n(L)n(Z)

sonucu variriz. Bu ise, bize Tamm 2.2.4 e gore F' nin bir genellestirilmis kuazi-Einstein

manifold oldugunu soyler. U

Teorem 4.3.2.2 (F, g ET A, u) potansiyel vektor alant ET (Ric)-vektor alani olan bir K*+!
Kenmotsu manifoldunda izometrik olarak daldirilmis bir F hiperyiizeyi iizerinde bir hemen
hemen M-RB soliton olsun. Eger g bir sozde kuazi-umbilik altmanifold ise bu durumda

(F,8,ET A, 1) yapist bir genellestirilmis sozde kuazi-Einstein manifold olur.

ispat. (4.133) denklemini (2.56) de kullanarak,

Ric(L,Z) =L(A+pr)g(L.2)~ S (ag(L,z) +Bo(L)w(Z) —|—E(L,Z))
+%n<L>n<z>
U Nao g BO " o
_ 7(x+p ac)g<L,z> o)+ Enwn@ - SEw

(4.135)

sonucu variriz. Bu ise, bize Tanim 2.2.4 e gore F nin bir genellestirilmis sozde kuazi-Einstein

manifold oldugunu soyler. U

Teorem 4.3.2.3 (K, ) bir sabit ¢ egrilikli Kenmotsu manifold ve F, K nin bir hiperyiizey
izometrik olarak daldirilmis altmanifold olsun. (F,g,ET, A, 1) nin F iizerinde potansiyel
vektor alant bir ET (Ric)-vektor olan bir hemen hemen Nn-RB soliton olmast icin gerek ve
yeter kosul F nin hg ikinci temel tensor formunun
1 . 1
- S(hpn) JalL2) - un(Lin(z)
(4.136)

R(LZ) = (% +iz(h§)>h§ (L,2) + (c(s _1)

denklemini saglamasidir. Burada L ve Z, F ye teget keyfi vektor alanlaridur.
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ispat. ( R 8, §T, A, 1) bir hemen hemen 711-RB soliton olsun. Gauss denkleminden,

Ric(L,Z) = iz(hg )he (L, Z) — hz (L,Z) +c(s — 1)§(L,Z) (4.137)

elde ederiz. Simdi (4.137) ve (4.133) i karsilagtirarak

%(x +prE(L,Z) - %hé (L,Z)+%n(L)n(Z) — iz(he e (1,Z) — W (L, Z) + cls — 1)3(L,2)

elde ederiz. Boylece,

1

(L,Z)= (%+iz(h§))h§ + (C(s— -4 —|—pr)>g(L,Z) — %n(L)n(Z)

elde ederiz.

Bu ise (4.136) dir gecerli olsun. Yine Gauss denkleminden

Rie(L.2) = Z(A-+ prE(L.2) — Zhe(1.2) + En(Lin(2), (4.138)

elde ederiz. Buise (F,g,E7,A, 1) nun F iizerinde bir hemen hemen 1-RB soliton oldugunu

sOyler. U
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde Riemann manifold, baz1 06zel vektor alanlart ve geometrik ozellikleri,
NnN-RB solitonlari, *-RB solitonlari, Kenmostu manifoldlar1 ve Riemann manifoldlarin

altmanifoldlar tanimlari ile baglanmistir.

Tezin bulgularinda, ilk olarak & (Ric)-vektor alan1 ve Ricci solitonlar ¢aligilmigtir. Teorem
4.1.1.1 de bir Riemann manifoldu iizerindeki bir &(Ric)-vektor alaninin Killing ve
konformal olmasi i¢in kosullar verilmistir. Teorem 4.1.1.2 de bir &(Ric)-vektor alaninin
daima kapali oldugu ispatlanmigtir. Teorem 4.1.1.4 ve Teorem 4.1.1.5 te bir & (Ric)-vektor
alaninin manifoldun skaler egriligi ile iliskisini verdir. Bu iki teoremin sonucunda bir
& (Ric)-vektor alaninin bir jeodezik vektor alan1 olmas igin gerek ve yeter sartin manifoldun
skaler egriliginin sabit olmasi Teorem 4.1.1.6 da kamtlandi. Manifoldun kompakt ve
yonlendirilebilir olmas1 durumu Teorem 4.1.1.8 ve Teorem 4.1.1.10 da incelendi. Teorem
4.1.1.9 da ise bir harmonik & (Ric)-vektor alaninina sahip bir Riemann manifoldu igin
bir karakterizasyon verildi. Alt boliim 4.1.2. de ise potansiyel vektor alani & (Ric) olan
Ricci solitonlar calisilmustir. Ozellikle Teorem 4.1.2.1 ve Teorem 4.1.2.2 de sirasiyla
potansiyel vektor alani & (Ric)-vektor alani olan biiziilebilir ve kompakt Ricci solitonlar igin

karakterizasyonlar elde edildi.

Alt bolim 4.2.1. de n-RB ve hemen hemen 71-RB solitonlar calisildi. Ozellikle, Sonuc
4.2.1.2, Teorem 4.2.1.3 ve Teorem 4.2.1.4 te ele alinan solitonun trivial olmas1 (Einstein
olmasi) ve bir S" Oklidyen kiireye izometrik olmasi icin gerekli kosullar verildi. Ayrica,
kompakt hemen hemen 1-RB solitonlar i¢in integral formiilleri elde ettik. (Bkz. Teorem
4.2.1.9 ve Sonug 4.2.1.10). Alt boliim 4.2.2. de gradyent hemen hemen 71-RB solitonlar
calisildi ve bu tiir solitonlarin kompakt ve yonlendirilebilir olmasi durumunda Teorem
4224 ve Sonu¢ 4.2.2.5 te integral formiilleri insa edildi. Alt bolim 4.2.3., Teorem
4.2.3.2, Teorem 4.2.3.3, Teorem 4.2.3.4 ve Teorem 4.2.3.9 da gradyent hemen hemen 1-RB
solitonlarin literatiirde bilinen hemen hemen sifir izli, A-Ricci soliton, Einstein manifold,
S" standart kiiresi, H" hiperbolik uzay1 ve R” Oklidyen uzay1 gibi yapilara hangi sartlarda

altinda doniisiibilecegi ile ilgili geometrik kosullar verildi.
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Alt boliim 4.3. te Kenmotsu manifoldlar tizerinde 17-RB ve *-RB solitonlar ¢alisildi. Teorem
4.3.1 ve Teorem 4.3.2 de bir Kenmotsu manifoldu iizerindeki bir hemen hemen *-RB
solitonunun hemen hemen 1-RB ve Einstein manifold olmasi i¢in gerekli kosullar verilmistir
ve Teorem 4.3.5 te bu tip solitonun & potansiyel vektor alaninin solenoidal olmasi igin
gerek ve yeter kosullar verildi. Ayrica bu tip solitonlarin daralan, dengeli ve genisleyen
olmast i¢in kriterler Teorem 4.3.6 te verildi. Teorem 4.3.7 da bir Kenmotsu manifoldunun
hemen hemen 7-RB soliton yapisina haiz bir degismez altmanifoldun n-Einstein yapisina
haiz bir minimal altmanifold oldugu kanitlanmigstir. Teorem 4.3.10 da ise bir Kenmotsu
manifoldunun hemen hemen 1-RB soliton yapisina sahip bir degismez altmanifoldunun

daralan, dengeli ve genisleyen olmasi icin kosullar elde edildi.

Alt bolim 4.3.1. de bir Kenmotsu manifoldunun potansiyel vektor alam & (Ric)-vektor
alan1 olan hemen hemen 1-RB soliton yapisina haiz degismez altmanifoldlar: ele alind1 ve
caligildi. Teorem 4.3.1.1 de bu tiir altmanifoldlar Ricci tensoriiniin gergekledigi bir denklem
kurulmugtur. Son alt boliim ise Kenmotsu manifoldlarinin kuazi-umbilik hiperyiizeyleri ele
alind1 ve caligildi. Bu amagta Teorem 4.3.2.1 de potansiyel vektor alani bir & (Ric)-vektor
alaninin tegetsel bileseni olan bir hemen hemen 717-RB soliton yapisina haiz bir hiperyiizeyin
bir genellestirilmis kuazi-Einstein yapisina haiz oldugu ispatlanmistir. Teorem 4.3.2.2 de
ise bir genellestirilmis sozde kuazi-Einstein yapisina haiz oldugu ispatlanmistir. Kesitsel
egriligi sabit olan bir Kenmotsu manifoldundaki bir hiperyiizeyin potansiyel vektor alani
bir & (Ric)-vektor alammin tedetsel bileseni olan bir hemen hemen 71-RB soliton yapisina

izin vermesi i¢in bir gerek ve yeter kosul verilmistir.

Bu tezde calisilan degisik soliton tipleri ve altmanifold tiirleri literatiirde aktif calisagelmis
ve ¢alisilmaya devam etmektedir. Bu nedenle bu tez calismasinda ele alinan problemlerin
ve benzerlerinin cok cesitli alt siniflara haiz hemen hemen kontakt metrik yapilarin bir
cok alt smifina uygulanabilecegi ongoriilmekedir. Ayrica bu tezde ¢alisilan soliton yapilarin
potansiyel vektor alanlarinin daha farkli bir 6zel vektor alani se¢ilmesi durumunda 6rnegin
afin konformal vektor alan1 gibi benzer problemler ¢alisilabilir. Dolayisiyla bu tez ¢alismasi

daha sonra gelecek c¢alismalara yol gosterecek niteliktedir.
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