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ÖZET

DOKTORA TEZİ

HEMEM HEMEN η-RİCCİ-BOURGUİGNON SOLİTONLAR ÜZERİNE

Moctar TRAORE

İstanbul Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Hakan Mete TAŞTAN

Bu tez çalışmasının amacı, potansiyel vektör alanları bazı özel vektör alanları olan hemen
hemen η-Ricci-Bourguignon solitonlar incelenmiştir.

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde problemlerin genel değerlendirmesi ve
arka planı sunulmaktadır.

İkinci bölüm altı alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde, Riemann manifold tanımı,
Riemann manifold üzerinde bazı geometrik yapılar ve daha ilerideki çalışmalar için gerekli
olan sonuçlar verilmiştir. İkinci alt bölümde, özel vektör alanlarının ve kuazi-Einstein
manifold kavramının tanımları verilmiştir. Üçüncü alt bölümde, bu tezin ana konusu olan
hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonların tanımı verilmiştir, ayrıca ana sonuçlarımızı
elde etmemizi sağlayan bazı teoremler verilmiştir. Bu nedenle, dördüncü alt bölümde, Ricci
solitonların arasında bir ilişki vermemizi sağlayan ∗-Ricci soliton adlı başka bir Ricci soliton
türü verilmiştir. Beşinci alt bölümde Riemann manifoldların altmanifoldu kavramı temel
denklemleri verilmiştir. Altıncı alt bölümde kontakt metrik manifoldların ve Kenmotsu
manifoldlarının tanımları verilmiştir. Bu alt bölümde Kenmotsu manifoldların değişmeyen
altmanifoldun tanımını verilmiştir.

Üçüncü bölümde tez çalışmasının hazırlanmasında izlenen yöntemlerden ve kullanılan
araçlardan bahsedilmiştir.
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Dördüncü bölüm ise tez çalışmasının bulgularından oluşmaktadır. Bu bölüm tezin orijinal
kısmıdır, üç alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde ξ (Ric)-vektör alanın tanımı
ve temel özellikleri verilmiştir. Ayrıca potansiyel vektör alanı bir ξ (Ric)-vektör alanı
olan Ricci solitonlar çalışmıştır. Bölüm 4.2. de hemen hemen η-Ricci-Bourguignon
soliton yapısına sahip bir Riemann manifoldu incelenmiştir. Aşikâr (trivial) olmayan,
kompakt hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonun Öklid küresine izometrik olduğu
kanıtlanmıştır. Hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitondan elde edilen bazı sonuçlar
kullanarak kompakt ve yönlendirilebilir hemen hemen η-Ricci-Bourguignon soliton
için integral formülleri verilmiştir. Iyi tanımlanmış bir potansiyel f fonksiyonu ile,
bir hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonun bir gradyent hemen hemen sıfır
izli (traceless) (− 1

µu)-Ricci soliton olduğu kanıtlanmıştır. Ayrıca, sabit skaler eğriliğe
sahip bir Einstein manifoldunun iyi tanımlanmış f potansiyel fonksiyonuna sahip bir
uzay formuna izometrik olduğu gösterilmiştir. Bölüm 4.3. te ∗-Ricci-Bourguignon ve
hemen hemen η-Ricci-Bourguignon soliton yapısına izin veren Kenmotsu manifold ele
alındı. Bir Kenmotsu manifolduna izometrik olarak daldırılmış altmanifoldlar üzerindeki
potansiyel vektör alanı bir ξ (Ric)-vektör alanının teğetsel bileşeni olan hemen hemen
η-Ricci-Bourguignon solitonların bazı temel özellikler verilmiştir. Özellikle, ξ (Ric)-vektör
alanına izin veren bir Kenmotsu manifolduna izometrik olarak daldırılmış bir hiperyüzey
üzerindeki hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonun bir genelleştirilmiş kuazi-Einstein
manifoldu olduğu kanıtlanmıştır.

Beşinci bölümde, tez çalışmasının genel bir değerlendirmesi yapılmış ve çalışmanın
literatüre katkısından bahsedilmiştir. Ayrıca, bu çalışmadan hareketle hangi çalışmaların
yapılabileceği üzerinde durulmuştur.

Aralık 2023, 85 sayfa.

Anahtar kelimeler: ξ (Ric)-vektör alanı, harmonik vektör alanı, hemen hemen
η-Ricci-Bourguignon soliton, kuazi-Einsein manifold, konformal
vektör alanı, uzay formu, ∗-Ricci-Bourguignon soliton, Kenmotsu
manifold.
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SUMMARY

Ph.D. THESIS

ON ALMOST η-RICCI-BOURGUIGNON SOLITONS

Moctar TRAORE

İstanbul University

Institute of Graduate Studies in Science and Engineering

Mathematics Program

Supervisor: Prof. Dr. Hakan Mete TAŞTAN

The aim of this thesis is to examine the potential vector fields of some special vector fields
and almost η-Ricci-Bourguignon solitons.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter the general literacy evaluation of the
problems and their background are presented.

The second chapter has six subsections. In the first subsection, firstly we give the definitions
of the Riemannian manifold and some geometry structures on Riemannian manifold.
Important results which wıll be used for the further study of this thesis are given. Some
definitions of special vector fields and the notion of quasi-Einstein manifolds are given in
the second subsection. In the third subsection the definition of almost η-Ricci-Bourguignon
solitons is given which is the main topic of this thesis, we give also some important theorems
which allow us to obtain our main results. Therefore in the fourth subsection, we give another
type of Ricci solitons called ∗-Ricci solitons, which allow us to give a relation between Ricci
solitons. In the fifth subsection, the concept of submanifold of Riemannian manifolds is
given. In the sixth subsection the definitions of contact metric manifolds and Kenmotsu
manifolds are given. In this subsection, we give the definition of invariant submanifold in
Kenmotsu manifolds.

In the third chapter, tools and methods that are used through the thesis are mentioned.
x



The fourth chapter is the original part of the thesis. This chapter consists of three subsections
which give the originality of the topic. In the first subsection the notion of ξ (Ric)-Ricci
vector field and some proprieties are given. Therefore, Ricci solitons, whose potential
vector field is a ξ (Ric)-vector field are studied. Section 4.2., Riemannian manifold with
almost η-Ricci-Bourguignon soliton structure is investigated. Moreover, it is proved that a
nontrivial, compact η-Ricci-Bourguignon soliton of constant scalar curvature is isometric
to the Euclidean sphere. Using some results obtaining from almost η-Ricci Bourguignon
soliton, we give the integral formulas for compact orientable almost η-Ricci-Bourguignon
soliton. Further with a well defined potential function f , it is proved that a gradient almost
η-Ricci-Bourguignon soliton is gradient almost (− 1

µu)-traceless Ricci soliton. Moreover,
it is investigated that an Einstein manifold of constant scalar curvature is isometric to a
space form with a well defined potential function f . Section 4.3., Kenmotsu manifolds
endowed with ∗-Ricci-Bourguignon and almost η-Ricci-Bourguignon solitons is studied.
Some properties of an almost η-Ricci-Bourguignon solitons on submanifolds isometrically
immersed into a Kenmotsu manifold whose potential vector field is the tangential component
of a ξ (Ric)-vector field is proved. And it is proved that an almost η-Ricci-Bourguignon
soliton on a hypersurface isometrically immersed into a Kenmotsu manifold admitting
ξ (Ric)-vector field is generalized and pseudo generalized quasi-Einstein manifold.

In the fifth chapter, the study is reviewed. The contribution of thesis to the literature is
mentioned and what’s more, it is mentioned that this study will inspire to different research
topics.

December 2023, 85 pages.

Keywords: ξ (Ric)-vector field, harmonic vector field, almost η-Ricci-Bourguignon
soliton, quasi-Einstein manifold, conformal vector field, space form,
∗-Ricci-Bourguignon soliton, Kenmotsu manifold.
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1. GİRİŞ

Diferansiyel geometri, eğrilerin, yüzeylerin ve daha yüksek boyutlu diferansiyellenebilir

manifoldların geometrisini incelemektedir. Diferansiyel geometri ve integral hesabın, lineer

ve multilineer cebirlerin, topolojinin ve diferansiyel denklemlerin kavram ve tekniklerini

kullanmaktadır. Diferansiyel geometri aynı zamanda geometrik analiz olarak bilinen

diferansiyel denklemler teorisinin geometrik yönleriyle de yakından ilgilidir.

Bazı özel vektör alanlarının içinde bulunduğu uzayın geometrik yapısını doğrudan

etkilediği iyi bilinmektedir. Örneğin, jeodezik çemberler koruyan konformal dönüşümlerin

çalışılmasında ilk olarak ortaya çıkan eşdairesel vektör alanların [21], [68] içinde bulunduğu

n-boyutlu bir Riemann manifold yerel olarak I×( f (s))F çarpık çarpımı biçimindedir, burada,

F , bir (n−1)-boyutlu Riemann manifolddur ve I, R reel sayıların açık alt aralığıdır ve f , I

üzerinde sabit olmayan bir düzgün positive fonksiyondur [19].

Öte yandan, Killing vektör alanına sahip Riemann manifoldları birçok matematikçi

tarafından çalışılmıştır ([7], [12], [49], [65], [70]). Killing olmayan konformal vektör

alanları, kompakt Riemann manifoldları arasında küreleri karakterize etmede kullanılmıştır

([27], [26], [45], [59]-[62]).

D. Alekseevskii [3] te klasik bir sonucu olarak, bir Riemann manifoldunun konformal

otomorfizmalar grubu ya konformal olarak eşdeğer bir metriği sabitler ya da manifold

konformal olarak düzdür. Bu ispattaki bir boşluk J. Ferrand tarafından çözüldü [33]. Yani,

bir konformal manifold gerekli konformal vektör alanına sahip ise, bu durumda manifold

konformal olarak düzdür. Daha yakın bir zamanda, C. Frances bu sonucun yerel bir

versiyonunu sözde Riemannian manifoldu için kanıtladı ([31], [32], [48]). Konformal vektör

alanları, Killing vektör alanlarının genellemeleridir.

ξ (Ric)-vektör alanları ilk olarak [39] de tanımlandı ve bu çalışmada, bir ξ (Ric)-vektör

alanının boyu sabit kabul edildiğinde tanımlandığı manifoldunun sabit skaler eğriliğe sahip

olduğu kanıtlanmıştır. Bu vektör alanları daha spesifik geometrik yapılarda incelenmeye

devam ediyor. Örneğin, ([40], [45], [46], [47]) de içinde uyumlu düz ve alt projektif uzaylara

genişletildi.
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Öte yandan literatürden iyi bilindiği üzere, Einstein manifoldunun [12] bir çok

genelleştirilmişi mevcuttur. Örneği, ([16], [15], [24], [59], [10]).

Hamilton [38], 1982 de Ricci akışını şöyle tanımlanır: Bir (M,g0) Riemann manifoldu

üzerinde

∂

∂ t
g(t) = −2Ric(g(t))),

g(0) = g0

sağlanıyorsa Ric(g(t)) ye Ricci akış denir.

Ricci akışının kendi kendine benzer (self-similar) çözümlerine Ricci soliton adı verilir.

Ricci soliton kavramı tanımlandığı tarihten itibaren birçok matematikçi ve fizikçinin

ilgisini çekmiş ve bu konuda önemli sonuçlar elde edilmişir. Hamilton ve Ivey ([37],

[41]), 2 ve 3-boyutta, kapalı bir manifold üzerinde her daralan (shrinking) gradient Ricci

solitonun Einstein manifoldu olduğunu kanıtlamışlardır. Daha sonra Hamilton’un bu sonucu

genelleştirmek için ortaya attığı, kompakt pozitif eğrilikli, daralan gradient Ricci solitonun

Einstein olması gerektiği iddiası, [42] numaralı çalışmada kanıtlanmıştır. Bundan itibaren,

hangi koşullar altında Ricci solitonun Einstein manifolduna indirgeneceği (yani trivial

olacağı) problemi bir çok araştırmacının ilgisini çeken bir problem haline gelmiştir. Sonra

η-Ricci soliton ([11], [2], [5], [14]) gibi Ricci solitonları başka bir genelleştirmesi ortaya

çıktı ve halen çok genelleştirilme devam etmektedir.

1972 de K. Kenmotsu [44] te, Kenmotsu manifoldları olarak bilinen yeni bir hemen

hemen kontakt Riemann manifoldları sınıfı tanımladı. Günümüzde kadar yoğun bir biçimde

çalışılmaya devam etmektedir.

Yakın zamanlarda, Kaimakamis ve Panagiotidou [43] te ∗-Ricci solitonlar kavramını

karmaşık bir uzay formunun gerçek hiperyüzeyleri çerçevesinde tanımladı ve burada Ricci

tensörü yerine ona benzer bir tensör kullanarak ∗-Ricci tensörlü Ric∗. Ghosh ve Patra [35]

ilk olarak hemen hemen kontakt metrik manifoldları üzerinde ∗-Ricci solitons çalışmasını

üstlendiler. ∗-Ricci soliton kavramını ortaya çıkardılar. ∗-Ricci solitonlar [53] te, hemen

hemen Hermityen ve hemen hemen kontakt manifoldların alt sınıflarında aktif bir biçimde

çalışılmaya devam etmektedir.
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Bütün bu çalışmalardan esinlenerek, bu tezde η-Ricci-Bourguignon solitonlar çerçevesinde

Riemann manifoldları incelenmiştir. Manifoldların bazı özel vektör alanları ile donatıldığı

durumlar ele alınmıştır. Gradyent hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonlarının bir

uzay formuna izometrik olması için gerek ve yeter koşullar da incelenmiştir. Kenmotsu

manifolduna izometrik olarak daldırılmış değişmez altmanifoldları ve bu altmanifoldlar

üzerinde η-Ricci-Bourguignon ve ∗-Ricci-Bourguignon solitonlar çalışılmıştır.



4

2. GENEL KISIMLAR

Bu bölümde, tez boyunca gerekli olan temel tanımlar ve kavramlar ile bazı sonuçları

verilmiştir.

2.1. RİEMANN MANİFOLDLAR

Bu alt bölümde, Riemann manifoldları ile ilgili temel kavramlar verilmektedir.

Tanım 2.1.1 [25] F̃ bir C∞−manifold olsun. F̃ üzerinde g̃ ile gösterilen bilineer formu,

simetrik ve positif tanımlı (0,2)-tipinden bir tensör alanı olsun. Bu durumda (F̃ , g̃) ikilisine

bir Riemann manifold denir.

Uyarı 2.1.2 Bu tez boyunca aksi belirtilmedikçe manifold derken onun diferansiyellenebilir

C∞− olduğunu kabul edeceğiz.

Tanım 2.1.3 [25] (F̃ , g̃) bir Riemann manifold ve bu manifold üzerindeki lineer

konneksiyon ∇̃ olsun. Her L,S,V ∈ X(F̃) için

R :X(F̃)×X(F̃)×X(F̃)→ X(F̃)

R(L,S)V = ∇L∇SV −∇S∇LV −∇[L,S]V

ile tanımlı R tensör alanına ∇ koneksiyonunun eğrilik tensörü ya da (1,3)-tipinden bir tensör

alanıdır denir. Bazı durumlarda, R(L,S,V,Z) = g̃(R(L,S)V,Z) ile tanımlanan (0,4)-tipinden

tensör alanı ya da Riemann Christoffel eğrilik tensörü adı verilir.

Teorem 2.1.4 [60] Her L,S,V,Z ∈ X(F̃) için Riemann eğrilik tensörü aşağıdaki özellikleri

sağlar:

i) R(L,S)V =−R(S,L)V ,

i) R(L,S,V,Z) =−R(L,S,Z,V ) =−R(S,L,V,Z),
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ii) R(L,S,V,Z) = R(V,Z,L,S),

iv) R(L,S)V +R(S,V )L+R(V,L)S = 0 (Birinci Bianchi Özdeşliği),

v) (∇LR)(S,V )+(∇SR)(V,L)+(∇V R)(L,S) = 0 (Ikinci Bianchi Özdeşliği).

Tanım 2.1.5 [25] (F̃s, g̃) bir Riemann manifold ve bu manifold üzerinde lokal ortonormal

çatı alanı {e1, · · · ,es} olsun. Her L,S,V ∈ X(F̃) için,

Ric(L,S) = iz{V → R(V,L)S}

veya

Ric(L,S) =
s

∑
i=1

g̃(R(ei,L)S,ei) (2.1)

biçiminde tanımlanan (0,2)-tipindeki Ric tensör alanına, F̃ nin Ricci eğrilik tensörü denir.

Q, TpF̃ → TpF̃ , p ∈ F̃ nin simetrik endomorfizmiyse ve Ric(L,S) = g̃(QL,S) yazarsak, Q

(1,1)-Ricci tensörüdür, bazen Q ya Ricci-operatör denir.

Tanım 2.1.6 [18] (F̃s, g̃) Riemann manifoldunun, L ve S teğet vektörü tarafından belirlenen

γ düzlemsel kesitinin K(γ) ile gösterilen kesitsel eğriliği,

K(γ) =
R(L,S;L,S)

g̃(L,L)g(S,S)− g̃(L,S)2 (2.2)

ile tanımlanır ve bu değer {L,S} bazının seçiminden bağımsızdır. Eğer kesitsel eğrilik bütün

düzlem kesitleri için aynı c sabitine eşit ise F̃ manifolduna sabit eğrilikli uzay ya da reel

uzay form denir ve F̃(c) ile gösterilir.

Teorem 2.1.7 [18] (Schur 1886) F̃s, boyutlu (s > 2) olan Riemann manifold olsun. Eğer

K(γ) kesitsel eğriliği yalnızca P noktasına bağlı ise F̃ sabit eğriliği uzaydır.

Tanım 2.1.8 [60] (F̃s, g̃) bir Riemann manifold ve bu manifold üzerinde lokal ortonormal
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çatı alanı {e1, · · · ,es} olsun. F̃ manifoldunun skaler eğriliği

r =
s

∑
i=1

Ric(ei,ei) (2.3)

biçiminde tanımlanır.

Tanım 2.1.9 [60] (F̃s, g̃) bir Riemann manifold olsun. F̃ manifoldu üzerinde ξ vektör

alanının diverjansı

divξ = iz∇ξ =
s

∑
i=1

g̃(∇eiξ ,ei) (2.4)

olarak tanımlanır.

A, (1,r)-tipinde bir tensör alanı ise,

(divA)(ξ1, · · · ,ξr) =
s

∑
i=1

g̃
(
(∇eiA)(ξ1, · · · ,ξr),ei

)
(2.5)

biçiminde tanımlanan, (0,r)-tipinde bir tensör alanıdır.

Tanım 2.1.10 [60] (F̃ , g̃) bir Riemann manifold ve k ∈ C∞(F̃) keyfi bir fonksiyon olmak

üzere. Bu durumda k fonksiyonunun gradyenti ∇k,

g̃(∇k,ξ ) = d f (ξ ) = ξ (k) ∀ξ ∈ X(F̃) (2.6)

ile tanımlanır.

Tanım 2.1.11 [60] (F̃ , g̃) bir Riemann manifold ve k ∈ C∞(F̃) olsun. Bu durumda L,S ∈

X(F̃) için

∇2k(L,S) = (LS)k− (∇LS)k

= g̃(∇L∇k,S)
(2.7)

tensörüne k fonksiyonunun Hessiyan formu denir.
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Teorem 2.1.12 [60] (F̃ , g̃) bir Riemann manifold ve f ,k ∈C∞(F̃) olsun. Bu durumda

div(kX) = g(∇k,X)+ kdivX , ∀X ∈ X(F̃) (2.8)

∇( f k) = f ∇k+ k∇ f (2.9)

dır.

Tanım 2.1.13 [60] (F̃ , g̃) bir Riemann manifold ve k ∈ C∞(F̃) olsun. k fonksiyonunun

Laplasyanı ∆k,

∆k = div∇k (2.10)

şeklinde tanımlanır.

Uyarı 2.1.14 Bazı kaynaklarda ∆k =−div∇k olarak tanımlanmaktadır.

∀ k ∈C∞(F̃). Eğer ∆k = 0 ise k fonksiyonuna (F̃ , g̃) üzerinde harmoniktir denir.

Lemma 2.1.15 [25] (Bianchi özdeşliği) Ricci tensörü ve r skaler eğriliği için

divRic =
1
2

dr (2.11)

şeklinde tanımlanır.

Uyarı 2.1.16 [25] Ric Ricci tensörü, r skaler eğriliği, Q Ricci operatörü ve d türev

operatörü olmak üzere. Bu durumda

s

∑
i=1

(∇X Ric)(ei,ei) = dr(X) = ∇X r, (2.12)

divRic = divQX =
1
2

dr(X) (2.13)

denklemleri geçerlidir.
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Tanım 2.1.17 [25] F̃ bir C∞− manifold olsun. Eğer F̃ kümesinin her açık örtüsünün sonlu

bir altörtüsü var ise F̃ ye kompakt denir.

Tanım 2.1.18 [60] F̃ bir manifold olsun. {Uα ,ϕα} ve {Uβ ,ϕβ} komşulukları için Uα ∩

Uβ ̸= 0 ve ϕα ◦ϕ
−1
β

yönlendirmeyi koruyor ise F̃ manifoldu yönlendirilebilirdir denir.

Teorem 2.1.19 [25] (Stokes Teoremi) F̃ , kenarı olmayan sahip yönlendirilebilir s boyutlu

bir manifold ve ω , F̃ üzerinde kompakt bir şekilde desteklenen (s− 1) bir form olsun. Bu

durumda

∫
F̃

dω =
∫

∂ F̃
ω (2.14)

eşitliği gerçeklenir.

Lemma 2.1.20 [60] (Hopf Lemma) F̃ bağlantılı, kompakt Riemann manifoldu ve k ∈C∞(F̃)

için

∆k ≥ 0 veya ∆k ≤ 0 (2.15)

olsun. Bu durumda k sabittir.

Önerme 2.1.21 [69] F̃ bir manifold olsun. Bu durumda

∫
F̃

(
Ric(ξ ,ξ )+ |∇ξ |2

)
dV ≥ 0 ∀ξ ∈ X(F̃) (2.16)

geçerlidir. Burada dV , F̃ üzerindeki hacim elemanını göstermektedir. Bu eşitsizlik ancak ve

ancak ξ harmonik ise eşit olur.

Tanım 2.1.22 [36] K ve L topolojik uzayı ve t ile l, K ten L ye tanımlı sürekli fonksiyonlar

olsun. Eğer

D(x,0) = t(a) ve D(a,1) = l(a)

eşitliklerini sağlayan D : K × [0,1] → L sürekli fonksiyon varsa t, l ye homotopiktir denir.

Burada D fonksiyonu t ve l arasındaki bir homotopi denir.
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Tanım 2.1.23 [36] Bir M manifoldu üzerindeki i : M → M özdeşlik dönüşümü

null-homotopik ise, bu manifolda büzülebilir denir. Öte yanda eğer

D(x,0) = a ve D(a,1) = a0, a ∈ M

eşitliklerini sağlayan x0 ∈ M ve D : M× I → I varsa, M büzülebilir denir. D homotopisine M

uzayının daralması denir.

Lemma 2.1.24 [28] (Poincare Lemma) M büzülebilir dif bilir bir manifold olsun ve ω ,

dω = 0 ile M de dif bilir bir k-form olsun. Bu durumda ω kesindir, yani M de dα = ω

olacak şekilde bir (k−1)-form α vardır.

Teorem 2.1.25 [55] (Bochner, 1948) (F̃ , g̃) kompakt, yönlendirilebilir ve Ric ≥ 0 ise, bu

durumda her harmonik 1-form paraleldir.

Tanım 2.1.26 [69] F̃ bir Riemann manifold olsun. Eğer

Hk = {ω ∈ Λ
k(F̃) : ∆ω = 0} (2.17)

denklemi gerçeklenirse, Hk nin elemanlarına harmonik k-formları denir.

Teorem 2.1.27 [30] [64] (Hodge ayrıştırım Teoremi) F̃ kompakt sınırı olmayan yönlenmiş

bir Riemann manifoldu olsun. Her ω ∈ Λk(F̃) formu için

ω = dα +δβ + γ (2.18)

yazılabilecek şekilde α ∈ Λk−1(F̃), β ∈ Λk+1(F̃) ve γ ∈ Hk(F̃) formları vardır ve bu

gösterilim tektir. Dolaysıyla

Λ
k(F̃) = dΛ

k−1(F̃)⊕δΛ
k+1(F̃)⊕Hk(F̃)

yazabiliriz. Bu alt uzayların hepsi karşılıklı olarak ortogonaldır.

Bir ω nun p-formu aşağıdakileri sağlaması durumunda harmonik olduğu söylenir

dω = 0 ve δω = 0 (2.19)
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dır. Burada d, ω nin diferansiyeli ve δ , ω nin eşdiferansiyeli.

∆ω = (δd +dδ )ω (2.20)

alanırsa. Bu durumda

∆ω = 0, (2.21)

ω bir harmonic p-formdur. ω nin eşdiferansiyel δω si şu şekilde verilir:

δω =−∇iξ
i =−gi j

∇iξ j (2.22)

dır.

Bir ξ vektör alanı veya ω onun dual 1-form,

dω = 0, δω = 0 (2.23)

sağlıyorsa harmoniktir.

Teorem 2.1.28 [13] ξ , (F̃ , g̃) kompakt Riemannian manifold üzerinde keyfi bir vektör alanı

olsun. Bu durumda

∫
F̃

ξ · r dV = 0, (2.24)

burada r, g̃ metriğinin skaler eğriliğini gösterir.

Lemma 2.1.29 [6] ξ bir (F̃ , g̃) Riemann manifoldunda keyfi bir vektör alanı olmak üzere.

Bu durumda

div(Ric(φξ )) = φ(divRic)(ξ )+φ⟨∇ξ ,Ric⟩+Ric(∇φ ,ξ ) (2.25)

eşitliği gerçeklenir, burada φ , F̃ üzerinde keyfi bir fonksiyondur.
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2.2. BAZI ÖZEL VEKTÖR ALANLARI VE GEOMETRİ YAPILARI

Bu alt bölümde Riemann manifoldlar üzerinde bazı özel vektör alanlarını ve geometri

yapılarını kısaca tanımlanacaktır.

Tanım 2.2.1 [61, 67, 68] ξ bir (F̃ , g̃) Riemann manifoldu üzerinde bir vektör alanı olsun.

Eğer

∇Lξ = ϕL ∀ L ∈ X(F̃) (2.26)

denklemi sağlanıyorsa, ξ ye eşdairesel (concircular) denir. Burada ϕ düzgün bir

fonksiyondur. Ayrıca, ϕ = 0, ise ξ paralel vektör alanı denir.

Tanım 2.2.2 [27] ξ bir (F̃ , g̃) Riemann manifoldu üzerinde bir vektör alanı olsun. Eğer

£ξ g̃ = 2ψ g̃ (2.27)

eşitliği gerçeklenirse, ξ bir konformal vektör alanı olarak adlandırılır. Burada £ξ g̃, g̃ nin ξ

e göre bir Lie türevi ve ψ düzgün bir fonksiyondur.

Eğer ψ = 0 ise, ξ vekör alanan Killing vektör alanı adı verilir [7]. Bir Riemann

manifoldunda

(£ξ g̃)(L,S) = g̃(∇Lξ ,S)+ g̃(L,∇Sξ ) (2.28)

eşitiliği gerçeklenir.

Tanım 2.2.3 [39] ξ bir (F̃ , g̃) Riemann manifoldu üzerinde bir vektör alanı olsun. Eğer

∇Lξ = µQL ∀ L ∈ X(F̃) (2.29)

denklemi sağlanırsa, ξ ye ξ (Ric)-vektör alanı denir. Burada ∇, g̃ ye göre Levi-Civita

Koneksiyondur Q, F̃ nin Ricci tensörü Ric nin Ricci operatörüdür ve µ bir sabittir.
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Tanım 2.2.4 [8] (F̃s, g̃), (s ≥ 2) bir Riemann manifoldu olsun. Eğer F̃ nin Ricci eğrilik

tensörü

Ric = f g̃+hU ⊗U + kV ⊗V + t(U ⊗V +V ⊗U) (2.30)

denklemi sağlanırsa F̃ ye bir karışık genelleştirilmiş kuazı-Einstein manifoldu denir, burada

f , h, k ve t olan skaler fonksiyonlardır. Her ξ1,ξ2 birim ortogonal vektörler olmak üzere

g̃(ζ ,ξ1) =U(ζ ), g̃(ζ ,ξ2) =V (ζ ), g̃(ξ1,ξ1) = g̃(ξ2,ξ2) = 1ve g̃(ξ1,ξ2) = 0 ∀ζ (2.31)

koşulunu sağlayan U ve V , 1-formlar ve ξ1, ξ2 vektör alanları üretecileri olarak adlandırılır.

Özel olarak,

(1) Eğer, t = 0 ise (F̃s, g̃) ye bir genellestirilmiş kuazı-Einstein manifolda indirgenir [15].

(2) Eğer, h = t = 0 ya da k = t = 0 ise (F̃s, g̃) ye bir kuazı-Einstein manifolda indirgenir

[16].

(3) Eğer, h = k = t = 0 ise (F̃s, g̃) ye bir Einstein manifolda indirgenir [12].

Tanım 2.2.5 [57] (F̃s, g̃), (s ≥ 2) bir Riemann manifoldu olsun. Eğer F̃ nin Ricci eğrilik

tensörü

Ric = f g̃+hU ⊗U + kV ⊗V + tE (2.32)

denklemi sağlanırsa F̃ ye bir sözde genellestirilmiş kuazi Einstein manifoldu adı verilir.

Burada E, izli sıfır olan simetrik bir (0,2)-tipinden tensör alanıdır.

Özel olarak, eğer, h = 0 ya da k = 0 ise (F̃s, g̃) ye bir sözde kuazı-Einstein manifolda

indirgenir [50].

2.3. RİCCİ-BOURGUİGNON SOLİTONLAR

Bu alt bölümde, Ricci solitonlar kavramı ve sonraki çalışmalarda kullanılacak bazı teoremler

kısaca tanımlanacaktır.
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Tanım 2.3.1 [22] Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde RB solitonu

∂

∂ t
g̃(t) =−2(Ric−ρrg̃) (2.33)

şeklinde tanımlı RB akışının (flow) kendi kendine benzer çözümleridir, burada ρ ∈ R bir

sabittir.

Tanım 2.3.2 [29] Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu için

Ric+
1
2

£ξ g̃ = (λ +ρr)g̃ (2.34)

denklemi sağlanıyorsa, bu manifolda RB soliton denir. Eğer ρ = 0 ise durumunda

Ric+
1
2

£ξ g̃ = λ g̃ (2.35)

Ricci solitonu elde edilir [37].

Tanım 2.3.3 [58] Eğer bir ξ vektör alanı, λ ∈ R sabiti için η , g̃-dual 1-formu olmak üzere

Ric+
1
2

£ξ g̃ = (λ +ρr)g̃+µη ⊗η (2.36)

denklemi sağlanıyor ise, (F̃s, g̃) Riemann manifoldu η-RB soliton olarak adlandırılır.

λ negatif, sıfır ve pozitif ise sırasıyla genişleyen (expanding), dengeli (steady), veya daralan

(shrinking) soliton denir [23].

ξ vektör alanı diferansiyellenebilir bir k : F̃s →R fonksiyonunun gradyenti olduğunda, yani

ξ = ∇k ise F̃ manifoldu gradyent η-RB soliton olarak adlandırılır, bu durumda

Ric+∇
2k = (λ +ρr)g̃+µdk⊗dk (2.37)

denklemi sağlanır, burada ∇2k, k nin Hessianıdır. Böylece

(1− sρ)g̃(∇k,∇r)+ g̃(∇k,∇∆k) = sg̃(∇k,∇λ )+µ g̃(∇|∇k|2,∇k) (2.38)
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elde edilir. Eğer (2.36) denkleminde tanımlı olan λ , düzgün bir fonksiyon ise, (F̃s, g̃) bir

hemen hemen (almost) η-RB soliton olarak adlandırılır ve (F̃s, g̃,ξ ,λ ,µ) ile gösterilir.

Vektör alanı ξ aşikâr (trivial) kuasi-Einstein veya k potansiyel fonksiyonu sabit olduğunda,

η-RB solitonu Einstein manifoldu ya da aşikâr soliton olarak adlandırılır.

Tanım 2.3.4 [34] Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu için

Ric+
h
2

£ξ g̃ = (λ +ρr)g̃ (2.39)

denklemi sağlanıyorsa, bu manifolda hemen hemen h-RB soliton denir, burada λ ve h

düzgün fonksiyonlardır.

Ayrıca, ξ vektör alanı diferansiyellenebilir (düzgün) bir k fonksiyonunun gradyenti

olduğunda, yani ξ = ∇k ise F̃s manifoldu hemen hemen gradyent h-RB soliton denir, bu

durumda (2.39) denklemini

Ric+h∇
2k = (λ +ρr)g̃ (2.40)

gibi yazabiliriz. ρ parametresinin özel değerleri için, aşağıdaki tanımlara sahibiz.

(a) Eğer ρ = 1
2 ise, gradyent h-hemen hemen Einstein soliton,

(b) Eğer ρ = 1
s ise, gradyent h-hemen hemen sıfır izli Ricci soliton,

(c) Eğer ρ = 1
2(s−1) ise, gradyent h-hemen hemen Schouten solitond,

ve

(d) Eğer ρ = 0 ise gradyent h-hemen hemen Ricci soliton elde edilir.

Teorem 2.3.5 [63] F̃, (s ≥ 2) boyutlu bir Riemann manifoldu ve F̃s üzerinde Z özel bir

eşdairesel vektör alanı olsun. Eğer

∇
2Z = (−kZ +b)g̃ (2.41)

denklemi sağlanıyorsa, bu durumda F̃ manifoldu aşağıdaki manifoldlardan biridir:

i) k = 0 ama b ̸= 0 ise, bir Öklid uzayı,

ii) k =−c2 < 0 ise ve −c2 eğriliğine sahip bir hiperbolik uzay ve,
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iii) k = c2 > 0 ise, c2 eğrilikli küresel bir uzaydır, burada c pozitif bir sabittir.

Lemma 2.3.6 [69] F̃ manifoldu sahip ve ξ ∈ X(F̃) Killing olmayan (£ξ g̃ = 2ψ g̃, ψ ̸= 0)

olsun. Bu durumda

∆ψ =
r

s−1
ψ (r > 0), (2.42)

denklemi sağlanır. Sonuç olarak

∫
F̃

ψdV = 0 (2.43)

dır.

Teorem 2.3.7 [69] Eğer r = sabit skaler eğrilikli bir kompakt (F̃s, g̃) (s ≥ 2) Riemann

manifold, Killing olmayan bir konformal X vektör alanına haiz ise, bu durumda F̃ bir küreye

izometriktir.

Lemma 2.3.8 [54] Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldunda

div(£ξ g̃)(ξ ) =
1
2

∆|ξ |2 −|∇ξ |2 +Ric(ξ ,ξ )+∇ξ divξ , (2.44)

div∇
2k = Ric(∇k)+∇∆k (2.45)

ve

1
2

∆|∇k|2 = |∇2k|2 +Ric(∇k,∇k+ g̃(∇∆k,∇k) (2.46)

eşitlikleri sağlanır, burada ξ ∈ X(F̃) ve k düzgün bir fonksiyondur.

2.4. ∗-RİCCİ-BOURGUİGNON SOLİTONLAR

Bu alt bölümde, ∗-Ricci solitonlar kavramı tanımlanacaktır.

Tanım 2.4.1 [43] Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu için

Ric∗+
1
2

£ξ g̃ = λ g̃ (2.47)
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denklemini sağlanıyorsa, (F̃ , g̃,ξ ) ye ∗-Ricci soliton denir. Burada

Ric∗(L,S) = g̃(Q∗L,S) =
1
2

iz{ϕ ◦R(L,ϕS)}, (2.48)

L,S ∈ X(F̃) biçimindedir, Q∗, ∗-Ricci nin operatörü, ϕ bir (1,1) tensör alanı ve Ric∗,

(0,2)-tipinde tensörüdür.

Eğer Ric∗= λ g̃+µη⊗η ise ve λ , µ düzgün fonksiyonları (F̃ , g̃,ξ ), ∗-η-Einstein manifoldu

denir. Özel olarak µ = 0 ise, yani Ric∗ = λ g̃, ∗-Einstein denir.

Tanım 2.4.2 [43] Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu için

Ric∗+
1
2

£ξ g̃ = (λ +ρr∗)g̃ (2.49)

denklemi geçerliyse bu durumda (F̃ , g̃,ξ ) üçlüsüne hemen hemen ∗-RB soliton denir. Burada

λ düzgün bir fonksiyondur. Eğer λ sabitse ∗-Ricci-Bourguignon soliton olarak adlandırılır.

Tanım 2.4.3 [43] Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu için

Ric∗+
1
2

£ξ g̃ = (λ +ρr∗)g̃+µη ⊗η (2.50)

denklemi geçekleliyse, bu durumda F̃s manifoldu hemen hemen ∗-η-RB soliton denir.

Burada λ ve ρ düzgün fonksyionlardır. Eğer ρ = 0 ise, F̃ manifoldu hemen hemen ∗-η-Ricci

soliton denir.

2.5. RİEMANN ALTMANİFOLDLARIN ALTMANİFOLDLARI

Bu alt bölümde, Riemann altmanifoldların tanımı verilecektir.

F̃ , bir (K̂, ĝ) Riemann manifoldu içine izometrik olarak gömülmüş bir Riemann manifold

olsun ve ∇̂, K̂ nin g̃ metriği ile Levi-Civita koneksiyonunu olsun. Aynı zamanda ∇̃ ve ∇̃⊥

ise sırası ile F̃ üzerine indirgenmiş ve indirgenmiş normal koneksiyonu olsun. Bu durumda

Gauss ve Weingarten formülleri [66]

∇̂ζ L = ∇̃ζ L+h(ζ ,L) ve ∇̂ζ S =−ASξ + ∇̃⊥
ζ

S (2.51)
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ile verilir. burada ζ ,L ∈X(F̃) ve S ∈X(F̃⊥). Öte yanda h, F̃ nin ikinci temel formu ve AS, S

ile ilgili Weingarten endomorfizmidir. İkinci temel form h ve şekil operatörü A

ĝ(h(ζ ,L),S) = g̃(ASζ ,L) (2.52)

denklemi ile bağlantılıdır.

TpF̃ , p∈ F̃ teğet uzayının bir {e1, · · · ,es} ortonormal çatısı için, F̃ Riemann altmanifoldunun

ortalama eğrilik vektör alanı H =
1
s

s

∑
i=1

h(ei,ei) ile tanımlıdır, burada Boy(F̃) = s. Eğer F̃

manifoldunun ikinci temel formu h = 0 ise F̃ manifolduna K̂ içinde tümel jeodezik denir.

Eğer ortalama eğrilik vektör alanı H = 0 ise F̃ manifolduna minimal denir. Eğer h(ζ ,L) =

g(ζ ,L)H ∀ ζ ,L ∈ X(F̃)) ise F̃ manifolduna tümel umbilik denir [60].

Eğer K̂, sabit c kesit eğrilikli uzay form ∀ζ ,L,V,U ∈ X(F̃) için Gauss denklemi

R̂(ζ ,L,V,U) = R̃(ζ ,L,V,U)+ g̃(h(ζ ,U),h(L,V ))− g̃(h(ζ ,V ),h(L,U))

= c[g̃(L,V )g̃(ζ ,U)− g̃(ζ ,V )g̃(L,U)]+ g̃(h(ζ ,U),h(L,V ))

−g̃(h(ζ ,V ),h(L,U))

(2.53)

olarak elde edilir. {e1, · · · ,es} altmanifoldun ortonormal çatısı olmak üzere

Ric(ζ ,L) = c(s−1)g(ζ ,L)+ iz(h)(h)(ζ ,L)−h2(ζ ,L) (2.54)

elde edilir.

Tanım 2.5.1 [20] Bir K̂ Riemann manifoldundaki bir (F̃ , g̃) altmanifoldunun A şekil

operatörü Aξ = β I koşulunu sağlıyorsa bu F̃ altmanifolduna (ξ normal vektör alanına göre)

Aξ -umbilik denir, burada β , F̃ üzerinde bir fonksiyondur.

Tanım 2.5.2 [18] (F̃s, g̃) bir (K̂, ĝ), (s ≥ 3) Riemann manifoldu bir hiperyüzey olsun. Eğer,

F̃ nin ikinci temel tensör alanı h

hξ = α g̃+βω ⊗ω (2.55)

denklemini sağlarsa, F̃ ye bir kuazi-umbilik altmanifold denir, burada ξ , ω ve α , β sırasıyla
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F̃ üzerinde birim normal vektör alanı, 1-form ve düzgün fonksiyonlardır. Eğer

hξ = α g̃+βω ⊗ω +E (2.56)

denklemini sağlarsa, F̃ ye bir sözde kuazi-umbilik altmanifold denir [50], burada E, izi sıfır

olan simetrik bir (0,2)-tipinde tensör alanıdır. Bu durumda E = 0 olursa F̃ bir kuazi-umbilik

altmanifold indirgenir.

K̂ Riemann manifoldundaki herhangi bir F̃ hiperyüzeyi için

ḡ(h(ζ ,L),ξ⊥) = hξ (ζ ,L)g(N,ξ⊥) (2.57)

denklemi gerçeklidir [9]. Burada N, F̃ üzerinde birim normal vektör alanı ve h ikinci temel

tensör alanıdır.

2.6. KENMOTSU MANİFOLDLAR

Bu alt bölümde, Kenmotsu manifoldları ve sonraki çalışmalarda kullanılacak bazı teoremler

verilecektir.

Tanım 2.6.1 [17] K̂2s+1 bir diferensiyellenebilir manifoldu ve K̂ üzerinde θ , ζ ve η sırasıyla

(1,1), (1,0) ve (0,1)-tipenden tensör alanları olsun. (θ ,ζ ,η) üçlüsü keyfi L ∈ X(K̂) için

θ
2L =−L+η(L)ζ , η(ζ ) = 1, (2.58)

θζ = 0, η(θL) = 0 (2.59)

koşullarını sağlıyorsa, bu üçlüye hemen hemen kontakt yapı adı verilir.

Tanım 2.6.2 [17] (K̂2s+1, ĝ) Riemann manifold üzerinde bir (θ ,ζ ,η) hemen hemen kontakt

yapı olsun. ∀ L,Z ∈ X(K̂) için

ĝ(θL,θZ) = ĝ(L,Z)−η(L)η(Z), (2.60)
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ĝ(ζ ,ζ ) = 1, η(L) = ĝ(L,ζ ) (2.61)

eşitlikleri gerçeklenirse, (θ ,ζ ,η , ĝ) yapısına hemen hemen kontakt metrik yapı adı verilir

ve bu yapıda

dη(L,Z) = ĝ(L,θZ) (2.62)

koşullunu sağlıyorsa, bu yapıya kontak metrik yapı denir. Bir Riemann manifold, kontakt

metrik yapı ile donatlmış ise manifolda kontak manifold denir. ξ ye vektör alanında

karakteristik ya da Reeb vektör alanı denir.

Tanım 2.6.3 [17] Bir (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) hemen hemen kontakt metrik manifold için, eğer ξ

bir Killing vektör alanı ise, K̂2s+1 K-kontakt manifold denir.

Tanım 2.6.4 [44] Bir (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) hemen hemen kontakt metrik manifold için

(∇̂Lθ)Z =−η(Z)θ(L)+ ĝ(θL,Z)ζ (2.63)

eşitliği sağlanıyorsa, bu manifolda Kenmotsu manifold denir, burada ∇̂, ĝ üzerinde

Levi-Civita koneksiyondur.

Yukardaki denklemden

∇̂Lζ = L−η(L)ζ (2.64)

elde edilir.

Örnek. Kenmotsu manifoldların en bilinen örneği H(−1) hiperbolik uzayıdır.

Bir (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) Kenmotsu manifoldunda [4]

R̂(L,Z)ξ = η(L)Z −η(L)Z, (2.65)

R̂ic(L,ζ ) =−2sη(L), (2.66)

R̂(L,ζ )Z = ĝ(L,Z)ζ −η(Z)ζ , (2.67)
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R̂(ζ ,L)Z = η(Z)ζ − ĝ(L,Z)ζ , (2.68)

R̂ic(ζ ,ζ ) =−2s (2.69)

eşitlikleri sağlanır, burada L,Z ∈ X(K̂).

Şimdi, bir Kenmotsu manifoldu üzerindeki ∗-Ricci tensörünün ifadesini hatırlayalım.

Lemma 2.6.5 [52] Bir (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) Kenmotsu manifoldu üzerinde

R̂ic∗ = R̂ic+(2s−1)ĝ+η ⊗η (2.70)

denklemi ile verilir.

Tanım 2.6.6 Kenmotsu manifoldunun Ricci eğriliği

R̂ic = α ĝ+βη ⊗η (2.71)

biçiminde tanımlanan, η-Einstein manifold denir.

Aslında, bu kavram Tanım 2.2.4 de bahsettiğimiz kuazi-Einstein kavramının bir özel

biçimindir.

Bir Kenmotsu manifoldu (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) nin bir F̃ altmanifoldu, eğer yapı vektör alanı

ξ her yerde F̃ ye teğet ve θ(T F̃) ⊂ (T F̃) ise, K̂2s+1 nin değişmez altmanifoldu olarak

adlandırılır. Bir Kenmotsu manifoldunun değişmez bir altmanifoldunda, F̃ , L ∈ X(F̃) için

h(L,ζ ) = 0. Daha fazla ayrıntı için (bkz. [51]).

Lemma 2.6.7 [51] F̃ manifoldu bir Kenmotsu manifoldunun bir değişmez altmanifoldu

olsun. Bu durumda herhangi bir ζ ,L ∈ X(F̃)

∇̃Lζ = L−η(L)ζ , (2.72)

h(ζ ,L) = 0, (2.73)

denklemleri gerçeklenir.
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Teorem 2.6.8 [51] F̃ manifoldu bir Kenmotsu manifoldunun bir değişmez altmanifoldu

olsun. Bu durumda F̃ manifodu Kenmotsu manifoldtur.
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3. MALZEME VE YÖNTEM

Tezin özünü oluşturan bir Riemann manifold üzerinde η-Ricci-Bourguignon solitonlarının

varlığı incelenmiştir. Ayrıca potansiyel vektör alanı ξ (Ric)-vektör alanı olan

∗-Ricci-Bourguignon solitonlar ve Kenmostu manifoldlar incelenmiştir. Bu kavramların

tarih içindeki oluşum süreci hakkında genel bilgiler verilmiştir. Bulgular için diferansiyel

geometrideki temel tanımlardan, teoremlerden ve Kenmotsu manifold teorisindeki temel

denklemler ve sonuçlardan yararlanılmıştır. Bulgular için temel tanımlar, diferansiyel

geometri teoremleri ve Riemman manifoldlarındaki temel denklemler ve sonuçlar kullanılır.

Ayrıca bu çalışma yapılırken diferansiyel geometrinin dalı olan manifoldlar ve

Ricci-solitonlar teorisi ile ilgili kitap ve makaleler kütüphane ve web üzerinden taranmıştır.

Bir η-Ricci-Bourguignon solitonlar, ∗-Ricci-Bourguignon solitonlar, Kenmotsu manifoldlar

ve ξ (Ric)-vektör alanlar ile ilgili sonuçlar elde etmek için bu konu ile ilgili makaleler

kronolojik olarak incelenmiştir. Tezin belgelenmesinde latex programı kullanılmıştır.
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4. BULGULAR

4.1. ξ (Ric)-VEKTÖR ALANI VE RİCCİ SOLİTONLAR

Bu alt bölümde, bir ξ (Ric)-vektör alanına izin veren Riemann manifoldlar çalışacaktır.

4.1.1. Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde ξ (Ric)-vektör alanları

ξ bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde bir ξ (Ric)-vektör alanı olsun. O zaman ∀ L,S ∈

X(F̃), (2.29) denklemi nedeniyle

g̃(∇Lξ ,S) = µRic(L,S) (4.1)

denklemi sağlanır. Buradan da

(£ξ g̃)(L,S) = 2µRic(L,S) (4.2)

elde edilir. Böylece (4.2) denkleminden aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.1.1.1 ξ bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde µ ̸= 0 olan bir ξ (Ric)-vektör

alanı olsun. Bu durumda

(i) ξ Killing ancak ve ancak F̃s Ricci-flat,

(ii) ξ konformal ancak ve ancak F̃s, (s > 2) Einstein manifold.

Teorem 4.1.1.2 Bir Riemann manifoldu üzerindeki herhangi bir ξ (Ric)-vektör alanı daima

kapalıdır.

İspat. ξ bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde bir ξ (Ric)-vektör alanı olsun. Bu durumda,

herhangi ∀ L,S ∈ X(F̃), iyi bilinen Koszul formülünden

2g̃(∇Lξ ,S) = 2dξ
#(L,S)+ g̃(∇Sξ ,L)+ g̃(∇Lξ ,S)
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elde ederiz, burada ξ #, ξ nin g̃-dual 1-formudur. (4.1) denklemi ve Ric tensörünün simetrisini

kullanarak,

dξ
#(L,S) = 0

elde ederiz. L ve S keyfi olduğundan, ξ # kapalıdır, dolaysıyla ξ kapalıdır. □

Lemma 4.1.1.3 ψ bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldunda düzgün bir fonksiyon olsun. Bu

durumda, ψ nin ∇ψ gradyentinin bir ∇ψ(Ric)-vektör alanı olması için gerek ve yeter koşul

∇
2
ψ(V,W ) = µRic(V,W ) ∀ V,W ∈ X(F̃) (4.3)

denklemini sağlamasıdır.

İspat. ψ ∈ C∞(F̃). ψ nin Hessiyeninin (4.3) denklemini sağladığını varsayalım. O halde,

∀V,W ∈ X(F̃) için

Ric(µV,W ) = g̃(µQV,W ) = ∇
2
ψ(V,W ) = g̃(∇V ∇ψW )

elde edilir. Buradan ∇V ∇ψ = µQV çıkar. Bu ise ∇ψ nin bir ∇ψ(Ric)-vektör alanı olduğunu

söyler. Öte yanda ∇2ψ(V,W ) = µRic(V,W ) varsaylım, g̃(∇V ∇ψ,W ) = µRic(V,W ) elde

edilir. Böylece ispat tamanlamış olur. □

Şimdi, ξ bir ξ (Ric)-vektör alanı olsun L ve S, (F̃s, g̃) üzerinde keyfi vektör alanları olsun.

(2.29) denklemi ile

R(L,S)ξ = µ

(
(∇LQ)S)− (∇SQ)L

)
(4.4)

elde edilir. Burada R, F̃s nin eğrilik tensörüdür. Buradan ∀ ζ ∈ X(F̃s) için

g̃(R(L,S)ξ , ζ ) = µ

{
(∇LRic)(S,ζ )− (∇SRic)(L,ζ )

}
(4.5)

elde edilir. (4.5) denkleminde S = ζ = ei koyarsak ve i üzerinden toplarsak
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s

∑
i=1

g̃(R(L,ei)ξ , ei) = µ

{ s

∑
i=1

(∇LRic)(ei,ei)−
s

∑
i=1

(∇eiRic)(L,ei)

}
(4.6)

elde edilir. Burada

s

∑
i=1

g̃(R(L,ei)ξ , ei) =−
s

∑
i=1

g̃
(

R(L,ei)ei, ξ

)
=−g̃(Q(L), ξ )

ve

s

∑
i=1

(∇eiRic)(L,ei) =
s

∑
i=1

g̃
(
(∇eiQ)L, ei

)
= divQ(L)

dır.

Uyarı 2.1.16 ve (4.6) denkleminden
s

∑
i=1

(∇LRic)(ei,ei) = L[r] ve divQ(L) = 1
2L[r],

g̃(Q(L), ξ ) =−µ

2
L[r] (4.7)

elde edilir. Burada r, (F̃s, g̃) nin skaler eğriliğidir ve div, ∇ ya göre diverjans operatörüdür.

Şimdi, k = 1
2 g̃(ξ ,ξ ) tarafından tanımlanan k fonksiyonunu ele alalım. Bu durumda F̃s

üzerinde her L vektör alanı için

g̃(∇k,L) = L[k] = g̃(∇Lξ ,ξ ) (4.8)

elde edilir. Böylece (4.8) denkleminden, (2.29) ve (4.7) kullanarak,

g̃(∇k,L) =−µ2

2
g̃(∇r,L) (4.9)

denklemine ulaşılır. Böylece, aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.1.1.4 ξ , (F̃s, g̃) üzerindeki bir ξ (Ric)-vektör alanı ve r, (F̃s, g̃) nin skaler eğriliği

olsun. Bu durumda

∇k =−µ2

2
∇r
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denklemi gerçeklenir.

Böylece hem Teorem 2.1 [39] hem de Teorem 2.3 [46], bizim Teorem 4.1.1.4 ün sonucu

olarak çıkar. Şimdi bunu ifade edelim.

Teorem 4.1.1.5 ξ bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde µ ̸= 0 olan bir ξ (Ric)-vektör

alanı olsun. Bu durumda, ||ξ ||= sabit ancak ve ancak r = sabit.

Şimdi, (4.8) denkleminden, (F̃s, g̃) üzerinde her L vektör alanı için

g̃(∇k,L) = µ g̃(QL,ξ ) = g̃(µQξ ,L) = g̃(∇ξ ξ ,L)

elde ederiz. Buradan

∇k = ∇ξ ξ (4.10)

çıkar. Bu durumda, (4.10) denklemi ve Teorem 4.1.1.4 ten aşağıdaki sonucu bulunuz.

Teorem 4.1.1.6 ξ bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde bir ξ (Ric)-vektör alanı olsun. O

halde ξ bir jeodezik bir vektör alanıdır ancak ve ancak (F̃s, g̃) nin r skaler eğriliği sabit.

Uyarı 4.1.1.7 Bir ξ vektör alanı

∇ξ ξ = 0 (4.11)

denklemi sağlanıyorsa, bu durumda ξ bir jeodezik vektör alanı denir.

ξ bir (F̃s, g̃) Riemannain manifoldu üzerinde bir ξ (Ric)-vektör alanı olsun. Bu durumda

(2.29) denklemi kullanarak

divξ = µr (4.12)

elde ederiz.
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Şimdi (F̃s, g̃) nin kompakt ve yönlendirilebilir olduğunu ve skaler eğriliğinin r ≥ 0 veya

r ≤ 0 olduğunu varsayalım. (4.12) denkleminin F̃s üzerinde integral alırsak r = 0 elde ederiz.

Böylece, aşağıdaki sonucu elde edilir.

Teorem 4.1.1.8 ξ , kompakt ve yönlendirilebilir bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde

µ = sabit ̸= 0 olan bir ξ (Ric)-vektör alanı olsun. Bu durumda F̃s nin r skaler eğriliği ne

kesinlikle pozitif ne de kesinlikle negatiftir.

Teorem 4.1.1.9 Harmonik ξ (Ric)-vektör alanına sahip bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu

skaler eğriliği sıfırdır. Bunun tersi de doğrudur.

İspat. ξ bir (F̃s, g̃) üzerinde harmonik bir ξ (Ric)-vektör alanı olsun. Bu durumda

dξ
# = 0 and δξ

# = 0 (4.13)

elde ederiz, burada d ve δ , sırasıyla F̃s üzerindeki diferansiyel ve eşdiferansiyel

operatörlerdir. Öte yandan, (2.22) denkleminden

δξ
# =−divξ

olduğunu biliyoruz. Bu durumda, (4.13) denkleminden

divξ = 0 (4.14)

sonucunun çıkarırız. Böylece gerekli koşul hemen (4.12) denkleminden gelir. Tersi sadece

bir doğrulamadır. □

Kompakt ve yönlendirilebilir durum için aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.1.1.10 (F̃s, g̃) kompakt, yönlendirilebilir bir Riemann manifoldu olsun. Bu

durumda manifold üzerinde µ ̸= 0 olacak biçimde paralel olandan başka bir harmonik

ξ (Ric)-vektör alanı yoktur.

İspat. ξ , kompakt ve yönlendirilebilir bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde µ ̸= 0 ile
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harmonik bir ξ (Ric)-vektör alanı olsun. O zaman Teorem 2.1.21 den

∫
F̃s

(
Ric(ξ ,ξ )+ |∇ξ |2

)
dV = 0 (4.15)

elde edilir. Öte yandan, (4.1) ve (4.10) denklemleri kullanarak, 4.1.1.4 ve 4.1.1.9

Teoremlerinden

Ric(ξ ,ξ ) = 0 (4.16)

buluruz. Denklem (4.15) ve denklem (4.16) kullanarak ∇ξ = 0 buluruz. Bu işe ξ nin paralel

olduğu anlamına gelir. □

4.1.2. Potansiyel vektör alanı ξ (Ric) olan Ricci solitonlar

Teorem 4.1.2.1 (F̃s, g̃,ξ ,λ ) potansiyel vektör alanı ξ bir ξ (Ric)-vektör alanı olacak şekilde

büzülebilir bir Ricci soliton olsun. Bu durumda, bu soliton gradyenttir. Böylece, çözüm ya

dengeli ya da Einsteinyen ve yerel çarpım J×κ(s)N dir, burada κ(s), J üzerinde sıfır olmayan

bir fonksiyondur ve N, (s − 1)-boyutlu bir Riemann manifoldudur, burada J, reel eksen

üzerinde bir açık aralıktır.

İspat. (F̃s, g̃,ξ ,λ ) bir büzülebilir Ricci soliton olsun, öyle potansiyel vektör alanı ξ bir

ξ (Ric)-vektör alanı olsun. Teorem 4.1.1.2’den ξ potansiyel vektör alanının kapalı olduğunu

biliyoruz, dolayısıyla g̃-dual 1-form ξ # kapalıdır ve iyi bilinen Poincaré Lemma 2.1.24

nedeniyle, ξ # büzülebilir bir manifold üzerinde tanımlandığından de tam. ξ # = dψ , yerine

olarak yazalım, burada ψ ∈ C∞(F̃s). Dolayısıyla, ξ = ∇ψ olur. Böylece, Ricci soliton

gradyenttir ve (2.35) şu hale gelir:

∇
2
ψ +Ric = λ g̃ (4.17)

dır. Burada ∇2ψ , ψ nin Hessiyan tensörüdür. ξ = ∇ψ aynı zamanda bir ξ (Ric)-vektör alanı

olduğundan Lemma 4.1.1.3 i kullanarak

∇
2
ψ = µRic (4.18)

elde ederiz. Burada µ =−1 ise, Ricci soliton açıkça dengelidir. µ ̸=−1 ise, (4.17) ve (4.18)
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denlemlerinden

Ric =
λ

1+µ
g̃ (4.19)

çıkar. Yani (F̃s, g̃) Einsteindir. Ayrıca, (2.35) ve (4.18) denklemlerinden

∇
2
ψ = λ (

µ

1+µ
)g̃

çıkararız. Dolayısıyla, Önerme 4.1 [21] den, ξ = ∇ψ bir eşdairesel vektör alanı olur. Geri

kalan iddia Teorem 3.11 [21] den çıkar. □

Teorem 4.1.2.2 (F̃s, g̃,ξ ,λ ) kompakt, yönlendirilebilir ve sınırı olmayan bir Ricci soliton

olsun. Potansiyel vektör alanı ξ bir ξ (Ric)-vektör ise, bu durumda ξ harmoniktir.

İspat. ξ nin bir ξ (Ric)-vektör alanı olduğundan Teorem 4.1.1.2 den ξ nin kapalı olduğunu

biliyoruz. Hodge-de Rham ayrıştırma Teorem 2.1.27 kullanarak

ξ = ∇σ +Z (4.20)

elde edilir. Burada σ , F̃s üzerinde düzgün bir fonksiyondur ve Z, F̃s üzerinde bir harmonik

vektör alanıdır. (2.35) denklemi kullanarak

1
2

£Z g̃(L,S)+Ric(L,S) = λ g̃(L,S)−∇
2
σ(L,S) (4.21)

elde edilir. Öte yandan, (4.19) denkleminde (4.21) denklemi kullanarak

1
2

£Z g̃(L,S)− λ µ

1+µ
g̃(L,S)+∇

2
σ(L,S) = 0 (4.22)

elde edilir. (4.22) denkleminin izini alarak

divZ − λ µ

1+µ
s+∆σ (4.23)

elde edilir. Burada divZ = 0, çünkü Z harmoniktir. Böylece,

∆σ =
λ µ

1+µ
s (4.24)
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elde edilir. Burada λ , µ ve s sabit olduğundan, ∆σ ≥ 0 veya ∆σ ≤ 0. Hopf’un

Lemmasına göre Lemma 2.1.20 σ nin sabit olduğunu buluruz. Böylece sonuç hemen (4.21)

denkleminden gelir. □

Böylece, 4.1.1.9 ve 4.1.2.2 Teoremleri ile aşağıdaki teorem elde ederiz.

Sonuç 4.1.2.3 ξ bir (F̃s, g̃,ξ ,λ ) kompakt, yönlendirilebilir ve sınırı olmayan Ricci soliton

üzerinde bir ξ (Ric) potansiyel vektör alanı olsun. Bu durumda, (F̃s, g̃,ξ ,λ ) dengelidir

(steady).

4.2. η-RİCCİ-BOURGUİGNON SOLİTONLAR

Bu alt bölümde bir η-RB ve hemen hemen η-RB solitonlar yapısı incelecektir.

4.2.1. η-Ricci-Bourguignon ve hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonlar

Hodge-de Rham ayrıştırma teoremini kullanarak Teorem 2.1.27, ξ vektör alanını bir

kompakt, yönlendirebilir Riemann manifoldu üzerinde, bir k fonksiyonunun gradyenti ve

diverjans sıfır olan bir Z vektör alanının toplamı olarak ayrıştırabiliriz, yani

ξ = ∇k+Z, (4.25)

burada divZ = 0. Notasyon kolaylığı için k ya Hodge-de Rham potansiyeli diyelim.

Teorem 4.2.1.1 (F̃s, g̃,ξ ,µ,λ ) bir kompakt hemen hemen η-RB soliton olsun. F̃s, aynı

zamanda f potansiyel fonksiyonuna sahip bir gradyent hemen hemen η-RB soliton ise, bu

durumda Hodge-de Rham potansiyeli k ile uyumludur.

İspat. (F̃s, g̃,ξ ,µ,λ ) hemen hemen η-RB solitonu için, 2.36 denkleminden izi alırsak

(1− sρ)r+divξ = sλ +µ|ζ |2 (4.26)

elde edilir, ζ , η nin dual vektör alanıdır. 4.25 denkleminden diverjansı alırsak divξ = ∆k
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elde ederiz ve ζ = ∇ f varsaylım. Buradan

(1− sρ)r+∆k = sλ +µ|∇ f |2 (4.27)

elde edilir. (F̃s, g̃,ξ ,µ,λ ) aynı zamanda kompakt gradyent hemen hemen η-RB soliton

olduğundan, bu durumda (2.37) denkleminden

(1− sρ)r+∆ f = sλ +µ|∇ f |2 (4.28)

sonucunu elde ederiz. (4.27) ve (4.28) denklemlerini birbirinden çıkararak, ∆( f − h) = 0

sonucunu buluruz. Hopf Lemma 2.1.20 kullanarak f = k+ c sonucuna ulaşırız, dolayısıyla

ispat tamamlanır. □

Bir (F̃s, g̃) Riemann manifoldu üzerinde tanımlı u = e−µk fonksiyonunu düşünürsek, bu

durumda ∇u =−µe−µk∇k eşitliğini ulaşabiliriz. O halde,

∇
2k−µdk⊗dk =−∇2u

µu
(4.29)

elde edilir. Öte yandan (2.37) denklemi kullanılarak

Ric− ∇2u
µu

= λ g̃+ρrg̃ (4.30)

ve

∆u
uµ

=

(
(1− sρ)r− sλ

)
(4.31)

sonucuna ulaşılır.

1
2£∇ug̃ = ψ g̃ olacak şekilde düzgün bir ψ : F̃ → R fonksiyonu varsa, (F̃ , g̃) Riemann

manifoldu üzerindeki bir ∇u vektör alanı bir konformal vektör alanı olarak adlandırılır.

ψ ̸= 0 ise ∇u konformal vektör alanı aşikâr değildir. ∇u konformal vektör alanının aşikâr

olmadığını varsayalım. Bu durumda
1
2

£∇ug̃ = ∇
2u =

∆u
s

g̃ elde edilir. (4.31) denklemi (4.30)

denkleminde yerine konulursa,

Ric =
r
s

g̃ (4.32)
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elde edilir, burada r sabit bir skaler eğriliktir. Böylece aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.2.1.2 (F̃ , g̃,ξ ,λ ,µ) bir Einstein manifold olması için gerek ve yeter koşul ξ = ∇u

bir konformal vektör alanı olmasıdır.

∇u nun aşikâr olmayan konformal vektör alanı olduğunu varsayalım, yani 1
2£∇ug̃ = ψ g̃, bu

durumda (4.30) denklemi

Ric = (λ +ρr+
ψ

µu
)g̃ (4.33)

haline gelir. (4.33) denkleminin izi ve sonra da kovaryant türevi alınırsa

(1− sρ)∇r = s∇(λ +
ψ

µu
) (4.34)

elde edilir. Şimdi, (4.33) denklemin diverjansı alınırsa ve dr = 2divRic gerçeği kullanılırsa

(
1
2
−ρ)∇r = ∇(λ +

ψ

µu
) (4.35)

bulunur. Böylece (4.34) ve (4.35) denklemlerinden

(1− sρ)∇r = s(
1
2
−ρ)∇r (4.36)

ifade edilir. Bu r ve λ + ψ

µu nun sabit olduğu anlamına gelir.

Sonraki teorem, ξ bir konformal vektör alanı olduğunda gradyent η-RB soliton için bir

karakterizasyon verir ve Ricci soliton için bir genelleştirmesidir.

Teorem 4.2.1.3 (F̃s, g̃,ξ ,λ ,µ), (s ≥ 3) bir gradyent η-RB soliton olsun ve ξ = ∇u bir

konformal vektör alanı olsun. Bu durumda aşağıdaki koşullar sağlanır:

1. F̃ kompakt ise, ∇u bir Killing vektör alanıdır, böylece (F̃ , g̃,ξ ,λ ,µ) bir Einstein

manifoldtur.

2. F̃ kompakt olmayan gradyent η-RB soliton ise, bu durumda (F̃ , g̃,ξ ,λ ,µ) bir Rn

Öklidyen uzaya izometriktir veya ∇u bir Killing vektör alanıdır.
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İspat. ∇u bir konformal vektör alanı ise, bu durumda F̃ üzerinde bir ψ düzgün fonksiyonu

vardır öyle ki

£∇ug = 2ψ g̃ (4.37)

eşitliği sağlanır. (4.37) denklemin izi alınırsa,

div∇u = sψ (4.38)

elde edilir. (4.38) denklemin integrali alınırsa, F̃ kompakt olduğundan

0 =
∫

F̃
2div∇udV = sVol(V )ψ (4.39)

bulunur, bu ψ = 0 anlamına gelir. Bu durumda ∇u bir Killing vektör alanıdır. Böylece birinci

iddia ispatlanmış olur.

İkincisi için, (4.36) denkleminden ψ sabit olduğundan, 1
2£∇ug̃ = ∇2u = ψ g̃ elde ederiz. Bu

durumda ψ ̸= 0 ise, F̃s nin Rn Öklidyen uzaya izometrik olduğu sonucuna varmak için

Teorem 2.3.5 kullanabiliriz. Eğer ψ = 0 ise, bu durumda ∇u bir Killing vektör alanıdır ve

ispat tamamlanır. □

Hemen hemen kompakt η-RB soliton için aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.2.1.4 (F̃s, g̃,ξ ,λ ,µ), (s ≥ 3) bir kompakt hemen hemen η-RB soliton olsun. ξ =

∇u aşikâr olmayan bir konformal vektör alanı ise, bu durumda F̃s bir Sn Öklidyen küresine

izometriktir.

İspat. ξ = ∇u aşikâr olmayan konformal vektör ise, bu durumda £∇ug̃ = 2ψ g̃, burada ψ ̸= 0.

(4.36) denkleminden r ve λ + ψ

µu sabittir. r ̸= 0 olduğu sonucuna varmak için Lemma 2.3.6

kullanabiliriz, aksi halde ψ = 0 olur. Dolayısıyla (4.30) denkleminden

£∇uRic = 2(λ +ρr+
ψ

µu
)ψ g̃

elde edilir. Böylece, λ +ρr+ ψ

µu sabit olduğundan, £∇uRic = 2(λ +ρr+ ψ

sµ
)£∇ug̃ = 2(λ +

ρr + ψ

sµ
)ψ g̃ elde edilir. Şimdi Teorem 2.3.7 yi kullanırsak F̃s nin bir Sn Öklidyen küreye

izometrik olduğunu gösterebiliriz. □
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Sonuç 4.2.1.5 (F̃s, g̃,ξ ,λ ,µ), (s ≥ 3) aşikârsa yani Einstein ise veya ∇u konformal vektör

alanıysa bu durumda bir Sn Öklidyen küreye izometriktir.

Lemma 4.2.1.6 (F̃s,g,ξ ,λ ,µ) bir hemen hemen η-RB soliton olsun. Bu durumda aşağıdaki

denklemler sağlanır:

(1− sρ)

2
∆|ξ |2 = (1− sρ)|∇ξ |2 +(sρ −1)Ric(ξ ,ξ )+ sρ∇ξ divξ

+2ρ(1− sρ)g̃(∇r,ξ )− [s(2ρ +1)−2]g̃(∇λ ,ξ )

+2µ(1− sρ)|ξ |2divξ −µsρξ (|ξ |2)

(4.40)

ve

(1− sρ)

2
(∆−∇ξ )|ξ |2 = (1− sρ)|∇ξ |2 +λ (sρ −1)|ξ |2

+ρ(sρ −1)r|ξ |2 +µ(sρ −1)|ξ |4 + sρ∇ξ divξ

+2ρ(1− sρ)g̃(∇r,ξ )− [s(2ρ +1)−2]g̃(∇λ ,ξ )

+2µ(1− sρ)|ξ |2divξ −µsρξ (|ξ |2)

(4.41)

dır.

İspat. (2.36) denkleminden

2divRic+div(£ξ g̃) = 2∇λ +2ρ∇r+2µdiv(η ⊗η) (4.42)

elde edilir. div(η ⊗η) = ξ divξ +∇ξ ξ olduğu kullanılarak ve (2.36) denklemin izini alarak

(1− sρ)r+divξ = sλ +µ|ξ |2 elde ederiz. Kovaryant türev operatörünün yardımıyla

(1− sρ)∇ξ r+∇ξ (divξ ) = s∇ξ λ +µ∇ξ |ξ |2 (4.43)
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elde edilir. dr = 2divRic ve (2.44), (4.42), (4.43) denklemlerini kullanarak

∇ξ (divξ ) =sg̃(∇λ ,ξ )+(sρ −1)∇ξ r+µξ (|ξ |2)

=sg̃(∇λ ,ξ )+2(sρ −1)divRic(ξ )+µξ (|ξ |2)

=sg̃(∇λ ,ξ )+µξ (|ξ |2)− (sρ −1)div(£ξ g̃)(ξ )+2(sρ −1)g̃(∇λ ,ξ )

+2ρ(sρ −1)g̃(∇r,ξ )+2µ(sρ −1)|ξ |2divξ +µ(sρ −1)ξ (|ξ |2)

=(1− sρ)

(
1
2

∆|ξ |2 −|∇ξ |2 +Ric(ξ ,ξ )+∇ξ divξ

)
+2ρ(sρ −1)g(∇r,ξ )+(s(2ρ +1)−2)g̃(∇λ ,ξ )+µξ (|ξ |2)

+2µ(sρ −1)|ξ |2divξ +µ(sρ −1)ξ (|ξ |2)

=
(1− sρ)

2
∆|ξ |2 − (1− sρ)|∇ξ |2 +(1− sρ)Ric(ξ ,ξ )

+(1− sρ)∇ξ divξ +2ρ(sρ −1)g̃(∇r,ξ )+(s(2ρ +1)−2)g̃(∇λ ,ξ )

+2µsρ|ξ |2divξ −2µ|ξ |2divξ +µsρξ (|ξ |2)

elde edilir. Böylece

(1− sρ)

2
∆|ξ |2 = (1− sρ)|∇ξ |2 +(sρ −1)Ric(ξ ,ξ )+ sρ∇ξ divξ

+2ρ(1− sρ)g̃(∇r,ξ )− (s(2ρ +1)−2)g̃(∇λ ,ξ )

+2µ(1− sρ)|ξ |2divξ −µsρξ (|ξ |2)

(4.44)

bulunur. Böylece (4.40) denklemi çıkar.

Şimdi (2.36) denkleminden

1
2

£ξ g̃(ξ ,ξ )+Ric(ξ , ξ ) = (λ +ρr)|ξ |2 +µ|ξ |4
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eşitliğini elde edebilir. Bu denklemi 4.44 te kullanırsa

(1− sρ)

2
∆|ξ |2 = (1− sρ)|∇ξ |2 +(sρ −1)

[
λ |ξ |2 +ρr|ξ |2 +µ|ξ |4

− 1
2

£ξ g̃(ξ ,ξ )
]
+ sρ∇ξ divξ +2ρ(1− sρ)g̃(∇r,ξ )

− (s(2ρ +1)−2)g̃(∇λ ,ξ )+2µ(1− sρ)|ξ |2divξ −µsρξ (|ξ |2)

= (1− sρ)|∇ξ |2 + (1− sρ)

2
∇ξ |ξ |2 +λ (sρ −1)|ξ |2 +ρr(sρ −1)|ξ |2

+µ(sρ −1)|ξ |4 + sρ∇ξ divξ +2ρ(1−nρ)g̃(∇r,ξ )

− (s(2ρ +1)−2)g̃(∇λ ,ξ )+2µ(1− sρ)|ξ |2divξ −µsρξ (|ξ |2)

elde edebilir. Bu durumda

(1− sρ)

2
(∆−∇ξ )|ξ |2 = (1− sρ)|∇ξ |2 +λ (sρ −1)|ξ |2

+ρr(sρ −1)|ξ |2 +µ(sρ −1)|ξ |4 + sρ∇ξ divξ

+2ρ(1− sρ)g̃(∇r,ξ )− (s(2ρ +1)−2)g̃(∇λ ,ξ )

+2µ(1− sρ)|ξ |2divξ −µsρξ (|ξ |2)

(4.45)

bulunur ve ispat biter. □

∆ξ = ∆ − ∇ξ (bkz. [1] safya 143) difüzyon denklem operatörünü kullanarak ve önceki

lemmada ξ = ∇k alarak, yani, ∆k = ∆−∇∇k ve (4.41) denklemin yardımıyla bir sonraki

sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.2.1.7 (F̃s, g̃,∇k,λ ,µ) bir gradyent hemen hemen η-RB soliton olsun. Bu durumda

(1− sρ)

2
∆k|∇k|2 = (1− sρ)|∇2k|2 +λ (sρ −1)|∇k|2

+ρ(sρ −1)r|∇k|2 +µ(sρ −1)|∇k|4 + sρ∇∇k(∆k)

+2ρ(1− sρ)g̃(∇r,∇k)− [s(2ρ +1)−2]g̃(∇λ ,∇k)

+2µ(1− sρ)∆k|∇k|2 −µsρ∇k(|∇k|2)

(4.46)

denklemi elde edilir.
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Sonuç 4.2.1.8 (F̃s, g̃,ξ ,λ ,µ) bir η-RB soliton olsun. Bu durumda

(1− sρ)

2
∆|ξ |2 = (1− sρ)|∇ξ |2 +(sρ −1)Ric(ξ ,ξ )+ sρ∇ξ divξ

+2ρ(1− sρ)g̃(∇r,ξ )+2µ(1− sρ)|ξ |2divξ −µsρξ (|ξ |2)
(4.47)

ve

(1− sρ)

2
(∆−∇ξ )|ξ |2 = (1− sρ)|∇ξ |2 +λ (sρ −1)|ξ |2 +ρr(sρ −1)|ξ |2

+µ(sρ −1)|ξ |4 + sρ∇ξ divξ +2ρ(1− sρ)g̃(∇r,ξ )

+2µ(1− sρ)|ξ |2divξ −µsρξ (|ξ |2)

(4.48)

denklemleri elde edilir.

İspat. Lemma 4.2.1.6 ispatında ∇λ = 0 alırsak istenen sonuçlar hemen çıkar. □

Bir kompakt hemen hemen Ricci soliton (F̃s, g̃,ξ ,λ ), (s ≥ 3) için

∫
F̃

(
Ric(ξ ,ξ )+(s−2)g(∇λ ,ξ )

)
dV ≤ 0,

burada potansiyel vektör alanı ξ Killingdir ve soliton aşikârdır (Einstein). Şimdi, bir kompakt

hemen hemen η-RB soliton için benzer bir sonucu verelim.

Teorem 4.2.1.9 (F̃s, g̃,ξ ,λ ,µ), (s ≥ 3) bir kompakt hemen hemen η-RB soliton olsun. Eğer

ρ ̸= 1
s ve

∫
F̃

(
Ric(ξ ,ξ )+

sρ

sρ −1
∇ξ divξ −2ρ g̃(∇r,ξ )− (s(2ρ +1)−2)

sρ −1
g̃(∇λ ,ξ )

−2µ|ξ |2divξ − µsρ

sρ −1
ξ (|ξ |2)

)
dV ≤ 0

(4.49)

ise, F̃s bir kuazi-Einstein manifoldtur.
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İspat. ρ ̸= 1
s olmak üzere (4.40) denkleminin integralini alırsak

∫
F̃
|∇ξ |2 dV =

∫
F̃

(
Ric(ξ ,ξ )+

sρ

sρ −1
∇ξ divξ −2ρ g̃(∇r,ξ )

−(s(2ρ +1)−2)
sρ −1

g̃(∇λ ,ξ )−2µ|ξ |2divξ − µsρ

sρ −1
ξ (|ξ |2)

)
dV ≤ 0

(4.50)

elde edilir. (4.40) denkleminin sağ tarafının sıfırdan küçük veya sıfıra eşit olduğunu

varsaydığımız için, ∇ξ = 0 elde ederiz, dolayısıyla £ξ g̃ = 0 bulunur. Böylece, F̃s bir

kuazi-Einstein manifoltdur. □

∇λ = 0 olduğunda aşağıdaki sonucu elde ediyoruz.

Sonuç 4.2.1.10 (F̃s, g̃,ξ ,λ ,µ), (s ≥ 3) bir kompakt η-RB soliton olsun. Eğer ρ ̸= 1
s ve

∫
F̃

(
Ric(ξ ,ξ )+

sρ

sρ −1
∇ξ divξ −2ρ g̃(∇r,ξ )−2µ|ξ |2divξ − µnρ

sρ −1
ξ (|ξ |2)

)
dV ≤ 0

(4.51)

ise, Mn bir kuazi-Einstein manifoldtur.

4.2.2. Gradyent hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonlar için integral
formülleri

Bu alt bölümde, bir kompakt gradyent hemen hemen η-RB soliton için integral formüller

incelecektir.

Önerme 4.2.2.1 (F̃s, g̃,∇k,λ ,µ) bir gradyent hemen hemen η-RB soliton olsun. Bu

durumda, aşağıdaki denklemler sağlanır:

(1− sρ)r+∆k = sλ +µ|∇k|2, (4.52)

(
1−2ρ(s−1)

)
∇r = 2(1−µ)Ric(∇k)+2(s−1)∇λ +2µ

(
r− (s−1)(λ +ρr)

)
∇k,

(4.53)
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(∇ζ Ric)(ξ ,V )− (∇ξ Ric)(ζ ,V )− g̃(R(ξ ,ζ )V,∇k)

= ζ [λ ]g̃(ξ ,V )−ξ [λ ]g̃(ζ ,V )+ρ

(
(∇ζ r)g̃(ξ ,V )− (∇ξ r)g̃(ζ ,V )

)
+µ

(
∇ζ (dk⊗dk)(ξ ,V )−∇ξ (dk⊗dk)(ζ ,V )

)
,

(4.54)

burada ξ ,ζ ,V , F̃ üzerinde herhangi vektör alanlarıdır ve

∇

(
[1−2ρ(s−1)]r+ |∇k|2 −2(s−1)λ

)
= 2(λ +ρr)∇k

+2µ

(
∇∇k∇k+(|∇k|2 −∆k)∇k

) (4.55)

dır.

İspat. (2.37) denkleminin izini alarak, (4.52) denklemi elde edilir. (4.53) denklemi

ispatlamak için, (2.37) denkleminin diverjansını alarak

divRic+div(∇2k) = µ∆k∇k+µ∇∇k∇k+∇(λ +ρr) (4.56)

elde edilir. (4.52) denkleminden, ∆k =−r+ sλ + sρr+µ|∇k|2 bulunur. Şimdi

∇|∇k|2 = 2∇∇k∇k

ve

div∇
2k = Ric(∇k)+∇∆k

eşitlikleri kullanılarak

∇r =−2Ric(∇k)−2∇(−r+ s(λ +ρr)+2µ|∇k|2)

+2µ∆k∇k+2µ∇∇k∇k+2∇(λ +ρr)

=−2Ric(∇k)+2∇r−2µ∇∇k∇k+2µ∆k∇k−2(s−1)∇(λ +ρr)

elde edilir. Böylece

∇r = 2Ric(∇k)−2µ∆k∇k+2µ∇∇k∇k+(s−1)∇(λ +ρr) (4.57)
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bulunur. (2.37) denklemi kullanarak

∇∇k∇k = (λ +ρr)∇k+µ|∇k|2∇k−Ric(∇k) (4.58)

elde edilir. (4.57) ve (4.58) denklemleri birleştirerek

[1−2ρ(s−1)]∇r = (1−µ)Ric(∇k+µ[(λ +ρr)+µ|∇k|2 −∆k]∇k+(s−1)∇λ

= (1−µ)Ric(∇k)+µ[r− (s−1)(λ +ρr)∇k]+ (s−1)∇λ

elde edilir. Böylece (4.53) denklemi ispat biter.

(4.54) denklemi elde etmek için, (2.37) denklemi Ric(ξ ,V ) ve Ric(ζ ,V ) nin kovaryant

türevlerini kullanarak,

(∇ζ Ric)(ξ ,V )− (∇ξ Ric)(ζ ,V ) =
(
∇ζ ∇ξ ∇V k−∇ξ ∇ζ ∇V k

)
+(∇ζ λ )g̃(ξ ,V )− (∇ξ λ )g̃(ζ ,V )

+ρ

(
(∇ζ r)g̃(ξ ,ζ )− (∇ξ r)g̃(ζ ,V )

)
+µ

(
∇ζ (dk⊗dk)(ξ ,ζ )−∇ξ (dk⊗dk)(ζ ,V )

)
= g(R(ξ ,ζ )V,∇k)+ζ [λ ]g̃(ξ ,V )−ξ [λ ]g̃(ζ ,V )

+ρ

(
ζ [r]g̃(ξ ,V )−ξ [r]g̃(ζ ,V )

)
+µ

(
∇ζ (dk⊗dk)(ξ ,V )−∇ξ (dk⊗dk)(ζ ,V )

)
elde edilir. Böylece (4.54) denklemi ispat biter.

(4.55) denklemi için, (4.53) denklemi kullanılarak,

1
2

(
1−2ρ(s−1)

)
∇r+ 1

2∇|∇k|2 − (s−1)∇λ = (1−µ)Ric(∇k)

−Ric(∇k)+µ

(
r− (s−1)(λ +ρr)

)
∇k+µ|∇k|2∇k+(λ +ρr)∇k
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elde ederiz. Böylece

∇

(
1−2ρ(s−1)r+ |∇k|2 −2(s−1)λ

)
−2(λ +ρr)∇k

=2µ

(
[|∇k|2 + r− (s−1)(λ +ρr)∇k]−Ric(∇k)

)
=2µ

(
[|∇k|2 + r− s(λ +ρr)∇k)+(λ +ρr)]∇k−Ric(∇k)

)
=2µ

(
|∇k|2 +µ|∇k|2 −∆k+(λ +ρr)∇k)−Ric(∇k)

)
=2µ

(
∇∇k∇k+(|∇k|2 −∆k∇k

)
olur ve önermenin ispatı tamamlanmış olur. □

Sonuç 4.2.2.2 (F̃s, g̃,ξ ,λ ,µ) bir gradyent η-RB soliton olsun. Bu durumda aşağıdaki

denklemler sağlanır:

(1− sρ)r+∆k = sλ +µ|∇k|2, (4.59)(
1−2ρ(s−1)

)
∇r = 2(1−µ)Ric(∇k)+2µ

(
r− (s−1)(λ +ρr)

)
∇k, (4.60)

(∇ζ Ric)(ξ ,V )− (∇ξ Ric)(ζ ,V )−g(R(ξ ,ζ )V,∇ f )

= ρ

(
(∇ζ r)g̃(ξ ,V )− (∇ξ r)g̃(ζ ,V )

)
+µ

(
∇ζ (dk⊗dk)(ξ ,V )−∇ξ (dk⊗dk)(ζ ,V )

)
ve

(4.61)

∇

(
(1−2ρ(s−1))r+ |∇k|2 −2λk

)
= 2ρr∇k+2µ

(
∇∇k∇k+(|∇k|2 −∆k)∇k

)
(4.62)

dır.

İspat. Önerme 4.2.2.1 ispatında ∇λ = 0 alırsak istenen sonuçlar hemen çıkar. □

Lemma 4.2.2.3 (F̃s, g̃,∇k,λ ,µ) bir gradyent hemen hemen η-RB soliton olsun. Bu
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durumda(
1−2ρ(s−1)

2

)
∆r = −|∇2k− ∆k

s g̃|2 −
(

1−sµ

s

)
(∆k)2 − s

2 g̃(∇k,∇λ )

− s
2

ρ g̃(∇k,∇r)+
(

1−2µ

2

)
g̃(∇k,∇∆k)

+µdiv(∇∇k∇k)+(s−1)∆λ +λ∆k+ρr∆k

(4.63)

eşitligi sağlanır.

İspat. Önerme 4.2.2.1 deki (4.55) denkleminin diverjansı alınırsa

(1−2ρ(s−1)
2

)
∆r+∆|∇k|2 − (s−1)∆λ = λ∆k+ρr∆k

+µ

(
g̃(∇(|∇k|2 −∆k),∇k)+(|∇k|2 −∆k)∆k+div(∇∇k∇k)

)

elde edilir. |∇2k− ∆k
s g̃|2 = |∇2k|2 − 1

s (∆k)2 olduğundan, Bochner formülü yardımıyla

1
2

∆|∇k|2 = |∇2k|2 +Ric(∇k,∇k+ g̃(∇∆k,∇k)

ve önceki denklemden

(1−2ρ(s−1)
2

)
∆r =−Ric(∇k,∇k)−|∇2k− ∆k

s
g̃|2 − 1

s
(∆k)2

−g̃(∇∆k,∇k)+(n−1)∆λ +λ∆k+ρr∆k+2µ g̃(∇∇k∇k,∇k)

+µ

(
|∇k|2 −∆k)∆k− g̃(∇∆k,∇k)+div(∇∇k∇k)

)
bulunur. Böylece, (4.52) denklemi kullanarak

g̃(∇∆k,∇k) = g̃
[

∇

(
s(λ +ρr)+µ|∇k|2 − r

)
,∇k

]
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yazabiliriz ve

(1−2ρ(s−1)
2

)
∆r =−Ric(∇k,∇k)−|∇2k− ∆k

s
g̃|2 − 1+ sµ

s
(∆k)2

+(s−1)∆λ − g̃(∇(µ|∇k|2 − r+(λ +ρr)s),∇k)

+2µ g̃(∇∇k∇k,∇k)+λ∆k+ρr∆k

+µ

(
|∇k|2∆k− g̃(∇∆k,∇k)+div(∇∇k∇k)

)
=−

(
Ric(∇k,∇ f )+(s−1)g̃(∇λ ,∇k)

)
−|∇2k− ∆k

s
g̃|2

− 1+ sµ

s
(∆k)2 +(s−1)∆λ +(λ +ρr)∆k+ g̃(∇r,∇k)

−nρ g̃(∇r,∇k)+ρ g̃(∇r,∇k)

+µ

(
|∇k|2∆k)g̃(∇∆k,∇k)+div(∇∇k∇k)

)
elde edilir. Böylece, bu denklem ile (4.53) denklemi kullanılırsa

(1−2ρ(s−1)
2

)
∆r

=
1
2

g(∇r,∇k)−|∇2k− ∆k
s

g|2 − 1+ sµ

s
(∆k)2 +(s−1)∆λ

+(λ +ρr)∆k+
µ

2
g̃(∇|∇k|2,∇k)+µ

[
− g̃(∇∆k,∇k)+div(∇∇k∇k)

]
=

1
2

g̃(∇r,∇k)−|∇2k− ∆k
s

g̃|2 − 1+ sµ

s
(∆k)2 +(s−1)∆λ

+(λ +ρr)∆k+µ

(
g̃(∇∇k∇k,∇k)− g̃(∇∆ f ,∇k)+div(∇∇k∇k)

)
= g̃(∇r,∇k)−|∇2k− ∆k

s
g̃|2 − 1+ sµ

s
(∆k)2 +(s−1)∆λ

+(λ +ρr)∆k+
1
2

g̃(∇k,∇∆k)− s
2

g̃(∇λ ,∇k)

− sρ

2
g̃(∇r,∇k)−µ g̃(∇∆k,∇k)+µdiv(∇∇k∇k)

elde edilir. Şimdi,

∇∇k∇k =
1
2

g̃(∇r,∇k)+
1
2

g̃(∇∆k,∇k)− s
2

g̃(∇λ ,∇k)− sρ

2
g̃(∇r,∇k)

olduğundan, bu denklemi yukarıdaki formülde yerine koyarak 4.63 elde edilir. □

Bu lemmanın bir sonucu olarak, aşağıdaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 4.2.2.4 (F̃ , g̃,∇k,λ ,µ) bir kompakt, yönlendirilebilir gradyent hemen hemen η-RB

soliton olsun. Bu durumda

1.
∫

F̃

(
ρ g̃(∇r,∇k)+ g̃(∇k,∇λ )

)
dV ≥ 0 ise, F̃s aşikâr,

2.
∫

F̃
|∇2k− ∆k

s
g̃|2 dµ =−s+2

2s

∫
F̃

(
g̃(∇k,∇r)+µ∆k|∇k|2

)
dV

gerçeklenir.

İspat. F̃s kompakt ve yönlendirilebilir olduğundan, Lemma 4.2.2.3 ve Stokes formülünü

kullanarak∫
F̃
|∇2k− ∆k

s
g̃|2 dV = −(

1+ sµ

s
)
∫

F̃
(∆k)2 dV − (

1−2µ

2
)
∫

F̃
(∆k)2 dV

− s
2

∫
F̃

(
g̃(∇λ ,∇k)+ρ g̃(∇r,∇k)dV

)

−ρ

∫
F̃

g̃(∇k,∇r)dV −
∫

F̃
g̃(∇λ ,∇k)dV

elde edilir. Böylece

∫
F̃

(
|∇2k− ∆k

s
g̃|2 +(

s+2
2s

)(∆k)2
)

dV =−(
s+2

2
)
∫

F̃

(
g̃(∇λ ,∇k)+ρ g̃(∇r,∇k)

)
dV

(4.64)

bulunur. Bu durumda

∫
F̃

(
ρ g̃(∇r,∇k)+ g̃(∇λ ,∇k)

)
dV ≥ 0

elde edilir, yani r ve λ sabittir. Böylece 1. ifadeden

∫
F̃

(
|∇2k− ∆k

s
g̃|2 +(

s+2
2s

)(∆k)2
)

dV = 0

çıkar. Bu durumda ∇
2k =

∆k
s

g̃ ve ∆k = 0 elde edilir, yani k sabittir, böylece F̃s aşikâr. O

halde Ilk ifade kanıtlanmış olur.
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Ikinci ifade için, (4.52) denkleminden

∫
F̃

g̃(∇k,∇λ )dV =
1
s

∫
F̃

g̃
(

∇k,∇[(1− sρ)r+∆k−µ|∇k|2]
)

dV

elde edilir. Bu durumda, (4.64) denklemi kullanılarak

∫
F̃

(
|∇2k− ∆k

s
g̃|2 +(

s+2
2s

)(∆k)2
)

dV =− s+2
2s

∫
F̃

g̃(∇k,∇r)dV

+
s+2

2s

∫
F̃
(∆k)2 dV

+
µ(s+2)

2

∫
F̃

g̃(∇k,∇|∇k|2)dV

elde edilir. Böylece, direkt bir hesap ve Stokes formülü ile

∫
F̃
|∇2k− ∆k

s
g̃|2 dV =−s+2

2s

∫
F̃

(
g̃(∇k,∇r)+µ∆k|∇k|2

)
dV

buluruz. Böylece ispat biter. □

ξ bir F̃s kompakt, yönlendirilebilir Riemann manifoldu üzerinde bir konformal vektör alanı

olsun. Bu durumda Teorem 2.1.28 olduğu için,
∫

F̃
£ξ rdV =

∫
F̃

g̃(ξ ,∇r)dV = 0 dır ve F̃s

kompakt olduğu için
∫

F̃
|ξ |2divξ dV = 0 dır. Böylece, Teorem 4.2.2.4 den aşağıdaki sonucu

verebiliriz:

Sonuç 4.2.2.5 (F̃s, g̃,∇k,λ ,µ) bir kompakt, yönlendirilebilir gradyent hemen hemen η-RB

soliton olsun.

1. Eğer s ≥ 3,
∫

F̃
g̃(∇k,∇r)dV = 0 ve

∫
F̃

∆k|∇k|2 dV = 0 ise, bu durumda ∇k bir

konformal vektör alanıdır.

2. Eğer s = 2 ve
∫

F̃
∆k|∇k|2 dV = 0 ise, bu durumda k bir sabittir.

İspat. Teorem 4.2.2.4 ün son ifadesini kullanarak, ∇
2k =

∆k
s

g̃ elde ederiz, bu durumda ∇k

bir konformal vektör alanı olur. Dolayısıyla ilk ifadeyi kanıtlanmış oluruz. Ayrıca s = 2 ve∫
F̃

∆k|∇k|2 dV = 0, varsayıldığında, k fonksiyonu sabit olduğu sonucu çıkar. □
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4.2.3. Gradyent hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonlarının karakterizasyonu

Bu alt bölümde, gradyent hemen hemen η-RB soliton için karakterizasyonlar verilecektir.

(4.30) denkleminden aşağıdaki sonucu veriyoruz.

Önerme 4.2.3.1 Eğer u = e−µk bir (F̃s, g̃,∇k,λ ,µ) gradyent hemen hemen η-RB soliton

üzerinde tanımlanmış bir fonksiyon ise, bu durumda (F̃s, g̃,∇k,λ ,µ) gradyent hemen hemen

(− 1
µu)-RB soliton olur.

(4.30) denkleminde ρ = 1
s alırsak bu durumda gradyent hemen hemen sıfır izli (− 1

µu)-Ricci

soliton elde edilir. Ayrıca (4.30) denklemini

Ric− ∇2u
µu

= (λ +
r
s
)g̃ (4.65)

şeklinde yazabiliriz.

İlerlemeden önce aşağıdaki örnekleri veriyoruz.

Örnek. Bir (Sn,g0), (n ≥ 2) standart birim küre ve (Sn,g0) üzerinde bir k fonksiyonu olmak

üzere

k =− 1
µ

ln
(

ϕ − hv

n

)
(4.66)

şeklinde tanımlansın. Burada ϕ ∈ (1
n ,+∞) aralığında yer alan bir reel parametredir, v ∈

Sn ⊂Rn+1 birim vektörüne göre hv fonksiyonu bir yükseklik fonksiyonudur. Sn, Rn+1 içinde

hiperyüzeydir ve hv : Sn → R fonksiyonu hv(x) = ⟨x,v⟩ şeklinde tanımladır.

Örnek. Hn(−1) ⊂ Rn+1 : ⟨x,x⟩0 = −1, x1 > 0 bir hiperbolik uzay olsun. Burada Rn+1,

⟨x,x⟩0 = −x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n+1 iç çarpımı ile donatılmış bir Rn+1 Öklid uzayıdır. Şimdi Sn

de kullanılan argümanı takip edelim. İlk olarak, v ∈Hn(−1)⊂ Rn+1 bir vektör ve aşağıdaki

biçimde tanımlanan hv yükseklik fonksiyonunu ele alalım.
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Örnek. Bir (Rn,g0), (n ≥ 2) Öklid uzayı ve f (Rn,g0) üzerinde bir fonksiyonu olmak üzere

k =− 1
µ

ln(ϕ + |x|2) (4.67)

şekilinde tanımlansın. Burada ϕ pozitif bir reel parametredir ve |x|, x in Öklidyen normudur.

Aşağıdaki teoremlerin Önerme 4.2.3.1 ve yukardaki örneklerden motive edildiğine işaret

ediyoruz.

Teorem 4.2.3.2 (Sn(1),g0), (n ≥ 2) potansiyel fonksiyonu k =− 1
µ

ln(φ − hv
n ), (µ > 0) olan

bir gradyent hemen hemen η-RB solitona izin veren bir standart Öklidyen küre olsun, burada

u = e−µk = φ − hv
n ve φ ∈ (1

n ,+∞) dur. Bu durumda (Sn(1),g0,∇u,λ ,µ) daralan gradyent

hemen hemen sıfır izli-(− 1
µu) Ricci solitondur.

İspat. f in diferansiyelini alıp ve ∇2hv = −hvg0 eşitliğini kullanarak dk = dhv
µ(nφ−hv)

elde

edilir. Böylece

∇
2k = ∇dk =

∇dhv

µ(nφ −hv)
+d

(
1

µ(nφ −hv)2

)
⊗dhv

=
∇2hv

µ(nφ −hv)
+

dhv ⊗dhv

µ(nφ −hv)2

=− hv

µ(nφ −hv)
g0 +

dhv ⊗dhv

µ(nφ −hv)2

buluruz. Bu son denklem ve (4.29) den

−∇2u
µu

= ∇
2k−µdk⊗dk =− hv

µ(nφ −hv)
g0

elde dilir. Ric = (n−1)g0 olduğundan, (4.29) denklemi

Ric− ∇2u
µu

=

(
(n−1)− hv

µ(nφ −hv)

)
g0 = (λ +ρr)g0 (4.68)

şeklinde yazabilir, burada λ = (n−1)− 1
µ
(φ−u

u )−ρr. Böylece ρ = 1
n ve r = n(n−1) ise bu

durumda λ =− 1
µ
(φ−u

u )> 0 olur ve ispat biter. □

Teorem 4.2.3.3 (Hn(−1),g0), (n ≥ 2) potansiyel fonksiyonu k = − 1
µ

ln(φ + hv
n ), (µ > 0)

olan bir gradyent hemen hemen η-RB solitona izin veren bir standart hyperbolik uzay olsun,
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burada u= e−µk = φ + hv
n ve φ ∈ (1

n ,+∞) dur. Bu durumda (Hn(−1),g0,∇u,λ ,µ) genişleyen

gradyent hemen hemen sıfır izli-(− 1
µu) Ricci solitondur.

İspat. Teorem 4.2.3.2 gibi bu teoremi kanıtlıyoruz. Direkt olarak ∇2hv = hvg0 eşitliğini

alırsak ve Ric =−(n−1)g0 olduğu için, bu durumda (4.29) denklemi

Ric− ∇2u
µu

=

(
− (n−1)− hv

µ(nφ −hv)

)
g0 = (λ +ρr)g0 (4.69)

biçiminde yazabiliriz, burada λ =−(n−1)− 1
µ
(u−φ

u )−ρr. Böylece ρ = 1
n ve r =−n(n−1)

ise bu durumda λ =− 1
µ
(u−φ

u )< 0 ve istenen sonuç çıkar. □

Teorem 4.2.3.4 (Rn,g0), (n ≥ 2) potansiyel fonksiyonu k = − 1
µ

ln(φ + |x|2), (µ > 0) olan

bir gradyent hemen hemen η-RB solitona izin veren bir standart Öklid uzay olsun, burada

u = e−µk = φ + |x|2 dur. Bu durumda (Rn,g0,∇u,λ ,µ) genişleyen gradyent hemen hemen

sıfır izli-(− 1
µu) Ricci solitondur.

İspat. ∇2|x|2 = 2g0 olduğunu hatırlırsak ve Teorem 4.2.3.2 deki gibi basit bir hesaplama ile

Ric− ∇2u
µu

=− 2
µu

g0 = (λ +ρr)g0

elde edilir, burada λ = − 2
µu − ρr. Öklid uzayının Ricci tensörü düz olduğundan, skaler

eğriliği r = 0 ve λ =− 2
µu < 0 olur. Böylece ispat tamamlanır. □

Bu alt bölümün kalanında potansiyel f fonksiyonu Teorem (4.2.3.2), Teorem (4.2.3.3) ve

Teorem (4.2.3.4) deki gibi verilen gradyent hemen hemen η-RB solitonu gradyent hemen

hemen sıfır izli (− 1
µu)- Ricci soliton olarak adlandırıyoruz.

u = e−µk alırsak, aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Lemma 4.2.3.5 (F̃s, g̃,∇u,λ ,µ), (s ≥ 3) triviyal olmayan bir gradyent hemen hemen η-RB

soliton olsun. Eğer (F̃s, g̃) bir Einstein manifoldu ise, bu durumda u fonksiyonu

∇
2u = (−ku+b)g̃ (4.70)

eşitliği gerçeklenir, burada k =− r
s(s−1) ve b = cµ sabit sayılarıdır.
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İspat. (F̃s, g̃), (s ≥ 3) bir Einstein manifoldu olduğundan, Ric = r
s g̃ dır. (4.29) denkleminden

∇
2u = µ

(
r
s

u−ρru−λu
)

g̃ (4.71)

elde edilir. Dolayısıyla (2.45) denkleminden

Ric(∇u)+∇∆u = µ
r
s

∇u−µρr∇u−µ∇(λu) (4.72)

çıkar. Böylece

r
s

∇u+∇∆u = µ
r
s

∇u−µρr∇u−µ∇(λu) (4.73)

elde edilir. (4.29) denklemi yardımıyla

∆u = µr∇u− sµρr∇u−µ∇(λu) (4.74)

buluruz. (4.74) denklemini (4.73) denkleminde yerine koyarsak

∇(λu) = r
(1+µs−µ)

µs(s−1)
∇u−ρr∇u (4.75)

elde edilir. Böylece λu = r (1+µs−µ)
µs(s−1) u− ρru− c olur, burada c sabittir. λu değerini (4.71)

denkleminde koyarsak, istenen sonucu çıkar. □

Şimdi gradyent hemen hemen η-RB solitonlar için bir genellemesi verelim.

Teorem 4.2.3.6 (F̃s, g̃,∇u,λ ,µ), (s ≥ 3) bir gradyent hemen hemen sıfır izli (− 1
µu)-Ricci

soliton olsun. ∇u aşikâr olmayan bir konformal vektör alanıysa, aşağıdakiler geçerlidir

(i) Eğer soliton pozitif skaler eğrilikli bir daralan soliton ise, bu durumda F̃s bir Sn

standart küresine izometriktir.

(ii) Eğer soliton negatif skaler eğrilikli ve u fonksiyonu sadece bir kritik noktası olan

genişleyen bir soliton ise, bu durumda F̃s bir Hn standart hiperbolik uzaya izometriktir.

(iii) Eğer soliton sıfır skaler eğrilikli genişleyen bir soliton ise, bu durumda F̃s bir Rn

Öklidyen uzayına izometriktir.
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İspat. ∇u, ψ : F̃ →R, potansiyel fonksiyonuna sahip bir konformal vektör alanı olduğundan,
1
2£∇ug̃ = ∇2u = ∆u

s g̃. Böylece F̃s Einstein manifoldudur. Bu nedenle (4.29) denkleminden

Ric =
(
(λ +ρr)+

∆u
suµ

)
g̃

elde edilir. s ≥ 3 için Schur Lemma’sını 2.1.7 kullanarak, r = sλ

1−sρ
+ ∆u

uµ(1−sρ) sabittir.

Böylece, F̃s ın bir uzay formu olduğu sonucunu çıkarmak için Teorem 2.3.5 kullanabiliriz.

Eğer r pozitif ise, F̃s nin bir Sn standart küresine izometrik olduğunu varsayabiliriz. r = n(n−

1) olduğundan Lemma 4.2.3.5 den ∆u+ su = ks sonucunu çıkarırız, burada k bir sabittir. O

zaman u, Sn üzerindeki Laplasyenin bir ilk özvektörünü olur. Dolaysıyla, u= hv(x)= ⟨x,v⟩+

k eşitliğine sahip oluruz, burada v, Rn+1 deki birim vektörlerin bir lineer kombinasyonudur.

Buradan, f (4.66) yı gerçekler.

Eğer r < 0 ise, bu durumda bir Hn hiperbolik uzayına izometriktir u Theorem 2.3.5 den F̃s,

u için bir tek kritik noktaya sahip olduğumuzdan. Şimdi, F̃s nin Hn(−1) uzayına izometrik

olduğunu kullanarak Bu durumda ⟨x,v⟩0 = −coshη(x,v) olduğunu, burada η(x,v), x ile

v arasındaki zaman-benzeri açıdır. Theorem 2.3.5 deki yöntemi v ∈ Hn(−1) (aslında onlar

arasındaki jeodesik uzaklıktır.)

Son olarak, eğer r = 0 ise, (4.75) nedeniyle c ̸= 0 dır. Bu durumda, F̃s bir Rn Öklidyen

uzayına izometriktir. Yine Lemma 4.2.3.5 i kullanarak ∆u = k elde ederiz, burada k bir

sabittir. u > 0 olması gerektiğinden, uygun bir koordinat değişimi ile u(x) = |x|2 +φ , φ > 0

sonucunu çıkarırız. Böylece ispat biter. □

Aşağıdaki sonuç, hemen hemen Ricci solitonlar için bir genelleştirilmedir.

Lemma 4.2.3.7 (F̃s, g̃,∇k,λ ,µ) bir gradyent hemen hemen η-RB soliton olsun. Bu

durumda

∆|∇k|2 = 2|∇2k|2 −2Ric(∇k,∇k)+4µ|∇k|2∆k−2(s−2)
(

g̃(∇λ ,∇k)+2ρ g̃(∇r,∇k)
)

(4.76)

eşitiliği gerçeklenir.
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İspat. (2.63) denkleminin diverjansını alarak

dr+2div(∇2k) = 2dλ +2ρdr+2µ∆k∇k+2µ∇∇k∇k (4.77)

elde edilir. Buradan

2div(∇2k)(∇k) =− g̃(∇r,∇k)+2µ∆k|∇k|2 +2µ g̃(∇∇k∇k,∇k) (4.78)

+2g̃(∇λ ,∇k)+2ρ g̃(∇r,∇k) (4.79)

çıkar. Sonra (2.38), (2.44) ve (4.78) denklemlerini kullanırsak

1
2∆|∇k|2 = |∇2k|2 −Ric(∇k,∇k)+2µ|∇k|2∆k− (s−2)g̃(∇λ ,∇k)

−ρ(s−2)g̃(∇r,∇k)

(4.80)

elde edilir ve ispat biter. □

Lemma 4.2.3.8 ∇k bir (F̃s, g̃) Riemannian manifoldu üzerinde bir gradyent konformal

vektör alanı olsun. Eğer F̃s kompakt ise,

∫
F̃
|∇k|2∆k dV = 0 (4.81)

denklemi gerçeklenir.

İspat. ∇k gradyent konformal vektör alanı olduğundan, F̃ üzerinde öyle bir düzgün ψ

fonksiyonu vardır ki

£∇kg̃ = 2ψ g̃ (4.82)

olur. (4.82) denkleminin izini alırsak

ψ =
1
s

div∇k

elde edilir. Böylece

|∇k|2div∇k = sg̃(∇∇k∇k,∇k) (4.83)



52

elde ederiz. Buradan

div(∇k|∇k|2) = |∇k|2div∇k+2g̃(∇∇k∇k,∇k) =
s+2

s
|∇k|2∆k

elde edilir. Stokes formülünü kullanarak

∫
F̃
|∇k|2∆k dV = 0 (4.84)

çıkar. Böylece ispat biter. □

Bir sonraki teorem, Ricci solitonlarının, hemen hemen Ricci solitonlarının ve Einstein

manifoldlarının bir genelleştirilmesidir.

Teorem 4.2.3.9 Bir (F̃s, g̃,∇k,λ ,µ), (s ≥ 3) kompakt, yönlendirebilir ve sınırı olmayan

gradyent hemen hemen η-RB soliton için

1. ∇k konformal ve∫
F̃

Ric(∇k,∇k)dV ≤−(s−2)
∫

F̃

(
g̃(∇λ ,∇k)+ρ g̃(∇r,∇k)

)
dV .

2. |∇ f | sabit ve∫
F̃

Ric(∇k,∇k)dV ≤−(s−2)
∫

F̃

(
g̃(∇λ ,∇k)+ρ g̃(∇r,∇k)

)
dV .

3. r ≥ λ s
1−sρ

or r ≤ λ s
1−sρ

.

koşulları sağlanıyorsa, F̃s bir Einstein manifoldtur.

İspat. Lemma 4.2.3.7 nin (4.76) denklemini integre ederek

∫
F̃

∆|∇k|2 dV =
∫

F̃
|∇2k|2 dV −

∫
F̃

Ric(∇k,∇k)dµ +
∫

F̃
2µ|∇k|2∆k dV

−(s−2)
∫

F̃

(
g̃(∇λ ,∇k)+ρ g̃(∇r,∇k)

)
dV

.

(4.85)
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elde edilir. F̃ kompakt ve ∇k konformal bir vektör alanı olduğundan, Lemma 4.2.3.8 den

∫
F̃
|∇2k|2 dV =

∫
F̃

Ric(∇k,∇k)dV +(s−2)
∫

F̃

(
g̃(∇λ ,∇k)+ρ g̃(∇r,∇k)

)
dV (4.86)

elde edilir. Böylece, (4.86) denkleminin sağ tarafının sıfırdan küçük veya sıfıra eşit olduğunu

varsaydığımız için, ∇2k = 0 elde ederiz. Buradan da ∆k = 0 çıkar. Hopf un teoremi 2.1.20

ile k ın sabit olduğunu buluruz.

İkinci iddia için, eğer |∇k| sabitse, direkt Stokes formülünü (4.85) denklemine uygularak

∫
F̃
|∇2k|2 dV =

∫
F̃

Ric(∇k,∇k)dV +(s−2)
∫

F̃

(
g̃(∇λ ,∇k)+ρ g̃(∇r,∇k)

)
dV (4.87)

elde edilir. Böylece ikinci iddia tamamlanır.

Ayrıca, (4.29) denkleminin izini alarak div(∇u) = µu
(
(1− sρ)r− sλ

)
elde ederiz. Böylece

µu pozitiftir ve (1 − sρ)r − sλ ≤ 0(≥ 0) dır. F̃s kompakt, bağlantılı, yönlendirebilir ve

sınırı olmayan olduğundan, u un sabit olduğu sonucuna varmak için Hopf teoremini 2.1.20

kullanabiliriz, k ın sabit olduğu anlamına gelir ve ispat biter. □

Şimdi, bir kompakt gradyent hemen hemen sıfır izli (− 1
µu)-Ricci soliton için integral

formülleri vereceğiz. Bu formülleri aslında bir hemen hemen h-Ricci solitonlar için verilen

integral formüllerinin genelleştirilmesidir.

Gradyent hemen hemen η-RB soliton için klasik tensör hesabı teorisini kullanarak, (4.29)

denklemi

Rab −
∇a∇bu

µu
= (λ +ρr)g̃ab (4.88)

şeklinde verilebilir.

Önerme 4.2.3.10 (F̃s, g̃,∇u,λ ,µ) bir gradyent hemen hemen sıfır izli (− 1
µu)-Ricci soliton

olsun. Bu durumda

∆u
µu

=−sλ , (4.89)
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(
2− s

s

)
∇ar =− 2

µu
Rab∇

bu+2(s−1)∇aλ +2∇a(
1

µu
)∆u (4.90)

−2g̃bc
∇c(

1
µu

)∇a∇bu,

(
2− s

s

)
∇r+

1
(µu)2 ∇|∇u|2 =− 2

µu
(λ +

r
s
)∇u+2(s−1)∇λ

+2∇
( 1

µu

)
∆u−2g̃bc

∇c
( 1

µu

)
∇a∇bu (4.91)

formülleri geçerlidir.

İspat. (4.88) denkleminin izini alarak ve ρ = 1
s ve (4.89) denklemi elde edilir.

(4.90) denklemi için, 2divRic = dr ve (4.88) denklemini kullanarak

1
2

∇ar = divRicab

= g̃bc
∇cRab

= g̃bc
∇c(

1
µu

∇a∇bu+λ g̃ab +ρrg̃ab)

= g̃bc
∇c(

1
µu

)∇a∇bu+
1

µu
g̃bc

∇b∇a∇bu+ g̃bc(∇cλ )g̃ab +ρ g̃bc(∇cr)gab

= g̃bc
∇c(

1
µu

)∇a∇bu+
1

µu
g̃bc

∇c∇i∇bu+
1

µu
g̃bcRcabs∇

su+∇aλ +ρ∇ar

= g̃bc
∇c(

1
µu

)∇a∇bu+
1

µu
∇a∆u+

1
µu

Ras∇
sk+∇aλ +ρ∇ar

= g̃bc
∇c(

1
µu

)∇a∇bu+(1+ρ(1− s))∇ar+(1− s)∇aλ −∇a(
1

µu
)∆u

+
1

µu
Ras∇

su.

elde ederiz. Böylece (4.90) denklemi çıkar. (4.90) denkleminden ve ∇|∇u|2 = 2∇∇u∇u ve
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1
µu∇∇u∇u =−(λ +ρr)∇u+Ric(∇u) kullanarak

(
2− s

2s

)
∇r+

1
2(µu)2 ∇|∇u|2 =− 1

µu
Ric(∇u)+

1
(µu)2 ∇∇u∇u+(s−1)∇λ

+∇
( 1

µu

)
∆u− g̃bc

∇c
( 1

µu

)
∇a∇bu

=− 1
µu

(λ +ρr)∇u+(s−1)∇λ

+∇
( 1

µu

)
∆u− g̃bc

∇c
( 1

µu

)
∇a∇bu

elde edilir, yani (4.91) çıkar. □

Teorem 4.2.3.11 (F̃s, g̃,∇u,λ ,µ) bir kompakt gradyent hemen hemen sıfır izli (− 1
ωu)-Ricci

soliton olsun. Bu durumda

∫
F̃

1
µu

|∇2u− ∆u
s

g̃|2 dV =
2− s

2s

∫
F̃

g̃(∇r,∇u)dV, (4.92)

ya da

∫
F̃
|Ric− r

s
g̃|2 dV =

2− s
2s

∫
F̃

g̃(∇r,∇u)dV (4.93)

eşitlikleri gerçeklenir.

İspat. Lemma 2.1.29 in kullanarak

div(Ric(∇k)) = (divRic)(∇k)+ ⟨∇2k,Ric⟩ (4.94)

elde edilir. (4.88) denklemininden, ikinci Bianchi özdeşliği ve
∣∣∇2k − ∆k

s g̃
∣∣2 =

∣∣∇2k
∣∣2 −

(∆k)2

s g̃ kullanarak

div(Ric(∇k)) =
1
2

g̃(∇r,∇k)+(λ +ρr)∆k+
1

µu
|∇2k|2

=
1
2

g̃(∇r,∇k)+(λ +ρr)∆k+
1

µu
|∇2k− ∆k

s
g̃|2 + (∆k)2

sµu

=
1
2

g̃(∇r,∇k)+
r
s

∆k+
1

µu
|∇2k− ∆k

s
g̃|2 (4.95)
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elde edilir. Böylece, Önerme 4.2.3.10’in (4.90) denklemini kullanarak

1
µu

Ric(∇k) =
(

s−2
2s

)
∇r+(s−1)∇λ +∇(

1
µu

)∆k− g̃bc
∇c

( 1
µu

)
∇a∇bk

elde edilir. Böylece

1
µu

divRic(∇k) =
(

s−2
2n

)
∆r+(s−1)∆λ +∆(

1
µu

)∆k

−div(g̃bc
∇c(

1
µu

)∇a∇bk) (4.96)

elde edilir. (4.95) denklemi ve (4.96) denklemiyle birleştirerek

1
(µu)2 |∇

2k− ∆k
s

g̃|2 =
(

s−2
2s

)
∆r+(s−1)∆λ +∆k(

1
µu

)∆k

− 1
2µu

g̃(∇r,∇k)− r∆k
sµu

−div(g̃bc
∇k(

1
µu

)∇a∇bk) (4.97)

elde edilir. (4.97) denkleminin her iki tarafını da integral alarak

∫
F̃

1
(µu)2 |∇

2k− ∆k
s

g̃|2 dµ =− 1
2µu

∫
F̃

g̃(∇r,∇k)dV − 1
sµu

∫
F̃

r∆k dV (4.98)

elde edilir. F̃s kompakt ve
∫

F̃
r∆k dV =−

∫
F̃

g̃(∇r,∇k)dV olduğu için (4.98) denkleminde k

yi u ile değiştirerek

∫
F̃

1
µu

|∇2u− ∆u
s

g̃|2 dV =
2− s

2s

∫
F̃

g̃(∇u,∇r)dV (4.99)

elde edilir.

(2.37) denkleminden

Ric− r
s

g̃ =
1

µu
∇

2u+(λ +ρr− r
s

g̃)

=
1

µu
(∇2u− ∆u

s
g̃)

(4.100)

elde edilir. Böylece ispat tamanlanır □

Önceki teoremin bir kompakt gradyent hemen hemen sıfır izli (− 1
µu)-Ricci soliton için

aşağıdaki sonucu veriyoruz.



57

Sonuç 4.2.3.12 (F̃s, g̃,∇u,λ ,µ), (s ≥ 3) bir triviyal olmayan kompakt gradyent hemen

hemen sıfır izli (− 1
µu)-Ricci soliton olsun. Bu durumda F̃s bir Sn Öklidyen küresine

izometriktir, eğer Aşağıdaki koşullardan biri geçerliyse

(1) F̃s sabit skaler eğriliğe sahiptir,

(2)
∫

F̃
g̃(∇r,∇u)dV ≥ 0,

(3) F̃s bir homojen manifoldtur.

İspat. Sonuç 4.2.3.12 iddialarından herhangi birinin
∫

F̃
|∇2u− ∆u

s
g̃|2 dV = 0 yazmamıza

izin verdiğine dikkat edin. Dolayısıyla Ric =
r
s

g̃ olduğunu çıkar. Şimdi (4.29) denklemden

∇
2u = µu

(
r(

1
s
−ρ)−λ

)
g̃ (4.101)

elde edilir, ∇u nin triviyal olmayan bir konformal vektör alanı olduğunu ima eder. Böylece

Teorem 4.2.1.4 den F̃s nin bir Sn Öklidyen küresine, izometrikir. □

4.3. KENMOTSU MANİFOLDLAR ÜZERİNDE η-RİCCİ-BOURGUİGNON
SOLİTONLARI

Bu alt bölümde Kenmotsu manifoldlar üzerinde η-RB solitonlar verilecektir.

(K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) bir Kenmotsu manifoldu ve (K̂2s+1, ĝ,ξ ,λ ) bir hemen hemen ∗-RB soliton

olsun. Bu durumda herhangi L ve Z vektör alanları için

R̂ic∗(L,Z)+
1
2
(£ξ ĝ)(L,Z) = (λ +ρ r̂∗)ĝ(L,Z) (4.102)

sahibiz. (2.70) denklemini (4.102) denkleminde kullanırsak

R̂ic(L,Z)+
1
2
(£ξ ĝ)(L,Z)+(2s−1)ĝ(L,Z)+η(L)η(Z) = (λ +ρ r̂∗)ĝ(L,Z) (4.103)
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elde edilir. Daha sonra (2.70) denklemin izini alırsak

r̂∗ = r̂+4s2 (4.104)

denklemini elde ediiir, burada r∗, K̂2s+1 üzerinde ∗-skaler eğriliğidir. Böylece, (4.103)

denklemini basitleştirerek ve (4.104) denklemini kullanarak

R̂ic(L,Z)+
1
2
(£ξ ĝ)(L,Z) =

(
λ +ρ(r̂+4s2)−2s+1

)
ĝ(L,Z)−η(L)η(Z) (4.105)

buluruz. Buradan aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.3.1 (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) bir Kenmotsu manifoldu ve (K̂, ĝ,ξ ,λ ) bir hemen hemen

∗-RB soliton olsun. Bu durumda hemen hemen ∗-RB soliton, yapısı Ω = λ +2s(2sρ −1)+1

ve µ =−1 koşuları ile (K̂2s+1, ĝ,ξ ,Ω,µ) bir hemen hemen η-RB soliton olur.

Önceki teoremden aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Teorem 4.3.2 (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) bir Kenmotsu manifoldu ve (K̂, ĝ,ζ ,λ ) bir hemen hemen

∗-RB soliton olsun. Bu durumda hemen hemen ∗-RB soliton bir Einstein manifolduna

indirgenir.

İspat. (2.64) denklemini kullanarak, £ζ ĝ = 2ĝ − 2η ⊗ η elde edilir. Buradan (4.105)

denkleminden

R̂ic(L,Z) =
(

λ +ρ r̂∗−2s
)

ĝ(L,Z) (4.106)

bulunur. (4.104) denkleminden

R̂ic(L,Z) =
(

λ +ρ(r̂+4s2)−2s
)

ĝ(L,Z) (4.107)

elde edilir ve ispat biter. □

Şimdi (4.107) denkleminde Z = ζ alarak ve (2.66) denklemi kullanarak

λ =−ρ(r̂+4s2) =−ρ r̂∗ ve r̂ =−λ

ρ
+4s2 (4.108)
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elde edilir. Böylece aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.3.3 (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) bir Kenmotsu manifoldu ve (K̂, ĝ,ζ ,λ ) bir hemen hemen

∗-RB soliton olsun. Eğer ρ r̂∗ negatif, ρ r̂∗ sıfır ve ρ r̂∗ pozitif koşulları sağlanırsa, soliton

sırasıyla daralan, dengeli veya genişleyen olur.

(4.105) denklemin izini alarak

div(ξ ) = (2s+1)λ +ρ(2s+1)(r̄+4s2)−4s2 − r

= (2s+1)λ +

(
ρ(2s+1)−1

)
(r̄+4s2)

(4.109)

elde edilir, burada div(ξ ), ξ vektör alanının diverjansıdır.

Uyarı 4.3.4 Bir ξ potansiyel vektör alanının diverjansı sıfır ise, bu durumda ξ bir solenoidal

denir.

Buradan aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.5 (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) bir Kenmotsu manifoldu ve (K̂, ĝ,ξ ,λ ) bir hemen hemen

∗-RB soliton olsun. O halde ξ nin bir solenoidal potansiyel vektör alanı olması için gerek ve

yeter koşul

(2s+1)λ +

(
ρ(2s+1)−1

)
(r̂+4s2) = 0 (4.110)

ve

λ = (r̂+4s2)

(
1

2s+1
−ρ

)
(4.111)

denklemlerinin sağlanmasıdır.

Ayrıca, (4.109) denkleminde ξ = ∇k vektör alanını alarak, burada k düzgün bir fonksiyon.

Bu durumda

∆k = (2s+1)λ +

(
ρ(2s+1)−1

)
(r̂+4s2) (4.112)
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elde edilir. Buradan, ∆k = 0 ise k nin harmonik olduğu söylenir. Dolayısıyla, Teorem 4.3.5

deki ile aynı λ değerini, yani

λ = (r̂+4s2)

(
1

2s+1 −ρ

)
(4.113)

yazabilir. Buradan aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3.6 (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) bir Kenmotsu manifoldu ve (K̂, ĝ,ξ ,λ ) bir hemen hemen

∗-RB soliton olsun. ξ vektör alanı ξ = ∇k biçimindeyse, burada k harmonik bir fonksiyon

olmak üzere, bu durumda soliton (r̂+4s2)

(
1

2s+1 −ρ

)
> 0, ρ = 1

2s+1 ya da (r̂+4s2)

(
1

2s+1 −

ρ

)
< 0 koşulları altında sırasıyla daralan, dengeli veya genişleyen soliton olur.

Şimdi bir (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) Kenmotsu manifoldundaki bir (F̃ , g̃,ζ ,λ ,µ) hemen hemen

η-RB soliton yapısına sahip değişmez F̃ altmanifoldunu ele alalım. Bu durumda

Ric(L,Z)+
1
2
(£ζ g̃)(L,Z) = (λ +ρr)g̃(L,Z)+µη(L)η(Z) (4.114)

eşitliğine sahibizdir.

Dolayısıyla, Lemma 2.6.7 den ve (2.51) denkleminden

L−η(L)ζ = ∇̂Lζ = ∇̃Lζ +h(L,ζ ) (4.115)

elde edilir. F̃ , K̂ da değişmez olduğundan, h(ζ ,L) = 0 herhangi L, ζ vektör alanları için

L−η(L)ζ = ∇̃Lζ (4.116)

elde edilir. (2.64) denkleminden

1
2(£ζ g̃)(L,Z) = g̃(L,Z)−η(L)η(Z) (4.117)

elde edilir. Buradan, (4.117) denklemini (4.114) denkleminde yerine koyarsak

Ric(L,Z) = (λ +ρr−1)g̃(L,Z)+(µ +1)η(L)η(Z) (4.118)
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buluruz ve F̃ bir η-Einstein manifoldtur. Böylece h(L,ζ ) = g̃(L,ζ )H = η(L)H = 0 dır.

Başka bir değişle η(L) ̸= 0 iken H = 0 dır. Bu durumda F̃ , K̂ içinde minimaldır. Dolaysıyla

aşağıdaki sonuları elde edebiliriz.

Teorem 4.3.7 F̃ , bir (F̃ , g̃,ζ ,λ ,µ) hemen hemen η-RB soliton yapısına sahip K̂2s+1

Kenmotsu manifoldun bir değişmez altmanifold ise, bu durumda F̃ bir η-Einstein yapısına

haiz minimal altmanifoldtur.

Böylece, (2.73) denkleminden,

0 = h(ζ ,L) = g̃(ζ ,L)H (4.119)

elde edilir ve aşağıdaki sonucu elde edebiliriz.

Sonuç 4.3.8 F̃ , bir (F̃ , g̃,ζ ,λ ,µ) hemen hemen η-RB soliton yapısına sahip K̂2s+1

Kenmotsu manifoldun bir değişmez altmanifold ise, bu durumda F̃ daima minimaldır.

Özel olarak (4.118) denkleminde, ρ = 0, ρ = 1
2 ya da ρ = 1

2(s−1) alırsak.

Aşağıdaki sonucu elde edilir.

Sonuç 4.3.9 F̃ , bir (F̃ , g̃,ζ ,λ ,µ) hemen hemen η-Ricci soliton, η-Einstein soliton veya

hemen hemen η-Schouten soliton yapısına sahip K̂2s+1 Kenmotsu manifoldun bir değişmez

altmanifold ise, bu durumda F̃ bir η-Einstein yapısına haiz minimal altmanifoldur.

Aslında Lemma 2.6.7 den

Ric(ζ ,L) =−2sη(L), (4.120)

sahibiz ve

Ric(ζ ,ζ ) =−2s (4.121)
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yazabiliriz. Böylece (4.118) denkleminden

Ric(ζ ,ζ ) = λ +ρr+µ (4.122)

elde edilir.

Dolayısıyla (4.121) ve (4.122) denklemlerinden λ = −ρr − (2s+ µ) elde edilir. Buradan

aşağıdaki teoremi veririz:

Teorem 4.3.10 Bir K̂2s+1 Kenmotsu manifoldundaki (F̃ , g̃,ζ ,λ ,µ) hemen hemen η-RB

soliton yapısına sahip değişmez M altmanifold olsun. Eğer ρr+(2s+µ) negatif, ρ +(2s+

µ) pozitif veya ρr = −(2s+ µ) koşulları sağlanırsa, soliton sırasıyla daralan, genişleyen

veya dengeli olur.

4.3.1. Değişmez altmanifoldlarda potansiyel vektör alanı ξ (Ric)-vektör alanı olan
hemen hemen η-Ricci-Bourguignon solitonlar

Bu alt bölümde, (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) Kenmotsu manifolduna izometrik olarak daldırılmış F̃

değişmez altmanifoldları üzerindeki ξ (Ric)-vektör alanları incelenecektir.

Potansiyel vektör alanı, K̂2s+1 üzerindeki bir ξ (Ric)-vektör alanının teğetsel bileşeni olan F̃

üzerindeki bir hemen hemen η-RB soliton için bir karakterizasyon verelim.

Teorem 4.3.1.1 F̃ bir Kenmotsu manifoldu K̂2s+1 içine izometrik olarak daldırılmış bir

değişmez altmanifold ve ξ , (K̂2s+1, ĝ) üzerinde bir ξ T (Ric)-vektör alanı olsun. Bu durumda

(F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) bir hemen hemen η-RB solitondur ancak ve ancak F̃ nin Ricci tensör alanı,

L,Z ∈ X(F̃)

Ric(L,Z) =
1
γ̄

[
(λ +ρr)g̃(L,Z)− ĝ(h(L,Z),ξ⊥)+µη(L)η(Z)

]
(4.123)

şeklinde yazabilir.

İspat. F̃ izometrik olarak bir Kenmotsu manifolduna daldırıldığı için

ξ = ξ T +ξ⊥ (4.124)
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yazabiliriz. ξ , K̂ üzerinde bir ξ (Ric)-vektör alanı, (2.29), (4.124) denklemleri ve Gauss

Weingarten formüllerinden

µQT L+µQ⊥L = ∇̂Lξ T = ∇̃Lξ T +h(L,ξ T )−A
ξ⊥L+ ∇̃⊥

L ξ⊥, (4.125)

elde edilir. Teğetsel ve normal bileşenleri karşılaştırarak

∇̃Lξ T = µQT L+A
ξ⊥L (4.126)

ve

h(L,ξ ) = µQ⊥L− ∇̃⊥
L ξ⊥ (4.127)

elde ederiz. Lie türevinin tanımından ve (4.126) denklemi kullanarak

(£ξ T g̃)(L,Z) = g̃(∇Lξ T ,Z)+ g̃(∇Zξ T ,L)

= 2µ g̃(QT L,Z)+2ĝ(h(L,Z),ξ⊥)

(4.128)

elde ederiz. F̃ değişmez altmanifoldu bir hemen hemen η-RB soliton kabul ettiğinden,

Ric(L,Z)+
1
2
(£ξ T g̃)(L,Z) = (λ +ρr)g̃(L,Z)+µη(L)η(Z) (4.129)

dır. Dolayısıyla, (4.128) ve (4.129) denkleminden

(1+µ)Ric(L,Z) = (λ +ρr)g̃(L,Z)− ĝ(h(L,Z),ξ⊥)+µη(L)η(Z) (4.130)

elde ederiz. Burada γ̄ = 1+µ alırsak istenen sonucu elde ederiz. İddia (4.130) ten çıkar. □

Bir önceki teoremin direkt bir sonucu olarak aşağıdakileri veriyoruz.

Sonuç 4.3.1.2 K̂2s+1 Kenmotsu manifoldunun (F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) bir hemen hemen η-RB

soliton yapısına sahip izometrik olarak daldırılmış bir F̃ değişmez altmanifoldunun

η-Einstein olması için gerek ve yeter koşul F̃ nin A⊥
ξ

-umbilik olmasıdır.

Sonuç 4.3.1.3 Bir K̂2s+1 Kenmotsu manifoldunun (F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) hemen hemen η-RB
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soliton yapısına sahip izometrik olarak daldırılmış tümel umbilik F̃ değişmez altmanifoldu

eğer ξ T bir ξ T (Ric)-vektör alanı ise, bu durumda F̃ bir η-Einstein manifoldtur.

Önerme 4.3.1.4 Eğer F̃ potansiyel vektör alanı ξ T bir ξ T (Ric)-vektör alanı olan bir

(F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) hemen hemen η-RB soliton yapısına sahip K̂2s+1 Kenmotsu manifoldu

izometrik olarak daldırılmış bir minimal altmanifold ise, bu durumda F̃ nin r skaler eğriliği

r =
λ s

γ̄ −ρs
+

µ

γ̄ −ρs
(4.131)

ile verilir, burada γ̄

(2s+1) ̸= ρ bir sabittir.

İspat. Eğer F̃ , K̂2s+1 de bir minimal altmanifold ise, F̃ nin ortalama vektör alanı H = 0 dır.

Buradan, g(H,ξ⊥) = 0 elde edilir. Şimdi (4.123) nin izini alırsak

r =
s

∑
i=1

Ric(ei,ei) = 1
γ̄

(
(λ +ρr)(s)+µ

)
(4.132)

elde ederiz. □

4.3.2. Kenmotsu manifoldlarının hiperyüzeyleri

Bu alt bölümde, (K̂2s+1,θ ,ζ ,η , ĝ) Kenmotsu manifolduna izometrik olarak daldırılmış bir

F̃ hiperyüzeyi üzerinde bir hemen hemen η-RB soliton incelenecektir.

Denklem (2.57), eğer σ = g̃(N,ξ⊥) ile gösterirsek, bu durumda aşağıdaki teorem verebiliriz.

Teorem 4.3.2.1 (F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) potansiyel vektör alanı ξ T (Ric)-vektör alanı olan bir

K̂2s+1 Kenmotsu manifoldunda izometrik olarak daldırılmış bir F̃ hiperyüzeyi üzerinde bir

hemen hemen η-RB soliton olsun. Eğer F̃ bir kuazi-umbilik altmanifold ise bu durumda

(F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) yapısı bir genelleştirilmiş kuazi-Einstein manifold olur.

İspat. (F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ), F̃ üzerinde bir hemen hemen η-RB soliton olduğundan, (2.57)

denklemini (4.123) de kullanarak

Ric(L,Z) =
1
γ̄
(λ +ρr)g̃(L,Z)− σ

γ̄
hξ (L,Z)+

µ

γ̄
η(L)η(Z) (4.133)



65

elde ederiz. Burada (2.55) kullanarak,

Ric(L,Z) = 1
γ̄
(λ +ρr)g̃(L,Z)− σ

γ̄

(
α g̃(L,Z)+βω(L)ω(Z)

)
+ µ

γ̄
η(L)η(Z)

=
1
γ̄

(
λ +ρr−ασ

)
g̃(L,Z)− βσ

γ̄
ω(L)ω(Z)+

µ

γ̄
η(L)η(Z)

(4.134)

sonucu varırız. Bu ise, bize Tanım 2.2.4 e göre F̃ nin bir genelleştirilmiş kuazi-Einstein

manifold olduğunu söyler. □

Teorem 4.3.2.2 (F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) potansiyel vektör alanı ξ T (Ric)-vektör alanı olan bir K̂2s+1

Kenmotsu manifoldunda izometrik olarak daldırılmış bir F̃ hiperyüzeyi üzerinde bir hemen

hemen η-RB soliton olsun. Eğer g̃ bir sözde kuazi-umbilik altmanifold ise bu durumda

(F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) yapısı bir genelleştirilmiş sözde kuazi-Einstein manifold olur.

İspat. (4.133) denklemini (2.56) de kullanarak,

Ric(L,Z) = 1
γ̄
(λ +ρr)g̃(L,Z)− σ

γ̄

(
α g̃(L,Z)+βω(L)ω(Z)+E(L,Z)

)
+

µ

γ̄
η(L)η(Z)

=
1
γ̄

(
λ +ρr−ασ

)
g̃(L,Z)− βσ

γ̄
ω(L)ω(Z)+

µ

γ̄
η(L)η(Z)− σ

γ̄
E(L,Z)

(4.135)

sonucu varırız. Bu ise, bize Tanım 2.2.4 e göre F̃ nin bir genelleştirilmiş sözde kuazi-Einstein

manifold olduğunu söyler. □

Teorem 4.3.2.3 (K̂, ĝ) bir sabit c eğrilikli Kenmotsu manifold ve F̃, K̂ nin bir hiperyüzey

izometrik olarak daldırılmış altmanifold olsun. (F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) nin F̃ üzerinde potansiyel

vektör alanı bir ξ T (Ric)-vektör olan bir hemen hemen η-RB soliton olması için gerek ve

yeter koşul F̃ nin hξ ikinci temel tensör formunun

h2
ξ
(L,Z) =

(
ρ

γ̄
+ iz(hξ )

)
hξ (L,Z)+

(
c(s−1)− 1

γ̄
(λ +ρr)

)
g̃(L,Z)− 1

γ̄
µη(L)η(Z)

(4.136)

denklemini sağlamasıdır. Burada L ve Z, F̃ ye teğet keyfi vektör alanlarıdır.



66

İspat. (F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) bir hemen hemen η-RB soliton olsun. Gauss denkleminden,

Ric(L,Z) = iz(hξ )hξ (L,Z)−h2
ξ
(L,Z)+ c(s−1)g̃(L,Z) (4.137)

elde ederiz. Şimdi (4.137) ve (4.133) i karşılaştırarak

1
γ̄
(λ +ρr)g̃(L,Z)− σ

γ̄
hξ (L,Z)+

µ

γ̄
η(L)η(Z) = iz(hξ )hξ (L,Z)−h2

ξ
(L,Z)+c(s−1)g̃(L,Z)

elde ederiz. Böylece,

h2
ξ
(L,Z) =

(
ρ

γ̄
+ iz(hξ )

)
hξ +

(
c(s−1)− 1

γ̄
(λ +ρr)

)
g̃(L,Z)− µ

γ̄
η(L)η(Z)

elde ederiz.

Bu ise (4.136) dir geçerli olsun. Yine Gauss denkleminden

Ric(L,Z) =
1
γ̄
(λ +ρr)g̃(L,Z)− σ

γ̄
hξ (L,Z)+

µ

γ̄
η(L)η(Z), (4.138)

elde ederiz. Bu ise (F̃ , g̃,ξ T ,λ ,µ) nun F̃ üzerinde bir hemen hemen η-RB soliton olduğunu

söyler. □
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde Riemann manifold, bazı özel vektör alanları ve geometrik özellikleri,

η-RB solitonları, ∗-RB solitonları, Kenmostu manifoldları ve Riemann manifoldların

altmanifoldları tanımları ile başlanmıştır.

Tezin bulgularında, ilk olarak ξ (Ric)-vektör alanı ve Ricci solitonlar çalışılmıştır. Teorem

4.1.1.1 de bir Riemann manifoldu üzerindeki bir ξ (Ric)-vektör alanının Killing ve

konformal olması için koşullar verilmiştir. Teorem 4.1.1.2 de bir ξ (Ric)-vektör alanının

daima kapalı olduğu ispatlanmıştır. Teorem 4.1.1.4 ve Teorem 4.1.1.5 te bir ξ (Ric)-vektör

alanının manifoldun skaler eğriliği ile ilişkisini verdir. Bu iki teoremin sonucunda bir

ξ (Ric)-vektör alanının bir jeodezik vektör alanı olması için gerek ve yeter şartın manifoldun

skaler eğriliğinin sabit olması Teorem 4.1.1.6 da kanıtlandı. Manifoldun kompakt ve

yönlendirilebilir olması durumu Teorem 4.1.1.8 ve Teorem 4.1.1.10 da incelendi. Teorem

4.1.1.9 da ise bir harmonik ξ (Ric)-vektör alanınına sahip bir Riemann manifoldu için

bir karakterizasyon verildi. Alt bölüm 4.1.2. de ise potansiyel vektör alanı ξ (Ric) olan

Ricci solitonlar çalışılmıştır. Özellikle Teorem 4.1.2.1 ve Teorem 4.1.2.2 de sırasıyla

potansiyel vektör alanı ξ (Ric)-vektör alanı olan büzülebilir ve kompakt Ricci solitonlar için

karakterizasyonlar elde edildi.

Alt bölüm 4.2.1. de η-RB ve hemen hemen η-RB solitonlar çalışıldı. Özellikle, Şonuc

4.2.1.2, Teorem 4.2.1.3 ve Teorem 4.2.1.4 te ele alınan solitonun trivial olması (Einstein

olması) ve bir Sn Öklidyen küreye izometrik olması için gerekli koşullar verildi. Ayrıca,

kompakt hemen hemen η-RB solitonlar için integral formülleri elde ettik. (Bkz. Teorem

4.2.1.9 ve Şonuç 4.2.1.10). Alt bölüm 4.2.2. de gradyent hemen hemen η-RB solitonlar

çalışıldı ve bu tür solitonların kompakt ve yönlendirilebilir olması durumunda Teorem

4.2.2.4 ve Şonuç 4.2.2.5 te integral formülleri inşa edildi. Alt bölüm 4.2.3., Teorem

4.2.3.2, Teorem 4.2.3.3, Teorem 4.2.3.4 ve Teorem 4.2.3.9 da gradyent hemen hemen η-RB

solitonların literatürde bilinen hemen hemen sıfır izli, h-Ricci soliton, Einstein manifold,

Sn standart küresi, Hn hiperbolik uzayı ve Rn Öklidyen uzayı gibi yapılara hangi şartlarda

altında dönüşübileceği ile ilgili geometrik koşullar verildi.
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Alt bölüm 4.3. te Kenmotsu manifoldlar üzerinde η-RB ve ∗-RB solitonlar çalışıldı. Teorem

4.3.1 ve Teorem 4.3.2 de bir Kenmotsu manifoldu üzerindeki bir hemen hemen ∗-RB

solitonunun hemen hemen η-RB ve Einstein manifold olması için gerekli koşullar verilmiştir

ve Teorem 4.3.5 te bu tip solitonun ξ potansiyel vektör alanının solenoidal olması için

gerek ve yeter koşullar verildi. Ayrıca bu tip solitonların daralan, dengeli ve genişleyen

olması için kriterler Teorem 4.3.6 te verildi. Teorem 4.3.7 da bir Kenmotsu manifoldunun

hemen hemen η-RB soliton yapısına haiz bir değişmez altmanifoldun η-Einstein yapısına

haiz bir minimal altmanifold olduğu kanıtlanmıştır. Teorem 4.3.10 da ise bir Kenmotsu

manifoldunun hemen hemen η-RB soliton yapısına sahip bir değişmez altmanifoldunun

daralan, dengeli ve genişleyen olması için koşullar elde edildi.

Alt bölüm 4.3.1. de bir Kenmotsu manifoldunun potansiyel vektör alanı ξ (Ric)-vektör

alanı olan hemen hemen η-RB soliton yapısına haiz değişmez altmanifoldları ele alındı ve

çalışıldı. Teorem 4.3.1.1 de bu tür altmanifoldlar Ricci tensörünün gerçeklediği bir denklem

kurulmuştur. Son alt bölüm ise Kenmotsu manifoldlarının kuazi-umbilik hiperyüzeyleri ele

alındı ve çalışıldı. Bu amaçta Teorem 4.3.2.1 de potansiyel vektör alanı bir ξ (Ric)-vektör

alanının teğetsel bileşeni olan bir hemen hemen η-RB soliton yapısına haiz bir hiperyüzeyin

bir genelleştirilmiş kuazi-Einstein yapısına haiz olduğu ispatlanmıştır. Teorem 4.3.2.2 de

ise bir genelleştirilmiş sözde kuazi-Einstein yapısına haiz olduğu ispatlanmıştır. Kesitsel

eğriliği sabit olan bir Kenmotsu manifoldundaki bir hiperyüzeyin potansiyel vektör alanı

bir ξ (Ric)-vektör alanının teğetsel bileşeni olan bir hemen hemen η-RB soliton yapısına

izin vermesi için bir gerek ve yeter koşul verilmiştir.

Bu tezde çalışılan değişik soliton tipleri ve altmanifold türleri literatürde aktif çalışagelmiş

ve çalışılmaya devam etmektedir. Bu nedenle bu tez çalışmasında ele alınan problemlerin

ve benzerlerinin çok çeşitli alt sınıflara haiz hemen hemen kontakt metrik yapıların bir

çok alt sınıfına uygulanabileceği öngörülmekedir. Ayrıca bu tezde çalışılan soliton yapıların

potansiyel vektör alanlarının daha farklı bir özel vektör alanı seçilmesi durumunda örneğin

afin konformal vektör alanı gibi benzer problemler çalışılabilir. Dolayısıyla bu tez çalışması

daha sonra gelecek çalışmalara yol gösterecek niteliktedir.
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