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In this thesis study, various inequalities for (o, m)-convex functions were examined and
Holder, Power Mean and Young inequalities were used in the process of obtaining the
results. In the first part of the thesis, the broad history of inequalities is discussed, in the
second part, definition theorems and examples are given, in the third part, information
about Caputo-Hybrid and Atangana-Baleanu fractional integral operators is presented, in
the fourth part, using existing lemmas, new inequalities regarding (a;, m)-convex

functions have been obtained. Discussion and results are given in the fifth section.

The main goal of this thesis is to examine (o4, m)-convex functions from a broad
perspective and to reach new upper limits for inequalities of this type by obtaining new

inequalities with these functions.
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1.GIRIS

Tarihi diferansiyellenme teorisinin ortaya ¢ikisina kadar eski tarihlere dayanan kesirli
analiz konusu, fiziksel yapisindaki karmasasindan kaynakli, bu konuyla ilgili ¢aligmalari
ertelenmesi ve Kklasik analiz gibi ifade edilmemesinden dolayr bilim, miihendislikte
gercken 6neme ulasamamistir. Dolayisiyla tabiatin gergekligini daha iyi bir sekilde ifade
edilmesi perspektifinden kesirli analiz konusunu dikkat ¢ekici hale gelmesi kesirli tiirev
ve integrallerin yerel veya noktasal bir biiyiikliik olmamalariydi. Bu yilizden, dogadaki
olaylarin daha iyi betimlenmesinde 6nemli bir rol oynamasi i¢in bu konunun bilim ve
miihendislik alanlarinda daha yaygin hale getirilmesi gereklidir.

Kesirli analizin dogusu L’Hospital’in sorusunda yer alan tiirevin mertebesinin 1/2 olmasi
durumunda anlamli olup olmayacagini 1695 yilinda ilk kez Leibnitz’e gonderilen 6zel
mektupta sormastyla Kesirli tiirev ve integral kavramlari aragtiritlmaya baglanmistir.
Kesirli analiz konusu bir diger arastirmacit yazar olan Euler’in de, Leibnitz ve
L’Hospital’den sonra 1730 yilinda dikkatini ¢ekmistir. 1772 de diferansiyel operatorler
icin kuvvet alma kanunundan bahsettigi ¢calismasinda J.L. Langrange dolayli bir sekilde
kesirli analize katkida bulunmustur. 1812 yilinda P. S. Laplace, integraller yoluyla kesirli
tirev, 1819 yilinda S.F. Lacroix keyfi mertebeden tiirevden bahsetmistir. Bunlarin
ardindan 1822 yilinda J. B. J. Fourier keyfi mertebeden tiirevlerle ilgili ¢aligmalari
baslatmustir.

1823 yilinda ilk kez N. H. Abel tarafindan Kesirli tiirev ve integral operatorler tautochrone
probleminin ¢6ziimii i¢in kullanilmigtir. 1832 yilinda ilk 6nemli ¢alismay1 yapan J.
Liouville, kesirli analiz tanim ve teoremlerini teorik olarak problemlere uygulamistir.
1892 yilinda kesirli integrasyon teorisini gelistiren G. F. B. Riemann, yayimladigi
caligmasida onemli bulgular ortaya koymustur. A. V. Letnikov bu konu tizerine pek ¢ok
makaleyi 1868 ile 1872 yillar1 arasinda yayinlamugtir. 1900 ile 1970 yillar1 arasinda kesirli
analiz konusuna 6nemli katkilarda bulunan bilim adamlar1 H. H. Hardy, S. Samko, H.
Weyl, M. Riezs, S. Blair’dir. 1970 yilindan bu giine kadar J. Spanier, K. B. Oldham, B.
Ross, A. Kilbas, M. Caputo, I. Podlubny, M. Fabrizio, T. Adbeljawad, R. Khalil, A.
Atangana, D. Balenau, J. Losada, J.J. Nieto gibi birgok bilim insan1 bu konu {izerinde ¢ok

ciddi ¢alismalarla bilime katki sagladilar.



Son yillarda klasik tiirevin yeni bir formu olarak goriilen kesirli tiirevin yeni tanimlari
verildi (Khalil et al. 2014). Klasik tiireve uyumuyla bilinen bu tanimlar bu alandaki
calismalarin artmasina neden oldu. Yeni kesirli tiirev tanim1 olan uyumlu kesirli tiirev
(conformable fractional derivative) , sagladig1 baz1 6zelliklerden dolay: biiyiik bir ilgiyi
lizerine ¢ekmis ve kisa zamanda bu yeni tanimla alakali bir¢ok iist diizey c¢aligma
yapilmustir.

Bir¢ok arastirmaci yazar (Ortiguera and Machado 2015) uyumlu kesirli tiirevin kesirsel
bir operator olup olmadig gergekligini tartisma konusu yapmistir. Gliniimiizde bu soru
tartismaya hala agik goriiliiyor. Bu konu belki de felsefik bir paradokstan baska bir sey
degildir (Batarfi et al. 2015).

Konveks fonksiyonlar, kesirli tiirev ve kesirli integral esitsizlikleri {izerine ¢alismalari
bulunan diger arastirmacilar M.E. Ozdemir, G.V. Milovanovic, A.M. Fink, A.W. Roberts,
D.E. Varberg U.S. Kirmaci, R. Agarval, G. Anastassiou, , N.S. Barnett, H. Yildirim, M.Z.
Sarikaya, , M. Darus, M.K. Bakula, N. Ujevi¢, S. Varosanec, P.S. Bullen, P. Cerone, G.
Toader, M. Alomari, F. Qi, C.E.M. Pearce J. Pecari¢, E. Set, A.O. Akdemir, H.
Kavurmact Onalan, M. Avci Ardig, M. Giirbiiz, A. Ekinci, C. Yildiz seklinde

siralanabilir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1 Konveks Fonksiyonlar ile Tigili Bazi Temel Tanim ve Ozellikler
Bu tezde kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve ozellikler asagidaki gibi verilmistir.

Tamm 2.1.1. (Lineer Uzay): L bostan farkli bir kiime ve F bir cisim olmak {izere +: L X
L—Lve -:F XL - Lislemleri verilsin. Eger asagida belirtilen kosullar saglantyorsa,

F cismi lizerinde L ye lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1.Her w,y € Li¢in w + ¢ € L dir,

G2.Her w, 4,z € Liginw + (¢ + z) = (0w + ¢) + z dir,

G3.Her w € L icin w + 3 = Y + w = w olacak sekilde i € L vardur,

G4. Herw € L igin w + (—w) = (—w) + w = P olacak sekilde —w € L vardir,
G5.Herw,y €L icinw +y =y + wdir.

B) w,4 € L ve a,f € F olsun. Dolayisiyla asagidaki sartlar saglanir:

L1l. a¢.w € L dir,

L2.a.(w+1y) =aw+aydir,

L3.(a+pB).w = a.w + B.x dir,

L4. (aB).w = a.(B.w) dir,

L5.1.w = w dir. (Burada 1, F nin birim elemanidir).

F = R ise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye karmasik lineer uzay adi verilir (Anton,
1994).

Tamm 2.1.2. (Konveks Kiime): A € L, w,¢ € A keyfi sabitler ve L bir lineer uzay

olmak tlizere

B={z€lz=aw+ (1-a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesi konvekstir denir. Eger z € B ise z = aw + (1 — a)y esitligindeki w ve
4 nin katsayilar1 i¢in @ + (1 — @) = 1 bu bagint1 her kosulda gegerlidir. Bu nedenle
konveks kiimenin taniminda a, 1 — « yerine negatif olmayan a, 8 reel sayilarmi « + 8 =

1 sartin1 saglayan ifadesi yazilabilir. Geometrik olarak B kiimesi her iki ucunda bulunan

10



noktalar1 w ve ¢ olan bir dogru pargasidir. Burada sezgisel olarak konveks bir kiime, en

az iki noktayi birlestiren dogru pargasini igeren kiime olarak tanimlanabilir (Bayraktar
2000).

Sekil 1. Konveks kiime

Sekil 2. Konveks olmayan kiime

Tamm 2.1.3. (J —Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve ¢:1 — R bir fonksiyon

olmak iizere her w, ¢ € I igin

o (w ery> < o(w) er o(y)




kosulunu saglayan ¢ fonksiyonuna I iizerinde Jensen tiiriinde konveks veya | —konveks

fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.4. (Kesin J —Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve ¢:I - R bir

fonksiyon olmak tizere her w, ¢ € I vé w # y i¢in

(w er y) < ¢(w) er o (y)

oluyorsa ¢ fonksiyonuna I iizerinde kesin /] —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.5. (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve ¢:1 — R ye bir fonksiyon

olmak tizere her w, ¢ € I ve a € [0,1] i¢in,

plaw+ (1 -a)y) <ap(w) + (1 - a)p(y) (2.1)

kosulunu saglayan ¢ fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (Pecari¢ et al. 1992).

Ornek: ¢:1 c R - R, f(w) = |w| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

v
>

Sekil 3. Araliklar tizerinde konveks fonksiyon (¢ (w) = |w|)

Kesin konvekslik kavramini yeniden geometrik acidan incelendiginde;

12



x Zi'}t‘x*‘,l-k}y ;

Sekil 4. Kesin konvekslik

P, Q, R bir birinden farkli ii¢ nokta ve P < Q < R olmak iizere PQ, QR ve PR kirisleri
egri iizerinde bulundugu ve burada kesin konvekslik i¢in gerekli kosulun orataya ¢iktig

goriiliir. Yine burada;
egimPQ < egimPR < egimQR
ifadesinden agik¢a goriildiigii tizere ¢ fonksiyonu kesin konvekstir.

Teorem 2.1.6. Eger ¢ fonksiyonu [w,,w,]| araliginda tamiml, [w,, w,] araliginda
konveks (konkav) ve w, € (w,,w,) noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise

w € (w4, wy) igin

¢(w) = @(wo) = (9" (wo)(w — o) (2.2)

esitsizligi yazilir. Yani (w4, b) araliginda diferensiyellenebilen konveks fonksiyon (2.2)

esitsizligini saglar (Roberts and Varberg 1973).

13



Tamm 2.1.7. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): I araliginda tanimlanan ¢ fonksiyonu

igin, I lizerinde w4, w, de iki nokta olsun. Bu durumda
(@) w, > wq iken @(w,) > @(w,) ise ¢ fonksiyonu I tizerinde artandir,
(b) w, > w, iken @(w,) < @(w,) ise ¢ fonksiyonu [ tizerinde azalandir,
(€) wy > w; iken @(w,) = @(w,) ise ¢ fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,

(d) w, > wq iken @(w,) < @(w,) ise @ fonksiyonu I tizerinde artmayandir denir
(Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.8. J agik bir aralik ve | € I olmak iizere ¢, I lizerinde siirekli ve J lizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
(a) Her w € J i¢in ¢'(w) > 0 ise ¢ fonksiyonu I iizerinde artandir.
(b) Her w € ] igin @' (w) < 0 ise ¢ fonksiyonu I iizerinde azalandir.
(c) Her w € J igin @' (w) = 0 ise ¢ fonksiyonu I tizerinde azalmayandir.

(d) Her w € ] i¢in ¢'(w) < 0 ise ¢ fonksiyonu I iizerinde artmayandir (Adams
and Essex 2010).

Teorem 2.1.9. ¢, g konveks fonksiyonlar ve g ayni zamanda artan ise g o ¢ fonksiyonu
konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.10. ¢: I — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon olmak tizere ¢’ (w) ve

¢’ (w) mevcuttur ve [ iizerinde artandir (kesin artandir) (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.11. ¢ fonksiyonunun ikinci tiirevi I agik araliginda varsa, ¢ fonksiyonunun

bu aralikta konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w € I i¢in

¢"(w) =2 (>)0

olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).
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Teorem 2.1.12. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi w, ¢ reel sayilari igin ;
lw +y| <ol + |yl
llwl = lyl| < o —yl,
lwl = lyl| < lo + 4l
esitsizlikleri ve tiimevarim metoduyla
lwy + -+ wp| < lwg| + -+ |wyl
esitsizligi saglanir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.13. (integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve % +$ = 1olsun. ¢ ve g,

[w1, w,] arahiginda tanimli reel fonksiyonlar, |@|? ve |g|?, [w;,w,] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

w2 w3 % Wy q
j |¢<w>g(w)|dws<j |go(w)|Pdw) (f |g<w)|qdw>

1 w1

esitsizligi saglanir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir diger sonucu olan power-mean esitsizligi de asagidaki
sekilde ifade edilir.

Sonug 2.1.14. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. ¢ ve g, [w,, w,] kapali araliginda
tamimlanan reel fonksiyonlar, @] ve |g|?, [wq, w,] kapali araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlik

15



1 1

w3 w32 1q w2 q
f |<p(w)g(w)|dws(f |<p(w)|dw) <f |<o(w)||g(w)|ww>

1

saglanir.

Teorem 2.1.15. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): ¢, [w;, w,] kapal

araliginda siirekli reel degiskenli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

| zq)(w)dw‘s [ o@ido  @<p

1

esitsizligi saglanir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Tamm 2.1.16. (Siireklilik): ¢:S € R - R, wy € S ve € > 0 verilmis olsun.
w ESVe|w—wyl <dicin|p(w) —e(wy)| <€

olacak sekilde bir § = (¢, wg) > 0 sayis1t mevcutsa ¢, w,’da siirekli bir fonsiyondur
denir (Bayraktar 2010).

Tamim 2.1.17. (Diizgiin Siireklilik): ¢: S € R — R fonksiyonu ve € > 0 sayis1 verilmis
olsun. |w; — w,| < § sartin1 saglayan her w,, w, € S i¢in |@(w,) — p(w,)| < € olacak
sekilde bir § = §(€) > 0 sayis1t mevceutsa ¢, S’de diizgiin siirekli bir fonsiyondur denir
(Bayraktar 2010).

Tanim 2.1.18. (Lipschitz Sarti): ¢: S € R — R fonksiyonu i¢in

lo(w) —o(y)| < M|w -yl

olacak sekilde bir M > 0 sayist mevcutsa ¢,S’de Lipschitz sartin1 saglayan bir
fonksiyondur denir (Bayraktar 2010).
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Sonu¢ 2.1.19. ¢,S’de Lipschitz sartimm saghiyorsa ¢, S’de diizgiin siirekli bir
fonksiyondur (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.20. (Mutlak Siireklilik): /, R nin bos kiime olmayan bir alt kiimesi ve ¢: 1 —
R ye bir fonksiyon olsun. I nin {(wli, wzi)}:;l ayrik acik alt araliklarinin bir birlesimi
olsun. Sayet V & > 0 icin Z?=1|a)2i - a)li| < 6 oldugunda ’i’=1|(p(w2i) - <p(a)1i)| <e€
olacak sekilde bir § = (&) > 0 sayis1 var ise ¢ fonksiyonu I kiimesinde mutlak siirekli
bir fonksiyondur denir (Carter and Brunt 2000).

Konvekslik, Lipschitz sarti, stireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iligki asagidaki

teoremde verilecektir.

Teorem 2.1.21. [w4, b] € I° olsun. Eger ¢: I — R konveks bir fonksiyon ise ¢ Lipschitz

sartim1 saglar. Sonug olarak ¢, [w,, w,] araliginda mutlak stirekli ve I°’de siireklidir

(Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.22. ¢ fonksiyonu [w4, w,] araliginda konveks ise
a. @, (wq, w,) araliginda siireklidir ve
b. ¢, [wy, w,] araliginda sinirhdir (Azpeitia 1994).

Ornek: ¢:[-1,1] - R,

2, w = —1ise
p(x) ={w? we(-11)ise
2, w = 1ise

fonksiyonu [—1,1] araliginda konveks; (—1,1) araliginda siireklidir.

Tanim 2.1.23. (Ortalama Fonksiyonu): M fonksiyonu M: (0, ) X (0, 00) — (0, o)

seklinde verilsin. Eger;
1) M(w,4) = M(y, )
2) M(w,w) = w
Aw<Mwy <y w<y
4) M(aw,ay) = aM(w,y), a>0

sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonu ortalama fonksiyonu olarak adlandirilir (Anderson et
al. 2007).
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Ornek 2.1.24. M(w, ) = A(w, 4) = “’Tﬂ’“ ise Aritmetik ortalama,
M(w,y) = G(w, ) = \/wy ise Geometrik ortalama,

M(w,¢) = Hw,y) = @ ise Harmonik ortalama,

w'y

M(w,y) = L(w,y) = m w # 1y ve L(w, w) = w ise Logaritmik ortalama,

1
1

M(w,y) =1(w,¢) = (g) (Z—:)“’—_” , w =y Ve I(w,w) = w ise ldentrik ortalama

yazilabilir (Anderson et al 2007).

Tamim 2.1.25. ( MN —Konveks (Konkav) Fonksiyon): ¢: 1 — (0, o) siirekli fonksiyonu

verilsin. I < (0, ) ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger Vw, ¢ € I igin;

p(M(w, 1)) < (2)N(p(w), o(y))

sartt saglaniyor ise ¢ fonksiyonuna MN — konveks (konkav) fonksiyonu denir
(Anderson et al 2007).

Teorem 2.1.26. I € (0,00) ve ¢:1 — (0,00) siirekli bir fonksiyon verilsin. (4)-(9)

secenekleri i¢in I = (0, w,) ve 0 < w, < oo olarak verilsin.

1- ¢ nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ nin konveks (konkav)

olmasidir.

2- ¢ nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul loge nin konveks

(konkav) olmasidir.

3- ¢ nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % nin konveks (konkav)
olmasidir.

4- @ nin GA —konveks (konkav) olmas: i¢cin gerek ve yeter kosul @ (w,e~t) nin (0, )
tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

5- @ nin GG —konveks (konkav) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul @ (w,e~t) nin (0, )

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

6- ¢ nin GH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter kosul nin (0, o)

1
p(wze™t)

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.
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7- @ nin HA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ (%) nin (wi,oo)
2

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

8- ¢ nin HG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter kosul logep ( ) nin (w 00)
2

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.
9- ¢ nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ( ) nin (wi,OO)
o= 2

tizerinde konveks (konkav) olmasidir (Anderson et al 2007).

Teorem 2.1.27. 1 € (0,0) ve ¢:1 - (0,0) siirekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

secenekleri i¢in I = (0, w,) ve 0 < w, < oo olarak verilsin.

1- @ nin AA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢’ (w) in artan (azalan)

olmasidir.

A )) in artan (azalan)

2- ¢ nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosu
olmasidir.

3- ¢ nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 22((2))

in artan (azalan)
olmasidir.

4- ¢ nin GA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w¢’(w) in artan (azalan)

olmasidir.

qo()

5- ¢ nin GG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter kosul —— in artan (azalan)

olmasidir.

we' (w)

22() in artan (azalan)

6- @ nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
olmasidir.

7-¢ nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w?¢’(w) in artan

(azalan) olmasidir.

@’ (w) .

(@) in artan (azalan)

8- ¢ nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ———=

olmasidir.
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2.,
9- @ nin HH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter kosul %{u(f) in artan (azalan)
olmasidir (Anderson et al 2007).

Sonuc 2.1.28. Herhangi bir ortalama fonksiyonu olan N; eger ¢ fonksiyonu artan (azalan)
ise; AN- konveksligi GN- konveksligi igerirken, GN- konvekslik ise HN- konveksligi
icerir. Dolayistyla; aralarinda H(w, ) < G(w, %) < A(w,w) iliski dikkate alinarak;

1- ¢, AH-konveks ise AG-konvekstir ve dolayisiyla AA-konvekstir.
2- @, GH- konveks ise GG- konvekstir ve dolayisiyla GA- konvekstir.

3- ¢, HH- konveks ise HG- konvekstir ve dolayisiyla HA- konvekstir ifadeleri yazilabilir
(Anderson et al 2007).
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3. MATERYAL YONTEM

Tamm 3.1.1. (Caputo-Hibrit Operator): ¢ : 1 € RT - R, [°iizerinde tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Ayica ¢ ve ¢’ fonksiyonlar1 lokal olarak I {zerinde L! e ait

fonksiyonlar olmak tizere Caputo-Hibrit operatorii su sekilde tanimlanabilir:

1 t
0PEDE 9(8) = gy | Fa @@ + Ko@)/ ()t~ 1) "

Burada a € [0,1] ve K, ve K, asagidaki sartlar1 saglayan fonksiyonlardir.

lirggr Ko(a) = 0; lir;z_ Ky(a) = 1; Ky(a) #0, a € (0,1]; (2.2)
a— a—

li161+ K,(a) = 0; liTIl_ Ky(a) = 1; Ky(a) #0, a €[0,1) (2.3)
a— a—

(Baleanu et. al., 2020).
Bu operator yardimiyla elde edilen bazi esitsizlikler asagida sunulmustur.

Teorem 3.1.2. ¢:I SR" -> R fonksiyonu [° iizerinde ikinci mertebeden

II|

diferansiyellenebilir ve ¢, ¢’ € Li[w;,b],w; < w, olsun. Eger [¢'| ve |¢

fonksiyonlar1 I {izerinde konveks fonksiyonlar ise

_Ki(@e(w) + K@) (w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a)g'(w)
W — W Wy — W

T2 ) <wiPCD$<p(w) S)PCD&(p(wz))

(0 —w)?™* (0 —w)*¢
- Ki(@)|¢'(w)] + Ky(@)| 9" (wy)]
- B-a)
Ki(a)|9'(w2)| + Koy(a)|@" (w5)]
B-a)2-a)

N K (@] ()| + Ky(a) " (w)]
2-a)

esitsizligi gecerlidir ve burada a, a; € [0,1], w; < w < w, ve K, K; fonksiyonlar: (2.2)

ve (2.3) sartlarini saglayan fonksiyonlardir (Giirbiiz et al. 2022).
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Teorem 3.1.3. @:1 SR* > R fonksiyonu I° iizerinde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir ve ¢, ¢’ € Li[wy, w;], w; < w, olsun. Eger |¢p'|?7 ve [¢p"|?

fonksiyonlar1 [ iizerinde s —konveks fonksiyonlar ise

_Ki(@e(w) + K (@' (1) Ki(@)e(w) + Ko(a)g'(w)

W — W, W, — W
ol DEp(w) DG, 0(wy)
trz-a) ((a) —w)?™ % (wy — (U)Z_a>
< Ki(a)|¢'(w1)] + Ko(a) |@" (w,)]
- B-a)
Ki(a)|g'(w2)| + Ko(a)|@" (w,)]
B-a)2-a)
N K (@] (w)| + Ky(a) " (w)]
(2-a)

esitsizligi gecerlidir ve burada @, a; € [0,1], w; < @ < Wy, p > 1,% + % =1 ve Ky, K,
fonksiyonlari (2.2) ve (2.3) sartlarini saglayan fonksiyonlardir (Giirbiiz et al. 2022).

Teorem 3.1.4. @:1 < R* > R fonksiyonu [° iizerinde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir ve ¢, ¢' € Li[w;, W3], w; < w, olsun. Eger |p'|? ve |¢p"|?

fonksiyonlar1 I iizerinde s —konveks fonksiyonlar ise

_Ki(@e(w) + Ko()¢'(w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a)g'(w)
W — Wq Wy — W

Wl DEp(w)  §CDE p(w,)
(w—w)?™* (W —w)* ¢

1
lo'(wq1)]? lo' ()4 )"

= Kl(‘”( G-a) Z-0G-a

-1
X(2—-a) 4

+F(2—a)<

1

lp" (w1)]? l" ()T \4
+ KO(OO( G-a) C-0G- a))

@I o'l \e
+ K@) ( G-a) Z-a)(G- a))

lo" (w)]7 N lo" (w)|7 \a
B-o 2-a)(3—0a)

+ Ko(a) (
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esitsizligi gecerlidir ve burada a,a; € [0,1], w; < @ < W, p > 1,% + % =1 ve Ky, K,
fonksiyonlari (2.2) ve (2.3) sartlarin1 saglayan fonksiyonlardir (Giirbiiz et al., 2022).

Teorem 3.1.5. ¢:1 € R > R fonksiyonu [° lizerinde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir ve ¢, ¢’ € L1[w;, w;], w; < w, olsun. Eger |¢p'|?7 ve [¢"|?
fonksiyonlar1 I tizerinde (a;, m) —konveks fonksiyonlar ise
_ Ki(a)p(wq) + Ko(a)p'(wq) _ Ki(a)p(w) + Ko(a) o' (w)
w — 0)1 (1)2 —w

PeDgp(w)  SPCDE p(wy)
w—w)?> % (W, —w)* @

+F(2—a)<(

2( Ky (@)+ Ko(a)) Kl( )
p’(l—a)+p

o()

(9" (@] + 2|p"(w)]]¢" (w2)]9)

(9" (@ + 2|f" (@) ]|7]¢" (w2)]?)

esitsizligi gegerlidir ve burada @, a; € [0,1],w; < w < b,p > 1,% +$ =1 ve K, K;
fonksiyonlar1 (2.2) ve (2.3) sartlarini saglayan fonksiyonlardir (Giirbiiz et al., 2022).

Tamm 3.1.6. (Atangana Baleanu Kesirli Tiirev Operatorii): ¢ € H*(0,,6,), 0, >

K;,a € [0,1], olmak {izere yeni kesirli tiirevin tanim1 asagidaki gibi verilmistir:

ABC Dgl[ (Tl)] ( ))f (G))E [ ( 1 ]da)
(Atangana and Baleanu, 2016).

Tamm 3.1.7. @ € H(64,0,), 8, > K, a € [0,1], olmak iizere yeni kesirli tiirevin

tanimi1 asagidaki gibi verilmistir:

B(a) d (™
A—a)dr, Jg, ¥

(Atangana and Baleanu, 2016).

1= x)¢

7% D [p(e1)] = P |-a | o

Ayni ¢alismada ilgili integral operatorii asagidaki gibi tanimlanmistir.

Tamm 3.1.8. ¢ € H'(60,,60,), 0, > Ky, a € [0,1], olmak iizere kesirli integral tanimi

verilmistir:
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(1—-a)
B(a)

@ _ (e~ oy
1l (e) = o) + s | (= ) @)

(Atangana and Baleanu, 2016).

Teorem 3.1.8. ¢:] c (0, ) fonksiyonu J° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve w; <wy, w,w; €J°% ¢ €Llwy,w,] olsun. Eger || ikinci mertebeden
s —konveks fonksiyon ve |¢'| < K,K > 0,w € [wy, w,],¢,s € (0,1] ise asagidaki
esitsizlik yazilabilir:

o (w)
(w2 — w1)B(OI'(5)

1
~ oy lele @+ Pli{e ()]

[(wz = w)§ + (0 = w1)°]

P |
(w — w1)B(5)
K <(a)2 — )+ (w — wl)”l) ( 1

[p(wy1) + @(w,)]

<
B(¢)I'(s) Wy — Wy c+s+1

+ B+ 1,s+ 1)).

Burada B(¢) > 0 ve 8 Euler Beta fonksiyonudur (Ardig et al. 2021).

Teorem 3.1.9. ¢:] c (0, ) fonksiyonu J° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
Vew; < w,, wy,w, € J°,¢" € Llw,,w,] olsun. Eger || ikinci mertebeden
s —konveks fonksiyon ve |¢'| < K, w € [w,, w;],¢,5 € (0,1] ise asagidaki esitsizlik
yazilabilir:

o (w)
(w2 — w1)B(I'(5)

1
=S [*PI5{p(w)} + *PI5 {p(w)}]
1-¢
" w2 — 0B

[(wz = )¢ + (0 = w1)°]

[p(w1) + @(w,)]

= B(gf]“(g) (c -|1- 1)5 (s i 1)6 <(w2 - w):: i_ ((:: - wl)CH)-
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Burada q > 1,% + i = 1 dir (Ardig et al. 2021).

Teorem 3.1.10. Teorem 3.1.9. da verilen sartlar gegerli olmak tizere, asagidaki esitsizlik

yazilabilir:

o (w)
(w2 — w1)B(OI'(5)

[(wz = w)§ + (0 — w1)°]

1
oo ale @) + P {pw,)]

g 1€
(w2 — w1)B(5)

[p(wy1) + @(w,)]

K 1 % 1
<
~ B(o)I'(¢) <c+ 1) <g+s+ 1

1

q _ +1 _ +1
T [ AT

Wy — Wy

(Ardig et al. 2021).

Teorem 3.1.11. Teorem 3.1.9. da verilen sartlar gegerli olmak iizere, asagidaki esitsizlik

yazilabilir:

¢(w)
(w2 — w1)B(OI'(5)

[(wy — w)$ + (0 — w)°]

1
~ oo e} + I {p(w:)]

1-¢
+ (w0, — w)B(Q) [p(w1) + p(wy)]
- K <(a)2 —w)$ + (w — a)l)“l) ( q—1 )1_%
~ B(9)I'(s) Wy — Wy s(@q—p)+q-—1 .

Burada g = p > 1 seklindedir (Ardig et al. 2021).
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4.ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Tiirevlenebilir (a;, m) —Konveks Fonksiyonlar i¢cin Elde Edilen Caputo-Hibrit

ve Atangana Baleanu Operatérler Iceren Yeni Kesirli Integral Esitsizlikler

Bu kisimda tiirevlenebilir (a;, m) —konveks fonksiyonlarla elde edilen Caputo-Hibrit ve

Atangana Baleanu kesirli integral operatorler igeren esitsizlikler ispatlanmistir.

Lemma 4.1.1. ¢:I<R" >R fonksiyonu [° iizerinde ikinci mertebeden

II|

diferansiyellenebilir ve ¢, ¢’ € Li[w;,b],w; < w, olsun. Eger || ve |¢@

fonksiyonlar1 I tizerinde (a;, m) —konveks fonksiyonlar ise

1 1
K () f t1=% @' (tw; + (1 — Hw)dt + Ky(a) f t1=% " (ta + (1 — tHw)dt
0 0
1
+ Kl(a)f t1 ¢ (tw + (1 — tw,)dt
0

1
+ Ky (a) f t1=% " (tw + (1 — th)w,)dt
0

_ Ki(@)p(wy) + Koy (@)¢'(w1) _ Ki(a)g(w) + Ko(a)g'(w)

w — (1)1 0)2 — W
(2 ol DGpw  SPCDE, o(w,)
+r2-a (w—w)? % (W, —w)> @

esitsizligi gegerlidir ve burada a € [0,1], w; < w < w, ve K,, K, fonksiyonlar1 (2.2) ve

(2.3) sartlarin1 saglayan fonksiyonlardir (Giirbiiz et al., 2022).

Ispat: Yukaridaki varsayimlardan hareketle
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1
f t17% @' (tw; + (1 — w)dt
0

1

_ 1-a p(tw; + (1 —t)w)

f1<p(tan +(1-tHw)
W, — W o Jo W, — W
W) 1-a |
w —Qa
- ft_“(p’(tw1+(1—t)a))dt
(I)_(I)l (1)_(1)1

0
w1

pw) 1—-«a w—u\¢% du
- P [ (22E) e
(I)_(I)l (1)_(1)1 (1)_(1)1 (1)1_(1)

=_§0(w1) n l1-«a
w—w; (w—w)**

w
[ @-wpeodu
w1
yazilir. Benzer sekilde
1
f t1 %o (tw; + (1 — Hw)dt
0

__ ¢(wq) l1-«a
w—w; (w—w)?**

(1-

a)t~%dt

(2.4)

j(a) —u) %@ (wdu (2.5)

elde edilir. Sirasiyla (2.4) Ja@ e (2.5) Ko@) ile ¢arpilarak taraf tarafa toplanirsa

r(i-a) r(i-a)
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Ko(@) [
rl—oa) J

K, () (_ p(w1) + l1-a . f(w _u)—O‘(p(u)du)

1
Ki(a)

1-a ' (tw;+(1-t)w) t
- t % dt +
0

tl—a (p”(tw1+(1—t)w)dt

TTa-o)l| w-—w;  (@-w)*

Ko () (_ @ (w1) + 1-a f(w — ) <p'(u)du>

F(l — (Z) W — w1 ((1) — wl)z_a
1
= T apra — g (a(@e@n) T K@ (wn)
l1-a

T o —w)r(d - a)

f Ky (@)p(w) + K, (a)w’(“)(“’_u)adu]

a

=— L (K (@)p(wq) + Ky(a) '("’1))
- ((U _ (l)l)r(l _ a) 1 Y 1 0 @
1 Sl
" (w— wgz‘a wiPCDng(w) (2.6)

bulunur. Ayrica,

1
j t1 7% (tw + (1 — t)w,)dt
0

1
_ e U0+ A - D))" fl(p(tw + (1 - Hwy) (1@ -2t
W — Wy o Jo W — W,
1—
= — <p(a)) n a ft—a (p’(t(,l) + (1 _ t)a)z)dt
W, — W Wy — W
0
( ) 1 v - d
__ P + aj(wz u) o) u
Wy —W Wy —wW) \W; —wW W — Wy
b
__ 9
(1)2 — W
w2
l1-«a a
(w _w)Z—af (w2 =)™ p(Wdu (2.7)
2

w

yazilir. Benzer sekilde
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o' (tw + (1 —t)w,y)dt

oY
~
=

U AC N L [ @ —wep@au @s)

w, —w (w, —w)? @

Kq(a) Ko(a) .
sirasiyla (2.7) i) ve (2.8) i) ile ¢arpilarak taraf tarafa toplanirsa

Ki(a)
rld—oa ]

Ko(a)

1
1-a ' _
t 7% (tw + (1 — Hw,)dt + r—a)

ftl @ " (tw + (1 — Dwy)dt

_ K (a) o (w) 3
" T(1-a) <_ Wy — W + (co )2 af (wz —u)” (p(u)du)

Ko(@) (_ V@ , 1-a

ra-a) f (wy —u)™@ (p’(u)du>

Wy —®W (W —w)2 @
w

1

Ny (wy — W)I(1 —a) (Kl ()p(w) + K, (a)go’((,)))

1—«a
T @ — 0T - )

1

= o m ol — o (@) (@ (@)

b
f Ky (@) + Ko(a)9' (1) (@ — u)“du‘

w

l1-a CPCpya

* (W — )2 2w Do, ¢(w2) 29

elde edilir. (2.6) ve (2.9) ifadeleri toplanarak I'(1 — a) ile ¢arpimi sonucunda
istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.2. ¢:1 S R* > R fonksiyonu [° {izerinde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir ve ¢, ¢’ € Li[wq,b],w; < w, olsun. Eger |@'| ve |¢"]

fonksiyonlar1 I {izerinde (a;, m) —konveks fonksiyonlar ise
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_ Ki(@)p(w,) + Ko(@) o' (wq) _ Ki(@)p(w) + Ko(a) o' (w)
W — Wy W, — W

G- a) ((fjc D) 8 D)

< K@ (7o 0 @D+ m st sl (7))
+Ko(@) (g 19 @+ m st lo” (1))
K@) (g 10 @)+ m sl (3) 1)
+Ko(a)(ﬁ|<p"(w)|+m(2_a)(2“1_a+al)|<p”(%)|)

esitsizligi gegerlidir ve burada a, a; € [0,1], w; < w < w,, K, K; fonksiyonlari (2.2) ve

(2.3) sartlarin1 saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. Lemma 4.1.1 ve mutlak degerin dzellikleri kullanilarak;
_Ki(@g(w) + Ko()g'(w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a)¢'(w)
W — Wy Wy — W

o, ‘DEp(w)  &°DG,p(w,)
(w—w)** (0, —w)?*®

+F(2—a)<

< K (a) f t1=% o' (tw; + (1 — Hw)|dt
+ Ky(a) j t1 %@ " (tw; + (1 — t)w)|dt
+ K, (a) f t1=% o' (tw + (1 — w,)|dt

+ Ky (a) f t17%@" (tw + (1 — w,)|dt (2.10)

yazilir. |¢’| ve |@"'| , I lizerinde tiirevlenebilir (a;, m)-konveks fonksiyonlar oldugundan
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_ Ki(@)p(w,) + Ko(a) o' (wq) _ Ki(@)p(w) + Ko(a) ' (w)
W — Wy W, — W
PEDGp(w)  SPEDE, p(w,)
+F(2—a)<(w )7 —+ @, —a))z‘“>

<K (@ [ 07 (el @1+ m(1 - e |

+ Ko(a) f £ (419" (@] +m(1 — t%) |

K@) [ 07 (el @]+ m1 - e |

+ Ko@) [ 07 (el @)1+ m@@ - )|

elde edilir. O halde
_ Ki(@g(wi) + Ko()¢'(w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a)g'(w)
w— W Wy — W

FDEp(w) DS, p(ws)
+F(2—a)<(w 0 ) — + (wz—w)z‘“>

< K@) (g 0 @D+ mg st (1))

e e ¢ @l m gl (1))

+ Ky (a)

+K1(a)( Tl @I+l (32))

1 " aq rn w2
+K0(a)<m|(ﬂ (w)|+m(2—a)(2—a+0(1)|q) (?)l)

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.3. ¢@:1 <R* > R fonksiyonu [° fiizerinde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir ve ¢, ¢’ € L,[w4,b], w; < w, olsun. Eger |[¢'|7 ve |¢"|?

fonksiyonlar1 I tizerinde (a;, m) —konveks fonksiyonlar ise
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_ Ki(a)p(wq) + Ko(a)p'(w1) _ Ki(a)p(w) + Ko(a)p'(w)
W — Wy Wy — W
PeDZp(w)  5PCDE p(wy)
trez-a) ((w 07 T (e — w)H)

1

) (A-a)p+ 1)p e [ 7@l
17 ) l"]%+ Ko(@) [ai -lo" ()]

a1 () I"]%+ (@ [ o @)1

+anl"/"( )l"]1+1<o(a>[ — e @

1

et G

esitsizligi gegerlidir ve burada p, g > 1,% + % =1,a,a, €[01],w; < w < w, Ve Ky, K;
fonksiyonlar1 (2.2) ve (2.3) sartlarini saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. Holder esitsizligi (2.10) ifadesine uygulanirsa

_Ki(@e(wi) + Ko(@)¢'(w1)  Ki(@)p(w) + Ko(a)g'(w)
W — Wy Wy — W

Wl DEp(w) DS p(w,)
tre-o <(w e P v w)H)
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1

1 p /1
< K,(a) i[<f t(1-@p dt> (fl(p’(twl
l 0 0

1
q
+(1- t)w)lth> + Ky () (

t(1-@p dt) <f|(p"(tw1
) 1

ft(l @)p dt> (fl(p (tw
0

1 5 1
(f t(1-op dt) (fl(p"(tw
0 0

O%r—x

l_
q

+(1- t)a))lth> + K (@)

l_
q

+(1- t)a)z)lth> + Ky (@)

 —————

1-
q

+(1- t)a)z)lth>

yazilir. |¢'|% ve |@"'|% nin (a;, m)-konveksligi kullanilarak

_Ki(@e(w) + K(@)9'(w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a)g'(w)

w — (1)1 (1)2 —w
CPCDOC w CPCDOC w
+ 1_,(2 _ a) wq w(p(z_) w wz(p(z_z)
(w—w)?™* (0 — W)«
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(/s 5/
< ! {Kl(a) <ft(1 P dt) (f t% ¢’ (@)|7 +m(1 — )¢’ (— )|th>

((1 —a)p+ 1)1’ k 0 0

) 1
+ Ko(@) | | t@7P dt) ( t% " (w)]?
(fe=af
q 1 p/1
+m(1—t“1)|go"(E)|q) dt) + Ky (a) (f t(-®p dt> (f t% o’ (w)]?

0 0

|

+m(1
1 1

q 1 p /1
Q' (%)r dt> + Ky(a) (f t(1-ap dt) <[ t%|@" (w)|? + m(1

0 0

— t“1)

e t“1) 1)

elde edilir. Basit integral hesaplamalar: ile asagidaki sonug elde edilir.

‘_ Ki(@e(w) + Ko(@)g'(w1)  Ki(a)g(w) + Kop(a)¢'(w)

W — Wy Wy, — W
b (EPEOW) | DG, ()
(w—w)??  (wy — w)* @

1
< {mwﬂ AL
(1-a)p+ 1)p %1

1

maoy w q 1
I __ q K
+a1+1|§0 (m)l] * O(a)[al—i-l

lo" (w1)]4

v @rfrol

may
+
a; +1

lo" ()]

1

+£TU¢()W]+mwﬂ

1
s (]|

lp" ()]

a,+1
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Ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.14 ¢@:1 €R* >R fonksiyonu [° Jiizerinde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir ve ¢, ¢’ € Li[w4,b],w; < w, olsun. Eger |p'|?7 ve |p"|?

fonksiyonlar1 I tizerinde (a,, m) —konveks fonksiyonlar ise

_Ki(@e(w) + Ko(@)¢'(w1)  Ki(@)e(w) + Ky(a)¢'(w)
W — Wy Wy — W

SPDEp(w) DS o(wy)
tr2-a ((w—woz—a (wz—w)z—a>
1 1‘1
< (=) K@ e @l
1
ma,

! w a 1 12
+(2—a)(2—a+a1)|¢ (E)”] + Ko(a) [mlw (wp)|?

0" (2) 1] + K@ [y o @)

may
+(2—a)(2—a+a1)

0 ()] + k@[ @I

1

may
+(2—a)(2—a+a1)

(2 — a)goila +aq) I’ (wz) Iq]

esitsizligi gegerlidir ve burada a, a; € [0,1], w; < w < w5, q = 1ve K, K; fonksiyonlari

(2.2) ve (2.3) sartlarin1 saglayan fonksiyonlardir.

Ispat: Power mean esitsizligi (2.10) ifadesine uygulanirsa
_Ki(@)g(w) + K(@)¢'(w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a) ' (w)
W — Wy Wy, — W

o FEDGp(w) DG o (wy)
0 =0T (W, — @)

+F(2—a)<(
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SKl(a)i[<f ti- “dt) <f|(p (tw,
l 0

1-
q

+(1- t)w)|th> + Ky ()

1
( t1 “dt) (f lo" (tw,
%_
+(1—t)a))|th> + K, () ( t1 “dt) (f lo'(tw

l_
q

1 1_5 1
+(1- t)w2)|th> + Ko(a) | (j t1 & dt) (J l@" (tw
0

I
l 0

]

l_
q

+(1- t)w2)|th>

yazilir. |¢'|? ve |¢"'|? fonksiyonlarinin (a;, m) — konveksligi kullanilarak
_Ki(@g(w) + K(a)g'(w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a) ' (w)
W — Wy Wy — W

CPEDZp(w)  SPEDE p(wy)
trz-o) (( R P v w)H)
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=y !
< ( : ) ;{Kl(a) (f e (ta1|<l"(“)1)|q +m(1
\

22—«
0

1

-t () dt) +Ko(@) ( [ e (etg@pie + ma

0

1
q

w
~ g (1" dt)

1
+ Ky (@) ( [ e (es10 @)1 + maa
0

1

q 1
Q' (%)F)dt) +Ky(a) (j tli-a (t“1|<p”(w)|q +m(1
) 0
i (@2\|7 ql
o' (50| )dt

bulunur. Burada gerekli hesaplamalar yapilarak

= t“1)

il tal)

_Ki(@)g(w) + K(a)¢'(w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a) ' (w)
W — Wy Wy — W

T2 ) <wiPCD$<p(w) S)PCD&(p(wz))

(0 —w)?™* (0 —w)*¢
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1

(=) @yl e

IA

1

0 (2) 1]+ Ko@) [y 10" @I

ma,
oG —ata)

may
(2 —a)2—-—a+a)

1

0" (1] + 5@ [y 0@
1

0 ()] + k@ [y o @
1

(2 - a)(r;la—la + ay) ' (wz) lq]

ma,
oG —ata)

seklinde bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.15. ¢:I S R" > R fonksiyonu [° iizerinde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir ve ¢, ¢’ € Li[w;,b],w; < w, olsun. Eger |@'|7 ve |p"|?
fonksiyonlar1 I tizerinde (a;, m) —konveks fonksiyonlar ise
_Ki(@)g(w) + K(@)¢'(w1)  Ki(@)e(w) + Ko(a) ' (w)
W — Wy Wy — W

o, ‘Dgp(w) & °DE,p(w,)
+F(2_a)<(a)—a) = — + (@, —a))z‘“>

Kl(a)[ 2(1 —a) +p

+5(a Frle @l + il1l & )|q>]+K°(a)[ p*(1- a)+29
+%(a11+1|cp"<w1)|q+a:”f‘r11|<p"(f:l)l )]+ @ | a)+p
+$(a11+ Flo @17+ 1 (52) 1) Ko@) [m
b (gl @I+ e (2)1)

esitsizligi gegerlidir ve burada a,a; € [0,1],w; < w < w,,q > 1,% + % =1 ve Ky, K;
fonksiyonlari (2.2) ve (2.3) sartlarin1 saglayan fonksiyonlardir.

Ispat: Young esitsizligi (2.10) ifadesine uygulanirsa
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_ Ki(@)p(w,) + Ko(@) o' (w1) _ Ki(@)g(w) + Ko(@)p'(w)
W — Wy W, — W

1
CPCDa(p((I)) CPCD(X (p((‘)Z) 1
(2 — wq w w [oF) <K _f p(l—a)d
trz-a) ((w mwr e (g —wyre )| SHl@] |

0

' 1
1 . 1
+= [ 19'Cwr + (1 - D) |tde| + Ko(@) | [ 7079 e
a 0 po
' 1
1 1
+ Ef |(p”(ta)1 + (1 -tw)|9dt|+ K, (a) ;f tpA-a) gt
0 0

1
lf tP(1-a) g¢
/ 0

1
1
+ Ef o' (tw + (1 — )w,)|%dt| + Ky(a)
0

1
1
+ Ef lp" (tw + (1 — thw,)|9dt
0

yazilir. |¢'|% ve |¢''|? fonksiyonlarinin (o, m) — konveksligi kullanilarak

_Ki(@e(w) + K (@' (w1)  Ki(@)g(w) + Ko(a)g'(w)
W — W Wy — W

L2 —a) <wiPCD$<p(w) S)PCD&(p(wz))

(0 —w)?™* (w0 —w)*¢
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<K; (a)

p*’(l—a)+p

1

1

+ —f = (t“1|(p’(a)1)|q +m(1
0

e

1

RO oG

-t (2)19) e

e

1
1
+ —f = (t“1|(p"(w1)|q +m(1
0

+Kq(a)

- el () 10)de A=) +p

1
+ jtl"“ (t%1¢’ (@)19 +m(1
0

Q| =

+Ko(a)

-l () 1) P2(1—a)+p

+

Q| =

1
f 017 (tmlp" (@) +m(1 - t)]g" (2)19) dt]
0

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

_Ki(@e(wi) + Ko()¢' (@) Ki(@)e(w) + Ko(a)g'(w)
W — Wy Wy — W

R T -
b (oo ot + e () 1) +ho(@) [ a)+p
+a(a1+1|<p"(w1)lq+ mf (19| @ [p (1 a)+p
+%(a Tl @1+l (5 )19)| +Kateo| P21 - a>+p
" %(a Flo" @1+ 1o (32)19))
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bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Lemma 4.1.6. w; < w,, Ve wi,w, € J%olsun. Eger ¢:]J c (0,) fonksiyonu J°
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve eger ¢’ € L{wq, w,], w € (w1, w;],¢, a1 €
[0,1] ise asagidaki esitlik yazilabilir:

o (w)

(@7 —wDBQT(g) [(W2 ~ @) + (@ =]

[4215 {p(01)} + “BI5 {p(w)}]

- (w; — wy)
1-¢
+ (@, —@DB©) [p(w1) + ¢(w,)]

_ (0 — w)$*?

. (wz — w1)B(I'(¢)

n (wp — w)$*?
(wz — w1)B()I'(¢)

f wslp(ww + (1 —w)w,)|dw
0

f wSlp(ww+ (1 —w)w,)|dw. (2.11)
0

Burada B(¢) > 0 ve B Euler Beta fonksiyonudur (Ardig et al. 2021).

Ispat. Lemma 4.1.6 ifadesinin sag tarai i¢in kismi integrasyon uygulanirsa

—w.)S 1
%] wSlop(ww + (1 — w)w)dw
0
(0 — wq)* ws|
=————|pww+(1-w)w)—
B (o) |7 IO

_ j%cgo’(ww + (1 - w)w)(w — w)dw
0

(= wy)f

B’

_ (w— 0)1)§+1
¢B(c)I(s)

(w)

1
ffurg(p’(ww + (1 —w)w)dw (2.12)
0

ve
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—w) 1t
%%57%%[ wSrp(ww + (1 - w)w,)dw
0
—w)S$ Ik
= % pwow+ (1 —w)a)l)wT

wS
— fT¢’(ww + (1 - w)w,)(w, — w)dw

(0)2 (U)g ()
~ B "

1
(w; — @)™

BCGHGN. WS (wo + (1 —ww)dw (213)

ifadeleri elde edilir. (2.12) ve (2.13) esitlikleri —

£ ) ile ¢arpilip taraf tarafa toplami1
—Ww1

lemma sonucunda ispatlanmis olur.

Teorem 4.1.7. ¢:] < (0, o) fonksiyonu J° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
Ve wy; < Wy, w,wy €J°% ¢ € Llwy, w,] olsun. Eger |¢"'| ikinci mertebeden
(ay, m) —konveks fonksiyon ve |¢'| < K,K >0,w € [wy, w2],6,a; € (0,1]  ise
asagidaki esitsizlik yazilabilir:

‘ ¢(w)
(wz — w1)B(T(5)

[(wy — w)¢ + (0 — wq)S]
~ oo [Mlaletn) + FIi{e(w))]

o1
(wy — wy)B(g)

< () v+ sl ()

(wy — w)s*t (
(wz —w)BOT(¢)\¢+ay +1

e Gl eaw

[p(wq) + @(w,)]

+

)o@

Burada B(¢) > 0 ve 8 Euler Beta fonksiyonudur.

Ispat: (2.11)deki esitligi kullanarak
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¢(w)
(w2 — w1)B(I'(5)

[(wz — w)* + (w — wy)S]

oo [ Mlate @ + L {p(@,))]

PR k'
(wz — w1)B(5)
< (w— wy)*
" (w2 —w)B(OI(5)
n (wz — w)stt
(w2 —w1)B(OI'(6)

[p(w1) + @(w,)]

1
f weloww+ (1 —w)w,)|dw
0

f wSlp(ww + (1 —w)w,)|dw
0

yazilir. (2.14) te |@'| ve |@'| < K fonksiyonlarinimn (o;, m)-konveksligi kullanilarak

o(w)
(w2 — w1)B(OT'(5)

[(w; = w)f + (w — )]

{0y — o) [P15 {p(w1)} + P15 {o(wy)}]

Wik

(w; — w1)B(¢)
BT
" (0w — )BT (g) 0

o ()
(032 - OJ)CH
" 0z — 0B J,

o (&)
( - 1)C+1 1 ’ 1 , 1
- (w, (:) ool(;)B(q)F(q) (g + o, + 1) {I(p (@) + grril-_al |<p (%)”

(0 — )51 1 , 1],
+ (w, (jzu)l)olg(g)f‘(g) (g + o, + 1) {|(P (@) + :1-:(1 |(p (%)B

[p(wq) + @(w;)]

1
wS ‘W“llcp’(w)l

+ m(1 — w) dw

1
w* ‘wallcp’(w)l

+ m(1 — w) dw

elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.1.8. ¢:] c (0, ) fonksiyonu J° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

Ve w; < wy, w,wy €J°% ¢ € Llw,w,] olsun. Eger |¢'| ikinci mertebeden
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(ay, m) —konveks fonksiyon ve |@'| < K,w € [wy,w,],¢,a; € (0,1] ise asagidaki

esitsizlik yazilabilir:

o (w)
(w, — w)B(OT'(¢) [(wy — ®)¢ + (0 — wy)°]
1
~ oo [t} + i)
1-¢

+ (0; — 0)B(0) [o(w1) + p(w)]

1
(w— wy)sT? 1 \p/ 1 )
= (@, — 0)BOI© (q n 1) (al el O

1
o
arile G

(W, — w)S*? ( 1 )
(W, — w1)B(OI(¢) \¢+1

1
V.
fartle G

Burada g > 1,l+l = 1dir.
P q

=

+

1
! q
(ggte' @

Ispat: Teorem 4.1.8 i kanitlamak i¢in Lemma 4.1.6 ya |¢’ |9 ve |¢@'| < K icin Holder

esitsizligi ve (ay, m)-konveksligi kullanilarak asagidaki ifadeler yazilir.

o(w)
(w2 — w1)B(I'(5)

1
~ oo e} + I {p(w:)]

1-¢
+ (@, —@)B©) [¢(w1) + @(w,)]

[(wz = )¢ + (0 = w1)f]
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(0 — ) . :
~ (w2 — w)B(OT() (m)| dW>

(w; — W)™ o
" w2 — 0BT c+1 <f wle (@)l

o () 0w

Gl w,)sH 1 % 1 ,
a (wy — w1)B(e)T(5) (C + 1) (al +1 o ()]

o
i bl

(wy — w)$*1 1 % 1 ,
A (w; — w1)B()I'(¢) <c + 1> <a1 T @l

1

* mo(11|“’( )|q)a-

Boylece ispat tamamlanmas olur.

(g+1 (f w )@ (W) +m(1l —w™) |

Q=

+ m(1 —w*)

Teorem 4.1.9. Teorem 4.1.8’in sartlar1 gecerli olmak {izere, asagidaki esitsizlik yazilir.

‘ ¢ (w)
(@, — 0BT ()
1
oo lale ) + I {p(w,)]
1-¢
(w2 — w1)B(5)

1
(0 — wy)s*! 1 \r 1 ,
= (0 — w)B(OI(5) <§ + 1) (g +a;+1 ¢’ ()]

[(w; — w)§ + (0 — wy)]

+ [p(w1) + p(wy)]

1

q
Tl 1)(??-10:1 +1) |‘p' (E)| )q
(0) —a))C“ 1 % 1 ,
* (w2 _2(1)1)B(C)F(C) (C + 1) (g +a,+1 | ()]

1 a
+(c+1)(?i 5l )l )’
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Ispat. Teorem 4.1.8. de kullanilan islem adimlarina ek olarak, farkl bir sekilde ¢’ |7 ve
l'| < K igin Holder esitsizligi ve (a,, m)-konveks fonksiyonlar1 kullanilarak asagidaki
esitsizlik elde edilir:

¢(w)
(w2 — w1)B(I'(5)

1
oo lale @) + I {p(w,)]
1-g¢

T (w2 — 0B

1
(0 — wl)¢+1 1 \r 1 Aaq | n!
~ (02 — w1)BI(5) <C + 1) (-[o wt [w o (@)

[(wz — w)* + (w — wy)S]

[p(w1) + @(wy)]

+m(1 —w) | ] dw)
+ (@, = )™ < wg [wallcp'(w)l"
(w; wl)B(c)F(c) ¢+1

Q|-

+m(1 —w) |

(©2) ]dw>
(

1
_ (w 001)C+1 P ,
= @ — oDBETE) <c ) (ragte@r

+ ay
1
q

maoy q
(c+1)(c+a1+1)| ( )| )

(W, — w)*! 1 % 1 ,
¥ (wy — w1)B()I'(5) (c + 1) (g +a;+1 " ()|

!
T 1)(12(-)(:0:1 +1) |‘P' (E)| )q-

Ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.10. Teorem 4.1.8°de verilen sartlar gecerli olmak tizere, asagidaki esitsizlik

saglanir:
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¢(w)
(w2 — w1)B(I'(5)

1
oo lele @+ Pii{e(@)]

1-g¢

+ (0 — 0)B(O) [o(w1) + p(w)]

[((wz — w)* + (w — wy)S]

1
(w— (01)G+1 qg-—-1 e ,
= @, — 0B (c(q P +q- 1) (g T 1@l
1
moy , (W1 a\g
TG T DG ra + D) |‘p (E)| )
1
(W — w)s*t q-—1 =3 ’
0z~ 0BT (c(q —p)+a- 1) (gp e A LACHE

1

mao , w q
+(cp+1)(cial+1)|‘p (EZ)| )q

Burada g = p > 1 seklindedir.

Ispat. Yine, onceki teoremin ispatina benzer bir yolla |¢’ |9 ve |¢'| < K igin Holder

esitsizligi ve (o7, m)-konveksligi kullanilirsa asagidaki esitsizlik yazilir:

o (w)
(w2 — w1)B(I'(5)

1
o @) + L e(@)]

[(wz = )¢ + (0 = w1)°]

1-¢
+ (w0, — w)B(Q) [p(w1) + ¢(w2)]

1

(w - (1)1)§+1 q-— 1 q ,
= (0 — 0B <c(q =p) ta- ) (c i LACIY

* (¢ + 1)(??—10(1 +1) |q)' (%)rl)q
(W — )™ ( q—1 )1‘%( 1

+(wz—w1)B(c)F(c) s(@q—p)+q-—1 sp+a;+1

mao , w q
ternararnl@ Gl )

|’ ()]

47



5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez calismasinda dncelikle konveks fonksiyonlar ve gesitleri, temel baz1 esitsizlikler
ve kesirli analizin temel kavramlar1 tamitilmistir. Calismanin ana boliimiinii olusturan
dordiincii kisimda literatiirde var olan lemmalar1 g6z 6niine alarak, Holder, Power- Mean
ve Young esitsizligi gibi ¢esitli klasik esitsizlikler yardimiyla (a4, m)-konveks

fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri bulunmustur.

Arastirma bulgularmin elde edilmesi siirecinde tiirevlenebilir  (ay, m)-konveks
fonksiyonlar odak noktasinda yer almakla birlikte Atangana-Baleanu ve Caputo hibrit
kesirli integral operatorler yardimiyla sonuglar ispat edilmistir. Bu iki operator kesirli
analizde son yillarda ortaya konmus olan cesitli alanlarda uygulamalar1 ile efektif
sonugclara kap1 agan 6nemli kesirli integral operatorlerdir. Tez ¢caligsmasina 6zgiinliik katan

yonil olusturan bu iki operator ile yeni ve genel integral esitsizliklere ulagilmistir.

Konuyu arastirmaya meraki olan arastirmacilar gesitli siniflar1 olan konveks fonksiyonlar
icin ve farkli kesirli integral operatorler kullanarak yeni esitsizlikler olusturabilirler.
Nitekim bu calismada 6zel olarak a; = 1 ve m = 1 alinirsa konveks fonksiyon sinifina

indirgenmis esitsizlikler elde edilir.
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