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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

BANACH DARALMA PRENSIBI VE UYGULAMALARI

Muhammed Furkan AKTAS

Batman Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Aziz HARMAN
2024, 149 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. AzizHARMAN
Dr. Ogr. Uyesi Hacer BOZKURT
Dr. Ogr. Uyesi Yasin KAYA

Bu tez, Banach Sabit Nokta Teoremi ve bu teoremle ilgili uygulamalari derinlemesine
incelemektedir. Banach sabit nokta teoremi, metrik uzaylar teorisinde 6nemli bir aragtir. Bu teorem,
matematiksel analizde ve ¢esitli bilim alanlarinda genis bir uygulama potansiyeline sahiptir. Bu teorem,
belli kosullar1 saglayan fonksiyonlarin sabit noktalarinin varligin1 ve bulunmasini garanti eder. Teorem,
1922 yilinda Stefan Banach tarafindan bulunmustur. Tez, Banach Sabit Nokta Teoremi'nin temel
prensiplerini ayritili bir sekilde aciklar ve ardindan bu teoremle ilgili ¢esitli matematiksel alanlarda
genellestirmeleri ve matematik basta olmak iizere farkli alanlardaki uygulamalar1 inceler. Ornegin,
diferansiyel denklemler ve integral denklemler, Cauchy problemleri, ekonomi ve miithendislik alanlar1 gibi.
Son olarak, tez, Banach Sabit Nokta Teoremi'nin teorik temellerini anlamak isteyen matematik¢ilerden
baslayarak, bu teoremin pratik uygulamalarini kesfetmek isteyen bilim insanlarina kadar genis bir okuyucu
kitlesine hitap etmektedir. Tezin amaci, Banach Sabit Nokta Teoremi'nin derinlemesine bir anlayigini
sunmak ve bu teoremle ilgili ¢esitli uygulamalarin matematiksel ve pratik boyutlarini ortaya koymaktir.

Anahtar Kelimeler: Banach Sabit Nokta Teoremi, Cauchy Problemleri, Daralma Doniisiimii,
Diferansiyel ve Integral Denklemler, Ekonomi ve Miihendislik, Metrik Uzay, Picard Iterasyon Yéntemi,
Volterra-Fredholm Tipi integral Denklemler.



ABSTRACT

MASTER’S THESIS

BANACH CONTRACTION PRINCIPLE AND APPLICATIONS

Muhammed Furkan AKTAS
THE POST GRADUATE EDUCATION INSTITE OF BATMAN UNIVERSITY
Advisor: Prof. Dr. Aziz HARMAN
2024, 149 Pages

Jury
Prof. Dr. Aziz HARMAN
Assoc. Prof. Dr. Hacer BOZKURT
Assoc. Prof. Dr. Yasin KAYA

This thesis thoroughly examines the Banach Fixed Point Theorem and its associated applications.
The Banach Fixed Point Theorem is a significant tool in the theory of metric spaces. This theorem has
wide-ranging application potential in mathematical analysis and various scientific fields. It guarantees the
existence and determination of fixed points for functions that meet specific conditions. The theorem was
first formulated by Stefan Banach in 1922. The thesis provides a detailed exposition of the fundamental
principles of the Banach Fixed Point Theorem and subsequently explores generalizations and applications
in various mathematical domains and other fields such as economics and engineering. Examples of
applications include differential and integral equations, Cauchy problems, among others. Lastly, the thesis
caters to a broad audience, ranging from mathematicians seeking to understand the theoretical foundations
of the Banach Fixed Point Theorem to scientists interested in exploring its practical applications. The goal
of the thesis is to provide an in-depth understanding of the Banach Fixed Point Theorem and to unveil the
mathematical and practical dimensions of its various applications.

Keywords: Banach Fixed Point Theorem, Cauchy Problems, Contraction Mapping, Differential
and Integral Equations, Economics and Engineering, Metric Space, Picard Iteration Method, Volterra—
Fredholm Type Integral Equations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler
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3 . Baz

* » Yildiz isareti

~ Yaklasik deger (Hemen hemen)
n . Ispat sonu

N : Dogal sayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi
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Z :  Tam sayilar kiimesi

C : Karmagsik sayilar kiimesi
0} . Bos kiime

[0,00) : Negatif olmayan reel sayilar
(0,00) @ Pozitif reel sayilar
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A kiimesinin en kiigiik iist sinir1

A kiimesinin en biiyiik alt sinir1
(x,,) dizisinin a sayisina yakinsamasi

T doniistimiiniin 7. iterasyonu

|E4| Norm fonksiyonu
1D Norm
G -1D  : Normlu uzay
X, d) Metrik uzay
(x,) {x,} Dizisi
< Kiigiiktiir
< Kiiciik veya esit
> Biiyiiktiir
> Biiyiik veya esit
= . Ise
S : Ancak ve ancak
Kisaltmalar
SupA
infA
lim x, =a (x,
n—00
— a)
Tn
T (%)
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B(x;7r)

B(x;7)

x noktasinin I doniisiimii altindaki 7. iterasyonu
X tizerinde iizerinde taniml1 uzaklik fonksiyonu
x merkezli ve 7 yarigapl agik yuvar

x merkezli ve 7 yarigapl kapali yuvar

Cisim (F = Ryada C)



1. GIRIS

Banach sabit nokta teoremi, metrik uzaylarda daraltici fonksiyonlarin sabit
noktalari ile ilgili nemli bir matematiksel sonugtur. (Banach, 1922) Banach sabit nokta
teoremi, matematikte ve diger bilim dallarinda bir¢ok problemi ¢6zmek icin kullanilan
giiclii bir aractir. Bu yliksek lisans tezinde, Banach sabit nokta teoremi ispati, normlu
uzaylar ve modiiler uzaylar gibi 6zel metrik uzaylarda gegerliligi ve analiz, cebir, topoloji,
graf teorisi, ekonomi ve miihendislik gibi alanlarda uygulamalar1 anlatilmaktadir. (Gopal,
Kumam, & Abbas, 2018), (Kreyszig, 1989)

Banach Sabit Nokta Teoremi ’nin ifadesi soyledir:

Teorem 1.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi) Tam metrik uzay (X,d) lizerinde

tanimli bir fonksiyon f : X’ — X olsun. Eger f bir daralma ise, yani bir 0 < A < 1 sabiti
icin her x, 4 € X igind(f (x), f(¢)) < Ad(x, u) esitsizligi saglantyorsa, f nin X te tek
bir sabit noktasi vardir. Yani, f(x) = x esitligini saglayan tek bir x € X vardir. Ayrica,
X ’teki herhangi bir x baslangi¢ noktasi igin, x,, = f(x,,_;) seklinde tanimlanan ardigik
iterasyonlar, f’nin sabit noktasina yakinsar. (Banach, 1922)

Bu teoremin ispati, kisaca asagidaki adimlari igerir:

Ispat: Oncelikle, f’nin sabit noktasmnin varligim gdstermemiz gerekir. X’ teki
herhangi bir x, baslangi¢ noktasi segelim. Ardisik iterasyonlarla x,, = f(x,,_,) seklinde
bir dizi elde edelim. Bu dizinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Her n, 7 € N igin,
d(x,,x,,) = d(f Zp) f (xm_l)) < Ad(x,_q,%,,_1) esitsizligi gecerlidir. Benzer
sekilde, d(x,_1,%,,-1) < Ad(x,,_5,%,,_,) esitsizligi de gecerlidir. Bu esitsizlikleri
tekrarlayarak, d(x,,x,,) < A"d(xq, %,,—-,) sonucunu elde ederiz. Burada, n < m
olmak iizere, 1 < 1 oldugundan, n — oo iken A” — 0 olur. Dolayisiyla, her € > 0 igin,
yeterince biiyiik V' € N bulunabilir ki, n, m > N oldugunda d(x,,, x,,) < € olsun. Bu
da (x,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (Boriceanu, 2009), (Khamski &
Kozlowski, 1990)

X Tam metrik uzay ise X ’te tanimli her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu
biliyoruz. O halde, (x,,) dizisinin X’te bir limit noktasinin x oldugunu varsayalim. Bu
durumda, n — o iken d(x,,x) — 0 olur. Ote yandan, f fonksiyonunun
stirekliliginden dolayr, 7n — o iken d(f(x,),f(x)) — 0 olur. Ayrica, f

fonksiyonunun daralma olmasindan dolay1, her n € N igin,



d(f (%), f (%)) < Ad(xp, %)

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlikleri birlestirerek, n — oo iken d(x,,,x) < Ad(x,, x)
sonucunu elde ederiz. Buda d(x,,, x) = 0 veya A = 1 olmasi gerektigini gosterir. Ancak,
A < 1 oldugundan, d(x,,x) = 0 olmalidir. Bu da x,, — x olmas1 gerektigini gosterir.
Yani, x noktas1 f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Simdi, f’nin sabit noktasinin tekligini gosterelim. x ve g iki sabit nokta olsun. O
zaman, d(x,¢) = d(f(x), f(x)) < Ad(x, ) esitsizligi gecerlidir. Bu da d(x,4) =0
veya A =1 olmast gerektigini gosterir. Ancak, A <1 oldugundan, d(x,¢4) =0
olmalidir. Bu da x = ¢ olmas1 gerektigini gosterir. Yani, f’nin tek bir sabit noktasi
vardir.

Son olarak, ardigik iterasyonlarin sabit noktaya yakinsadigini gosterelim. x

noktast f’nin sabit noktasi olsun.vn € N igin,

d(xp+1,%) = d(f (%), f(#)) < Ad(xy, %)

esitsizligi gegerlidir. Benzer sekilde, d(x,,, x) < Ad(x,,_1, x) esitsizligi de gegerlidir. Bu
esitsizlikleri tekrarlayarak, d(x,.1, %) < A"*1d(x,, x) sonucunu elde ederiz. Burada,

A < 1 oldugundan, n — oo iken A1**1 — 0 olur. Dolayisiyla, 7 — oo iken

d(xn+1,2) — 0

olur. Bu da x,, .4 dizisinin x noktasina yakinsadigini gosterir. ll

Banach Sabit Nokta Teoremi, normlu uzaylarda da gecerlidir. Normlu uzaylar,
metrik uzaylarin bir alt smifidir. Normlu uzaylarda, metrik fonksiyonu bir norm
fonksiyonundan tiiretilir. Yani, normlu bir uzay X {izerinde tanimli bir metrik d ig¢in,
d(x,4) = |lx —yll esitligi her x,4 € X icin gecerlidir. Burada ||-]] norm
fonksiyonudur. (Kreyszig, 1989)

Normlu uzaylar, 6zellikle vektdr uzaylari {izerinde yapilan ¢alismalarda sikca
karsilagilan bir yapidir. Bu uzaylar, elemanlar1 vektor olan ve belirli norm ozelliklerini
tasiyan matematiksel yapilar1 ifade eder. Bir norm, vektér uzayindaki elemanlarin
biiyiikliigiinii dlgen bir fonksiyondur. Ornegin, normlu bir uzayda, iki vektdr arasindaki

uzakligi 6lgmek i¢in kullanilan metrik, vektorlerin normlari arasindaki farki ifade eder.



Bu normlar genellikle vektor uzayindaki elemanlarin uzunlugunu veya biiyikliglini
temsil eder.

Normlu uzaylar, matematiksel analiz, lineer cebir ve fonksiyonel analiz gibi
alanlarda temel kavramlari tanimlamak i¢in kullanilir. Bu yapilar, vektor uzaylari
tizerinde topolojik ve analitik ¢aligmalar yapmak icin gii¢lii bir ara¢ seti sunar. Normlu
uzaylarin matematiksel miikemmeliyeti, ¢esitli problemlerin ¢6ziimiinde ve matematiksel
modelleme ¢alismalarinda 6nemli bir rol oynar. (Kreyszig, 1989)

Normlu uzaylarda Banach Sabit Nokta Teoremi, asagidaki gibi ifade edilebiliriz:

Teorem 1.2. (Banach Sabit Nokta Teoremi) Normlu uzay (X, lI-Il) izerinde taniml

bir fonksiyon f : X’ — X olsun. Eger f bir daralma dontisiimii ise, yani bir 0 < A < 1
sabiti i¢in her x, ¢ € X i¢in ||f (x) — f(»)|l < Allx — »|| esitsizligi saglaniyorsa, f nin
X’te tek bir sabit noktasi vardir. Yani, f(x) = x esitligini saglayan tek bir x € X vardir.
Ayrica, X ’teki herhangi bir x4 baslangic noktasi i¢in, x,, = f(x,,_1) seklinde tanimlanan
ardigik iterasyonlar, f’nin sabit noktasina yakinsar. (Bayraktar, 1994)

Banach Sabit Nokta Teoremi, sadece normlu uzaylarla siirli kalmayip, normlu
uzaylarin bir genellemesi olan modiiler uzaylarda da gegerlidir. Modiiler uzaylar, metrik
uzaylarin bir genellestirmesi olup, metrik fonksiyonu bir modiil fonksiyonundan tiiretilir.

Bu baglamda, modiiler bir uzay X {izerinde tanimli bir metrik d igin,

dx,y) =px-y)

esitligi, her x ve ¢ elemant igin gegerlidir, burada p modiil fonksiyonunu temsil eder.
(Chistyakov, 2010), (Chistyakov, 2015)
Modliler uzaylarda Banach Sabit Nokta Teoremi, asagidaki gibi ifade edilebilir:

Teorem 1.3. (Banach Sabit Nokta Teoremi) Tam modiiler uzay (X, p) lizerinde

tanimli bir fonksiyon f : X’ — X olsun. Eger f bir daralma doniisiimii ise, yani bir
0 <A<1 sabiti i¢in her x,¢4 € X icin p(f(x) — f(y)) < Ap(x — ) esitsizligi
saglaniyorsa, f’nin X ’te tek bir sabit noktas: vardir. Yani, f(x) = x esitligini saglayan
tek bir x € X vardir. Ayrica, X’teki herhangi bir x; baslangic noktasi igin,
%, = f(x,_1) seklinde tanimlanan ardisik iterasyonlar, f’nin sabit noktasina yakinsar.
(Jachymski, 2008), (Kakutani, 1941), (Kannan, 1968)

Bu teorem, normlu uzaylarda sabit nokta problemlerinin ¢dziimii i¢in kullanilan

temel bir aragtir.



Bu ytiksek lisans tezinde kullanilacak olan temel kavramlar ikinci boliimde yer
almaktadir. Ardindan Banach sabit nokta teoreminin tanimi, ispati, bu teoremle ilgili
teoremler ve Ornekleri ise tligilincli bolimde yer almaktadir. Devaminda dordiinci
boliimde kisaca asagidaki 6zetlendigi gibi uygulama alanlar1 yer almaktadir:

Fonksiyonel analiz: Fonksiyonel analiz, fonksiyon uzaylar1, operatérler, normlar,

i¢ carpim, dualite, Banach uzaylari, Hilbert uzaylar1 (Cegielski, 2012), spektral teori, sabit
nokta teoremleri gibi kavramlar1 inceleyen bir matematik dalidir. Fonksiyonel analiz,
matematikte ve diger bilim dallarinda bir¢ok problemi modellemek ve ¢ozmek igin
kullanilan ileri diizey bir aragtir. Fonksiyonel analizde, Banach Sabit Nokta Teoremi,
fonksiyon uzaylar1 iizerinde tanimli operatorlerin sabit noktalarinin varlig, tekligi ve
bulunmasi ile ilgili sonuglar verir. Ornegin, bir fonksiyon uzay1 iizerinde tanimli bir lineer
operatoriin sabit noktasi, o operatoriin 6z fonksiyonudur. Banach Sabit Nokta Teoremi,
bir lineer operatoriin 6z fonksiyonlarmin varlig1 ve tekligi icin bir kosul saglar. Ayrica,
Banach Sabit Nokta Teoremi, fonksiyonel denklemlerin ve fonksiyonel doniisiimlerin
sabit noktalarin1 bulmak i¢in kullanilan sayisal yontemlerin yakinsama hizi ve dogrulugu
ile ilgili sonuglar verir. Ornegin, Picard iterasyonu, bir fonksiyonel denklemin sabit
noktasini bulmak i¢in kullanilan bir iteratif yontemdir. Bu yontem, Banach Sabit Nokta
Teoremi ile yakinsadigi ve ¢ozlime ulastigi kanitlanabilir. (Jachymski, 2008), (Kakutani,
1941), (Picard, 1890)

Diferansiyel ve integral denklemler: Diferansiyel ve integral denklemler,

matematikte ve diger bilim dallarinda bir¢cok problemi modellemek ve ¢ozmek igin
kullanilan denklemlerdir. Bu denklemler, bir fonksiyonun veya fonksiyonlarin tiirevleri
veya integralleri ile ilgili iliskileri ifade eder. Bu denklemlerin ¢dziimleri, yine bir
fonksiyon uzayinda tanimli bir operatdriin sabit noktasidir. Ornegin, ¢ = ¢ + x
diferansiyel denkleminin ¢oziimii, F(y¢) = ¢’ — ¢ — x operatdriiniin sabit noktasidir.
Bu operatoriin daraltici oldugu bir fonksiyon uzayinda, Banach Sabit Nokta Teoremi ile
¢cozlimiin varlig1 ve tekligi garanti edilir. Modiiler uzaylarda, diferansiyel ve integral
denklemlerin ¢o6ziimleri, modiiler fonksiyon uzaylar1 {izerinde tanimli modiiler
operatorlerin sabit noktalar1 olarak goriilebilir. Bu operatdrlerin daraltict oldugu
durumlarda, Banach Sabit Nokta Teoremi ile ¢oziimler bulunabilir. (Fleiner, 2003),
(Popa, 2008)

Lineer cebir: Lineer cebir, vektor uzaylari, matrisler, determinantlar, lineer
denklemler, 6zdegerler, 6zvektorler, lineer doniisiimler gibi kavramlar1 inceleyen bir

matematik dalidir. Lineer cebir, matematikte ve diger bilim dallarinda bir¢ok problemi



modellemek ve ¢ozmek i¢in kullanilan temel bir aragtir. Lineer cebirde, Banach Sabit
Nokta Teoremi, lineer denklemlerin ve lineer dontisiimlerin sabit noktalarinin varligi,
tekligi ve bulunmas ile ilgili sonuglar verir. Ornegin, bir lineer doniisiimiin sabit noktast,
0 doniisiimiin Ozvektoriidiir. Banach Sabit Nokta Teoremi, bir lineer doniisiimiin
ozvektorlerinin varligr ve tekligi i¢in bir kosul saglar. Ayrica, Banach Sabit Nokta
Teoremi, lineer denklemlerin yaklasik ¢ozlimlerini bulmak i¢in kullanilan sayisal
yontemlerin yakisama hizi ve dogrulugu ile ilgili sonuglar verir. Ornegin, Gauss-Seidel
yontemi, bir lineer denklem sisteminin sabit noktasini bulmak i¢in kullanilan bir iteratif
yontemdir. Bu yontem, Banach Sabit Nokta Teoremi ile yakinsadigi ve ¢oziime ulastigi
kanitlanabilir.

Optimizasyon: Optimizasyon, bir fonksiyonun en biiyiik veya en kii¢iik degerini
bulmak i¢in kullanilan bir matematik dalidir. Optimizasyon, matematikte ve diger bilim
dallarinda bir¢cok problemi modellemek ve ¢ozmek ic¢in kullanilan pratik bir aragtir.
Optimizasyonda, Banach Sabit Nokta Teoremi, bir fonksiyonun optimum noktasinin
varhig, tekligi ve bulunmasi ile ilgili sonuglar verir. Ornegin, bir fonksiyonun optimum
noktasi, o fonksiyonun sabit noktasidir. Banach Sabit Nokta Teoremi, bir fonksiyonun
optimum noktasiin varlig1 ve tekligi i¢in bir kosul saglar. Ayrica, Banach Sabit Nokta
Teoremi, optimizasyon problemlerinin yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilan
sayisal yontemlerin yakinsama hizi ve dogrulugu ile ilgili sonuglar verir. Ornegin,
Newton yontemi, bir fonksiyonun optimum noktasini bulmak i¢in kullanilan bir iteratif
yontemdir. Bu yontem, Banach Sabit Nokta Teoremi ile yakinsadig1 ve ¢éziime ulastigi
kanitlanabilir. (Ceng, Ansari & Yao, 2011)

Graf teorisi: Graf teorisi, diigiimler ve bu digiimleri birbirine baglayan
kenarlardan olusan bir tiir ag yapis1 olan graf kavramini inceleyen bir matematik dalidir.
Graf teorisinde, bir grafa bir renklendirme fonksiyonu uygulamak, yani her diigiime bir
renk atamak, bazen bir sabit nokta problemi olarak ele almabilir. Ornegin, bir grafa
rastgele bir renklendirme fonksiyonu uyguladiktan sonra, bu fonksiyonu bir kurala gore
tekrar uygulamak, yani her diigiimiin rengini komsularinin rengine gore degistirmek, bir
sabit nokta problemi olusturur. Bu problemde, Banach Sabit Nokta Teoremi yerine,
Brouwer sabit nokta teoremi adi verilen bir genellestirme kullanilir. Brouwer sabit nokta
teoremi, bir kapal1 ve sinirli kiimenin iizerinde tanimli siirekli bir fonksiyonun, bu kiimede
en az bir sabit noktaya sahip oldugunu sdyler. (Brouwer, 1910) Bu teorem, modiiler
uzaylarda da gegerlidir. Modiiler uzaylarda, graf renklendirme problemleri, modiiler

fonksiyon uzaylar1 tlizerinde tanimli modiiler fonksiyonlar olarak goriilebilir. Bu



fonksiyonlarin daraltici oldugu durumlarda, Banach Sabit Nokta Teoremi ile
renklendirmeler bulunabilir. (Abbas ve Nazir, 2013), (Kannan, 1968)

Miihendislik ve ekonomi: Miihendislik ve ekonomi, matematikte ve diger bilim

dallarinda birgok problemi modellemek ve ¢ozmek i¢in kullanilan uygulamali bilim
dallaridir. Bu alanlarda, birgok problem, sabit nokta problemleri olarak modellenebilir.
Ornegin, bir elektrik devresinde akim ve gerilim arasindaki iliski, bir sabit nokta problemi
olarak ifade edilebilir. Benzer sekilde, bir piyasada arz ve talep arasindaki denge, bir sabit
nokta problemi olarak ifade edilebilir. Bu problemlerin ¢6ziimleri, Banach Sabit Nokta
Teoremi veya diger sabit nokta teoremleri ile bulunabilir. Modiiler uzaylarda,
mithendislik ve ekonomi problemleri, modiiler fonksiyon uzaylari iizerinde taniml
modiiler fonksiyonlar olarak goriilebilir. Bu fonksiyonlarin daraltict oldugu durumlarda,
Banach Sabit Nokta Teoremi ile ¢oziimler bulunabilir. (Gopal, Kumam, & Abbas, 2018),
(Kreyszig, 1989)

Bu yiiksek lisans tezinin besinci boliimiinde yani sonug ve oneriler kisminda, bu
daralma doniistimiiniin, matematikte ve diger bilim dallarinda bir¢ok problemi ¢ozmek
icin kullanilan gii¢lii bir ara¢ oldugunu ve Banach Sabit Nokta Teoreminin, normlu
uzaylar ve modiiler uzaylar gibi 6zel metrik uzaylarda daraltict fonksiyonlarin sabit
noktalari ile ilgili 6nemli bir matematiksel sonug oldugu belirtilecektir. Bu tezin, Banach
Sabit Nokta Teoremi ve genellestirmelerinin matematiksel giizelligini ve zenginligini
ortaya koymay1 amagladigi, ayni zamanda sabit nokta teoreminin matematiksel
modelleme c¢aligmalarinda nasil kullanilabilecegini gdstermis olup, Banach Sabit Nokta
Teoremi ve genellestirmelerinin matematiksel analizdeki roliinii vurgulandigi ve bu

teoremin matematiksel arastirmalara katkilarinin degerlendirdigi belirtilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliim, tezin temelini olusturan matematiksel yapilari tanitmak amaciyla
kullanilmastir. i1k olarak, metrik uzaylarin genel bir tanim1 verilmekte olup, bir kiimenin
elemanlar1 arasindaki mesafeyi 6lgen metrik fonksiyonlari icermektedir. (X, d) seklinde
ifade edilen metrik uzaylar, matematiksel analizin temel taslarindan birini olusturur.

Ardindan, bu calismanin odaklandigi Banach Sabit Nokta Teoremi'nin temel
kavramlar1 agiklanmaktadir. Teorem, metrik uzaylarda tanimli daraltict dontisiimlerin
sabit noktalara sahip oldugunu belirtir ve matematiksel analizde 6nemli bir yer tutar.
Daralma dontisiimlerinin tanimi ve Banach Sabit Nokta Teoremi'nin ifadesi, bu tezin ana
teorik temellerini olusturur. Bu temel kavramlar, tez boyunca yapilan ispatlarda ve
uygulamalarda referans alinacak 6nemli yapi taslaridir.

Bu kisimda sunulan temel tanimlar ve teoremler, tezin ilerleyen boliimlerinde
kullanilacak matematiksel notasyonlarin anlagilmasina yardimci olacaktir. Ayrica,
Banach Sabit Nokta Teoremi'nin ve uygulamalarinin daha derinlemesine anlasilmasi igin

gerekli olan 6n bilgileri igermektedir.

Tanim 2.1. (Tek Degerli Doniigiim) X ve Y bos olmayan kiimeler oldugunda, X'
kiimesindeki her eleman1 Y kiimesindeki yalnizca bir elemana esleyen bir dontisiimdyir.
Yani, T : X — Y bir tek degerli dontisiim ise, her x € X i¢in yalnizca bir ¢ € Y vardir
Ki T'(x) = ¢ olsun.

Tanim 2.2. (Sabit Nokta) X bos olmayan bir kiime oldugunda, X kiimesindeki
her elemanin kendisine eslendigi bir doniisimdiir. Yani, 77 : X — X bir sabit nokta

doniistimii ise, her x € X i¢in 7' (x) = x olur. (Agarwal, O’Regan ve Sahu, 2007)

Tanmim 2.3. X bir topolojik uzay, f : X — R bir fonksiyon ve x, € X olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun x, noktasinda alt yar1 siirekli olmas1 demek, x,'a yaklagan
herhangi bir x noktasinin f(x) degerinin, f(x,) degerinin en fazla oldugu demektir.
Yani, f(x,) degeri, x,'a yaklagan x noktalarinin f(x) degerlerinin en biiyiik degerinden

kiigiik veya esittir. Matematiksel olarak, bu su sekilde ifade edilir:

f(xp) < sup inf f (x) = lim inf f(x)
VEU,, x€V x—Xg



Ayni sekilde, f fonksiyonunun x, noktasinda iist yar1 siirekli olmasi demek,
x,' a yaklasan herhangi bir x noktasinin f(x) degerinin, f(x,) degerinin en az oldugu
demektir. Yani, f(x,) degeri, x,'a yaklasan x noktalarinin f(x) degerlerinin en kiigiik

degerinden biiyiik veya esittir. Matematiksel olarak, bu su sekilde ifade edilir:

inf sup f (x) = lim sup f(x) < f(xo)

Ve UxO x€V

Eger f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda alt yari siirekli veya iist yari
stirekli ise, f fonksiyonuna sadece alt yar stirekli veya iist yari stirekli denir. (Mustafa,

2016)

Tanim 2.4. X bir topolojik uzay, f : X — R bir fonksiyon ve x, € X olsun. Bu
durumda x,'a yaklasan herhangi bir x noktasinin f(x) degerinin, f(x,) degerinden
biiyiik veya esit olmasi gerekir. Yani, f(xy) degeri, x,'a yaklasan x noktalarinin f(x)
degerlerinin en kiiglik {ist sinirt olmalhidir. Eger f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda
bu 6zelligi sagliyorsa, f fonksiyonuna alt yar siirekli denir. Matematiksel olarak, bu su

sekilde ifade edilir: (Mustafa, 2016)

f(xo) < liminf f(x,), herx, — x, igin.

n— oo

2.1. Metrik Uzay ve Metrik Uzayla lgili Temel Kavramlar

Metrik uzay, bir kiime ve bu kiimedeki elemanlar arasindaki uzaklig1 6lgen bir
fonksiyondur. Bu fonksiyonun, metrik aksiyomlari ad1 verilen bazi 6zellikleri saglamasi
gerekir. Bu ozellikler sunlardir:

e Uzaklik fonksiyonu, kiimenin herhangi iki eleman: i¢in sifirdan biiyiik
veya esit bir deger vermelidir. Ayrica, sadece iki eleman ayniysa sifir

olmalidir. Bu, pozitiflik aksiyomu olarak adlandirilir.

e Uzaklik fonksiyonu, kiimenin herhangi iki elemani i¢in simetrik olmalidir.
Yani, iki elemanin yerini degistirdigimizde uzaklik degeri degismemelidir.

Bu, simetri aksiyomu olarak adlandirilir.




e Uzaklik fonksiyonu, kiimenin herhangi {i¢ elemant igin iiggen esitsizligini
saglamalidir. Yani, bir elemanin diger ikisine olan uzakliklarinin toplama,
diger iki elemanin birbirine olan uzakligindan biiyiik veya esit olmalidir.

Bu, ticgen esitsizligi aksiyomu olarak adlandirilir.

Bu ii¢ aksiyomu saglayan bir kiime ve bir uzaklik fonksiyonu, bir metrik uzay

olusturur. Metrik uzaylar, matematikte bircok alanda kullanilan &nemli bir soyut

kavramdir. Ornegin, analiz, topoloji, geometri, diferansiyel denklemler gibi alanlarda

metrik uzaylar iizerinde ¢aligilir. (Jachymski, 2008)

2.1.1. Tammm: (Metrik ve Metrik Uzay)

Bir X kiimesiile d: X X X — R fonksiyonu verilmis olsun ve Vx, ¢,z € X igin

asagidaki aksiyomlari siralayalim:

[My] d(x,4) =0

[M,] d(x,4) < d(x,2) +d(z,4) ... (Uggen Esitsizligi)
[M3] d(x,4) = d(y, x) ... (Simetrik)

[Mylx =y =d(x,4)=0...(vani d(x,x) = 0)

Ml x#y = d(x,4) #0

Bu aksiyomlara gore;

[M;] ve [M,] kosullar1 saglantyor ise d fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir yari
metriksi,

[M], [M,] ve [M3] kosullart saglaniyor ise d fonksiyonuna X kiimesi tizerinde
bir yar1 metrik,

[M], [M,] ve [M,] kosullart saglantyor ise d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde
bir s6zde metriksi,

[M], [M;], [M3] ve M,] kosullart saglaniyor ise d fonksiyonuna X kiimesi
tizerinde bir szde metrik

[M1], [M5], [M3], [M,] ve [Ms] kosullart saglaniyor ise d fonksiyonuna X

kiimesi lizerinde bir metrik denir.

Bu aksiyomlar birbirleri ile iliskilidir. Ornek verecek olursak, [M,], [M3] ve [M,]

aksiyomlarini sirasi ile kullanirsak;
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0=d(x,x) <d(x,y)+dyx)=2d(xy)

olarak bulunur ve bu da bizlere [M,] aksiyomunu vermektedir.

Metrik uzayi ise, iizerinde bir metrik tanimlanmis kiimeye olarak tanimlayabiliriz.
Eger d fonksiyonu X kiimesi tizerinde bir metrik ise, bu metrik uzay1 (X, d) notasyonu
ile gosterilir. Ayrica, (X, d) bir metrik uzay ve x, 4 € X ise, negatif olmayan d(x, )
reel sayisina x ile ¢ noktalari arasindaki uzaklik denir. (Bayraktar, 1994), (Jachymski,
2008)

Ornek 2.1.1.1. (Oklidyen Metrik) R™ n-boyutlu uzayinda iki nokta arasindaki
mesafe, noktalar arasindaki farklarin karelerinin toplaminin karekoki ile o6lgiiliir.
Oklidyen metrik, en yaygin kullanilan metrik uzaylardan biridir ve fiziksel diinyadaki

uzayin geometrisini tanimlamada sik¢a kullanilir. (Kreyszig, 1989)

dx,y) =

Ornek 2.1.1.2. (Manhattan Metrik) R™ uzayinda iki nokta arasindaki mesafe,
noktalar arasindaki farklarin mutlak degerlerinin toplamidir. Manhattan metrigi, 6zellikle

sehir bloklarinda gezinmenin mesafesini temsil ettigi i¢in bu ismi alir.
n
d(x,¢) = lei — 4il
i=1

Ornek 2.1.1.3. (Minkowski Mesafesi) R™ uzayindaki iki vektor arasindaki
mesafeyi Olgen bir metrik fonksiyonudur. Bu mesafe 6lciisii, genellikle p-normlarini
iceren bir genellemedir. Minkowski mesafesi, p parametresine bagli olarak farkli normlar

igerir ve bu parametre normun tipini belirler.

1
P

d(x,y) = (lei — %’|p>



11

Teorem 2.1. (Holder Esitsizligi) x,4 = 0 oldugunu ve a, b, c’nin R’de keyfi

vektorler oldugunu varsayalim. Eger p, g > 1 olacak sekilde % + é = 1 ise,

1 1

iw. b < [i'a"'ﬁr'[i'bil“r

i=1 i=1 i=1

Ispat: a ve b’ den birisi 0 oldugunda sonug agiktir. @ ve b’ nin her ikisi de

stfirdan farkli oldugunda
K

in%i <1

i=1

oldugunu gostermemiz gerekir.

I
NI

1
k k q
= |ai|.[2|ai|f] ve lyl= |bi|.[2|bi|%]
i=1 i=1

Young’in esitsizligi bize her bir i i¢in,

1 1
X iSin”‘Fa’yJi%

oldugunu verir. Simdi bu esitsizlikleri topladigimizda sunu buluruz:

Ornek 2.1.1.4. (Hausdorff Uzayr) Hausdorff uzayi, topoloji alaninda kullanilan
bir matematiksel kavramdir. Bu uzay, bir topolojik uzayin alt kiimeleri arasindaki
"yakinlig1" Olgen bir kavramdir ve bu Olcli, Hausdorff uzaymin temel 6zelligi olan

"Hausdorff uzaklig1" veya "Hausdorff metrigi" ile ifade edilir.
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Bir topolojik uzaydaki alt kiimeler arasindaki Hausdorff uzakligi su sekilde
tanimlanir: Verilen bir topolojik uzay X ve A,B € X alt kiimeleri i¢in, Hausdorff

uzaklig1 H (A, B) su sekildedir:

H(A,B) = max {sup ggg d (a,b),sup inf d (a, b)}

a€eA beB A€A

Burada d(a,b), aile b arasindaki topolojik uzaklhigi ifade eden bir metrik
fonksiyondur. Hausdorff uzakligi, bir alt kiimenin digerine gore "ne kadar yakin" veya
"ne kadar uzak" oldugunu 6lger. Eger H(A,B) = 0 ise, A ve B birbirine esit veya
birbirine topolojik olarak homeomorf (topolojik olarak esdeger) olarak kabul edilir.
Hausdorff uzayi, topolojik uzaylarda karsilasilan cesitli konseptleri analiz etmek ve
dlemek igin kullanlir. Ozellikle goriintii isleme, desen tanima ve geometrik modelleme

gibi alanlarda nesne tanima ve benzerlik 6l¢iimlerinde kullanilir.
2.1.1.1. Tanim: (Metrik Fonksiyon)

Bir metrik fonksiyon, bir metrik uzaymdaki iki nokta arasindaki uzakligi
(mesafeyi) 6lcen bir fonksiyondur.
Verilen bir kiime X iizerindeki bir metrik uzaymda & : X XX — R
fonksiyonunu bir metrik olarak tanimlamak i¢in asagidaki ti¢ kosulu saglamalidir:
1. d(x,4) =20 ve d(x,¢4) =0 sadece x =y durumunda gergeklesir.
(Pozitif Belirlilik)
2. d(x,y4) = d(y,x), yani iki nokta arasindaki mesafe sirali degil, her iki
yonde de aynidir. (Simetri)
3. d(x,3) <d(x,y4) + d(y,z), yani iki ara nokta ¢ tizerinden giden yol,
dogrudan gitmekten daha kisadir. (Ucgen Egsitsizligi)

Metrik fonksiyonlara bir drnek olarak, Oklid metrigi verilebilir.

Tamim 2.1.1.1.1. (Oklid metrigi) Oklid metrigi, R” kiimesinde tanimli bir
metriktir ve iki nokta arasindaki uzakhigi verir. Oklid metriginin tanmmi sdyledir:

(Kreyszig, 1989)
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n

Z(xi —4i)?

i=1

d(x,y) =

Burada «x = (xq,%5,..,%,) Ve u= Wi, %2 %,) R™ kimesinin
elemanlaridir. Oklid metriginin bir metrik oldugunu ispatlamak icin, asagidaki ii¢ sarti
kontrol etmek yeterlidir. Bu sartlar sunlardir:

1. d(x,¢4) =0 ve d(x,¢4) =0 © x = y (pozitiflik)
2. d(x,y4) = d(y,x) (Simetri)
3. d(x,z) <d(x,4)+ d(y,z) (Uggen esitsizligi)

Ispat: Bu sartlarin her biri icin, asagidaki ispat adimlarmi takip edebiliriz:

1. Pozitiflik: Karekok igindeki ifadenin karesi, her terimin karesinin toplami oldugu igin,
her zaman pozitiftir. Dolayisiyla, d(x,¢) = 0’dir. Eger d(x, ) = 0 ise, bu demektir
ki karekok i¢indeki ifade sifirdir. Bu da ancak her terimin sifir olmasi durumunda olur.
Yani, x; = y¢;, i = 1,2,...,n. Bu da x = ¢ anlamina gelir. Tersine, eger x = 4 ise,
o zaman her terim sifir olur ve d(x, ) = 0 olur. Boylece, d(x,¢4) = 0 © x = ¢ sart1
da saglanur.

2. Simetri: Karekok i¢indeki ifadenin karesi, her terimin karesinin toplami oldugu igin,
terimlerin yer degistirmesi sonucu degismez. Yani, (x; —4;)? = (y; — x;)?,

i =1,2,..,n. Budademektir ki, d(x,4) = d(y, x) olur.

3. Ucgen esitsizligi: Bu sart1 ispatlamak igin, Cauchy-Schwarz esitsizligi ad1 verilen bir

sonugtan yararlanacagiz. Bu esitsizlik, R” kiimesinde tanimli bir i¢ ¢arpim islemi igin

sunu soyler:
(x, 4)|? < (x,x) - {(y,4) (Cauchy-Schwarz esitsizligi)

Burada x ve ¢4 R”™ kiimesinin elemanlaridir ve <.,.> i¢ ¢arpim islemidir. Bu islem, iki

vektoriin bilesenlerinin ¢carpimlarinin toplami olarak tanimlanir:

n

(x,4) = Z x;yp;  (i¢ carpim islemi)

i=1
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Bu esitsizligi kullanarak, sunu gosterebiliriz:

n n
d(x,z)? = Z(xi —z;)? Z(xi —yi + i — 3)°
i=1 i=1

n

= Z[(xi —y)? + (g — 20 + 2(x; — y) (Y — z1)]

i=1
= i(xi -y’ + i(%i — %;)?
i=1 i=1
+2 i(xi —y) (Y — 31)
i=1

= dx4)*+dy,z)%+ 2x—y,y — 2)

/AN

d(x,4)* + d(y,2)* + 2[{(x — 4,y — 2)|

AN

d(x,4)* + d(y,z)?

+2\(x —y,x—y) - (y — 3,4 — 2)
= d(x,4)*+d(y,2)*+ 2d(x,4)d(y,3)

= (d(x, %) +d(%,2)

Burada son iki esitsizlikte Cauchy-Schwarz esitsizligini kullandik. Her iki tarafin

karekokiinti alarak, liggen esitsizligini elde ederiz:
d(x,z) < d(x,4) +d(y,2)

Boylece, Oklid metriginin bir metrik oldugunu ispatlamis olduk. Bu metrik, geometride

ve analizde ¢ok kullanilan bir metriktir.
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Tanim 2.1.1.1.2. (Manhattan metrigi) iki nokta arasindaki Manhattan uzakligi,
(21,25, 0 2,) Ve (Y1,Y2, -, Yn,) sirastyla iki noktanin n-boyutlu uzaydaki

koordinatlar1 olarak tanimlansin. O zaman Manhattan uzakligi su formdille ifade edilir:
n
dCey) = ) 1%~ il
i=1

Bu formiilde |x; — ¢;|, i-inci boyutta bulunan iki nokta arasindaki farkin mutlak
degerini temsil eder. Toplam, tiim boyutlardaki farklarin mutlak degerlerinin toplamin
ifade eder.

Ornegin, iki boyutlu uzaydaki iki nokta (x,%,) ve (¢1,%>) i¢in Manhattan
uzaklig1 su sekilde hesaplanir:

d(x,y) = |21 — g1l + |22 — 42l
Bu formiil, x ve ¢ noktalar1 arasindaki yatay ve dikey mesafelerin toplamini ifade eder.

Ispat:
dq) (Stfir Uzaklik Kosulu):

d(x,4) = lei — 4l
i=1

Eger x =14, her i-inci boyuttaki karsilastirma |x; —y;| =0 olacaktir.

Dolayisiyla toplam da sifir olacaktir.

d,) (Simetriklik Kosulu):

n
dCey) = ) L - il
i=1

Mutlak deger islemi simetriktir, yani |a — b| = |b — a|. Bu nedenle, her i-inci

terimdeki |x; — ¢;| ifadesini |y; — x;| ile degistirirsek:
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n n

dCey) = ) 1w =il = ) I — w1l = Ay, %)
i 1

=1 i=

d3) (Ucgen Esitsizligi Kosulu):

n
dCey) = ) lxi - il
i=1

Ucgen esitsizligini gostermek igin {ic nokta x, ¢ Ve z diisiinelim. ki nokta

arasindaki Manhattan uzaklig: su sekildedir:

n
dCey) = ) L - il
i=1
d(y.2) = ZI%— — zil
i=1

n
d(x,z) = lei - 3]
i=1

Uggen esitsizligini gdstermek igin her i-inci terimi inceleyelim:
|2, — 2l < | — gl + |y — 24l

Bu ifade, her i-inci boyutta tiggen esitsizligini saglar. Dolayisiyla toplam olarak
da liggen esitsizligini saglar.
Bu nedenle, Manhattan uzaklig1 sifir uzaklik, simetriklik ve iiggen esitsizligi

kosullarin1 karsiladig1 igin bir metriktir.

Tanim 2.1.1.1.3. (Minkowski metrigi) Minkowski metrigi, matematiksel olarak
uzaydaki iki nokta arasindaki uzaklig1 6lgen bir metrik tiiriidiir. Bu metrik, farkli normlara
sahip olan p-normlarini igerir ve Euclidean norm (p = 2) ve Manhattan norm (p = 1)

gibi 6zel durumlar1 kapsar. Minkowski metrigi su sekilde tanimlanir:
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Iki nokta, P = (%1,%1,%1,..,%,) V& Q = (%3,%2 22, ..,%,) arasindaki

Minkowski uzakligi su formiille hesaplanir:
S 1
D(P,Q) = ) (I~ wl)?

i=1

Burada:
» m,uzaym boyutunu temsil eder.
» p, metrigin p-normunu ifade eder. p =1 ise Manhattan normu,p = 2 ise
Euclidean normu elde edilir. p negatif olamaz ve reel bir sayidir.

Manhattan normu igin (p = 1) formiil su sekildedir:
i 1
D(P,Q) = ) (1% = %:l#)7
i=1

Euclidean normu igin (p = 2) formiil ise su sekildedir:

Minkowski metrigi, uzaklik 6l¢limii i¢in genis bir uygulama alanina sahiptir ve

farkli normlar araciligiyla uzaklik hesaplamalarini 6zellestirebilmek i¢in kullanilir.

Ispat: Eger bir fonksiyon metrik &zelliklere sahipse, ii¢ temel ozelligi

saglamalidir:

d,) (Stfir Uzaklik Kosulu):

D(P,Q) = ) (i = 4:l")?

Eger D(P, Q) = 0, bu durumu ele alalim:
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” 1
0= Uz —wl*)”
i=1

Bu durumda, her terim sifir olmalidir:
|x; —4;|# =0 (Her bir i igin)

Ancak, herhangi bir saymin p-inci kuvvetinin sifir olmasi, sadece o saymnin

kendisinin sifir olmasi durumunda miimkiindiir:
l#; — 4l =0
Bu durumda, x; = y; olur. Bu, P ve Q noktalarinin birbirine esit oldugunu gosterir:
P=0Q

Bu da sifir uzaklik kosulunun saglandigin1 ve Minkowski metriginin bu 6zellige sahip bir

metrik oldugunu gosterir.

d,) (Simetriklik Kosulu):

~ 1
D(P,Q) = ) (i - il
i=1
Simdi D(Q, P)'yi inceleyelim:
" 1
DQ.P) = ) (g — xil*)7
i=1

Bu ifadeleri kiyaslayalim:
Her |x; — ¢;|? terimi, |y; — x;|? ile esittir, ¢linkii mutlak deger i¢indeki ifade

simetriktir. Bu nedenle:
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D(P,Q) =D(Q,P)

Bu durumda, Minkowski metrigi simetri 6zelligine sahiptir.

d3) (Ucgen Esitsizligi Kosulu):

" 1
D(P,Q) = ) (i - il
i=1

=~ 1 & 1
D(P,Q) +D(@Q.R) = ) (1 = 4il”)? + ) (1 = zil")7
i=1 i=1

p-norm'un iiggen esitsizligini saglandigindan,
|2 — 2% < l2e; — 4il? + |y — 27

esitsizligi yazilir. Ardindan Toplamlarin p-inci kokii alindiginda {iggen esitsizligi

saglandigini agagidaki gibi gosteririz:
- 1L 1 1
D (xi— 2?7 < Y (xi=9al?)7 + ) (i = 5il)?
i=1 i=1 i=1

Bu durumda, Minkowski metrigi tiggen esitsizligini de saglamis olur.

Sonug olarak, Minkowski metriginin metrik 6zelliklere sahip oldugunu soyleriz.
Tanim 2.1.1.1.4. (Hamming metrigi) Hamming mesafesi veya Hamming metrigi,

iki esit uzunluktaki dizgi veya bit dizisi arasindaki farkli bit sayisin1 dlgen bir metriktir.

Genellikle bilgisayar bilimleri ve bilgi teorisi alanlarinda kullanilir.

n
dy(x,4) = lei — 4l
=1
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Bu formiilde:

» dy(x,4), Hamming mesafesini temsil eder.

» xvey, karsilastirilan iki diziyi,

» x;vey,;,dizilerin i. pozisyonundaki bitleri,

» m, dizilerin uzunlugunu gosterir ve temsil ederler.
Bu formiil, iki dizinin karsilikli pozisyonlarindaki farkli bitleri toplar. Hamming
mesafesi, bu farkli bitlerin sayisini temsil eder. Eger iki dizi ayni ise, Hamming mesafesi
sifirdir, yani

dy(x,2) =0
Ispat: Bir fonksiyonun bir metrik olmasi igin ii¢ temel Ozelligi saglamasi
gerekmektedir. Bu 6zellikler, metrik uzaylar1 tanimlayan temel 6zelliklerdir. Hamming

mesafesi de bu metrik uzaylardan biridir ve asagidaki tli¢ 6zelligi saglar:

dq) (Stfir Uzaklik Kosulu):

Hamming mesafesinin tanimina gore, her bir |x; — ;| ifadesi 0 veya 1'dir ¢tinkii
bu ifade, iki bit arasindaki farki belirtir. Bu nedenle, her bir |x; — ¢;| ifadesi sifirdan
bliyiik veya esit degerlidir.

Toplam Hamming mesafesi dy(x,4) ise bu negatif olmayan degerlerin

toplamidir. Yani:

n
dy(e) = ) 12— 94l 2 0
i=1

Bu toplamin sonucu da negatif olmayacaktir, ¢iinkii sadece 0 ve 1 degerleri igerir.
Bu durumda, dy (x, ) her zaman sifirdan biiyiik veya esit olacaktir.

Sonug olarak, Hamming mesafesi sifir uzaklik kosulunu saglar.

d,) (Simetriklik Kosulu):

dy (2, 4), Hamming mesafesini temsil eden formiil su sekildedir:
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n
dy(x,y) = lei — ol
i=1

dy (¢, 2), Hamming mesafesini temsil eden formiil ise su sekildedir:

n
dy(y,x) = ZWL' — x4
i=1

Bu iki mesafe ifadelerini karsilagtirirsak:

n n
Ay y) = ) |5 =il = ) Iy = 2l = dig ()
i=1 i=1

Bu adimlarla, dy(x,4) ve dy(y,x) ifadelerinin aymi oldugunu goéstermis
oluyoruz. Bu durum, Hamming mesafesinin simetri 06zelligini saglar. Yani,

dy(x,4) = dy (g, x) her zaman gegerlidir.

d3) (Ucgen Esitsizligi Kosulu):

Hamming metrigi i¢in, liggen esitsizligini s0yle gosterebiliriz:

n n
dH(x:Z)=Z|xi—Zi| = Z|xi—%’+%—zi|
i=1 i=1

n
= Z(lxi — il + |y — zil)
i=1

n n
= lei — 4l +z|%i — 3l

= dH(x' /y’) + dH(/ouVJ Z)
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Burada, x, ¢ ve z ikili diziler, n dizilerin uzunlugu ve x;, ¢; ve z; dizilerin i’nci
elemanlaridir. Esitsizligin son adiminda, mutlak deger fonksiyonunun tiggen esitsizligini
kullandik. Boylece, Hamming metriginin tiggen esitsizligini sagladigin1 gdstermis olduk.

Sonug olarak, bu ii¢ 6zellik, Hamming mesafesini bir metrik yapar.

Tanim 2.1.1.1.5. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) Bu esitsizlik, bir i¢ ¢arpim

uzayindaki herhangi iki vektor i¢in sdyle yazilabilir:

(u, v)? < (u, u)v,v)

Burada (1, 1) vektorlerin i¢ ¢arpimini ||2¢|| ve ||| ise vektorlerin normunu
gosterir. Esitsizligin sag tarafi, vektorlerin uzunluklarinin karesinin ¢arpimina esittir.
Esitsizligin sol tarafi ise, vektorlerin arasindaki agiyr 6 alirsak, ||«/. ||| cos 6 olarak
yazilabilir. Bu ifade, vektorlerin birbirine olan projeksiyonlarinin uzunlugunu verir.
Dolayisiyla, esitsizlik bize sunu soyler: Iki vektdriin projeksiyonlarmin uzunlugu,
vektorlerin uzunluklarinin ¢arpimindan fazla olamaz. Esitlik ise, vektorlerin ayni veya zit
yonde oldugu durumlarda gegerlidir. Cauchy-Schwarz esitsizligi, bircok farkli sekilde
ifade edilebilir. Ornegin, reel say1 dizileri a,,a,, ...,a, ve by, b,,...,b, icin soyle

yazilabilir:

(al + a% + A + a,n)(bl + ble + e + b,nx,n) 2 (a1b1 + azbz + b + a,nb,n)z

Esitlik ise, a; = kb; olacak sekilde bir sabit k oldugu durumlarda gegerlidir.
Cauchy-Schwarz esitsizligi, birgok matematik problemini ¢6zmek i¢in kullanigh bir
aractir. Ornegin, iiggen esitsizligi, Cauchy-Schwarz esitsizliginin bir sonucudur. Ayrica,
olasilik kuramu, lineer cebir ve matematiksel analiz gibi matematigin diger alanlarinda da

uygulamalari vardir

Ispat: Oncelikle, t bir reel say1 olmak iizere, p(t) = ||y — tx||? fonksiyonunu
tanimlayalim. Bu fonksiyonun degeri, her t i¢in sifirdan biiylik veya esittir. Cilinkii bir

vektoriin normu sifirdan kiigiik olamaz. Yani,

p@) =lly — tx||*= 0
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Simdi, p(t)'yi agalim. Burada (u, v) vektorlerin i¢ garpimini gostersin.

r@® =lly — tx|I> = (ty — x,ty — x)

p(t) = t*(y, y) — 2t{x,y) + (x, x)

Bu bir ikinci dereceden polinomdur. Bu polinomun kokleri olmadigina veya en
fazla bir kokii olduguna dikkat edelim. Ciinkii p(t) sifirdan kiigiik olamaz. O halde,

polinomun diskriminant1 sifirdan kiigiik veya esit olmalidir. Yani,

A=b%*—4ac<0

Burada a = (¢, ¢), b = —2{x,¢) ve ¢ = (x, x) olarak alalim. Boylece,

A = 4(x,y)* — 4y, y)x,x) <0

(x,4)* < (y, y)x, x)

elde ederiz. Bu da Cauchy-Schwarz esitsizliginin istedigimiz seklidir. Esitligin ne zaman
saglandigin1 da bulabiliriz. Esitlik ancak ve ancak A = 0 oldugunda saglanir. Bu da

2 (t)'nin tek bir kokii oldugu anlamina gelir. Bu kok,

b

t=——
2a

olarak bulunur. Bu degeri p(t) 'ye yerine koydugumuzda, p(t) = 0 olur. Bu da
ty — x = 0 demektir. Yani, x ve ¢ vektorleri birbirine paraleldir. Dolayistyla, Cauchy-

Schwarz esitsizligi, vektorlerin birbirine paralel oldugu durumlarda esitlik verir.

Tanim 2.1.1.1.6. (Young Esitsizligi) Y oung esitsizligi, soyle ifade edilir:
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Burada p, ¢ € (1,) ve x, ¢4 € (0, ) olmak iizere

esitligi saglanir. Bu esitsizlik, aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginin bir
genellestirilmesidir. Young esitsizliginin birgok farkl1 ispat1 vardir. Ornegin, logaritma
fonksiyonunun konkav olmasi, integral hesab1 veya konvekslik kavrama ile ispatlanabilir.
Young esitsizligi, analiz, olasilik ve istatistik gibi matematik dallarinda uygulama alan1
bulmaktadir.

Logaritma fonksiyonunun konkav olmasi ile ilgili ispat1 soyledir:

x,4>0ve0<t<1ig¢in,

tlogx + (1 —t)logy <log(tx + (1 —t)y) ... (logaritma fonksiyonunun

konkavligindan)
log(xty!™") <log(tx + (1 —t)y) ... (logaritma fonksiyonunun
ozelliginden)
2yt < tx+ (1 -ty ... (logaritma fonksiyonunun
tersi)

NP

alalim. O zaman

1-t=

olur. Ayrica x = a? ve ¢ = b? degisken degistirmesi yapalim. Bylece son esitsizlik su

sekilde yazilabilir:

Q
N
S
Q=
INA

Nle
Q| =
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a — a? ve b — b? alindiginda, Young esitsizligini asagidaki sekildeki gibi elde ederiz:

a? b9
ab < —+—
9

Tanmim 2.1.1.1.7. (Hélder Esitsizligi) Holder Esitsizligi, L, uzayr konulu
arastirmalarda kullanilan bir esitsizliktir. Sonlu sayida, hepsi sifir olmayan a;, b;, i =

1,2,...,n pozitif sayilar alinsin. p, g > 1 sayilar

kosulunu saglasin. O zaman su esitsizlik gecerlidir:

L 1
a;b; < (2 af’) (Z b?)
=1 =1

i i=1 im
Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir. Bu esitsizlik ilk olarak Alman matematike¢i
Otto Ludwig Holder (1859 — 1937) tarafindan elde edilmistir. Bu esitsizlik, Rogers
Esitsizligi olarak da bilinir, ¢linkii daha 6nce Leonard James Rogers tarafindan
kanitlanmistir. Ayrica, Holder Esitsizligi, Jensen Esitsizligi’nin de bir 6zel halidir.
Holder Esitsizligi’nin bir uygulamasi olarak, Cauchy-Schwarz Esitsizligi’'ni elde

edebiliriz. Eger p = g = 2 alirsak,

kosulu saglanir ve su esitsizlik ¢ikar:

Zaibis Zaiz Zblz

n n
i=1 =1 i=1
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Bu da Cauchy-Schwarz Esitsizligi olarak bilinir. Bu esitsizlik, vektorlerin ig
¢arpimini ve normunu tanimlamak i¢in kullanilir.
Holder Esitsizligi’nin ispati i¢in, su adimlari takip edebilirsin:
> Once, a; ve b; sayilarini, p Ve g sayilarmin tersi kuvvetlerine gére normalize

etmeliyiz. Yani,

1
»
_ 4
X = 1
" 1
»
(2. )
L
=1
Ve
1
4
— bi
Yi = 1
A K
A
(2...%)
=1
tanimlamaliy1z.

> Sonra, x; ve y; sayilarinin 1’e esit oldugunu gosteririz. Yani,

n
Zx;fp =1
i=1
ve
n
y =1
=1

oldugunu kanitlariz.
> Daha sonra, x; ve ¢; sayilarimin aritmetik-geometrik ortalamalar1 arasindaki

esitsizligi kullaniriz. Yani,

oldugunu hatirlayalim.

> Bundan sonra, bu esitsizligi toplam sembolii ile yazariz. Yani,
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1 n n
EZ(xi +yi) = Z XY
i=1 i=1

oldugunu yazariz.
> Son olarak, bu esitsizligi x; ve ¢; tanimlarin1 yerine koyarak basitlestiririz. Yani,
n 1 1
" » " 49
2= (2, ) (2, 0)
— i=1 i=1

i= -

oldugunu elde etmis oluruz.

Bu sekilde, Holder Esitsizligi’nin ispatin1 tamamlamis oluruz.

Tanim 2.1.1.1.8. (A¢tk ve kapali yuvar) Metrik uzaylarda agik yuvar ve kapali
yuvar kavramlary, bir noktanin etrafindaki belirli bir mesafedeki diger noktalar
tanmimlamak i¢in kullamlir. Ornegin, (X, d) bir metrik uzay, x, € X bir nokta ve » > 0

bir say1 olsun. O zaman x, merkezli, » yarigapli a¢ik yuvar sdyle tanimlanir:
B(xg,7) ={x € X : d(x,x4) < r}

Bu kiime, x, noktasindan r mesafeden daha yakin olan tiim noktalar1 igerir. Agik
yuvarin kendisi de bir metrik uzaydir. A¢ik yuvarin 6zelligi, herhangi bir noktasinin
kiimenin i¢inde kalacak sekilde kiiciik bir yarigapli bagka bir agik yuvar i¢inde olmasidir.

Bu, acik yuvarin i¢ noktalarindan olustugu anlamina gelir.

B(A, r): A merkezli, r yaricapli yuvar

Kapal1 yuvar ise, x, noktasindan #~ mesafeye esit veya daha yakin olan tiim

noktalar1 igerir:
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Blxg, 7] ={x € X : d(x,xy) <}

Bu kiime, a¢ik yuvarin yani sira, x, noktasindan tam r mesafede olan noktalar1 da

igerir. Bu noktalar, yuvar yiizeyi olarak adlandirilir:

Sxe,r)={xeX :d(x,x5) =71}

Kapal1 yuvarin 6zelligi, herhangi bir noktasinin kiimenin iginde kalacak sekilde
biiylik bir yarigapli bagka bir kapali yuvar i¢inde olmasidir. Bu, kapali yuvarin
kapanisindan olustugu anlamina gelir.

Metrik uzaylarda agik yuvar ve kapali yuvar kavramlari, metrik uzayin topolojik
yapisini incelemek igin énemlidir. Ornegin, bir metrik uzayin kompakt, baglantili veya
ayrik olup olmadigimi belirlemek icin acik yuvar ve kapali yuvar kiimelerini

kullanabiliriz.

Ornek 2.1.1.5. (R,d) bir metrik uzay olsun, burada d(x,4) = |x — | mutlak
deger metrigi olsun.
» O zaman B(0,1) = (—1,1) sifir merkezli, bir yarigapli agik yuvar,
» B[0,1] = [—1,1] sifir merkezli, bir yarigapl kapali yuvar ve $(0,1) = —1,1 sifir
merkezli, bir yarigapl yuvar yiizeyidir.
Bu oOrnekte, acik yuvar ve kapali yuvar arasindaki fark, sinirlarin dahil edilip

edilmedigidir.

Ornek 2.1.1.6. (R?,d) bir metrik uzay olsun,

Buradad(x,¢) = /(1 — 41)? + (x; — 4,)? Oklid metrigi olsun. O zaman,
> B((0,0),1) = (x,4) € R?: x2 + y? < 1 orijin merkezli, bir yaricaph agik
yuvar,
> B[(0,0),1] = (x,4) € R? : x%2 + ¢2 < 1 orijin merkezli, bir yaricapli kapali
yuvar
> ve 5((0,0),1) = (x,4) € R? : x2 + ¢? = 1 orijin merkezli, bir yarigapli yuvar

ylizeyidir.
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Bu ornekte, agik yuvar ve kapali yuvar, iki boyutlu diizlemde birim ¢emberin i¢i ve dist

olarak goriilebilir.

Ornek 2.1.1.7. (R", d) bir metrik uzay olsun.
Burada d(x, %) = max;=; . ,|%; — u;| Sup metrigi olsun.
» O zaman B((_)), 1) ={(xq, .., 2,) ER™ : |x;| <1, i =1,...,n} sifir vektori
merkezli, bir yarigapl agik yuvar,
> 3[6, 1] ={(xq, ..,x,) ER™: |x;| <1, i =1,...,n} sifir vektorii merkezli, bir
yaricapli kapali yuvar
> ve 5(6, 1) ={(x4, .., 2,) ER"™: |x;| =1, i =1,...,n} sifir vektorii merkezli,
bir yaricapli yuvar yiizeyidir.
Bu ornekte, acik yuvar ve kapali yuvar, 7 boyutlu uzayda birim kiipiin i¢i ve dis1 olarak

goriilebilir.

Tanim 2.1.1.1.9. (A¢ik Kiime ve Kapali Kiime) Bir X alt kiimesi U € X “agik”
olarak adlandirilir, her bir x € U igin, x etrafinda bir #~ > 0 bulunabilir, boylece
Blx,r) ={y €X :d(x,y) <r}
tamamen U igindedir.
Matematiksel olarak, bir kiimenin acik oldugunu ifade etmek i¢in su notasyonu

kullanabiliriz:
{vx eU, 37 >0 : B(x,r) S U}

Burada B(x, 7), x merkezli yarigap1 7~ olan agik kiireyi temsil eder.

U agik kiimesi, agik yuvarlarin bilesimidir.
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Bir X alt kiimesi X \ U agik oldugunda U € X "kapali" olarak adlandirilir.
Matematiksel olarak, bir kiimenin kapali oldugunu ifade etmek icin su notasyonu

kullanabiliriz:

{X \ U acik ise, U kapalidir. }

Ornek 2.1.1.8. Bir X metrik uzay1 ve x, elemani i¢in, B, (x,) kiimesi su sekilde

tanimlanir:

B(xy) =x€X :d(x,xy) <71

Burada d(x, x) x ve x, arasindaki mesafeyi 6lgen metrik fonksiyondur. 7~ pozitif
bir gergel sayidir ve x etrafindaki yaricapi belirtir.

A kiimesi kapaliysa, her ardisik sinirli dizisinin limiti A kiimesinin igindedir.
Omnegin, [a, b] aralig1 kapal1 bir kiimedir. Burada a ve b noktalar1 araligin sinirlarini

belirtir ve [a, b] araliginin tiim limit noktalar1 aralik igindedir.

Ornek 2.1.1.9. X = R (gercel sayilar kiimesi) ve x, = 0 icin, B,-(0) kiimesini

ele alalim:

B.(0)=x€R: |x|<r

Bu, gergel sayilar diizlemindeki 0 noktasinin 7~ yarigapindaki acik topolojik
top'dur. Ornegin, B, (0) kiimesi, —1 < x < 1 olan tiim gercel say1lar1 igerir.
X =R? (iki boyutlu gercel sayilar kiimesi) ve F kiimesini su sekilde

tanimlayalim:
F={(xy) ER?: x2+ 4% <1}
Bu, orijinden bir yaricap 1 olan bir dairenin i¢indeki noktalar1 i¢eren bir kiimedir.

Bu kiime kapalidir ¢linkii limit alindiginda i¢indeki tiim sinirl dizilerin limiti de kiimenin

i¢indedir.
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Ornek 2.1.1.10. X = R? (iki boyutlu gercel sayilar kiimesi) ve (g, %) = (1,1)
noktasini ele alalim. Asagidaki kiime F lizerinden agik ve kapali kiime kavramlarini

inceleyelim:

F={(x,y) ER?: 22+ 4y =2}

F kimesi, 2x + ¢ = 2 esitsizligini saglayan tim (x,4) noktalarni igerir.
Ornegin, (1,1) bu esitsizligi saglar, bu nedenle F i¢indedir. Ayn1 zamanda, bu noktanin
cevresinde belirli bir yarigap igindeki bir bolgeyi igeren bir acik kiimedir.

F kiimesinin tamami, 2x + 4 = 2 esitsizligini saglayan tiim noktalar1 igerir. F
kiimesinin tamamu, bu esitsizligi saglayan smirli bir dizinin limitini igerir. Ornegin, (1,1)
bu esitsizligi sagladigi i¢in F kiimesinde yer alir. Bu nedenle, F kiimesi kapalidir.

Bu 6rnek, bir kiimenin hem acik hem de kapali olabilecegini gostermektedir. Ayni
zamanda, bir kiimenin smirli dizilerin limitini igeriyorsa kapali oldugunu da

gostermektedir.

Tanim 2.1.1.1.10. (Komsuluk) Metrik uzaylarda komsuluk, bir noktanin diger
noktalara olan "yakinligin1" ifade eder. Formel olarak, X bir metrik uzay ve x € X bir

nokta oldugunda, V. (x) kiimesi x noktasina € mesafesindeki noktalarin kiimesidir. Yani,

Ne(®) ={y € X | d(x,4) <€}

Burada € > 0 bir pozitif gergek sayidir ve bu deger, ne kadar "yakin" oldugu
tanimlar. Bu N (x) kiimesine x 'in e-komsuluk kiimesi denir. Metrik uzaylarda
komsuluk, bir noktanin etrafindaki yapiyr anlamak ve bu noktaya yakin olan diger

noktalarla ilgili bilgi edinmek i¢in kullanighdir.

Ornek 2.1.1.11. X = R? (iki boyutlu gercel sayilar kiimesi) ve d oklidyen
mesafesi olsun. Yani, herhangi iki nokta x = (x1,2,) ve y = (¢4,%,) icin mesafe

fonksiyonu:

d(x,y) = \/(x1 — 41)? + (22 — ¢2)?
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Bu durumda, X bir metrik uzaydir. Simdi, bir nokta p = (1,2) diisiinelim ve p
noktasmnin 1 birimlik 6klidyen mesafesindeki noktalarin kiimesini bulalim. Yani, V; (p)

kiimesini hesaplayalim:

N () ={(#1,2,) €R? | (1 —29)%+ (1 —x,)% <1}

Bu, p noktasinin etrafinda birimlik bir ¢cemberi temsil eder. V; (p) kiimesindeki
noktalar, p noktasina birimlik mesafede olan noktalardir. Benzer sekilde, p noktasinin

0.5 birimlik 6klidyen mesafesindeki noktalarin kiimesi su sekilde ifade edilir:

Nos(@) = {(x1,2,) ER? | /(1 — 21?2+ (1 —x,)% < 0.5}
Bu, p noktasina yar1 birimlik mesafede olan noktalarin kiimesini temsil eder.

Ornek 2.1.1.12. X = Z (Tamsayilar kiimesi) ve d su sekilde tanimlanan bir

metrik fonksiyonu olsun:
dim,n) = |m —n|

Bu durumda, X bir metrik uzaydir. Simdi, # = 5 noktasin1 diisiinelim. 7 = 5

noktasinin 2 birimlik mesafesindeki noktalarin kiimesini hesaplayalim, yani 2V (5)
N,B)={meZ | |5-m|<2}

Bu, n = 5 noktasina 2 birimlik mesafede olan tamsayilar1 i¢eren bir kiimedir.
Dolayisiyla, V,(5) = 3,4,5,6,7.

Bu oOrnekte, metrik uzay Z iizerinde tanimlanan Oklidyen benzeri bir metrik
kullanilmistir ve komsuluk, bir noktanin diger noktalara olan tamsayr mesafesiyle

belirlenmistir.

Ornek 2.1.1.13. X = R™ (n -boyutlu gercel sayilar kiimesi) ve d bir metrik

fonksiyonu olarak oklidyen mesafeyi alalim:
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dx,y) =

Burada x = (x4, x5, ..., x,,) Ve 4 = (41, %2, .., %) vektorleri. Bu durumda, X
bir metrik uzaydir.
Simdi, p = (1,2,3) vektoriinii diisiinelim. Bu noktanin 1 birimlik 6klidyen

mesafesindeki noktalarin kiimesi V; (p) su sekilde ifade edilir:

M@P)=geR" | J(1-g)2+(2—g,)2+(B3—g3)2 <1

Bu, p noktasina 1 birimlik mesafede olan noktalarin kiimesini temsil eder. Bu
ornekte, 0klidyen metrik uzayindaki komsuluk kavrami, bir noktanin diger noktalara olan
fiziksel uzaklhigimi temsil eder. Bu uzayda, V; (p) kiimesindeki noktalar, p noktasina
birimlik 6klidyen mesafede olan noktalardir.

Her metrik uzayin kendine 6zgii bir metrik fonksiyonu ve bu fonksiyon iizerinden
tanimlanan farkli komsuluk yapilari bulunabilir. Bu 6rnekler, metrik uzaylarda komsuluk
kavraminin cesitli 6zellikleri ve uygulamalar1 hakkinda fikir edinmemize yardimci

olabilir.

Tanim 2.1.1.1.11. (Dizilerde Yakinsaklik) Yakinsaklik kavrami, matematikte
diziler, seriler, fonksiyonlar, siirecler gibi nesnelerin bir limit degerine yaklasmasi
durumunu ifade eder. Yakinsaklik, nesnenin terimleri veya degerleri arasindaki farkin
istenilen kadar kiiciik yapilabilmesi anlamina gelir.

Matematiksel olarak, bir (x,,) dizisinin a sayisina yakinsadigini sdylemek igin,
her € > 0 i¢in, Gyle bir N dogal sayisi bulunmali ki, 7 > N oldugunda |x, —a| < €
olsun. Burada e yakinsakligin hassasiyetini belirler. (Babu, Sandhya ve Kameswari,
2008)

Ornek 2.1.1.14. (a,,) dizisi,

n? +3n
T nZ—2n+1



34

olmak iizere tanimlansin. Bu dizinin yakinsak olup olmadigini, eger yakinsaksa limitinin
ka¢ oldugunu bulalim.

Bir dizinin yakinsak olmasi i¢in, dizinin elemanlarinin birbirine yaklasmasi ve bir
limit degerine ulagsmasi gerekir. Bunun i¢in, dizinin genel teriminin 7 — oo iken
davranigin1 incelemek yeterlidir. Eger genel terim, bir sayiya yaklasiyorsa, o say1 dizinin
limitidir. Eger genel terim, sonsuza gidiyorsa veya dalgalantyorsa, dizinin limiti yoktur.

Bu 6rnekte, (a,,) dizisinin genel terimi,

n?>+3n

a, = ——
T o2 —2n+1

olarak verilmistir. Bu ifadeyi sadelestirmek i¢in, hem payda hem de paydaki terimleri en

yiiksek dereceli terime bolerek,

3
ta
2 1
n Tz

elde ederiz. Bu sekilde, n — oo iken, Ve > 0 i¢in,

1 1 1
|——0|=—<e=>/n>|[—]]
n n £

olup |% - 0| < ¢ esitsizligi her n € N(¢) = [E]] € N bulundugundan

2 1
,— ve —
n n

S|w

terimleri sifira yaklasacaktir. Dolayisiyla, a,, ifadesi de % yani 1 sayisina yaklasacaktir.

Bu da (a,,) dizisinin yakinsak oldugunu ve limitinin 1 oldugunu gosterir.

Sonug olarak, (a,,) dizisi yakinsaktir ve lim a,, = 1 dir.

MN— 00
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Tamim 2.1.1.1.12. (Cauchy dizisi) Bir metrik uzayda tanimlanan bir say1 dizisidir.
Bir dizinin Cauchy dizisi olmasi i¢in, dizinin elemanlar1 arasindaki mesafenin istenilen
kadar kiiciik yapilabilmesi gerekir. (Bayraktar, 1994), (Boriceanu, 2009)

Matematiksel olarak, Bir gercel say1 dizisi a,, matematiksel olarak Cauchy dizisi

olarak tanimlanir eger her € > 0 i¢in, asagidaki kosul saglaniyorsa:
{aN e N oyleki n,m > N = |a,, — a,,| < €}
Bu ifade, 7 ve m’in N’den biiyiik oldugu tiim durumlar i¢in a,, ve a,,, arasindaki
mutlak farkin e’den kiigiik oldugunu belirtir. Bu, Cauchy dizisinin temel 6zelligidir. Bu
ozellik, dizinin elemanlarin birbirine yaklastigini ve dolayisiyla bir limit noktasina

yakinsadigini gosterir. (Khamski & Kozlowski, 1990)

Ornek 2.1.1.15. Bir gergel sayilar dizisi

diisiinelim. Bu dizi bir Cauchy dizisidir. Ciinkii her ¢ > 0 igin,

n,m>N =

oldugunda,
1 1
a, — any| = Z_E| <&

esitsizligi saglanir.

Bu, a,, dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Ayrica, bu dizi 0’a yakinsar,
yani bu dizi yakinsak bir Cauchy dizisidir.

Cauchy dizileri, yakinsaklik kavramiyla yakindan ilgilidir. Bir metrik uzayda her
yakinsak dizi Cauchy dizisidir, ancak tersi her zaman dogru degildir. Eger bir metrik
uzayda her Cauchy dizisi yakinsaksa, bu uzaya tam metrik uzay denir. (Banach, 1922)

Ornegin, gergel sayilar kiimesi tam bir metrik uzaydir, ancak rasyonel sayilar kiimesi tam
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degildir. Rasyonel sayilar kiimesinde, V2 sayisina yaklasan bir Cauchy dizisi vardur,
ancak bu dizi rasyonel sayilar kiimesinde bir limite sahip degildir.

Cauchy dizileri, matematikte Snemli bir rol oynar. Ozellikle, reel analiz, kompleks
analiz, fonksiyonel analiz ve say1 teorisinde Cauchy dizileri sik¢a kullanilir. Cauchy
dizileri, Augustin-Louis Cauchy adli iinlii Fransiz matematikgi tarafindan 1821 yilinda
tanitilmistir. (Khamski & Kozlowski, 1990)

Teorem 2.2. Bir metrik uzayda her yakinsak dizi Cauchy dizisidir, ancak tersi her
zaman dogru degildir. (Boriceanu, 2009)

Ispat: Teoremin ilk kismu, bir metrik uzayda her yakinsak dizinin Cauchy dizisi
oldugunu ifade etmektedir. Bunu ispatlamak igin, sdyle bir tanim kullanacagiz:

Bir metrik uzayda (x,,) bir dizi ve x bir nokta olsun. Eger lim d(x,,x) = 0 ise,
n—00

(x,,) dizisi x noktasina yakinsaktir ve x dizinin limitidir.
Simdi, (x,,) bir metrik uzayda yakinsak bir dizi ve x dizinin limiti olsun. Herhangi
bir € > 0 igin, lim ,,_,,, d(x,,x) = 0 oldugundan, dyle bir N sayis1 vardir ki, n > N

oldugunda

€
d(x,,x) < 3

olur. O halde, n,m > N oldugunda, iiggen esitsizligini kullanarak sunu elde ederiz:
(Yurtsever, 1978)

€

2~ €

€
A(Xpy, 2m) < d(x,,x2) +d(x, 2,) < 5 +
Bu da (x,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gdosterir.
Teoremin ikinci kismi ise, bir metrik uzayda her Cauchy dizisinin yakinsak
olmadigin bize sdylemektedir. Bunu ispatlamak i¢in de bir metrik uzayda Cauchy dizisi

olup yakinsak olmayan bir 6rnek vermemiz gerekir. Ornegin, (0,1) araliginda taniml

olan d(x,4) = |x — ¢| metrigi ile,
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dizisi bir Cauchy dizisidir, ancak (0,1) araliginda bir limiti yoktur. Bu da teoremin ikinci

kismini kanaitlar.

Tamim 2.1.1.1.13. (Metrik Uzaylarda tamhik) Bir metrik uzay (X, d) lizerinde,
her Cauchy dizisi bir uzaydaki bir noktaya yakinsiyorsa, bu uzaya bir tam metrik uzaydir.
(Banach, 1922), (Bayraktar, 1994)

Burada:
> X, bir kiimenin elemanlarindan olusan metrik uzayn tastyici kiimesini,
> d: X X X — R, metrik fonksiyonu (mesafe fonksiyonu) olup, d(x,4) x ve
4 noktalar1 arasindaki uzakligi dlger,
> Cauchy dizisi, her € > 0 igin bir N indeksi bulunan bir dizidir,
n,m = N i¢in d(x, x,,) < € kosulunu saglar.

Tam metrik uzaym tanimi matematiksel olarak su sekilde ifade edilebilir:

Ve>0, ANEN, Vvm=>N, Vvm =N d(x,,x,,) <&

bu limit de X uzayindaysa:

lim x, =x €X

Nn— oo

Bu durumda, X uzayi tam bir metrik uzaydir. Bu tanim, her Cauchy dizisinin
limitinin ayni uzayda olmasi gerektigini ve bu limitlerin metrik uzay i¢inde oldugunu

ifade eder. (Khamski & Kozlowski, 1990)

Ornek 2.1.1.16. Gergel sayilar iizerindeki tam metrik uzay, gercel sayilar kiimesi
R ile standart mutlak deger metrigi d(x, 4) = |x — ¢/ ile olusturulan bir metrik uzaydir.
Bu metrik uzaymn tam oldugunu, yani R’deki her Cauchy dizisinin R’de bir limiti
oldugunu ispatlamak i¢in su adimlar izleyebiliriz:

R’deki her Cauchy dizisinin sinirli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, (x,,)
Cauchy dizisi olsun. O halde, herhangi bir ¢ > 0 igin, n ve m yeterince biiyiik

oldugunda,

X, — X, <e&
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olur. Ozellikle, £ = 1 alalim ve N &yle bir say1 olsun ki, # > N ve m > N oldugunda

|x,, — x,,] <1 olsun. O zaman, N’den biiyiik herhangi bir n igin,
|20l = |2, — 2y + 25| < |2, — 25| + |2y | <1+ [2y]

olur. Bu da («x,,) dizisinin sinirli oldugunu gosterir.

R’deki her sinirli dizinin bir yakinsak alt dizisi oldugunu gésterelim. Bunun igin,
Bolzano-Weierstrass teoremini kullanabiliriz. Bu teorem, her smirli dizinin en az bir
yakinsak alt dizisi oldugunu soyler. Ornegin, (x,,) smirlt bir dizi olsun. O halde, bu

dizinin bir alt dizisi
(xnk) oyle ki, x,,, — L

olacak sekilde secilebilir. Burada L, gercel sayilardan biridir.

R’deki her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu gosterelim. Bunun ig¢in, (x)
Cauchy dizisi olsun. Bu dizinin smirli oldugunu ve bir yakinsak alt dizisi oldugunu
biliyoruz. Alt dizinin limiti L olsun. Simdi, (x,) dizisinin de L’ye yakinsadigini
gostermek icin, herhangi bir € > 0 i¢in, 7 yeterince biiyiik oldugunda |x, — L| < ¢

oldugunu gosterelim. Bunun ig¢in,

N| M

alalim ve N; Oyle bir say1 olsun ki, 7 ve m > N; oldugunda

|<e
X, — X -
n m 2

olsun. Ayrica, N, dyle bir say1 olsun ki, k > N, oldugunda
€
|x’ﬂk —L | < 2

olsun. Simdi,
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N = max(Ny, N,)
alalm ve n > N olsun. O zaman, n; > N oldugunda
|, — Ll = |2, — 2%, + 25, —L| < |20 — 2, | + |20, —L| <e/2+¢/2=¢

olur. Bu da (x,,) dizisinin de L’ye yakinsadigini gosterir.
Sonug olarak, R’deki her Cauchy dizisinin R’de bir limiti oldugunu ispatlamis

olduk. Bu da R’nin bir tam metrik uzay oldugunu gosterir. (Banach, 1922)

Ornek 2.1.1.17. £# uzaylarini inceleyelim. £# uzaylar1, p > 1 icin

7 = {(xpxz,---) | lenlp < 00}
n=1

seklinde tanimlanir.
Ornegin; £? uzaym ele alirsak, bu uzaymn elemanlar1 kare toplamlar1 mutlak
degeriyle smirh olan say1 dizileridir. 2 uzayindaki bir Cauchy dizisini su sekilde

tanimlayabiliriz:

olan bir elemandir.
Her £2 uzayindaki Cauchy dizisi, bu uzaymn iginde bir limit degerine yakinsar ve
limit degeri de yine £? uzaymdadir. Bu durum, 2 uzaymnin tam bir metrik uzay oldugunu

gosterir.
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Teorem 2.3. Bir metrik uzayin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bos olmayan
kapali alt kiimelerinin, ¢aplar1 sifira yakinsayan, her azalan dizisinin arakesitinin bos

kiimeden farkli olmasidir.

Ispat: Once gerek kosulu gosterelim. X tam bir metrik uzay olsun. (F,) bos
olmayan kapali alt kiimelerinin, caplar sifira yakinsayan, bir azalan dizisi olsun. Her n
icin, (F,,) iginden rastgele bir 7 segelim. Bu sekilde, X iginde bir (x,,) dizisi elde ederiz.
Bu dizinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Herhangi bir € > 0 i¢in, diam(F,) < ¢
olacak sekilde bir 72, bulalim. O zaman, 7, m > n, igin, x,,, X, € F,, olur. Ciinkii (F,,)
dizisi azalan bir dizidir.

Dolayistyla, d(x,,, %) < diam(F,,) < olur. Bu da (x,,) dizisinin Cauchy dizisi
oldugunu gosterir. X tam oldugundan, bu dizinin bir limiti x vardir. Bu limitin, tiim F,,
kiimelerinde ortak bir nokta oldugunu gosterelim. Herhangi bir n i¢in, x, € E,
oldugundan, F,, kapali oldugu i¢in, x,, x oldugundan, x € F,, olur. Boylece, tim F,,
kiimelerinin arakesiti bos kiimeden farklidir.

Simdi yeter kosulu gosterelim. X iginde bir (x,,) Cauchy dizisi olsun. Bu dizinin

yakinsak oldugunu gostermek icin, F,, = %y k = n ile tammlanan kapali alt kiimelerinin
bir dizisini gz Oniine alalim. Bu dizinin azalan bir dizi oldugu kolayca goriilebilir.
Ayrica, (x,,) dizisinin Cauchy dizisi olmasi, F,, kiimelerinin gaplarinin sifira yakinsadigi
anlamina gelir. Verilen kosula gore, tim F,, kiimelerinin arakesiti bos kiimeden farklidir.

Bu arakesitte tek bir nokta oldugunu gosterelim. Eger x ve ¢ bu arakesitte iki
farkli nokta olsaydi, o zaman x, ¢ € F,, olurdu. Amabu, d(x,¢) < diam(F,,) demektir.
Budan — oo iken, d(x,4) — 0 olmasi gerektigi anlamina gelir. Bu da x = ¢ olmasi
gerektigi anlamina gelir. Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, arakesitte tek bir nokta x vardir.
Bu noktanin, (x,) dizisinin limiti oldugunu gosterelim. Herhangi bir € > 0 igin,

diam(%F, ) < olacak sekilde bir ny bulalim. O zaman, n > n, icin, x,, € F,  olur.
Ayrica, x € F,, oldugundan, d(x,,x) < diam(ﬂ-"no) < g 0olur. Buda x,, — x oldugunu

bize gosterir. Boylece, X tam bir metrik uzaydir.

Tanim 2.1.1.1.14. (Cap) Metrik uzaylarda daralma doniistimlerinde ¢ap kavrami,
bir kiimenin iki eleman arasindaki en biiyiik uzaklig1 ifade eder. Ornegin, bir metrik uzay
(X, d) lizerinde A S X bir kiime olsun. A’ nin ¢ap1, A’daki herhangi iki eleman x ve ¢

icin d(x,4) degerinin maksimumu olarak tanimlanir. Yani,
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{diam(A) = sup{d(x,4)} : x4y € A}

Bu tanim, A’nin simirlhi bir kiime oldugu durumda gegerlidir. Eger A smirh

degilse, cap1 sonsuz olabilir.

Ornek 2.1.1.18. (C,|z — w|) karmasik sayilar kiimesi iizerinde bir metrik uzay
olsun. Bumetrik uzayda, D = {z € C : |3z| < 1}biragik disk olsun. Bu durumda, D’nin
capi, D’deki iki eleman arasindaki en biiylik uzaklik olacaktir. Bu da diskin merkezinden

kenarina olan uzakligin iki katina esittir. Yani,

diam(D) = sup{|z —w| :3z,w €D} =2

(C, |z — w]) karmasik sayilar kiimesi iizerinde bir metrik uzay olsun. Bu metrik
uzayda, F = {z € C: |z| > 1} bir kiime olsun. Bu kiime, birim ¢emberin disinda
kalan tiim karmasik sayilar1 igerir. Bu kiimenin sinirli olmadigini gérmek i¢in, herhangi
bir > 0 i¢in, F’nin B(0,7") a¢ik yuvarinin iginde olmadigin1 gosterebiliriz. Clinkii,
7’den biiyiik bir |z| degeri segersek, z € F olur, ama |z — 0] = |z| > 7 olacagindan,
z & B(0,7) olur. Bu yiizden, F sinirli degildir ve ¢api sonsuzdur. Bu ornegin iki

boyutlu bir uzayda tanimlandigini ayrica hatirlatalim.

Tanim 2.1.1.1.15. (Sabit Nokta) Bir fonksiyonun sabit noktasi, fonksiyonun
degeriyle bagimsiz degiskeninin degeri ayni oldugu noktadir. Yani matematiksel olarak
ifade etmek gerekirse, bir 77 : X’ — X fonksiyonu i¢in x € X,

Tx=x

oldugunda x bir sabit noktadir. (Agarwal, O’Regan ve Sahu, 2007)

Ornek 2.1.1.19.
f(x) =4x(1—x)

fonksiyonunun sabit noktalari
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3,,..
x =0 ve x = -tir,
4

Cilinkii
4x(1—x)—2x=2(4(1—2x)—1) = x(3 — 4x)

ifadesi sifira esittir. Grafiksel olarak, sabit nokta x, (x, f (x)) noktasinin ¢ = x dogrusu
tizerinde oldugu anlamina gelir. Yani, f fonksiyonunun grafigi ile 4 = x dogrusunun

ortak bir noktas1 vardir.

Tanim 2.1.1.1.16. (Lipschitz Kosulu) Bir fonksiyon f :R"™ — R Lipschitz

stirekliligine sahipse, asagidaki esitsizlik saglanir:
AL 20 ,vx,y €R" ,|f(x) = f(y)l < Lllx - yll

Burada L Lipschitz sabiti olarak adlandirilir. Bu esitsizlik, fonksiyonun her iki
noktasindaki degerler arasindaki farkin, giris noktalarinin uzakligiyla ¢arpilan bir sabit

tarafindan sinirli oldugunu belirtir. (Lipschitz, 1861)
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3. METRIK UZAYLARDA BANACH SABIT NOKTA TEOREMIi VE iSPATI

Banach Sabit Nokta Teoremi, metrik uzaylarda sabit nokta problemlerinin
¢Oziimiinde temel bir rol oynayan bir teoremdir. Bu teorem, bir fonksiyonun kendisiyle
ortlisen bir noktasinin oldugunu ve bu noktanin nasil bulunabilecegini gosterir. Teorem,
Stefan Banach tarafindan 1922 yilinda yayinlanmistir. (Banach, 1922)

Banach Sabit Nokta Teoremi’nin 6nemi hem teorik hem de uygulamali
matematikte ¢ok sayida alanda kullanilabilmesinden kaynaklanmaktadir. Ornegin,
diferansiyel denklemler, integral denklemler, fonksiyonel denklemler, oyun teorisi,
ekonomi, bilgisayar bilimi, optimizasyon, dinamik sistemler, fraktallar ve kaos teorisi
gibi alanlarda Banach Sabit Nokta Teoremi’nden yararlanilmaktadir. (Cauchy, 1884)

Banach Sabit Nokta Teoremi’nin uygulama alanlarindan biri, diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiidiir. Diferansiyel denklemler, dogada karsilasilan pek ¢ok olgunun
matematiksel modelleridir. Ornegin, fizik, kimya, biyoloji, miihendislik, astronomi ve
epidemiyoloji gibi bilim dallarinda diferansiyel denklemler sik¢a kullanilir. Diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri, genellikle analitik olarak bulunamaz. Bu durumda, sayisal
yontemlerle yaklasik ¢oziimler elde edilir. Sayisal yontemlerden biri, Banach Sabit Nokta
Teoremi’ne dayanan Picard iterasyon yontemidir. (Picard, 1890) Bu yontem, bir
diferansiyel denklemi, bir sabit nokta problemine indirger ve ardindan Banach Sabit
Nokta Teoremi’ni kullanarak iteratif bir sekilde sabit noktayi, yani diferansiyel
denklemin ¢oziimiinii bulur.

Banach Sabit Nokta Teoremi, metrik uzaylarda sabit nokta problemlerinin
¢Oziimii igin gii¢lii bir aractir. (Banach, 1922) Ancak, bu teorem, her metrik uzayda
gecerli degildir. Teoremin uygulanabilmesi i¢in, metrik uzayin tam ve fonksiyonun
daraltic1 olmasi gerekir. Bu kosullar, baz1 durumlarda ¢ok kisitlayici olabilir. Bu nedenle,
Banach Sabit Nokta Teoremi’nin gesitli genellestirmeleri ve alternatifleri aragtirilmistir.
Ornegin, Kannan Sabit Nokta Teoremi (Kakutani, 1941), Banach Sabit Nokta
Teoremi’nden daha zayif bir daralma (contraction) kosulu gerektirir. Ayrica, kiime
degerli, asimptotik diizgiinliik ve yerellestirme ve kontrol fonksiyonlari ile olusturulan
dontigiimler igin de sabit nokta teoremleri gelistirilmistir. (Jachymski, 2008), (Kakutani,
1941)

Banach Sabit Nokta Teoremi, matematikte ve diger bilimlerde 6nemli bir rol
oynamaktadir. Bu teorem, sabit nokta problemlerinin ¢éziimii i¢in bir yontem sunmakla

kalmaz, ayn1 zamanda bu problemlerin varligi, benzersizligi, kararlilig1 ve yakinsakligi
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gibi ozelliklerini de incelemeyi saglar. Banach Sabit Nokta Teoremi’nin genellestirmeleri

ve uygulamalari, halen aktif bir aragtirma alanidir.
3.1. Tanmim: (Daralma Doéniisiimii)

Bir metrik uzayda tanimlanan bir doniisiimiin daralma doniisiimii olabilmesi i¢in,

asagidaki kosulu saglamasi gerekir: (Agarwal, O’Regan ve Sahu, 2009)

d(f(x), f(y) < d(x,4)

Burada, d uzaklik fonksiyonu, f doniisiim fonksiyonu, x ve ¢ ise metrik uzaydaki
iki noktadir. Bu esitsizlik, doniistimiin her iki nokta arasindaki uzaklig1 azalttigini
gosterir.

Bir doniisiimiin daralma doniisiimii olmast i¢in, ayrica bir kiigiiltme sabiti A
bulunmalidir. Bu sabit, 0 < A < 1 olacak sekilde, asagidaki esitsizligi saglamalidir:
(Berinde, 2007)

d(f(x), f(9)) < Ad(x,4)

Bu esitsizlik, doniisiimiin her iki nokta arasindaki uzaklig1 en fazla 1 oraninda

azalttigin1 gosterir. Bir 6rnek vermek gerekirse,
x
f (x) = E + 2

dontigiimii, gergel sayilar kiimesinde bir daralma doniisiimiidiir. Ciinkii, herhangi iki

gercel say1 x ve ¢ i¢in, asagidaki esitsizlikler dogrudur:

If () = f(y)l < |x -y

1
If(x) — fly)l < ilx—yl

Burada,

d(x,y) = |lx —yl
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uzaklik fonksiyonudur. Bu durumda, daralma sabiti,

N| =

olur.

Ornek 3.1.1.

x
g(x)=z+1

dontistimiiniin [0, o) {izerinde bir sabit noktasi olup olmadigini bulalim. Bu doniisiimiin

bir daralma doniistimii oldugunu gostermek i¢in, x, ¢ € [0, ) olmak lizere,

lg(x) — g(y)| < Ax —yl

esitsizligini saglayan 0 < A <1 bir sabit bulmamiz gerekir. Bu esitsizligi soyle

yazabiliriz:

lg(x) —g(y)l = |§+ 1—%— 1|

- |x_y
2

= eyl
2 ¥~ Y

< lle—yl

Bu esitsizlikten,

~
Il
I
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alabiliriz. Bu da A < 1 oldugundan, bu doniisiimiin bir daralma doniisiimii oldugunu

gosterir. Dolayistyla, Banach sabit nokta teoremini kullanabiliriz. Buna gore,

x
g(x)=E+1

donligiimiiniin [0, 00) tlizerinde tek bir sabit noktasi vardir ve bu nokta g(x) = x

denklemini saglayan x degeridir. Bu denklemi soyle yazabiliriz:

gx) = =x
x
E+1 = X
x+2 = 2x
x = 2
Dolayistyla,
x
g(x)=z+1

doniistimiiniin [0, o) {izerinde tek bir sabit noktasi1 vardir ve bu nokta 2 dir.

Ornek 3.1.2.

x 1
fE)=5+3

fonksiyonun girdi ve ¢ikti degerleri agsagidaki sekildedir:

x -4 -2 -1 0 1 2 4
f(x) 0.0625 0.75 15 o 1.5 0.75 0.0625

Bu fonksiyona daralma doniistimii uygulamak i¢in, girdi degerini bir sabit say1 ile

carpmamiz gerekir. Ornegin,
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g(x) = f(2x)

fonksiyonunu olusturursak, girdi ve ¢ikt1 degerleri asagidaki sekilde olur:

x -4 -2 -1 0 1 2 4
gx) 075 15 o o 1.5 075 0.0625

Gordiigiimiiz gibi, grafigin tiim noktalar1 eksenine dogru 2 kat yakinlagmistir. Bu,

daralma doniisiimiiniin bir 6rnegidir. Eger

h) = £(3)

fonksiyonunu olusturursak, girdi ve ¢ikt1 asagidaki sekilde olur:

x —4 -2 -1 0 1 2 4
h(x) 0.0625 0.0625 0.75 o 0.75 0.0625 0.0625

Bu durumda, grafigin tiim noktalar1 ekseninden 2 kat uzaklasmistir. Bu, genisleme
doniistimiiniin bir 6rnegidir. Daralma ve genisleme doniisiimleri arasindaki fark, girdi
degerinin ¢arpildig1 sabit saymin 1’den biiyiik ya da kii¢iik olmasidir. 1’den biiyiik bir

say1 ile ¢arpim daralma, 1’den kii¢iik bir say1 ile ¢carpim genisleme anlamina gelir.
3.1.1. Banach Sabit Nokta Teoremi ve Ispati
Teorem 3.1.1.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi) X bos olmayan bir kiime, (X, d)

bir tam metrik uzay ve ' : X’ — X bir daralma doniigiimii olsun. Yani, oyle bir 0 < 1 <

1 sabiti olsun ki,
vx,4 € X igin d(T(x),T(y)) < Ad(x,4)

olsun. O zaman, 7"’ nin X ’te tek bir sabit noktasi vardir, yani 6yle bir x* € X vardir ki,
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T(x*) =x"
(Agarwal, O’Regan ve Sahu, 2007), (Banach, 1922)

Ispat: Oncelikle, T°nin en az bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. Bunun igin,

X ’ten rastgele bir x, noktasi segelim ve ardisik olarak

Xn+1 = T(x/n)

olacak sekilde (x,,) dizisini tanimlayalim. Bu noktalarin bir Cauchy dizisi oldugunu

gosterelim. Her n, m € N igin,
d (xn+/m' x/n) < Amd(xlr xo)

oldugunu matematiksel tiimevarim ile ispatlayabiliriz. Eger n = 0 ise, bu esitsizlik

dogrudur. Eger n > 0 ise,

d(x/n+m' x/n) = d(:T(xn+m—1); T(xn—l)]

IA

Ad (xn+m—1' xn—l)

< Ad (X2 Xp—2)
< A1"d(x,,, %)
< A"d (x4, 20)

oldugunu goriiriiz. Burada, son esitsizlik

d(x/m'xo) < d(xmﬂxl)-l_d(xl;xo)

< A™d(xq, x0) + d (x4, %0)
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< d(xq,2x)

olmasindan gelir. Simdi, m — oo iken, 1 € (0,1) oldugundan A” — 0 ve
d(xn+ml xn) — 0

olur. Bu da (x,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X bir tam metrik uzay
oldugundan, (x,,) dizisinin X’te bir limit noktas1 vardir. Bu limit noktasini x* olarak

gosterelim. O zaman,

x* = lim x,

n—oo

= lim T(x,_)
n— oo

= 7(Jim %-1)

= T(x%)

olur. Burada, son esitlik 7"’ nin siirekliliginden gelir. Boylece, T ’nin en az bir sabit noktas1
oldugunu bulduk.
Simdi, 7’nin en fazla bir sabit noktasi oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in, 2™ ve y* olmak

tizere 7 ’nin iki sabit noktas1 oldugunu varsayalim. O zaman,
dx*,y") =d(T(x"),T(y")) < Ad(x*, ")
olur. Burada, 0 < A < 1 oldugundan, d(x*,4") = 0 olmalidir. Bu da,

x*zy'*

oldugunu gosterir. Bdylece, 7 ’nin tek bir sabit noktasi oldugunu ispatlamis oluruz. B

Teorem 3.1.1.2. Tam olmayan metrik uzaylarda, daralma doniigiimlerinin sabit

noktas1 olmayabilir.
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Ispat: Tam olmayan metrik uzaylarda, daralma déniisiimlerinin sabit noktasi

olmayabilecegini gostermek i¢in, bir 6rnek verelim:

Ornek 3.1.1.1. X = (0,1) agik aralig1 olsun.

d(x,y) = |x —yl

ile X bir metrik uzay olur. Ancak, X' tam degildir. Ciinkii,

dizisi X’te bir Cauchy dizisidir, ancak X’te bir limiti yoktur. Simdi, T : X — X

fonksiyonunu

x
T(x)zE

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyon, X iizerinde bir daralma doniistimiidiir. Ciinkii, her

x,4 € X igin

AT @), 7)) = 5 y)
olur. Ancak, 7’nin X ’te bir sabit noktas: yoktur. Ciinkii, eger 0yle bir x* € X olsaydi,
T(x*) =x*
olmasi gerekirdi. Bu da £#* = 0 olmasini gerektirirdi. Ama, 0 € X oldugundan, bu bir
celigkidir. Boylece, X tizerindeki daralma doniisiimiiniin sabit noktasi olmadigin1 gérmiis

oluruz.

Ornek 3.1.1.2. Cebirsel denklemleri ¢ozmek icin, denklemi bir sabit nokta

problemine déniistiirerek kullanabiliriz. Ornegin, asagidaki denklemi ¢dzelim:
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2°—=5x+3=0
Bu denklemi, f(x) = x° — 5x + 3 fonksiyonunu [0,1] araliginda

g(x)=x—%

seklinde tanimlayarak ¢6zebiliriz. Bu fonksiyonun [0,1] araliginda bir daralma dontistimi
oldugunu ve dolayisiyla tek bir sabit noktasi oldugunu gosterebiliriz. Bu sabit nokta,
denklemin kokiidiir.

Daralma doniisiimii oldugunu gdstermek i¢in,
") =1 y (5x* —5)
g)=1-7-06=

fonksiyonunu bulalim. Bu fonksiyonun [0,1] araliginda maksimum degeri,
g'(0) =0.5

ve minimum degeri,

g'(1) = —0.4'tur.
Bu da

lg'(x)| <05<1
oldugunu gosterir. Bu, g(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda Lipschitz siirekli oldugunu
ve Lipschitz sabitinin 0.5 oldugunu gosterir. Bu da g(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda
bir daralma doniisiimii oldugunu gosterir. (Agarwal, O’Regan ve Sahu, 2009)

Sabit noktay1 bulmak ig¢in, baslangi¢c noktasi olarak x, = 0.5 alalim. Ardisik

olarak

Xpi1 = g(2,)
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formiiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan bir dizi elde ederiz. Bu dizi, yaklasik
olarak 0.445 degerine yakinsar. Bu da denklemin yaklasik kokiidiir. Asagidaki tabloda,

dizi elemanlarinin ilk 10 tanesini gorebilirsiniz:

Xn
0.5
0.45
0.44625
0.445156
0.445211
0.445204
0.445205
0.445205
0.445205
0.445205

©| ol N| o g | W N | of ¥

Ornek 3.1.1.3. Diferansiyel denklemleri ¢ézmek icin, denklemi bir sabit nokta

problemine déniistiirerek kullanabiliriz. Ornegin, asagidaki denklemi ¢dzelim:
¥ =y -z, y0)=1
Bu denklemi, f(x,4) = 43 — 22 fonksiyonunu [0,1] araliginda

f(x,w)
10

9z, y) =y —
seklinde tanimlayarak ¢6zebiliriz. Bu fonksiyonun [0,1] araliginda bir daralma doniistimii
oldugunu ve dolayisiyla tek bir sabit noktasi oldugunu gosterebiliriz. Bu sabit nokta,
denklemin kokiidiir.

Daralma doniistimii oldugunu gostermek i¢in,
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1 3
9x(x,y) = —zx Ve gy(x,y)=1—ﬁy2

fonksiyonlarini bulalim. Bu fonksiyonlarin [0,1] araliginda maksimum mutlak degerleri,

1 1
l9:(LDI = Ve |gy(1,1)|:g

Bu da

1 7
|gx(x;Y)|S§<1 ve |gy(x,y)|sl_0<1

oldugunu gosterir. Bu, g(x,4) fonksiyonunun [0,1] araliginda Lipschitz siirekli

oldugunu ve Lipschitz sabitinin

7

10
oldugunu gosterir. Bu da g(x, ¢) fonksiyonunun [0,1] araliginda bir daralma doniigtimii

oldugunu gosterir.

Sabit noktay1 bulmak i¢in, baslangi¢ noktasi olarak
Yolx) =1
alalim. Ardisik olarak
Ynr1 (%) = g(x, 4 (x))

formiiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan bir dizi elde ederiz. Bu dizi, yaklasik

olarak
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1
x%2+1

y(x) =

fonksiyonuna yakinsar. Bu da denklemin yaklasik kokidiir. Asagidaki tabloda, dizi

elemanlarinin ilk 10 tanesini x = 0.5 i¢in gorebilirsiniz:

Yx(0.5)
1

0.975
0.951
0.929
0.909
0.891
0.874
0.859
0.845
0.832

©| o N o g p| W N | O

Ornek 3.1.1.4. Optimizasyon problemlerini ¢6zmek igin, denklemi bir sabit nokta

problemine déniistiirerek kullanabiliriz. Ornegin, asagidaki problemi ¢dzelim:

min f(x) = 2% — 6x° + 15x* — 2023 + 1522 — 2x + 1
x€[0,1]

Bu problemi ¢6zmek i¢in, f'(x) = 0 denklemini ¢6zmek gerekir. Bu denklemi,

= g(x) :x_f'(x)
I 10
seklinde yazabiliriz. Bu ifadeyi, [0,1] araliginda
f'x)

T(x)=x— 10
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seklinde tanimlanan bir dontisiim olarak diisiinebiliriz. Bu doniistimiin, [0,1] araliginda
bir daralma doniisiimii oldugunu ve dolayisiyla tek bir sabit noktast oldugunu
gosterebiliriz. Bu sabit nokta, denklemin kokiidiir.

Daralma doniisiimii oldugunu gostermek igin,
1
T'(x)=1- E(6x5 —30x* + 60x3 — 60x2 + 30x — 2)

fonksiyonunu bulalim. Bu fonksiyonun [0,1] araliginda maksimum degeri, 7'(0) = 0.8

ve minimum degeri, 7' (1) = —0.2’tlir. Bu da
|IT7'(x)| <08<1

oldugunu gosterir. Bu, T (x) fonksiyonunun [0,1] araliginda Lipschitz siirekli oldugunu
ve Lipschitz sabitinin 0.8 oldugunu gosterir. Bu da 7' () fonksiyonunun [0,1] araliginda
bir daralma doniistimii oldugunu gosterir.

Sabit noktay1 bulmak i¢in, baslangi¢c noktasi olarak x5 = 0.5 alalim. Ardisik
olarak

Znr1 =T (x,)

formiiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan bir dizi elde ederiz. Bu dizi, yaklagik
olarak 0.114 degerine yakinsar. Bu da denklemin yaklasik kokiidiir. Asagidaki tabloda,

dizi elemanlarinin ilk 10 tanesini gorebilirsiniz:

n X,
0.5
0.15
0.1185
0.114435
0.114091
0.114058
0.114055
0.114055
0.114055
0.114055

©O©| O N o g | W N | O
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4. METRIK UZAYLARDA BANACH SABIT NOKTA TEOREMININ
UYGULAMALARI

Banach sabit nokta teoremi, matematikte ve diger bilim dallarinda bir¢ok alanda
uygulama bulur. Bu teoremin uygulamalarini asagidaki basliklar altinda inceleyebiliriz:
> Cebirsel denklemlerin ¢oziimii
Diferansiyel ve integral Denklemlerin ¢oziimii
Lineer Denklem Sistemlerinin C6ziimi
Optimizasyon problemleri
Graf Teorisi
Ekonomi
Miihendislik

YV V ¥V V V VY

4.1. Matematiksel Analiz

4.1.1. Cebirsel Denklemlerin Coziimii

Cebirsel denklemler, bir veya daha fazla degiskenin polinom fonksiyonu olarak
verilen denklemlerdir. Ornegin, x? —5x + 6 = 0 bir cebirsel denklemdir. Cebirsel
denklemlerin ¢6ziimii, denklemin koklerini bulmak anlamina gelir. Yani, denklemi
saglayan degisken degerlerini bulmak gerekir. Ornegin, yukaridaki denklemin kokleri
x = 2vex = 3’tir.

Cebirsel denklemlerin ¢oziimii, matematikte ve diger bilim dallarinda ¢ok 6nemli
bir konudur. Ciinkii, birgok problem cebirsel denklemlere indirgenebilir. Ornegin,
geometride iki ¢emberin kesisim noktalarin1 bulmak, bir cebirsel denklem ¢ozmek
anlamina gelir.

Cebirsel denklemlerin ¢oziimii i¢in bir¢ok yontem vardir. Bunlardan biri de
Banach sabit nokta teoremini kullanmaktir. Bu yontem, denklemi bir sabit nokta
problemine doniistiirerek, denklemin kokiinii yaklagik olarak bulmayi saglar. Bu
yontemin avantaji, denklemin derecesinden bagimsiz olarak uygulanabilmesidir. Bu
yontemin dezavantaji ise, denklemin kokiinii kesin olarak bulamamasidir.

Banach sabit nokta teoremini kullanarak cebirsel denklemleri ¢6zmek icin su
adimlari izleyebiliriz:

1. Denklemi, f(x) = 0 seklinde yazalim. Burada, f(x) bir polinom fonksiyonudur.
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2. Denklemin koklerinin bulundugu bir aralik segelim. Bu aralik, [a, b] seklinde

olsun. Bu aralikta, f(a) ve f(b) zit isaretli olmalidir. Yani,

f@)f () <0

olmalidir. Bu, aralikta en az bir kok oldugunu garanti eder.

3. Aralikta tanimli bir fonksiyon g(x) bulalim. Bu fonksiyon,

9() = x — f(x)

seklinde olabilir. Bu fonksiyonun, aralikta bir daralma doniigiimii oldugunu

gosterelim. Yani, 6yle bir 0 < A < 1 sabiti olsun ki, her x, ¢ € [a, b] igin

lg(x) = g(y)| < Az -yl
olsun. Bu, g(x) fonksiyonunun aralikta siirekli ve Lipschitz oldugunu gosterir.

4. Araliktan rastgele bir baslangic noktasi secelim. Bu nokta, x, olsun. Ardigik

olarak

Xpr1 = g(%,)

formiiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan bir dizi elde edelim. Bu dizi, x*

olarak gosterilen bir sayiya yakinsar. Bu say1,

glx*) =x"

oldugundan, denklemin kokiidiir.

Bu yontemi, bir 6rnek {lizerinde gosterelim:

x3—-3x+1=0

denklemini ¢6zelim. Bu denklemi,
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flx)=23-3x+1

fonksiyonunu [0,1] araliginda

g(x) = x — f(x)

seklinde tanimlayarak ¢6zebiliriz. Bu fonksiyonun [0,1] araliginda bir daralma doniistimi
oldugunu ve dolayisiyla tek bir sabit noktasi oldugunu gosterebiliriz. Bu sabit nokta,

denklemin kokiidiir. Baslangi¢ noktasi olarak x, = 0.5 alarak, ardisik olarak

Xn+1 = g(xn)

formiiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan bir dizi elde ederiz. Bu dizi, yaklasik

olarak 0.347 degerine yakinsar. Bu da denklemin yaklasik kokiidiir.

Ornek 4.1. Asagidaki cebirsel denkleme bakalim:

X = Cosx

Bu denklem iizerinde daralma doniisiimii prensibini uygulamak i¢in bir metrik
uzay1 belirlememiz gerekiyor. Bu durumda, X’ = R (gercel sayilar) lizerinde standart
metrik d(x, ) = |x — ¢| kullanilabilir.

f (%) = cosx fonksiyonunun Lipschitz siirekli olup olmadigini kontrol etmeliyiz.

Lipschitz stirekli bir fonksiyon, bir sabit L ile asagidaki kosulu saglayan bir fonksiyondur:

lf() = fI<L-|x—-yl
Simdi, cosx fonksiyonunu ele alalim ve tiireviden faydalanalim. cosx
fonksiyonunun tiirevi —sinx fonksiyonudur ve |sinx| < 1 dir. Bu nedenle, herhangi iki

x Ve g i¢in su kosul saglanir:

|cosx — cosy| < |x — ¢
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Bu, L =1 i¢in Lipschitz siirekliligini gosterir. Lipschitz siirekliligi saglamak,
daralma doniisiimii prensibi i¢in 6nemlidir. Daralma doniisiimii prensibine gore, bir

metrik uzayda bir daralma f : X — X', bir 0 < A1 < 1 sabiti ile su kosulu saglamalidir:

d(f(®), f(y)) = A-d(xy)

Simdi, cosx fonksiyonu i¢in bu kosulu kontrol edelim:
|cosx — cosy| < |x — y|

Bu kosul, 0 < A < 1 igin saglanir, ¢ilinkii tiirevin mutlak degeri en fazla 1'dir.
Yani, cosx fonksiyonu, daralma doniisiimii prensibini saglar.

Sonug olarak, cosx fonksiyonu Lipschitz siirekli oldugu i¢in daralma doniistimii
prensibi kosulunu saglar. Bu nedenle, bu fonksiyonun bir sabit noktast vardir, yani
x = cosx denklemi ¢oziilebilir. Bu tiir denklemler genellikle sayisal yontemlerle ¢oziiliir
ve bu ornekte bir sayisal yontem olan Newton-Raphson yontemini kullanabiliriz.

Newton-Raphson yontemi, bir fonksiyonun koklerini bulmak i¢in kullanilan bir

sayisal bir iterasyon yontemidir. Newton-Raphson iterasyon formiilii su sekildedir:

f(x,)

xfn+1 = x’n_f,(x )
n

Burada, x,,,, yeni tahmin, x,, eski tahmin, f(x,,) fonksiyonun degeri ve f'(x,,)
fonksiyonun tiirevidir. Bu durumda, asagida Newton-Raphson yontemini kullanarak
denklemin x = cosx ¢6ziimiinii yaklastirmak i¢in adim adim bir iterasyon siireci
gosterilmistir:

[lk olarak, Denklemimiz x = cosx oldugu igin, f(x) = x — cosx fonksiyonunu

diigiinelim ve f'(x) = 1 + sinx fonksiyonlarini tanimlayalim.

 f@)

x4’L+1 = xn f,(x )
n

Baslangi¢ tahminini x, = 0 olarak alalim ve iterasyonlar1 uygulayarak ¢6ziimii

yaklastiralim.
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x 0 — cos0
n=0: x1=x0—f( O)—O =

frxg) ~ 1+sin0
n=1: x,=2 —;,((111)) — —% ~ 0.75036
n=2: x3=2x,— j{((’;z)) ~ 0.739112
n=3: x,=1x4— ;((’;z)) ~ 0.739085

Bu sekilde devam eder. Iterasyonlar tekrar ederek, x degeri 0.739085 gibi bir
degere yaklasir. iterasyonlar, genellikle belirli bir tolerans seviyesine ulasana kadar
devam eder. Newton-Raphson yontemi, dogrusal yaklasimi nedeniyle hizli bir sekilde
yakinsar. Ancak, baslangi¢ noktasi se¢imi ve iterasyonlarin kararliligi icin dikkatli bir

secim gerekebilir. Ayrica, baz1 durumlarda bu yontemde yakinsama sorunlari yasanabilir.

4.1.2. Diferansiyel ve integral Denklemlerin Coziimii

Diferansiyel denklemler, bir veya daha fazla degiskenin tiirevleri ile verilen
denklemlerdir. Ornegin, 4’ = ¢% —x bir diferansiyel denklemdir. Diferansiyel
denklemlerin ¢6zlimii, denklemin genel ¢oziimiinii veya baslangi¢ deger problemine gore
0zel ¢ozlimiinli bulmak anlamina gelir. Yani, denklemi saglayan fonksiyonlar1 bulmak

gerekir. Ornegin, yukaridaki denklemin genel ¢dziimii

) =——

baslangi¢ deger problemi ¢(0) = 1 i¢in 6zel ¢oziimii

1
y(x) = 1_=x

tir.
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Diferansiyel denklemlerin ¢oziimii, matematikte ve diger bilim dallarinda ¢ok
onemli bir konudur. Ciinki, bircok dogal olay ve fenomen diferansiyel denklemler ile
modellenebilir. Ornegin, fizikte hareket denklemleri, kimyada reaksiyon hizlari,
biyolojide popiilasyon dinamikleri, ekonomide biiyiime oranlar1 diferansiyel denklemler
ile ifade edilebilir. (Border, 1989)

Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in birgok yontem vardir. Bunlardan biri de
Banach sabit nokta teoremini kullanmaktir. Bu ydntem, denklemi bir sabit nokta
problemine doniistiirerek, denklemin ¢oziimiinii yaklasik olarak bulmayi saglar. Bu
yontemin avantaji, denklemin derecesinden ve tipinden bagimsiz olarak
uygulanabilmesidir. Bu yontemin dezavantaji ise, denklemin ¢6ziimiinii kesin olarak
bulamamasidir. (Fleiner, 2003), (Popa, 2008)

Banach sabit nokta teoremini kullanarak diferansiyel denklemleri ¢ozmek igin su
adimlari izleyebiliriz:

1. Denklemi, ¢' = f(x,4) sceklinde yazalim. Burada, f(x,¢) bir fonksiyondur.
2. Denklemin ¢6ziimiiniin bulundugu bir aralik segelim. Bu aralik, [a, b] seklinde
olsun. Bu aralikta, f(x,4) fonksiyonu Lipschitz siirekli olsun. Yani, dyle bir

L > 0 sabiti olsun ki, her x € [a, b] ve her ¢4, 4, € R i¢in

|f (e, 40) — fx, 92| < Lly — 4.l

olsun. Bu, denklemin ¢6ziimiiniin varligin1 ve tekligini garanti eder.

3. Aralikta taniml bir fonksiyon g(x,¢) bulalim. Bu fonksiyon,

gy =+ | Fwe

seklinde olabilir. Bu fonksiyonun, aralikta bir daralma doniisiimii oldugunu

gosterelim. Yani, oyle bir 0 < A < 1 sabiti olsun ki,
Vx € [a,b] ve Vy,, 4, € Rigin,

lg(x, 41) — g(x, 42| < Ay — 4.l
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olsun. Bu, g(x,¢) fonksiyonunun aralikta Lipschitz siirekli oldugunu gosterir.
4. Araliktan rastgele bir baglangic noktasi segelim. Bu nokta, ¢, olsun. Ardisik
olarak

yn+1(x) = g(x' /y’n(x))

formiiliinli uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan bir dizi elde edelim. Bu dizi,

y(x) olarak gosterilen bir fonksiyona yakinsar. Bu fonksiyon,

9(x,4(®x) = y(=)
oldugundan, denklemin ¢oziimiidiir.
Bu ydntemi, bir érnek iizerinde gosterelim. ¢’ = ¢? — x, 4(0) = 1 baslangic

deger problemi verilsin.

1. Oncelikle, verilen baslangic deger problemi sdyledir:
y'=’y»2—x; /y‘(o)=1
2. Bu problemin ¢6ziimii,

1—x
x+1

y(x) =

fonksiyonudur. Bu fonksiyonu,

yx)=x2+1+ f(y(t)z —t)dt
0

seklinde yazabiliriz. Bu ifadeyi, [0,1] araliginda

glx,y)=x2+1 +J(y2 — t)dt
0
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seklinde tanimlanan bir doniisiim olarak diisiinebiliriz.
3. Bu doniigiimiin, [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlarin metrik uzayinda bir

daralma doniistimii oldugunu gostermek i¢in, su teoremi kullanabiliriz:

Teorem 4.1. Eger g : [a,b] X R — R fonksiyonu, her x € [a, b] igin g(x,4)
fonksiyonu ¢ ’ye gore siirekli ve Lipschitz ise, yani dyle bir L > 0 sabiti olsun ki, her x €

[a,b] ve her 1,4, € R igin

lg(x,41) — g(x,92)| < Llyy — 4]

olsun, o zaman g(x,4) fonksiyonu, [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlarin metrik
uzayinda bir daralma doniisiimiidiir.

1. Bu teoremi uygulamak i¢in, g(x, ¢) fonksiyonunun ¢’ye gore tiirevini alalim:

a X
9@ 9) = 5= x+1+j(92—t)dt = 24
0

2. Bu tiirevin [0,1] araliginda maksimum degeri, g,,(1,1) = 2 ve minimum degeri,

94(0,0) = 0’tir. Bu da

lg,(x,9)| <2

oldugunu gosterir. Bu, g(x,4) fonksiyonunun [0,1] arahiginda 4¢’ye gore
Lipschitz siirekli oldugunu ve Lipschitz sabitinin L = 2 oldugunu gosterir. Bu da
g(x,4) fonksiyonunun [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlarin metrik uzayinda
bir daralma doniistimii oldugunu gdosterir.

3. Sabit noktayr bulmak igin, baslangi¢ noktasi olarak ¢,(x) = x + 1 alalim.
Ardisik olarak ¢,,,1(x) = g(x, 4, (x)) formiiliinii uygulayarak, sabit noktaya

yakinsayan bir dizi elde ederiz. Bu dizi,

1—x
x+1

y(x) =
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fonksiyonuna yakinsar. Bu da baglangi¢ deger probleminin ¢éziimiidiir.
4. Bu yontemin dogrulugunu kontrol etmek icin, elde ettigimiz fonksiyonun

baslangi¢ deger problemine uydugunu gosterelim. Bunun igin,

(x) = 1—x
L]
fonksiyonunun tiirevini alalim:

-1 1—x -2

Y T G @ D)e

5. Butiirevi, verilen denkleme yerine koyalim:

y'(x) = yx)}P-x

_ =z _ (1—x>2
(x +1)° x+1 *

-2 . (1-x)?
@+DZ  (x+1)p
-2 = (1—-2)?>—x(x+1)>2
-2 = 1—-2x4+x%>—x3—2x%—x
0 = x3—4x+3

Bu esitlik, her x € [0,1] i¢in dogrudur. Ayrica,

1-0

=—=1
#(0) =377

oldugunu da gorebiliriz. Boylece, elde ettigimiz fonksiyonun baglangi¢ deger problemine

uydugunu gostermis oluruz.
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Metrik Uzaylarda Doniigiim Prensibi: (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X,d,) tam metrik uzayinda tanimli f : X’ — X doniistimii daralma doniigimi

ise, f 'nin bir tek sabit noktas1 vardir.
Eger f donisimi Vx,¢ € X ve A € [0,1] igin dx(f(x),f(y)) <Ad,(x,4)
kosulunu sagliyorsa, x, € X keyfi nokta olmak tizere, terimleri x,, = f(x,_;) seklinde

tanimlanan (x,,) dizisi x* sabit noktasina yakinstyor ve yakinsama hizi,

x = f(xO)’xZ = f(xl)' ...,xn = f(xfn—l)

seklinde tanimlanan seriler;

n

* < y
dy (20, 27) < T

d,. (x4, %)

esitsizligi ile belirlenir. (Banach, 1922)

4.1.2.1. Uygulama — 1 (Integral Denklem)

A parametresi hangi deger i¢in

f@) = A.jxt(l —xt)f(t)dt , x €[0,1]
0

lineer integral denkleminin (C[0,1],d.) uzayinda tek bir ¢6ziimii vardir? Denklemin

yaklasik ¢oziimii nedir?

Coziim: C([0,1], d,) uzayinda

T(f(x)) = ijt(l —x2t)f(t)dt , x€][0,1]
0
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seklinde 77 : C[0,1] — C€[0,1] doniisiimiinii ele alalim. Verilen integral denklemi ¢6ziim
varlig1 problemi ile T (f (x)) seklinde verilen T doniisiimiiniin sabit noktasini varlik
problemi 6zdestir.

Vf,g € C[0,1] igin,

1

do (77,7;) = |Al max th(1 —x)((f(t) — g(t))dt

0<x<1
0

IA

1
de (7,9) max | [ 161 = x0)lde
<x<
0
£2 £3\"
a2
<x2 4 3>
0
x  x?
2 3

= [Aldw (f,9) [max

OK‘—_\bA

= [Ads (f, 9) [max

og“‘ﬁw

3
- Iglxlda)(f'g)

oldugundan

3
der (7. T5) < 72 Mdo (f, 9)

olup

Al < 3
16

iken T bir daralma doniisimiidir. Bu durumda VA € (—%,%) icin, 7 daralma

dontistimiidiir. €[0,1] tizerinde tek bir f* € €[0,1] sabit noktas1 vardir. Bu fonksiyon,

fo € C[0,1] keyfi bir fonksiyon olmak iizere terimleri,
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1
£.(x) =2 f xt(1—xt) f,_ (O)dt , x € [0,1]
0

seklindeki (f,) © C[0,1] fonksiyon dizisinin limiti olarak bulunabilir. O halde lineer
integral denklemin, VA € (—%,%) i¢in tek bir f* € C[0,1] ¢6ziimii vardir. Bu ¢oziim
fo(x) fonksiyonu €[0,1] den keyfi bir fonksiyon olmak tizere terimleri (f,) < C[0,1]

dizisinin limiti olarak bulunabilir. Dolayisiyla (C[0,1], d.,) uzaymnda yakinsama diizgiin

oldugundan

1
f (x) = A.fxt(l — xt) Ji_rgofnq(t) dt : x €][0,1]
0

olarak bulunur. fy(x) = x se¢ildiginde lineer integral denklemin bir yaklasik ¢oziim

f.(x) ifadesindeki 7. terim alinabilir.

Ornek 4.2. Asagidaki integral denklemi ¢ozelim:

1

o(t) = fetsq.')(s)ds +1, t €0,1]

0

Bu denklemin ¢6ziimii i¢in, sdyle bir operatdr tanimlayalim:

1

Ap(t) = f eSp(s)ds + 1, t € [0,1]

0

Bu operatoriin, [0,1] araligindaki stirekli fonksiyonlarin kiimesinde bir daralma
doniisiimii oldugunu gostermek igin, e® fonksiyonunun sinirli oldugunu goérmek
yeterlidir. Bu fonksiyonun en biiyiik degeri, t = s = 1 oldugunda alinir ve bu deger e’dir.
Dolayisiyla, |e*| < e olur ve A operatérii bir daralma doniisiimiidiir. Daralma sabiti ise

L = e’dir.
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Simdi, rastgele bir ¢, fonksiyonu secip, A operatdriinii tekrar tekrar uygulayarak
bir fonksiyon dizisi olusturalim. Ornegin, ¢,(t) = 0 alalim. O zaman, dizinin ilk birkag
terimi soyle olur:

1

$1(t) = Ao () = f et by (s)ds + 1 = 1

0

1 1
t _
$2(t) = APy () = fetsqbl(s)ds +1= fetsds +1=2 1 +1
0 0
1 1 s "
$3(t) = APy(t) = fetsqbz(s)ds +1= je“ (e S_ + 1) ds +1
0 0

e?t —2et4+1 et—-1
= . + +1
t t

Bu dizinin yakinsaklik hizi, L = e ile baglantilidir. Bu, yakinsakligin oldukca
yavas oldugu anlamina gelir. Bu nedenle, daha hizli yakinsaklik saglamak i¢in, bagka bir
¢, fonksiyonu segmek daha iyi olabilir. Ornegin, ¢, (t) = 1 alirsak, dizinin ilk birkag
terimi soyle olur:

1 1

t
-1
D1 (t) = Apy(t) = Jetsqbo(s)ds +1= fefsds +1=2 +1
0 0
1 1 s 1
$2(t) = AP (t) = Jet5¢1(s)ds+1 = fe“ (e . +1) ds+1
0 0
e?t —2et+1 et—1
= _ + +1
t t
1 1
s (s e’ —2eS+1 eS—1
e®p,(s)ds +1 e > + +1])ds
$3(t) = Apy(t) = 5 5 S S

+1
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Bu durumda, dizinin ilk iki terimi 6nceki durumla aynidir, ancak {i¢iincli terim
daha yakindir. Bu, ¢p¢(t) = 1 se¢iminin daha iyi bir baslangi¢ noktasi oldugunu gosterir.

Bu dizinin smir degerini bulmak i¢in, daha fazla terim hesaplamaya devam
edelim. Dizinin doérdiincii terimi soyle olur:

1

ba(t) = Ay (t) = j e% by (5)ds + 1

0

1
s e3% —3e?4+3e5—1 e*—2e5+1 e5—1
fe 3 + > + +1)ds
s s s
0
+1

e* —4e3 + 6e%' —4et +1 3 —3e?' +3ef -1
+
t* t3

et —2e'+1 ef—-1
+
t? t

Dizinin besinci terimi ise sdyle olur:

1

() = Apy(t) = j e85 b, (s)ds + 1

1
e —4e3 4+ 6e% —4e5+1 e35—3e*+3e5-1
— etS +
0

e3 — 5e%t 4 10e3t — 10e?t + 5et — 1
t5
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et — 43t 4+ 6%t —4et +1 €3 —3e?t +3et -1
+
t4 t3

e?t —2et+1 et—-1

+ +1
t2 t

Bu dizinin smir degerini bulmak igin, bir Oriintli arayabiliriz. Dizinin terimleri,
t’nin tam say1 kuvvetlerinin katsayilar1 olarak Taylor serilerinin kismi toplamlarina
benzemektedir. Ornegin, ¢,(t), et fonksiyonunun Taylor serisinin ilk teriminin
katsayisidir. ¢, (t), e?t fonksiyonunun Taylor serisinin ilk iki teriminin katsayilaridir.

¢5(t), e3t fonksiyonunun Taylor serisinin ilk ii¢ teriminin katsayilaridir. Ve boyle devam

eder.
Bu oriintliyli kullanarak, dizinin limit degerinin su sekilde olabilecegini tahmin
edebiliriz:
: e’V — (k + 1)ekt + k(k + 1D)e®Dt — .o 4 (—1)F
¢(t) = lim ¢, (t) = AR
n— oo 't
k=0

Bu tahmini dogrulamak i¢in, ¢(t) fonksiyonunun A¢(t) = ¢(t) esitligini
sagladigimi kontrol etmek gerekir. Bu, ¢(t) fonksiyonunun integral denklemin ¢oziimii

oldugunu kanitlar. Bu kontrolii yapmak i¢in, su esitligi kullanabiliriz:

o)

1 e(k+1)t -1
ts — -
JO e p(s)ds = E (k + D) kT

k=0

Bu esitligi, ¢p(t) fonksiyonunun tanimini yerine koyarak elde ederiz. O zaman, su

sekilde yazabiliriz:

1 o0}

e(k+1)t -1
c/l(]b(t) = fets(p(g)ds +1= ZW-F 1
0

k=0
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B 2 :e("“)f — (k+ De*t + k(k + 1)e® Dt — ... 4 (—1)F 11

k! tk

Bu, ¢(t) fonksiyonunun A¢(t) = ¢p(t) esitligini sagladigimi gosterir.

Dolayisiyla, ¢ (t) fonksiyonu integral denklemin ¢oziimiidiir.
4.1.2.2. Uygulama-2 (Cauchy Problemine Uygulamasi: (Baslangi¢c Deger Problemi))
Adi diferansiyel denklemlerde,

d
ﬁ = f(x,4), x € (xg,29 + 6) seklindeki problemler

Cauchy problemi olarak
bilinir.
% (%) = %o
Baslangi¢ Deger Problemleri ile ilgili “First boundary value problem for cordes-
type semilinear parabolic equation with discontinuous coefficients” adli makalede
aligtirmalar bulunmaktadir. (Harman & Harman, 2020)
Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi, V¢,, 42 € (4o — & 4o + €)

1¢in,
If (¢, 41) — f(x,42)| < Lly1 — 42|, L > 0(sabit)

seklindeki Lipschitz kosulunu saglamasi gerekir. Ayrica L ve § pozitif sabitleri arasinda
da bir iliski mevcuttur.
Eger Lipschitz kosulu saglaniyorsa Cauchy probleminin [xg, 2, + §] araliginda tek

¢6ziimii vardir. (Berinde, 2007) Buradan &, € (0, 6],

(e 1
5= mln{ﬁ.z}, M = ;’r;g{lf(x,y)l}
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D={(x,y) ER?: |x—xo| <6, ly —yol| < € Ydir.(Picard Teoremi)
dy ]
y = f(x) —
f(x0) = 4o

Cauchy probleminin 6;, 8, > 0 igin
K={(x1y)ER2:|x_x0|S(Slr |’yp—’y~0|S62}

diktortgen bolgesinde F : R — R fonksiyonu R {izerinde siirekli ve ¢ degiskene gore
Lipschitz kosulunu saghyorsa, yani her (x,4,), (x,4,) € R? i¢in,

|F(x, 41) — F(x,42)| < Lly1 — 4.l

olacak sekilde L pozitif sayis1 varsa, Cauchy probleminin x, noktasinin bir
komsulugunda tanimli olan bir tek ¢ = f*(x) ¢6ziimii vardir.
Kapali ve sinirli bir kiime iizerinde tanimli olan her fonksiyon bu aralikta

ekstremum degerini alir.
M = M(F) = max{|f(x,¢)|}
x €ER

ve

16,
ad < Mm (61’Z'ﬁ)
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olsun. Cauchy probleminin R(x,8) = [x — §, 2 + &] kapali, yuvarinda tek bir ¢dziimii

oldugunu gosterelim.
y' =F(xy)
y =F(x,9)

diferansiyel denkleminin [x — §, x 4+ §] araliginda f(x,) = ¢, kosulu ile
x €[x—06,x+ &] igin

X

F@) =0+ | Fef©)de

%o
lineer olmayan integral denklemi denktir. Ciinkii, verilen diferansiyel denklem

dF(x) = .‘F(x,f(x))dx
 dy  df ()
Y Tax T dx

=F(x,y) =
f(x0) =y

Cauchy problemi, lineer olmayan integral denklemi saglar. Tersine integral

denkleminin iki yanina x'e gore turevi alinirsa
9

4f )
T F(f )

bulunur. Bu da Cauchy problemini sagladigini gosterir. Boylece Cauchy probleminin tek

bir ¢ézlimiin varlig1
X

f@ﬁwn+ff@ﬂawt

X0

lineer olmayan integral denkleminin tek bir ¢éziimiin varligi ile 6zdestir.
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x

F) = g0 + j F(t, £(0))dt

X0

lineer olmayan integral denkleminin R(x,, §) komsulugunda siirekli tiirevlenebilir olan

tek bir ¢oziimiin varligini gosterelim. (C[xy — 8, 2y + 6], dw) uzaymin

R(yo,d;) = {f € Clxg — 8,20 + 6] : dow (Yo, f) < 6 }

kapali yuvarini ve her f € R(4o,5,) Ve x € C[xy — 8,2 + 6] icin,

X

0 f@ =0+ [ F(ef@)de

X0

seklinde tanimlanan ¢ doniisiimiinii ele alalim. ¢ : R(gq, 8,) — R(40,5,) oldugunu

gosterelim. Vf € R(yo, 8,) igin ¢’ nin tanimindan
lp(x) = ¢ol < M|x — 20| < MS <6,

bulunur. Buradan ¢f € R(4,, 5,) olur. Boylece @ : R(gq,8,) — R(yq,5,) dir.
Simdi ise ¢’ nin bir daralma doniisiimii oldugunu gésterelim. Vf, g € R (4, 5,)

veVx € [xy — 6, x, + 0] i¢in

x

f @) =99l = | [[F(er©) - F(e.g@)]ac

e

IA

f|[7—"(t,f(t)) —F(t,g®)]|dt

< 1| [Ir© - gl
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< Ldo(f,9)

oldugundan,

lof () —pg(x)| < Ldo(f, 9)

olup

do (@f, 9g) < Ldo(f, g)'dir.

LS < 1 oldugundan ¢ bir daralma doniisimiidir. (Clxy — &8, %9 + 8], dw) tam metrik

uzayinin keyfi bir f; noktasi verildiginde

R(fo,r) ={f € Clxg — 6,29 + 8] : doo(fo, f) < 7}

7 >0 kapali yuvarni iizerinde tanimhi ¢ : R(fy,7) — Clxy — 8,2 + 5]
dontistimii @ < 1 katsayili bir daralma doniisimii ise ve do(@(fy), fo) < (1 —a)r
kosulunu saglarsa ¢ doniisiimiiniin bir tek f* € R(f,, §,) sabit noktasi vardir.

(%0 = fo) fo = %o € R(%0,82) icin, f,,(x) = ¢f,_1(x)
veya x € [xy, — 6, %y + J] i¢in,

X

fr(2) = f F(t, froa(D))dt

xo

seklinde tanimlanan (f,,) € R(y,,8,) dizisi f* sabit noktasmna yakinsayacaktir. Bu

yakinsama hizi

(&)™
1-1L§

doo (fu, f7) < dos (f1, fo)

esitsizliginden belirlenir.
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@ donlisiimiiniin  sabit noktasi lineer olmayan integral denklemin ¢ozimi
oldugundan, bu integral denklemin de R (¢, §,) yuvarinda tek bir f* ¢ziimii vardir. O
halde f* € R(f,,8,) tek ¢dziimii Cauchy probleminin de tek ¢dziimiidiir. Cauchy
probleminin bir yaklasik ¢6ziimii keyfi bir £, (x) n = 1, 2, ... seklinde alinabilir yaklagim

hatasi ise
doo(fu, f7) < wdm(fl:fo)
1-Lé
ile belirlenir.
Ornek 4.3.
3—5 = y% + 4sinx
y(0) =1

Cauchy probleminin ¢oziimiiniin tekligini ve ardisik yaklasimin iterasyonun
yakinsaklik araligini bulunuz.
F(x,4) = ¢* + 4 sin x fonksiyonu R? de siirekli oldugundan R bolgesi,

R={(x,9) ER*: |x—c|<1, |yp—-1]<1}

seklinde alnabilir. V(x, ¢,), (x,4,) € R igin,

|F(x,41) — F(x,42)| = |y1?+4sinx —y,? — 4sinx|

< |y +y2llyr — 42l

< (gl + lg2Dlyr — »al

< 4ly; — y.l'dir
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M = max, {f(x,4)} = 8 oldugundan Cauchy probleminin
xy

olmak iizere sifirin § komsulugunda tek bir ¢oziimi vardir ve bu ¢dziimiin terimleri

n=1,23,..icin,

fu(x) = j(fn_lz(t) + 4sint)dt
0

seklinde C[0,4] uzaymndan (f,) dizisinin limiti alinarak bulunur. Boylece Cauchy
probleminin § € (O,i) olmak tizere [—&, 6] aralig1 tizerinde tek bir ¢ozimii vardir. f,, (x)

ile verilen iterasyon [—&, 8] aralig: iizerinde bir ¢dziime yakinsar. iterasyonun birinci
yaklasimi fy(x) = f(0) = 1 alinirsa,

x
filx) = 1+J(1+4sint)dt=5+x—4cosx
0
X
folx) = 1+J[(5+t—4cost)2+4sint]dt=5+x—4cosx
0

= 1+ [[25+4+ 10t +t?> —40cost —8tcost + 8(1 + cos 2t) + 4sint]dt

O\%

£3 *
= 1+I32t+5t2+§—4sint—8tsint—8tcost+4sin2t—4cost
0
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3
x
= 13+33x+ szg— —4sinx — 8xsinx — 12cosx + 4 sin 2x

bulunur.

Ornek 4.4.

v =y*-x  y0)=1

Bu problemin ¢6ziimii i¢in, sdyle bir operator tanimlayalim:
X
T@W@ =1+ [@©?=9)ds,  xeo
0

Bu operatoriin, [0,1] araligindaki siirekli fonksiyonlarin kiimesinde bir daralma
doniisiimii oldugunu gostermek icin, f(x,4) = 4> — x fonksiyonunun ¢ degiskenine
gore Lipschitz kosulunu sagladigin1 gérmek yeterlidir. (Berinde, 2007) Bu fonksiyonun
Lipschitz sabiti L = 2’dir. Dolayisiyla, T operatorii bir daralma doniistimiidiir.

Simdi, rastgele bir 4, fonksiyonu segip, I operatoriinii tekrar tekrar uygulayarak
bir fonksiyon dizisi olusturalim. Ornegin, 4, (x) = 0 alalim. O zaman, dizinin ilk birkag

terimi sOyle olur:

x xz
pi(x) = T(yo)x) =1+ f(—s)ds =1 -
0

r 52\’ x?  x3 ozt
Yo () = T(yl)(x)=1+J<<1—7) —s)ds=1—7+?—ﬁ
0

sz §3 s*\°
142 _Z2 | =
< 2+6 24> s |ds

Y3(x) = T(y2)(x) =1+

OR‘%
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_ xZ x3 x4 xS x6 7 x8
= 1-=+———+

2 % " 247120 " 720 T 5040 20320

Bu dizinin smir degerini bulmak igin, bir Oriintli arayabiliriz. Dizinin terimleri,
x’in tam say1 kuvvetlerinin katsayilar1 olarak Taylor serilerinin kismi toplamlarina

benzemektedir. Ornegin, 4, (x),

1
1+=x

fonksiyonunun Taylor serisinin ilk iki teriminin katsayisidir. ¢, (x),

1
1+ x + x2

fonksiyonunun Taylor serisinin ilk dort teriminin katsayilaridir. ¢3(x),

1
1+x+x2+x3

fonksiyonunun Taylor serisinin ilk sekiz teriminin katsayilaridir. Ve boyle devam eder.
Bu oriintiiyii kullanarak, dizinin limit degerinin su sekilde olabilecegini tahmin

edebiliriz:

. 1
wwwﬁ%w—ﬁ7§ﬁ
Bu tahmini dogrulamak igin, 4(x) fonksiyonunun ¢’ = ¢? —x ve ¢(0) =1
esitliklerini sagladigin1 kontrol etmek gerekir. Bu, ¢ (x) fonksiyonunun Cauchy

problemine ¢6ziim oldugunu kanitlar. Bu kontrolii yapmak i¢in, su esitligi kullanabiliriz:

dx ydx *

k=0
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Bu esitligi, ¢ (x) fonksiyonunun tanimini yerine koyarak elde ederiz. O zaman,

su sekilde yazabiliriz:
d n—1 n—1
d—/y: —y(Z kxk‘l) = —y<1+2xk>+y=y2 —x
* k=0 k=0

Bu, ¢ (x) fonksiyonunun ¢’ = ¢? — x esitligini sagladigini gosterir. Ayrica,

1

=—=1
%(0) =177

oldugundan, ¢ (0) =1 esitligi de saglanir. Dolayisiyla, ¢(x) fonksiyonu Cauchy
problemine ¢oziimdiir.

Bu ¢6ziimii, 7 — oo limitini alarak elde etmistik. Bu limiti hesaplamak i¢in,
4, (x) fonksiyonlarinin Taylor serilerinin kismi toplamlarina benzeyen bir Oriintii

bulmustuk. Bu oriintiiyli kullanarak, soyle bir tahminde bulunmustuk:

4 = lim_ () = e

Bu tahmini, ¢ (x) fonksiyonunun tanimi olarak kabul edebiliriz. Bu tanima gore,
y(x) fonksiyonu, x’in bir fonksiyonu olarak sonsuz sayida 2 teriminin toplamini igerir.
Bu toplamin, x’in bir fonksiyonu olarak siirekli ve tiirevlenebilir oldugunu varsayarsak,
y(x) fonksiyonunun da siirekli ve tiirevlenebilir oldugunu sdyleyebiliriz. Bu varsayim,
4, (x) fonksiyonlarimin yakinsakligi ile baglantilidir. Bu varsayimin gegerli olup
olmadigini kontrol etmek i¢in, daha fazla matematiksel analiz yapmak gerekir. Ancak, bu
asamada, bu varsayimi kabul ederek, ¢ (x) fonksiyonunun Cauchy problemine ¢6ziim

oldugunu gostermis oluruz.
4.1.2.3. Karma Volterra—Fredholm Tipi Integral Denklemleri
Karma Volterra—Fredholm tipi integral denklemleri hem Volterra hem de

Fredholm tipi integral denklemlerini igeren karmasik integral denklemlerdir. Bu tiir

denklemler, matematiksel fizik, miihendislik, biyoloji ve ekonomi gibi bir¢ok alanda
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ortaya  c¢ikmaktadir. Bu  denklemlerin  ¢oziimii i¢in  ¢esitli  yOntemler
gelistirilmistir. Ornegin, ardisik yaklastirma ydéntemi, Laplace doniisiimii ydntemi,
Runge-Kutta yontemi, Neumann serisi yontemi ve yozlasan ¢ekirdekli integral

denklemler yontemi gibi yontemler kullanilmistir.

Ornek 4.5.

t 1

2(0) = [ K& 26 + [ Ko6)f (5 2()ds + (0

0 0

Bu denklemin ¢6ziimii i¢in ardisik yaklagtirma yontemi kullanilabilir. Bu
yontemde, ilk olarak x(t) fonksiyonu i¢in bir baslangic tahmini x((t) se¢iyoruz. Bu
tahmin genellikle sifir veya sabit bir fonksiyon olabilir. Sonra, asagidaki formiilii

kullanarak yeni yaklasimlar elde ediyoruz:

t 1

() = [ K6 20N + [ Kot 2n(5))ds + 90

0 0

Bu formiilde, K;(t,s) ve K,(t,s) g¢ekirdek fonksiyonlari, f;(s,x) ve f,(s,x)
dogrusal veya dogrusal olmayan fonksiyonlar, g(t) ise bilinen bir fonksiyondur. Bu
islemi, x,, (t) fonksiyonu istenen hassasiyete ulasana kadar tekrarliyoruz. Yani, x,, (t) ve
%41 (t) arasindaki farkin belirli bir esik degerden kiiciik olmasini sagliyoruz.

Ornegin, asagidaki denklemi ¢ozmek igin bu yontemi uygulayalim:

x(t) = J(t —s)x(s)ds + J(t + s)x(s)ds + et
0 0

Bu denklemin c¢ekirdek fonksiyonlart K;(t,s) =t—s ve K,(t,s) =t+s,
dogrusal olmayan fonksiyonlari f;(s,x) = x ve f,(s,x) = x, bilinen fonksiyonu ise
g(t) = e olarak tanimlanabilir. Baslangi¢ tahmini olarak x,(t) = 0 alalim. Ardindan,

x21(t), 25(t), . .. fonksiyonlarini hesaplayalim:
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t 1
x,(t) = f(t —8)xo(s)ds + f(t + 5)x(s)ds + et = et
0 0

t 1
t2
x,(t) = f(t —s)x,(s)ds + f(t + s)x,(s)ds + et = ?et + et
0 0
t 1
t* t?
x5(t) = f(t — 5)x,(s)ds + f(t + 5)x,(s)ds + et = get + ?et + et
0 0

Bu sekilde devam ederek, x(t) fonksiyonunun yaklasik olarak asagidaki seri ile

ifade edilebilecegini goriiriiz:

[0}

. t2n
#(6) ~ e Z 2n)!

n=0

Bu yontemin avantaji, basit ve kolay uygulanabilir olmasidir. Dezavantaji ise,

bazen yakinsama hizinin yavas olmasi veya yakinsamanin saglanmamasidir.

Ornek 4.6.

t 1

x(t) = j t2sx(s)ds + J(t + 5)2x(s)ds + sint
0

0

Bu denklemin ¢6ziimii i¢in yine ardisik yaklastirma yontemini kullanabiliriz.
Baslangi¢ tahmini olarak x4(t) = 0 alalim. Ardindan, x,(t), x,(t), ... fonksiyonlarini

hesaplayalim:

t 1

x,(t) = f t?sxy(s)ds + f(t + 5)%x(s)ds = sint
0 0
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t 1

_ t* t?
x,(t) = f t?sxq(s)ds + f(t + 5)%2x,(s)ds + sint = Esint + ?sint + sint
0 0
t 1
_ 8 £6
x3(t) = f t2sx,(s)ds + f(t + 5)2x,(s)ds + sint = 5880 sint + %sint
0 0
t* t?
+ Esin t+ ?sint + sint

Bu sekilde devam ederek, x(t) fonksiyonunun yaklasik olarak asagidaki seri ile

ifade edilebilecegini goriiriiz:

oo

th
t) = sint e
#(8) = sin 2Zn+1)!

n=0

Ornek 4.7. Asagida verilen Karma Volterra—Fredholm Tipi integral Denklemini

diistinelim:

t 1
x(t) = f cos(t —s)x(s)ds + f sin(t + s)x(s)ds + cost
0 0

Bu denklemin ¢oziimii i¢in yine ardisik yaklastirma ydntemini kullanabiliriz.

Baslangi¢ tahmini olarak x,(t) = 0 alalim. Ardindan, x4 (t), x,(t), ... fonksiyonlarini

hesaplayalim:
t 1
xz1(t) = j cos(t — s)xy(s)ds + f sin(t + s)xy(s)ds + cost = cost
0 0
t 1

t
x,(t) = j cos(t — s)x1(s)ds + f sin(t + s)x,(s)ds + cost = Esint + cost
0 0
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t 1
2

t t
x3(t) = J. cos(t — s)x,(s)ds + f sin(t + s)x,(s)ds + cost = Zcost + Esint
0 0

+ cost

Bu sekilde devam ederek, x(t) fonksiyonunun yaklasik olarak asagidaki seri ile

ifade edilebilecegini goriiriiz:

(0] (0]

(_1)/nt2/n ' (_1)/n,t2n+1
.’)C(t) =~ cost Z W + sint z W

n=0 n=0

Bu yontemde, integral operatoriiniin bir daralma doniigsiimii oldugunu gostermek
icin asagidaki adimlari izleyebiliriz:

1. Oncelikle, x(t) fonksiyonunun tanimli oldugu aralig1 belirleyelim. Bu durumda,
x(t) fonksiyonu [0,1] araliginda tanimlidir.

2. Sonra, x(t) fonksiyonunun degerlerinin siirli oldugunu gosterelim. Bu durumda,
x(t) fonksiyonunun degerleri [—1,1] araliginda simirlidir. Ciinki, cost, sint,
cos(t —s) ve sin(t +s) fonksiyonlarinin degerleri hep [—1,1] aralifinda
sinirhdir.

3. Ardindan, x(t) fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. Bu durumda, x(t)
fonksiyonu stireklidir. Ciinkii, cost, sint, cos(t —s), sin(t +s) ve x(s)
fonksiyonlar stireklidir ve siirekli fonksiyonlarin toplami, ¢arpimi ve integrali de
stireklidir.

4. Son olarak, integral operatoriiniin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterelim.
Yani, her x(t) ve ¢(t) fonksiyonu igin 0 < A <1 olmak {izere asagidaki

esitsizligi saglayan bir A degeri bulalim:

t 1

sup |x(6) —¢@®)| = Asup f cos(t — s)x(s)ds + j sin(t + s)x(s)ds
te[0,1] ]

tef0,1
0
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t 1

+ cost — f cos(t — s)y(s)ds — f sin(t + s)y(s)ds — cost

0 0

Bu esitsizligi basitlestirmek i¢in, x(t) ve 4(t) fonksiyonlarinin degerlerinin

[—1,1] araliginda sinirli oldugunu kullanalim. O zaman, asagidaki esitsizligi elde ederiz:

t

S0 O =4O > 2sup f cos(t — 5)(x(s) — %(s))ds

tefo,1
a1

1

+ f sin(t + s)(x(s) —¢(s))ds

0

Bu esitsizligi daha da basitlestirmek icin, cos(t —s) ve sin(t+s)
fonksiyonlarmin degerlerinin de [—1,1] araliginda sinirl oldugunu kullanalim. O zaman,

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

sup |x(t) —»(t)| = Asup

te[0,1] te[0,1]

tsup |x(s) —y(s)| + Sup, l2(s) —4(s)]

S€E[0,t]

Bu esitsizligi daha da basitlestirmek i¢in, ¢ < 1 oldugunu kullanalim. O zaman,

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2sup |x(s) =4 (s)l

s€[0,1]

sup |x(t) —»(t)| = A sup
t€[0,1] te[0,1]

Bu esitsizligi daha da basitlestirmek i¢in,
2sup sefo,1)12(s) — y(s)l| < 2 Selflopl]Ix(S) —y(s)|
N )

oldugunu kullanalim. O zaman, asagidaki esitsizligi elde ederiz:
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sup |x(t) —g»(@)| = A2 sup [x(s) — 4 (s)|
tef[o0,1] s€[0,1]

Bu esitsizligi saglayan bir A degeri bulmak ig¢in,

0si<s
- 2
olmast yeterlidir. Ornegin,
1
A= Z

alabiliriz. Bu durumda, integral operatoriiniin bir daralma doniisiimii oldugunu gostermis
oluruz.

Bu adimlart izleyerek, Banach sabit nokta teoremini uygulayarak integral
denkleminin bir ve yalniz bir ¢6ziimii oldugunu ve bu ¢odziimiin ardisik yaklastirma

yontemiyle yakinsanabilecegini kanitlamis oluruz.
4.1.2.3.1. Fredholm integral Denklemine Uygulama

K(x,t) fonksiyonu B ={(x,t) ER?: x,t € [a,b]} bolgesi iizerinde,

y = F(x) fonksiyonu da [a, b] aralig1 iizerinde siirekli fonksiyonlar ise,

b

f(x) = af K(x, t)f(t)dt + F(x)

a

lineer Fredholm integral denkleminin bilinmeyen fonksiyonuna goére tek bir ¢oziimiiniin

olmasi i¢in a parametresi hangi kosullar1 saglamalidir.

Coziim: x,t € [a,b] i¢in B bolgesinde siirekli olan K(x,t) fonksiyonu bu

bolgede maksimum degerini alir. Yani M = (rr%?gBlK (x,t)| olacak sekilde M € R*
X,

vardir.

Vf € Cla,b] ve x € [a, b] igin

b

of(x) = af K(x,t)f(t)dt + F(x)

a
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dontisiimiinii ele alalim. Bu durumda ¢: C[a, b] — C[a, b] olup her f, g € C|a, b] igin

doo(0f @), 09(x)) = al f K (x, OlIf () — g(©)ldt

(x,t) E[ab ><C[ ,b]

< alM(x — a)do(f, 9)

oldugundan d(¢f,pg) < M|ald,(f,g)’ dir. Eger M|a| <1 ise ¢ bir daralma
dontigiimiidiir. Ayrica daralma doniistimii prensibi geregince de M'|a| < 1 iken ¢’ nin
bir tek sabit noktas1 vardir.

Dolayistyla Lineer Fredholm integral Denkleminin tek bir f* € C[a, b] ¢6ziimii

vardir. fy(x) € C[a, b] keyfi bir fonksiyon olmak tizere terimleri

b

f(x) =a f K (O s (O)dt + F ()

a

seklinde tanimlanan genel terimli C[a,b] uzayindaki dizi f* donksiyonuna diizgiin

yakinsaktir ve yakinsama hizi

(laldM)™
deo(f,9) < T3z 4o ()
esitsizligi ile belirlenir.
Ornek 4.8.
1
1 1
f(x) = fotf(t)dt +§x ; x€]0,1]

0

Integral denklemini iterasyon ile ¢dziiniiz.

Coziim: (x,t) € [0,1] x [0,1] igin,
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1
M = X |xt|dt = 5

e
(x,t) €B(x,t) €[0,1]x[0,1]
0

ve |a| = i oldugundan Fredholm integral denklemindeki

N| =
SN

Mla| =

88

oldugundan verilen integral denklemin tek bir ¢oziimii vardir. Bu ¢6ziim f,(x) € C[0,1]

seklinde olup, terimleri

1

1 1
fulx) = Zf xtf (t)dt + gx

0

seklindeki fonksiyon dizisinin limiti seklinde bulunabilir.

1 1
fo(x) = Oise, filx) = 3% fi(t) = 3t

1

()—1j1 t2dt+1 —1<1+1)
fal®) =7 | 3% 3% 73 12)%
0

3
0

12 3 3 12 122

171 1 1 1 1 1 1
f3(x) =Zf—x§(1+—)ttdt+—x=—(1+—+—)x

1
()_1(1+1+1+ N 1 ) 1 1=
) =51+ pt et 1271)* T 1
12

olup
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elde edilir.

3
fo(x) :Hx

alinarak ikinci iterasyon seklinde devam ettirilerek
3

fr=g
bulunur.
3
fo(x) = Hx
secimi ile baglanarak
, B
fr=1*

bulunmasi ikinci iterasyonun daha iyi oldugu anlamina gelir.

Ornek 4.9.

flx) < aff(t)dt+ 1
0

denkleminde f,(x) = 0 alinirsa

x

filx) = aJOdt =1

0

X

aJldt+1 = 14+ax
0

f2(x)

2

f2) af(l"L“x)dHl = 1+ax+(%)
0

89
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L@ = 1rat (D) + (B

Bu durumda

fu(x) = f fra(®dt +1
0

iterasyonun genel terimi

(ax)™

n!

f/n(x) =

olup

= (ax)”
n=1

Integral denklemin tek ¢oziimiidiir.

Ornek 4.10.

A

¢(x) = cosx + %f sin(x + t)p(t)dt

0

Bu denklemde, f () = cosz, K (x,t) = sin(x + t) ve A = dir. Ayrica, @ = 0

ve b = m dir. Bu durumda, M' = max g<,<z fonlsin(x + t)|dt = 4 dir. Eger

col
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alirsak, o zaman

olur ve daralma kosulu saglanir.
Simdi, baslangi¢ fonksiyonu olarak ¢,(x) = cosx alalim. O zaman, yineleme

formiiliine gore, su sekilde ¢,, fonksiyonlarin1 hesaplayabiliriz:

T

1
cosx+ §J sin(x +t) po(t)dt
0

¢1(x) = T (Po)(x)

Vs
1
= cosx + §j sin(x + t)costdt
0

B N 1 [sin(Zx +t) cos(2x + t)]”
= cosx +3 3 > ,

1
cosx + 3 (sin(2x + m) — sin(2x) — cos(2x + m)

+cos(2x))

1

= cosx + 3 (—sin(2x) — sin(2x) + cos(2x) — cos(2x))
1

= cosx — 7 sin(2x)

Vs

1
cosx + gf sin(x + t)¢p,(t)dt
0

b2 (x) =T (Pp1)(x)

s
1 1
= cosx + gf sin(x + t)(cost — 7 sin(2t))dt
0
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1rsin(2x +t) cos(2x+t) cos(3x+ 2t)
cosx + 8 [ > — -

2 8

cos(x — 2t)1"
N (x—)]
8 0

1
cosx + 3 (sin(2x + m) — sin(2x) — cos(2x + m) + cos(2x)

cos(3x + 2m) cos(3x) 4 cos(x — 2m) cosx)
8 8 8 8

1
cosx + 3 (—sin(2x) — sin(2x) + cos(2x) — cos(2x)

cos(3x) Cos(3x)+cosx cosx)
8 8 8 8

cosx — sin(2x)

Bu sekilde devam ederek, ¢, fonksiyonlarimin ¢ fonksiyonuna yakinsadigini

gorebiliriz. Bu da ¢ fonksiyonunun Fredholm Integral Denkleminin ¢dziimii oldugunu

Ornek 4.11. Fredholm integral tipinde bir denklem, su sekilde yazilabilir:

b

F) =) +4 [ Kf )y

a
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Burada y ve K verilen siirekli fonksiyonlar, A bir sabit ve f bilinmeyen

fonksiyondur. Simdi de asagidaki denklemi ¢ozelim.

f@ =1+ [ f@ay

Bu denklem, Y (x) = 1, K(x,4) = x ve 1 = 1 alarak, Fredholm integral tipinde

bir denklemdir. Bu durumda, 77 doniistimii sdyle olur:

THE =1+ [ f@dy
0

X’ten rastgele bir f, fonksiyonu segelim, 6rnegin f,(x) = 1. O zaman,

1

@) = The) =145 [ fiwdy =1+ [ 1dy=1+2
0 0

X

L@ = Th@ =14x [ iy =1+ [0 +pdy=1+2+3
0 0

1

1
A& = Th@=1+z [ @y =1+x [ +y+Ddg=1+5+
0 0

x+x
2 3

X X X
fulx) = 1+x+§+§+"'+z
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Bu sekilde devam edersek, f,, fonksiyonlarinin # — oo iken su fonksiyona

yakinsadigini gorebiliriz:

(0]

f(x)=1+x2%=1+xln(1+x)

k=1

Bu da denklemin ¢6ziimiidiir. Bu ¢oziimii, denklemi yerine koyarak
dogrulayabiliriz.
Bu ornekte, A = 1 sectik. Fakat, daralma doniisiimii prensibini uygulayabilmek

icin, A’nin yeterince kii¢lik olmasi gerekir. Bu durumda, A’nin su sart1 saglamasi gerekir:

1 1
4] < =

1 a 1 =
sup [[IK(x,¢)ldy  sup [ lx|dy
] x€[0,1]

x€[0,1

N =] =

Yani, 1 i¢in —2 < A < 2 olmalidir. Bu aralikta segilen herhangi bir A igin,

denklemin tek bir ¢6ziimii oldugunu garanti edebiliriz.

Ornek 4.12. Asagidaki denklemi ¢ozelim:

1

1 1
f@) =5+5 [ evrwy

0

Bu denklem, 1 (x) =% , K(x,9) = %eW ve A =1 alarak, Fredholm integral

tipinde bir denklemdir. Bu durumda, T doniistimii sdyle olur:
1

1 1
THE@ =5 +3 [ e*fway

0

X’ten rastgele bir f;, fonksiyonu segelim, 6rnegin f,(x) = 1. O zaman,
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1 1

1

1 1 1 1 1
A = The) =545 [ ey =5+ [ evdy =545 -1

0 0

1

1 1 1 11
@) = ThGE =545 [ e hiwdy =545 [ e ( += (e%—l))

0

1
= _ _ 2x __
2+4(e 1) +- (e e*—1)

1

1 1
L@ = TH® =5+3 [ et L@y

0

+%fe"@< + = (ey“—l)+ (324"’"—3%_1)>
0

|
N| =

1

1
= -1 2x __ *_1 L 3% _ 2% _ %
2+4(e )+ (e e )-|-16(e e e +1)
1
falx) = §+4(‘3 -1+-= (ezx—ex—1)+...
1
+ TS (enx —en—Dx _ pn-2)x 4 ... 4 (_1)n+1)

Bu sekilde devam edersek, f,, fonksiyonlarinin 72 — oo iken su fonksiyona

yakinsadigini gorebiliriz:
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1 1 z 1
fx) = E + E ?(ekx —ek—Dx _ o(k=2)x 4 ... 4 (_1)k+1)

Bu da denklemin ¢o6ziimidir. Bu ¢6ziimii, denklemi yerine koyarak
dogrulayabiliriz. Bu ornekte, A =1 segtik. Fakat, daralma doniigimii prensibini
uygulayabilmek i¢in, A’nin yeterince kii¢lik olmasi gerekir. Bu durumda, A’nin su sarti

saglamasi gerekir:

1 1 1 2
e—1

Su X, — pXy = x
xe[()r,)l] 0 y)lay sup]fo |28 |dy sup (e* —1)

x€[0,1 2 x€[0,1]
Yani, 1 i¢in
2 <A< 2
e—1 e—1
olmalidir. Bu aralikta seg¢ilen herhangi bir 4 i¢in, denklemin tek bir ¢6zliimii oldugunu

garanti edebiliriz.
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Ornek 4.13. Asagidaki denklemi ¢ozelim:

f(x) =cosx + /1[ sin(x + ¢)f (y)dy

Bu denklem, ¥(x) =cosx, K(x,4) =sin(x+ ) ve A bir sabit alarak,

Fredholm integral tipinde bir denklemdir. Bu durumda, T doniisiimii sdyle olur:

(Tf)(x) = cosx + AJ sin(x + ¢)f (y)dy
0

X’ten rastgele bir f, fonksiyonu se¢elim, 6rnegin f,(x) = 1. O zaman,

Y
[ = Th) = cosx + [ sinGx + 9 ()dy
0
Vs
= cosx + /1] sin(x + ¢)dy = cosx + A[cosx — cos(x + m)]
0
= cosx + 2Acosx = (1 + 2A)cosx
T
fa(x) = Tfi(x) = cosx + ﬂf sin(x + y)f1(y)dy
0
= cosx + /'lf sin(x + ¢)(1 + 21)cosydy
0

= cosx + (1 + 24)A[cosx — cos(x + m)] J cosydy
0
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T

+ (1 +2)A[sin(x + ) — sinx] f sinydy

0

= cosx + 2(1 + 22)Acosx = (1 + 41 + 42%)cosx

f(x) = Thx)=cosx+A f sinCx + ) (%) dy
0

s
= cosx + /1] sin(x + ) (1 + 44 + 41%)cosydy
0

T

= cosx + (1 + 42 + 4A*)A[cosx — cos(x + )] J cosydy
0

s
+ (14 42+ 42%)A[sin(x + ) — sinx] f singdy
0

= cosx + 2(1+ 421+ 42%)Acosx = (1 + 61 + 1222 + 82A3)cosx
fo(®) = (1+21+42%2+ -+ 2"1")cosx

Bu sekilde devam edersek, f, fonksiyonlarmin 72 — oo iken su fonksiyona

yakinsadigini gorebiliriz:

1
f(#) = 1 — 2Acosx cosx
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Bu da denklemin ¢6ziimiidiir. Bu ¢oziimi, denklemi yerine koyarak
dogrulayabiliriz. Bu 6rnekte, A i¢in herhangi bir sinir yoktur. Fakat, daralma doniistimii
prensibini uygulayabilmek i¢in, A’ nin yeterince kiigiik olmasi gerekir. Bu durumda, A’nin

su sart1 saglamasi gerekir:

1 1
stmmeMy w%ﬂ%m@+wMy 2

x€[0,T x€[0,T

1] <

Yani, A i¢in —% <A <% olmalidir. Bu aralikta seg¢ilen herhangi bir A igin,

denklemin tek bir ¢6ziimii oldugunu garanti edebiliriz.
4.1.2.3.2. Volterra integral Denklemine Uygulama

K(x,t) ve F(x) fonksiyonlari sirasiyla B = {(x,t) : x € [a,b],t € [a, b]} ve

[a, b] tizerinde taniml1 fonksiyonlar ise,

X

f(x) = af K(x, t)f(t)dt + F(x)

a

seklindeki Volterra lineer integral denkleminin her @ € R igin tek bir f* € Cl[a, b]

¢6ziimi vardir. Vf € C[a, b] igin

X

of(x) = afK(x,t)f(t)dt+fF(x)

a

ise ¢ : C[a,b] — Cla,b]’dir. Vf, g € C|a, b] i¢in,

X

fm%ovw—gwwt

a

do(@f,09) = lof(x),egx)| = la
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< Iof f K (x, OL1F) — g(O)lde
< lal.n f F(0) — g(O)ld

< la|.M(x —a)do(f, g) dir.

Burada
= (x.t)er[lg,%i(x[a,b]{l( (x,t)}' dir.
Bu durumda,
deo(0*f,0%g) = l@*f(x),0*g(x)| < Ialek”Zf(t)—qozg(t)ldt
a

IA

(JalM)? f (¢ - ) do (f, g)dt

(x — a)?
2

= (lal20)?. doo (f, 9),

z N2
do(@’f,0%9) = 13f(x),9°g(x)| < |0(|Mf(|0(|M)2-(t za) dtd.(f, 9)
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_ 3
= (e E- L r,)

M)™
lp”f(x), " g(x)| < ()" (x—a)*.do(f,9)
n!

olur.

I [lal. M. (x —a)]™
im =

Nn— o0 n!

0

oldugundan [|al|. M. (x — a)]™ < 1 olacak sekilde yeterince biiyiik 7 dogal sayis1 vardir.
Bu durumda yeterince biiyiik 7 dogal sayisi i¢in ¢”, (C[a, b], d.,) uzaymnda bir daralma
dontisiimiidiir. Buna gore ¢ doniisiimiiniin Va € R i¢in bir tek sabit noktasi vardir. Bu
sabit nokta tek bir f* € C[a,b] seklindeki fonksiyon olup Volterra denkleminin
¢Ozimudiir.

Vf, € Cla, b] igin terimleri

x

fr=a j K2, O f g (Dt + F ()

a

seklinde tanimlanan f,,, € C[a, b] fonksiyon dizisi, [a, b] araliginda f* fonksiyonuna

diizgilin yakinsar ve yakinsama hatasi,

[lal. M. (x — a)]™"™
T [ G — e U f0)

oo (fi, f7) <

esitliginden belirlenir. fy = 0 ve y, = F(x) alindiginda, m = 1, 2, ... i¢in,



fin() = frn-1(®) = @™ 1 g1 ()

yazilabilir. Buradan
m—1
fu@) = ) diyu@)
i=1
bulunur. Burada < = 1, 2, ... igin
X

yi(x) = j K, g (0)dt

a

iterasyonu da kullanilabilir.

Eger K;(x,t) = K(x,t) vei = 1,2, ... igin

Kiss (2,0) = f (e WK, Cx, ) de

almirsa,

X

$u(x) = f K, (x, OF (D)dt

a

seklinde yazilabilir. Bu durumda Volterra denkleminin ¢éztiimii

X x

fn(x) = JK(x,t)T(t)dt+O(.le(x,t)j:'(t)dt+...

a a

X

+ am‘l.me_l(x, F(t)dt + F(x)

a

102
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Genel terimli dizinin limiti seklinde elde edilir.

Ornek 4.14. x € [0,1] icin,

@) =%+ x- f FO)dt
0

integral denklemin baslangi¢ yaklagimi

2

x
fo(x) =7+x

alinarak iterasyon yontemi ¢oziiniiz.

Coziim:

2

x x?
fo(x) =5 " filx) = <x+7>—

O\%
—
~
+
N| L
~—
QU
~
Il
—
xX
+
N|>§N
~—
I
Q
| 8,
+
w|¥§
— w
~

- X
_x_i
_ ’ . t3 _ x3 (23 a2t
0
x4—
=x+Z

(_1)4’L+Z ot
fn(x) =x+ mx 2

seklinde olup n = 1, 2, ... i¢in (f,,) dizisinin limiti de x € [0,1] i¢in
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£ = lim fu() = =
seklinde integral denklemin ¢6ziimiidiir.

Ornek 4.15. Asagidaki Volterra integral Denklemini ele alalim:

t
x(t) =t+ f et Sx(s)ds
0

Bu denklemde, f(t) =t ve K(t,s) = e'™® aliriz. Bu durumda, M =e Ve
b —a =1 oldugundan, A = M'(b —a) = e olur. Bu, 7’nin bir daralma olmadigin
gosterir. Ancak, 7 nin yar1 daralma oldugunu gosterebiliriz. Yani, 7 nin sabit noktasi

olan ¢ i¢in su esitsizligi saglayan bir A < 1 sayis1 vardir:

I7(y) =T Ol < Ally — ¢l

Bunu gostermek i¢in, ¢* 'yi T ’nin sabit noktasi olarak alalim. O zaman, su sekilde
yazabiliriz:
t

17 - Tl = sup f €S (y(s) — y° ())ds

tefo,1
[o.a11

t

sup f et ly(s) — ' (s)lds
te[01] )

IA

1

f e~ ||y — ' llds
0

IA

= elly -yl

Burada A = e alarak, 7" ’nin yar1 daralma oldugunu géstermis oluruz. Bu durumda,
Banach sabit nokta teoreminin bir genellemesi olan Berinde sabit nokta teoremine gore,
J’nin tam metrik uzayda tek bir sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta, 4, *dan baglayarak

T’yi yineleyerek bulunabilir:
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Yn+1 = (1 - a)’y’n + aT(yn)

. . 2 T o . . .
Burada a bir sabit olup, 0 < a < ] esitsizligini saglar. Bu yineleme siireci,

y’nin sabit noktasina yakinsar. Bu sabit noktay1 ¢* olarak adlandiralim. O zaman,
x* = g¢* + t fonksiyonu, Volterra integral denkleminin ¢6ziimii olur.
Ornegin, 4,(t) = 0 ve @ = 0.1 alalim. O zaman, yineleme formiilii su sekilde

yazilabilir:

t

Yrs1(8) = 099, (£) + 0.1 f ¢S4, (5)ds
0

Bu formiilii kullanarak, ilk birkag iterasyonu hesaplayalim:

t

yq(t) = O.1f et Syo(s)ds =0
0

t

y,(t) = 0.1 f et Sy, (s)ds =0
0

t

gs(t) = 0.1 j et=54, (s)ds = 0
0

t

ga(t) = 0.1 j et 45 (s)ds = 0
0

Gorildiugi gibi, bu drnekte yineleme siireci ¢*(t) = 0 fonksiyonuna yakinsiyor.

Bu durumda, Volterra integral denkleminin ¢6ziimii x*(t) = ¢*(t) + t = t olur.

Ornek 4.16.

yt) =1+ f ke "y (t)dt
0
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Burada ¢ (t) bilinmeyen fonksiyon, k bir sabit ve 7 entegrasyon degiskenidir. Bu
denklemi ¢6zmek i¢in su adimlar izleyelim:
Denklemi 4(t) i¢in ¢oziilebilir bir sekle getirmek i¢in her iki tarafi da e’ ile

carpalim. Boylece sunu elde ederiz:
t
ely(t) = et + f ke "y(t)dt
0

Sol taraftaki ety (t) ifadesinin tiirevini alalim. Tiirev kuralin1 kullanarak sunu

elde ederiz:

d
e u®) = efy(0) +efy' (D)

Sag taraftaki integral ifadesinin tiirevini alalim. Temel teoremi kullanarak sunu

elde ederiz:

t

d

T fke‘fy(T)dT = ke ty(t)
0

Simdi her iki tarafin tiirevini esitleyelim. Boylece su diferansiyel denklemi elde

ederiz:
efy(t) +efy'(t) = e + ke ty(t)
Bu diferansiyel denklemi 4 (t) icin ¢dzelim. Once denklemi diizenleyelim:
ey (t) — (1 - ke 'y(t) =

Bu denklemi ¢dzmek i¢in integral ¢arpani bulalim. Bu, p(t) = —(1 — k)e~t olan

homojen olmayan bir lineer diferansiyel denklemdir. Integral ¢arpani, p(t) nin entegrali

olan e/ Pt dir Bgylece sunu elde ederiz:
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el p®)dt — of —(1-Ketdt — ,(1-kK)(e7'-1)
Simdi her iki tarafi da integral ¢arpani ile ¢carpalim. Boylece sunu elde ederiz:
e(l_k)(e_t_l)ety'(t) -(1- k)e_te(l_k)(e_t_l)y(t) — e(1—k)(e—f—1)et
Sol tarafin tiirevi oldugunu fark edelim:
%(e(l_k)(e_t_l)etfy(t)) — e(l—k)(e_t—l)et
Simdi her iki tarafi da t ye gore entegreleyelim. Boylece sunu elde ederiz:
e(=E™ Doty (1) = [ (A=) Detgs 4 ¢

Sag taraftaki integrali ¢ozelim. Degisken degistirimi u = e~ yapalim. Bdylece sunu elde

ederiz:

e(l—k)(u—l) + D

fe(1—k)(e—t—1)etdt — _f e(-BDW-D gy = — !
1

t

Burada C ve D entegrasyon sabitleridir. Simdi u = e~" yerine koyalim ve

denklemi y(t) igin ¢dzelim. Bdylece sunu elde ederiz:

1 c
Td-keran gt

1
ot

$(6) =~ (— T L0 C) =

—k

Simdi baglangi¢ sartin1 kullanarak C sabitini bulalim. Denklemin baslangi¢ sarti

4(0) = 1 dir. Bunu yerine koydugumuzda sunu elde ederiz:

C

(O =1=-F5ax T

1
C = 1-k
e +_1—k
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Son olarak, ¢ (t) nin ¢dzlimiinii yazalim:

1 el=k 4+

y() = — (1 — k)et+(-k) + et

1-k

Bu, Volterra integral Denkleminin ¢oziimiidiir. Daralma déniisiimii prensibi, bu
¢Oziimii yaklasik olarak bulmak i¢in kullanilabilir.

Banach sabit nokta teoremini kullanarak, verilen fonksiyonun sabit noktasini
bulmamiz gerekiyor. Bu, fonksiyonun sabit noktasi olan x degerini bulmak demektir.

Yani, f(x) = x olmalidir. Verilen fonksiyonu,

e—t(k+1) et(k—l)(ek + 1)
A0 R B T

olarak tanimlayalim. Bu fonksiyonun sabit noktasin1 bulmak i¢in, f(t) =t esitligini

¢ozmeliyiz. Bu, asagidaki sekilde yapilabilir:

f® =t
e—t(k+1) N et(k—l)(ek + 1) _,
k—1 ek(k—1)

e—t(k+1) et(k—l)(ek + 1)

—t+1
k=1 ' efk=1)

e—t(k‘l'l) + et(k—l)(ek + 1)

= (t + 1)e*
= ( )

et 4otk 1 1) = (t+ De(k - 1)

e~tk+1) 4 pt(k=1)+k+In (ek+1) — (t + 1)ek(k ~1)
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—t(k+1)

Bu noktada, esitligin her iki tarafini da e ile ¢arparsak, elde edilen ifadeyi

—t(k+1)

x=e olarak tanimlayabiliriz. Bdylece, esitligi x cinsinden yazabiliriz:

x + xet(e-D+k+In (ek+1) — (t + 1)ek(k — 1)z
x + xet(k—D+k+In (e*+1) _ (t + 1)ek(k —1x =0

x(l + et(k—1)+k+ln (ek+1) _ (t + 1)ek(k _ 1)) =0

Bu ifadede, x = 0 bir ¢dzliim olabilir, ancak bu, t = —oo anlamina gelir ki, bu
mantikli bir sonug¢ degildir. Dolayisiyla, x = 0 olmadigini varsayarak, esitligin her iki

tarafin1 da x ile bolerek, asagidaki ifadeyi elde ederiz:
1+ et(k—1)+k+ln (ek+1) _ (t + 1)ek(k - 1) =0
Bu ifadeyi t cinsinden ¢ozmek, genel bir formiille miimkiin degildir. Ancak,
sayisal yontemler kullanarak, yaklasik bir ¢6ziim bulabiliriz. Ornegin, Newton-Raphson

yontemini kullanarak, t i¢in bir baslangi¢ tahmini olarak t, = 0 alabiliriz. Sonra,

asagidaki formiilii tekrarlayarak, t degerini yakinsayana kadar giincelleyebiliriz:

S
=T )

Burada, f(t) verilen fonksiyonun kendisi, f'(t) ise tiirevidir. Tirevi asagidaki

gibi hesaplayabiliriz:

d
f’(t) — E(l + et(k—1)+k+1n (ek+1) _ (t + 1)ek(k _ 1))

— (k _ 1)et(k—1)+k+ln (e*+1) _ ek(k _ 1)
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Bu formiilii kullanarak, t i¢in yaklasik bir ¢6ziim bulabiliriz. Ornegin, k = 2

oldugunda, asagidaki degerleri elde ederiz:

to =0

t, =t _;((ii)) —0.333
t, =t —;((211)) —0.347
ty=t, — ;((Z)) —0.347

Goriildugu gibi, t; degeri t, degerine ¢cok yakindir, bu da yakinsama oldugunu
gosterir. Dolayisiyla, t = —0.347diyebiliriz. Bu da x = 0.417anlamina gelir. Bu, verilen

fonksiyonun sabit noktasidir.

4.1.2.4. Daralma Doniisiimiiniin Lineer Denklem Sistemlerine Uygulanmasi
i1=1,2,..n , b; € R olmak lizere,
allxl + alzxz + -+ al,nx,n = b1

a21x1 + azzxz + -+ az,nx,n = bz

A%, +a,x, ++a,,x,=Db,

lineer denklem sisteminin x* = (x4, x5, ..., x,.*) seklinde bir tek ¢oziimiiniin varlig
icin sistemdeki reel katsayilarinin saglamasi gereken kosulu arastiralim. Lineer denklem

sistemi R’ de
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a11 + 1 alZ e al/n, bl xl
azy  Gpp+1l ... Q2p b, 2,

A = o : . |=maB=| | X =]
l a;ﬂ a;sz e Quu t 1J lan Xn

icin, AX — B = X seklinde yazilabilir.
Vx,4 € R"icind, (x,4) = max {|x; — ©;|} olmak tizere (R™, d,) tam metrik
<n

uzaymielealip § : (R",dy,) — (R",d) doniistimiinii tanimlayalim. Vx, ¢ € R igin,

n

doo(6 )— max Zaij (i —¢)|; < max Z|au|d (x,4)

1<i<n 1<i<n
j=1

olup

o= mZ ]

iken, dm((Sx, %) < Ap.do(x,2) olur. § doniisimiiniin bir daralma donilisiimii olmasi

icin 4y < 1 olmalidir.
Vx,4 € R" i¢cin

d (o) = ) lv— il
i=1

seklinde ise (R"™,d;) tam metrik uzayindan bu uzaya tanimli § doniisiimiinii ele

aldigimizda, Vx, ¢ € R" igin

n n

dl(dxfdy) = Z Zlaijl(xi_’y’i)

i=1|j=1
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n
< di(x,9). mjgb{ZIai,-l}
i=1
ve
n
A, = max Z a;;
1 1<j</n{ | Ul}
i=1

iken d, (Sx, 6%) < A;.d;(x,4) olup A; < 1 iken § dontisiimii bir daralma dontistimiidiir.

Vx,y € R"vep > 1i¢in

d,(x,4) =

n

1
D (=l

i=1

i¢in, (d;,, ]R”) tam metrik uzayindan kendisine tanimli bir doniisiim § olsun. Vx, ¢ € R”™

i¢cin

[, (6., 6,)]”

IA

IA

n n »
Z z aj(x; = y;)
i=1|j=1

n n n
ZZ|aij|-Z|xj ~y,l”
i=1 j=1 j=1

> lay’[dy )] i

ij=1
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n
Ap = Z ||
ij=1

alindiginda, d,(8,,6,) < A,.d,(x,4) olur. 4, <1 iken 6 : (R*,d,) — (R",d,)
doniistimii bir daralma doniistimiidiir.

Ao <1,4; <1,1, <1 kosullarindan biri saglandiginda § doniistimiiniin x* €
R™ seklinde bir tek sabit noktasi vardir. §” nin sabit noktast AX — B = X denkleminin
kokii ve dolayisiyla bu denklemin temsil ettigi lineer denklem sisteminin ¢oziimiidiir. Bu
durumda, x(©® = (xl(o),xz(o), ,xn(o)) baslangi¢ yaklasim R”™ de keyfi bir nokta
olmak iizere ve k € Nigin, ) = Ax*~D 4+ x =1 4 B geklindeki (x®) c R™ dizisi

x* noktasina yakinsar. Bu yaklagimin hizi

k

1-2

§(x®, x7) < d(x®,x©)

esitsizligi ile belirlenir. Burada & metridi; do,, dy, d,, metriklerinden biri ve 1 da 44, 44, 4,,

sayilarindan biridir.

Ornek 4.17.
x+2y=5
3x—y =2
4x+y =6

Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii, Banach sabit nokta teoremini kullanarak
bir iterasyon yontemi ile bulunabilir. Bunun i¢in, 6nce denklem sistemini matris
formunda yazmak gerekir. Ornegin, yukaridaki denklem sistemini artirilmis matris

seklinde yazarsak,
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elde ederiz. Bu matrisi, Gauss eliminasyon yontemi ile satir eselon formuna getirelim.

1 2 5
0 -7 -13
0 O 1

Bu matrisin son satirt, 2 = 1 oldugunu gosterir. Bu degeri, geriye dogru yerine

koyarak, ¢ ve x degerlerini bulabiliriz.

{y—7z=—13
x+2y =5
(.
x =17

Boylece, lineer denklem sisteminin tek ¢oziimii (x,4,3) = (17,—6,1) olur. Bu
¢Oziimii, Banach sabit nokta teoremini kullanarak da bulabiliriz. Bunun igin, Once

denklem sistemini T (x, ¢, 2) = (%, 4, ) seklinde yazalim.

x=5-2y

Bu denklem sistemi, bir fonksiyon 7 : R3> — R3 tamimlar. Bu fonksiyonun sabit
noktasi, lineer denklem sisteminin ¢Oziimiine esittir. Bu fonksiyonun bir daralma

oldugunu gostermek icin, R3’teki metrik olarak standart Oklid mesafeyi kullanalim.

Yani, d((x1,41,%1), (X2, 42, 22)) = /(21 — 22)% + (41 — $2)? + (31 — 52)? olsun,
O zaman, 7’nin daralma sabitini bulmak igin, d(T(x1,%1,31), T (%2, Y2, 32))'Yi

hesaplayalim.

1 1 2
d(T (%1, Y1, 81), T (%2, 42,22)) = \/(5 — 24, —5+24y,)%2 + (73 +z, — 73 — Zz) +(1—1)2
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= 4y — 42)? + (31 — 72)?

S VA1~ 92)* + 431 — 52)?
= 2J (41— ¥2)* + (31 — 22)2
= 2\/(951 —%2)% + (41 — 42)* + (51 — 52)*

= 2d((x1,%1,31), (%2,%2,32))

Bu esitsizliklerden, 7 ’nin bir daralma oldugu ve daralma sabitinin 4 = 2 oldugu
goriiliir. Bu durumda, Banach sabit nokta teoremine gore, 7 nin R3’te bir ve yalmz bir
sabit noktas1 vardir. Bu sabit noktayi, T’yi baslangi¢c noktasindan iterasyon yoluyla
uygulayarak bulabiliriz. Ornegin, baslangic noktasi olarak (%, %o, 3¢) = (0,0,0) alalim.

O zaman, 7’yi uygulayarak, sirastyla (x4, 41, 31), (2, %2, 22), ... noktalarini elde ederiz.

13
G 92,20) = To, 90, 20) = T(0,0,0) = (5,,1)

Bu iterasyonu, iki ardisik nokta arasindaki mesafe istedigimiz hassasiyete ulasana

kadar devam ettirirsek, sabit noktaya yaklasiriz. Ornegin,

(%10, Y10, 310) = (17.000000000000014, —6.0000000000000036,1.0)
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noktasini elde ederiz. Bu nokta, lineer denklem sisteminin ¢oziimiine ¢ok yakindir. Bu
yontem, lineer denklem sistemlerinin sayisal olarak ¢oziilmesinde kullanilan bir

yontemdir.

4.1.3. Optimizasyon Problemleri

Optimizasyon problemleri, bir fonksiyonun minimum veya maksimum degerini
bulmay1 amaglayan problemlerdir. Bu fonksiyon, genellikle bir maliyet, kar, verimlilik,
hiz, mesafe, enerji gibi bir niceligi ifade eder. Optimizasyon problemleri, miithendislik,
ekonomi, fizik, kimya, biyoloji gibi bircok alanda karsilagilan problemleri modellemek
icin kullanilir. (Ceng, Ansari & Yao, 2011)

Banach sabit nokta teoremi, optimizasyon problemlerinin ¢dziimii i¢in kullanilan
bir yontemdir. Bu yontem, bir fonksiyonun minimum veya maksimum degerini, o
fonksiyonun sabit noktasi olarak bulmaya calisir. Bunun igin, dnce fonksiyonu, bir
dontigiim olarak yazmak gerekir. Yani, f(x) = 0 denklemini, x = g(x) seklinde yazmak
gerekir. Burada, g(x) bir doniisiimdiir. Daha sonra, bu doniisiimiin, bir metrik uzayda bir
daralma doniisiimii oldugunu gostermek gerekir. Yani, 6yle bir 0 < A < 1 sabiti olsun ki,
Vx,yicind(g(x), g(y)) < Ad(x,w) olsun. Burada, d(x, ¢) bir uzaklik fonksiyonudur.
Bu durumda, Banach sabit nokta teoremine gore, bu doniisiimiin, metrik uzayda tek bir
sabit noktasi vardir. Bu sabit nokta, x* olarak gosterilsin. Yani, g(x*) = x* olsun. Bu
sabit nokta, ayn1 zamanda fonksiyonun minimum veya maksimum degerini veren
noktadir. Yani, f(x*) = 0 olur.

Sabit noktay1 bulmak i¢in, rastgele bir baslangi¢ noktast secelim. Bu nokta, x,
olsun. Ardisik olarak x, ., = g(x,) formiiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan
bir dizi elde edelim. Bu dizi, x* degerine yakinsar. Bu deger, fonksiyonun minimum veya
maksimum degerini verir.

Bu ydntemi, bir drnek iizerinde gosterelim. f(x) = x3 — 3x + 1 fonksiyonunun

minimum degerini bulalim. Bu fonksiyonu, bir doniisiim olarak yazalim. Ornegin,

o) =2~

alalim. Bu doniisiimiin, [0,1] araliginda bir daralma doniisiimii oldugunu gosterelim.

Bunun ig¢in,
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! =1 132 3
9'(®) = 115327 3)

fonksiyonunu bulalim. Bu fonksiyonun [0,1] araliginda maksimum degeri, g'(0) = 0.7
ve minimum degeri, g'(1) = —0.2’tiir. Buda |g'(x)| < 0.7 < 1 oldugunu gosterir. Bu,
g(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda Lipschitz siirekli oldugunu ve Lipschitz sabitinin
0.7 oldugunu gosterir. Bu da g(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda bir daralma doniistimii
oldugunu gosterir.

Sabit noktay1 bulmak igin, baslangi¢c noktasi olarak x, = 0.5 alalim. Ardisik
olarak x,,1 = g(x,) formilini uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan bir dizi elde
edelim. Bu dizi, yaklasik olarak 0.347 degerine yakinsar. Bu da fonksiyonun minimum

degerini veren noktadir. Yani, £(0.347) = —1.39 olur.

Ornek 4.18. f(x) = sinx + cosx fonksiyonunun [0, 7] araliginda maksimum
degerini Banach sabit nokta teoremini kullanarak bulunuz.
Bu sorunun ¢6ziimii i¢in su adimlar1 izleyebiliriz:
> Oncelikle, verilen fonksiyonun [0,7] araliginda maksimum degerini, o
fonksiyonun sabit noktasi olarak bulmaya c¢alisacagiz. Bunun i¢in, Once
fonksiyonu, bir doniisiim olarak yazmak gerekir. Yani, f(x) = 0 denklemini,

x = g(x) seklinde yazmak gerekir. Burada, g(x) bir déniisiimdiir. Ornegin,

f(x)

g(x)=x—T

alalim. Bu donisiimiin, [0,7] aralhiginda bir daralma dontsimi oldugunu

gostermek gerekir. Yani, oyle bir 0 < A < 1 sabiti olsun ki, her x, y i¢in

d(g(x),g(y)) < Ad(x, )

olsun. Burada, d(x,4) bir uzaklik fonksiyonudur. Bu durumda, Banach sabit
nokta teoremine gore, bu doniisiimiin, [0, 7r] araliginda tek bir sabit noktasi vardir.

Bu sabit nokta, x* olarak gosterilsin. Yani, g(x*) = x* olsun. Bu sabit nokta,
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ayni zamanda fonksiyonun maksimum degerini veren noktadir. Yani, f(x*) = 0
olur.
Daha sonra, bu doniisiimiin, [0, 7] araliginda bir daralma doniistimii oldugunu

gosterelim. Bunun igin,

1 .
g x)=1- 10 (cosx — sinx)

fonksiyonunu bulalim. Bu fonksiyonun [0, ] araliginda maksimum degeri,

ve minimum degeri,

Bu da |g'(x)] < 0.9 <1 oldugunu gosterir. Bu, g(x) fonksiyonunun [0, 7]
araliginda Lipschitz siirekli oldugunu ve Lipschitz sabitinin 0.9 oldugunu gdsterir.
Bu da g(x) fonksiyonunun [0, 7] araliginda bir daralma dontsiimii oldugunu
gosterir.

Son olarak, sabit noktay1 bulmak icin, rastgele bir baslangi¢ noktasi secelim. Bu
nokta, x, olsun. Ardisik olarak x,,; = g(x,) formiiliinii uygulayarak, sabit
noktaya yakinsayan bir dizi elde edelim. Bu dizi, x* degerine yakinsar. Bu deger,
fonksiyonun maksimum degerini verir. Asagidaki tabloda, dizi elemanlarinin ilk

10 tanesini gorebiliriz:

S
]
3

1.5
1.457
1.452
1.451
1.451

Al W N R O
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1.451
1.451
1.451
1.451
1.451

©O©| O N o] O

Goriildiigi gibi, dizi 4. adimda sabit noktaya ulasir. Bu da fonksiyonun maksimum

degerini veren noktanin x* = 1.451 oldugunu gosterir. Yani, f(1.451) = 0 olur.

Ornek 4.19. Bir dikdortgenin alanmini sabit tutarak gevresini en aza indirmek
istedigimizi diisiinelim. Bu problemde, ama¢ fonksiyonumuz ¢evre uzunlugu P = 2(1 +
w), alan A = L.w olsun, burada [ ve w dikdértgenin uzunluk ve genisligini gostersin.

Alani sabit tutmak i¢in,

A
W=

olarak yazabiliriz. Boylece, ¢evre fonksiyonunu I cinsinden ifade edebiliriz:
A

P(H)=2 (l + T)

Bu fonksiyonun minimum noktasin1 bulmak i¢in, tlirevini alip sifira esitleyelim:
, A
P(l)=2<1_l_2>=0

Bu denklemin tek ¢oziimii [ = VA 'dir. Bu durumda,
- VA

olur. Yani, ¢evresi en kii¢iik olan dikdortgen, aslinda bir karedir. Bu sonug, geometrik
olarak da mantiklidir.
Bu problemi Banach sabit nokta teoremi ile de ¢o6zebiliriz. Bunun igin,

T (1) =1l — AP’ (1) seklinde bir daralma fonksiyonu tanimlayalim, burada A > 0 bir adim



120

biiytikligtidiir. Bu fonksiyon, P'(l) = 0 oldugunda sabit nokta verir, yani P’nin
minimum noktasidir.
Bu daralma fonksiyonunun gercekten daralma oldugunu gostermek igin, d’yi

Oklid uzaklig1 olarak alalim. O zaman,

d(T (D), T(m)) = /(L = AP'()) — m + AP'(m))? = A/ (P' (1) — P'(m))?
P’ fonksiyonunun Lipschitz sabiti L olsun, yani
|P'() — P'(m)| < LIl — m|

olsun. Bu durumda,

d(T (D), T(m)) < AL —m)Z = ALd(l, m)

Eger AL < 1 olacak sekilde A segersek, T bir daralma fonksiyonu olur. Bu
durumda, Banach sabit nokta teoremine gdre, 7 ’nin X icinde tek bir sabit noktasi vardir
ve bu noktaya baslangic noktasi l,’dan baslayarak [,,; = 7 (l,,) seklinde iterasyon
yaparak yaklasabiliriz.

Ornek olarak, A4 = 4 olsun. Bu durumda,

P(l) = 2(1 +%)

ve

P =2(1- %)

olur. L = 4 alabiliriz. A igin

()</1<1
4

olacak sekilde bir deger secelim, 6rnegin

/1_1
8
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diyelim. O zaman, daralma fonksiyonumuz

TA) =1—+ 2(1—i) R
8 2 by

olur.

Baslangi¢ noktasi olarak [, = 1 alalim. O zaman, iterasyon sonucu elde edilen

noktalar sdyle olur:

1 1

4 2
L, =7(,) =125 1+1—115

2 =T(y) =1 2tos=1

I, =T(,) = 1.15 1+1—11913

s =T()= 15— +o3=1

L, =T() = 1.1913 1+ = 1.1979
+ =T () = 1. 4 23826

Goriildiigii gibi, I, degerleri P’nin minimum noktas1 olan [ =4 = 2’ye

yaklagsmaktadir. Bu yontemle, istedigimiz hassasiyette bir yaklasik deger bulabiliriz.

4.1.4. Graf Teorisi

Banach sabit nokta teoremi, bir metrik uzayda bir daralma doniisiimiiniin tek bir
sabit noktast oldugunu sdyler. Bu teoremi, graf teorisi ile ilgili problemleri ¢6zmek i¢in
kullanabiliriz. Graf teorisi, diiglimler ve bu diiglimleri birbirine baglayan kenarlardan
(Edge) olusan ag yapilarini inceleyen bir matematik dalidir. (Abbas ve Nazir, 2013),
(Jain, 2009)
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Banach sabit nokta teoremini kullanarak graf teorisi problemlerini ¢6zmek i¢in su

adimlari izleyebiliriz: (Hutson, Pym, & Cloud, 2005), (Oztiirk, Abbas & Girgin, 2014),
(Samreen & Kamran, 2013)

1.

Problemi, bir graf olarak modelleyelim. Bu graf, G = (V,E) seklinde olsun.
Burada, V digtimler kiimesi, E kenarlar kiimesidir.
Grafa, bir metrik uzay yapisi verelim. Yani, diiglimler arasindaki uzaklig1 6lgen
bir fonksiyon tanimlayalim. Bu fonksiyon, d : V X V — R seklinde olsun. Bu
fonksiyonun, metrik uzayin aksiyomlarini sagladigin1 gosterelim. Yani, her
u,v,w € V igin sunlar gecerli olsun:

» d(u,v) =0 ve d(u,v) = 0ancak ve ancak u = v

» d(u,v) =d(v,u)

» du,w) <d(u,v)+d(w,w)
Grafa, bir doniisiim tanimlayalim. Bu doniisiim, T : V — V seklinde olsun. Bu
doniisiimiin, metrik uzayda bir daralma doniisiimii oldugunu gosterelim. Yani,

Oyle bir 0 < A < 1 sabiti olsun ki, her u, v € V igin
d(T(u),T(v)) < Ad(u,v)

olsun.

Dontigiimiin, metrik uzayda tek bir sabit noktasi oldugunu sdyleyelim. Bu sabit
nokta, v* olarak gosterilsin. Yani, 7' (v*) = v* olsun.

Sabit noktay1 bulmak i¢in, rastgele bir baslangi¢ noktasi se¢elim. Bu nokta, v,

olsun. Ardisik olarak

V1 =T (0,)
formiiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan bir dizi elde edelim. Bu dizi, v*
degerine yakinsar.

Sabit noktanin, problemin ¢oziimiine karsilik geldigini gosterelim.

Bu yontemi, bir 6rnek iizerinde gosterelim. n digimli bir grafin, A renkle

boyanabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosulu bulalim. Bu problemi, bir graf olarak



123

modelleyelim. Bu graf, G = (V,E) seklinde olsun. Burada, V = 1,2, ..., 7 diigiimler
kiimesi, E kenarlar kiimesidir.

Grafa, bir metrik uzay yapisi verelim. Yani, diiglimler arasindaki uzaklig1 dlgen
bir fonksiyon tanimlayalim. Bu fonksiyon, d: VXV — R seklinde olsun. Bu

fonksiyonu, sdyle tanimlayalim:

_ (O, egeru=v
d(u,v) = {1, egeru # v

Bu fonksiyonun, metrik uzayimn aksiyomlarini sagladigini gosterelim. Yani, her
u,v,w € V i¢gin sunlar gecerli olsun:
» (,v)=20vedu,v)=02u="v
» d(u,v) =d(v,u)
» dlu,w) <d(u,v)+d(v,w)
Bu aksiyomlar, tanimdan kolayca goriilebilir.
Grafa, bir doniisiim tanimlayalim. Bu doniisiim, 77 : V — V seklinde olsun. Bu

doniisiimii, s0yle tanimlayalim:

_ u ) egeru € C
T(u)_{minvEC:C(u,U)ﬁE , egeru € C

Burada, C < V sabit bir kiimedir. Bu kiime, grafa verilen bir renk sirasini temsil
eder. Omegin, C = 1,2,3 ise, grafa 1,2,3 diigimlerinin renkleri sirasiyla verilmistir. Bu
dontisiim, grafa verilen renk sirasina gore, renksiz diigiimleri boyamaya calisir. Eger bir
diigiim, C kiimesindeki bir diigiimle komsu degilse, onunla ayn1 rengi alir. Eger komsu
ise, C kiimesindeki komsu olmayan en kii¢lik diiglimiin rengini alir.

Bu doniisiimiin, metrik uzayda bir daralma doniisiimii oldugunu gosterelim. Yani,

Oyle bir 0 < A1 < 1 sabiti olsun ki, her u, v € V igin
d(T(u),T(v)) < Ad(u,v)

olsun. Bu sabiti,
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N =

alalim. O zaman, her u, v € V i¢in su durumlar olabilir:
> Eger u = v, 0 zaman
Tw) =T) ve d(TW),Tw)) =0=2d(u,v).
» Egeru # v ve u,v € C,0zaman
Tw) =uve TW)=v ve d(TW),T®)) =1=2d(u,v).
> Egeru+wv ve u€ecC,v ¢&C,0zaman
Tw)=u ve T(W) € C ve d(T(w),T(¥)) =1< Ad(w,v).
» Egeru+v ve ué¢C,v € (C,0zaman
T(w) eC ve T(v) =v ve d(T(w),T(v)) =1 < Ad(u,v).
» Egeru#v ve u,v & C,0zaman
T(uw),T(v) €EC ve d(T(u),.‘T(v)) <1< Ad(u,v).

Bu durumlar,
d(T(u),T(v)) < Ad(u,v)

oldugunu gosterir. Bu da T'(u) fonksiyonunun metrik uzayda bir daralma donisiimii
oldugunu gosterir.

Dontigiimiin, metrik uzayda tek bir sabit noktas1 oldugunu sdyleyelim. Bu sabit
nokta, v* olarak gosterilsin. Yani, 7(v*) = v* olsun. Bu sabit nokta, grafa verilen renk
sirasina gore, grafa en az sayida renk veren boyamayi temsil eder.

Sabit noktay1 bulmak i¢in, rastgele bir baglangi¢ noktasi secelim. Bu nokta, v,
olsun. Ardisik olarak v, ,; = T (v,,) formiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan
bir dizi elde edelim. Bu dizi, v* degerine yakinsar.

Sabit noktanin, problemin ¢o6ziimiine karsilik geldigini gosterelim. Yani, v*

noktasinin, grafa verilen renk sirasina gore, grafa en az sayida renk veren boyamay1 temsil

ettigini gosterelim. Bunun i¢in, su teoremi kullanabiliriz: (Jain, 2009)

Teorem 4.2. Eger G = (V,E) bir graf ve T: V — V bir doniisim ise, T

doniisiimiiniin sabit noktasi olan v*, grafa verilen renk sirasina gore, grafa en az sayida
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renk veren boyamayi temsil eder. Bu teoremin ispati, su sekildedir: (Hutson, Pym, &
Cloud, 2005), (Oztiirk, Abbas & Girgin, 2014), (Samreen & Kamran, 2013)

Ispat: Eger v*, T doniisimiiniin sabit noktas1 ise, 7(v*) = v* olur. Bu da v*
noktasinin, C kiimesindeki komsu olmayan en kiigiik diigiimiin rengini aldig1 anlamina
gelir. Bu da v* noktasinin, grafa verilen renk sirasina gore, grafa en az sayida renk veren
boyamay1 temsil ettigi anlamina gelir. Ciinkii, eger v* noktasi, daha biiyiik bir diigiimiin
rengini alirsa, grafa bir renk daha eklemek gerekir. Bu da grafa verilen renk sayisini
arttirir. Dolayisiyla, v* noktasi, grafa verilen renk sirasina gore, grafa en az sayida renk
veren boyamayi temsil eder.

Bu teoremi uygulamak i¢in, dncelikle grafa verilen bir renk sirasi belirlememiz
gerekir. Ornegin, grafa 1,2,3,4,5 diigiimlerinin renkleri sirastyla verilmis olsun. Bu
durumda, C = 1,2,3,4,5 kiimesini alabiliriz.

Daha sonra, rastgele bir baslangi¢ noktasi segelim. Bu nokta, v, olsun. Bu noktayz,
grafa verilen renk sirasina gore, grafa en az sayida renk veren boyamayi temsil eden bir
vektor olarak diisiinebiliriz. Ornegin, v, = (1,2,3,4,5) alalim. Bu vektdr, grafa her
diigiime farkli bir renk verdigini gosterir.

Ardigik olarak v, ,; = T(v,,) formiliinii uygulayarak, sabit noktaya yakinsayan
bir dizi elde edelim. Bu dizi, v* degerine yakinsar. Bu deger, grafa verilen renk sirasina
gore, grafa en az sayida renk veren boyamayi temsil eder. Asagidaki tabloda, dizi

elemanlarinin ilk 10 tanesini gorebilirsiniz:

n v,

0 (1,2, 3,4,5)
1 1,2 3,4, 1)
2 1,232 1)
3 1,2,1,2 1)
4 1,2,1,2 1)

Goriildugi gibi, dizi 4. adimda sabit noktaya ulasir. Bu da grafa verilen renk

sirasina gore, grafa en az sayida renk veren boyamanin 2 renk oldugunu gdosterir. Bu
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boyama, v* = (1,2,1,2,1) vektorii ile temsil edilir. Bu vektor, 1 ve 2 diigiimlerinin birinci
renk, 3, 4 ve 5 diigiimlerinin ikinci renk oldugunu gosterir.
Bu teoremi uygulayarak, sabit noktanin, problemin ¢oziimiine karsilik geldigini

gostermis oluruz.

4.2. Ekonomi

Banach Sabit Nokta Teoremi, ekonomi ve oyun teorisinde ¢esitli modellerin
¢dziimlerini bulmak i¢in giiglii bir arag olarak kullanilmaktadir. Ornegin, bir ekonomideki
fiyat dengesi, asir1 talep uyumsuzlugu fonksiyonunun sabit noktasi olarak tanimlanabilir.
Bu fonksiyon, bir metrik uzayda daraltici bir esleme olusturdugunda, Banach Sabit Nokta
Teoremi, fiyat dengesinin varligini ve tekligini giivence altina alir. Ayrica, bu teorem,
fiyat dengesine yinelemeli bir algoritma kullanarak yakinsamanin saglanabilecegini
gosterir. (Gopal, Kumam, & Abbas, 2018), (Kreyszig, 1989)

Banach Sabit Nokta Teoremi, ekonomi ve oyun teorisindeki bu modellerin
analizinde hem teorik hem de hesaplamali sonuglar elde etmek i¢in giiglii bir aractir. Bu
teorem, karmasik sistemlerde denge noktalarin1 bulmak ve bu denge noktalarina
yaklasmak i¢in kullanilan yaygin bir matematiksel yontemdir. Bu sayede, ekonomik ve
oyun teorisi modellerindeki dinamikleri anlamak ve ¢esitli durumlar1 analiz etmek daha

etkili bir sekilde miimkiin olmaktadir. (Border, 1989), (Oztiirk, Abbas & Girgin, 2014)

4.2.1. Nash Dengesi ve Oyun Teorisi

Bir oyunun Nash dengesi, oyuncularin strateji kiimesi tizerindeki karsilikli en iyi
yanit uyumsuzlugu fonksiyonunun sabit noktasi olarak tanimlanabilir. Banach Sabit
Nokta Teoremi, bu fonksiyonun daraltict bir esleme olusturdugunda, Nash dengesinin
varhigim1 ve tekligini garanti eder. Ayrica, oyuncularin Nash dengesine yinelemeli bir
algoritma kullanarak yaklasabilecegini gosterir.

Nash dengesi, oyun teorisi alaninda ortaya ¢ikan bir kavramdir. Oyun teorisi,
karar vericilerin stratejik etkilesimlerini matematiksel olarak modelleyen bir
disiplindir. Nash dengesi, bir oyunda her oyuncunun, diger oyuncularin stratejilerini
bildigi varsayimi altinda, kendi stratejisini degistirerek kazancini artiramayacagi bir
durumdur. Nash dengesi dnemlidir, ¢iinkii bir oyuncunun sadece kendi kararlarina degil,

ayn1 zamanda ilgili diger taraflarin kararlarina da dayali bir durumda en iyi getiriyi



127

belirlemesine yardimci olur. Nash dengesi, ekonomi, siyaset, sosyoloji, biyoloji ve
bilgisayar bilimi gibi pek ¢ok alanda uygulanmaktadir. (Brouwer, 1910)

Banach sabit nokta teoremi, oyun teorisi ve Nash dengesi arasinda bir baglanti
vardir. Bir oyunun Nash dengesini bulmak i¢in, oyunun 6diil fonksiyonunu bir doniistim
olarak tanimlayabiliriz. Bu doniisiim, bir metrik uzayda Banach sabit nokta teoreminin
sartin1 sagliyorsa, o zaman bu doniisiimiin sabit noktasi, oyunun Nash dengesine karsilik
gelir. Bu sekilde, Banach sabit nokta teoremi, oyun teorisinde énemli bir ara¢ olarak
kullanilabilir. (Johnsonbaugh, 1997)

Nash dengesini hesaplamak i¢in, asagidaki adimlar izleyebiliriz: (Nash, 1950a)

1. Oyuncularin stratejilerini belirleyelim. Ornegin, iki oyunculu bir oyun igin, her
oyuncunun iki secenegi olsun: A veya B.

2. Oyuncularin kazanglarmi bir matris olarak gosterelim. Ornegin, oyuncu 1’in
kazancini satirlarda, oyuncu 2’nin kazancini silitunlarda gosteren bir matris
olusturalim. Matrisin her hiicresi, oyuncularin sectikleri stratejiye gore
kazandiklar1 puanlar1 gostersin. Ornegin, oyuncu 1 A secerse ve oyuncu 2 B
segerse, oyuncu 1 3 puan, oyuncu 2 2 puan kazansin.

3. Her oyuncunun en iyi yanitin1 bulalim. Her oyuncu, diger oyuncunun stratejisini
bildigi varsayimi altinda, kendi kazancinm1i maksimize edecek stratejiyi secer.
Ornegin, oyuncu 1, oyuncu 2’nin A sectigini bildigi durumda, kendi kazancini
maksimize etmek i¢in A seger. Ciinkii A sectiginde 4 puan, B sectiginde 1 puan
kazanir. Bu durumda, oyuncu 1’in A’yakarsi en iyi yanit1 A dir. Benzer sekilde,
diger oyuncunun stratejilerine karsi en iyi yanitlart bulalim.

4. Nash dengesini bulalim. Nash dengesi, her oyuncunun en iyi yanitinin birbiriyle
eslestigi durumdur. Yani, hi¢bir oyuncu tek tarafli olarak stratejisini degistirerek
kazancini artiramaz. Ornegin, oyuncu 1’in A’ya karst en iyi yanitt oA,
oyuncu 2’nin A’ya kars1 en iyi yanit1 B ise, (A, B) bir Nash dengesidir. Oyunda

birden fazla Nash dengesi olabilir.

Nash dengesi icin bir¢ok 6rnek vardir. Oyun teorisi alaninda en bilinen 6rnek,
mahkimun ikilemi adli oyundur. Bu oyunda, iki arkadas suc islemekten tutuklanir ve
polis onlara ayr1 ayr1 sorgu yapar. Her ikisi de suglu olduklarini sdylerse, her biri yedi y1l

hapis cezas1 alir. Her ikisi de yalan sdyler ve su¢suz olduklarini sdylerse, her biri ii¢ yil
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hapis cezasi alir. Biri dogruyu sdyler, digeri yalan sdylerse, dogruyu sdyleyen bir yil,
yalan sdyleyen on yil hapis cezas1 alir. Bu oyunda, Nash dengesi, her ikisinin de suglu
olduklarini sdylemesidir. Ciinkii higbir oyuncu, diger oyuncunun stratejisini bildigi
varsayimi altinda, kendi stratejisini degistirerek kazancini artiramaz. (Geng & Kadah,
2018)

Nash dengesi igin baska bir 6rnek, trafik 1siklaridir. Iki araba farkli yonlerden bir
kavsaga gittiginde, dort segenek vardir: Her ikisi de siirer, her ikisi de durur, araba 1
stirer ve araba 2 durur veya araba 1 durur ve araba 2 siirer. Bu oyunda, Nash dengesi,
her ikisinin de durmasidir. Clinkii hi¢bir oyuncu, diger oyuncunun durdugunu bildigi

varsayimi altinda, siirerek kazancini artiramaz. Aksine, siirerse kaza yapma riski vardir.

Ornek 4.20. iki oyunculu bir oyun diisiinelim. Her oyuncu, 0 ile 1 arasinda bir
say1 secer. Oyuncu 1’in kazanci, sectigi say1 ile oyuncu 2’nin sectigi saymnin farkinin
karesidir. Oyuncu 2’nin kazanci ise, se¢tigi say1 ile oyuncu 1’in segtigi saymin farkinin
karesinin negatifi (yani tersi) dir. Bu oyunda Nash dengesini bulmak i¢in, Banach sabit
nokta teoremini kullanabiliriz. Oncelikle, oyuncularm en iyi yanit fonksiyonlarini
tanimlayalim. Oyuncu 1’in en iyi yanit fonksiyonu, oyuncu 2’nin segtigi sayiy1 x olarak
alip, kendi kazancin1 maksimize edecek sayiy1 veren bir fonksiyondur. Benzer sekilde,
oyuncu 2’nin en iyi yanit fonksiyonu, oyuncu 1’in sectigi sayiy1 ¢ olarak alip, kendi
kazancin1 maksimize edecek sayiy1 veren bir fonksiyondur. Bu fonksiyonlar1 sdyle

yazabiliriz:

1 1
731(95)25"‘9c ) Bz(y)=§—y

Bu fonksiyonlarin grafigini ¢izdigimizde, birbirlerini kesen bir nokta oldugunu
goriiriiz. Bu nokta, her iki oyuncunun da en iyi yanit verdigi noktadir. Yani, bu nokta
Nash dengesidir. Bu noktanin koordinatlarini bulmak ig¢in, fonksiyonlar1 esitleyip

¢Ozelim:

Bi(x) = Ba(y)

1L
2 TF T Y
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x+y = 0

Bu denklemi, oyuncu 1’in en iyi yanit fonksiyonuna yerine koyalim:

1 1
B, (x) :E'*‘x , B1(—y¢) :E—’%

1
Bi(B,(9)) = 27 B, ()

Bu son esitlik, bir doniisiimii tanimlar. Bu doniisiim, oyuncu 2’nin sectigi sayiy1
alip, oyuncu 1’in segtigi say1y1 verir. Bu doniisiimiin sabit noktasi, Nash dengesinin x
koordinatidir. Bu sabit noktay1 bulmak i¢in, Banach sabit nokta teoremini kullanabiliriz.
Bunun ig¢in, 6nce bu doéniisiimiin bir daralma oldugunu gosterelim. Bu doéniisiimiin

daralma sabiti A’y1 sOyle bulabiliriz:

1B1(B2(¢)) — B1(B:(3))|

A =
Y*3z |’y)_Z|
1 1
_ 7_32(%)_7"‘32(5)
A= sup
Y*3 |y_Z|
o BB
Y*Z |y_zl
1 1
1 = G-2)-G~-%)
sup
y*3 |’y)_Z|
A = sup ly — 2l
Y*3 |’y)_Z|
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A < 1 oldugu i¢in, bu doniisiim bir daralmadir. Bu durumda, Banach sabit nokta
teoremine gore, bu doniisiimiin yalnizca bir sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta ardisik
yaklasimlar yontemiyle bulunabilir. Bu yontemde, rastgele bir baglangi¢ degeri secip, bu
degeri doniisiime sokarak yeni bir deger elde ederiz. Bu islemi tekrarlayarak, sabit

noktaya yaklasiriz. Oregin, ¢ = 0.5 diyelim. Bu degeri doniisiime tabi tutalim:

B,(B,(05)) = %—BZ(O.S)

1

B,(B,(0.5) = %—(5—0.5)

B,(B,(0.5)) = 05

Bu degeri tekrar doniisiime tabi tutalim:

B1(B,(0.5)) = %—BZ(O.S)

B,(B,(0.5)) = %—(%—0.5)

B,(B,(0.5)) = 05

Goriildugi gibi, aym degeri elde ettik. Bu, sabit noktaya ulastigimiz1 gosterir.
Yani, Nash dengesinin x koordinat1 0.5’tir. Bu durumda, ¢ koordinati da —0.5 olur.

Sonug olarak, bu oyunun Nash dengesi (0.5, —0.5)'tir.

Ornek 4.21. ki oyunculu bir oyun diisiinelim. Her oyuncu, 0 ile 1 arasinda bir
say1 seger. Oyuncu 1’in kazanci, sectigi say1 ile oyuncu 2’nin segtigi sayinin toplaminin
karesidir. Oyuncu 2’nin kazanci ise, sectigi say1 ile oyuncu 1’in segtigi sayinin
toplaminin karesinin negatifi (yani tersi) dir. Bu oyunda Nash dengesini bulmak i¢in,
Banach sabit nokta teoremini kullanabiliriz. Oncelikle, oyuncularin en iyi yanit
fonksiyonlarmi tanimlayalim. Oyuncu 1’in en iyi yamt fonksiyonu, oyuncu 2’nin

sectigi saytyr x olarak alip, kendi kazancini maksimize edecek sayiy1 veren bir
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fonksiyondur. Benzer sekilde, oyuncu 2’nin en iyi yanit fonksiyonu, oyuncu 1’in sectigi
say1y1 4 olarak alip, kendi kazancini maksimize edecek sayiy1 veren bir fonksiyondur.

Bu fonksiyonlar1 sdyle yazabiliriz:

Bix)=1-x , B,(y)=1-y»

Bu fonksiyonlarin grafigini ¢izdigimizde, birbirlerini kesen bir nokta oldugunu
goriiriiz. Bu nokta, her iki oyuncunun da en iyi yanit verdigi noktadir. Yani, bu nokta
Nash dengesidir. Bu noktanin koordinatlarini bulmak ig¢in, fonksiyonlar1 esitleyip

¢ozelim:

Bi(x) = By(w)

1-x = 1-»

Bu denklemi, oyuncu 1’in en iyi yanit fonksiyonuna yerine koyalim:

Bi(x)=1—-x , Biy)=1-%

B1(B2(¢)) =1 - By(w)

Bu son esitlik, bir doniisiimii tanimlar. Bu doniisiim, oyuncu 2’nin sectigi say1y1
alip, oyuncu 1’in segtigi say1y1 verir. Bu doniisiimiin sabit noktasi, Nash dengesinin ¢
koordinatidir. Bu sabit noktay1 bulmak i¢in, Banach sabit nokta teoremini kullanabiliriz.
Bunun igin, énce bu doniigiimiin bir daralma oldugunu gosterelim. Bu doniisiimiin

daralma sabiti A’y1 s6yle bulabiliriz:

1B2(B1(¢)) — B2(B1(3))|

)]
$#7 ly — 3|
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|1-B,(y) —1+Bi(3)l
A = sup
Y*3 ly — 3]

|B.(2) — Bi(»)l

1 =
Y*3 ly — 3l
1 1
1 = G+2)-G+y)
sup
Y*3 ly — =l
Z—
1 - Supl yl
yizl’g'_zl
A =1

A < 1 oldugu igin, bu doniisiim bir daralmadir. Bu durumda, Banach sabit nokta
teoremine gore, bu doniisiimiin yalnizca bir sabit noktas1 vardir ve bu sabit nokta ardisik
yaklagimlar yontemiyle bulunabilir. Bu yontemde, rastgele bir baslangi¢ degeri se¢ip, bu
degeri doniisiime sokarak yeni bir deger elde ederiz. Bu islemi tekrarlayarak, sabit

noktaya yaklasiriz. Oregin, ¢ = 0.5 diyelim. Bu degeri doniisiime sokalim:

B, (B,(0.5)) 1—B,(0.5)

1~ (t+0s)
Lo

B,(B1(05)) = 0

B,(B1(0.5))

Bu degeri tekrar doniisiime sokalim:

B,(B1(0)) = 1-B4.(0)
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By(By(0)) = 1- (% +0)

B,(B,(0)) = 0.5

Bu degeri tekrar doniisiime sokalim:

B,(By(0.5) = 1—B,(05)
B,(B,(05)) = 1—(%+0.5)
B,(B1(05)) = 0

Goriildugii gibi, 0 ve 0.5 degerleri arasinda gidip geliyoruz. Bu, sabit noktanin bu
iki degerin ortalamasi oldugunu gosterir. Yani, sabit nokta 0.25’tir. Bu durumda, Nash
dengesinin ¢ koordinati da 0.25 olur. Sonu¢ olarak, bu oyunun Nash dengesi
(0.5,0.25)'tir.

4.2.2 Cournot Modeli

Banach sabit nokta teoreminin uygulama alanlarindan biri de ekonomi teorisidir.
Cournot modeli, iki veya daha fazla firma arasindaki rekabeti analiz eden bir ekonomik
modeldir. Bu modelde, her firma kendi iiretim miktarii belirlerken, diger firmalarin
tiretim miktarlarini sabit varsayar. Bu varsayim altinda, her firmanin karim1 maksimize
eden liretim miktari, bir sabit nokta problemi olarak ifade edilebilir. Bu problem, Banach
sabit nokta teoremi ile ¢oziilebilir ve her firmanin iiretim miktar1 ve piyasa fiyati
bulunabilir. (Echenique & Oviedo, 2004)

Cournot modelinin varsayimlar1 sunlardir:
» Piyasada homojen mal iireten iki firma vardir.
» Firmalar “0” maliyetle liretim yapmaktadir.

» Firmalarin amaci kar maksimizasyonudur.
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» Her firma kar maksimizasyon diizeyini belirlerken diger firmanin {iretim diizeyini
degistirmeyecegini varsayar.
» Firmalar liretim rekabeti yapmaktadir.

Cournot modeli, iki firmanin iiretim kararlarinin birbirine nasil bagl oldugunu
gosteren bir ekonomik modeldir. Bu modelde, her firmanin iirettigi mal miktari, diger
firmanm irettigi mal miktarina bir tepki fonksiyonu olarak tanimlanabilir. Bu tepki
fonksiyonlarinin kesistigi nokta, piyasa dengesini verir. Cournot modeli, diiopol

piyasalarin analizinde sikga kullanilan bir modeldir. (Echenique & Oviedo, 2004)

Ornek 4.22. Cournot modelinin sabit nokta teoremi ile ¢dziimiinii iceren bir
problem ¢6zmek i¢in, su adimlari izleyebilirsiniz:

1. ki firmanmn tepki fonksiyonlarii belirlenir. Ornegin, g, Ve g, firmalarm iiretim

miktarlari, a ve b piyasa talebini belirleyen parametreler, ¢ ise maliyet sabiti

olsun. Bu durumda, tepki fonksiyonlar1 sdyle olabilir:

_a—bg,—c
%1_ 2b

_a_bq,l_c
92 = b

2. Tepki fonksiyonlari birlestirerek bir sabit nokta denklemi elde edilir. Ornegin,

g1 Ve g icin sabit nokta denklemleri sdyle olabilir:

qa—pi=ba—c_
g = 2b
! 2b

Cc

qa—pi=baz—c_
4 = 2b
2 2b

Cc

3. Sabit nokta denklemlerini basitlestirerek kokleri bulunur. Ornegin, g, Ve g, igin

kokler sdyle bulunabilir:
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a—c
3b

941 =

a—c
3b

42 =

4. Kokleri kullanarak piyasa fiyatim hesaplariz. Ornegin, piyasa fiyat1 sdyle
hesaplanabilir:

bZ(a—c)_a+Zc
3p 3

p=a—b(g,+q;)=a—

5. Sonuglar yorumlanir. Ornegin, sonuglar sdyle yorumlanabilir:

» Her firma piyasa dengesinde

a—c
3b
mal uretir ve
a-+ 2c
3
fiyatindan satar.
> Her firmanin kari
(a—c)
9b

olur.
» Piyasa dengesi, her firmanin diger firmanin tiretim miktarina tepki verdigi
bir sabit nokta problemi olarak bulunur.
» Sabit nokta teoremi, bu problem i¢in bir ¢éziimiin varligini ve tekligini

garanti eder.
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Bu adimlari bir soru iizerinde uygulayalim. Ornegin, piyasa talebi p = 100 — 24
olan ve maliyet sabiti ¢ = 10 olan iki firma arasindaki Cournot rekabetini ele alalim. Bu

durumda, her firmanin tepki fonksiyonu soyle olur:

100-2q,-10 45—g,
G = 4 T2

10024, - 10 45— g,
G2 = 4 =T

Sabit nokta denklemleri ise sdyle olur:

45 —g
9 =45—T1=90—45+41=45+41
! 2 4 4
45 — g,
%:45— 7 _90-45+4g, 45+4,
2 2 4 4

Basitlestirerek kokleri buluruz:

g1 =15
%2=15

Piyasa fiyatin1 hesaplariz:

p =100 — 2(15 + 15) = 100 — 60 = 40

Sonuglar1 yorumlarsak:

Y

Her firma piyasa dengesinde 15 mal tiretir ve 40 fiyatindan satar.
Her firmanin kar1 (40 — 10) x 15 = 450 olur.

YV VvV

Piyasa dengesi, her firmanin diger firmanin iiretim miktarina tepki verdigi bir

sabit nokta problemi olarak bulunur.

Y

Sabit nokta teoremi, bu problem i¢in bir ¢6ziimiin varligin1 ve tekligini garanti

eder.
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4.3. Mithendislik

Banach Sabit Nokta Teoremi, miihendislikte ¢esitli problemleri ¢ézmek igin
onemli bir matematiksel arag olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu teorem, bir metrik uzayin
icerisindeki daraltici bir esleme altinda bir tek sabit noktanin varligini garanti eder. Soyut
matematikte oldugu kadar, miihendislikte de genis bir uygulama yelpazesine sahiptir.
Ornegin, diferansiyel denklemler, integral denklemler ve fonksiyonel denklemler gibi
karmasik matematiksel yapilar1 igeren problemlerin ¢éziimiinde Banach Sabit Nokta
Teoremi kullanilabilir. Bu teorem, bu tiir denklemlerin ¢dziimlerinin varligini ve tekligini
saglamak adina giiglii bir temel olusturur. (Gopal, Kumam, & Abbas, 2018), (Kreyszig,
1989)

Miihendislik alaninda karsilagilan pek cok problemin soyut matematiksel bir
cergevede ele alinmasi gerektigi diistintildiigiinde, Banach Sabit Nokta Teoremi, bu
problemlerin matematiksel modellemesini ve analizini kolaylastirir. Ayrica, mithendislik
uygulamalarinda sayisal ¢ozlimler arayisinda olanlar i¢in saglam bir temel sunar.

Rota problemleri gibi karmasik mithendislik sorunlari, fonksiyonel denklemlerle
ifade edilebilir ve Banach Sabit Nokta Teoremi kullanilarak yinelemeli yontemlerle
coziilebilir. Iletisim miihendisliginde ve diger disiplinlerde, bu teorem, problemlerin
¢Oziimiinde etkili bir ara¢ olarak kullanilabilir.

Ayrica, kimyasal denklemlerin, genetik algoritmalarin test edilmesinin ve gergek
diinya uygulamalarinin ¢oziimiinde Banach Sabit Nokta Teoreminin kullanilmasi,
matematiksel c¢oziimlerin miihendislik pratigindeki Onemini vurgular. Bu teorem,
miihendislik problemlerini soyutlastirmak, basitlestirmek ve ¢ozmek icin giiclii bir arag
olarak One ¢ikar, ayn1 zamanda sayisal ¢ozlimler i¢in saglam bir temel sunar. Banach
Sabit Nokta Teoremi, miihendislikte karsilasilan karmagsik problemlerin {istesinden

gelmek i¢in hem gii¢lii hem de zarif bir matematiksel aragtir.

4.3.1. Newton-Raphson yontemi

Banach sabit nokta teoremi, Newton-Raphson yonteminin temelini olusturur. Bu
yontem, bir fonksiyonun tiirevini kullanarak, baslangic noktasindan baslayarak,
fonksiyonun sifir oldugu noktaya dogru adim adim ilerler. Her adimda, fonksiyonun
grafigi ile x-ekseni arasindaki kesisme noktasi, bir sonraki yaklasik kok olarak alinir. Bu

islem, istenen hassasiyete ulasana kadar tekrarlanir.
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Newton-Raphson yonteminin Banach sabit nokta teoremini nasil kullandigini

gormek icin, sOyle bir fonksiyon tanimlayalim:

@
9B =)

Bu fonksiyonun sabit noktasi, g(x) = x oldugu yerdir. Bu da f(x) = 0 oldugu
yerdir. Yani, bu fonksiyonun sabit noktasi, aradigimiz koktiir. Simdi, bu fonksiyonun bir
daralma dontisiimii oldugunu, yani Banach sabit nokta teoreminin kosullarini sagladigini

gosterelim. Bunun i¢in, soyle bir esitsizlik gdstermemiz gerekir:

lg(x) — g(y)| IS Alx — y|

Burada, A bir sabit olup, 0 < A < 1 olmalidir. Bu esitsizligi kanitlamak i¢in,
ortalama deger teoremini kullanacagiz. Buna gore, x ve ¢ arasinda Oyle bir ¢ noktasi

vardir ki,

f(&x) — f(y)

Y =/'©

Bu durumda, soyle yazabiliriz:

fG)—fly) @ —fly) f&x)-f(y)

9@ =9l = =y Y T )
_ @ -f® @ -fw
- f'(x) f'(y)
_ (- f(y)‘l
fr@)f' ()
f&-1'y)
| alx — yl

[ f'(y)
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Burada, son adimda, |x — ¢|'nin q ile garpilmasinin esitsizligi bozmayacagini
varsaydik. Bu varsayim, f'(x) ve f'(¢)nin aym isarete sahip oldugu durumlarda
gecerlidir. Eger farkli isaretlere sahip olsalardi, o zaman g(x) fonksiyonu daralma
dontisimii olmazdi ve Newton-Raphson yontemi yakinsamazdi. Bu nedenle, bu
varsayim, yontemin ¢aligmasi i¢in gerekli bir kosuldur.

Simdi, A sabitini bulmak i¢in, su esitsizligi kullanabiliriz:

’f’(C)—f’(y) M
F@f @) |~ m

Burada, M ve m sirasiyla, f"(x) fonksiyonunun maksimum ve minimum
degerleridir. Bu degerleri, f"'(x) fonksiyonunun grafigini ¢izerek veya tiirev alarak

bulabiliriz. Eger f" (x) fonksiyonu siirekli ve smirl ise, bu degerler mutlaka vardir. Bu
durumda, A = ﬁz alabiliriz. Eger 0 < A < 1 ise, 0 zaman g(«x) fonksiyonu bir daralma
m

dontisiimiidiir ve Banach sabit nokta teoremine gore, sabit noktas1 vardir ve bulunabilir.
Bu sabit nokta, f (x) = 0 oldugu yerdir, yani koktiir.
Newton-Raphson yonteminin algoritmasi sdyle dzetleyelim:
1. Baslangi¢ noktasi x secilir.

2. xq olarak baslanir.

f(xn)
' (x0)

4. |x,41 — x,| < €ise, durulur ve x,, ., yaklasik kok olarak kabul edilir. Burada, €

3. 21 =9x,) =x, — hesaplanir.

istenen hassasiyettir.

5. Aksi halde, n = n + 1 yapilir ve 3. adima geri dontiliir.

Bu yontem, Banach sabit nokta teoremi sayesinde, baslangic noktasi uygun
secildigi siirece, koke hizla yakinsar. Bu yontemin avantaji, basit ve hizli olmasidir.
Dezavantajt  ise, baz1 durumlarda yakinsamayabilecegi veya ¢ok yavas
yakinsayabilecegidir. Ornegin, fonksiyonun tiirevi sifir olan bir noktadan baslanirsa,
yontem calismaz. Ayrica, fonksiyonun tiirevinin biiyiikk oldugu veya degisken oldugu
noktalarda, yontem istikrarsiz olabilir. Bu nedenle, yontemi uygulamadan once,
fonksiyonun grafigini incelemek ve uygun bir baglangi¢ noktasi se¢mek dnemlidir.

Bu sekilde, Newton-Raphson yonteminin, Banach sabit nokta teoremini

kullanarak, bir fonksiyonun kokiinii bulmak igin nasil ¢alistigin1 agiklamis olduk. Bu
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yontem, optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde de kullanilabilir. Ornegin, bir
fonksiyonun minimum veya maksimum noktasin1 bulmak icin, fonksiyonun tiirevinin
sifir oldugu noktay1 bulmak gerekir. Bu da Newton-Raphson yontemi ile yapilabilir. Bu
yontemin genellemeleri ve varyasyonlar1 da vardir. Ornegin, ¢ok degiskenli fonksiyonlar
icin, Newton-Raphson yOnteminin matris formu vardir. Ayrica, fonksiyonun tiirevini
hesaplamak zor oldugu durumlarda, tiirevi yaklastiran yontemler de kullanilabilir. (Ceng,

Ansari & Yao, 2011)
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu Yiiksek Lisans Tezinde, matematiksel analiz ve uygulamali matematigin
cesitli alanlarinda 6nemli bir teorem olan daralma doniisiimii prensibi temel alinarak
genis bir yelpazedeki konular1 kapsamaktadir. {1k béliimlerde, metrik uzaylar ve normlu
uzaylar gibi ve bunlarla birlikte daha sonraki boliimlerde kullanilan temel matematiksel
kavramlar1 tanimlandi ve bu uzaylarda Banach sabit nokta teoreminden yararlanilarak
elde edilen daralma doniisiimiiniin temel prensipleri incelendi.

Ardindan, vektdr uzaylart ve modiiler metrik uzaylar iizerinde daralma
doniisiimiinlin uygulanabilirligi kisaca arastirildi. Bu boéliimlerde, teoremin genis bir
yelpazedeki matematiksel yapilar {izerinde nasil genellenmis oldugunu ve bu
genellemeyle ilgili 6nemli sonuglari gozlemlendi. (Chistyakov, 2010), (Chistyakov,
2015), (Kannan, 1968)

Tezde, daralma doniisiimii teoreminin c¢esitli uygulama alanlarinda nasil
kullanildigin1 detayli bir sekilde inceleyerek, matematiksel analiz, ekonomi ve
miihendislik gibi farkli disiplinlerde elde edilen 6nemli sonuglari ortaya koymaktadir.

Matematiksel analiz bashigi altinda, cebirsel denklemlere uygulanmasiyla
baslayarak integral ve diferansiyel denklemlere kadar cesitli alanlarda daralma
doniisiimiiniin nasil uygulandig1 detayli bir sekilde incelendi. Ozellikle, Fredholm ve
Volterra integral denklemleri ile Cauchy baslangic deger problemleri alanindaki
uygulamalar, daralma doniisiimiiniin bu alanlardaki gii¢lii etkisi goriilmistir. Bu
uygulamalar, bu tiir denklemlerin ¢6ziimiinde daha etkili ve genel bir yaklagim
sunmaktadir. Lineer denklem sistemlerinden optimizasyon problemlerine, graf
teorisinden ekonomik modellere kadar genis bir yelpazede uygulama alanlarina
odaklanildi. Nash denge noktalart ve oyun teorisi baglaminda, Cournot modeline
uygulamalar yaparak ekonomi alanindaki etkileri incelendi. Son olarak, miihendislik
alaninda Newton-Raphson yontemine olan uygulamalar1 detayli bir sekilde ele alarak,
daralma doniisiimiiniin miithendislik problemlerine nasil katki sagladigi gosterilmistir.

Tezde, daralma doniisiimii teoreminin matematiksel analizdeki uygulamalarim
desteklemek icin Fredholm integral denklemlerine odaklandi. Daralma doniistimii
prensibi, integral denklemlerinin ¢dziimiinde daha etkili bir yaklagim sunulmustur. Ornek

olarak,
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1

fK(x, Hu(t)dt = f(x)

0

seklindeki Fredholm integral denklemleri ele alindi. Daralma doniisiimii teoreminin
kullanimiyla, bu tiir denklemlerin ¢6ziimiinde benzersizlik ve siireklilik sonuglar1 elde
edildi. Bu, integral denklemleri teorisine yeni bir bakis ag¢isi sunar ve genel ¢6ziim
stratejilerine katkida bulunur.

Nash denge noktalari ve oyun teorisi baglaminda, daralma doniigiimiiniin
ekonomik modellere nasil uygulandig1 ayrintili bir sekilde ele alindi. Cournot modeline
olan uygulamalar, firmalar arasindaki rekabeti modelleme c¢abalarinda daralma
doniistimii teoreminin sagladigi avantajlart gostermektedir. Bu, ekonomik sistemlerin
karar siireclerini ve denge durumlarin1 analiz etmede yeni bir perspektif sunmaktadir.
Tezde, daralma doniisiimiiniin ekonomik modellere olan uygulamalarini1 desteklemek i¢in
Cournot modeline odaklanildi. Cournot modeli, bir pazarda rekabet eden firmalarin
tiretim diizeylerini belirleyen bir oyun teorisi modelidir. Daralma doniistimii prensibi,
Cournot modelinde firmalar arasindaki denge durumlarini analiz etmek i¢in kullanildi.
Ornegin, rekabetci bir pazarda iki firma arasindaki denge noktalarini belirlemek igin
daralma doniisiimii teoremini uygulandi. Bu, ekonomi literatiiriindeki mevcut modelleri
zenginlestirir ve rekabet teorisine yeni bir boyut eklemektedir.

Newton-Raphson yontemine olan uygulamalar, mihendislikteki sayisal
¢ozlimleme problemlerinde daralma donilisiimiiniin nasil kullanilabilecegini ortaya
koymaktadir. Ozellikle karmasik miihendislik problemlerinin ¢dziimiinde daralma
dontisiimii prensibinin etkinligi, bu alandaki miihendislik uygulamalarina yeni bir bakis
acist sunar. Bu, sayisal ¢oziimleme siire¢lerinde daha hizli ve istikrarli sonuclarin elde
edilmesine olanak tanir.

Tezde, daralma doniisiimiiniin miihendislik uygulamalarini desteklemek ig¢in
Newton-Raphson yontemine odaklanildi. Newton-Raphson yontemi, karmasik
denklemlerin sayisal ¢oziimiinde yaygin olarak kullanilan bir yontemdir. Daralma
doniisiimii teoreminin uygulanmasiyla, Newton-Raphson yonteminin daha hizli ve kararlh
bir sekilde ¢bziime ulasabilecegini gosterilmistir. Ornegin, lineer olmayan bir
miithendislik probleminde daralma doniisiimiiniin etkin kullanimi, ¢6ziim siirecini

hizlandirabilir ve sayisal kararlilig1 artirabilir.
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Bu uygulama alanlarindaki sonuglar, daralma doniisiimiiniin genis bir yelpazede
disiplinlerde nasil degerli bir arag¢ oldugunu gosterir. Tezin sagladigi bu teorik ve
uygulamal1 ¢er¢eve, matematiksel analizden ekonomiye ve miihendislige kadar uzanan
uygulamalarda yeni ve etkili ¢6ziim yontemlerinin gelistirilmesine katkida bulunacaktir.
Bu da teorik ¢er¢evemizin uygulama alanlarinda nasil gii¢lendigini gostermektedir.
Daralma doniisiimii teoreminin bu drneklerle desteklenmesi, matematiksel teorinin pratik
problemlere nasil etkili bir sekilde uygulanabilecegini ortaya koyar ve literatiire degerli

katkilar saglar.

5.2 Oneriler

Bu Tez Calismasi, daralma doniisiimii teoreminin genis bir uygulama alaninda
cesitli disiplinlerdeki problemleri ele alsa da bazi sinirlamalar ve ele alinmayan konular
bulunmaktadir. Ayrica, bu konular iizerine gelecekte yapilacak g¢aligmalara yonelik
onerilerde bulunmak 6nemlidir. Bu tezde, daralma doniisiimii prensibinin belirli 6zel
durumlarina odaklanmistir. Genellemeler ve daha karmasik matematiksel yapilar
tizerindeki etkilerini daha ayrintili inceleme yapilabilir.

Banach sabit nokta teoremi, bu tezde belirtilen uygulama alanlarinin yani sira,
diger birgok alanda da kullanilmaktadir. Ornegin Banach sabit nokta teoremi, diferansiyel
geometri, fonksiyonel analiz, fraktal geometri, dinamik sistemler, kaos teorisi, kriptoloji,
kodlama teorisi, yapay zeka, makine 6grenmesi, robotik, goriintii isleme, sinyal isleme,
kontrol teorisi, biyoloji, kimya, fizik, astronomi, meteoroloji, ekoloji, sosyoloji, psikoloji
gibi alanlarda da kullanilmaktadir.

Son olarak Banach Sabit Nokta Teoreminin yami sira diger sabit nokta

teoremlerinin de benzer sekilde uygulama alanlari arastirilip literatiire kazandirilabilir.
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