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OZET

Lineer Olmayan Baz1 Kismi Tiirevli

Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri Uzerine

KIZILDAN, Irmak

Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali

Tez Danismani: Prof. Dr. Emine MISIRLI
Aralik 2023, 45 sayfa

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler modern miihendislik,
optik fiberler, fizik, biyofizik ve gesitli bilim dallarinda meydana gelen bazi
problemler ve arastirmalar i¢in olduk¢a onemli bir alan1 olusturmaktadir. Bu tiir
denklemler, gercek yasam kosullari ile var olan bazi olaylarin ya da problemlerin
matematiksel olarak modellenmesi, incelenmesi ve yorumlanmasi ile ortaya
¢ikmaktadir. Bu tez ¢alismasinda bazi lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin gezen dalga ¢6ziimlerinin (travelling wave solutions) bulunmasi ve

¢oziimlerinin fiziksel davraniglariin incelenmesi amaglanmustir.
Bu tez ¢aligmasinda giris boliimii ile birlikte ti¢ boliim bulunmaktadir.

Ikinci boliimde, evrim (evolution) denklemleri ile ilgili temel tanim, kavram

ve bilgiler ele alinmustir.

Ucgiincii boliimde ise fonksiyonel degisken (functional variable) yontemi ile
ilgili temel tanim ve bilgilere yer verilmistir. Ele alinan yontem lineer olmayan
bazi1 denklemlere uygulanmis ve bu denklemlerin yar1 analitik ¢6ziimleri
bulunmustur. Ayrica bu yontemin uygulandigi bir denklemin, cesitli yontemler ile
elde edilen ¢o6ziimleri incelenip ve dalga tipleri karsilastirilmistir. Coziim
fonksiyonlarindan bazilarmm 3D grafikleri ve 2D grafikleri Mathematica ile

cizdirilmis ve elde edilen yeni ¢oziimlerin dogrulugu saglanmistir.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel degisken yontemi, evrim denklemleri,

soliton ¢oziimleri.






iii
ABSTRACT

ON SOLUTIONS OF SOME NONLINEAR

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

KIZILDAN, Irmak
Master Thesis, Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Emine MISIRLI
December 2023, 45 page

Nonlinear partial differential equations with partial derivatives constitute a
very important field for some problems and research occurring in modern
engineering, optical fibers, physics, biophysics and various branches of science.
Such equations arise by mathematically modeling, studying and interpreting some
events or problems that exist with real life conditions. In this thesis, it is aimed to
find out traveling wave solutions of some nonlinear partial differential equations
and to examine the physical behavior of their solutions.There are three sections in

this thesis study along with the introduction section.

In second section, the basic definitions, concepts and information about the

equations of evolution are discussed.

In the third section, basic definitions and information about the functional
variable method are included. The method under consideration has been applied to
some nonlinear equations and semi-analytical solutions of these equations have
been found. In addition, the solutions of an equation in which this method is
applied, obtained by various methods, were examined and the wave types were
compared. The 3D graphs of some of the solution functions have been plotted
with Mathematica and the accuracy of the new solutions obtained has been

ensured.

Keywords: Functional variable method, evolution equations, soliton

solutions.






ONSOZ

Lineer olmayan evrim denklemleri ve denklem sistemlerinin yar1 analitik
yontemler kullanilarak elde edilen yeni ¢éziimleri; plazma, akiskanlar mekanigi,
optik fiberi ve miithendislik gibi uygulamali pek ¢ok alanda karsilasilan ¢esitli

aragtirmalara ve ¢alismalara katki saglamaktadir.

Bu tez g¢aligmasinda dalga doniisiimii kullanilarak lineer olmayan bazi
evrim denklemlerinin ¢éziimlerine ulasmak amaglanmistir. Elde edilen sonuglarin,
matematik, miihendislik ve doga bilimlerinin ¢6ziimlerinde ayrica uygulamali

birgok alanda gelismelere yol agacagi diistiniilmektedir.

Egitim siirecim boyunca bana tecriibesi, bilgisi ve yol gostericiligi ile destek

veren degerli hocama tesekkiir ve saygilarimi sunarim.
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1. GIRiS

Matematik, kat1 hal fizigi, plazma dalgalari, akigkanlar mekanigi, optik ve
mithendislik alanindaki bazi problemlerin ¢6ziimlenebilmesi i¢in yapilan
caligmalarda matematiksel modellemeye ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu modellemeler
bazen bir diferansiyel denklemin igerdigi fonksiyonlar ile bunlarin tiirevleri
arasindaki iligkiyi ortaya koyar. Diferansiyel denklemler, ¢6ziilmesi amaglanan

bir problem i¢in bir temel olugturmaktadir.

Diferansiyel denklemler (differential equations) ile ilgili yapilan ilk
calismalar 17. yiizyilin ikinci yarisinda, donemin Onde gelen matematik ve
fizikgisi Issac Newton ve Alman bir filozof olan Leibniz’in ¢alismalarindan sonra
ortaya ¢ikmistir. Newton ve Leibniz, diferansiyel ve integral hesabi {izerine ¢esitli
arastirma ve c¢alismalar yapmuslardir. Diferansiyel denklemler ile ilk kez agik
bicimde Newtonun 1671’de yazdigi1 “’Flux metodu ve sonsuz seriler’” adli
calisgmasinda karsilagilmaktadir. Diferansiyel denklemler teorisi daha sonra
yapilan ¢aligmalarla, matematigin hizla gelisen bir alan1 olmustur. Diferansiyel
denklem, bagimli degisken (dependent variable) ile bir veya daha fazla bagimsiz
degiskene (independent variable) gore alinan tiirevlerini kapsayan denklemi ifade
eder. Ele alman y = f(x) fonksiyonu, bunun dy/dx tiirevi, y nin x’e gore
degisim hiz1 olarak ifade edilir. Gergek hayatta meydana gelen olaylar,
¢oziimlenmesi amaglanan problemler ve bazi doga olaylari, degiskenler ve
degiskenlerin degisim hizlar1 gibi birbirlerine bazi temel yasalar ile baghdir.
Ornegin 1865°te Maxwell, bir elektrik akimi ve ona karsilik gelen manyetik alan
arasidaki iligkiyi bir diferansiyel denklem yardimu ile ifade etmistir (Sezer, M.,
Dascioglu A.,2010).

Diferansiyel denklemin tiirevleri, bir veya daha ¢ok bagimli (dependent)
degiskenin tek bagimsiz (independent) degiskene gore adi tiirevlerini icerdiginde,
diferansiyel denklem adi (ordinary) diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Bir

veya daha fazla bagmmli (dependent) degiskeninin en az tek bir bagimsiz



(independent) degiskenine gore kismi tiirevlerini igerdiginde bu denklem de kismi
tiirevli diferansiyel denklem (partial differential equation) olarak adlandirilir

(Ross, S. L., 2004).

Diferansiyel denklemleri siniflandirabilmenin gesitli yollar1 bulunmaktadir.
Bu tiir denklemler icerdigi bagimsiz degisken sayisma gore adi (ordinary)
diferansiyel denklemler (ADD) ve kismi tiirevli (partial) diferansiyel denklemler
(KTDD) bigiminde tanimlanabilir.

Denklemlerde yer alan tiirev ve bagimli degiskenler incelendiginde lineerlik
kosullarma gore lineer ve lineer olmayan (nonlinear) diferansiyel denklemler

olmak tizere siniflandirilabilir (Sezer, M., Dascioglu, A.,2010).

Uzay ve / veya zaman degiskenlerine bagli nicelikler, genellikle temel
fiziksel ilkelere dayanan diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Kismi tiirevli
diferansiyel denklemler sadece bu ilkeleri dogru bir sekilde ifade etmekle kalmaz,
ayrica bir sistemin davranigini ve sistemin baslangi¢ durumundan ve verilen dis
etkilerini de tahmin etmeye yardimci olur. Bu nedenle, kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerden ¢esitli bilim ve miihendislik alanlarinda yararlanilir (Bleecker,
D.,2018).

Kismi tiirevli diferansiyel denklemin bir fonksiyon olan u(u,,u,, ..., u,) in genel

formu;

F(x; x, yers Xy Uy Uy s Uy oo, Uy

seklinde yazilabilir. Burada x; X, ,...,X, bagimsiz degiskenler, u bilinmeyen bir



fonksiyonu, u,, du /dx; in kismi tirevini temsil etmektedir. Kismi tiirevli
diferansiyel denklem , baslangi¢ kosullar1 veya sinir kosullar1 gibi ek kosullarla
ifade edilir. Kismi tiirevli diferansiyel denklemler ile elde edilen matematiksel
sonuglar ve gelismeler uygulamali bilim dallarindaki c¢esitli alanlara yarar
saglamaktadir. Ornegin bu calismalar ve yenilikler fizigin cesitli alanlarmdaki
arastirmalara katkida bulunmustur. Hamilton tarafindan bulunan karakteristikler
yontemi (method of characteristics), optikte ve analitik mekanikte biiylik
gelismeler saglamistir. Fourier yontemi, 1s1 transferi ve dalga yayilimmin
¢oziimiinde, Green's yontemi ise elektromanyetizma teorisinin gelisiminde etkili

olmustur.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemde, denklem ve onunla iliskili ek
kosullardan olusan problemin iyi konumlandirilmis (well-posedness) olup
olmadig1 incelenmektedir. Iyi konum kavramini ilk kez Fransiz matematikci
Jacques Hadamard ortaya atmustir. Iyi konum tamimina gére ¢dziim iic kosulu
saglamalidir; varlik (existence) kosulu ile problemin tek ¢oziimii vardir, teklik
(uniqueness) kosulu ile birden fazla ¢6ztiimii yoktur ve kararhlik (stability) kosulu
ile denklemdeki veya ek kosullardaki kiigiik bir degisiklik, ¢coziimde de kiigiik bir
degisiklige yol agar. COziim, belirtilen kosullarmin tiimiinii sagliyorsa, bir

probleme iyi konumlanmis denir (Pinchover, Y.,Rubinstein, J.,2005).

Sik karsilasilan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin bazilarma ait 6rnekler

asagida verilmistir.
Bir boyutlu 1s1 denklemi,
U = k.

u = (x,t) bagmmli degiskeni, x konum ve t zaman bagimsiz degiskenine

baghdir.



Bir boyutlu dalga denklemi,
U = C%Uyy.

u = (x,t) bagmmli degiskeni, x konum ve t zaman bagimsiz degiskenine
baghdir.

Iki boyutlu dalga denklemi,
Upe = C2(Uyy + Uyy).

u = (x,y,t) bagimh degiskeni, x,y konum degiskenlerine ve t zaman bagimsiz

degiskenine baghdir.
Ug boyutlu dalga denklemi,
U = €% (Uyy + Uyy + Uzz).

u=(x,v,2t) bagimh degiskeni, x,y,z konum degiskenlerine ve t zaman

bagimsiz degiskenine baglidir.
Birinci mertebeden lineer olmayan bir dalga olusum denklemi,
u; + c(Wuy,, = 0.

u = (x,t) bagmml degiskeni, x konum ve t zaman bagimsiz degiskenine

baglidir.
Lineer Schrodinger denklemi,
U + Uy =0, I =vV—-1.

Bir boyutlu dalga denklemi olmak tizere; u = (x,t) bagimlh degiskeni, x konum

ve t zaman bagimsiz degiskenine baghdir.



Kismi tiirevli diferansiyel denklemleri siniflandirmanin yollarindan biri,
denklemleri lineer veya lineer olmayan denklemler olarak ifade etmektir. Kismi
tirevli diferansiyel denklem, bagimli degiskenin ve her kismi tiirevli ifadenin
herhangi bir kuvvetini ya da bagimli degisken ve bu degiskenin tiirevlerinin
birbirleri ile ¢arpimimni igermiyor ise bu tiir denklemlere lineer (linear) kismi
tirevli diferansiyel denklemler, aksi halde ise nonlinear kismi tirevli (partial)
diferansiyel denklemler denir. Bazi lineer olmayan (nonlinear) kismi tiirevli

diferansiyel denklemler asagida verilmistir;

Sine-Gordon denklemi,

Uy — Uy = ASINU.

Liouville denklemi,

— ptu
uxx - utt—e .

Korteweg de-Vries (KdV) denklemi,

U + auuy, + buy,, = 0.

Fisher denklemi ,

u; = Duy, +u(l —u).

Burgers denklemi,

U + Uly = AUy,

Lineer olmayan Schrédinger denklemi (NLS),

U + Uy, + ylul?u=0.



Benjamin-Bona-Mahony denklemi,

Uy + U+ UUy - Uy =0

Literatiirde lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik
¢oziimleri igin ¢esitli yontemler mevcuttur. Bu durumda, elde edilmesi amaglanan
coziimler icin genellestirilip tek bir bigimde bir sonuca ulasilmasinin miimkiin
olmadig1 da asikardir. Lineer olmayan (nonlinear) kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin c¢oziimleri i¢in degisken doniisiimii uygulanir ve denklem adi
diferansiyel denkleme indirgenir. Indirgenen adi formdaki diferansiyel denklemin
¢Ozlimleri i¢cin birgok yontem kullanilmaktadir. Literatiire katki saglayacak
calismalar yapilmasi amaciyla yeni ve gelistirilmis yOntemlere gereksinim

duyulmaktadir.

Lineer olmayan (nonlinear) kismi tiirevli diferansiyel denklemlerinin farkli
yapidaki ¢oziimlerinin elde edilebilmesi igin ¢esitli analitik ve sayisal teknikler
gelistirilmistir ; (GY/G) agihim yontemi (Mirzazadeh et al., 2015; Mirzazadeh et al.,
2017), modifiye edilmis basit denklem (simple equation) (Mirzazadeh, M.,2014),
deneme denklemi yontemi (trial equation method) (Biswas et al., 2018), siniis
Gordon genisletme yontemi (Ekici, M.,2018), Darboux doniisim yontemi
(Chatterjee, P., Saha, D., Wazwaz, A. M., & Raut, S., 2023), (—¢(&)) a¢ilim
yontemi ((—@(§)) expansion method) (Kadkhoda, N., & Jafari, H.,2017), tanh
fonksiyon yontemi (Wazwaz, A. M.,2005), tanh/sech yontemi (Wazwaz, A. M.,
2017), Hirota'nin bilinear yontemi ( Hirota, R.,1971), degistirilmis Kudryashov
yontemi (Tandogan et al., 2013), ... gibi pek ¢cok yontem vardir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler fizik, kuantum mekanigi, jeokimya,
biyogenetik ve miihendislik alanlarindaki c¢esitli olaylar1 tanimlamak igin
kullanilir. Baz1 problemlerin ¢oziilebilmesi i¢in faydalanilan ¢esitli yontemler
mevcuttur. Dogadaki herhangi bir olaym matematiksel olarak modellenmesi ile
olusturulan bir denklem ya da denklem sisteminin gesitli yontemler kullanilarak
coziimlenebilmesi, fiziksel olarak yorumlanabilmesi 6nem tasimaktadir. Birgok

bilim alaninda bu matematiksel modeller ve bazi evrim denklemlerinden



yararlanilarak gesitli ¢aligmalar yapilmaktadir. Bu caligmalarda, lineer olmayan
reaksiyon-difiizyon denklemleri biyoloji bilimlerinde, Navier-Stokes ve Euler
denklemleri akiskanlar mekaniginde, nonlinear Klein-Gordon denklemleri ile
nonlinear Schrodinger denklemleri kuantum mekanigi alaninda, Cahn-Hilliard
denklemleri ise malzeme bilimlerinde karsilagilan bazi evrim denklemleridir

(Zheng, S.,2004). Bu ¢aligmalar asagida verilen 6rneklerle ¢esitlendirilebilir.
(2+1) boyutlu Date—Jimbo—Kashiwara—Miwa denklemi (DJKM),
Ugxxxy T Flyyly T 2Uspxlly + OUyy Uy — Alyyy — 2PUyy = 0,

uygulamali matematikte, diislik yiizey gerilimine ve uzun dalga boylarina sahip su

dalgalarin1 modellemek i¢in kullanilabilir.
Genellestirilmis (3+1) boyutlu bir Kadomtsev-Petviashvili (gKP) denklemi,
Uye + Uy + Uy — U, + 3(uxuy)x + Uyyy = 0,
akiskanlar mekanigi ve plazma fiziginde ortaya ¢ikar.
Korteweg-de Vries denklemi (KdV),
Uy + auuy, + buy,, =0,
s1g su yiizeylerindeki dalgalarin matematiksel bir modelidir.
(2+1) Boyutlu Bogoyavlenskii-Schieff denklemi (CBS),
Unyxy T 2UyUyy + AUyl + Uy =0,
plazma fiziginde ortaya ¢ikar (Ismael, H. F.; Seadawy, A.; Bulut, H.,2021).

Bu tez c¢alismasmda bazi fiziksel denklemlerin yari analitik (semi-
analytical) ¢o6ziimlerini elde edebilmek i¢in fonksiyonel degisken (functional

variable) yontemi ele alinmistir. Ayrica lineer olmayan genellestirilmis bazi



denklemlerin ve bu denklemlerin modifiye edilmis bazi formlari iizerinde, yontem
kullanilarak uygun ¢oziimler ve yaklagimlar elde edilmistir. Bununla birlikte elde
edilen yeni ¢oziimlerin fiziksel bigimlerinin ve davraniglarinin degerlendirilmesi

de amaglanmistir.

fkinci béliimde ise evrim denklemleri (evolution equations) ile ilgili temel

tanimlar, kavramlar ve bilgiler ele alinmistir.

Uciincii bdliimde, fonksiyonel degisken yontemi ile ilgili temel tamm ve
bilgilere yer verilmistir. Ele alinan yontem bazi lineer olmayan denklemler ve
denklemlere uygulanarak yari analitik ¢éziimler elde edilmistir. Ek olarak bu
bolimde fonksiyonel degisken yontemi uygulanan bir denklemin, c¢esitli
yontemler uygulanarak da elde edilen farkli ¢6ziim fonksiyonlar1 incelenmistir ve
¢ozlimlerin dalga tipleri karsilastirilmistir. Ayrica  bulunan yeni ¢oziim
fonksiyonlarmm, Mathematica yardimiyla dogrulugu saglanmis ve 3D grafikleri

ile 2D grafikleri incelenip sunulmustur.



2. EVRIM (EVOLUTION) DENKLEMLERI HAKKINDA
TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde lineer olmayan evrim (evolution) denklemleri hakkinda temel

bilgiler, kavramlar ve yontemler ele alinmistur.

Lineer olmayan evrim denklemleri akigkanlar dinamigindeki dalga
olaylarinda, soguk plazmadaki hidromanyetik dalgalarda, kristallerdeki akustik
dalgalarda, elastik ortamda, optik fiberde, miihendislik ve uygulamali bilim
alanlarinda  karsilasilan ger¢gek yasam problemlerini tanimlamak ig¢in

kullanilmaktadir (Noor, M. A., Noor, K. I., Waheed, A., & Al-Said, E. A.,2011).

Matematiksel fizik, enerji problemleri ve diger alanlardaki giincel ¢alismalar
ve gelismeler, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve
lineerlestirme teknikleri tizerine arastirmalara ivme kazandirmistir. Lineer
olmayan bir sistemin “neredeyse lincer” oldugunu varsayan ¢esitli tekniklerin,
genellikle ¢ok az fiziksel gerekcesi vardir. Sadece matematik alani i¢in degil,
farkli uygulama alanlar1 i¢in de daha fazla ilerleme kaydedilmesi biiyiikk 6neme
sahiptir. Akiskanlar mekanigi, soliton fizigi, kuantum alan teorisi ve lineer
olmayan evrim denklemlerinin tiimii bu tiir gelismelerden yararlanabilecek

alanlardir (Roubicek, T., 2013).

Tarihte ilk kez ‘dalga’ kavramindan bahseden matematik¢i Euler’dir. Daha
sonra 1834 yilinda John Scott Russell, durgun suda aniden hareket eden bir cismin
yaratti@1 dalgalar1 incelemistir. Dalgalarin hizinda bir azalma olmadigmi ve
herhangi bir bigim degisikligine ugramadigini fark etmistir. Dalgalarm deniz
kiyisina kadar azalmadan, yiizeyde devam ettigini gozlemlemistir. Russel

gbzlemlerinden sonra bir deney yapmaya karar vererek su sonuglara ulagmastir:

1) Bu tek dalgalar (solitary waves) kararhdir ve sekillerini degistirmeden
cok biiylik mesafeler kat edebilirler, sudaki dalgalarin siklikla yaptigi gibi

genlikleri azalmaz veya kirilmazlar.

2) Dalganin hizi, dalganm yiiksekligine baghdir.
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3) Bu dalgalar siiperpozisyona (superposition) uymuyor. Daha uzun (hizl)

bir dalga, daha kisa (yavas) bir dalgay1 gegtiginde bunlar birlesip toplanmazlar.

Russel gesitli ¢alisma ve deneyler sonucunda g yergekimi ivmesi , h sonlu

derinlik, d dalganin genligi ve v ise dalganin yayilim hizi olmak iizere;

v=,g(h+d)

bagintisint One stirmiistiir. Russell, tiim su dalgalarmi 'biiyiik birincil ¢eviri
dalgast' (tek dalga seklinde adlandirilan dalgalar) ve ikinci veya salinim sirasina
ait olan dalgalar' olmak iizere iki smifa ayirmistir ve tek dalgalara daha biiyiik

Oonem vererek aragtirmaya deger bulmustur (Helal, MA ,2002).

1871'de Boussinesq ve 1876'da Rayleigh tarafindan ilk kez tek su
yigmlarinin varhigmi belirten matematiksel teori sunulmustur. Bu teori, Diederik
Johannes Korteweg ve doktora 6grencisi olan Gustav de Vries tarafindan 1985°te
"solitonlar" (solitons) denilen dalgalar1 tanimlamak i¢in kullanilan lineer olmayan
bir kismi diferansiyel denklemin ve ¢6ziimlerinin bir ifadesidir. Bu denklem, sig
suyun serbest ylizeyinde dalgalarin bir yonde yayilmasi icin tiiretilen, giiniimiizde
de oldukga onemli evrim denklemlerinden biri olan Korteweg-de Vries (Kdv)
denklemidir (Russell, D. A.,2014) .

Uy + 6uUU, +Uyyy = 0,

seklinde verilen denklem, Korteweg-de Vries (Kdv) denklemidir. Korteweg-de
Vries denklemi zayif nonlinear dalgalar ile ilgili ¢alismalarda olduk¢a 6nemli bir

denklem olmustur.

Optik soliton teorisi, soliton yayiliminin arastirilmasi ve incelenmesi i¢in
lineer olmayan optik fiberler yardimiyla iizerinde ¢alisilan ve olduk¢a 6nemli bir

yere sahip bir teoridir.

Solitonlarin optik fiberler yoluyla yayilmasi, arastirmacilar i¢in énemli bir

aragtirma alan1 olmustur. Optik solitonlar ile ilgili yapilan ¢alismalarda siirekli
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olarak yeni sonuglar elde edilmektedir. Optik solitonlar teorisi ile ilgili en 6nemli
konulardan biri, ftizerinde c¢alisgilan denklemin biitiinlestirilebilirligidir. Bu
denklemi sayisal olarak ¢ézebilecek birkag sayisal sema vardir, ancak solitonlarin
ozelliklerinin analitik ¢alismasi i¢in kapali formda kesin bir ¢dziime gereksinim
duyulmaktadir.  Solitonlarn  dinamiklerini ~ tanimlayan  denklemlerin,

biitiinlestirilebilirligi i¢in faydalanilan birgok yontem vardir (Biswas, A. 2009).

Son yillarda optik soliter dalgalar, (zamansal ve uzaysal solitonlar) yogun
calisma ve arastirmalara konu olmustur. Solitonlar, 151k yogunlugu dagiliminin
neden oldugu bir malzemenin kirilma indisindeki lineer olmayan bir
degisikliginden meydana gelir. Buradaki kirilmanin linecer olmayisi ve darbe
dagilimmin (zamansal solitonlar durumunda) veya 1smn kirmiminmn (uzaysal
solitonlar durumunda) birlesik etkileri birbirini tam olarak telafi ettiginde, darbe
veya 151 sekil degisikligi olmadan yayilir ve kendi kendine hapsolur. Genellikle,
optik fiberlerde soliton olusumundan sorumlu lineer olmayan etkiler 1sik
yogunluguyla dogru orantili olarak yerel bir indeks degisikligine neden olur
(Optik Kerr) . Burada, darbe evrimini yoneten parlak solitonlar ve koyu solitonlar
olmak {tizere iki farkli tiirti olan temel lineer olmayan denklem olan kiibik lineer
olmayan Schrodinger (NLS) denklemi onemlidir. Bu iki dalga tiirii, genel bir
yerellestirilmis ¢oziimler ailesinin iki {iyesi olarak ifade edilir. iki tiir yalmz dalga
birbirlerinden olduk¢a farklidir. Optik fiberlerde gozlenen zamansal solitonlar,
grup hiz dagilimmin yaklasik 1,3 um dalga uzunlugunda kaybolmaktadir ve daha
biiyiikk dalga uzunluklarinda pozitif ve daha kisa olanlarda ise negatiftir. Sonug
olarak, silika optik fiberler her zaman pozitif bir Kerr Katsayisina sahiptir. Silica
optik fiberler ilk durumda karanlik ve ikinci durumda parlak olmak tizere iki farkli
soliton tiirlinii destekler. Benzer durum kendinden kilavuzlu kirisler veya uzamsal
optik solitonlar i¢in de ortaya ¢ikar. Burada kirmim, zamansal alandaki dagilmaya
benzer bir etki verir, ancak lineer olmayanlik, kendi kendine odaklanan lineer
olmayan ortam i¢in pozitif veya kendi kendine odaklanan ortam igin ise negatif
olabilir. Bu yine sirasiyla parlak ve karanlik olmak tizere iki farkli soliton tiiriine

yol agar (Kivshar, YS ve Luther-Davies, B.,1998).

Literatiirde dalga hareketleri ile ilgili bir¢ok veri ve ¢alisma mevcuttur. Bu

calismalarin, lineer olmayan sistemler ile birlikte ¢6ziilmesi daha karmasik
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problemler ortaya g¢ikarmistir. Bu alanda ilk ¢aligmalar Riemann ve Stokes
tarafindan ele almmistir. Son yillarda hiperbolik ve dagitict dalgalar ( non
hyperbolic waves ) olan iki tiir dalga davranisi lizerine ¢aligmalar yapilmaktadir.
Bu calismalarda matematiksel olarak, hiperbolik kismi tirevli diferansiyel
denklemlerin hiperbolik dalga davranisi ifade edilmistir. Klein-Gordon denklemi,

hiperbolik dalga denkleminin temel dayanagi olarak gosterilmistir (Kurt,2019).

Bazi1 problemlerin ¢oziimlerini elde edebilmek ve bu c¢oziimleri
yorumlayabilmek icin bazi yaklasim ve  matematiksel modellerden
yararlanilmaktadir. Ornegin; Haydut dalgalar da denilen topak-soliton
cozeltilerinin elde edilmesi i¢in Kundu Mukherjee-Naskar (KMN) modelinden
yararlanilir (Rezazadeh, H., Kurt, A., Tozar, A., Tasbozan, O., Mirhosseini-
Alizamini, S. M.,2021).
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3. FONKSIYONEL DEGISKEN (FUNCTIONAL VARIABLE)
YONTEMI

Klasik yontemler ile yapilan ¢aligmalardan yararlanilarak, lineer olmayan
evrim denklemlerinin ¢dziimlerine ulasmak her zaman i¢in etkin ve kolay bir yol
olmayabilir. Bu nedenle birgok arastirmaci tarafindan lineer olmayan evrim
denklemlerinin analitik veya yar1 analitik ¢oziimlerini elde edebilmek icin ¢esitli

yontem ve teknikler gelistirilmistir.

Bu tez galismasinda lineer olmayan (nonlinear) kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin ¢6ziim yontemlerinden biri olan fonksiyonel degisken yontemi
(functional variable method) ele alinmistir. Fonksiyonel degisken yontemi, (3+1)-
Boyutlu Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony (WBBM) denkleminlerinin birinci
formuna ve vyari lineer Klein-Gordon denklemine (quasilinear Klein-Gordon
equation) uygulanmustir. Ayrica lineer olmayan bazi evrim denklemlerinden elde
edilen yeni ¢6ziim fonksiyonlarinin 3D grafikleri ve 2D grafikleri Mathematica ile
cizdirilmis, elde edilen ¢oziimlerin dogrulugu saglanmistir. Ek olarak bu boliimde
fonksiyonel degisken yontemi uygulanan WBBM denkleminin, ¢esitli yontemler
uygulanarak da elde edilen farkli ¢6ziim fonksiyonlar1 incelenmistir ve

¢Ozlimlerin dalga tipleri karsilastirilmistir.

Fonksiyonel degisken (functional variable) yontemi ilk kez (A. Zerarka
etal., 2010) ile arkadaslarmin ele aldigi, lineer veya lineer olmayan dalga
denklem siniflarin1 ¢6zmek igin Onerilen bir yontemdir. Bu yontem ile, lineer
olmayan problemlerin lineer yontemler ile ¢Oziilmesi amaglanir. Fonksiyonel
degisken yontemi; soliton benzeri dalgalar (soliton-like waves), siyah solitonlar
(black solitons) veya bikiilme ¢ozeltileri (kink solutions),  kompaktonlar
(compactons) ve kompaktonlar olmayan (noncompactons) ¢ozeltiler gibi kesin

coziimler elde etmek i¢in yararlanilan bir yontemdir.
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Nonlinear evrim (evolution) denklemlerine ait yar1 analitik (semi-

analytical) ¢oziimleri aragtirmak amaciyla asagida verilen {i¢ adim uygulanir.

Lineer olmayan bilinen bir evrim denklemi, bagimsiz degiskenler yardimi ile ele

alindiginda;
G(U, Uy Uy Up, Uyy , Uy Ugg Uyy, Ut .--) = 0, (3.2)

bigimindedir. (3.1) denkleminde G bazi fonksiyonlar olmak tizere u(X, y, t) alt
simgesi kendisi ve kismi tiirevlerini ifade etmektedir. Fonksiyonel degisken

yonteminin baslica adimlar1 asagida sunulmaktadir (Bekir and San, 2012).
Adim 1. Oncelikle ¢ sabiti sifirdan farkl1 bir sabit olacak sekilde,
u(x,y,t)=u) ve &=x+y-ct, (3.2

(3.2)’de verilen dalga dontisiimii ile (3.1) denkleminde verilen lineer olmayan

evrim denklemi;

seklinde adi diferansiyel denklemine indirgenir. Burada P, u(&) nin ardisik

tiirevlerini igeren bir polinomdur. Bu ifade;

__du __ d?%u
UE _E'UEE —E,...

seklinde devam etmektedir.

Adim 2. Fonksiyonel bir degisken olarak, bilinmeyen bir fonksiyon u(§) yi bir

doniisiim olarak kabul edelim:
uz = F(u). (3.4)

ug nin tlirevleri sirasiyla agagida verilmektedir;



15
Ugs = % (F?),
ugg = (F2)'VF?, (3.5)

ugge =5 [(F2)" F2+ 2 (F2)'(F9)],

1

biciminde devam etmektedir. Ayrica '=d / du seklinde tanimlanmaktadir.

Adim 3. (3.4) ve (3.5)°de verilen tiirevli ifadelerden uygun olan (3.3)
denkleminde yerine konuldugunda, (3.3) denklemi asagidaki verilen adi
(ordinary) diferansiyel denklem tipine indirgenir;

Q (u,F,F F"F", .) = 0. (3.6)

&, integral sabiti olmak tizere ve (3.6) denklemi, uygulanan integral islemleri
sonrasinda F ifadesini saglar. (3.6) denklemi (3.4) ve (3.5) denklemleri
kullanilarak, (3.1) ile verilen denklemin uygun yeni ¢dziimlerinin bulunmasini

saglar.
Fonksiyonel Degisken (Functional Variable) Yonteminin Uygulamalari

Bu bolimde, fonksiyonel degisken (functional variable) yontemi lineer
olmayan evrim denklemlerinden (3+1)-Boyutlu Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony
(WBBM) olan denklemlerinin birinci formu ile yar1 lineer Klein-Gordon
denklemine (quasilinear Klein-Gordon equation) uygulanmis ve yari analitik
coziimler elde edilmistir. Bu denklemlerden elde edilen yeni ¢6zim

fonksiyonlarmin sonug¢lar1 degerlendirilmistir.
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3.1 (3+1)-Boyutlu Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony (WBBM) Birinci

Denklemine Uygulamasi

Fonksiyonel degisken yonteminin uygulanacagi (3+1)-Boyutlu Benjamin-
Bona-Mahony (BBM) denkleminin literatiirde mevcut modifiye edilmis Wazwaz-
Benjamin -Bona-Mahony (WBBM) denkleminin formlar1 (Wazwaz, A. M., 2017)

ve bu denklemler ile ilgili agiklamalar verilmistir.

Benjamin-Bona- Mahony denklemi (BBM) 1972°de ilk kez Benjamin ve
arkadaslar1 ile birlikte buldugu bir denklemdir. Korteweg-de Vries denkleminin
(KdV) gelistirilmesi ile olusan BBM denklemi, sivilarda uzun dalga boylu yiizey
dalgalarini, sikistirilabilir sivilarda akustik yer¢ekimi dalgalarini, soguk plazmada
hidromanyetik dalgalar1 ve harmonik olmayan kristallerde (anharmonic crystals)
ise akustik dalgalart modellemek igin kullanilmaktadir (Khorshidi, M.,
Nadjafikhah, M., Jafari, H., Al Qurashi, M. ,2016 ). Benjamin-Bona-Mahony
denklemi (BBM):

Uy + U + ULy - Uy = 0,

olarak ifade edilir. Ayrica Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denkleminin
modifikasyonu ile elde edilen modifiye edilmis Benjamin-Bono-Mahony
denklemi (mBBM):

U + Uy + UPUy + Uy =0,

olarak yazilabilir. Literatiirde bilindigi iizere Benjamin-Bona-Mahony (BBM)
denklemi ile ilgili modifiye edilmis farkli denklemleri de mevcuttur. Bu
calismalara ek olarak BBM denklemleri igin ii¢ boyutlu formda yeni bir yapi
gelistirilmistir (Mamun, A. A., An, T., Shahen, N. H. M., Ananna, S. N., Hossain,
M. F., & Muazu, T., 2020).
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Benjamin-Bona- Mahony denkleminin  modifiye edilmis yeni WBBM

denklemlert;
Uy + U+ Uy - Uyyy =0
Uy + U + UPUy - Uy =0 (3.7)
Uy, ¥ U + UPU, - U =0
bi¢cimininde yazilabilir.

Fonksiyonel degisken yontemi (3.7)’de verilen denklemlerden oncelikle t
zamana ve X konuma bagli degisken olmak fiizere (3+1)-Boyutlu Wazwaz-
Benjamin -Bona-Mahony (WBBM) denklemi,

Uy + U + uPuy, — Uy = 0, (3.8)

bi¢imindeki formuna uygulanacaktir. Burada c;, ¢, ve w sifirdan farkli sabitler
olmak tizere, denklem wu?u, lineer olmayan degiskeni kapsamaktadir. (3.8)

denklemine;
ulx,y,z,t) =u), &=kx+cy+cz-wt, (3.9
dalga doniistimii uygulandiginda (3.8);
u'(k—w)+ cqu*u’ — kc,ou” =0, (3.10)
olarak yazilabilir. (3.10) denklemi §&’a gore integre edildiginde;
utkk—w)+c u; — kcywu' +&, =0, (3.11)
bigiminde bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. Burada &, integral sabitidir.

ug = F(u),
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doniisiimii (3.11) denklemine uygulandiginda,

(F2) =29y 4 24 43 (3.12)

kc,w 3kcw

olarak yazilabilir. (3.12) denklemi ise u degiskenine gore integre edilip

diizenlendiginde;

1 k-
F(u) = /ek;w” u + 2=, (3.13)

seklinde yazilabilir. (3.4) ve (3.13) denklemlerinden ise;

L= =S (544, (3.14)

fu u2+6(k—w) 4 6kcow
1

denklemi elde edilir. (3.14) denkleminde &, integral sabiti ihmal edilir ve bu

denklem integre edilirse asagida verilen durum analizleri incelenir:

6(k—w)

C1

Durum 1. = 0 olmas1 kosulunda c; # 0 ve w = k i¢in;

. r
L (g+g)

6kcow

w(E) = — (3.15)

olarak yazilabilir. &= kx + c;y + ¢,z - wt doniisimii ile (3.15) ile verilen

denkleminden elde edilen dalga ¢6ziimii;

u(x,y,z,t) = — , (3.16)

bigimindedir.

(3+1)-Boyutlu Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony (WBBM) denklemine
fonksiyonel degisken yontemi uygulandiginda birinci durumda elde edilen ¢6ziim

fonksiyonu bir dalga yapis1 olusturmaz.
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6(k—w)

Durum 2. > (0 olmasi kosulunda ¢; > 0 ve w < k incelendiginde;

C1

u(E) =v6 | “2Lesch [— :C_—Z‘:(f +§0)], (3.17)

C1

denklemi elde edilir. § = kx + c;y + ¢,z - wt doniisimii ile (3.17) denkleminin

dalga ¢oziimii,

u,(x,y,2,t) =6 / k;w csch [— f :C_—(:(kx +cy+cz-wt +&,)|, (3.18)

olarak yazilabilir.

(3+1)-Boyutlu Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony (WBBM) denklemine
fonksiyonel degisken yontemi uygulandiginda ikinci durum igin elde edilen yeni

¢oziimlerin ti¢ boyutlu grafikleri Mathematica yardimiyla ¢izdirilmistir.

Sekil 3.1 (3.18) ¢oziimiinde ¢; = 1.58,¢, = —0.11,w = —0.08,k = 0.41 i¢in 3D grafik



Sekil 3.2 (3.18) ¢oziimiinde ¢; = 1.1,¢, = —0.11,w = —0.03,k = 1.53 icin 3D grafik

Sekil 3.1  (3+1)-Boyutlu Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony (WBBM)
denkleminin u,, ¢oziimiiniin dalga yapisini ifade etmektedir. (3.18) ¢6ziimiiniin

grafigi incelendiginde, hiperbolik dalga ¢6ziimii bigiminde oldugu goriiliir.

6(k—w)

Durum 3. — < 0 olmasi kosulunda ¢; > 0 vek < w i¢in;
1
_ k-w k-w
w(8) =6 [Esec| [£2 (6 +50)], (3.19)

¢oziimii elde edilir. § = kx + ¢,y + ¢,z - wt doniisiimii i¢in (3.19) denkleminin

dalga ¢6ziimii;

u3(x,y,2,t) =6 ’ k;w sec [ / :C_—(:)(kx + 1y + cyz - wt +&5) |, (3.20)
1 2

seklinde ifade edilebilir.




21

(3+1)-Boyutlu Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony (WBBM) denklemine
fonksiyonel degisken yontemi uygulandiginda {igiincii durumda elde edilen ¢6zim

fonksiyonu bir dalga yapis1 olusturmaz.

3.1.1 Fonksiyonel Degisken Yontemi ve Farkh Yontemler ile Elde Edilen

Coziimlerin Karsilastirilmasi

(3+1)-Boyutlu Wazwaz-Benjamin -Bona-Mahony (WBBM) denklemlerinin

birinci formu olan;
Uy + U+ UPUy - Uyyy =0, (3.21)

denklemine fonksiyonel degisken yontemi uygulanarak farkli yeni ¢oziimler elde
edilmistir.  Ayrica  modifiye  edilmis  Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony
denkleminin (3.21) ile verilen formuna farkli yontemler de uygulanarak, bu

denklemin uygun yeni ¢oziimleri elde edilmistir.

Burada (3.21) denklemine uygulanan fonksiyonel degisken yonteminden
elde edilen yeni ¢6ziimler ile ¢esitli yontemlerden elde edilen farkli ¢6ziimlerin

dalga tipleri ifade edilecek ve karsilastirilacaktir.

3.1.1.1 Sech/csch Yontemi, Sec/cs¢ Yontemi, Tanh/coth Yontemi, Tan/cot

Yontemi ile Elde Edilen Coziimlerin Karsilastirilmasi

Oncelikle (3.21) ile verilen denklem formuna; sech/csch yontemi, tanh/coth
yontemi, sec/csc yontemi ve tan/cot yontemleri Wazwaz tarafindan uygulanarak,

elde edilen farkli yeni ¢oziimler asagida verilmektedir (Wazwaz, A. M.,2017).
(3+1)-boyutlu WBBM denklemlerinden;

Uy + U+ UPUy - Uyye =0
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denklemi ele alinmistir. Burada K,s,r ve o sifirdan farkl sabitler olmak tizere;

§=kx +1y+sz-wt,

doniigiimii (3.21) denklemine asagida verilen yontemler ile uygulanmistir.

Sech/csch yontemi uygulandiginda;

(3.23) ile verilen denklemde R ve M parametreler olmak iizere;

u(x,y,zt) = RsechM(kx + ry + sz - wt),

(3.22)

(3.23)

seklinde bir ¢6ziim kabul edilir. Denge yontemi (balance method) kullanilarak,

¢oziimlerin yalnizca M = 1 igin oldugu ifade edilir. Buradan;

a)=— ks # 1,
1-ks
k 6rs
R=+4+- .
r 4 1-ks

sabitleri elde edilir ve (3.23)’de yerine yazilir ise;

rs
1-ks

U4 (x,y,z,t) = é 6r: sech (kx +ry+sz _ﬁt)

>0,
¢Ozlimii elde edilir. Ayrica,

u(x,y,z,t) = Rcsch(kx + ry + sz - wt),

seklinde bir ¢6ziim oldugu kabul edilirse;

u15(leiZIt) = é,’kirs CSCh (kx+ry+sz _1 ks t) kS—1>0’

¢oziimi elde edilir.

(3.24)

(3.25)
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100

100

Sekil 3.3 (3.24) ¢oziimiinde k = 0.04, r = —0.04, s = —0.5 i¢in 3D grafik

Sekil 3.4 (3.25) ¢6ziimiinde k = 0.04,r = 0.61, s = —1.14 i¢in 3D grafik

(3.24)’de verilen ¢oziim bell shaped (¢an seklinde) bir soliton ¢ozeltisidir,

(3.25)’deki ¢oziim ise tekil ¢oziim (singular solution) diir.
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Tanh/coth yontemi uygulandiginda;
u(x,y,z,t) = Rtanh (kx + ry + sz - wt),
u(x,y,z,t) = Rcoth (kx +ry + sz - wt),
seklinde ¢oziimler kabul edilir ve;

_ k
T 1+42ks’

k —6rs —6rs
R=+4- , <0,
r A\ 1+2ks " 1+2ks

sabitleri bulunur. Buradan elde edilen ¢6ziimler;

u16(x: Y. Z; t) = i

k —6rs
r

o tanh (kx +1ry+sz-

t),  (326)

14+2ks

k | —6rs k k
U7 (x,y,2,t) =+ . /1+2ks coth (kx +ry+5z2-—r t) Toe <0, (3.27)

bi¢imindedir.

Sekil 3.5 (3.26) ¢oziimiinde k = —0.065, r = 0.115, s = —0.02 i¢in 3D grafik
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Sekil 3.6 (3.27) ¢oziimiinde k = —0.06, r = 0.125, s = —0.015 igin 3D grafik

(3.26)’de bulunan ¢6ziimiin dalga tipi kink (biikiilme) dalga yapisindadir,

(3.27)’de ise ¢6ziim tekil ¢dziim (singular solution) bigimindedir.
Sec/csc yontemi uygulandiginda;
u(x,y,z,t) = Rsec (kx + ry + sz - wt),
u(x,y,z,t) = Resc (kx + ry + sz - wt)

biciminde ¢oziimler kabul edilir ve;

_ k
T 142ks’

k —6rs —6rs
R = i_ ] < 01
r A 1+2ks " 1+2ks

sabitleri bulunur. Buradan elde edilen ¢6ziimler;

k —6rS
ug(x,y,z,t) = +-
18( Y2 ) — ral 14+2ks

t) TS <0, (3.28)

sec (kx +ry+sz- ' Troks

1+4+2ks
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k —6rs k rs
Uo(x,y,2,t) = + - ’1+2ks csc (kx +ry +5z-—— t) T < 0, (3.29)

seklindedir.

X
50 100

100

Sekil 3.7 (3.28) ¢oziimiinde k = 0.01, r = —0.485, s = 0.165 i¢in 3D grafik

100

100

Sekil 3.8 (3.29) ¢oziimiinde k = 0.72, r = —0.51, s = 0.665 i¢in 3D grafik

(3.29)’de elde edilen ¢oziim tekil ¢oziim (singular solution) bigimindedir.
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Tan/cot yontemi uygulandiginda,

u(x,y,z,t) = Rtan (kx + ry + sz - wt),

u(x,y,zt) = Rcot (kx + ry + sz - wt)

bi¢iminde ¢6ziimler oldugu kabul edilir. Buradan elde edilen ¢oziimler;

ulm(xﬁ y; Zl t) = i

ulu(xﬁ y; Zl t) = i

seklindedir.

rs
1-2ks

k | —6rs
- ’1_2ks tan (kx +ry+sz-

k
-

)

<0, (3.30)

1-2ks

6rs
1-2ks

rs
1-2ks

cot (kx +ry+sz-

)

<0, (3.31)

1-2ks

Sekil 3.9 (3.30) ¢6ziimiinde k = —0.055, r = —0465, s = 0.23 i¢in 3D grafik
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100

100

Sekil 3.10 (3.31) ¢6ziimiinde k = 0.435, r = —0.125, s = 0.52 i¢in 3D grafik

(3.30)’de elde edilen ¢oziim periyodik ¢oziim, (3.31)’de ise ¢6ziim tam

¢Ozlim (exact solution) bigimindedir.

3.1.1.2 Sardar-subequation Yontemi ile Elde Edilen Coziimlerin

Karsilastirilmasi

Bu kisimda ise Sardar-subequation yontemi ve (3+1)-boyutlu WBBM

denklemlerinden;
Uy + U + Uy, - Uy =0,

denklemine uygulanmasi ile elde edilen yeni ¢oziimler gosterilecektir (Rezazadeh,
H., Inc, M., & Baleanu, D., 2020).

Sardar-subequation yontemi i¢in lineer olmayan bir evrim denklemi,

bagimsiz degiskenler yardimu ile ele alindiginda;

G(U, U Uy Up, Ugt Uy, --.) = 0, (3.32)
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bi¢imindedir. u(x,t) bilinmeyen bir fonksiyon olmak {izere G, u ve u’nun kismi

tiirevlerini ifade eden bir polinom olsun. ¢ # 0 olmak iizere;
u(x,t) =u(€) ve € = k-ct,
seklinde bir dalga doniisiimii ile (3.30) denklemi;
P(u,ug ug ,ugg, ..) =0, (3.33)

seklinde adi diferansiyel denklemine indirgenir. Burada P, u(§) nin ardisik

tiirevlerini igeren bir polinomdur. (3.33) denkleminin ¢6ziimii;

u@®) =X wip' (§), (3.34)

seklinde @;’ ler (i = 0,1, ..., s) ve w; # 0 olmak tizere B (&) sabitleri ile

tanimlanan bir seri toplamidir.

(B'®)" = p + ap2(® + B*(®), (3.35)

a ve p gergel sabitler olacak sekilde adi diferansiyel denkleme indirgenir. Adi

diferansiyel denklemin ¢éziimleri;

Durum1l.a > 0vep =0 ise;

pi(8) = +./—pqa sechy, (\/EE)’

B> (%) = +/pqa cschyq(Va t),

2

2
sechpq &) =—— cschpq ©) = Py

peS+qge=8’

Durum2.a < 0ve p = 0 ise;

p3(&) = £\/—pqa secpq(ﬁi),
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Ba(®) = +\/pqa cscyq(V=a’¥),

2

CSCpq (E) = m.

2
sec,q(8) = P

bi¢iminde ifade edilir. Sardar-subequation yonteminde adi diferansiyel denklemin
¢oziimleri dort durumda incelenir ancak bu tez ¢alismasinda ¢oziimlerin

karsilastirmas1 amaciyla iki durum ele alinir.
Oncelikle k, A, i ve c sabitleri sifirdan farkli olacak sekilde,
ulx,y,z,t) =u(€) ve &€ =kx+ Ay + uz -ct, (3.36)

(3.36)’de verilen dalga doniisimi (3.21)’de verilen WBBM denklemine
uygulandiginda;

u'(k —c)+ APu' + kucu'” =0, (3.37)
olarak yazilabilir. (3.37) denklemi §’a gore integre edildiginde;
u(tk—c)+ §u3 + kucu" +é, =0, (3.38)

bi¢iminde bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. Burada &, integral sabitidir.
(3.39) denklemi;

ua; + aud +u’ =0, (3.39)

biciminde ifade edilir. Buradan;

, (3.40)

elde edilir. Daha sonra (3.39) denkleminde u ile u"" dengelenerek s = 1

alindiginda;

u@®) = @y + @ B(3), (3.41)
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’ 2
w0=0,w1=i —;,a= —x,

elde edilir. (3.40) degerleri (3.42)’da yerine yazildiginda;

6kuc c—k
w0=0;w1=i /— L ,a= —,
a kuc

degerleri bulunur. Burada iki durumda ¢oziimleri inceleyecegiz;

Durum 1.%> 0vep =0 ise;

¢oziimleri ifade edilir.

Durum 2.%< 0vep =0 ise;

6pk(c—k) c—k
W, =1 /1 secpk( ’k—#c(kx+ﬂy+uz—ct)),

6pk(c—k) c—k
u, == / 7 cscpk( m(kx+ly+uz—ct)),

¢Oziimleri ifade edilir.

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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3.2 Fonksiyonel Degisken Yontemi Yar1 Lineer Klein-Gordon

Denklemine (Quasilinear Klein-Gordon Equation) Uygulamasi

Bu boliimde fonksiyonel degisken ydnteminin uygulanacagi bir diger
denklemin, literatiirde yer alan bazi formlar1 ve ilgili agiklamalar1 verilmistir.
1926°da Fock, Schrodinger, Klein ve de Broglie'nin yer aldig: fizik alaninin bazi
arastirmacilary, Schrodinger denkleminin goreli bir genellestirilmis bir formu
olarak Klein-Gordon denklemini ifade etmislerdir. ilk versiyonlarm cogunda,
Klein-Gordon denklemi genel gorelilik teorisi (general theory of relativity) ile
baglantilidir (Kragh, H.,1984).

Klein-Gordon denkleminden, matematiksel fizik ve g¢esitli uygulamali
bilimlerde siklikla yararlanilir. Klein-Gordon denklemi solitonlarin ve yogun
madde fiziginin incelenmesinde (Caudrey, PJ, Eilbeck, JC ve Gibbon, JD,1975) ,
carpigsmasiz (collisionless) bir plazmada solitonlarin etkilesiminin arastirilmasinda
ve lineer olmayan dalga denklemlerinin incelenmesi gibi pek ¢ok durumda

kullanilan bir denklemdir. Klein-Gordon denklemi;

Uy — Uy +yYu—Pu? =0

ve lineer olmayan Klein-Gordon denklemi;

U — AUy +bu—ku™ = 0

bi¢iminde ifade edilmektedir. t zamana ve X konuma bagh degisken olmak iizere

yari lineer Klein-Gordon denklemi;

Uy — AUy, + bu — ku® = 0, (3.48)

seklindedir. Bu denkleme ¢ # 0 olmak lizere;

u(x,t) = u®), &= x-ct, (3.49)

dalga doniistimii uygulanir ise (3.49) denkleminden;
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u"(c? —a) + bu—ku® =0, (3.50)
seklinde adi diferansiyel denklem elde edilir.
ug = F(u),
doniisiimii elde edilen (3.50) denklemine uygulandiginda;

k u3 _ b u
2(c2-a) 2(c2-a) "’

(F?) = (3.51)

olarak yazilabilir. (3.51) denklemi u degiskenine gore diizenlenirse;

Fu) = /ﬁu /uZ— =, (3.52)

denklemi yazilabilir. (3.4) ve (3.52) denklemlerinden ise;

f Jd—_ o (€ +60), (3.53)

denklemi elde edilir. Burada &, integral sabiti olmak {izere ihmal edilir ve (3.53)

denklemi integre edilirse asagida verilen durum analizleri incelenir:

Durum 1. % = 0 olmas1 kosulunda ve b = 0, k # 0 i¢in;

_ 2(c2%-a) 1
U(é)——/ PR (3.54)

seklinde elde edilir. £ = x - ct donisimii i¢cin  (3.54) denklemi i¢in dalga

¢Ozlimu;

_ ’2(c2—a) 1

olarak yazilabilir.



34

Yar1 dogrusal Klein-Gordon denklemine (quasilinear Klein-Gordon
equation) fonksiyonel degisken yontemi uygulandiginda birinci durum igin elde
edilen yeni ¢oziimlerin ii¢ boyutlu ve iki boyutlu grafikleri Mathematica

yardimryla ¢izdirilmistir.

Sekil 3.11 (3.55) ¢oziimiinde a = 4.24,k = —0.3, ¢ = 1.26 i¢in 3D grafik

-10 -5 : 5

oL

Sekil 3.12 (3.55) ¢oziimiinde a = 4.24,k = —0.3,¢ = 1.26,t = 1 igin 2D grafik

Sekil 3.13 yar1 lineer Klein-Gordon denkleminin u,; ¢6ziimiiniin dalga

yapisini ifade etmektedir ve (3.55) ¢oziimiiniin grafigi incelendiginde, rasyonel
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dalga ¢6ziimii bigiminde oldugu goriiliir. Sekil 3.14, u,; ¢6zlimiiniin iki boyutlu

grafigini gdstermektedir.

Durum 2. % > 0 olmasi kosulunda b > 0,k + 0,k > 0 i¢in;

u(§) = —\/77” sec[ I ¢ +<’0>], (3.56)

seklinde ¢6ziim yazilabilir. € = x - ct doniisiimii i¢cin (3.56) denkleminin dalga

¢Ozumu;

Uy, (x, 1) = —\/7% secl /Czb_a (x-ct +Eo)l, (3.57)

olarak elde edilebilir.

Yar1 dogrusal Klein-Gordon denklemine (quasilinear Klein-Gordon
equation) fonksiyonel degisken yontemi uygulandiginda ikinci durum igin elde
edilen yeni ¢oziimlerin ii¢ boyutlu ve iki boyutlu grafikleri Mathematica

yardimiyla ¢izdirilmistir.
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Sekil 3.14 (3.57) ¢oziimiinde a = —0.74,b = 2.58,¢ = —1.69, k = 0.27 icin 3D grafik

Sekil 3.15 ile Sekil 3.16 grafikleri incelendiginde yari lineer Klein-Gordon
denkleminin u,, ¢6ziimiiniin dalga yapilarini ifade etmektedir. (3.57) ¢6ziimiiniin

grafikleri incelendiginde, trigonometrik dalga ¢6ziimii bigiminde oldugu goriiliir.
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Durum 3. % < 0 olmasi kosulunda b < 0, k # 0 i¢in;

u(g) = /— 2 csch [— /—Cz”_a (¢ +€0)I, (3.58)

elde edilir. & = x - ct doniisiimii ile (3.58) denkleminin dalga ¢6ziimii;

Uyz(x,t) = /— % csch l— /— czb—a (x—ct +fo)l, (3.59)

seklinde ifade edilebilir.

Yar1 dogrusal Klein-Gordon denklemine (quasilinear Klein-Gordon
equation) fonksiyonel degisken yontemi uygulandiginda {igiincii durum i¢in elde
edilen yeni ¢oziimlerin ii¢ boyutlu ve iki boyutlu grafikleri Mathematica

yardimiyla ¢izdirilmistir.

Sekil 3.15 (3.59) ¢6ziimiinde a = —3.38,b = —1.264 ¢ = —0.58, k = 1.024 i¢in 3D grafik
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Sekil 3.16 (3.59) ¢oziimiinde a = —3.38,b = —1.264 ¢ = —0.58,k = 1.024,t = 1 i¢in 2D grafik

Sekil 3.17 yari lineer Klein-Gordon denkleminin u,; ¢6ziimiiniin dalga
yapisini ifade etmektedir ve (3.59) ¢oziimiiniin grafigi incelendiginde, hiperbolik
dalga ¢6zlimii bi¢iminde oldugu goriiliir. Sekil 3.18, u,3 ¢6zlimiiniin iki boyutlu

grafigini gostermektedir.
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4. SONUC

Bu tez g¢aligmasinda fonksiyonel degisken yontemi lineer olmayan bazi
evrim denklemlerine uygulanarak yeni ¢oziimler elde edilmis ve sonuglar
degerlendirilmistir. Fonksiyonel degisken yontemi optik, biyofizik, plazma fizigi,
mekanik, kimyasal fizik ve pek ¢ok alanda karsilasilan ger¢ek hayat problemleri

icin kullanilan etkin bir yontemdir.

Bu tez ¢alismasinda fonksiyonel degisken yontemi, (3+1)-Boyutlu Wazwaz-
Benjamin-Bona-Mahony (WBBM) denkleminin birinci formuna ve yar1 lineer
Klein-Gordon  denklemine uygulanmustir. Elde edilen yeni ¢6zim
fonksiyonlarmin, Mathematica yardimiyla iic boyutlu ve iki boyutlu grafikleri
cizdirilmistir. Bulunan ¢6ziimlerin denklemlerin gercekten bir ¢oziimii olup
olmadig1 incelenmis ve elde edilen yeni ¢oziimlerin dogrulugu orijinal denklemde
yerine konularak saglanmistir. Ayrica bu tez c¢alismasinda (3+1)-Boyutlu
Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony (WBBM) denkleminin  birinci  formuna
uygulanan ¢esitli yontemler arastirilmis ve bulunan ¢6ziim fonksiyonlar ile dalga

tipleri incelenip karsilastirilmstir.

Bazi lineer olmayan evrim denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasi igin
uygulanan fonksiyonel degisken yontemi, ¢oziim fonksiyonlarmin dalga tipleri
hakkinda bilgi veren etkin yontemdir. Lineer olmayan evrim denklemleri ile ilgili
gelistirilen yontemler yar1 analitik ¢6ziimlere ulasmak agisindan 6nemli bir etkiye

sahiptir.
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