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ÖZET

KESİRLİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN

ÇÖZÜMLERİNİN VARLIĞI ÜZERİNE

ERBAŞ, Mürüvvet Tuva

YÜKSEK LİSANS TEZİ, Matematik Anabilim Dalı

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Erbil ÇETİN

Tarih, 39 sayfa

Bu tez, esas olarak dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümünde, tez

konusu hakkında daha önce yapılan araştırma ve çalışmalarla ilgili kısaca bilgi

verilmiştir. Bu çalışmalar ışığında tezin konusu tanıtılmıştır.

İkinci bölümde, tezin devamında kullanılacak olan temel tanım, lemma ve

teoremler hakkında bilgi verilmiştir.

Üçüncü bölümde, p-Laplasyen ψ-Caputo kesirli türevli diferansiyel denklem,

çok noktalı sınır koşullarıyla birlikte ele alınmış, çözümün genel yapısı incele-

nerek integral denklem olarak ifade edilmiş ve Banach ve Schaefer sabit nokta

teoremleri kullanılarak p-Laplasyen ψ-Caputo kesirli sınır değer probleminin

varlık ve teklik sonuçları gösterilmiştir. Daha sonra bulduğumuz sonuçları

destekleyen birer örnek verilmiştir.

Son bölümde ise, bu çalışmada elde edilen bilgilere ait bir sonuç verilmiştir.

Anahtar sözcükler: ψ-Caputo kesirli türev, sınır değer problemi, p-Laplasyen

operatörü, Banach sabit nokta teoremi, Schaefer sabit nokta teoremi.
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ABSTRACT

ON EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR FRACTIONAL

DERIVATIVE DIFFERENTIAL EQUATIONS

ERBAŞ, Mürüvvet Tuva

MSc. in Department of Mathematics

Supervisor: Doç. Dr. Erbil ÇETİN

Tarih, 39 pages

This thesis mainly consists of four chapters. In the first chapter, information

about the detailed investigations and studies carried out on the subject of the

thesis study is given and the results of these are introduced.

In the second chapter, the basic definitions, lemmas and theorems that will

be used in the rest of the thesis are given.

In the third section, the p-Laplacian ψ-Caputo fractional derivative diffe-

rential equation is considered together with multipoint boundary conditions,

the general structure of the solution is examined. Then using the Banach and

Schaefer fixed point theorems, uniqueness and the existence of the p-Laplacian

ψ-Caputo fractional boundary value problem is shown. Then, two examples

are given to support the results we found.

The last section includes the conclusion section.

Keywords: ψ-Caputo fractional derivative, boundary value problem,

p-Laplacian operator, Banach fixed point theorem, Schaefer fixed point theorem.
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ÖNSÖZ

“Kesirli Türevli Diferansiyel Denklemlerin Çözümlerinin Varlığı Üzerine”

adlı çalışmamda tez konusunu belirlerken, Yüksek Lisans ders döneminde

aldığım bazı dersler, Doç. Dr. Erbil ÇETİN hocamla incelediğimiz ve üzerinde

çalışmalar yaptığımız kesirli türevli diferansiyel denklemleri içeren çeşitli

makaleler ve önceden çalışılmış olan kesirli türevli diferansiyel denklemlerdeki

sınır değer problemleri üzerine yapılan bazı araştırılmalar belirleyici olmuştur.

Son zamanlarda yaygın olarak kullanılan tam sayı dereceden diferansiyel

denklemler yerine, mühendislik ve fizik alanları başta olmak üzere eczacılık,

psikoloji, ekonomi, jeoloji ve pek çok bilim dallarını çok daha iyi açıkladığı

anlaşılan kesirli diferansiyel denklemlere önem verilmeye başlanmış ve ilgi-

lenen araştırmacıların araştırmalarında geniş popülerlik kazanmıştır. Bu tez

konusunu belirlerken hedefimiz bu alandaki çalışmalara katkı yapmak ve elde

ettiğimiz sonuçları literatüre kazandırmaktır. Bu amaçla ψ-Caputo kesirli türev

ve ψ-Riemann-Liouville kesirli integral tanımları göz önünde bulundurularak

bu kavramlardaki kesirli operatörler üzerinde yapılan çalışmalar incelenmiştir.

Ardından, p-Laplasyen operatörlü ψ-Caputo kesirli türevi içeren çok noktalı

sınır değer problemi üzerinde çalışılarak integral denklem olarak ifade edilmiş

daha sonra çözümün varlık ve teklik sonuçlarına ulaşılmıştır. Ulaşılan sonuçları

destekleyen örnekler verilerek tez sonlandırılmıştır.

İZMİR

29/12/2023

Mürüvvet Tuva Erbaş
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Simgeler Açıklama
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Cn[a, b] n’inci mertebeye kadar [a, b] aralığında sürekli türevlere sahip

fonksiyonlar uzayı

Dα,ψ
a+ α’ncı mertebeden kesirli ψ-Riemann-Liouville türevi
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1 GİRİŞ

Kesirli analiz çalışmaları, 1695 yılında l’Hôpital’in yazdığı bir mektupta

Leibniz’e; “Tam sayı mertebeli türevler, tam sayı olmayana genellenebilir mi?”

sorusunu sormasıyla ve buna Leibniz’in; “Bu, bir gün yararlı sonuçların ortaya

çıkacağı bir paradoksa yol açacak.” cevabını vermesiyle başlamış, günümüzde

de devam etmektedir. Aslında bu konu için “Keyfi Mertebeden Türev ve

İntegral” ifadesi daha uygun olsa da, l’Hôpital’den günümüze kadar “Kesirli

Analiz” olarak adlandırılmaya devam edilmektedir.

Kesirli analizle ilgili çalışmalar, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, He-

aviside, Laplace, Lagrange, Euler, Grünwald, Hardy, Sigmund, Courant ve

Leitnikov gibi pek çok matematikçinin katkılarıyla büyük bir hız kazanmıştır.

Ancak kesirli analiz, anlaşılması zor ve karmaşık bir konu olduğundan, modern

matematikte anlamlı ve uygulanabilir bir başarının elde edilebilmesi, geçtiğimiz

yüzyıl içinde gerçekleşebilmiştir.

Yaklaşık 300 yıldır araştırılmakta olan kesirli analiz için kesirli analizin

temel tanım ve metotlarını içeren kitaplar, ilk olarak 1974 yılında Oldham

ve Spainer, daha sonra 1993 yılında Miller-Ross ve Samko-Kilbas-Marichev,

ardından da 1999 yılında Podlubny tarafından yazılmıştır. 1974 yılında

Amerikadaki New Haven üniversitesinde Bernard-Ross tarafından verilen ilk

uluslararası konferansla birlikte kesirli analiz çok büyük bir gelişme göstermiş

ve günümüze kadar çeşitli ülkelerde belli aralıklarla verilen diğer konferanslarla

gelişim göstermeye devam etmiştir. Bunlardan biri de 2004 yılında başlayan ve

düzenli olarak iki yılda bir Automatic Control Federasyonu (IFAC) tarafından

”Fractional Differentiation and Application” adıyla verilen konferanslardır.

Kesirli diferansiyel denklemlerin gerçek dünyaya ait problemlerin doğasını,

fizik ve mühendislik bilimleri gibi bir çok araştırma alanında yaygın olarak

kullanılan tam sayılı dereceden diferansiyel denklemlere göre çok daha iyi

açıkladığı anlaşılınca, kesirli diferansiyel denklemlerin çözümüne ve uygulan-
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masına yönelik daha güvenilir, etkin ve anlaşılır metotlar aranmıştır.

Kesirli diferansiyel denklemler, sadece fizik ve mühendislik alanlarında değil

aynı zamanda finans ve sismoloji gibi bilim dallarında da çok fazla uygulama

alanına sahiptir (Celik et al., 2012), (Gorial, 2011), (Jafari et al., 2006). Bu

denklemler, çalışacağımız uzayın değişkenliğine ve zamana göre çözülebilir

(Karatay et al., 2011), (Su et al., 2009), (Tadjeran et al., 2006). Ayrıca

kesirli diferansiyel denklemler, malzeme teorisi, taşınım süreçleri, depremler,

elektrokimyasal süreçler, dalga yayılımı, sinyal teorisi, elektromanyetik teori,

termodinamik, mekanik, jeoloji, astrofizik, ekonomi, kontrol teorisi, fizik,

aerodinamik, biyoloji, kimya vb. farklı alanlarda da sıkça kullanılır (Agarwal

et al., 2011), (Baleanu et al., 2015), (Baleanu et al., 2015), (Caputo, 1967),

(Diethelm, 2010), (Mainardi, 1997), (Podlubny, 1999), (Hilfer, 2001), (Oldham,

2010), (Sabatier et al., 2007), (Tarasov, 2010), (Vivek et al., 2022), (Verma et

al., 2022), (Pskhu et al., 2023).

Kesirli analiz (Samko et al., 1993) ise tam sayılı olmayan türevleri ve

integralleri dikkate alarak tam sayı dereceli analizi genelleştirir ve fizik, kimya,

biyoloji, ekonomi, sinyal ve görüntü gibi uygulamalı bilimler ve mühendisliğin

işleme, varyasyon hesabı, kontrol teorisi, elektrokimya, elektrik ağları gibi

çeşitli alanlarında birçok uygulama bulmuştur. Kesirli türevle ilgili farklı

tanımlar arasında en çok kullanılanları, Riemann-Liouville (Kilbas et al., 2006),

Caputo (Agarwal et al., 2016), Hadamard (Agarwal et al., 2016), Erdelyi-

Kober (Luchko et al., 2007) ve Hilfer (Hilfer, 2000)’a ait olanlardır. Son

zamanlarda Almeida (Almeida, 2017), Caputo, Caputo-Hadamard gibi kesirli

türevlerin diğer geniş bir sınıfını genelleştiren ψ-Caputo kesirli türevlerini

ortaya koymuştur.

Kesirli diferansiyel denklemler, çeşitli alanlardaki uygulamarı sayesinde

birçok araştırmacının dikkatini çekmiş ve çeşitli kesirli diferansiyel denklem

sınıflarının çözümlerinin varlığı hakkında birçok ilginç sonuç elde edilmesine

neden olmuştur. İki noktalı, üç noktalı ve m noktalı sınır değer problemlerinin
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pozitif çözümleri incelenerek, birçok diferansiyel ve dinamik denklem için farklı

sabit nokta teoremlerinden faydalanılır. Böylece, çok sayıda sınır koşullu kesirli

diferansiyel denklemlerin sınır değer problemleri için çözümlere veya pozitif

çözümlerinin varlığına odaklanılır. Tüm bunlarla birlikte, fiziksel modelleri en

doğru şekilde ifade etmesi ve en hatasız sonuçları vermesinden dolayı bilimsel

çalışmalar arasında, p-Laplasyen operatörlü kesirli diferansiyel denklemlerden

de sıkça yararlanılmaktadır. Bu tezde ortaya koyduğumuz gibi, p-Laplasyen

operatörlü kesirli diferansiyel denklemler, çok noktalı sınır değer problem

çalışmalarında varlık ve teklik sonuçlarını elde etmek için çok fazla kullanılır

(Agarwal et al., 2007)(Chai, 2011)(Chen et al., 2012)(Chang et al., 2013)(Liang

et al., 2012)(Wang et al., 2010).

2022 yılında Ali El Mfadel, Said Melliani ve M’hamed Elomari (Mfadel et

al., 2022) tarafından yazılan makalede;(
ϕp

(
CDϱ,ψ

0+ ν(m)
))′

= g(m, ν(m)), m ∈ [0, K],

ν(0) = σ1ν(K),

ν ′(0) = σ2ν
′(K),

p-Laplasyen ψ-Caputo kesirli diferansiyel denklemi ele alınmıştır. Burada

CDϱ,ψ
0+ , ϱ ∈ (1, 2) mertebeli ψ-Caputo kesirli türev ve K > 0’dır. Ele alınan

bu problemde ϕp, p − 1 > 0 için ϕp(m) = mp−1 olmak üzere p-Laplasyen

operatörüdür. Banach sabit nokta teoremi kullanılarak p-Laplasyen kesirli

diferansiyel denkleminin çözümlerinin varlığını ve tekliğini ispat etmişler,

çalışmalarını bir örnek ile tamamlamışlardır.

Zindane Baitiche, Choukri Derbazi ve Mouffak Benchohra (Baitiche et al.,

2020) tarafından yazılan makalede, aşağıdaki ψ-Caputo kesirli çok noktalı sınır
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değer problemini incelemişlerdir.

CDγ,ψ
o+ υ(n) + g(n, υ(n)) = 0, n ∈ [a, b],

υ(a) = υ′(a) = 0,

υ(b) =

j∑
i=1

δiυ(εi), a < εi < b,

burada CDγ,ψ
a+ , 2 < γ ≤ 3 mertebeli ψ-Caputo kesirli türev, g : [a, b]× R → R

ile tanımlı sürekli bir fonksiyon ve a < εi < b, i = 1, 2, ..., j dir. Ayrıca,

δi, i = 1, 2, ..., j aşağıdaki ∆ eşitliğini

∆ =

j∑
i=1

δi(ψ(εi)− ψ(a))2 − (ψ(s)− ψ(a))2 ̸= 0

sağlayan gerçek sabitlerdir. Burada Banach sabit nokta teoremi uygulanarak

çözümlerin varlık ve tekliği ispat edilmiş, çalışma iki örnekle tamamlanmıştır.

Bu tezde,(
ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

ω(m)
))′

= φ(m,ω(m)), m ∈ J = [T0, T ], (1.1)

CDα,ψ

T+
0

ω(T0) = 0, (1.2)

ω(k)(T0) = 0, k = 0, 1, 2, ..., n− 2, (1.3)

ω(T ) =
l∑

i=1

aiω(ξi), T0 < ξi < T, ai > 0, i = 1, ..., l (1.4)

p-Laplasyen operatörülü ψ-Caputo kesirli türevi içeren sınır değer problemi

incelenmiştir (Erbaş et al., 2023). Burada T > T0, ψ fonksiyonu her m ∈ [T0, T ]

için ψ′(m) ̸= 0 olacak şekilde artan türevlenebilir bir fonksiyon ve CDα,ψ

T+
0

,

α ∈ (n− 1, n] mertebeli ψ-Caputo kesirli türevidir. φ : [T0, T ]×R → R sürekli

bir fonksiyon, n = [α] + 1 ([α], α’nın tam değeri) ve T0 < ξi < T , ai > 0,

i = 1, ..., l reel sabitlerdir. Ayrıca problemde verilen ϕ Laplasyen, p > 1 için

ϕp(m) = |m|p−2m ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere ϕ−1

p (m) = ϕq(m) koşulunu sağlayan

bir fonksiyondur.

Yukarıda bahsedilen makaleler ışığında, p-Laplasyen ψ-Caputo kesirli türevli

diferansiyel denklem (1.1), çok noktalı sınır koşulları (1.2), (1.3) ve (1.4) ile
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birlikte ele alınmıştır. Bu tezde, Banach ve Schaefer sabit nokta teoremleri

kullanılarak yukarıdaki (1.1)-(1.4) p-Laplasyen ψ-Caputo kesirli sınır değer

problemine ait çözümün genel yapısı, varlık ve teklik sonuçları ortaya ko-

nulmuştur. Daha sonra bulunan sonuçları destekleyen iki örnek verilmiştir.
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2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, tezin devamında kullanılacak olan temel tanım, lemma ve

teoremlerin ifadeleri verilmiştir.

2.1 TANIM ve LEMMALAR

Burada ψ-Riemann-Liouville kesirli integral, ψ-Caputo kesirli türev gibi

kavramlar tanımlanmış ve bu tanımlarda kullanılan Gamma fonksiyonuyla

birlikte bazı temel tanım ve özellikler verilmiştir.

Tanım 2.1.1. (Kilbas et al., 2006) Euler integrali denilen Γ(t) =
∫∞
0
xt−1e−xdx

integraline Gamma fonksiyonu adı verilir ve Γ simgesi ile gösterilir. Gamma

fonksiyonu aşağıdaki üç özelliği sağlamaktadır.

1) Γ(t+ 1) = tΓ(t),

2) Γ(1
2
) =

√
π,

3) Γ(t+ 1) = t!, t ∈ N0.

Tanım 2.1.2. (Kilbas et al., 2006), (Almeida, 2017) ψ fonksiyonu artan,

türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere her t ∈ [a, b] için ψ′(t) ̸= 0 olsun.

α > 0 için integrallenebilir bir u : [a, b] → R fonksiyonunun α’ncı mertebeden

ψ fonksiyonuna göre Iα,ψa+ u soldan ψ-Riemann-Liouville kesirli integrali

Iα,ψa+ u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

ψ′(s) (ψ(t)− ψ(s))α−1 u(s)ds (2.1)

ile tanımlanır. Burada Γ, Gamma fonksiyonudur. (2.1) ψ-Riemann-Liouville

kesirli integralde, sırasıyla ψ(t) = t ve ψ(t) = ln t olduğunda Riemann-Liouville

ve Hadamard kesirli integrallerine indirgenir.

Bizim tezimizde kullandığımız ψ-Riemann-Liouville kesirli integrali, Riemann-

Liouville ve Hadamard tipi kesirli integralleri genelleyen bir integraldir.

Örnek 2.1.1. u : [1, 2] → R ile tanımlı u(t) = t2 fonksiyonunun 1
2
’nci

mertebeden ψ(t) = t2 + 1 fonksiyonuna göre her t ∈ [1, 2] için ψ-Riemann-

Liouville kesirli integralini bulalım.
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Burada Tanım 2.1.2 gözüyle bakıldığında

α =
1

2
, a = 1, b = 2, u(t) = t2 ψ(t) = t2 + 1, ψ′(t) = 2t

olur. 2.1 eşitliğinden

I
1
2
,t2+1

1+ (t2) =
1

Γ
(
1
2

) ∫ t

1

2s
(
t2 + 1− s2 − 1

) 1
2
−1
s2ds

=
1√
π

∫ t

1

2s3√
t2 − s2

ds

elde edilir. t2 − s2 = u değişken değişimi yapılırsa

=
1√
π

∫
u− t2√

u
du

=
1√
π

(∫ √
udu− t2

∫
1√
u
du

)
=

1√
π

(
2

3
u

3
2 − 2t2u

1
2

)
olur. Tekrar u’nun eşiti yazılır ve integral sınırları uygulanırsa

I
1
2
,t2+1

1+ (t2) =
1√
π

(
2

3

(√
t2 − s2

)3
− 2t2

√
t2 − s2

∣∣∣∣t
1

)

=
2
√
t2 − 1 (2t2 + 1)

3
√
π

olarak bulunur.

Tanım 2.1.3. (Munkhammar, 2004) Her t ∈ [a, b] ve α > 0 için integralle-

nebilir bir u : [a, b] → R fonksiyonunun α’ncı mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrali

Iα,ψa+ u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1 u(s)ds

ile tanımlanır. Burada Γ, Gamma fonksiyonudur.

Örnek 2.1.2. u : [1, 2] → R ile tanımlı u(t) = t2 fonksiyonunun 1
2
’nci

mertebeden her t ∈ [1, 2] için Riemann-Liouville kesirli integralini bulalım.

Burada Tanım 2.1.3’den α = 1
2
, a = 1, b = 2, u(t) = t2 olup

I
1
2

1+(t
2) =

1

Γ
(
1
2

) ∫ t

1

(t− s)
1
2
−1 s2ds

=
1√
π

∫ t

1

s2√
t− s

ds
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dir. t− s = u değişken değişimi yapılırsa

=
1√
π

∫
−(t− u)2√

u
du

=
−1√
π

(∫
t2 − 2tu+ u2√

u
du

)
=

−1√
π

(
2

5
u

5
2 − 4

3
tu

3
2 + 2t2u

1
2

)
olur. Tekrar u’nun eşiti yazılır ve integral sınırları uygulanırsa

I
1
2

1+(t
2) =

1√
π

(
−2

5
(t− s)

5
2 +

4

3
t(t− s)

3
2 − 2t2(t− s)

1
2

∣∣∣∣t
1

)

=
1√
π

(√
t− 1 (16t2 + 8t+ 6)

15

)
olarak bulunur.

Yukarıda Örnek 2.1.1 ve Örnek 2.1.2’de gösterildiği üzere, u(t) = t2

fonksiyonunun 1
2
’nci mertebeden ψ-Riemann-Liouville kesirli integrali

I
1
2
,t2+1

1+ (t2) = 2
√
t2−1 (2t2+1)

3
iken Riemann-Liouville kesirli integrali

I
1
2

1+(t
2) = 1√

π

(√
t−1 (16t2+8t+6)

15

)
’dir.

Tanım 2.1.4. (Almeida, 2017) Her t ∈ [a, b] için n ∈ N, ψ artan ve

ψ′(t) ̸= 0 olacak şekilde ψ, u ∈ Cn([a, b],R) iki fonksiyon olsun. α’ncı

mertebeden u fonksiyonunun soldan ψ-Riemann-Liouville kesirli türevi

Dα,ψ
a+ u(t) =

(
1

ψ′(t)

d

dt

)n
In−α;ψa+

u(t)

=
1

Γ(n− α)

(
1

ψ′(t)

d

dt

)n ∫ t

a

ψ′(s) (ψ(t)− ψ(s))n−α−1 u(s)ds

ile tanımlanır. Burada α /∈ N için n = [α] + 1 ve α ∈ N için n = α olup [α],

α’nın tam değerini ifade etmektedir.

Örnek 2.1.3. u : [0, 1] → R ile tanımlı u(t) = t6 fonksiyonunun 1
2
’nci

mertebeden ψ(t) = t3−1
4

fonksiyonuna göre her t ∈ [0, 1] için ψ-Riemann-

Liouville kesirli türevini bulalım.

Burada Tanım 2.1.4 gözüyle bakıldığında

α =
1

2
, a = 0, b = 1, u(t) = t6 ψ(t) =

t3 − 1

4
, ψ′(t) =

3t2

4
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olur. Tanım 2.1.4’den

D
1
2
, t

3−1
4

0+

(
t6
)
=

1

Γ(1− 1
2
)

(
1
3t2

4

d

dt

)1 ∫ t

0

3s2

4

(
t3 − s3

4

)1− 1
2
−1

s6ds

=
1

Γ(1
2
)

(
4

3t2
d

dt

)1 ∫ t

0

3s8

4

2√
t3 − s3

ds

olur. Burada
√
t3 − s3 = u değişken değişimi yapılırsa

=
1√
π

4

3t2
d

dt

∫
−(t3 − u2)2du

=
1√
π

4

3t2
d

dt

∫
−t6 + 2t3u2 − u4du

=
1√
π

4

3t2
d

dt

(
−t6u+ 2t3

u3

3
− u5

5

)
elde edilir. Son olarak, u’nun eşiti yerine yazılır ve integral sınırları uygu-

lanırsa

D
1
2
, t

3−1
4

0+

(
t6
)
=

1√
π

4

3t2
d

dt

−t6
√
t3 − s3 +

2

3
t3
(√

t3 − s3
)3

−

(√
t3 − s3

)5
5

|t0


=

1√
π

4

3t2
d

dt

t6√t3 − 2

3
t3
(√

t3
)3

+

(√
t3
)5

5


=

1√
π

4

3t2
d

dt

(
8t7

√
t

15

)
eşitliğine ulaşılır. Buradan

D
1
2
, t

3−1
4

0+

(
t6
)
=

16t4
√
t

3
√
π

olarak bulunur.

Tanım 2.1.5. (Labade, 2021) Her t ∈ [a, b] için n ∈ N, u ∈ Cn([a, b],R)

fonksiyon olsun. α’ncı mertebeden u fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli

türevi

aD
α
t u(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1 u(s)ds

ile tanımlanır. Burada α /∈ N için n = [α] + 1 ve α ∈ N için n = α olup [α],

α’nın tam değerini ifade etmektedir.
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Örnek 2.1.4. u : [0, 1] → R ile tanımlı u(t) = t6 fonksiyonunun 1
2
’nci

mertebeden her t ∈ [0, 1] için Riemann-Liouville kesirli türevini bulalım.

Burada Tanım 2.1.5’den α = 1
2
, a = 0, b = 1, u(t) = t6olup

0D
1
2
t

(
t6
)
=

1

Γ(1− 1
2
)

d

dt

∫ t

0

(t− s)1−
1
2
−1 s6ds

=
1

Γ(1
2
)

d

dt

∫ t

0

s6√
t− s

ds

dir. Burada t− s = x ve u =
√
x değişken değişimi yapılırsa

=
1√
π

d

dt

∫
−2(t− u2)6du

=
1√
π

d

dt

∫
−2(u12 − 6u10t+ 15u8t2 − 20u6t3 + 15u4t4 − 6u2t5 + t6)du

=
1√
π

d

dt

(
− 2

13
u13 +

12

11
u11t− 30

9
u9t2 +

40

7
u7t3 − 30

5
u5t4 +

12

3
u3t5 − 2ut6

)
elde edilir. u’nun eşiti yerine yazılırsa

0D
1
2
t

(
t6
)
=

1√
π

d

dt

(
− 2

13
x

13
2 +

12

11
x

11
2 t− 30

9
x

9
2 t2 +

40

7
x

7
2 t3 − 30

5
x

5
2 t4 +

12

3
x

3
2 t5 − 2x

1
2 t6
)

dir. Son olarak x’in eşiti yerine yazılır ve integral sınırları uygukanırsa

=
1√
π

d

dt

(
2048t6

√
t

3003

)
=

1024t5
√
t

231
√
π

Böylelikle

0D
1
2
t

(
t6
)
=

1024t5
√
t

231
√
π

dir.

Örnek 2.1.3 ve Örnek 2.1.4’de gösterildiği üzere, u(t) = t6 fonksiyonunun

1
2
’nci mertebeden ψ-Riemann-Liouville kesirli türevi D

1
2
, t

3−1
4

0+ (t6) = 16t4
√
t

3
√
π

iken

Riemann-Liouville kesirli integrali 0D
1
2
t (t6) = 1024t5

√
t

231
√
π
’dir.

Tanım 2.1.6. (Almeida, 2017) Her t ∈ [a, b] için n ∈ N, ψ artan ve

ψ′(t) ̸= 0 olacak şekilde ψ, u ∈ Cn([a, b],R) iki fonksiyon olsun. α’ncı

mertebeden u fonksiyonunun soldan ψ-Caputo kesirli türevi

CDα,ψ
a+ u(t) = In−α,ψa+

(
1

ψ′(t)

d

dt

)n
u(t)
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ile tanımlanır. Burada α /∈ N için n = [α] + 1 ve α ∈ N için n = α olup [α],

α’nın tam değerini ifade etmektedir. Tanımdan açıkça görülüyor ki

CDα,ψ
a+ u(t) =


∫ t
a
ψ′(s)(ψ(t)−ψ(s))n−α−1

Γ(n−α) u
[n]
ψ (s)ds, , α /∈ N,

u
[n]
ψ (t) , α ∈ N

(2.2)

dır. Burada gösterimi basitleştirmek için kısaltılmış sembol

u
[n]
ψ (t) =

(
1

ψ′(t)

d

dt

)n
u(t)

kullanılmaktadır. (2.2) eşitliğindeki bu genelleme, ψ(t) = t olduğunda Caputo

kesirli türev operatörünü verirken ψ(t) = ln t olduğunda da Caputo-Hadamard

kesirli türevini vermektedir. Eğer u ∈ Cn([a, b],R) ise u fonksiyonunun α’ncı

mertebeden ψ fonksiyonuna göre ψ-Caputo kesirli türevi

CDα,ψ
a+ u(t) = Dα,ψ

a+

[
u(t)−

n−1∑
k=0

u
[k]
ψ u(a)

k!
(ψ(t)− ψ(a))k

]

ile tanımlanır.

Lemma 2.1.1. (Almeida et al., 2018) Her t ∈ [a, b] ve α > 0 için,

1) Eğer u ∈ C([a, b],R) ise

CDα,ψ
a+ Iα,ψa+ u(t) = u(t)

dir.

2) Eğer u ∈ Cn([a, b],R) ve n− 1 < α < n ise

Iα,ψa+
CDα,ψ

a+ u(t) = u(t)−
n−1∑
k=0

u
[k]
ψ (a)

k!
[ψ(t)− ψ(a)]k

dir.

3) Eğer u ∈ Cn−1([a, b],R) ise Iα,ψa+ doğrusaldır ve C([a, b],R) den C([a, b],R)

ye sınırlıdır.

Lemma 2.1.2. (Chen et al., 2012) ϕp(t) = |t|p−2t olmak üzere

ϕp : R → R tanımlı bir p-Laplasyen operatörü olsun. Aşağıda bazı temel

özellikler verilmiştir.
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1) Eğer 1 < p < 2 ve t ̸= 0 ise (ϕp(t))
′ = (p− 1) |t|p−2 dir.

2) Eğer 1 < p < 2, th > 0 ve |t|, |h| ≥ l > 0 ise

| ϕp(t)− ϕp(h) | ≤ (p− 1)lp−2| t− h |

dir.

3) Eğer p > 2 ve |t|, |h| ≤ L ise

| ϕp(t)− ϕp(h) | ≤ (p− 1)Lp−2| t− h |

dir.

4) 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere ϕp tersinirdir ve tersi ϕ−1

p (t) = ϕq(t) dir.

Lemma 2.1.3. (Abdo et al., 2019) α, β > 0 ve u : [a, b] → R olsun.

1) Iα,ψa+ [ψ(t)− ψ(a)]β−1 = Γ(β)
Γ(α+β)

[ψ(t)− ψ(a)]α+β−1 dir.

2) CDα,ψ
a+ [ψ(t)− ψ(a)]β−1 = Γ(β)

Γ(α−β) [ψ(t)− ψ(a)]β−α−1 dir.

3) CDα,ψ
a+ [ψ(t)− ψ(a)]k = 0, ∀k = 0, 1, ..., n− 1, n ∈ N dir.

4) Iα,ψa+ Iβ,ψa+ u(t) = Iα+β,ψa+ u(t) dir.

Tanım 2.1.7. (Kreyszing, 1978) M , U normlu vektör uzayının bir alt kümesi

olsun. Eğer M ’deki her yakınsak dizinin yakınsadığı limiti M içinde ise M ’ye

U ’nun kapalı alt kümesi denir.

Tanım 2.1.8. (Conway, 1990) M , U normlu vektör uzayının bir alt kümesi

olsun. Eğer ∀t ∈ M için ||t|| ≤ K olacak şekilde ∃K > 0 sayısı var ise M ’ye

sınırlı alt küme denir.

Tanım 2.1.9. (Kreyszing, 1978) M , U normlu vektör uzayının bir alt kümesi

olsun. Eğer M kümesinin elemanlarından oluşan her diziden yakınsak bir alt

dizi seçilebiliyorsa ve yakınsadığı değer M kümesi içinde ise M ’ya kompakt alt

küme denir.

Tanım 2.1.10. (Conway, 1990) Z ve T normlu uzaylar olsun. Eğer her A ⊂ Z

sınırlı kümesininM : Z → T operatörü altındaki görüntüsünün kapanışıM(A)

kompakt ise M operatörüne kompakt operatör denir.
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Tanım 2.1.11. (Conway, 1990) Eğer bir operatör sürekli ve kompakt ise bu

operatöre tamamen sürekli operatör denir.

Tanım 2.1.12. (Conway, 1990) (U, ||.||) bir Banach uzay ve P : U → U

bir dönüşüm olsun. ∀t, s ∈ U için ||Pt − Ps|| ≤ l||t − s||, 0 < l < 1 ise P

dönüşümüne daralma dönüşümü denir.

Tanım 2.1.13. (Conway, 1990) U ⊂ C[a, b] olsun. ϵ > 0 verilsin. ∀h ∈ U ,

∀t, s ∈ C[a, b] için |t − s| < δ ⇒ |h(t) − h(s)| < ϵ olacak şekilde bir δ > 0

bulunabiliyorsa U fonksiyonlar ailesine aynı dereceden süreklidir denir.

2.2 TEOREMLER

Bu bölümde, tezin 3.2 Sabit Nokta Teoremleri ve Uygulaması bölümünde

kullanılacak olan Banach sabit nokta teoremi, Schaefer sabit nokta teoremi ve

operatörün tamamen sürekli olduğuna dayandırdığımız Arzela-Ascoli teoremi

ifadelerine yer verilmiştir.

Teorem 2.2.1. (Banach, 1922) (Banach Sabit Nokta Teoremi)

U bir Banach uzayı, X kümesi U ’nin boş olmayan kapalı bir alt kümesi

olsun. T : X → X bir daralma dönüşümü olduğunu kabul edelim, yani

x, y ∈ Xiçin ||Tx − Ty|| ≤ λ||x − y|| olacak şekilde bir λ (0 < λ < 1) vardır.

O halde T , X kümesinde tek bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.2.2. (Schaefer, 1955) (Schaefer Sabit Nokta Teoremi)

U bir Banach uzayı olsun ve T : U → U sürekli ve kompakt operatör

olsun. Ayrıca {u ∈ U : u = λTu, λ ∈ (0, 1)} kümesinin sınırlı olduğunu

varsayalım. O halde T operatörünün U da sabit bir noktası vardır.

Teorem 2.2.3. (Conway, 1990) (Arzela-Ascoli Teoremi)

Bir M ⊂ C[a, b] olsun. M ’nin kompakt olması için gerek ve yeter koşul

M ’nin kapalı, sınırlı ve aynı dereceden sürekli olmasıdır.



14

3 p-LAPLASYEN OPERATÖRÜLÜ ψ-CAPUTO

KESİRLİ SINIR DEĞER PROBLEMİ

Bu bölümde, Bölüm 2’deki tanım, lemma ve teoremler kullanılarak (1.1)-

(1.4) kesirli sınır değer problemine ait çözümünün varlık ve teklik sonuçları

Banach ve Schaefer sabit nokta teoremleri kullanılarak incelenmiştir. Aşağıda,

bu tez boyunca kullanılacak koşullar verilmiştir:

(H1) Her m ∈ J ve ω, z ∈ R için

| φ(m,ω)− φ(m, z) | ≤ t | ω − z |

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir gerçek sabit t > 0 vardır.

(H2) Her (m,ω) ∈ J × R için

φ(m,ω) ≥ βγ(m− T0)
γ−1

eşitsizliğini sağlayacak şekilde β > 0 ve 0 < γ < 2
2−q gerçek sabitleri

vardır.

(H3) φ : [T0, T ]× R → R sürekli bir fonksiyon ve her (m,ω) ∈ J × R için

|φ(m,w(m))| ≤ t1|w|

eşitsizliğini sağlayacak şekilde pozitif bir t1 sabiti vardır.

3.1 SINIR DEĞER PROBLEMİNİN ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde, (1.1)-(1.4) sınır değer problemimizin varlık ve teklik

sonuçlarını verdiğimiz 3.2 Bölümündeki Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 den önce

bu teoremlerde kullanılacak olan (1.1)-(1.4) sınır değer probemimizi integral

denklem olarak ifade ettiğimiz Lemma 3.1.1 kanıtlanacaktır.

Lemma 3.1.1. ω ∈ C(J,R) bir fonksiyon, α ∈ (n − 1, n], ai > 0, i = 1, ..., l

ve T0 < ξi < T olsun. Eğer (ψ(T )− ψ(T0))
n−1 −

l∑
i=1

ai(ψ(ξi)− ψ(T0))
n−1 ̸= 0

ise
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ω(m), (1.1)-(1.4) kesirli sınır değer probleminin bir çözümü olması için gerek

ve yeter koşul

ω(m) =

l∑
i=1

aiI
α,ψ

T+
0

ϕq

(∫ ξi

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− Iα,ψ

T+
0

ϕq

(∫ T

T0

φ(s, ω(s))ds

)

(ψ(T )− ψ(T0))n−1 −
l∑

i=1

ai(ψ(ξi)− ψ(T0))
n−1

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

+
1

Γ(α)

∫ m

T0

ψ′(τ)(ψ(m)− ψ(τ))α−1ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

denkleminin bir çözümünün olmasıdır.

İspat. ω(m), (1.1) kesirli diferansiyel denkleminin bir çözümü olsun. (1.1)

kesirli diferansiyel denklem, T0 dan T ye integrallenirse

ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

ω(m)
)
− ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

ω(T0)
)
=

∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

elde edilir. (1.2) sınır koşulundan

ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

ω(m)
)
=

∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds (3.1)

olduğu görülür. p-Laplasyen ϕp fonksiyonunun ters fonksiyon ϕq koşulundan

CDα,ψ

T+
0

ω(m) = ϕq

(∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
(3.2)

olur. (3.2) eşitliğine ψ-kesirli integral Iα,ψ
T+
0

uygulanırsa

Iα,ψ
T+
0

CDα,ψ

T+
0

ω(m) = Iα,ψ
T+
0

ϕq

(∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
elde edilir. Lemma 2.1.1 kullanılarak c0, c1, ..., cn−1 ∈ R için

ω(m) = c0 + c1(ψ(m)− ψ(T0)) + ...+ cn−1(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

+ Iα,ψ
T+
0

ϕq

(∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
(3.3)

eşitliğine ulaşılır. (1.3) sınır koşulu uygulanırsa c0 = c1 = ... = cn−2 = 0

bulunur. (3.3) eşitliğinde bulunan c0, c1, ..., cn−2 yerine yazılırsa

ω(m) =cn−1(ψ(m)− ψ(T0))
n−1 + Iα,ψ

T+
0

ϕq

(∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
(3.4)
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elde edilir ve Tanım 2.1.2 kullanılarak

ω(m) =cn−1(ψ(m)− ψ(T0))
n−1 +

1

Γ(α)

∫ m

T0

ψ′(τ)(ψ(m)− ψ(τ))α−1ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

(3.5)

eşitlği elde edilir. (1.4) sınır koşulu (3.4) eşitliğine uygulanılırsa

l∑
i=1

ai

(
cn−1(ψ(ξi)− ψ(T0))

n−1 + Iα,ψ
T+
0

ϕq

(∫ ξi

T0

φ(s, ω(s))ds

))
= cn−1(ψ(T )− ψ(T0))

n−1 + Iα,ψ
T+
0

ϕq

(∫ T

T0

φ(s, ω(s))ds

)
eşitliği elde edilir. Bu eşitlik tekrar düzenlenirse

cn−1 =

l∑
i=1

ai

(
Iα,ψ
T+
0

ϕq

(∫ ξi

T0

φ(s, ω(s))ds

))
− Iα,ψ

T+
0

ϕq

(∫ T

T0

φ(s, ω(s))ds

)

(ψ(T )− ψ(T0))n−1 −
l∑

i=1

ai(ψ(ξi)− ψ(T0))
n−1

bulunur. Bulduğumuz cn−1, (3.5) eşitliğinde yerine yazılırsa

ω(m) =

l∑
i=1

aiI
α,ψ

T+
0

ϕq

(∫ ξi

T0

φ(s, ω(s))ds

)
−Iα,ψ

T+
0

ϕq

(∫ T

T0

φ(s, ω(s))ds

)

(ψ(T )− ψ(T0))n−1 −
l∑

i=1

ai(ψ(ξi)− ψ(T0))
n−1

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

+
1

Γ(α)

∫ m

T0

ψ′(τ)(ψ(m)− ψ(τ))α−1ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

olduğu görülür. Böylelikle ispat tamamlanır.

3.2 SABİT NOKTA TEOREMLERİ VE UYGULAMASI

Temel sonuçları ele adlığımız bu bölümde, (1.1)-(1.4) p-Laplasyen kesirli

sınır değer probleminin J üzerinde tek çözümünün olduğunu Banach sabit

nokta teoremi kullanılarak, en az bir çözümünün olduğunu ise Schaefer sabit

nokta teoremi kullanılarak ispatlanmış ve bu sonuçları destekleyen iki tane

örnek verilmiştir.

(1.1)-(1.4) p-Laplasyen kesirli sınır değer probleminin J üzerinde tek
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çözümünün olduğunu göstemek için

w1 =
(ψ(T )− ψ(T0))

n+α−1

|κ|Γ(α + 1)

(
1 +

l∑
i=1

ai

)
t(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 ),

w2 =
(ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)
t(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 ).

sayılarından yararlanılacaktır.

Teorem 3.2.1. (ψ(T )− ψ(T0))
n−1 −

l∑
i=1

ai(ψ(ξi)− ψ(T0))
n−1 ̸= 0, p > 2,

ai > 0, i = 1, ..., l ve T0 < ξi < T olmak üzere (H1) ve (H2) koşulları

doğru olsun. Eğer (w1 +w2) < 1 ise (1.1)-(1.4) p-Laplasyen kesirli sınır değer

probleminin tek bir çözümü vardır.

İspat. (H2) koşulundan her (m,ω) ∈ J × R için∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds ≥
∫ m

T0

βγ(s− T0)
γ−1ds = β(m− T0)

γ

eşitsizliği elde edilir.

ω, z ∈ C(J,R) olsun. Lemma 2.1.2, (H1) koşulu ve 0 ≤ mγ − T γ0 ≤ mγ

eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣ϕq (∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ m

T0

φ(s, z(s))ds

)∣∣∣∣
≤ (q − 1) (β(mγ − T γ0 ))

q−2

∣∣∣∣∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds−
∫ m

T0

φ(s, z(s))ds

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣ϕq (∫ m

T0

φ(s, ω(s))de

)
− ϕq

(∫ m

T0

φ(s, z(s))ds

)∣∣∣∣
≤ (q − 1)(βmγ)q−2

∫ m

T0

|φ(s, ω(s))− φ(s, z(s))|ds,

(3.6)∣∣∣∣ϕq (∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ m

T0

φ(s, z(s))ds

)∣∣∣∣
≤ (q − 1)(βmγ)q−2

∫ m

T0

t || ω − z || ds,



18∣∣∣∣ϕq (∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ m

T0

φ(s, z(s))ds

)∣∣∣∣
≤ t(q − 1)(βmγ)q−2(m− T0) || ω − z ||,∣∣∣∣ϕq (∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ m

T0

φ(s, z(s))ds

)∣∣∣∣
≤ t(q − 1)βq−2

(
mγ(q−2)+1 −mγ(q−2)T0

)
|| ω − z ||,∣∣∣∣ϕq (∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ m

T0

φ(s, z(s))ds

)∣∣∣∣
≤ t(q − 1)βq−2

(
mγ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0

)
|| ω − z ||

(3.7)

eşitsizlikleri elde edilir.

A : C(J,R) → C(J,R), aşağıdaki gibi tanımlanan operatör olsun:

Aω(m) =

l∑
i=1

aiI
α,ψ

T+
0

ϕq

(∫ ξi

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− Iα,ψ

T+
0

ϕq

(∫ T

T0

φ(s, ω(s))ds

)
κ

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

+
1

Γ(α)

∫ m

T0

ψ′(τ)(ψ(m)− ψ(τ))α−1ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ.

Burada

κ = (ψ(T )− ψ(T0))
n−1 −

l∑
i=1

ai(ψ(ξi)− ψ(T0))
n−1

dir.

Tanım 2.1.2 kullanılarak

Aω(m) =

l∑
i=1

ai

(
1

Γ(α)

∫ ξi

T0

ψ′(τ)(ψ(ξi)− ψ(τ))α−1ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

)
κ

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

−
1

Γ(α)

∫ T
T0
ψ′(τ)(ψ(T )− ψ(τ))α−1ϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ω(s))ds

)
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

+
1

Γ(α)

∫ m

T0

ψ′(τ)(ψ(m)− ψ(τ))α−1ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ (3.8)

eşitliği yazılır.
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Şimdi A operatörünün bir daralma dönüşümü olduğunu gösterelim.

ω, z ∈ C(J,R) olsun,

|Aω(m)−Az(m)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

Dϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

)
−
∫ T

T0

Fϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

+

∫m
T0
Hϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ω(s))ds

)
dτ

Γ(α)

−

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

Dϕq

(∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

)
dτ

)
−
∫ T

T0

Fϕq

(∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

)
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

−

∫m
T0
Hϕq

(∫ τ
T0
φ(s, z(s))ds

)
dτ

Γ(α)

∣∣∣∣∣∣
dir. Burada

D =
ψ′(τ)(ψ(ξi)− ψ(τ))α−1

Γ(α)
,

F =
ψ′(τ)(ψ(T )− ψ(τ))α−1

Γ(α)
,

H = ψ′(τ)(ψ(m)− ψ(τ))α−1 (3.9)

dir. O halde

|Aω(m)−Az(m)|

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

Dϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

))
dτ −

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

Dϕq

(∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

))
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∫ T
T0
Fϕq

(∫ τ
T0
φ(s, z(s))ds

)
dτ −

∫ T
T0
Fϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ω(s))ds

)
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ m

T0

Hϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− 1

Γ(α)

∫ m

T0

Hϕq

(∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

)
dτ

∣∣∣∣
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eşitsizliği elde edilir. (H2) koşulundan

|Aω(m)− Az(m)|

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

D

(
ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

))
dτ

)
κ

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∫ T
T0
F
(
ϕq

(∫ τ
T0
φ(s, z(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ω(s))ds

))
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ m

T0

H

(
ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

))
dτ

∣∣∣∣
olduğu görülür. Buradan

|Aω(m)− Az(m)|

≤ (ψ(m)− ψ(T0))
n−1

|κ|

l∑
i=1

ai

∫ ξi

T0

|D|
∣∣∣∣ϕq (∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

)∣∣∣∣ dτ
+

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

|κ|

∫ T

T0

|F |
∣∣∣∣ϕq (∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)∣∣∣∣ dτ
+

1

Γ(α)

∫ m

T0

|H|
∣∣∣∣ϕq (∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, z(s))ds

)∣∣∣∣ dτ
eşitsizliği elde edilir.

β > 0, 0 < γ < 2
2−q olduğundan ve (3.7) eşitsizliği kullanılırsa

|Aω(m)− Az(m)|

≤ (ψ(m)− ψ(T0))
n−1

|κ|

l∑
i=1

ai

∫ ξi

T0

|D|t(q − 1)βq−2(τ γ(q−2)+1 − T
γ(q−2)+1
0 )||ω − z||dτ

+
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

|κ|

∫ T

T0

|F |t(q − 1)βq−2(τ γ(q−2)+1 − T
γ(q−2)+1
0 )||ω − z||dτ

+
1

Γ(α)

∫ m

T0

|H|t(q − 1)βq−2|(τ γ(q−2)+1 − T
γ(q−2)+1
0 )||ω − z||dτ

≤ (ψ(m)− ψ(T0))
n−1t(q − 1)βq−2

|κ|

l∑
i=1

ai

∫ ξi

T0

|D|(T γ(q−2)+1 − T
γ(q−2)+1
0 )||ω − z||dτ

+
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1t(q − 1)βq−2

|κ|

∫ T

T0

|F |(T γ(q−2)+1 − T
γ(q−2)+1
0 )||ω − z||dτ

+
t(q − 1)βq−2

Γ(α)

∫ m

T0

|H|(T γ(q−2)+1 − T
γ(q−2)+1
0 )||ω − z||dτ
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elde edilir. Bu durumda

|Aω(m)− Az(m)|

≤ (ψ(T )− ψ(T0))
n−1

|κ|

l∑
i=1

ai(ψ(T )− ψ(T0))
α

Γ(α + 1)
t(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 )||ω − z||

+
(ψ(T )− ψ(T0))

n−1

|κ|
(ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)
t(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 )||ω − z||

+
(ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)
t(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 )||ω − z||

=
(ψ(T )− ψ(T0))

n+α−1

|κ|Γ(α + 1)

(
1 +

l∑
i=1

ai

)
t(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 )||ω − z||

+
(ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)
t(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 )||ω − z||

olduğu görülür.

Son olarak

||Aω − Az|| ≤ (w1 + w2) ||ω − z||

elde edilir.

Hipotezden, w1+w2 < 1 olduğundan A operatörü bir daralma operatörüdür.

Böylece Banach sabit nokta teoremi kullanılarak A operatörümüzün tek bir sabit

noktası olduğu söylenebilir ve bu da (1.1)-(1.4) kesirli sınır değer probleminin

tek bir çözümü olduğunu gösterir. Böylelikle ispat tamamlanır.

Örnek 3.2.1. Aşağıdaki ψ-Caputo sınır değer problemini ele alalım.

(
ϕ 7

3

(
D

5
2
,m3

0+ ω(m)
))′

= 4m3
(
1 + sin2

(
πω(m)

33

))
, m ∈ [0, 1]

ω(k)(0) = 0, k = 0, 1, ..., n− 2

CD
5
2
,m3

0+ ω(0) = 0

ω(1) =
3∑
i=1

2i− 1

3
ω

(
1

2i

) (3.10)
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(3.10) kesirli sınır değer problemine (1.1)-(1.4) gözüyle bakıldığında;

α =
5

2
, T0 = 0, T = 1, ψ(m) = m3, p =

7

3
> 2, n− 1 < α ≤ n = 3,

a1 =
1

3
, a2 = 1 a3 =

5

3
, ξ1 =

1

2
, ξ2 =

1

4
, ξ3 =

1

8
,

φ(m,ω(m)) = 4m3

(
1 + sin2

(
πω(m)

33

))
olur. Açıkça görülüyor ki T0 < ξi < T , ai > 0, i = 1, ..., l, q = 7

4
< 2 ve

ω ∈ C(J × R,R) dir.

Problem (3.10)’de φ fonksiyonunun (H1) koşulunu sağladığını gösterelim.

m ∈ [0, 1] ve ω, z ∈ R için,

|φ(m,ω(m))− φ(m, z(m))| =
∣∣∣∣4m3

(
1 + sin2

(
πω(m)

33

))
− 4m3

(
1 + sin2

(
πz(m)

33

))∣∣∣∣
=

∣∣∣∣4m3

(
sin2

(
πω(m)

33

))
− 4m3

(
sin2

(
πz(m)

33

))∣∣∣∣
|φ(m,ω(m))− φ(m, z(m))| ≤ 4πm3

33
|ω(m)− z(m)|

|φ(m,ω)− φ(m, z)| ≤ 4π

33
|ω − z|

elde edilir. Dolayısıyla (H1) koşulu t =
4π
33

için sağlanır.

Problem (3.10)’de φ fonksiyonunun (H2) koşulunu sağlandığını gösterelim.

β = 1, γ = 4 alırsak, m ∈ [0, 1] ve ω ∈ R için,

βγm3 = 4m3 ≤ 4m3

(
1 + sin2

(
πω(m)

33

))
elde edilir. Böylelikle (H2) koşlu sağlanır.

Son olarak

w1 + w2 = 0.4315725 < 1

eşitsizliği sağlanır.

Böylelikle, Teorem 3.2.1 in tüm koşulları sağlanmıştır. Dolayısıyla (3.10)

p-Laplasyen kesirli sınır değer probleminin tek bir çözümü vardır.
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Teorem 3.2.2. p > 2, ai > 0, i = 1, ..., l ve T0 < ξi < T olmak üzere (H2) ve

(H3) koşulları doğru olsun. Eğer

(ψ(T )− ψ(T0))
n−1 −

l∑
i=1

ai(ψ(ξi)− ψ(T0))
n−1 ̸= 0

ise, o zaman (1.1)-(1.4) kesirli sınır değer probleminin en az bir çözümü vardır.

İspat.

P := {ω ∈ Cn[T0, T ] :
(
ϕp(

CDα,ψ

T+
0

ω)
)′

∈ C[T0, T ]} (3.11)

kümesini tanımlayalım.

P kümesi (3.11)deki gibi olmak üzere, (3.8) ile tanımlanan A : P → P

operatörünü ele alalım.

1.Adım:
(
ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

(Aω)(m)
))′

sürekli olduğunu gösterelim.

(
ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

Aω(m)
))′

=ϕp


l∑
i=1

aiI
α,ψ

T+
0

ϕq

(∫ ξi

T0

φ(s, ω(s))ds

)
− Iα,ψ

T+
0

ϕq

(∫ T

T0

φ(s, ω(s))ds

)
κ

CDα,ψ

T+
0

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1




′

+

(
ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

Iα,ψ
T+
0

ϕq

(∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)))′

.

Lemma 2.1.1, Lemma 2.1.3 ve (3.1) eşitliği kullanılarak(
ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

Aω(m)
))′

=

(
ϕp

(
ϕq

(∫ m

T0

φ(s, ω(s))ds

)))′

=
(
ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

ω(m)
))′

bulunur. Burada (1.1) eşitliği kullanılarak(
ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

Aω(m)
))′

= φ(m,ω(m))

elde edilir. φ(m,ω(m)) sürekli bir fonksiyon olduğundan,(
ϕp

(
CDα,ψ

T+
0

(Aω)(m)
))′

∈ C[T0, T ]

dir.
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2.Adım: Bu adımda A operatörünün sürekli olduğunu gösterelim.

{ωn}n∈N, n → ∞ iken ωn → ω olacak şekilde P de bir dizisi olsun. (3.8) ve

(3.9) eşitlikleri kullanılarak, her m ∈ J için

|Aωn(m)− Aω(m)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

Dϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ωn(s))ds

)
dτ

)
−
∫ T

T0

Fϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ωn(s))ds

)
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

+

∫ m
T0
Hϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ωn(s))ds

)
dτ

Γ(α)

−

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

Dϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

)
−
∫ T

T0

Fϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

−

∫ m
T0
Hϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ω(s))ds

)
dτ

Γ(α)

∣∣∣∣∣∣
eşitliğine ulaşılır. Buradan

|Aωn(m)− Aω(m)|

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

D

(
ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ωn(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

))
dτ

)
κ

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∫ T
T0
F
(
ϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ω(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ωn(s))ds

))
dτ

κ
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ m

T0

H

(
ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ωn(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

))
dτ

∣∣∣∣
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elde edilir. Buradan

|Aωn(m)−Aω(m)|

≤

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

|D|
∣∣∣∣(ϕq (∫ τ

T0

φ(s, ωn(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

))∣∣∣∣ dτ)
|κ|

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

+

∫ T
T0

|F |
∣∣∣(ϕq (∫ τT0 φ(s, ωn(s))ds)− ϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ω(s))ds

))∣∣∣ dτ
|κ|

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

+
1

Γ(α)

∫ m

T0

|H|
∣∣∣∣(ϕq (∫ τ

T0

φ(s, ωn(s))ds

)
− ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

))∣∣∣∣ dτ
eşitsizliğine ulaşılır. (3.6) eşitsizliği kullanılarak

|Aωn(m)−Aω(m)|

≤

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

|D|
(
(q − 1)(βτγ)q−2

∫ τ

T0

|φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))|ds
))

dτ

|κ|
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

+

∫ T
T0

|F |
(
(q − 1)(βτγ)q−2

∫ τ
T0

|φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))|ds
)
dτ

|κ|
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

+
1

Γ(α)

∫ m

T0

|H|
(
(q − 1)(βτγ)q−2

∫ τ

T0

|φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))|ds
)
dτ

eşitsizliği elde edilir. τ ≤ T ve m ≤ T olduğundan

|Aωn(m)−Aω(m)|

≤

l∑
i=1

ai(q − 1)βq−2T γ(q−2)

(∫ ξi

T0

|D|
(∫ T

T0

|φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))|ds
))

dτ

|κ|
(ψ(T )− ψ(T0))

n−1

+

∫ T
T0

|F |(q − 1)βq−2(T )γ(q−2)
(∫ T

T0
|φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))|ds

)
dτ

|κ|
(ψ(T )− ψ(T0))

n−1

+
1

Γ(α)

∫ m

T0

|H|(q − 1)βq−2T γ(q−2)

(∫ τ

T0

|φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))|ds
)
dτ

≤

l∑
i=

ai(q − 1)βq−2T γ(q−2)

(∫ ξi

T0

|D|dτ
)
(T − T0)||φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))||

|κ|
(ψ(T )− ψ(T0))

n−1

+
(q − 1)βq−2T γ(q−2)

(∫ T
T0

|F |dτ
)
(T − T0)||φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))||

|κ|
(ψ(T )− ψ(T0))

n−1

+
1

Γ(α)
(q − 1)βq−2T γ(q−2)

(∫ m

T0

|H|dτ
)
(T − T0)||φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))||
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elde edilir. Bu durumda

|Aωn(m)− Aω(m)|

≤

(
l∑
i=

ai

)
(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 )

(
ψ(T )−ψ(T0))α+n−1

Γ(α+1)

)
|κ|

||φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))||

+
(q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T

γ(q−2)+1
0 )

(
(ψ(T )−ψ(T0))α+n−1

Γ(α+1)

)
|κ|

||φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))||

+ (q − 1)βq−2(T γ(q−2)+1 − T
γ(q−2)+1
0 )

(
(ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)

)
||φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))||

olduğu görülür. Böylelikle

||Aωn(m)− Aw(m)|| ≤ (ω1 + ω2)||φ(s, ωn(s))− φ(s, ω(s))||

elde dilir. φ fonksiyonunun sürekliliğini kullanarak, n→ ∞ iken

||Aωn(m)− Aω(m)|| → 0 olduğu görülür. Böylelikle A sürekli operatördür.

3.Adım: A operatörünün, P de düzgün sınırlı olduğunu gösterelim.

Her r1 > 0 ve her z ∈ Br1 := {ω ∈ P : ||ω|| < r1} için ||Tω|| ≤ r2 olacak

şekilde öyle bir r2 > 0 vardır ki ω ∈ Br1 ve her m ∈ J için

|Aω(m)| ≤

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

|D|
∣∣∣∣ϕq (∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)∣∣∣∣ dτ)
|κ|

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

+

∫ T
T0
|F |
∣∣∣ϕq (∫ τT0 φ(s, ω(s))ds)∣∣∣ dτ

|κ|
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

+

∫ m

T0

|H|
∣∣∣∣ϕq (∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)∣∣∣∣ dτ
elde edilir. ϕq artan olduğudan

|Aω(m)| ≤

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

|D| ϕq
(∫ τ

T0

|φ(s, ω(s))|ds
)
dτ

)
|κ|

(ψ(m)− ψ(T0))
n−1

+

∫ T
T0
|F | ϕq

(∫ τ
T0
|φ(s, ω(s))|ds

)
dτ

|κ|
(ψ(m)− ψ(T0))

n−1

+

∫ m

T0

|H| ϕq
(∫ τ

T0

|φ(s, ω(s))|ds
)
dτ
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elde edilir. τ < T , m < T olduğundan ve (H3) koşulu kullanılarak

|Aω(m)| ≤

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

|D| ϕq
(∫ T

T0

t1|ω(s)|ds
)
dτ

)
|κ|

(ψ(T )− ψ(T0))
n−1

+

∫ T
T0
|F | ϕq

(∫ T
T0
t1|ω(s)|ds

)
dτ

|κ|
(ψ(T )− ψ(T0))

n−1

+

∫ m

T0

|H| ϕq
(∫ T

T0

t1|ω(s)|ds
)
dτ

elde edilir. |ω| < r1 olduğundan

|Aω(m)| ≤

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

|D| ϕq (t1r1 (T − T0)) dτ

)
|κ|

(ψ(T )− ψ(T0))
n−1

+

∫ T
T0
|F | ϕq (t1r1 (T − T0)) dτ

|κ|
(ψ(T )− ψ(T0))

n−1

+

∫ m

T0

|H| ϕq (t1r1 (T − T0)) dτ

≤

l∑
i=1

ai
(
ϕq (t1r1 (T − T0)) (ψ(T )− ψ(T0))

α+n−1
)

|κ| Γ(α + 1)

+
ϕq (t1r1 (T − T0)) (ψ(T )− ψ(T0))

α+n−1

|κ| Γ(α + 1)

+ ϕq (t1r1 (T − T0))
(ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)

eşitsizliği elde edilir. Böylece sabit olan

|Aω(m)| ≤

(
1 +

l∑
i=1

ai

)
(t1r1 (T − T0))

q−1 (ψ(T )− ψ(T0))
α+n−1)

|κ| Γ(α + 1)

+ (t1r1 (T − T0))
q−1 (ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)

elde edilir. Dolayısıyla ||Aω|| ≤ r2 olacak şekilde

r2 : =

(
1 +

l∑
i=1

ai

)
(t1r1 (T − T0))

q−1 (ψ(T )− ψ(T0))
α+n−1)

|κ| Γ(α + 1)

+ (t1r1 (T − T0))
q−1 (ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)

vardır. Dolayısıyla {Aω}, P de düzgün sınırlı bir alt kümedir.
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4.Adım: A operatörünün P de aynı dereceden sürekli olduğunu gösterelim.

Br1, P kümesinin sınırlı bir alt kümesi ve ω ∈ Br1 olsun. O halde m1,m2 ∈ J

ve m1 < m2 için

|Aω(m2)− Aω(m1)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

Dϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

)
−
∫ T

T0

Fϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

κ
(ψ(m2)− ψ(T0))

n−1

+
1

Γ(α)

∫ m2

T0

Hϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

−

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

Dϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

)
−
∫ T

T0

Fϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

κ
(ψ(m1)− ψ(T0))

n−1

− 1

Γ(α)

∫ m1

T0

Hϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

∣∣∣∣
eşitliği yazılır. Buradan

|Aω(m2)− Aω(m1)|

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

D ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

)
|κ|

(
(ψ(m2)− ψ(T0))

n−1 − (ψ(m1)− ψ(T0))
n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∫ T
T0
F ϕq

(∫ τ
T0
φ(s, ω(s))ds

)
dτ

|κ|
(
(ψ(m2)− ψ(T0))

n−1 − (ψ(m1)− ψ(T0))
n−1)∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ m2

T0

H ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ − 1

Γ(α)

∫ m1

T0

H ϕq

(∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)
dτ

∣∣∣∣
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elde edilir. m1 < m2 olduğundan

|Aω(m2)− Aω(m1)|

≤

l∑
i=1

ai

(∫ ξi

T0

|D|
∣∣∣∣ϕq (∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)∣∣∣∣ dτ)
|κ|

(
(ψ(m2)− ψ(T0))

n−1 − (ψ(m1)− ψ(T0))
n−1)

+

∫ T
T0
|F |

∣∣∣ϕq (∫ τT0 φ(s, ω(s))ds)∣∣∣ dτ
|κ|

(
(ψ(m2)− ψ(T0))

n−1 − (ψ(m1)− ψ(T0))
n−1)

+
1

Γ(α)

∫ m2

m1

|H|
∣∣∣∣ϕq (∫ τ

T0

φ(s, ω(s))ds

)∣∣∣∣ dτ
elde edilir. ψ(m) fonksiyonunun sürekliliğinden, m1 → m2 iken yukarıdaki

eşitsizliğin sağ tarafı sıfıra gider. O halde A operatörü P de aynı dereceden

süreklidir. Dolayısıyla Arzela-Ascoli teoremine göre A : P → P ’nin tamamen

sürekli bir operatör olduğu sonucu elde edilir.

5.Adım: λ ∈ (0, 1) için

S = {ω ∈ P : ω = λAω}

kümesinin sınırlı olduğunu gösterelim.

ω = λAω olacak şekilde ω ∈ S ve λ ∈ (0, 1) olsun. 3.Adım’a göre, tüm

m ∈ J için

|Aω(m)|

≤ ||ω||q−1



(
1 +

l∑
i=1

ai

)
tq−1
1 (T − T0)

q−1 (
ψ(T )− ψ(T0))

α+n−1
)

|κ| Γ(α+ 1)
+ tq−1

1 (T − T0)
q−1 (ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α+ 1)


dır. λ ∈ (0, 1), ω ≤ Aω olduğundan,

||ω|| ≤ ||Aω||

≤ ||ω||q−1



(
1 +

l∑
i=1

ai

)
tq−1
1 (T − T0)

q−1 (
ψ(T )− ψ(T0))

α+n−1
)

|κ| Γ(α+ 1)
+ tq−1

1 (T − T0)
q−1 (ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α+ 1)


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elde edilir. Bu durumda

||ω||q−2

≤


(
1 +

l∑
i=1

ai

)
tq−1
1 (T − T0)

q−1 (ψ(T )− ψ(T0))
α+n−1)

|κ| Γ(α + 1)
+ tq−1

1 (T − T0)
q−1 (ψ(T )− ψ(T0))

α

Γ(α + 1)


olduğu görülür. Böylece S sınırlıdır.

Schaefer sabit nokta teoreminin tüm koşulları sağlandığından, A ope-

ratörünün P içinde sabit bir ω noktası vardır. Bu ω sabit noktası, [T0, T ]

aralığında (1.1)-(1.4) sınır değer probleminin çözümüdür. Böylelikle ispat

tamamlanır.

Örnek 3.2.2. Aşağıdaki ψ-Caputo sınır değer problemini ele alalım.

(
ϕ 5

2

(
D

4
3
,lnm

1+ ω(m)
))′

= 1
2(m+1)2

(√
1 + ω2(m)− 1

)
, m ∈ [1, 2]

ω(k)(1) = 0, k = 0, 1, ..., n− 2

CD
4
3
,lnm

1+ ω(1) = 0

ω(2) =
4∑
i=1

3i− 1

4
ω

(
1 +

i

5

) (3.12)

(3.12) kesirli sınır değer problemine (1.1)-(1.4) gözüyle bakıldığında;

α =
4

3
, T0 = 1, T = 2, ψ(m) = lnm, p =

5

2
> 2, n− 1 < α ≤ n = 2,

a1 =
1

2
, a2 =

5

4
a3 = 2, a4 =

11

4
,

ξ1 =
6

5
, ξ2 =

7

5
, ξ3 =

8

5
, ξ4 =

9

5
,

φ(m,ω(m)) =
1

2(m+ 1)2

(√
1 + ω2(m)− 1

)
olur.

Problem (3.12)’de φ fonksiyonunun (H2) koşulunu sağladığını gösterelim.

√
1 + ω2(m)− 1 =

ω2(m)√
1 + ω2(m) + 1

≥ 0 (3.13)



31

dir. m ∈ [1, 2] için γ = 1 alırsak

3β(m− 1)2 ≤ 1

2(m+ 1)2

(√
1 + ω2(m)− 1

)
olacak şekilde β > 0 sayısı vardır ki (3.13) eşitsizliğinden (H2) koşulu sağlanır.

Problem (3.12)’de φ fonksiyonunun (H3) koşulunu sağlandığını gösterelim.

m ∈ [1, 2] ve ω ∈ R olsun,

|φ(m,ω(m))| =
∣∣∣∣ 1

2(m+ 1)2

(√
1 + ω2(m)− 1

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

2(m+ 1)2

(
ω2(m)√

1 + ω2(m) + 1

)∣∣∣∣∣
≤ 1

2(m+ 1)2

∣∣∣∣∣
(

ω2(m)√
1 + ω2(m)

)∣∣∣∣∣
≤ 1

2(m+ 1)2
|ω(m)|

|φ(m,ω(m))| ≤ 1

8
|ω|

Böylelikle (H3) koşulu t1 =
1
8
için sağlanır.

Son olarak, açıkça görülüyor ki T0 < ξi < T ve ai > 0, i = 1, ..., l dir. O

halde

(ψ(T )− ψ(T0))
n−1 −

l∑
i=1

ai(ψ(ξi)− ψ(T0))
n−1 = ln 2− 1

2
ln

(
6

5

)
− 5

4
ln

(
7

5

)
− 2 ln

(
8

5

)
− 11

4
ln

(
9

5

)
̸= 0

olduğundan Teorem 3.2.2’nin tüm koşulları sağlanmıştır. Dolayısıyla (3.12)

p-Laplasyen kesirli sınır değer probleminin en az bir çözümü vardır.
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4 SONUÇ

Bu tezde çok noktalı sınır koşullarıyla birlikte p-Laplasyen operatörü ve

ψ-Caputo kesirli türevi içeren kesirli mertebeden diferansiyel denklemler için

(1.1)-(1.4) sınır değer problemi ele alınmıştır. (2.1) ψ-Riemann-Liouville kesirli

integral tanımında sırasıyla ψ(t) = t ve ψ(t) = ln t olduğunda Riemann-

Liouville ve Hadamard kesirli integrallerine indirgenirken, (2.2) ψ-Caputo

kesirli türev tanımdaki genellemede ψ(t) = t olduğunda Caputo kesirli türev

operatörünü verirken ψ(t) = lnt olduğunda da Caputo-Hadamard kesirli türe-

vini vermektedir. Böylelikle bu tezde kullanılan, ψ-Riemann-Liouville kesirli

integrali, Riemann-Liouville ve Hadamard tipi kesirli integralleri genelleyen

bir integral olup, ψ-Caputo kesirli türev ise Caputo ve Caputo Hadamard tipi

kesirli türevleri genelleyen bir türevdir. İlk olarak, ψ-Caputo kesirli türev ve

ψ-Riemann-Liouville kesirli integralin tanımları ve ψ-Caputo kesirli türev ve

ψ-kesirli integralin bazı temel özellikleri kullanılarak, (1.1)-(1.4) sınır değer

problemimiz integral denklem olarak ifade edilmiştir. Daha sonra, Banach

sabit nokta teoremi kullanılarak (1.1)-(1.4) sınır değer problemimizin tek

bir çözümünün varlığını garantileyen koşullar elde edilmiş ve bu sonucu

destekleyen bir örnek verilmiştir. Son olarak, Schaefer sabit nokta teoreminden

yararlanılarak (1.1)-(1.4) sınır değer problemimizin en az bir çözünün varlığı

için gerekli koşullar elde edilmiş ve bu sonucu destekleyen bir örnek verilerek

tez tamamlanmıştır.
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Mürüvvet Tuva ERBAŞ
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ÖZGEÇMİŞ
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