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OZET

KESIRLI TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERININ VARLIGI UZERINE

ERBAS, Mirtivvet Tuva

YUKSEK LISANS TEZI, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmani: Doc. Dr. Erbil CETIN
Tarih, [39] sayfa

Bu tez, esas olarak dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimiinde, tez
konusu hakkinda daha once yapilan arastirma ve calismalarla ilgili kisaca bilgi

verilmistir. Bu caligmalar 1siginda tezin konusu tanitilmistir.

Ikinci boliimde, tezin devamimda kullanilacak olan temel tanim, lemma ve

teoremler hakkinda bilgi verilmigtir.

U(;iincii boliimde, p-Laplasyen ¢-Caputo kesirli tiirevli diferansiyel denklem,
¢ok noktali sinir kogullariyla birlikte ele alinmig, ¢oztiimiin genel yapisi incele-
nerek integral denklem olarak ifade edilmis ve Banach ve Schaefer sabit nokta
teoremleri kullanilarak p-Laplasyen 1-Caputo kesirli sinir deger probleminin
varlik ve teklik sonuglar1 gosterilmigtir. Daha sonra buldugumuz sonuglar

destekleyen birer ornek verilmistir.

Son boliimde ise, bu ¢aligmada elde edilen bilgilere ait bir sonug¢ verilmistir.

Anahtar so6zciikler: )-Caputo kesirli tiirev, sinir deger problemi, p-Laplasyen

operatorii, Banach sabit nokta teoremi, Schaefer sabit nokta teoremi.
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ABSTRACT

ON EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR FRACTIONAL
DERIVATIVE DIFFERENTIAL EQUATIONS

ERBAS, Mirtivvet Tuva

MSc. in Department of Mathematics
Supervisor: Doc. Dr. Erbil CETIN

Tarih, [39] pages

This thesis mainly consists of four chapters. In the first chapter, information
about the detailed investigations and studies carried out on the subject of the

thesis study is given and the results of these are introduced.

In the second chapter, the basic definitions, lemmas and theorems that will

be used in the rest of the thesis are given.

In the third section, the p-Laplacian 1-Caputo fractional derivative diffe-
rential equation is considered together with multipoint boundary conditions,
the general structure of the solution is examined. Then using the Banach and
Schaefer fixed point theorems, uniqueness and the existence of the p-Laplacian
-Caputo fractional boundary value problem is shown. Then, two examples

are given to support the results we found.

The last section includes the conclusion section.
Keywords: y-Caputo fractional derivative, boundary value problem,

p-Laplacian operator, Banach fixed point theorem, Schaefer fixed point theorem.
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ONSOZ

“Kesirli Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Céziimlerinin Varhg Uzerine”
adli caligmamda tez konusunu belirlerken, Yiiksek Lisans ders doneminde
aldigim baz1 dersler, Dog. Dr. Erbil CETIN hocamla inceledigimiz ve iizerinde
caligmalar yaptigimiz kesirli tiirevli diferansiyel denklemleri iceren cesitli
makaleler ve 6nceden calisilmig olan kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerdeki
sinir deger problemleri tizerine yapilan baz arastirilmalar belirleyici olmugtur.
Son zamanlarda yaygin olarak kullanilan tam say1 dereceden diferansiyel
denklemler yerine, miihendislik ve fizik alanlar1 basta olmak tizere eczacilik,
psikoloji, ekonomi, jeoloji ve pek cok bilim dallarini ¢ok daha iyi acikladig
anlagilan kesirli diferansiyel denklemlere 6nem verilmeye baslanmig ve ilgi-
lenen aragtirmacilarin arastirmalarinda genig popilerlik kazanmistir. Bu tez
konusunu belirlerken hedefimiz bu alandaki ¢alismalara katki yapmak ve elde
ettigimiz sonuclar literatiire kazandirmaktir. Bu amagla ¢-Caputo kesirli tiirev
ve 1-Riemann-Liouville kesirli integral tanimlar1 goz oniinde bulundurularak
bu kavramlardaki kesirli operatorler tizerinde yapilan ¢aligmalar incelenmistir.
Ardindan, p-Laplasyen operatorlii ¢-Caputo kesirli tiirevi igeren ¢ok noktali
sinir deger problemi tizerinde cahisilarak integral denklem olarak ifade edilmis
daha sonra ¢oziimiin varlik ve teklik sonuclarina ulagilmigtir. Ulagilan sonuglar

destekleyen ornekler verilerek tez sonlandirilmigtir.

IZMIR
29/12/2023

Miirivvet Tuva Erbas
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1 GIRIS

Kesirli analiz caligmalari, 1695 yilinda 1’'Hopital’in yazdigi bir mektupta
Leibniz’e; “Tam say1 mertebeli tiirevler, tam say1 olmayana genellenebilir mi?”
sorusunu sormasiyla ve buna Leibniz’in; “Bu, bir giin yararh sonuglarin ortaya
¢ikacag1 bir paradoksa yol agacak.” cevabini vermesiyle baglamig, glintimiizde
de devam etmektedir. Ashinda bu konu icin “Keyfi Mertebeden Tiirev ve

Integral” ifadesi daha uygun olsa da, I'Hopital’den giiniimiize kadar “Kesirli

Analiz” olarak adlandirilmaya devam edilmektedir.

Kesirli analizle ilgili ¢alismalar, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, He-
aviside, Laplace, Lagrange, Euler, Griinwald, Hardy, Sigmund, Courant ve
Leitnikov gibi pek cok matematik¢inin katkilariyla biiyiik bir hiz kazanmigtir.
Ancak kesirli analiz, anlagilmasi zor ve karmasgik bir konu oldugundan, modern
matematikte anlamli ve uygulanabilir bir bagarinin elde edilebilmesi, gectigimiz

yuzyil icinde gerceklesebilmistir.

Yaklagik 300 yildir aragtirilmakta olan kesirli analiz icin kesirli analizin
temel tanim ve metotlarimi iceren kitaplar, ilk olarak 1974 yilinda Oldham
ve Spainer, daha sonra 1993 yilinda Miller-Ross ve Samko-Kilbas-Marichev,
ardindan da 1999 yilinda Podlubny tarafindan yazilmigtir. 1974 yilinda
Amerikadaki New Haven iiniversitesinde Bernard-Ross tarafindan verilen ilk
uluslararasi konferansla birlikte kesirli analiz ¢ok biiytik bir gelisme gostermis
ve gliniimiize kadar cesitli iilkelerde belli araliklarla verilen diger konferanslarla
geligim gostermeye devam etmistir. Bunlardan biri de 2004 yilinda baglayan ve
diizenli olarak iki yilda bir Automatic Control Federasyonu (IFAC) tarafindan

”Fractional Differentiation and Application” adiyla verilen konferanslardir.

Kesirli diferansiyel denklemlerin gergek diinyaya ait problemlerin dogasini,
fizik ve miithendislik bilimleri gibi bir ¢ok aragtirma alaninda yaygin olarak
kullanilan tam sayili dereceden diferansiyel denklemlere gore c¢ok daha iyi

acikladigr anlagilinca, kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine ve uygulan-



masina yonelik daha giivenilir, etkin ve anlagilir metotlar aranmigtar.

Kesirli diferansiyel denklemler, sadece fizik ve miihendislik alanlarinda degil
ayni zamanda finans ve sismoloji gibi bilim dallarinda da ¢ok fazla uygulama

alanina sahiptir (Celik et al. 2012)), (Gorial, 2011)), (Jafari et al., |2006). Bu

denklemler, calisacagimiz uzayin degiskenligine ve zamana gore ¢oziilebilir

(Karatay et al. 2011)), (Su et al) 2009), (Tadjeran et al.l 2006). Ayrica

kesirli diferansiyel denklemler, malzeme teorisi, taginim siiregleri, depremler,
elektrokimyasal siirecler, dalga yayilimi, sinyal teorisi, elektromanyetik teori,
termodinamik, mekanik, jeoloji, astrofizik, ekonomi, kontrol teorisi, fizik,
aerodinamik, biyoloji, kimya vb. farkl alanlarda da sik¢a kullanilir
et al [2011)), (Baleanu et al., 2015)), (Baleanu et al., 2015), (Caputo, [1967),
(Diethelm, 2010)), (Mainardi, 1997)), (Podlubny,|1999), (Hilfer, |2001)), (Oldham,
2010), (Sabatier et al., [2007), (Tarasov, 2010)), (Vivek et al., 2022), (Verma et|
2022), (Pskhu et all, [2023)).

Kesirli analiz (Samko et al. [1993) ise tam sayil olmayan tiirevleri ve

integralleri dikkate alarak tam say1 dereceli analizi genellestirir ve fizik, kimya,
biyoloji, ekonomi, sinyal ve goriintii gibi uygulamali bilimler ve miithendisligin
isleme, varyasyon hesabi, kontrol teorisi, elektrokimya, elektrik aglar1 gibi

gesitli alanlarinda birgcok uygulama bulmustur. Kesirli tirevle ilgili farklh

tanimlar arasinda en ¢ok kullanilanlari, Riemann-Liouville (Kilbas et al.,[2006),
Caputo (Agarwal et al., 2016), Hadamard (Agarwal et al., 2016), Erdelyi-
Kober (Luchko et all [2007) ve Hilfer (Hilfer, 2000)’a ait olanlardir. Son
zamanlarda Almeida (Almeida, 2017), Caputo, Caputo-Hadamard gibi kesirli

tirevlerin diger genig bir siifin1 genellegtiren -Caputo kesirli tiirevlerini

ortaya koymustur.

Kesirli diferansiyel denklemler, ¢esitli alanlardaki uygulamari sayesinde
bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢ekmis ve gesitli kesirli diferansiyel denklem
simiflarinin ¢oziimlerinin varligi hakkinda birgok ilging sonug elde edilmesine

neden olmustur. Iki noktali, li¢ noktali ve m noktali sinir deger problemlerinin



pozitif ¢oziimleri incelenerek, birgok diferansiyel ve dinamik denklem igin farklh
sabit nokta teoremlerinden faydalanilir. Boylece, ¢cok sayida sinir kogullu kesirli
diferansiyel denklemlerin sinir deger problemleri i¢in ¢oziimlere veya pozitif
¢oziimlerinin varhigina odaklanilir. Tiim bunlarla birlikte, fiziksel modelleri en
dogru sekilde ifade etmesi ve en hatasiz sonuclar1 vermesinden dolay1 bilimsel
caligmalar arasinda, p-Laplasyen operatorli kesirli diferansiyel denklemlerden
de sikga yararlanilmaktadir. Bu tezde ortaya koydugumuz gibi, p-Laplasyen
operatorlii kesirli diferansiyel denklemler, cok noktali sinir deger problem
caligmalarinda varlik ve teklik sonuclarini elde etmek i¢in ¢ok fazla kullanilir
(Agarwal et al., 2007 (Chai, 2011)(Chen et al.| 2012)(Chang et al.,2013])(Liang
et al., 2012)(Wang et al., 2010).

2022 yilinda Ali El Mfadel, Said Melliani ve M’hamed Elomari (Mfadel et

al 2022)) tarafindan yazilan makalede;

(6, (“D8Evm))) = glm, (), me [0, K]
v(0) = oyv(K),

V(0) = oot/ (K),

p-Laplasyen 1-Caputo kesirli diferansiyel denklemi ele alinmigtir. Burada
CDgﬁb , 0 € (1,2) mertebeli ¢-Caputo kesirli tiirev ve K > 0’dir. Ele alinan
bu problemde ¢,, p — 1 > 0 igin ¢,(m) = mP~! olmak tlizere p-Laplasyen
operatoridiir. Banach sabit nokta teoremi kullanilarak p-Laplasyen kesirli
diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin varhigini ve tekligini ispat etmisler,

caligmalarini bir 6rnek ile tamamlamislardir.

Zindane Baitiche, Choukri Derbazi ve Mouffak Benchohra (Baitiche et al.,

2020)) tarafindan yazilan makalede, agagidaki ¢)-Caputo kesirli cok noktal sinir



deger problemini incelemislerdir.

DY u(n) + g(n,v(n)) =0, n € [a,b],

v(a) =v'(a) =0,
J
v(b) = Z(Sﬂ)(&'), a<eg <b,
i=1
burada CDZZ?, 2 < v < 3 mertebeli ¢-Caputo kesirli tiirev, g : [a,b] x R = R

ile tanimh siirekli bir fonksiyon ve a < ¢; < b, ¢ = 1,2,...,5 dir. Ayrica,

0;, 1 =1,2,...,5 agsagidaki A esitligini

A= Z 5i(W(e:) —(a))® — (¥(s) — ¥(a))® #0

saglayan gercek sabitlerdir. Burada Banach sabit nokta teoremi uygulanarak

¢oziimlerin varlhik ve tekligi ispat edilmis, calisma iki ornekle tamamlanmigtir.

Bu tezde,
Cpoy > J=[Ty, T 1.1
¢p T()*w(m) 90<m7w(m))7 m & [ 0, }7 ( o )
CD‘;(;%(TO) ) (1.2)
w®(Ty) =0, k=0,1,2,...n—2, (1.3)

W)= aw), To<&<T, a>0, i=1..,1  (L4)

=1
p-Laplasyen operatoriilii ¢-Caputo kesirli tirevi iceren sinir deger problemi

incelenmistir (Erbag et al., 2023)). Burada T' > Ty, v fonksiyonu her m € [Tp, T

CDOM//

icin ¥/(m) # 0 olacak sekilde artan tiirevlenebilir bir fonksiyon ve e

a € (n—1,n] mertebeli ¥-Caputo kesirli tiirevidir. ¢ : [Ty, T] x R — R stirekli
bir fonksiyon, n = [a] + 1 ([a], o’nin tam degeri) ve Ty < & < T, a; > 0,
t = 1,...,1 reel sabitlerdir. Ayrica problemde verilen ¢ Laplasyen, p > 1 icin
¢p(m) = [m[P~>m ve 5+ = 1 olmak iizere ¢, " (m) = ¢, (m) kosulunu saglayan

bir fonksiyondur.

Yukarida bahsedilen makaleler 1s1g1nda, p-Laplasyen ¢-Caputo kesirli tiirevli

diferansiyel denklem ([I.1]), cok noktali sinir kogullar1 (1.2)), (L.3]) ve (1.4)) ile



birlikte ele alinmigtir. Bu tezde, Banach ve Schaefer sabit nokta teoremleri
kullanilarak yukaridaki (1.1])-(1.4)) p-Laplasyen t-Caputo kesirli simir deger
problemine ait ¢oziimiin genel yapisi, varlik ve teklik sonuglar1 ortaya ko-

nulmustur. Daha sonra bulunan sonuclar1 destekleyen iki 6rnek verilmistir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezin devaminda kullanilacak olan temel tanim, lemma ve

teoremlerin ifadeleri verilmistir.

2.1 TANIM ve LEMMALAR

Burada 1)-Riemann-Liouville kesirli integral, 1-Caputo kesirli tiirev gibi
kavramlar tanimlanmig ve bu tanimlarda kullanilan Gamma fonksiyonuyla

birlikte baz1 temel tanim ve ozellikler verilmistir.

Tanim 2.1.1. (Kilbas et al), 2000) Euler integrali denilenT'(t) = [;° 2" e *dx
integraline Gamma fonksiyonu adi verilir ve I' simgesi ile gosterilir. Gamma

fonksiyonu asagqidaki ¢ ozelligi saglamaktadar.
1) T(t+1) =tI'(t),

2) T(}) = V7,
3) D(t+1)=t, teN,.

Tanim 2.1.2. (Kilbas et all, 2006), (Almeida, 2017) i fonksiyonu artan,
tirevlenebilir bir fonksiyon olmak dzere her t € la,b] igin ¥'(t) # 0 olsun.
a > 0 igin integrallenebilir bir u : [a,b] — R fonksiyonunun o ’ncr mertebeden

Y fonksiyonuna gore I;T/’u soldan - Riemann-Liouville kesirli integrali

gy :L t '(s —ah(s))* P u(s)ds
1) = s [ 90 W) = () u(s)a 1)

ile tanymlanir. Burada I', Gamma fonksiyonudur. Y-Riemann-Liouville
kesirli integralde, siraswyla ¥ (t) =t ve ¥ (t) = Int oldugunda Riemann-Liouville

ve Hadamard kesirli integrallerine indirgenir.

Bizim tezimizde kullandigimiz ¥-Riemann-Liouville kesirli integrali, Riemann-

Liouville ve Hadamard tipi kesirli integralleri genelleyen bir integraldir.

Ornek 2.1.1. u : [1,2] — R ile tammh u(t) = t* fonksiyonunun 1 'nci

mertebeden (t) = t* + 1 fonksiyonuna gore her t € [1,2] i¢in 1-Riemann-

Liouwille kesirli integralini bulalim.



Burada Tanwm goziiyle bakildiginda

1
a=gz, a=1 b=2, wu(t)=t> @t)=t>+1, (t)=2t
olur. esitliginden
142 1 t 1
Iff H(tz) = / 2s (t2 +1—s%— 1)2 ' s2ds
()

b / b2
N A
elde edilir. t* — s? = u degisken degisimi yapilirsa
1 u — t*

VR va
SNCRIED

L (248 _gp
=— | zu? —2t°u
V7T \3

olur. Tekrar u’nun esiti yazilir ve integral sinirlar, uygulanirsa
1 t2+1 1 2 3 t
I @) =—|z (\/152 — 52) — 2%4/12 — 52
V7 \ 3 1
2V -1 (22 + 1)
P 37

du

D=

olarak bulunur.

Tanim 2.1.3. (Munkhammar, 2004) Her t € [a,b] ve a > 0 igin integralle-
nebilir bir u : [a,b] — R fonksiyonunun o ’nct mertebeden Riemann-Liouville

kesirl integrali

vy, :L t —8)* M u(s)ds
1) = s [ =9 o)

ile tanamlanar. Burada T';, Gamma fonksiyonudur.

1

Ornek 2.1.2. u : [1,2] — R ile tammh u(t) = t* fonksiyonunun 5 nci

mertebeden her t € [1,2] i¢in Riemann-Liouville kesirli integralini bulalim.

Burada Tanim ’den o= %, a=1, b=2, wu(t)=1t>olup




dir. t — s = u degisken degisimi yapilirsa

]

t2—2t
u+u du)

=%

L (208 — s ot
= uz — —tu
Va\s 3

olur. Tekrar u’nun esiti yazilir ve integral sinarlar, uygulanirsa

(%f—s)

<\/t——1 (1611552+8t+6)>

S

NG

1 1
12.(1%) = ot(t—s)2 — 263(t — )2

OJ

)

S-S5l

olarak bulunur.

Yukarida Ornek ve Ornek ’de gosterildigi tizere, u(t) = t2

fonksiyonunun l’nci mertebeden 1-Riemann-Liouville kesirli integrali

If: +1(t2) = W= (2t2+1 iken Riemann-Liouville kesirli integrali

i) = o ()

Tamim 2.1.4. (Almeida, 2017) Her t € |a,b] icin n € N, ¢ artan wve
Y'(t) # 0 olacak sekilde ,u € C"([a,b],R) iki fonksiyon olsun. a’nci

mertebeden u fonksiyonunun soldan v -Riemann-Liouville kesirli turevi

1 d\" )

! ! d\" [’ / n—a—1
" T(n—a) (¢/<t) @) /a W(s) ($(t) = ()" uls)ds

ile tanamlamir. Burada o ¢ N igin n = [o] +1 ve o € N igin n = « olup [a],

a’min tam degerini ifade etmektedir.

Ornek 2.1.3. u : [0,1] — R ile tammh u(t) = t° fonksiyonunun 1 'nci
mertebeden () = % fonksiyonuna gére her t € [0,1] i¢in 1-Riemann-
Liouwville kesirli tirevini bulalim.

Burada Tanvm[2.1.4) goziyle bakildiginda




olur. Tanvm[2.1.4)den
1
1680 1 1 d "3s° (17— 5%\ T2
D21 (%) = | = = — 6q
o ) w-—%<%fﬁ>t4 4( 1 ) o

1 4 d 1/t338 2
=l = 2 ds
ry\seat) J, 4 V-3

olur. Burada vt3 — s3 = u degisken degisimi yapilirsa

1 4 d
= ﬁ@ % —(tB — u2)2du
1 4

d
=—— — [ ="+ 263 —u'd
/732 dt et wdu

1 4 d 6 +2t3u3 u®
= ——— — | —t°u [
/7 3t2 dt 3 5

elde edilir. Son olarak, u’nun esiti yerine yazilir ve integral simirlars uygu-

lanarsa
5
158 1 4 d 2 3 (t3—s3)
20 4 6y — - F Tl _ 46 /43 3 23 (/43 _ 3) _ t
Dot )= Zmsma | T V! o+ 5t (VE =) 5 o
5
3
L4 d e 2 : (vP)
= —— — | VB -8 (VB
7 3t2 dt 3 ( ) + 5
14 d (s
C/m3t2 dt \ 15
esitligine ulasilir. Buradan
18 16t/

D (1) -

3V

olarak bulunur.

Tamim 2.1.5. (Labadé, |2021) Her t € [a,b] i¢cin n € N, u € C"([a,b],R)
fonksiyon olsun. a’nci mertebeden u fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli
tirevi

. R O
DPu(t) = Frm / (t— )" u(s)ds

ile tansmlanir. Burada o ¢ N d¢in n = [o] + 1 ve v € N igin n = a olup [,

a’min tam degerini ifade etmektedir.
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Ornek 2.1.4. u : 0,1] — R ile tanamh u(t) = t° fonksiyonunun %’nci

mertebeden her t € [0,1] i¢in Riemann-Liouville kesirli tirevini bulalim.

Burada Tanim ’den a=12% a=0, b=1, wu(t)=t%lup
1 1L d [ 1

t 86
— d
(%) dt/o t—ss

dir. Burada t — s = x ve u = \/x degisken degisimi yapilirsa

[\V]

S

- t_
f dt / v
d
7 - / — 6u'’t + 15u* — 20u°t® + 15u't* — 6u*t® + 1) du
d 30 40 30 12
— (——u Ht 9 Ut + 7u7t3 — €u5t4 + ?u3t5 — 2ut6)

elde edilir. u’nun esiti yerine yazilirsa

) 1 d 2 §+12 u, 30 %t2+40 13 30 3t4+12 R
=— — | —2 —Tr2t— — =27 — —x —x2l” — 2z
Vo dt 3

13 11 9 7 5)
dir. Son olarak xin egiti yerine yazlir ve integral sinirlary uygukanirsa
1 d (20485 Vi
/7 odt 3003
102485 Vi
2317

[=2]

oD} (1

Boylelikle

1 1024t° /t
oD (t°) = ——~

231 /7
dir.

Ornek ve Ornek [2.1.4) M’de gosterildigi tizere, u(t) = t® fonksiyonunun

18-
+'nci mertebeden ¢-Riemann-Liouville kesirli tiirevi D2} e (t%) = 1?;\4%/ iken

Riemann-Liouville kesirli integrali on (t%) = %’dlr

Tanim 2.1.6. (Almeida, 2017) Her t € [a,b] i¢cin n € N, ¢ artan  wve
V') # 0 olacak sekilde ,u € C"([a,b],R) iki fonksiyon olsun. a’nci

mertebeden u fonksiyonunun soldan 1-Caputo kesirli tirevi

C o,y _ n—ayz 1 i)”
Du(t) = I ( S o
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ile tanamlamir. Burada o ¢ N igin n = [o] +1 ve a € N igin n = a olup [a],

a’mn tam degerini ifade etmektedir. Tanvmdan acik¢a goriliyor ki

t Y ()W) —p(s)" T In]

u,'(s)ds, , a ¢ N,

DN u(t) = f?n] F(n=a) v (5) ¢ (2.2)
w, (1) , aeN

dir. Burada gosterimi basitlestirmek i¢in kisaltilmas sembol

n 1 d\"
L0 = () 0
kullanilmaktadar. egitligindeki bu genelleme, 1(t) =t oldugunda Caputo

kesirli tirev operatorini verirken ¢ (t) = Int oldugunda da Caputo-Hadamard
kesirli tirevini vermektedir. Eger u € C"([a,b],R) ise u fonksiyonunun a’nce

mertebeden ¢ fonksiyonuna gore 1-Caputo kesirli tiurevi

i L PO
Cpe¥y(t) = DY [u(t) - ‘”T() (4(t) - ¢(a)>k]
k=0 '

ile tanimlanar.
Lemma 2.1.1. (Almeida et all |2018) Her t € [a,b] ve a > 0 igin,
1) Eger u € C([a,b],R) ise

CDZTZ’ Ij;wu(t) = u(t)

dir.

2) Egeru € C"([a,b,R) ven —1 < a <n ise

1M
1 eoputt) = ut) - 3 D [0 - vl
k=0 ’

dur.
3) Eger u € C"([a,b],R) ise I;ﬁ;w dogrusaldir ve C([a,b],R) den C([a,b],R)

ye sunarldar.

Lemma 2.1.2. (Chen et al., |2012) ¢,(t) = [t|P~%t olmak tizere
¢p : R — R tanwmly bir p-Laplasyen operatori olsun. Asagida bazi temel

ozellikler verilmastir.
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1) Eger 1 <p<2wvet#0ise (¢,(t) = (p—1) [t|P~2 dir.

2) Eger 1 <p<2,th>0wvelt|, |h| >1>0 ise

| dp(t) — dp(h) [ < (p— DI t—h |
dir.

3) Egerp>2wvelt|, |h| <L ise

| ¢p(t) = dp(h) | < (= DLP?[ t = h |
dir.
4) % + é = 1 olmak tizere ¢, tersinirdir ve tersi ¢, ' (t) = ¢q(t) dir.

Lemma 2.1.3. (Abdo et al, |2019) o, 5 > 0 ve u : [a,b] — R olsun.

1) 157 [0() — (@) = 1l [0(t) = d(a)] ™ dir.

2) DX [$(t) — ()" = 5 [(t) — $(a))" T dir.

3) CDYY[W(t) — (@) =0, VEk=0,1,...,n—1, necN dir
4) IS IPPu(t) = 197 u(t) dir.

Tanim 2.1.7. (Kreyszing, 1978) M, U normlu vektor uzayimin bir alt kimesi
olsun. Eger M ’deki her yakinsak dizinin yakinsaduge limiti M icinde ise M ye

U nun kapaly alt ktimesi denar.

Tanim 2.1.8. (Conway, 1990) M, U normlu vektor uzayinn bir alt kimesi
olsun. Eger ¥t € M igin ||t|| < K olacak sekilde K > 0 sayist var ise M 'ye

sarly alt kume denir.

Tanim 2.1.9. (Kreyszing, 1978) M, U normlu vektor uzayimin bir alt kiimesi
olsun. Eger M kimesinin elemanlarindan olusan her diziden yakinsak bir alt
dizi segilebiliyorsa ve yakinsadige deger M kiumesi i¢inde ise M 'ya kompakt alt

kiime denir.

Tanim 2.1.10. (Conway, 1990) Z ve T normlu uzaylar olsun. Eger her A C Z

sumrl kiimesinin M : Z — T operatori altindaki gorintisinin kapanise M(A)

kompakt ise M operatorine kompakt operator denir.
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Tanim 2.1.11. (Conway, |1990) Eger bir operatir sirekli ve kompakt ise bu

operatore tamamen surekli operator denir.

Tanim 2.1.12. (Conway, |1990) (U, ||.||) bir Banach uzay ve P : U — U
bir déntsim olsun. Vt,s € U igin ||Pt — Ps|| < ||t —s|[,0 <1 < 1 ise P

dontisumune daralma donisimi denir.

Tamim 2.1.13. (Conway, |1990) U C Cla,b] olsun. € > 0 wverilsin. Vh € U,
Vi, s € Cla,b] i¢in [t — s| < 0 = |h(t) — h(s)| < € olacak sekilde bir 6 > 0

bulunabiliyorsa U fonksiyonlar ailesine ayni dereceden streklidir denir.

2.2 TEOREMLER

Bu boliimde, tezin 3.2 Sabit Nokta Teoremleri ve Uygulamasi boliimiinde
kullanilacak olan Banach sabit nokta teoremi, Schaefer sabit nokta teoremi ve
operatoriin tamamen siirekli olduguna dayandirdigimiz Arzela-Ascoli teoremi

ifadelerine yer verilmistir.

Teorem 2.2.1. (Banach, 1922) (Banach Sabit Nokta Teoremsi)

U bir Banach uzay, X kumesi U ’'nin bos olmayan kapaly bir alt kumesi
olsun. T : X — X bir daralma donisumi oldugunu kabul edelim, yani
z,y € Xigin ||[Tx — Ty|| < M|z — y|| olacak sekilde bir X (0 < A < 1) vardur.
O halde T', X kiimesinde tek bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.2.2. (Schaefer, |1955) (Schaefer Sabit Nokta Teoremi)
U bir Banach uzayr olsun ve T : U — U strekli ve kompakt operator
olsun. Ayrica {u € U : v = XTu,\ € (0,1)} kiimesinin sinwrl oldugunu

varsayalim. O halde T' operatorinin U da sabit bir noktast varder.

Teorem 2.2.3. (Conway, |1990) (Arzela-Ascoli Teoremi)
Bir M C Cla,b] olsun. M 'nin kompakt olmasu igin gerek ve yeter kosul

M nin kapal, sinirl ve ayni dereceden strekli olmasidar.
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3 p-LAPLASYEN OPERATORULU ¢-CAPUTO
KESIRLI SINIR DEGER PROBLEMI

Bu béliimde, Bolim 2’deki tanim, lemma ve teoremler kullamlarak (L.1])-
(1.4) kesirli simir deger problemine ait ¢oztimiiniin varlik ve teklik sonuglari
Banach ve Schaefer sabit nokta teoremleri kullanilarak incelenmistir. Asagida,

bu tez boyunca kullanilacak kosullar verilmistir:
(Hy) Her m € J ve w, z € R i¢in
| o(m,w) —p(m,2) | <t|w—2|

esitsizligini saglayacak gekilde bir gercek sabit ¢ > 0 vardir.

(Hy) Her (m,w) € J xR igin

p(m,w) > By(m —Tp) ™!

esitsizligini saglayacak sekilde 8 > 0 ve 0 < v < 227(] gercek sabitleri

vardir.

(H3) ¢ : [Ty, T] x R — R siirekli bir fonksiyon ve her (m,w) € J x R i¢in
|o(m, w(m))| < t1]wl

esitsizligini saglayacak sekilde pozitif bir ¢; sabiti vardir.

3.1 SINIR DEGER PROBLEMININ COZUMU

Bu boliimde, — sinir  deger problemimizin varlik ve teklik
sonuglarim verdigimiz 3.2 Boliimiindeki Teorem [3.2.1] ve Teorem [3.2.2]den 6nce
bu teoremlerde kullamlacak olan (L.I)-(1.4) smr deger probemimizi integral
denklem olarak ifade ettigimiz Lemma kanitlanacaktir.

Lemma 3.1.1. w € C(J,R) bir fonksiyon, « € (n —1,n], a; >0,i=1,...,1
I

ve Ty < & < T olsun. Eger (W(T) — (To))" ™ = > ai(th(&) — ()" # 0

1se
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w(m), - kesirli simir deger probleminin bir ¢cozimi olmast i¢in gerek

ve yeter kosul

E)M”’(/jwaM@m) tvs, (| otstonas)

“m) = , (b(m) — (Ty))"*
W(T) - ?ﬂ(To))”’l — Zai(w(&) — w(To))"_l
1 m / _ - o1 T ol . i
* 5 | vt = oo ([ st ) d

denkleminin bir coziminun olmasidar.

Ispat. w(m), kesirli diferansiyel denkleminin bir ¢ozimi olsun.

kesirli diferansiyel denklem, Ty dan T ye integrallenirse

o0 (D3m0, ((“Dgrw(T)) = [ els,wlo)ds
elde edilir. sinar kosulundan
60 (D5m) = [ pls,ls))as (3.1)

oldugu gorulir. p-Laplasyen ¢, fonksiyonunun ters fonksiyon ¢, kosulundan
“Dygiotm) = oy ([ ols.o(o)s) (3.2
b
olur. esitligine -kesirly integral ]%;f uygulanirsa
1y eDgatm) = 13 oy [ ots.coas)

elde edilir. Lemma kullanilarak co,cq, ...,chn_1 € R icin

o(im) = co + ex((m) — H(T5)) + oo+ ens () — $(Tp))™"
.ﬂw%</ maw@mﬁ (3.3

To
esitligine ulasilur. stmar kosulu uygulanirsa co = ¢4 = ... = ¢p_o = 0
bulunur. esitliginde bulunan cg, ¢y, ..., Ch_o yerine yazilirsa

w(m) =cp-1((m) = (To))"" I‘“” q (/m w(s,W(S))dS) (3.4)

To
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elde edilir ve Tanim [2.1.9 kullanilarak

() =6 () = (To)" + s [ wlm) = (), ( | so(s,w(s))ds) ir

To

(3.5)

esitlgi elde edilir. swnar kosulu esitligine uygulanilirsa

S (cans0l6) — vty 4 13 o ([ ) ol )

i=1 To

= cxn ) =0ty + 158 o, ([ ototonas)

To

esitligi elde edilir. Bu egitlik tekrar duzenlenirse

Zaz@aw (/Tjigp(s,w(s)m)) et gzﬁq(/TOT (s,w(s))ds)

(¢<T) Z az z TO))

Cp—1 =

bulunur. Buldugumuz c,_1, esitliginde yerine yazilirsa

&i T
Zazj;gpasq(/T p(s,w(s))d ) [O”pgbq(/ (S,cu(s))ds)

w(m) i=1 : (¢(m) . ¢(TO))n_l
() — 9T~ S (w(E) — (T
—1 " ! a—1 i
+ T(a) /s, Y(T)(p(m) — (7)) ¢q (/TO w(s,w(s))ds> dr

oldugu gorilir. Boylelikle ispat tamamlanar.

3.2 SABIT NOKTA TEOREMLERI vE UYGULAMASI

Temel sonuclari ele adligimiz bu boliimde, — p-Laplasyen kesirli
sinir deger probleminin J iizerinde tek ¢oziimiiniin oldugunu Banach sabit
nokta teoremi kullanilarak, en az bir ¢oziiminiin oldugunu ise Schaefer sabit
nokta teoremi kullanilarak ispatlanmig ve bu sonuclari destekleyen iki tane

ornek verilmigtir.

(1.1)-(L.4) p-Laplasyen kesirli simir deger probleminin J tizerinde tek
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¢ozliimiiniin oldugunu gostemek igin

_ () - Y(To) e l a=2((g=2) v(g—2)+1
R EINCERY (Hiz:;ai) Ha = DFTHITEET =TT,

V(1) — ¥(To))"

tHa—1 q—2 T'y(q72)+1 . TV(q—2)+1 )

Wo =

sayilarindan yararlanilacaktir.

l
Teorem 3.2.1. ((T) — (Tp))" ™" = Y ai(v(&) — ¥(Tp)" ™" # 0, p > 2,
i=1
a; > 0,1 =1,..,l ve Ty < & < T olmak tizere (Hy) ve (Hsy) kosullar:
dogru olsun. Eger (wy +ws) < 1 ise — p-Laplasyen kesirli sinir deger

probleminin tek bir ¢ozimi vardar.

Ispat. (H,) kosulundan her (m,w) € J x R igin

/ " osw(s)ds > [ s — To)~'ds = B(m — Th)"

To To

esitsizligi elde edilir.

w,z € C(J,R) olsun. Lemma [2.1.4 (H;) kosulu ve 0 < m¥ — Ty < m?

esitsizligi kullanilarak

" ( | so(s,w<s>>ds) ~ 4, ( A w(S,z(s))ds>

< (¢—1)Bm =17))""

| ctstonds = [ etz

I

o[ ) ts.teie) o, ( [ e (5 TO ’
< g = 1m0 [ Jols.(5) = ol (o))l
0 (3.6)
" ( / m s@(sw(S))dS) 4, ( / m QO(S,z(s))ds>

m

S(q—l)(ﬁm”)“/ El w2 || ds,

To
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o[ ) stoas) o, ([ ) ol 2(5)s

<t(g—1)(Am") " (m = To) || w— 2 ||,

o[ ) ostoas) o, ([ ) ol 2(5)s

<tlg—1)pr72 (mv(q—2)+1 _ m'Y(q_Q)TO) || w—2z|]

o[ m s.tois) o, ( [ ) ol 2(5)s

<tlg—1)pr? (me Dt - I - |

(3.7)

esitsizlikleri elde edilir.

A:C(J,R) = C(J,R), asaqidaki gibi tansmlanan operatér olsun:

St ([ etostends) - 1580, ( [ plowtsiis
Aw(m) = =1 </ i ) : (/ y > ($(m) — (T
+ 5 L v = v s, ([ etswas) dr

Burada

l

k= (1) = (To))" ™ = ) ai(W(&) — $(To))"™

=1

dir.

Tanym [2.1.2 kullanilarak

l

> (i ; S 0(6) oo [ otswtenas) ar)

AW(m — =1 - (w(m)_d}(TO))nfl
rlo o Y OWE) ) ([ o) ar
L " / T m) — e a—1 T s.wl(s s -
iy ) —u) %(/Toga(, ()ds) a (38)

esitligi yazilor.
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Simdi A operatorinin bir daralma déntisimi oldugunu gosterelim.

w,z € C(J,R) olsun,

|Aw(m) — Az(m)|

00 (J,sto,o))ds) o

()
> (

- /Tg Déq (/T:<p(s,z(s))ds> dr) —/TT Fé, (/T:go(s,z(s))ds) dr

. . ($(m) — P(To))"
Jiy Hoy (Ji, o5, 2(s))ds) dr

l

o)
dir. Burada
_YOE(E&) = Y(r) !
P = [(a) ’
_YME(T) ()
’ 4 tw
H =/ (7) (b(m) — (7)) (39)
dir. O halde

|Aw(m) — Az(m)|

iai (/Tj D¢, (/T: SD(S»W(S))ds>> dr — gai </Tj Dé, (/T: @(372(8))d8>> dr

< i=1 = (’l/)(m) N 1/)(T0))n71

K

. f;; Fo, (f;o ga(s,z(s))ds) dr — f;; Fo, (f;o go(s,w(s))ds) dr

K

e 0 () g )

(¥(m) = ¢(To))"
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egitsizligi elde edilir. (Hsy) kosulundan

|Aw(m) — Az(m)|

IN

| (0 (S, ot 2(60)ds) = 04 (I el w(s))ds) ) (6(m) — (T

K

. ﬁ/:ﬂ(% (/T:SO(W(SM)_% (/Tgw(s,z(s))ds>)dr

oldugu gorilir. Buradan

|Aw(m) — Az(m))|

< lo(m) ‘,jfl(TO”"_l Z / 5 " ( / :ws,w(s))ds) — 4, ( / :w(s, z(s))ds)

(¥lm) = w(T)"" /T |6, (/T gp(s,z(s))ds) — ¢, (/T:so(s,w(s))dS)

]
o[ :¢<s,w<s>>ds) o[ e “(s))ds ) dr

i o,

esitsizlige elde edilir.

dr

dr

+

B>0,0<vy< Q—Eq oldugundan ve esitsizlige kullanalirsa
|Aw(m) — Az(m)]|

n—1 ! &
< (¥(m) — ¥(Ty)) ! Z a; ID|t(q — 1)6q—2(7_'y(q—2)+1 _ Tg(q_Z)H)Hw — z||dr

|K/| i=1 TO

. T n—1 T

+ (w(m) ‘/:/p‘( 0)) / ’F’t(q _ 1)5(] Q(T’y q— 2) T'Y(q 2 +1>Hw - ZHdT
To
+— Hlt(q — 1)8972|(r a2+ TW]Q+1 w— z||dr
o) Jr, |Ht(q — 1)8[( | |
Th))— 1 _ 1 —2 _

< Wm) — (o))"t — 1)1 Zaz |D| (Ta=D+1 _ @Dty gy

K]

L (@m) —(Ty)"ilg — 1) / F|(T2 702 1 e

%]

-2 m
Ma DI ™ gyta-2t _ 7340 1y — jar
I'(a) To
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elde edilir. Bu durumda

|Aw(m) — Az(m)]
(W(T) — (Tp))" i a;(V(T) — (1p))" Hg — 1)872(Ta-2+1 _ ola=21)

- || — Ma+1) [l =
(¢(T) - @Z)(To))nfl (¢ T) - @Z)(TO))Q . q—2(y(g=2)+1 _ (g—2)+1 w—

M— M 0 DP TSI
(¢(T) — w(TO))a q—2(y(qg—2)+1 _ v(g—2)+1 .

M v il A A S Eat]

- (¢(T) - ¢(T0>>n+a_1 q—2(y(g—2)+1 v(g—2)+1 _

UG <1 : zaz> 1)BIHTDH g g

(w(T) B ¢(TO))at(q o 1)6q—2(T«,(q_2) T'y(q 2) +1>

Mot o ]

oldugu gorilir.

Son olarak

[|Aw = Az[] < (w1 + w2) [jw — 2]

elde edilir.

Hipotezden, wi +ws < 1 oldugundan A operatori bir daralma operatoriudir.
Boylece Banach sabit nokta teoremi kullanilarak A operatorimaiiziin tek bir sabit
noktasy oldugu soylenebilir ve bu da (n) (-) kesirli ssmar deger probleminin

tek bir cozimu oldugunu gosterir. Boylelikle ispat tamamlanar.

Ornek 3.2.1. Asagqidaki 1-Caputo sinar deger problemini ele alalim.

(qb7 ( KN w(m)))l = 4m3 <1—|—sm (%)), m € [0, 1]
w®(0)=0, k=0,1,...,n —2
D™ w(0) = 0 (3.10)
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kesirli sinar deger problemine - gozuyle bakildiginda;

5) 7
a=g, To=0, T=1, (m)=m? p:§>2, n—l<a<n=3,
1 5 1 1 1
= — :1 = — = — —_ — —_ =
ai 37 a2 as 37 51 27 £2 47 53 87

o(m,w(m)) = 4m® (1 © in? (mg(;ﬂ))

olur. Ag¢ikca goruliyor ki Ty < & < T, a; > 0,1 =1,...,1, ¢ =
we C(J xR,R) dir.

< 2 wve

N

Problem ‘de ¢ fonksiyonunun (Hy) kosulunu sagladigini gosterelim.

m € [0,1] ve w, » € R icin,
lmsstm) = gl ()| = [t (145 (L)) — g (1 st (20 )|

o o (252 o (52)

3

[o(m, w(m)) = @(m, 2(m))| < —==lw(m) = z(m)|

47
|(10(m7w) - go(m, Z)| < §|W - Z|

elde edilir. Dolayiswyla (Hy) kosulu t = 3% icin saglanar.

Problem ‘de ¢ fonksiyonunun (Hs) kosulunu saglandigini gosterelim.
B =1, ~v=4 alwsak, m € [0,1] ve w € R igin,

ﬁ7m3 = 4m?> < 4m? (1 + sin? (mg(;n)))

elde edilir. Boylelikle (Hs) koslu saglanar.

Son olarak
wy + we = 0.4315725 < 1

esitsizligr saglanar.

Bévylelikle, Teorem in tim kosullary saglanmastir. Dolaysiyla

p-Laplasyen kesirli sinir deger probleminin tek bir ¢ozimai vardar.
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Teorem 3.2.2. p>2,a; >0,i=1,....,0 ve Ty <& < T olmak tizere (Hy) ve
(Hs) kosullar dogru olsun. Eger

l

() = e(T)" ™ = 3 aw(&) — b(T))" £0

i=1

1€, 0 zaman — kesirli ssmir deger probleminin en az bir ¢ozimau vardar.
ispat.
/
Pi={we O[Ty, T : (¢>,,<CDT+ w)) e O[Ty, T} (3.11)

kiimesini tanamlayalim.

P kiimesi deki gibi olmak izere, (3.8) ile tanimlanan A : P — P

operatoriuni ele alalim.
1.Advm: (qu <CD:°‘Fi/’(Aw)(m)>> strekli oldugunu gosterelim.
(4 (CD‘WAw( ) =
711 &i " T
ZGJ </TO o(s,w(s))ds ) I (;Sq </T0 (s,w(s))ds)

K (0]

(o (eoprzy o ([ ) so(w(s))ds)))'.

Lemma Lemma ve egitligi kullanilarak

(o0 (D2 astm)) = (o (0 ([ otsstonas) ) )
= (4 (°D5rwim))

bulunur. Burada esitligi kullamilarak

Pp

(60 (D5 Aw(m)) ) = plm,w(m))
elde edilir. o(m,w(m)) strekli bir fonksiyon oldugundan,
(6 (“D57 (A0)m)) ) € CIT, T]

dir.
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2.Advm: Bu adimda A operatoriniin sturekli oldugunu gosterelim.
{wn }nen, 1 — o0 iken w, — w olacak sekilde P de bir dizisi olsun. (@ ve

esitliklert kullamilarak, her m € J i¢in

|Aw, (m) — Aw(m)|

[ He (f;o o(s,w (s))ds> dr
IN())
l ¢ T
X ( | o ( | ete w(S))d8> dT> - [ Fo < | ete w(s))d8> dT(w(m .

A
<
2
|
=
S
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elde edilir. Buradan

| Awy, (m) — Aw(m)|

S ([ o (f 9) - teso)

< =1

(W (m) —(Tp))"

Id

d7'>
a7 (e (U, ¢<S’”"(S))d|sn>y 00 (Jfy #lo ol )| (¥ (m) — (1))

b o (a( ] :¢<s,wn<s>>ds) ~a( [ :w(sw(S))dS))

esitsizligine ulasilir. esitsizligi kullanilarak

dr

T

S (f & D1 (0= 16 [ ts.00(6) = ol (o)) ) ar

B o n—1
a || (¥(m) —(Tp))
T 4
IF| ((qg—1)(Bm)T2 [ |o(s,wn(s)) — @(s,w(s))|ds) dr
+ fTO ( q fTO ‘i| ¥ ) (¢(m) . Q)Z)(To))n_l
L — 77)42 ’ S,wn(s)) — @(s,w(s))|ds | dr
+ sy o 11 (10 =06 [ hotsnlo)) = ol )

esitsizlige elde edilir. 7 < T ve m <T oldugundan
|Awn (m) — Aw(m)|

ZZ:l;ai(q -y ((f f ol ([ T 5.0 (6)) =l )l ) ) ar

(W(T) — (Tp))"

I P = DB ([ (o (s)) = ol w(s)lds) dr

||

. ) —1)pe2 a2 ' s,wn(8)) —o(s,w(s))|ds | dr
ey [ 8= 00 ([ (s — el

(W(T) — (Tp))"

! &i
Zai(q —1)gr2a?) </ \D|dT> (T = To)l|p(s,wn(s)) = @(s,w(s))l|

To

(W(T) — y(Tp)" "

8 B
(q = )BT ([ Fldr) (T = Ty)lp(s, wn(5)) — (s, (5)) |

||

(W(T) — »(Tp))"

_.I_

1 q— AU "
+m(q_1)ﬁ 2T( 2) (/TO |Hd7’> (T_TO)”SO(Sywn(S))_QD(S,OJ(S))H
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elde edilir. Bu durumda
| Awn(m) — Aw(m)|

l
_ _ —2)+1 _ atn—1
(Z ) (q = )r2(Tlo- 2+t oA (o))

[l (s, wn(s)) = @(s,wis))|

<
N %]
(¢ — 1)Be2(Tta-D+1 — a2ty (W(T)}TSEBM"_I)
+ ™ [l (s, wn(s)) — (s, w(s))l]
q—2(y(g—2)+1 v(g—2)+1 ((T) — w(TO))a
(g - g2 - et (O ZIEIEY s 0, (6) - pls.wlo)]

oldugu gorilir. Boylelikle
|| Awn (m) — Aw(m)[| < (w1 +ws)l[e(s,wn(s)) —p(s,w(s))]

elde dilir. ¢ fonksiyonunun strekliligini kullanarak, n — oo iken

[|Aw, (m) — Aw(m)|| — 0 oldugu gérilir. Boylelikle A siirekli operatordiir.

3. Advm: A operatorinin, P de dizgin sl oldugunu gosterelim.
Herry > 0 ve her z € B, :=={w € P : ||w|| < r1} i¢in ||[Tw|| < oy olacak

sekilde oyle bir ro > 0 vardwr ki w € B,, ve her m € J i¢in

izl;ai (/Tji|D| % (/TOTSO(&MS))ds) dT)

]
00 (J7, #(s,0())ds )| dr o) — (T

S |F]
+
4]
o

e [T ([ :sz)(s,w(s))ds)

elde edilir. ¢4 artan oldugudan

Z ([ 1oren ([ 1etsstepias) ar)

K]

S 1F] 60 (J7 1o(s,w(s)lds ) dr 1
" ( |i| ) (w(m) — (o))"

v [ 1l (f ol olo)lds ) dr

(W(m) — (Tp))" "

[Aw(m)| <

dr

(W(m) — (Tp))" ™

[Aw(m)| <
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elde edilir. T <T, m < T oldugundan ve (H3) kosulu kullanilarak
I

([ o[ o))

|[Aw(m)| < = ((T) = (To))"™

K]

fTO 1] ¢4 fTO t1|w(s)|ds »
" (|m ) ((T) = (Tv))"

m T
+/TO |H| ¢, (/TO t1|w(s)|ds) dr

elde edilir. |w| < 1 oldugundan

im( &

, D] 6y (121 (T —To) dr)
Aw(m)] < =

To

(W(T) — (Tp)" ™"

%]
n fTTO |F| ¢q (tir (T — Tp)) dr

K]

((T) = o(To))"™

|H| ¢g (tir1 (T = Tp)) dr

S o (B0t (= T0)) (6(T) — (o))
" 4 k| T(a+1)
| Ga (s (T = Ty)) (U(T) = $(Ty))™™"
k| I+ 1)

(W(T) = ¢(To))"
I'a+1)

esitsizlige elde edilir. Boylece sabit olan

+ ¢q (tim1 (T = To))

(1 + Zm) i (T = Tp))" ™ (W(T) — (Tp))+n 1)
|[Aw(m)| <

|k| T(a+ 1)

1 (U(T) = ¥(T0))”
['a+1)

elde edilir. Dolayiswyla ||Awl|| < ro olacak sekilde

+ (tyry (T —Ty)) "

(uzaz) s (T = To)"™ (6(T) — (1))

|k| T(a+ 1)
q—1 (¢(T) B Z:0(710))01
['(a+1)

vardwr. Dolayisiyla {Aw}, P de dizgin sinarly bir alt kimedir.

To . =

+ (tl’l"l (T — TD))
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4.Advm: A operatorinin P de ayni dereceden sturekli oldugunu gésterelim.

B,.,, P kiimesinin sinarl bir alt kimesi ve w € B,, olsun. O halde my,my € J

ve my < Mo 1IN

|Aw(mg) — Aw(my)|

I
©
Il
—
—
<
—~
3
N—
|
=
—~~
S
N~——
S~——
3
L

+ ﬁ /7:2 Ho, (/T: w(s,W(S))dS) dr

‘. . T .
R a; </TO D¢, (/TO <p(s,w(s))ds> dT> - /TO Fo, (/TO so(s,W(S))dS> dr R

K

_ﬁ/f Ho, </T:g0(s,w(s))ds) dr

esitligi yazilir. Buradan

MN

|Aw(mg) — Aw(my)|

([ oo ([ o))

i=1

(((ma) — B(To))" ™" — (@(my) — ¥(Tp))" )

IN

K]

S F 6 (Ji, o(s,0(s))ds ) dr

K]

tla [ ([ etsstonas) dr— s [" a0, ([ ots.toas) in

((W(ma) — ¥(Tp))" ™" — (¥(ma) — ¥(Tp)" ")
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elde edilir. m; < ms oldugundan

|Aw(mg) — Aw(my)|

ay :w<s,w<s>>ds)

K]

S V) |6q (S (s, w(s))ds 1 |
i ( |:| ) ((¥(ma2) = ¥(To))" = (P(m1) — (Tp))" )

voe L 11 Jo (f :ws,w(s))ds)

elde edilir. 1p(m) fonksiyonunun sirekliliginden, m; — mqy iken yukaridaki

l

a0

i=1

)

((W(ma) — $(To))" ™" — (W(my) — ¥(Tp))" ")

dr

dr

esitsizligin sag tarafi sifira gider. O halde A operatori P de ayni dereceden
sureklidir. Dolayisiyla Arzela-Ascoli teoremine gore A : P — P’nin tamamen

surekli bir operator oldugu sonucu elde edilir.

5. Advm: X € (0,1) igin

S={weP:w=)IAw}

kimesinin sinarl oldugunu gosterelim.
w = Muw olacak sekilde w € S ve A € (0,1) olsun. 3.Advm’a gdre, tim
m € J i¢in

[Aw(m)]

Y(T) — ¢(Tp))"
Ia+1)

i=1

l
(1 + Z ai) t‘f‘l (T - TO)‘Z—l (T/)(T) _ ¢(T0))a+n_1)
< o]

W Ta+ 1) A

dir. A € (0,1), w < Aw oldugundan,

[lwl] < [|Aw]]

!
(1 +y° a¢> 7T = To)™™ (&(T) = (Tp))* 1)
< e~ =

-1 ((T) = ¥(Tp))"
I(a+1)

=T - T,
|k| T(a+1) i ( )
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elde edilir. Bu durumda
o] 72

(1 'y ) (T~ T (O(T) — (T )

=1

1 (W(T) —¥(Ty))"

= Mo+ 1)

+ 97T - Ty)

|k| T(a+ 1)

oldugu gorilir. Boylece S sinarlidar.

Schaefer sabit nokta teoreminin tum kosullar: saglandigindan, A ope-
ratorinin P iginde sabit bir w noktasy vardwr. Bu w sabit noktasi, [Ty, T]
aralginda — stmar deger probleminin ¢ozimidur. Boylelikle ispat

tamamlanar.

Ornek 3.2.2. Asaqidaki 1-Caputo sinar deger problemini ele alalim.

( 4 Inm .
(¢g (Df+ w(m))) - m( 1+ w2 (m) — 1), m e [1,2]
w®(1)=0, k=0,1,....,n—2

“Dl""w(1) =0 (312

4 )

06257 Tozl, T:2, w(m):h’lm, p:§>27 n—1<a§n:2’
1 5 11

m=g, @@= asz = 2, a4 =
6 7 9

61_57 52_57 53_ ; 64_57

8
1 5
p(m,w(m)) = m ( 1+ w?(m) — 1)

olur.

Problem ’de @ fonksiyonunun (Hs) kosulunu sagladigini gésterelim.

w?(m)

l1+w?(m)—1=
) 14+ w?(m)+1

>0 (3.13)
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dir. m € [1,2] i¢in v =1 alirsak

36(m —1)* <

_m< 1+w2(m)—1)

olacak sekilde 5 > 0 sayist varder ki esitsizliginden (Hy) kosulu saglanar.

Problem ’de @ fonksiyonunun (Hs3) kosulunu saglandigini gésterelim.
m € [1,2] ve w € R olsun,

IN

Baylelikle (Hs) kosulu t, = % igin saglanar.

Son olarak, ac¢ikca goriliyor ki Ty < & < Tve a; > 0,1 = 1,...,1 dir. O
halde

£0

oldugundan Teorem ’mn tum kosullary saglanmastir. Dolayisiyla

p-Laplasyen kesirli sinir deger probleminin en az bir ¢cozimi vardar.
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4 SONUC

Bu tezde ¢ok noktali sinir kogullariyla birlikte p-Laplasyen operatorii ve
-Caputo kesirli tiirevi igeren kesirli mertebeden diferansiyel denklemler icin
— sinir deger problemi ele alinmigtir. 1¥-Riemann-Liouville kesirli
integral tanmmminda sirasiyla ¢(t) = t ve ¥(t) = Int oldugunda Riemann-
Liouville ve Hadamard kesirli integrallerine indirgenirken, (2.2)) -Caputo
kesirli tiirev tamimdaki genellemede 1 (t) = ¢ oldugunda Caputo kesirli tiirev
operatoriinii verirken 1 (t) = Int oldugunda da Caputo-Hadamard kesirli tiire-
vini vermektedir. Boylelikle bu tezde kullanilan, 1-Riemann-Liouville kesirli
integrali, Riemann-Liouville ve Hadamard tipi kesirli integralleri genelleyen
bir integral olup, ¥-Caputo kesirli tiirev ise Caputo ve Caputo Hadamard tipi
kesirli tiirevleri genelleyen bir tiirevdir. Ilk olarak, ¢-Caputo kesirli tiirev ve
-Riemann-Liouville kesirli integralin tanimlar1 ve i)-Caputo kesirli tiirev ve
W-kesirli integralin bazi temel oOzellikleri kullanilarak, — sinir deger
problemimiz integral denklem olarak ifade edilmistir. Daha sonra, Banach
sabit nokta teoremi kullanilarak — sinir deger problemimizin tek
bir ¢oziimiiniin varhigini garantileyen kogullar elde edilmig ve bu sonucu
destekleyen bir 6rnek verilmistir. Son olarak, Schaefer sabit nokta teoreminden
yararlanilarak — sinir deger problemimizin en az bir ¢oziiniin varligi
icin gerekli kogullar elde edilmig ve bu sonucu destekleyen bir 6rnek verilerek

tez tamamlanmigtir.
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Bishkek, KYRGYSTAN (TURK-COSE 2023) kongresine katildu.



	İÇ KAPAK
	KABUL VE ONAY SAYFASI
	ETİK KURALLARA UYGUNLUK BEYANI
	ÖZET
	ABSTRACT
	ÖNSÖZ
	İÇİNDEKİLER
	ŞEKİLLER DİZİNİ
	SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ
	GİRİŞ
	TEMEL TANIM VE TEOREMLER
	TANIM ve LEMMALAR
	TEOREMLER

	p-LAPLASYEN OPERATÖRÜLÜ -CAPUTO KESİRLİ SINIR DEĞER PROBLEMİ
	SINIR DEĞER PROBLEMİNİN ÇÖZÜMÜ
	SABİT NOKTA TEOREMLERİ VE UYGULAMASI

	SONUÇ
	KAYNAKLAR DİZİNİ
	TEŞEKKÜR
	ÖZGEÇMİŞ

