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1.  GİRİŞ   

Diferensiyel geometri, şekillerin ve yüzeylerin incelenmesi ile ilgilenen bir 

matematik dalıdır ve genellikle eğrilerin ve yüzeylerin özelliklerinin incelenmesine 

odaklanır. Bu tür inceleme 17. yüzyılında Descartes ve Fermat tarafından ortaya atılan 

koordinat metodudur. Bundan sonra Leibniz çalışmalarında diferensiyel geometrinin 

anlamlarını ortaya çıkarmıştır [23]. Diferensiyel geometri, matematik dışında fizikteki 

birçok problemi de çözmek için kullanılır. 

Diferensiyel geometrinin ana konularından bazıları eğriler, yüzeyler, manifoldlar 

olarak bilinir. Eğrilerin parametrik gösterimi Euler tarafından 18. Yüzyılında  bulunmuştur 

ve bu konuda önemli sonuçlar elde etmistir. 1795 yılında yüzeyler üzerinde ilk kitap Monge 

tarafından yazılmıştı ve 1827 yılında Gauss yüzeylerin eğriliği konusunda önemli buluşlar 

elde etmiştir. Riemann 1851 yılında Riemann Geometriyi tanımlamış ve Gaussun bulduğu 

eğrilik ölçüsüne karşılık Riemman eğrilik tensör alanını ortaya koymuştur [25]. Dolayısıyla 

19. yüzyılı diferensiyel geometri için en önemli dönem olmuştur. Riemann tarafından 

tanımlanan manifold kavramı geniş bir alanda kullanmaya başladı. Riemann Gauss 

eğriliğini yüksek boyutlu manifoldların eğriliğini belirlemek için kullandı [25]. 

Diferensiyel geometrinin en aktif çalışma alanlarından biri Chen tarafından toplanan 

altmanifoldlar teorisidir [25]. Bir eğri, bir yüzeyin veya bir manifoldun parçası; bir yüzey 

bir manifoldun parçasından oluşur yani bir eğri ve bir yüzey bir manifoldun bir 

altmanifoldudur, dolayısıyla manifoldlar, eğriler ve yüzeylerin daha genel birleşimleridir 

ve genellikle daha yüksek boyutlarda oluşurlar. Diferensiyel geometrinin önemli bir 

parçası olan Riemannian manifoldlar, yerel olarak düzgün bir şekle benzetilebilen ve her 

bir noktada bir iç çarpımın tanımlandığı manifoldlardır. Bir Riemannian manifold üzerinde 

bir yolun uzunluğu iç çarpım sayesinde hesaplanabilir. Riemannian metriği, bir manifoldun 

"eğrilik" özelliklerini tanımlar. Ayrıca, bir Riemannian manifoldun 'eğrilik' niteliklerini 

belirlemek için eğrilik tensörüne başvurulabilir ve genellikle 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 ile gösterilir. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry
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Harmonik manifoldlar bir fonksiyonun Laplace operatörünün uygulanmasının 

sonucunda sıfır vermesidir yani 𝑓 dönüşümü üzerinde 𝛥𝑓 = 0 olmasıdır. Bir Riemannian 

manifold üzerinde altmanifoldunun harmonik olup olmadığını belirlemek için, genellikle 

altmanifoldunun tension alanını kullanırız. 𝑓 dönüşümünün tensiyon alanı 𝜏(𝑓) ile 

gösterilir ve eğer 𝜏(𝑓) = 0 ise 𝑓 dönüşümü harmoniktir denir ve 𝜏(𝑓) = 0 denkleme 

harmonik denklemi denir. Harmonik dönüşümleri 1954 yılında Sampson ortaya koymuştur 

[25]. Bundan sonra çok-harmonik dönüşümleri 1983 yılında Eells ve Lemaire tarafından 

incelendi. Özel olarak 2-harmonik dönüşümler için Jiang birinci ve ikinci varyasyon 

denklemlerini elde etmiştir. 2-harmonik dönüşümler günümüzde biharmonik dönüşümü 

olarak tanımlanır [25]. 

 Biharmonik bir fonksiyonun temel özelliği, Laplace operatörünün iki kez 

uygulanmasının sonucunda sıfır vermesidir, yani 𝑓 dönüşümü üzerinde 𝛥2𝑓 = 0 olmasıdır. 

Biharmonik altmanifoldlar, biharmonik haritalar aracılığıyla daha geniş bir biharmonik 

geometri bağlamında incelenir. Bir Riemannian manifold üzerinde bir altmanifoldun 

biharmonik olup olmadığını belirlemek için, genellikle dönüşümün bitension alanını 𝜏2(𝑓) 

kullanırız. 𝑓 dönüşümde 𝜏2(𝑓) = 0 ise 𝑓 dönüşümü biharmonik dönüşümdür denir ve 

𝜏2(𝑓) = 0 denklemi de biharmonik denklemi adını alır. 

Değme geometri Huygens, Hamilton ve Jacobi’nin geometrik optikler üzerindeki 

çalışmalarından bundan iki yüzyıl önce, ortaya çıkmıştır [8]. Sato diferensiyellenebilir bir 

manifold üzerinde hemen hemen paradeğme yapıyı 1976 yılında tanıtmıştır [15]. 

Paradeğme yapılar, bir dizi matematiksel nesneyi tanımlamak için kullanılan geometrik bir 

kavramdır. Bu yapılar genellikle (2𝑛 + 1)-boyutlu gerçel manifoldlar üzerinde tanımlanır 

ve bir 1-form ile bu 1-formun bir vektör alanına göre tanımlanan Lie türevini belirtmek 

üzere bir (1,1)-tensör alanıyla karakterize edilirler. Bu tür yapılar, özellikle modern 

diferensiyel geometri ve global analiz alanlarında önemli bir rol oynar. Hemen hemen 

paradeğme metrik manifoldların ve paradeğme metrik manifoldların özellikleri Zamkovoy 

tarafından incelenmiştir [31]. Paradeğme metrik manifoldlar, geometrik özellikleri ve 

çeşitli alanlardaki uygulamaları nedeniyle diferensiyel geometride kapsamlı bir şekilde 

incelenmektedir. Özellikle, (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifold kavramı son yıllarda 

araştırılmaktadır. Bir (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifold, belirli özellikleri karşılayan bir 

paradeğme metrik yapı ile donatılmış bir Riemann manifoldudur.   
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Bu tez çalışmasının temel amacı (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldların 

biharmonik altmanifoldlarını incelemektir, dolayısıyla önce (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik 

manifoldları ve biharmonik manifoldlarını iyi kavramak için ilgili temel kavramları 

incelenip daha sonra (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldların biharmonik altmanifoldları 

incelenecektir. 

Geniş bir uygulama yelpazesi olan bu matematiksel yapıları daha iyi anlamak ve 

kullanmak, gelecekteki bilimsel ve teknolojik ilerlemeleri teşvik edecektir. Bu nedenle, bu 

çalışma, bu alanda daha derinlemesine anlayış ve daha geniş uygulama olanakları 

sağlamaya yönelik olarak tasarlanmıştır. 
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2.  TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölüm üç alt bölümden oluşmuştur. İlk alt bölümde diferensiyel geometrinin 

temel bilgileri hatırlamak amacıyla bir takım tanımlar verilmiştir. İkinci alt bölümde diğer 

bölümleri daha kolay bir şekilde anlamak için diferensiyel manifoldlar üzerinde bazı temel 

tanımlar ve kavramlar verilmiştir. Üçüncü alt bölümde 3-boyutlu manifoldlar üzerinde 

eğrilerin frenet denklemlerine yer verilmiştir. 

2.1 Ön Bilgiler 

Tanım 2.1.1. 𝐹 cismi üzerinde 𝑉 boş olmayan bir kümeyi göz önüne alalım. 𝑉 

üzerinde 

+: 𝑉 × 𝑉 → 𝑉   ,    + (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 

ve 

· ∶ 𝐹 × 𝑉 → 𝑉      , . (𝜆, 𝑥) = 𝜆𝑥   

işlemlerini tanımlandığında her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 ve 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐹 için  

i. (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) 

ii. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

iii. 𝑥 + 0 = 𝑥 

iv. ∀ 𝑥 ∈ 𝑉   için   ∃(−𝑥)        𝑥 + (−𝑥) = 0 

v. 𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦 

vi. (𝜆 + 𝜇)𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑥 

vii. 𝜆(𝜇𝑥) = (𝜆𝜇)𝑥 

viii. 1𝑥 = 𝑥 

şartları sağlansın o zaman 𝑉 kümesine 𝐹 cismi üzerinde vektör uzayıdır denir, burada 𝑉 

kümesinin elemanları yani 𝑥, 𝑦, 𝑧 ler vektör ve 𝐹 cisminin elemanları yani 𝜆, 𝜇 ler skaler 

dir [25].  

Tanım 2.1.2. 𝐹 bir cisim olup ve 𝑉 de bu cisim üzerinde bir vektör uzayı olsun. Bu 

durumda  

𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 0 
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olacak şekilde bileşenlerin hepsi aynı anda sıfır olmayan 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 skalerleri var ise o 

zaman 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 vektörlerine lineer bağımlıdır denir aksi taktirde 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 hepsi 

aynı zamanda sıfır ise bu vektörlere 𝐹 nin üzerinde lineer bağımsızdır denilmektedir. 𝑉 

vektör uzayı 𝑛 adet vektöre sahip ve bu 𝑛 vektör 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 lineer bağımsız olsun. 𝑣 ∈ 𝑉 

için, 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 vektörlerin bir lineer birleşimi, yani 𝑥 = 𝜆1𝑒1 + 𝜆2𝑒2 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑒𝑛 

oluyorsa {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛} kümesine 𝑉 uzayının bir bazı denilmektedir ve bu uzayının bazını 

𝑛 tane vektör oluşturduğundan 𝑉 uzayı 𝑛-boyutludur ve 𝑉 uzayın boyutunu 𝑏𝑜𝑦(𝑉) = 𝑛 

şeklinde yazılır [25].  

Tanım 2.1.3. 𝑉 vektör uzayının üzerinde 𝑓 dönüşümünü  

𝑓: 𝑉 × 𝑉 → ℝ 

şeklinde tanımlayalım. ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  ve ∀ 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 olsun. Eğer 𝑓 dönüşümü; 

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑣, 𝑢) 

özelliğe sahipse 𝑓 dönüşümü simetriktir denir ve eğer simetrik 𝑓 dönüşümü; 

i. 𝑓(𝑎𝑢 + 𝑏𝑣, 𝑤) = 𝑎𝑓(𝑢, 𝑤) + 𝑏𝑓(𝑣, 𝑤) 

ii. 𝑓(𝑢, 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤) = 𝑎𝑓(𝑢, 𝑣) + 𝑏𝑓(𝑢, 𝑤) 

özelliklerine sahip ise o zaman 𝑓 dönüşüme simetrik bilineer formu adını alır [20].  

Ayrıca 𝑓 simetrik bilineer formunda ∀𝑣 ∈ 𝑉 ve 𝑣 ≠ 0 için; 

i. 𝑓(𝑣, 𝑣) > 0 şartı sağlanıyorsa 𝑓 simetrik bilineer form pozitif, 

ii. 𝑓(𝑣, 𝑣) ≥ 0 şartı sağlanıyor ise 𝑓 simetrik bilineer form yarı pozitif, 

iii. 𝑓(𝑣, 𝑣) < 0 şartı sağlanıyor ise 𝑓 simetrik bilineer form negatif, 

iv. 𝑓(𝑣, 𝑣) ≤ 0 şartı sağlanıyor ise 𝑓 simetrik bilineer form yarı negatif, 

olarak tanımlanır [20].  

Diğer yandan; 

i. 𝑓 nin nondejenere olması için ∀𝑤, 𝑣 ∈ 𝑉 için 𝑓(𝑣, 𝑤) = 0 olduğunda 𝑣 = 0 dir. 

ii. 𝑓 nin dejenere olması için ∀𝑤, 𝑣 ∈ 𝑉 için 𝑓(𝑣, 𝑤) = 0 olduğunda 𝑣 ≠ 0 dir. 

Tanım 2.1.4. 𝑉 bir vektör uzayı olsun. 𝑉 üzerinde nondejenere simetrik bilineer 

forma bir skaler çarpma denir. 𝑓 dönüşümü 𝑉 vektör uzayı üzerinde bir skaler çarpma ise 

(𝑉, 𝑓) ikilisine de skaler çarpımlı vektör uzayı denir [20].  
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Tanım 2.1.5. 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 için  𝑣, 𝑤 ≠ 0 olduğu zaman ⟨𝑣, 𝑤⟩ = 0 olursa 𝑣 ile 𝑤 

vektörleri birbirine dik olur yani iki vektör birbirine ortogonaldır [20]. 

Tanım 2.1.6. 𝑊 vektör uzayı 𝑉 vektör uzayının bir altuzayı olsun. 𝑣 ∈ 𝑉 için       

𝑣 ⊥ 𝑊 ise 𝑊⊥ alt uzayı 𝑉 vektör uzayına diktir denir [17]. 

Tanım 2.1.7. 𝑉 vektör uzayında 

𝑓: 𝑉 × 𝑉 → ℝ 

bir simetrik bilineer formun ve 𝑉 nin en büyük boylu altuzayı 𝑊 için 

𝑓|𝑊: 𝑊 × 𝑊 → ℝ 

negatif tanımlı ise 𝑊 nın boyutuna 𝑓 nin indeksi denir [20]. 

Tanım 2.1.8.  𝐹 bir cisim olsun. 𝐹 üzerinde bir 𝑉 vektör uzayını ele alalım ve 𝑓 

dönüşümünü 𝑓: 𝑉 → 𝐹 şeklinde tanımlayalım eğer ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 

𝑓(𝜆1𝑢 + 𝜆2𝑣) = 𝜆1𝑓(𝑢) + 𝜆2𝑓(𝑣) 

eşitliği sağlanıyorsa 𝑓 dönüşümü lineerdir denir.  

𝐹 cismi üzerinde Lineer dönüşümlerin kümesi 

(𝑓1 + 𝑓2)(𝑣) = 𝑓1(𝑣) + 𝑓2(𝑣) 

ve 

(𝜆1𝑓)(𝜈) = 𝜆1𝑓(𝑣) 

işlemleri ile birlikte bir vektör uzayı olur ve bu oluşan vektör uzayına 𝑉 uzayın duali denir 

ve 𝑉∗ ile gösterilir [25].   

Tanım 2.1.9. 𝑉 bir vektör uzayı ve bu vektör uzayın dual uzayı 𝑉∗ olsun. Bu 

durumda 𝑓 dönüşümü  

𝑓: 𝑉 × 𝑉 × … × 𝑉 × 𝑉∗ × 𝑉∗ × … × 𝑉∗ → ℝ 

 

şeklinde tanımlansın ve 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ , 𝑣1, 𝑣2, … , 𝜈𝑠 ∈ 𝑉 ve  𝑣1
∗, 𝑣2

∗, … , 𝜈r
∗ ∈ 𝑉∗olmak üzere 𝑓 

dönüşümü 

𝑓(𝑣1, … , 𝜆1𝑣𝑘 + 𝜆2𝑣𝑘
′ , … ) = 𝜆1𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑘, … ) + 𝜆2𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑘

′ , … ) 

şartını sağlansın. O zaman 𝑓 dönüşümüne r. mertebeden kovaryant ve 𝑠. mertebeden 

kontravaryant tensör alanına sahiptir denir ve 𝑇𝑠
𝑟 şeklinde gösterilir [25]. 

r  tane                    𝑠  tane 
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Tanım 2.1.10. Bir 𝑓 dönüşümünü  

𝑓: 𝐸𝑛 → ⋃ 𝑇𝐸𝑛
∗ (𝑝)

𝑃∈𝐸𝑛

 

ve 𝜋 dönüşümü de 

𝜋: ⋃ 𝑇𝐸𝑛
∗ (𝑝)

𝑃∈𝐸𝑛

→ 𝐸𝑛 

(𝑓𝑝) → 𝑓 

şeklinde tanımlandığında  

𝜋𝑜𝑓 = 𝐼 ∶ 𝐸𝑛 → 𝐸𝑛 

bağlantısı mevcut ise 𝑓 ye 𝐸𝑛 öklid uzayı üzerinde bir 1-form denir [10]. 

Tanım 2.1.11. 𝑋 kümesinin alt kümelerinin bir ailesi τ olsun. Eğer 

i. {} ∈ τ ve 𝑋 ∈ τ, 

ii. τ kümesinin keyfi birleşimi τ ailesin elemanı, 

iii. τ kümesinin sonlu kesişimi τ ailesin elemanı, 

şartları sağlanıyor ise (τ, 𝑋) ikilisine Topolojik uzayı denir [25]. 

Tanım 2.1.12. Bir topoloji uzayının iki farklı elemanlarının ayrık birer komşuluğu 

var ise bu topolojik uzayı bir hausdorff uzayıdır denir [25]. 

Tanım 2.1.13. Bir hausdorff uzayını göz önüne alalım. Eğer 𝑝 ∈ 𝑀 noktası için, bir 

açık komşuluğu 𝑈 homeomorfik ise 𝑀 hausdroff uzayına bir manifold denir. Eğer 𝑀 

manifoldun üzerinde her mertebeden diferensiyellenebilir bir yapı var ise 𝑀 manifolduna 

𝐶∞ manifold veya diferensiyellenebilir manifold denir [25]. 

Tanım 2.1.14. 𝑀 bir manifold ve bu manifoldun her 𝑝 noktasında 𝑉 tanjant vektörü 

olsun. 𝑀 manifold üzerinde 𝑆 dönüşümünü 

𝑆𝑝(𝑉) = −𝛻𝑉𝑈 

şeklinde tanımlanınca 𝑀 nin 𝑝 noktasındaki şekil operatörü (Weingarten dönüşümü) olur. 

Burada 𝑈, 𝑀 nin 𝑝 noktasındaki birim normali dir [20]. 
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Tanım 2.1.15. 𝑀, 𝑁, 𝐿 manifoldları 𝐶∞ olsunlar ve bu manifoldlar üzerinde  

𝜋: 𝑀 → 𝑁 bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼  kümesi 𝑁 nin açık bir örtüsü 

olmak üzere,  

(𝜋𝑜𝛹𝛼)(𝑥, 𝑦) = 𝑥   ,    𝑥 ∈ 𝑈𝛼      ,     𝑦 ∈ 𝐿 

şeklinde olsun. Eğer 

𝛹𝛼: 𝑈𝛼 ⊂ 𝑁 × 𝐿 → 𝜋−1(𝑈𝛼) ⊂ 𝑀 →
𝜋

𝑁 

(𝑥, 𝑦) → 𝛹𝛼(𝑥, 𝑦) → (𝜋𝑜𝛹𝛼)(𝑥) = 𝑥 

difeomorfizimlerin bir {𝛹𝛼}𝛼∈𝐼 kümesi var ise 𝜋 nin 𝐿 ye göre yerel çarpım özelliği vardır 

denir ve 𝐷 = {(𝑈𝛼, 𝛹𝛼) | 𝛼 ∈ 𝐼} sistemine 𝜋 dönüşümün yerel ayrışma sistemi olarak 

tanımlanır [25]. 

Tanım 2.1.16. 𝑀, 𝑁, 𝐿,   𝐶∞ manifoldları olsun ve 𝜋: 𝑀 → 𝑁 dönüşümde yerel 

çarpım özelliği mevcut olsun bu durumda 𝜁 = (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐿) dörtlüsüne bir lif demeti denir 

[25]. 

Tanım 2.1.17. 𝜁 = (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐿) dörtlüsü bir lif demeti olsun. Bu durumda 

𝑀 manifoldu total uzay (taban manifold), 𝑁 manifolduna baz uzay ve 𝐿 manifolduna da lif 

modeli adı verilir ve 𝜋 dönüşümü de projeksiyon olarak adlandırılır [25]. 

Tanım 2.1.18. 𝜋: 𝑀 → 𝑁 dönüşümünde  𝜁 = (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐿)  bir lif demeti olsun. 

 ∀𝑝 ∈ 𝑁 için; 

𝜋−1(𝑝) = 𝐿𝑝 = {𝑢 ∈ 𝑀|    𝜋(𝑢) = 𝑝} 

ailesine 𝑝 üzerinde lif denilmektedir. Tüm 𝐿𝑝 liflerinin ayrık birleşimi 𝑀 taban 

manifolduna karşılık gelir, yani 

𝑀 = ⋃ 𝐿𝑝

𝑝∈𝑁

 

dır [25]. 

Tanım 2.1.19. 𝑀 ve 𝑁  iki 𝐶∞ manifoldları olsun ve 𝜋: 𝑀 → 𝑁 örten 𝐶∞ 

dönüşümün üzerinde 𝜁 = (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐿) bir lif demeti olsun. Bu durumda eğer ∀𝑝 ∈ 𝑁 olmak 

üzere 𝜋−1(𝑝) vektör uzayı ise ve bu vektör uzayın boyutu her zaman sabit ise 𝜋−1(𝑝) 

vektör uzayına vektör demetin lifi denir ve 𝐿𝑝 ile gösterilir [25]. 
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Tanım 2.1.20. 𝑀 ve 𝑁  iki 𝐶∞ manifoldları olsun ve 𝜋: 𝑀 → 𝑁 örten 𝐶∞ 

dönüşümün üzerinde 𝜁 = (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐿) bir lif demeti olsun. Bu durumda eğer ∀𝑝 ∈ 𝑁 olmak 

üzere 𝑝 nin bir komşuluğu 𝑈, 𝑛 ≥ 0 ve ℎ: 𝑈 × ℝ𝑛 → 𝜋−1(𝑈) difeomorfizimi vardır 

öyleki ∀ 𝑞 ∈ 𝑈 için 

ℎ𝑞: ℝ𝑛 → 𝜋−1(𝑈) 

          𝑦 → ℎ(𝑞, 𝑦) 

dönüşümü bir lineer izomorfizmadır. Bu durumda  𝐸(𝑀, 𝑁, 𝜋) ye 𝑀 üzerinde vektör demeti 

dir. Burada (𝑈, ℎ) ikilisine 𝑀 nin koordinat haritası denir [25]. 

Tanım 2.1.21. 𝐹 cismi üzerinde 𝑉 ve 𝑊 iki vektör uzayı olsun. 𝑉∗ ve 𝑊∗ sırasıyla 

𝑉 ve 𝑊 nın dual uzayları olmak üzere 𝑓: 𝑉 → 𝑊 bir lineer dönüşüm tanımlansın 

𝑓∗: 𝑊∗ → 𝑉∗ 

𝑇 → 𝑓∗(𝑇): 𝑉 → 𝑊 

𝑓∗(𝑇)(𝑣) = 𝑇(𝑓(𝑣)) 

𝑓∗ bir lineer dönüşüm ve 𝑓 nin pull-back (geri-çekme) dönüşümü denir [25]. 

Tanım 2.1.22. 𝑀, 𝑁 ve 𝑆 manifoldları 𝐶∞ manifold ve 𝑓 dönüşümü 𝐶∞ olup ve   

𝑓: 𝑀 → 𝑁 

olarak tanımlansın. 𝑆 → 𝑁 vektör demetinin pull-back (geri-çekme) demeti 

∀𝑝 ∈ 𝑀           (𝑓−1𝑆)𝑝 = 𝑆𝑓(𝑝) 

şeklinde tanımlanan liflere sahip olur ve  

𝑓−1𝑆 → 𝑁 

 şeklinde gösterilir [2].  

Tanım 2.1.23. 𝑀 ve 𝑁 manifoldu üzerinde 𝑓: 𝑀 → 𝑁 diferensiyellenebilir 

dönüşümünü göz önüne alalım, 𝑉 ∈ 𝑇𝑝𝑀 için, 𝑀 de ki 𝛼(𝑡) eğrisine 𝛼(𝑡0) = 𝑝 noktasında 

𝑉 teğet vektörü olsun. Bu durumda 𝑓(𝛼(𝑡)) eğrisine teğet olacak şekilde 

𝑓(𝑝) = 𝑓(𝛼(𝑡0)) 

noktasında 𝑓∗(𝑉) vektörüne karşılık gelen 𝑓∗: 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑓(𝑝)𝑁 dönüşümüne türev dönüşümü 

denir ve 𝑑𝑓 veya 𝑓∗ ile gösterilir [25]. 
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Tanım 2.1.24. 𝑀 diferensiyellenebilir manifold ve bu manifoldun bir açık kümesi 

U olmak üzere; 

∀  𝑉, 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) , 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈, ℝ) fonksiyonu için  

[ , ]: 𝛤(𝑇𝑀) × 𝛤(𝑇𝑀) → 𝛤(𝑇𝑀) 

[𝑉, 𝑊]𝑓 = 𝑉(𝑊𝑓) − 𝑊(𝑉𝑓) 

ile tanımlanan dönüşüme Lie operatörü denir [25]. 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑈, ℝ) ve  ∀  𝑉 ve 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) ve  𝜆 ∈ ℝ olmak üzere Lie operatörü  

i. [𝑉, 𝑊](𝑓 + 𝑔) = [𝑉, W](𝑓) + [𝑉, 𝑊](𝑔) 

ii. [𝑉, 𝑊](𝜆𝑓) = 𝜆[𝑉, 𝑊](𝑓) 

iii. [𝑉, 𝑊](𝑓𝑔) = [𝑉, 𝑊](𝑓)𝑔 + [𝑉, 𝑊](𝑔)𝑓 

iv. [𝑉, [𝑊, 𝑍]] + [𝑊, [𝑍, 𝑉]] + [𝑍, [𝑉, 𝑊]] = 0 

özelliklerini sağlar [25]. 

Tanım 2.1.25. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda 𝑉, 𝑊, 𝑍 ∈

𝜒(𝑀) ve 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈, ℝ) için 

𝛻: 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

ile tanımlı ve  

i. 𝛻𝑉+𝑊Z = 𝛻𝑉𝑍 + 𝛻𝑊𝑍 

ii. 𝛻𝑉(𝑊 + 𝑍) = 𝛻𝑉𝑌 + 𝛻𝑉𝑍 

iii. 𝛻𝑓𝑉𝑊 = 𝑓𝛻𝑉𝑊 

iv. 𝛻𝑉(𝑓𝑌) = 𝑉[𝑓]𝑊 + 𝑓𝛻𝑉𝑊 

şartlarını sağlayan 𝛻 koneksiyona Afin koneksiyon veya lineer koneksiyon denir [25]. 

Tanım 2.1.26. 𝐶: 𝐼 → 𝑅3 eğrisinin her noktasında hız vektörü birim uzunlukta ise 

𝐶 eğrisine birim hızlı eğrisi veya yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş eğri 

dir denir [9]. 

Tanım 2.1.27.  𝐶: 𝐼 → 𝑅3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş 

eğrisin de her 𝑝 noktası için 𝐶(𝑝)
′ = 𝑇(𝑝) eşitliğinde 𝑇(𝑝)vektörüne 𝑝 noktasındaki birim 

teğet vektörü denir. Burada 𝑇, 𝐶 eğrisi üzerinde bir vektör alanı olduğundan 𝑇 ye 𝐶 

eğrisinin birim teğet vektör alanı veya eğrilik vektör alanı denir ve 𝐶′ = 𝑇 olur [22]. 
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Tanım 2.1.28.  𝐶: 𝐼 → 𝑅3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş 

eğrisinin eğrilik vektör alanının uzunluğu olan 𝛼 = ‖𝑇′‖ fonksiyonuna eğrilik fonksiyonu 

denir [9]. 

Tanım 2.1.29. 𝐶: 𝐼 → 𝑅3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş 

eğrisinde her 𝑝 noktası için 𝑁(𝑝) =
1

𝛼(𝑃)
𝑇(𝑃)

′  eşitliğinde 𝑁(𝑝) vektörüne 𝐶 eğrisinin 𝑝 

noktasındaki asli normali ve 𝑁 =
1

𝛼
𝑇′ vektör alanına da 𝐶 eğrisinin asli normal vektör alanı 

denir [22]. 

Tanım 2.1.30. 𝐶: 𝐼 → 𝑅3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş 

eğrisinde her 𝑝 noktası için 𝐵(𝑝) = 𝑇(𝑃) × 𝑁(𝑃) eşitliğiyle tanımlı 𝐵(𝑝) vektörüne 𝐶 

eğrisinin 𝑝 noktasındaki binormali ve 𝐵 = 𝑇 × 𝑁 vektör alanınada 𝐶 eğrisinin binormal 

vektör alanı denir [22]. 

Tanım 2.1.31. 𝐶: 𝐼 → 𝑅3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş 

eğrisinde her 𝑝 noktası için 𝑇(𝑝), 𝑁(𝑝), 𝐵(𝑝) vektörlerine 𝐶 eğrisinin Frenet vektörleri, 

{𝑇(𝑝), 𝑁(𝑝), 𝐵(𝑝)} kümesine 𝐶 eğrisinin Frenet çatısı ve 𝑇, 𝑁, 𝐵 vektör alanlarına 𝐶 eğrisinin 

Frenet vektör alanları denir [22]. 

Teorem 2.1.1. Yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş 𝐶: 𝐼 → 𝑅3 

eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇, 𝑁, 𝐵 olmak üzere 

𝑇′ = 𝛼𝑁 

            𝑁′ = −𝛼𝑇 + 𝜏𝐵 

  𝐵′ = −𝜏𝑁 

dır [22]. 

2.2 Türevlenebilir Manifoldlar ve Riemann Manifoldları  

Tanım 2.2.1. 𝑔 bir 𝑛-boyutlu vektör uzayın skaler çarpımı olsun. 𝑣 ≠ 0  olmak 

üzere 𝑣 ∈ 𝑉 ve için 

i. 𝑔(𝑣, 𝑣) < 0 ise 𝑣  ye zaman benzer (timelike) vektörü, 

ii. 𝑔(𝑣, 𝑣) > 0 ise 𝑣 ye uzay benzer (spacelike) vektörü, 

iii. 𝑔(𝑣, 𝑣) = 0 ise 𝑣 ye ışık benzer (lightlike) vektörü, 
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denir [20]. 

Tanım 2.2.2. 𝑔 bir simetrik bilineer form olsun ve 𝑛-boyutlu 𝑉 vektör alanının 𝑔 

ye göre ortonormal bazı 𝛽 = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 } olduğunda 𝑞, 𝑟 ≥ 0 için 

𝑔(𝑒𝑗 , 𝑒𝑘) = 0   (𝑗 ≠ 𝑘) 

ve 

           −1, (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑞) , 

𝑔(𝑒𝑗 , 𝑒𝑗) =      1,     (𝑞 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑞 + 𝑟) ,     

                       0,     (𝑞 + 𝑟 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛) , 

olur [20]. 

Teorem 2.2.1. 𝑔 bir simetrik bilineer form 𝑛-boyutlu 𝑉 vektör alanı üzerinde non-

dejenere olmasının gerek ve yeter şartı {𝑒1, … , 𝑒𝑞 , … , 𝑒𝑟 , … , 𝑒𝑛 } bazında  

𝑞 + 𝑟 = 𝑛 

olmasıdır [20]. 

Tanım 2.2.3. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde 𝑔 dönüşümü; 

 𝑔: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀) 

şeklinde tanımlansın. 𝑔 bilineer formu 

 ∀ 𝑉, 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) için 

i. 𝑔(𝑉, 𝑊) = 𝑔(𝑊, 𝑉) 

ii. 𝑔(𝑉, 𝑉) ≥ 0 ve ∀ 𝑉 için 𝑔(𝑉, 𝑉) = 0 ⇔ 𝑉 = 0 

şartlarını taşıyorsa 𝑔 ye Riemann metriği ve 𝑀 ye de Riemann manifoldu denir [25].  

Tanım 2.2.4. Bir 𝑀 diferensiyellenebilir manifold üzerinde (0,2) tipinde 

bir 𝑔: 𝛤(𝑇𝑀) × 𝛤(𝑇𝑀) → ℝ tensör alanı tanımlansın. ∀𝑝 ∈ 𝑀 için 𝛤(𝑇𝑀) üzerinde 𝑔 

sabit indekse sahip ise (𝑀, 𝑔) ikilisine yarı-Riemann manifoldu denir. 𝑔 nin indeksi 𝑞 

olsun. 𝑞 = 0 olduğu durumda 𝑀 bir Riemann manifoldu ve 𝑞 = 1 olduğunda  𝑀 ye 

Lorentz manifoldu denir [20]. 

Tanım 2.2.5. (𝑀, 𝑔) bir 𝑛-boyutlu Riemann manifoldunda; ∀ 𝜉 ∈ 𝜒(𝑀)  
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𝐿𝜉𝑔 = 0 

yani 𝑔 nin 𝜉 yönüne göre Lie türevi sıfır ise 𝜉 vektör alanına Killing vektör alanıdır denir 

[25]. 

Teorem 2.2.2. (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldunda torsiyonsuz ve 𝑔 metriği ile 

uyumlu bir tek lineer koneksiyon mevcut olur ve ∀𝑉, 𝑊, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝑔(𝛻𝑉𝑊, 𝑍) =
1

2
{𝑉𝑔(𝑊, 𝑍) + 𝑊𝑔(𝑍, 𝑉) − 𝑍𝑔(𝑉, 𝑊) 

+𝑔(𝑍, [𝑉, 𝑊]) + 𝑔(𝑊, [𝑍, 𝑉]) − 𝑔(𝑉, [𝑊, 𝑍])} 

şeklinde tanımlanır [25]. 

Tanım 2.2.6. 𝑀 bir 𝑛-boyutlu Riemann manifoldu olmak üzere 𝑓: 𝑀 → 𝐶∞(𝑀, ℝ) 

dönüşümünün Laplasyanı  

𝛥𝑓 = −𝑑𝑖𝑣(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓) = −𝑑𝑖𝑣(𝛻𝑓) = ∑ 𝑔(

𝑛

𝑘=1

𝛻𝑉𝑘
𝛻𝑓, 𝑉𝑘) =  𝑖𝑧𝛻𝑑𝑓 

olarak tanımlanır [2]. 

Tanım 2.2.7. (𝑀𝑛, 𝑔) Riemann manifoldunda lokal ortonormal vektör alanları {𝑒𝑘} 

öyle ki 𝑘 = 1, … , 𝑛 göz önüne alalım. ∀  𝑉, 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) ; 

𝑆: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈, ℝ) 

(𝑉, 𝑊)       𝑆(𝑉, 𝑊) = 𝑖𝑧𝑅(. , 𝑉)𝑊 

(0,2) mertebeden tanımlanan dönüşüm  

𝑆(𝑉, 𝑊) = ∑ 𝑔(𝑅(𝑒𝑘, 𝑉)𝑉, 𝑒𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

tensör alanına 𝑀𝑛 nin Ricci tensörü denir. Burada 

𝑄 = 𝑔(𝑅𝑖𝑐𝑉, 𝑊) = 𝑆(𝑉, 𝑊) 

Ricci operatörü olarak tanımlanır. Ricci operatörü simetriktir, yani 

𝑆(𝑉, 𝑊) = 𝑆(𝑊, 𝑉) 

dır [25]. 
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Tanım 2.2.8. (𝑀̃, 𝑔) bir 𝑛-boyutlu Riemann manifoldu ve 𝑀 de 𝑀̃ nin bir 

altmanifoldu olsun. 𝑓: 𝑀̃ → 𝑀 izometrik immersiyonunda ortalama eğrilik 𝐻 ile gösterilir 

ve 

𝐻 =
1

𝑛
𝑖𝑧𝜎 =

1

𝑛
∑ 𝜎(𝑒𝑘, 𝑒𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

şeklinde tanımlanır [2]. 

Burada 𝜎 , 𝑓(𝑀) altmanifoldunun ikinci temel formunu göstermektedir. 

Tanım 2.2.9. (𝑀𝑛, 𝑔) Riemann manifoldu ve 𝑇𝑝𝑀 de 𝑀 nin 𝑝 noktasındaki tanjant 

uzayı olsun. 𝑝 noktasındaki tanjant uzayının 2-boyutlu alt uzaylarına göre kesit 

eğriliklerinin hepsine 𝑀 nin skaler eğriliği denir. {𝑒𝑗  | 𝑗 = 1, … , 𝑛} , 𝑇𝑝𝑀 nin ortonormal 

bazı olsun. 𝑟 skaler eğriliği  

𝑟 = ∑ 𝑆(𝑒𝑗 , 𝑒𝑗)

𝑛

𝑗=1

 

şeklinde tanımlanır [20]. 

Tanım 2.2.10. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları üzerinde 

𝑓: 𝑀 → 𝑁 

𝐶∞ dönüşüm olsun. 𝑓 boyunca 𝛻̃, koneksiyonunun pull-back koneksiyonu 𝛻̃𝑓 olmak üzere 

∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝛤(𝑇𝑀) 

𝛻𝑓∗: 𝛤(𝑇𝑀) × 𝛤(𝑇𝑀) →  𝛤𝑓(𝑇𝑁) 

ve 

𝛻𝑓∗(𝑋, 𝑌) = 𝛻̃𝑋
𝑓

𝑓∗𝑌 − 𝑓∗(𝛻̅𝑋𝑌) 

şeklinde tanımlı 𝛻𝑓∗ dönüşümüne 𝑓 dönüşümünün ikinci temel formu denir [25]. 

Burada 𝛻̅ ve 𝛻̃ sırasıyla 𝑀 ve 𝑁 manifoldların koneksiyonlarıdır. 

Tanım 2.2.11. 𝑀 ve 𝑁 sırasıyla 𝑚 ve 𝑛 boyutlu diferensiyellenebilen manifoldlar 

olsun. 𝑀 nin her 𝑝 noktasında 𝑓: 𝑀 → 𝑁 diferensiyellenebilen 𝑓 fonksiyonun rankı 𝑓 nin 

türev dönüşümü 𝑓∗ın rankına eşit yani 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓𝑝) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓∗𝑝) = 𝑚 
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ise 𝑓 dönüşümü immersinyon dır denir [25]. 

Tanım 2.2.12. (𝑀𝑚, 𝑔) Riemann manifoldu, 𝑁𝑛 bir manifold ve 𝑀 Riemann 

manifoldu 𝑁 manifoldunun altmanifoldu olsun. 𝑁 nin 𝑝 noktasındaki tanjant uzayı 𝑇𝑝𝑁 ve 

𝑇𝑝𝑁 uzayına dik olan uzayı da 𝑇𝑃𝑁⊥ ile gösterilsin. 𝑖: 𝑁 → 𝑀 immersiyonu olduğunda 

Rieman metriği indirger yani eğer 𝑔, 𝑀 üzerinde simetrik pozitif tanımlı bilineer form ise 𝑖 

immersiyonu 𝑁 üzerinde 𝑖∗𝑔 ile tanımlı bilineer, simetrik ve pozitif tanımlı olur. O zaman 

𝑖 bir izometrik immersiyon olur bu durumda 𝑇𝑝𝑁 de 𝑇𝑝𝑀 nin tanjant altvektör uzayı olur. 

𝑇𝑃𝑀⊥ uzayı 𝑇𝑝𝑁 ve 𝑇𝑃𝑁⊥ den oluşur. Yani 

𝑇𝑃𝑀⊥ = 𝑇𝑝𝑁 ⊕ 𝑇𝑃𝑁⊥ 

olur. 

 ∀ 𝑉, 𝑊 ∈ 𝛤(𝑇𝑁), 𝑈 ∈ 𝛤(𝑇𝑁)⊥ olmak üzere 𝛻̃ , 𝑀 manifoldunun üzerinde Levi-

civita koneksiyonunu 

(𝛻̃𝑉𝑊)
⊤

= ∇𝑉𝑊    ,     (𝛻̃𝑉𝑈)
⊥

= ∇𝑉
⊥𝑈  

şeklinde tanımlansın. Burada ⊤ altmanifoldun teğet demeti ve ⊥ da altmanifoldun dik 

vektör demetinin projeksiyonları gösterir. 

Ayrıca; 

(𝛻̃𝑉𝑊)
⊥

= 𝜎(𝑉, 𝑊) 

(𝛻̃𝑉𝑈)
⊤

= −𝐴𝑈𝑉 

tanımlandığında;  

𝛻̃𝑉𝑊 = ∇𝑉𝑊 + 𝜎(𝑉, 𝑊) 

𝛻̃𝑉𝑈 = −𝐴𝑈𝑉 + ∇𝑉
⊥𝑈 

elde edilir ve bu denklemlere sırasıyla Gauss denklemi ve Weingarten denklemi denir [2]. 

Lemma 2.2.1.  𝑀̃ Riemann manifoldunun altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

∀ 𝑉, 𝑊 ∈ 𝛤(𝑇𝑀)  ,   𝑈 ∈ 𝛤(𝑇𝑀⊥) için 

𝑔(𝐴𝑈𝑉, 𝑊) = 𝑔(𝜎(𝑉, 𝑊), 𝑈) 

dır [25]. 
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Lemma 2.2.2. 𝑀̃ Riemann manifoldunun altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

{𝑛1, … , 𝑛𝑚}, 𝑀 manifoldunun normal uzayının bir bazı olmak üzere, 

𝐻 =
1

𝑛
∑(𝑖𝑧𝐴𝑛𝑘

)𝑛𝑘

𝑚

𝑘=1

 

olur [25]. 

Tanım 2.2.13.  𝑀 ve 𝑁 Riemann manifoldları arasındaki 𝑓: 𝑀 → 𝑁 

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. 𝛻̃𝑓, 𝑓−1(𝑇𝑁) pull-back koneksiyonu, 𝑀 

manifoldunun lokal ortonormal çatısı {𝑒1, … , 𝑒𝑘} ve 𝑉 ∈ 𝛤(𝑓−1(𝑇𝑁)) olmak üzere yalın 

Laplasyan 𝛥̅𝑓 ile gösterilir ve 

𝛥̅𝑓 = − ∑ (𝛻̃𝑒𝑘

𝑓
𝛻̃𝑒𝑘

𝑓
− 𝛻̃𝛻

𝑒𝑘
𝑒 𝑘

𝑓 ) 𝑉

𝑛

𝑘=1

 

şeklinde tanımlanır [25]. 

2.3 3-Boyutlu Manifoldlar Üzerinde Eğrilerin Frenet Denklemleri 

Tanım 2.3.1. 𝑀 bir yarı-Riemann manifoldu ve 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀 bu manifold üzerinde 

bir diferensiyellenebilir eğri olsun. Eğer 𝐶 eğrisinin ∀𝑝 ∈ 𝐼 hız vektörü 𝐶(𝑝)
′ , sırasıyla uzay 

benzeri (spacelike) vektörü, zaman benzeri (timelike) vektörü ve ışık benzeri (lightlike) 

vektörü ise 𝐶 eğrisine sırasıyla uzay benzeri (spacelike), zaman benzeri (timelike) ve ışık 

benzeri (lightlike) eğrisi denir [17]. 

𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş 3-boyutlu 

manifoldu üzerinde bir zaman benzeri (timelike), uzay benzeri (spacelike) ve ya ışık 

benzeri (lightlike) eğrisi olsun. Bu durumda 

𝐶′ =
𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑇 

teğet vektör alanı, 𝑁 normal vektör alanı ve 𝐵 binormal vektör alanı olur.  
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Tanım 2.3.2.  𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş 

zaman benzeri (timelike) eğrisi olsun. 𝐶 eğrisinin eğriliği 𝛼, burulması  ve Frenet çatı 

alanı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑇 zaman benzeri (timelike) vektörü olur. Bu durumda 𝑁 ve 𝐵 

uzay benzeri (spacelike) vektörü ise 𝐶 eğrisinin Frenet formülleri 

[
𝑇′

𝑁′

𝐵′
] = [

0 𝛼 0
𝛼 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵

] 

ve ya  

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = 𝛼𝑇 + 𝜏𝐵   

𝐵′ = −𝜏𝑁 

şeklinde dir [17]. 

Tanım 2.3.3.  𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş uzay 

benzeri (spacelike) eğrisi olsun. 𝐶 eğrisinin eğriliği 𝛼, burulması  ve Frenet çatı alanı 

{𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑇 uzay benzeri (spacelike) vektörü olur. Bu durumda 𝑁 ve 𝐵 uzay 

benzeri (spacelike) vektörü ise 𝐶 eğrisinin Frenet formülleri 

[
𝑇′

𝑁′

𝐵′
] = [

0 𝛼 0
−𝛼 0 𝜏
0 −𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵

] 

ve ya  

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = −𝛼𝑇 + 𝜏𝐵   

𝐵′ = −𝜏𝑁 

şeklinde dir [17]. 

Tanım 2.3.4. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş uzay 

benzeri (spacelike) eğrisi olsun. 𝐶 eğrisinin eğriliği 𝛼, burulması  ve Frenet çatı alanı 
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{𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑇 uzay benzeri (spacelike) vektörü olur. Bu durumda 𝑁 uzay benzeri 

(spacelike) vektörü ve 𝐵 zaman benzeri (timelike) vektörü ise 𝐶 eğrisinin Frenet formülleri 

[
𝑇′

𝑁′

𝐵′
] = [

0 𝛼 0
−𝛼 0 𝜏
0 𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵

] 

ve ya  

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = −𝛼𝑇 + 𝜏𝐵   

𝐵′ = 𝜏𝑁 

şeklinde dir [17]. 

Tanım 2.3.5.  𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş uzay 

benzeri (spacelike) eğrisi olsun. 𝐶 eğrisinin eğriliği 𝛼, burulması  ve Frenet çatı alanı 

{𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑇 uzay benzeri (spacelike) vektörü olur. Bu durumda 𝑁 zaman 

benzeri (timelike) vektörü ve 𝐵 uzay benzeri (spacelike) vektörü ise 𝐶 eğrisinin Frenet 

formülleri 

[
𝑇′

𝑁′

𝐵′
] = [

0 𝛼 0
𝛼 0 𝜏
0 𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵

] 

ve ya  

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = 𝛼𝑇 + 𝜏𝐵   

𝐵′ = 𝜏𝑁 

şeklinde dir [17]. 

Tanım 2.3.6.  𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş uzay 

benzeri (spacelike) eğrisi olsun. 𝐶 eğrisinin eğriliği 𝛼, burulması  ve Frenet çatış alanı 
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{𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑇 uzay benzeri (spacelike) vektörü olur. Bu durumda 𝑁 ve 𝐵 ışık 

benzeri (lightlike) vektörü ise 𝐶 eğrisinin Frenet formülleri 

[
𝑇′

𝑁′

𝐵′
] = [

0 1 0
0 𝜏 0
1 0 −𝜏

] [
𝑇
𝑁
𝐵

] 

ve ya 

𝑇′ = 𝑁 

𝑁′ = 𝜏𝑁 

𝐵′ = 𝑇 − 𝜏𝐵 

şeklinde dir [17]. 

Tanım 2.3.7.  𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş ışık 

benzeri (lightlike) eğrisi olsun. bu eğrinin eğrilik 𝛼, burulması  ve Frenet çatış alanı 

{𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑇 ışık benzeri (lightlike) vektörü olur. Bu durumda 𝑁 uzay benzeri 

(spacelike) vektörü ve 𝐵 ışık benzeri (lightlike) vektörü ise 𝐶 eğrisinin Frenet formülleri 

[
𝑇′

𝑁′

𝐵′
] = [

0 1 0
𝜏 0 1
0 𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵

] 

ve ya  

𝑇′ = 𝑁 

𝑁′ = 𝜏𝑇 + 𝐵   

𝐵′ = 𝜏𝑁 

şeklinde dir [17]. 
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3.  HARMONİK VE BİHARMONİK DÖNÜŞÜMLER 

Bu bölümde Harmonik ve Biharmonik dönüşümlerin tanımları ve Harmonik ve 

Biharmonik dönüşümler ile ilgili bazı teoremler incelenmiştir. 

3.1 Harmonik Dönüşümler 

Tanım 3.1.1. 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. 𝛻̃, 𝑁 üzerinde bir 

koneksiyon olmak üzere 𝑓 boyunca 𝛻̃𝑓 koneksiyonuna 𝛻̃ koneksiyonun geri-çekme 

koneksiyonu (pull-back koneksiyonu) denir [2]. 

Tanım 3.1.2. 𝑀 ve 𝑁 Reimann manifoldları ve 𝑝 ∈ 𝑀 olmak üzere 𝑓 bir 

𝐶∞dönüşümü 𝑓: 𝑀 → 𝑁 şeklinde olsun. 𝑇𝑝𝑀 nin ortonormal bir bazı {𝑒1, … , 𝑒𝑚} ise bu 

durumda 

|𝑓∗𝑝|
2

= ∑ ℎ (𝑓∗𝑝(𝑒𝑘), 𝑓∗𝑝(𝑒𝑘))

𝑚

𝑘=1

 

= ∑ 𝑓∗ℎ(𝑒𝑘, 𝑒𝑘)

𝑚

𝑘=1

 

= 𝑖𝑧𝑔𝑓∗ℎ 

olur. (𝑀𝑚, 𝑔) ve (𝑁𝑛, ℎ) Riemann manifoldları ve 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir 𝐶∞ dönüşüm olsun. 

𝑝 ∈ 𝑀 için 𝑒(𝑓) fonksiyonu 

𝑒(𝑓): 𝑀 → [0, ∞) 

𝑝 → 𝑒(𝑓)𝑝 =
1

2
|𝑓∗𝑝|

2
 

şeklinde tanımlandığında 𝑒(𝑓) ye 𝑓 dönüşümünün enerji yoğunluğu denir [2]. 

Böylece 𝑝 noktasında 𝑓 dönüşümünün enerji yoğunluğu 

𝑒(𝑓)𝑝 =
1

2
𝑖𝑧𝑔𝑓∗ℎ =

1

2
< 𝑔, 𝑓∗ℎ > 

dır [2]. 
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Tanım 3.1.3. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm ve 𝑀 nin kompakt tanım kümesi 𝛺 ile gösterilsin. Bu 

durumda 𝑓 dönüşümünün enerji integrali 

𝐸(𝐹; 𝛺) = ∫ 𝑒(𝑓)𝑑𝑉𝑔
𝛺

=
1

2
∫ |𝑓∗|2𝑑𝑉𝑔

𝛺

 

 şeklinde tanımlanır. Burada 𝐸(𝑓; 𝛺) ≥ 0 olduğu görülür [2].  

Tanım 3.1.4. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları ve 𝑓 bir 𝐶∞ dönüşümü 

𝐶∞(𝑀, 𝑁) = {𝑓|𝑓: 𝑀 → 𝑁 } 

şeklinde tanımlansın ve 𝛺,  𝑓 dönüşümünün kompakt bir bölge olsun.  

𝐸(. ; 𝛺): 𝐶∞(𝑀, 𝑁) → 𝑅 

ile tanımlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktası ise 𝑓 dönüşümü bir harmonik 

dönüşümü olur [2]. 

Tanım 3.1.5. 𝑓: 𝑀 → 𝑁 dönüşümü (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları 

üzerinde bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. 𝜀 > 0, 𝑝 ∈ 𝑀 ve 𝑡 ∈ (−𝜀, 𝜀) olmak üzere 

𝑓 dönüşümünün 𝐶∞ varyasyonu, 

𝑓: 𝑀 × (−𝜀, 𝜀) → 𝑁 

(𝑝, 𝑡) → 𝑓𝑡(𝑝) 

𝑓0 = 𝑓 

şeklinde tanımlanır ve 𝑓𝑡 ile gösterilir [2]. 

𝐶∞ olan {𝑓𝑡} dönüşümlerini bir 𝑡 ∈ (−𝜀, 𝜀) parametresine bağlı 𝐶∞ dönüşümlerin bir ailesi 

olduğu düşünülebilir [30]. 

Tanım 3.1.6. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları ve  𝑝 ∈ 𝑀 olmak üzere 

𝑓: 𝑀 → 𝑁 

bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Her 𝑝 noktası için 𝑡 → 𝑓𝑡(𝑝) dönüşümü 𝑓(𝑝) ∈ 𝑁 

noktasından geçen bir eğri tanımlar ki bu eğri bir regüler eğridir ve bu eğrinin hız vektörü 

𝑣 olmak üzere 

𝑣(𝑝) =
𝜕𝑓𝑡(𝑝)

𝜕𝑡
|

𝑡=0

∈ 𝑇𝑓(𝑝)𝑁 
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şeklinde tanımlanır ve indirgenmiş 𝑓−1𝑇𝑁 geri-çekme demetin bir kesiti olan 𝑣 vektörüne 

𝑓𝑡 nin varyasyon vektör alanı denir [25].  

Tanım 3.1.7. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları olsun. 𝑀 nin bir kompakt 

bölgesi 𝛺 olmak üzere 𝑓: 𝑀 → 𝑁 diferensiyellenebilir dönüşümünün bir 𝐶∞{𝑓𝑡} 

varyasyonunda, 𝛺○ (kompakt bölgenin içi) ve ∀𝑡 için 𝑀 ∖ 𝛺○ üzerinde 

𝑓𝑡 = 𝑓 

ise {𝑓𝑡} varyasyonuna 𝛺 içinde desteklenir denir [2]. 

Tanım 3.1.8. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları arasındaki 𝑓: 𝑀 → 𝑁 

diferensiyellenebilir dönüşüm ve 𝛺, 𝑀 nin kompakt bir bölgesi olsun. 𝑓 dönüşümü 𝑀 nin 

𝛺 bölgeleri hepsi ve 𝛺 içinde desteklenen 𝐶∞{𝑓𝑡} varyasyonlarının hepsi için  

𝜕

𝜕𝑡
𝐸(𝑓𝑡; 𝛺)|𝑡=0 = 0 

eşitliği sağlanıyorsa 𝑓 harmonik dönüşümdür denir [2]. 

Tanım 3.1.9. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları arasındaki 𝑓: 𝑀 → 𝑁 

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. 𝑝 ∈ 𝑀 olmak üzere 𝑓−1𝑇𝑁 pull-back demeti 

üzerinde pull-back metrik ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝛤(𝑓−1𝑇𝑁) için 

⟨𝑥, 𝑦⟩𝑝 = ℎ𝑓(𝑝)
(𝑥(𝑝), 𝑦(𝑝)) 

şeklinde tanımlanır [2]. 

Tanım 3.1.10. 𝑀 ve 𝑁 Riemann manifoldların arasındaki diferensiyellenebilir 

dönüşüm 𝑓: 𝑀 → 𝑁 olsun. 𝑓 nin tensiyon alanı 𝜏1(𝑓) ∈ 𝑓−1𝑇𝑁 ile gösterilir ve {𝑒𝑘}, 𝑀 

üzerinde bir ortonormal baz olmak üzere 

𝜏1(𝑓) = 𝑑𝑖𝑣𝑑𝑓 = 𝑖𝑧(𝛻𝑓 𝑑𝑓) = ∑ 𝛻𝑓𝑑𝑓(𝑒𝑘, 𝑒𝑘)

𝑚

𝑘=1

 

şeklinde tanımlanır [2]. 

Teorem 3.1.1. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları ve 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bu 

manifoldların arasındaki diferensiyellenebilir dönüşüm ve 𝛺 ⊂ 𝑀 kompakt bir bölge 

olsun. 𝑓 dönüşümün 𝛺 içinde desteklenen bir 𝐶∞{𝑓𝑡}  varyasyonu  olsun.  

Bu durumda 𝑣𝑝 =
𝜕𝑓𝑡(𝑝)

𝜕𝑡
|

𝑡=0
 varyasyon vektör alanı ve ⟨  , ⟩ pull-back demeti üzerindeki 

metrik olmak üzere; 
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∂

∂𝑡
𝐸(𝑓𝑡; 𝛺)|𝑡=0 = − ∫ < 𝑣, 𝜏1(𝑓) > 𝑑𝑉𝑔

𝛺

 

dır [2]. 

Teorem 3.1.2. 𝑀 ve 𝑁 Riemann manifoldları arasındaki 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm ve 𝑀 nin bir kompakt altkümesi 𝛺 olsun. Bu durumda 𝑓 

dönüşümü harmonik olması için gerek ve yeter koşul 

𝜏1(𝑓) = 0 

dır [2]. 

Tanım 3.1.11. 𝑀 ve 𝑁 Riemann manifoldları arasındaki 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. 𝑓 dönüşümünün harmonik olduğu durumda  

𝜏1(𝑓) = 0 

eşitliğine tensiyon alanı denklemi veya harmonik denklemi denir [2]. 

Önerme 3.1.1. 𝑀̃ bir 𝑛-boyutlu Riemann manifoldu ve 𝑀 manifoldu da 𝑀̃ nin 

altmanifoldu olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑀̃ izometrik immersiyonunda  

𝜏1(𝑓) = 𝑖𝑧𝜎 = (𝑏𝑜𝑦𝑀𝐻) = 𝑛𝐻 

olur [2]. 

Önerme 3.1.2. 𝑀̃ bir 𝑛-boyutlu Riemann manifoldu ve 𝑀 manifoldu da 𝑀̃ nin 

altmanifoldu olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑀̃ izometrik immersiyonu olsun o zaman 𝑓 harmonik olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑓 nin minimal olmasıdır [2]. 

3.2 Biharmonik Dönüşümleri 

Tanım 3.2.1. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları arasındaki 𝐶∞ dönüşüm 

𝑓: 𝑀 → 𝑁 ve 𝛺 ⊂  𝑀 bir kompakt bölgesi olsun. 𝑓 dönüşümünün üzerindeki bienerji (iki-

enerjisi) integrali 

𝐸2,𝛺 =
1

2
∫ ‖𝜏(𝑓)‖2 𝑑𝑣𝑔 

şeklinde tanımlanır [2]. 

𝑓 dönüşümünün bienerji fonksiyonelin kritik noktası olduğunda 𝑓 dönüşümüne 

biharmoniktir (iki-harmonik) denir [2]. 
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Önerme 3.2.1. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Reimann manifoldları arasındaki 𝐶∞ dönüşüm 

𝑓: 𝑀 → 𝑁 ve  𝛺 ⊂  𝑀 bir kompakt bölgesi olsun. 𝑡 ∈ (−𝜀, 𝜀) için {𝑓𝑡}, 𝛺 bölgede 

desteklenen 𝐶∞ varyasyonu ve 𝑉 vektör alanı {𝑓𝑡} dönüşümünün varyasyon vektör alanı 

olmak üzere 

𝜕

𝜕𝑡
|

𝑡=0
𝐸2,𝛺 = ∫ < 𝜏2(𝑓), 𝑉 > 𝑑𝑉𝑔

𝛺

 

dır [2]. 

Tanım 3.2.2. 𝑀 ve 𝑁 Riemann manifoldları arasındaki diferensiyellenebilir 

dönüşüm 𝑓: 𝑀 → 𝑁 şeklinde olsun. 𝑁 manifoldu üzerindeki eğrilik tensörü  

𝑅̃(𝑈, 𝑉) = [𝛻𝑈, 𝛻𝑣] − 𝛻[𝑈,𝑉] 

şeklinde tanımlı ve 𝑓 dönüşümün iki-gerilim (bitensiyon) alanı 𝜏2(𝑓) 

𝜏2(𝑓) = −𝛥𝑓(𝜏1(𝑓)) − 𝑖𝑧𝑅̃(𝑑𝑓, 𝜏1(𝑓))𝑑𝑓 

dir [2]. 

Tanım 3.2.3. 𝑀 ve 𝑁 Riemann manifoldları ve arasındaki diferensiyellenebilir 

dönüşüm 𝑓: 𝑀 → 𝑁 şeklinde olsun. 𝑓 dönüşümün bitensiyon alanı 𝜏2(𝑓)  

𝜏2(𝑓) = −𝛥𝑓(𝜏1(𝑓)) − 𝑖𝑧𝑅̃(𝑑𝑓, 𝜏1(𝑓))𝑑𝑓 = 0 

denklemine 𝑓 nin biharmonik denklemi denir ve eğer 𝑓 dönüşümü bu denklemi 

sağlıyorsa 𝑓 dönüşümüne biharmonik (iki-harmonik) dönüşüm denir [2]. 

Önerme 3.2.2. 𝑀 Riemann manifoldu üzerinde 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀 yay uzunluğu 

parametresine göre parametrelenmiş bir eğri olsun. 𝐶 eğrisi boyunca birim teğet vektör 

alanı 𝑇 = 𝐶′ ve eğrinin tensiyon alanı 𝑇(𝑐) = 𝛻𝑇𝑇 ise 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀  biharmonik olması için 

gerek ve yeter şart  

𝛻𝑇
3𝑇 − 𝑅(𝑇, 𝛻𝑇𝑇)𝑇 = 0 

 olmasıdır [4]. 

Teorem 3.2.1. 𝑀 ve 𝑁 Reimann manifoldları ve arasındaki diferensiyellenebilir 

dönüşüm 𝑓: 𝑀 → 𝑁 olsun. Bu durumda 𝑓 dönüşümünün biharmonik olması için gerek ve 

yeter şart 𝜏2(𝑓) = 0 olmasıdır [2]. 
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Dolayısıyla harmonik olan dönüşümler biharmonik olmaları açıktır. Fakat tersi 

doğru olmayabilir yani harmonik olmayan biharmonik dönüşümleri vardır. Harmonik 

olmayan biharmonik dönüşümler özel bir öneme sahipler, bu dönüşümlere has biharmonik 

veya özgün biharmonik dönüşüm denir. 
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4.  (𝜿, 𝝁)-PARADEĞME METRİK MANİFOLDLAR 

Bu bölümde ilk olarak paradeğme manifoldlar ile ilgili bazı tanımlar ve bilgiler 

hatırlatılacak ve sonra (κ,µ)-paradeğme metrik manifoldları ile ilgili bazı temel tanımlar ve 

bilgiler incelenecektir.  

4.1 Paradeğme Manifoldları 

Tanım 4.1.1. 𝜙, 𝜂, 𝜉 üçlüsünü sırasıyla bir tensör alanı, bir 1-form ve bir vektör 

alanı (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝐶∞ manifoldu 𝑀 üzerinde tanımlansın. 𝑀2𝑛+1 manifoldu üzerinde 

𝜙, 𝜂, 𝜉 üçlüsü için; 

i. 𝜂(𝜉) = 1   ,                                                                 (4.1.1)                                                            

ii. 𝜙2 = 𝐼𝑑 − 𝜂 ⊗ 𝜉 ,                                                   (4.1.2)                                              

şartları sağlanıyor ise (𝜙, 𝜉, 𝜂) üçlüsüne hemen hemen paradeğme yapısı ve (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂) ye 

bir hemen hemen paradeğme manifoldu denir [31]. 

Teorem 4.1.1. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜂, 𝜉) için hemen hemen paradeğme manifoldu   

i. 𝜙(𝜉) = 0 ,                                                                  (4.1.3)                        

ii. 𝜂𝑜𝜙 = 0   ,                                                                 (4.1.4)                                                        

iii. 𝑟𝑎𝑛𝑘𝜙 = 2𝑛 ,                                                           (4.1.5) 

eşitliklerini sağlar [31]. 

Teorem 4.1.2. (2𝑛 + 1)-boyutlu bir (𝑀, 𝜙, 𝜂, 𝜉) hemen hemen paradeğme 

manifoldun üzerinde  bir 𝑔 yarı-Riemann metrik tensör alanı vardır öyleki ∀ 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀) 

𝑔(𝑉, 𝜉) = 𝜂(𝑉) 

dır [31]. 

Tanım 4.1.2. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu (𝑀, 𝜙, 𝜂, 𝜉) hemen hemen paradeğme 

manifoldunda 
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𝑔(𝜙𝑉 , 𝜙𝑊) = −𝑔(𝑉 , 𝑊) + 𝜂(𝑉)𝜂(𝑊)                                 (4.1.6)                                       

olacak şekilde 𝑔 yarı-Riemann metriği mevcut ise 𝑔 metriğine bağdaşabilir metrik ve 𝑀 

manifolduna da hemen hemen paradeğme metrik manifoldu denir [31]. 

Sonuç 4.1.1. (2𝑛 + 1)-boyutlu bir (𝑀, 𝜙, 𝜂, 𝜉, 𝑔) hemen hemen paradeğme metrik 

manifoldunda ∀ 𝑉, 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝑔(𝜙𝑉, 𝑊) = −𝑔(𝑉, 𝜙𝑊)                                                (4.1.7) 

dır [31]. 

Tanım 4.1.3. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu (𝑀, 𝜙, 𝜂, 𝜉, 𝑔) hemen hemen paradeğme metrik 

manifoldunda ∀ 𝑉, 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) 

𝜎(𝑉, 𝑊) = 𝑔(𝑉 , 𝜙𝑊)                                                  (4.1.8)  

şeklinde tanımlanan ters simetrik 𝜎 dönüşümüne (𝜙, 𝜂, 𝜉, 𝑔) yapının temel 2-formu denir 

[31]. 

Tanım 4.1.4. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu hemen hemen paradeğme 𝑀 manifoldunda  

∀ 𝑉, 𝑊 ∈ χ(𝑀) için  

𝑑𝜂(𝑉, 𝑊) =
1

2
(𝑉𝜂(𝑊) − 𝑌𝜂(𝑊) − 𝜂([𝑉, 𝑊]))                   (4.1.9) 

olarak tanımlandığı zaman  

𝜎(𝑉, 𝑊) = 𝑔(𝑉 , 𝜙𝑊) = 𝑑𝜂(𝑉 , 𝑊)                            (4.1.10) 

eşitliği sağlanıyorsa (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) beşlisine paradeğme metrik manifoldu denir [31].  

Önerme 4.1.1. (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝑀 yarı-Riemann manifoldunda 𝜎 temel 2-form 

ters simetriktir ve 𝜂 ∧ 𝜎𝑛 ≠ 0 dır [31]. 

Tanım 4.1.5. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu (𝑀, 𝜙, 𝜂, 𝜉, 𝑔) hemen hemen paradeğme metrik 

manifoldunda Lokal ortonormal bir baz inşa edilebilir. 𝑀 manifoldun üzerinde koordinat 

komşuluğu 𝑈 olduğunu kabul edelim. Bu komşulukta 𝜉 ye ortogonal biçimde herhangi bir 

birim vektör alanı 𝑉1 ve |𝜙(𝑉1)|2 = −1 olsun. Bu durumda 𝜙(𝑉1) vektör alanı 𝑉1 ve 𝜉 ye 

dik olur. Benzer şekilde bir 𝑉2 birim vektör alanı 𝑈 komşuğu üzerinde 𝜙(𝑉1) , 𝑉1 ve 𝜉 ye 

ortogonal olacak biçimde alınırsa |𝜙(𝑉2)|2 = −1 olur. Bu şekilde devam edilirse 𝑈 
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komşuluğu üzerinde {𝑉𝑘, 𝜙(𝑉𝑘), 𝜉}, (𝑘 = 1, … ,2𝑛 + 1) lokal ortonormal bazı oluşur ve bu 

baza 𝜙-bazı denir [31]. 

Tanım 4.1.6. 𝑊 bir reel vektör alanı ve 𝐽: 𝑊 → 𝑊 lineer dönüşümü 𝐽2 = 𝐼 ise 𝐽 ye 

𝑊 reel vektör alanı üzerinde bir para-kompleks yapıdır denir. Bir 𝐽 para-kompleks yapı ile 

donatılmış manifolda para-kompleks manifoldu denir [31]. 

Tanım 4.1.7. 𝑀 diferensiyellenebilir bir manifold ve 𝐽 de 𝑀 üzerinde bir para-

kompleks yapı olsun. 𝐽 tensör alanı için ∀ 𝑉, 𝑊 ∈ 𝛤(𝑇𝑀) 

𝑁𝐽(𝑉, 𝑊) = 𝐽2[𝑉, 𝑊] + [𝐽𝑉, 𝐽𝑊] − 𝐽[𝐽𝑉, 𝑊] − 𝐽[𝑉, 𝐽𝑊] 

             = [𝑉, 𝑊] + [𝐽𝑉, 𝐽𝑌] − 𝐽[𝐽𝑉, 𝑊] − 𝐽[𝑉, 𝐽𝑊] 

şeklinde tanımlanan 𝑁𝐽 tensör alanına 𝐽 para-kompleks yapısının Nijenhuis tensör alanı 

denir [31]. 

Tanım 4.1.8. (𝑀, 𝐽) bir hemen hemen para-kompleks manifold üzerinde Nijenhuis 

tensör alanı sıfır ise 𝐽 ye bir integrallenebilir dönüşümdür denir [31]. 

Tanım 4.1.9. Bir (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen paradeğme manifoldunda 𝐽 hemen 

hemen para-kompleks integrallenebilir oluyorsa (𝜙, 𝜉, 𝜂) yapısı normaldir denir [31]. 

Önerme 4.1.2. Bir (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen paradeğme manifoldu olsun. (𝜙, 𝜉, 𝜂) 

hemen hemen paradeğme yapısı normal olmasının gerek ve yeter koşul 

𝑁𝐽 − 2 𝑑𝜂 ⊗ 𝜉 = 0 

dır [31]. 

Tanım 4.1.10. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝑀 paradeğme metrik manifoldunda 𝜉 vektör 

alanı 𝑔 ye göre bir Killing vektör alanı ise 𝑀 manifolduna K-paradeğme manifold denir 

[31]. 

Önerme 4.1.3. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝑀 paradeğme metrik manifoldunun K-

paradeğme manifoldu olması için gerek ve yeter koşul 

𝛻𝑉𝜉 = −𝜙𝑉                                                     (4.1.11) 

olmasıdır [31].  

Önerme 4.1.4. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝑀 paradeğme metrik manifoldunda 

𝛻𝜉𝜙 = 0                                                           (4.1.12) 
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dır [31]. 

Önerme 4.1.5. 𝑀2𝑛+1 manifoldu üzerinde 𝜉 yönündeki Lie türevi ℒ𝜉  olmak üzere; 

(1,1)-tipinde ℎ tensör alanı 

ℎ: 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

𝑉 → ℎ(𝑉) =
1

2
(ℒ𝜉 𝜙) =

1

2
(ℒ𝜉 𝜙(𝑉) − 𝜙ℒ𝜉(𝑉)) 

şeklinde tanımlansın. O zaman  

ℎ𝜉 = 0 

ℎ𝜙 + 𝜙ℎ = 0 

dır [31]. 

Önerme 4.1.6. Bir paradeğme metrik manifoldunda ℎ simetrik operatörü olmak 

üzere 

𝛻𝑉𝜉 = −𝜙𝑉 + 𝜙ℎ𝑉                                          (4.1.13) 

olur [31]. 

Önerme 4.1.7. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝑀 bir paradeğme metrik manifoldunda 𝑄 

Ricci eğriliği 

𝑄(𝜉, 𝜉) = −2𝑛 + 𝑖𝑧ℎ2                                         (4.1.14) 

dır [31]. 

4.2 (𝜿, 𝝁)-Paradeğme Metrik Manifoldları 

Tanım 4.2.1. Bir (2𝑛 + 1)-boyutlu paradeğme metrik manifoldu üzerinde ∀ 𝑋, 𝑌 ∈

𝜒(𝑀), 𝜂 1-form ve reel sabitler 𝜅 ve 𝜇 için eğrilik tensör alanı  

𝑅̃(𝑉, 𝑊)𝜉 = 𝜅(𝜂(𝑉)𝑊 − 𝜂(𝑊)𝑉) + 𝜇(𝜂(𝑊)ℎ𝑉 − 𝜂(𝑉)ℎ𝑊), 

sağlanıyor ise paradeğme metrik manifoldu, (κ,µ)-paradeğme metrik manifoldu olarak 

adlandırılır [5].  

Önerme 4.2.1. 𝑀 bir (2𝑛 + 1)-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu olsun. 

∀ 𝑉, 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere; 

i) ℎ2 = (1 + 𝜅)𝜑2                                                                                               (4.2.1) 
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ii) 𝑄𝜉 = 2𝑛𝜅𝜉                                                                                                        (4.2.2) 

iii) (𝛻V𝜑)𝑊 = −𝑔(𝑉 − ℎ𝑉, 𝑊)𝜉 + 𝜂(𝑊)(𝑉 − ℎ𝑉),     𝜅 ≠ −1                 (4.2.3) 

iv) (𝛻𝑉ℎ)𝑊 − (𝛻𝑊ℎ)𝑉 = −(1 + 𝜅)(2𝑔(𝑉, 𝜑𝑌)𝜉 + 𝜂(𝑉)𝜑𝑊 − 𝜂(𝑊)𝜑𝑉) 

+(1 + 𝜇)(𝜂(𝑉)𝜑ℎ𝑊 − 𝜂(𝑊)𝜑ℎ𝑉)                  (4.2.4) 

v) 𝛻𝜉ℎ = 𝜇ℎ ∘ 𝜑      ,     𝛻𝜉𝜑ℎ = −𝜇ℎ                                                               (4.2.5) 

özelliklerini sağlar. Burada 𝑄, (𝜅, 𝜇)-paradeğme manifoldunun Ricci operatörüdür[6]. 

Önerme 4.2.2. 𝑀 bir (2𝑛 + 1)-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu olsun. 

∀ 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere;  

𝑆(𝑊, 𝜉) = 2𝑛𝜅𝜂(𝑊)                                                 (4.2.6)  

olur [16]. 

Teorem 4.2.1. 𝑀 bir (2𝑛 + 1)-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu olsun. 

𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 olmak üzere, ∀  𝑉, 𝑌, 𝑍, 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) için Riemann eğrilik 

tensörü 𝑅; 

𝑔(𝑅(𝑉, 𝑌)𝑍, 𝑊) = (−1 +
𝜇

2
) (𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑉, 𝑊) − 𝑔(𝑉, 𝑍)𝑔(𝑌, 𝑊)) 

+𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(ℎ𝑉, 𝑊) − 𝑔(𝑉, 𝑍)𝑔(ℎ𝑌, 𝑊) 

−𝑔(𝑌, 𝑊)𝑔(ℎ𝑉, 𝑍) + 𝑔(𝑉, 𝑊)𝑔(ℎ𝑌, 𝑍) 

+
−1 +

𝜇
2

𝜅 + 1
(𝑔(ℎ𝑌, 𝑍)𝑔(ℎ𝑉, 𝑊) − 𝑔(ℎ𝑉, 𝑍)𝑔(ℎ𝑌, 𝑊)) 

−
𝜇

2
(𝑔(𝜙𝑌, 𝑍)𝑔(𝜙𝑉, 𝑊) − 𝑔(𝜙𝑉, 𝑍)𝑔(𝜙𝑌, 𝑊)) 

−
𝜅 +

𝜇
2

𝜅 + 1
(𝑔(𝜙ℎ𝑌, 𝑍)𝑔(𝜙ℎ𝑉, 𝑊) − 𝑔(𝜙ℎ𝑌, 𝑊)𝑔(𝜙ℎ𝑉, 𝑍)) 

+𝜇𝑔(𝜙𝑉, 𝑌)𝑔(𝜙𝑍, 𝑊) 

+𝜂(𝑉)𝜂(𝑊) ((𝜅 + 1 −
𝜇

2
) 𝑔(𝑌, 𝑍) + (𝜇 − 1)𝑔(ℎ𝑌, 𝑍)) 

−𝜂(𝑉)𝜂(𝑍) ((𝜅 + 1 −
𝜇

2
) 𝑔(𝑌, 𝑊) + (𝜇 − 1)𝑔(ℎ𝑌, 𝑊)) 

+𝜂(𝑌)𝜂(𝑍) ((𝜅 + 1 −
𝜇

2
) 𝑔(𝑉, 𝑊) + (𝜇 − 1)𝑔(ℎ𝑉, 𝑍)) 
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−𝜂(𝑉)𝜂(𝑊) ((𝜅 + 1 −
𝜇

2
) 𝑔(𝑉, 𝑍) + (𝜇 − 1)𝑔(ℎ𝑉, 𝑍))        (4.2.7) 

dir [6].  

Tanım 4.2.2. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir 3-boyutlu hemen hemen paradeğme metrik 

manifoldu ve 𝐼 ⊂ 𝑅 olmak üzere yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş   

𝐶: 𝐼 → (𝑀, 𝑔) eğrisinde eğer 𝜂(𝐶′) = 0 ise o zaman 𝐶 eğrisine bu manifoldun Legendre 

eğrisi denir [26]. 
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5.  (𝜿, 𝝁)-PARADEĞME METRİK MANİFOLDLARIN BİHARMONİK 

ALTMANİFOLDLARI 

Bu bölüm iki alt bölümden oluşmuştur. Birinci bölümde önce (𝜅, 𝜇)-paradeğme 

metrik manifoldların zaman benzeri (timelike), uzay benzeri (spacelike), ışık benzeri 

(lightlike) eğrilerin biharmonik olmaları için gerek ve yeter şartları ve sonra spacelike veya 

timelike Legendre eğrilerinin biharmonik olması için gerek ve yeter şartları incelenmiştir. 

İkinci bölümde (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldların hiperyüzeyleri için biharmonik 

olması koşulları incelenmiştir. 

5.1 (𝜿, 𝝁)-Paradeğme Metrik Manifoldların Biharmonik Eğrileri  

(𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu olmak üzere 

𝐶: 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre parametrelenmiş eğrisi olsun. Bu durumda 

𝐶′ =
𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑇 

𝐶: 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin tensiyon alanı  

𝜏(𝐶) = ∇𝑇𝑇 

ve bitensiyon alanı 

𝜏2(𝐶) = ∇𝑇
3 𝑇 − 𝑅(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇 

şeklinde olur. Burada ∇ bu manifoldun Levi civita koneksiyonudur. 

Teorem 5.1.1. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir zaman benzeri (timelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 bir uzay benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. 

Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 
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3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ + 𝛼3−𝛼𝜏2 − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (𝜅 −

𝜇

2
+ 1)) 𝑁

+ (2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(1 − 𝜇) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)) 𝐵 = 0 

dır. 

İspat. 𝑀3, (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldunda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀 bir zaman benzeri 

(timelike) eğrisi olduğundan 𝑇 bir zaman benzeri (timelike) vektör alanı dır. 𝑀 üzerinde 𝐶 

eğrisinin Frenet çatısında 𝑁 ve 𝐵 uzay benzeri (spacelike) vektör alanı ise Frenet formülleri 

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = 𝛼𝑇 + 𝜏𝐵 

𝐵′ = −𝜏𝑁 

olur. Bu durumda 𝑇, 𝑁, 𝐵 ortogonal vektör alanları için 

𝑔(𝑇, 𝑇) = −1, 

𝑔(𝐵, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝑁) = 1, 

𝑔(𝑇, 𝑁) = 𝑔(𝑇, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝐵) = 0                                     (5.1.1) 

sağlanır. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin Laplace operatörünü  

𝛥𝐻 = 𝛻𝑇
3𝑇 = 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛻𝑇𝑇) 

= 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛼𝑁) 

= 𝛻𝑇(𝑇(𝛼)𝑁 + 𝛼𝑇(𝑁)) 

= 𝑇(𝑇(𝛼))𝑁 + 𝑇(𝑁)𝑇(𝛼) + 𝑇(𝛼)𝑇(𝑁) + 𝛼𝑇(𝛼𝑇 + 𝜏𝐵) 

= 𝛼′′𝑁 + 𝛼𝛼′𝑇 + 𝜏𝛼′𝐵 + 𝛼𝛼′𝑇 + 𝛼′𝜏 + 𝛼(𝛼′𝑇 + 𝛼𝛼𝑁 + 𝜏′𝐵 + 𝜏(−𝜏𝑁)) 

= 𝛼′′𝑁 + 2𝛼𝛼′𝑇 + 2𝛼′𝜏𝐵 + 𝛼𝛼′𝑇 + 𝛼3𝑁 + 𝛼𝜏′𝐵 − 𝛼𝜏2𝑁 
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= 𝛼′′𝑁 + 3𝛼𝛼′𝑇 + 𝛼3𝑁 − 𝛼𝜏2𝑁 + 𝛼𝜏′𝐵 + 2𝛼′𝜏𝐵 

buradan 

𝛻𝑇
3𝑇 = 3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ + 𝛼3−𝛼𝜏2)𝑁 + (2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′)𝐵                            (5.1.2) 

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.1) eşitliklerinden 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = (−1 +
𝜇

2
) (𝑔(𝑁, 𝑇)𝑔(𝑇, 𝑁) − 𝑔(𝑇, 𝑇)𝑔(𝑁, 𝑁)) 

+𝑔(𝑁, 𝑇)𝑔(ℎ𝑇, 𝑁) − 𝑔(𝑇, 𝑇)𝑔(ℎ𝑁, 𝑁) 

−𝑔(𝑁, 𝑁)𝑔(ℎ𝑇, 𝑇) + 𝑔(𝑇, 𝑁)𝑔(ℎ𝑁, 𝑇) 

+
−1 +

𝜇
2

𝜅 + 1
(𝑔(ℎ𝑁, 𝑇)𝑔(ℎ𝑇, 𝑁) − 𝑔(ℎ𝑇, 𝑇)𝑔(ℎ𝑁, 𝑁)) 

−
𝜇

2
(𝑔(𝜙𝑁, 𝑇)𝑔(𝜙𝑇, 𝑁) − 𝑔(𝜙𝑇, 𝑇)𝑔(𝜙𝑁, 𝑁)) 

−
𝜅 +

𝜇
2

𝜅 + 1
(𝑔(𝜙ℎ𝑁, 𝑇)𝑔(𝜑ℎ𝑇, 𝑁) − 𝑔(𝜙ℎ𝑁, 𝑁)𝑔(𝜙ℎ𝑇, 𝑇)) 

+𝜇𝑔(𝜙𝑇, 𝑁)𝑔(𝜙𝑇, 𝑁) 

+𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) ((𝜅 + 1 −
𝜇

2
) 𝑔(𝑁, 𝑇) + (𝜇 − 1)𝑔(ℎ𝑁, 𝑇)) 

−𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) ((𝜅 + 1 −
𝜇

2
) 𝑔(𝑁, 𝑁) + (𝜇 − 1)𝑔(ℎ𝑁, 𝑁)) 

+𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) ((𝜅 + 1 −
𝜇

2
) 𝑔(𝑇, 𝑁) + (𝜇 − 1)𝑔(ℎ𝑇, 𝑇)) 

−𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) ((𝜅 + 1 −
𝜇

2
) 𝑔(𝑇, 𝑇) + (𝜇 − 1)𝑔(ℎ𝑇, 𝑇)) 
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= (−1 +
𝜇

2
) + 1 + 1 +

−1 +
𝜇
2

𝜅 + 1
−

𝜇

2
−

𝜅 +
𝜇
2

𝜅 + 1
 

−𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (𝜅 + 1 −

𝜇

2
) 

burada 

(−1 +
𝜇

2
) + 1 + 1 +

−1 +
𝜇
2

𝜅 + 1
−

𝜇

2
−

𝜅 +
𝜇
2

𝜅 + 1
= 0 

olur ve 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = −𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (𝜅 + 1 −

𝜇

2
)              (5.1.3) 

elde edilir.  Benzer şekilde  

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝐵) = 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(1 − 𝜇) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)                       (5.1.4) 

elde edilir. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin biharmonik denklemi 

∇𝑇
3 𝑇 − 𝑅(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇 = 0 

olduğundan, (5.1.2) , (5.1.3) ve (5.1.4) denklemlerinden 

3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ + 𝛼3−𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (𝜅 + 1 −

𝜇

2
)) 𝑁

+ (2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(1 − 𝜇) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)) 𝐵 = 0 

elde edilir. 

Sonuç 5.1.1. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir zaman benzeri (timelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 
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Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 bir uzay benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. 

Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

𝛼𝛼′ = 0, 

𝛼′′ + 𝛼3−𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (𝜅 + 1 −

𝜇

2
) = 0, 

2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(1 − 𝜇) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
) = 0, 

olmasıdır. 

Sonuç 5.1.2. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir zaman benzeri (timelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 bir uzay benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. 

Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

𝛼 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝛼′′ + 𝛼3−𝛼𝜏2 = 0, 

𝜅 = −
1

2
 , 

𝜇 = 1, 

olmasıdır. 

Teorem 5.1.2. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 bir zaman benzeri (timelike) vektör alanı ve 𝐵 bir 



37 

uzay benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart 

3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ + 𝛼3+𝛼𝜏2 − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)) 𝑁 

+(2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
))𝐵 = 0 

dır. 

 İspat. 𝑀3, (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldunda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀  bir uzay benzeri 

(spacelike) eğrisi olduğundan 𝑇 bir uzay benzeri (spacelike) vektör alanı dır. 𝑀3 üzerinde 

𝐶 eğrisinin Frenet çatısında 𝑁 zaman benzeri (timelike) vektör alanı ve 𝐵 uzay benzeri 

(spacelike) vektör alanı ise Frenet formülleri 

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = 𝛼𝑇 + 𝜏𝐵 

𝐵′ = 𝜏𝑁 

olur. Bu durumda 𝑇, 𝑁, 𝐵 ortogonal vektör alanları için 

𝑔(𝑇, 𝑇) = 𝑔(𝐵, 𝐵) = 1,  

𝑔(𝑁, 𝑁) = −1, 

𝑔(𝑇, 𝑁) = 𝑔(𝑇, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝐵) = 0,                                   (5.1.5) 

sağlanır. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin Laplace operatörünü  

𝛥𝐻 = 𝛻𝑇
3𝑇 = 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛻𝑇𝑇) 

= 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛼𝑁) 

= 𝛻𝑇(𝑇(𝛼)𝑁 + 𝛼𝑇(𝑁)) 
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= 𝑇(𝑇(𝛼))𝑁 + 𝑇(𝑁)𝑇(𝛼) + 𝑇(𝛼)𝑇(𝑁) + 𝛼𝑇(𝛼𝑇 + 𝜏𝐵) 

= 𝛼′′𝑁 + 𝛼𝛼′𝑇 + 𝜏𝛼′𝐵 + 𝛼𝛼′𝑇 + 𝛼′𝜏𝐵 + 𝛼(𝛼′𝑇 + 𝛼𝛼𝑁 + 𝜏′𝐵 + 𝜏(𝜏𝑁)) 

= 3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ + 𝛼3+𝛼𝜏2)𝑁 + (2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′)𝐵                                    (5.1.6) 

elde edilir. Denklem(4.2.7) ve (5.1.5) eşitliklerinden 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = −1 +
𝜇

2
+ 1 + 1 +

−1 +
𝜇
2

𝜅 + 1
−

𝜇

2
−

𝜅 +
𝜇
2

𝜅 + 1
 

+𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1) 

elde edilir. Burada 

−1 +
𝜇

2
+ 1 + 1 +

−1 +
𝜇
2

𝜅 + 1
−

𝜇

2
−

𝜅 +
𝜇
2

𝜅 + 1
= 0 

olur ve 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)                  (5.1.7) 

ede edilir. Benzer şekilde 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝐵) = 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)                       (5.1.8) 

elde edilir. Bu durumda (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldun üzerinde 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 

eğrisinin biharmonik denklemi (5.1.6), (5.1.7) ve (5.1.8) denklemlerinden 

3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ + 𝛼3+𝛼𝜏2 − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)) 𝑁 

+(2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
))𝐵 = 0 

olur. 
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Sonuç 5.1.3. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 zaman benzeri (timelike) vektör alanı ve 𝐵 bir uzay 

benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart 

𝛼𝛼′ = 0, 

𝛼′′ + 𝛼3+𝛼𝜏2 − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1) = 0, 

2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(1 − 𝜇) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
) = 0, 

olmasıdır. 

Sonuç 5.1.4. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 zaman benzeri (timelike) vektör alanı ve 𝐵 bir uzay 

benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart 

𝛼 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝛼′′ + 𝛼3+𝛼𝜏2 = 0, 

𝜅 = −
1

2
 , 

𝜇 = 1, 
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olmasıdır. 

Teorem 5.1.3. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 bir uzay benzeri (spacelike) vektör alanı ve 𝐵 bir 

zaman benzeri (timelike) vektör alanı olsun. Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart 

−3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝛼3+𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)) 𝑁 

+(2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
))𝐵 = 0 

dır. 

 İspat. 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu üzerinde 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀 bir uzay 

benzeri (spacelike) eğrisi olduğundan 𝑇 bir uzay benzeri (spacelike) vektör alanı dır. 𝑀3 

üzerinde 𝐶 eğrisinin Frenet çatısında 𝑁 uzay benzeri (spacelike) vektör alanı ve 𝐵 zaman 

benzeri (timelike) vektör alanı ise 

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = −𝛼𝑇 + 𝜏𝐵 

𝐵′ = 𝜏𝑁 

olur. Bu durumda 𝑇, 𝑁, 𝐵 ortogonal vektör alanları için 

𝑔(𝑇, 𝑇) = 𝑔(𝑁, 𝑁) = 1, 

𝑔(𝐵, 𝐵) = −1, 

𝑔(𝑇, 𝑁) = 𝑔(𝑇, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝐵) = 0,                                 (5.1.9) 
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sağlanır. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin Laplace Beltrami operatörünü  

𝛥𝐻 = 𝛻𝑇
3𝑇 = 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛻𝑇𝑇) 

= 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛼𝑁) 

= 𝛻𝑇(𝑇(𝛼)𝑁 + 𝛼𝑇(𝑁)) 

= 𝑇(𝑇(𝛼))𝑁 + 𝑇(𝑁)𝑇(𝛼) + 𝑇(𝛼)𝑇(𝑁) + 𝛼𝑇(−𝛼𝑇 + 𝜏𝐵) 

= 𝛼′′𝑁 + (−𝛼𝑇 + 𝜏𝐵)𝛼′ + (−𝛼𝑇 + 𝜏𝐵)𝛼′ + 𝛼𝑇(−𝛼𝑇 + 𝜏𝐵) 

= 𝛼′′𝑁 − 𝛼𝛼′𝑇 + 𝜏𝛼′𝐵 − 𝛼𝛼′𝑇 + 𝛼′𝜏𝐵 + 𝛼(−𝛼′𝑇 − 𝛼𝛼𝑁 + 𝜏′𝐵 + 𝜏(𝜏𝑁)) 

= 𝛼′′𝑁 − 2𝛼𝛼′𝑇 + 2𝛼′𝜏𝐵 − 𝛼𝛼′𝑇 − 𝛼3𝑁 + 𝛼𝜏′𝐵 + 𝛼𝜏2𝑁 

= −3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝛼3+𝛼𝜏2)𝑁 + (2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′)𝐵                               (5.1.10) 

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.9) eşitliklerini kullanarak 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = 1 −
𝜇

2
− 1 − 1 −

−1 +
𝜇
2

𝜅 + 1
+

𝜇

2
+

𝜅 +
𝜇
2

𝜅 + 1
 

−𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (

𝜇

2
− 1 − 𝜅) 

burada 

1 −
𝜇

2
− 1 − 1 −

−1 +
𝜇
2

𝜅 + 1
+

𝜇

2
+

𝜅 +
𝜇
2

𝜅 + 1
= 0 

olur ve buradan 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = −𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)                (5.1.11) 

elde edilir. Benzer şekilde 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝐵) = 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)                          (5.1.12) 

elde edilir. 
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Bu durumda (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldun üzerinde 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin 

biharmonik denklemi (5.1.10) , (5.1.11) ve (5.1.12) denklemlerinden 

−3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝛼3+𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)) 𝑁 

+(2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
))𝐵 = 0 

elde edilir. 

Sonuç 5.1.5. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 uzay benzeri (spacelike) vektör alanı ve 𝐵 bir zaman 

benzeri (timelike) vektör alanı olsun. Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik olması 

için gerek ve yeter şart 

𝛼𝛼′ = 0, 

𝛼′′ − 𝛼3+𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1) = 0, 

2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
) = 0, 

olmasıdır. 

Sonuç 5.1.6. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve  𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 uzay benzeri (spacelike) vektör alanı ve 𝐵 bir timelike 

vektör alanı olsun. Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik olması için gerek ve 

yeter şart 
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𝛼 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝛼′′ − 𝛼3+𝛼𝜏2 = 0, 

𝜇 = 1, 

𝜅 = −
1

2
 , 

olmasıdır. 

Teorem 5.1.4. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 uzay benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. Bu 

durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

−3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝛼3−𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
+ 𝜅) − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)) 𝑁 

+ (2𝛼′𝜏 + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
+ 𝜅)) 𝐵 = 0 

dır. 

 İspat. 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu üzerinde 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀 bir 

spacelike eğrisi olduğundan 𝑇 bir uzay benzeri (spacelike) vektör alanı dır. 𝑀3 üzerinde 𝐶 

eğrisinin Frenet çatısında 𝑁 ve 𝐵 uzay benzeri (spacelike) vektör alanı ise 

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = −𝛼𝑇 + 𝜏𝐵  

𝐵′ = −𝜏𝑁 
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olur. Bu durumda 𝑇, 𝑁, 𝐵 ortogonal vektör alanları için 

𝑔(𝑇, 𝑇) = 𝑔(𝑁, 𝑁) = 𝑔(𝐵, 𝐵) = 1, 

𝑔(𝑇, 𝑁) = 𝑔(𝑇, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝐵) = 0,                                  (5.1.13) 

sağlanır. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin Laplace Beltrami operatörünü  

𝛥𝐻 = 𝛻𝑇
3𝑇 = 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛻𝑇𝑇) 

= 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛼𝑁) 

= 𝛻𝑇(𝑇(𝛼)𝑁 + 𝛼𝑇(𝑁)) 

= 𝑇(𝑇(𝛼))𝑁 + 𝑇(𝑁)𝑇(𝛼) + 𝑇(𝛼)𝑇(𝑁) + 𝛼𝑇(−𝛼𝑇 + 𝜏𝐵) 

= 𝛼′′𝑁 − 𝛼𝛼′𝑇 + 𝜏𝛼′𝐵 − 𝛼𝛼′𝑇 + 𝛼′𝜏𝐵 + 𝛼(−𝛼′𝑇 − 𝛼𝛼𝑁 + 𝜏′𝐵 + 𝜏(−𝜏𝑁)) 

= 𝛼′′𝑁 − 2𝛼𝛼′𝑇 + 2𝛼′𝜏𝐵 − 𝛼𝛼′𝑇 − 𝛼3𝑁 + 𝛼𝜏′𝐵 − 𝛼𝜏2𝑁 

= −3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝛼3−𝛼𝜏2)𝑁 + (2𝛼′𝜏 + 𝛼𝜏′)𝐵                                    (5.1.14) 

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.13) eşitliklerini kullanarak 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = (1 −
𝜇

2
) − 1 − 1 −

−1 +
𝜇
2

𝜅 + 1
+

𝜇

2
+

𝜅 +
𝜇
2

𝜅 + 1
 

−𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
) + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) ((

𝜇

2
− 1 − 𝜅)) 

olur. Burada 

(1 −
𝜇

2
) − 1 − 1 −

−1 +
𝜇
2

𝜅 + 1
+

𝜇

2
+

𝜅 +
𝜇
2

𝜅 + 1
= 0 

olur ve  

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = −𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
+ 𝜅) + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)             (5.1.15) 

elde edilir. Benzer şekilde  
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𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝐵) = 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (
𝜇

2
+ 𝜅)                          (5.1.16) 

elde edilir. Bu durumda (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldun üzerinde 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 

eğrisinin biharmonik denklemi (5.1.14) , (5.1.15) ve (5.1.16) denklemlerinden 

−3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝛼3−𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
+ 𝜅) − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)) 𝑁 

+ (2𝛼′𝜏 + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
+ 𝜅)) 𝐵 = 0 

elde edilir. 

Sonuç 5.1.7. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 uzay benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. Bu 

durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

𝛼𝛼′ = 0, 

𝛼′′ − 𝛼3−𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
+ 𝜅) − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1) = 0, 

2𝛼′𝜏 + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) + 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (
𝜇

2
+ 𝜅) = 0, 

olmasıdır. 

Sonuç 5.1.8. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 uzay benzeri (spacelike) vektör alanı olsun. Bu 

durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 
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𝛼 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝛼′′ − 𝛼3−𝛼𝜏2 = 0, 

𝜅 = −
1

2
 , 

𝜇 = 1, 

olmasıdır. 

Teorem 5.1.5. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 bir ışık benzeri (lightlike) vektör alanı olsun. 

Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

(𝛼′′ + 3𝛼′𝜏 + 𝜏2 − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
− 𝜅 − 1)) 𝑁 = 0 

dır. 

 İspat. 𝑀3, (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldunda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀 bir uzay benzeri 

(spacelike) eğrisi olduğundan 𝑇 bir uzay benzeri (spacelike) vektör alanı dır. 𝑀3 üzerinde 

𝐶 eğrisinin Frenet çatısında 𝑁 ve 𝐵 ışık benzeri (lightlike) vektör alanıları ise 

𝑇′ = 𝑁 

𝑁′ = 𝜏𝑁 

𝐵′ = 𝑇 − 𝜏𝐵 

olur. Bu durumda 𝑇, 𝑁, 𝐵 ortogonal vektör alanları için 

𝑔(𝑇, 𝑇) = 1, 
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𝑔(𝑇, 𝑁) = 𝑔(𝑇, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝑁) = 𝑔(𝐵, 𝐵) = 0,               (5.1.17) 

sağlanır. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin Laplace Beltrami operatörünü  

𝛥𝐻 = 𝛻𝑇
3𝑇 = 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛻𝑇𝑇) 

= 𝛻𝑇(𝑇(𝛼)𝑁 + 𝛼𝑇(𝑁)) 

= 𝑇(𝑇(𝛼))𝑁 + 𝑇(𝑁)𝑇(𝛼) + 𝑇(𝛼)𝑇(𝑁) + 𝛼𝑇(𝜏𝑁) 

= 𝛼′′𝑁 + 𝛼′𝜏𝑁 + 𝛼′𝜏𝑁 + 𝛼𝜏′𝑁 + 𝜏2𝑁 

= (𝛼′′ + 3𝛼′𝜏 + 𝜏2)𝑁                                                               (5.1.18) 

elde edilir. Denklem (4.2.7)ve (5.1.17) eşitliklerinden 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
− 𝜅 − 1)                                          (5.1.19) 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝐵) = 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)                   (5.1.20) 

elde edilir. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin biharmonik denklemi 

∇𝑇
3 𝑇 − 𝑅(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇 = 0 

olduğundan, (5.1.18) , (5.1.19) ve (5.1.20) denklemlerinden 

(𝛼′′ + 3𝛼′𝜏 + 𝜏2 − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
− 𝜅 − 1)) 𝑁 = 0 

elde edilir. 

Sonuç 5.1.9. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir uzay benzeri (spacelike) eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 bir ışık benzeri (lightlike) vektör alanı olsun. 

Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 
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𝛼′′ + 3𝛼′𝜏 + 𝜏2 = 0,  

𝜇 = 2(𝜅 + 1), 

olmasıdır. 

Teorem 5.1.6. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir ışık benzeri eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan Frenet çatısı 

{𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 uzay benzeri ve 𝐵 bir ışık benzeri vektör alanı olsun. Bu durumda 

𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

𝜏′𝑇 + (2𝜏 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
)) 𝑁  = 0 

dır. 

 İspat. 𝑀3, (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldunda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀 bir ışık benzeri 

(lightlike) eğrisi olduğundan 𝑇 bir ışık benzeri (lightlike) vektör alanı dır. 𝑀3 üzerinde 𝐶 

eğrisinin Frenet çatısında 𝑁 bir uzay benzeri (spacelike) ve 𝐵 ışık benzeri (lightlike) vektör 

alanı ise 

𝑇′ = 𝑁 

𝑁′ = 𝜏𝑇 + 𝐵 

𝐵′ = 𝜏𝑁 

olur. Bu durumda 𝑇, 𝑁, 𝐵 ortogonal vektör alanları için 

𝑔(𝑁, 𝑁) = 1, 

𝑔(𝑇, 𝑁) = 𝑔(𝑇, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝐵) = 𝑔(𝑇, 𝑇) = 𝑔(𝐵, 𝐵) = 0,                     (5.1.21) 

sağlanır. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin Laplace Beltrami operatörünü 



49 

𝛥𝐻 = 𝛻𝑇
3𝑇 = 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛻𝑇𝑇) 

= 𝛻𝑇(𝜏𝑇 + 𝐵) 

= 𝜏′𝑇 + 𝜏𝑁 + 𝜏𝑁 

= 𝜏′𝑇 + 2𝜏𝑁                                                                             (5.1.22) 

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.21) eşitliklerinden 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = −𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
)                                       (5.1.23) 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝐵) = 0                                                                          (5.1.24) 

elde edilir. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin biharmonik denklemi 

∇𝑇
3 𝑇 − 𝑅(𝑇, ∇𝑇𝑇)𝑇 = 0 

olduğundan, (5.1.22) , (5.1.23) ve (5.1.24) denklemlerinden 

𝜏′𝑇 + (2𝜏 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +
𝜇

2
)) 𝑁 = 0 

elde edilir. 

Sonuç 5.1.10. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir ışık benzeri eğrisi (lightlike) ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e teğet olan 

Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 uzay benzeri (spacelike) ve 𝐵 bir ışık benzeri 

(lightlike) vektör alanı olsun. Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin biharmonik olması için 

gerek ve yeter şart 

𝜏 = 0, 

𝜇 = −2𝜅, 

olmasıdır.
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3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu üzerinde zaman benzeri, uzay benzeri ve ışık benzeri eğrilerin biharmonik durumunu bir 

tabloda özet halinde göstermiş olursak; 

𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 𝑇 𝑁 𝐵 Biharmonik denklemi 

Biharmonik olmasının 

gerek ve yeter şartlar 

Zaman benzeri  

(timelike) 

Zaman benzeri 

 (timelike) 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Uzay benzeri 

(spacelike) 

0 = 3𝛼𝛼′𝑇 

+ (
𝛼′′ + 𝛼3−𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +

𝜇

2
)

−𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (𝜅 + 1 −
𝜇

2
)

) 𝑁 

     + (
2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(1 − 𝜇)

+𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)

) 𝐵 

𝛼 , 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝛼′′ + 𝛼3−𝛼𝜏2 = 0, 

𝜅 = −
1

2
   ,   𝜇 = 1 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Zaman benzeri  

(timelike) 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

0 = 3𝛼𝛼′𝑇 

+ (
𝛼′′ + 𝛼3+𝛼𝜏2 − 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +

𝜇

2
)

−𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (
𝜇

2
− 𝜅 − 1)

) 𝑁 

+ (
2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(1 − 𝜇)

+𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)

) 𝐵 

𝛼 , 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝛼′′ + 𝛼3+𝛼𝜏2 = 0, 

𝜅 = −
1

2
    ,   𝜇 = 1 
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Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Uzay benzeri  

(spacelike) 

Zaman benzeri 

 (timelike) 

0 = −3𝛼𝛼′𝑇 

+ (
𝛼′′ − 𝛼3+𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +

𝜇

2
)

−𝜂(𝑇)𝜂(𝑁) (
𝜇

2
− 𝜅 − 1)

) 𝑁 

+ (
2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1)

+𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)

) 𝐵 

𝛼 , 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝛼′′ − 𝛼3+𝛼𝜏2 = 0, 

𝜅 = −
1

2
    ,   𝜇 = 1 

 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Uzay benzeri  

(spacelike) 

Uzay benzeri  

(spacelike) 

0 = −3𝛼𝛼′𝑇 

+ (
𝛼′′ − 𝛼3−𝛼𝜏2 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (

𝜇

2
+ 𝜅)

+𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
− 𝜅 − 1)

) 𝑁 

+ (
2𝜏𝛼′ + 𝛼𝜏′ − 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1)

+𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (𝜅 +
𝜇

2
)

) 𝐵 

𝛼 , 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝛼′′ − 𝛼3−𝛼𝜏2 = 0, 

𝜅 = −
1

2
    ,   𝜇 = 1 

Uzay benzeri  

(spacelike) 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Işık benzeri  

(lightlike) 

Işık benzeri 

 (lightlike) 
0 = (

𝛼′′ + 3𝛼′𝜏 + 𝜏2

−𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
− 𝜅 − 1)

) 𝑁  

𝛼′′ + 3𝛼′𝜏 + 𝜏2 = 0 

𝜇 = 2(1 + 𝜅) 

Işık benzeri  

(lightlike) 

Işık benzeri 

 (lightlike) 

Uzay benzeri 

 (spacelike) 

Işık benzeri  

(lightlike) 
0 = 𝜏′𝑇 + (2𝜏 + 𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (𝜅 +

𝜇

2
)) 𝑁   

𝜏 = 0 

𝜇 = −2𝜅 

Tablo (5.1.1)
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Teorem 5.1.7. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir spacelike veya timelike Legendre eğrisi ve 𝐶 eğrisi boyunca 𝑀3 e 

teğet olan Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} olmak üzere 𝑁 ve 𝐵 vektör alanı spacelike veya timelike 

vektör alanı olsun. Bu durumda 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3  eğrisinin biharmonik olması için gerek ve 

yeter şart 

−3𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝛼3−𝛼𝜏2)𝑁 + (2𝛼′𝜏 + 𝛼𝜏′)𝐵 = 0 

dır. 

 İspat. 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu üzerinde 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisi bir 

spacelike veya timelike eğrisi olduğundan 𝑔(𝑇, 𝑇) = ±1 = 𝜀1 ve 𝑔(𝑁, 𝑁) = ±1 = 𝜀2  

olur. Bu durumda 𝐶 eğrisinin Frenet formülleri 

𝑇′ = 𝛼𝑁 

𝑁′ = −𝜀1𝛼𝑇 + 𝜏𝐵  

𝐵′ = −𝜀2𝜏𝑁 

şeklinde dir. 𝑇, 𝑁, 𝐵 ortogonal vektör alanları için 

𝑔(𝑇, 𝑇) = 𝜀1 =  ±1,     𝑔(𝑁, 𝑁) = 𝜀2 = ±1, 

𝑔(𝑇, 𝑁) = 𝑔(𝑇, 𝐵) = 𝑔(𝑁, 𝐵) = 0,                                    (5.1.25) 

sağlanır. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 eğrisinin Laplace Beltrami operatörünü  

𝛥𝐻 = 𝛻𝑇
3𝑇 = 𝛻𝑇𝛻𝑇(𝛻𝑇𝑇) 

= 𝛻𝑇(𝑇(𝛼)𝑁 + 𝛼𝑇(𝑁)) 

= 𝛼′′𝑁 + (−𝜀1𝛼𝑇 + 𝜏𝐵)𝛼′ + (−𝜀1𝛼𝑇 + 𝜏𝐵)𝛼′ + 𝛼𝑇(−𝜀1𝛼𝑇 + 𝜏𝐵) 
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= 𝛼′′𝑁 − 𝜀1𝛼𝛼′𝑇 + 𝛼′𝜏𝐵 − 𝜀1𝛼𝛼′𝑇 + 𝛼′𝜏𝐵

+ 𝛼(−𝜀1𝛼′𝑇 − 𝜀1𝛼𝛼𝑁 + 𝜏′𝐵 + 𝜏(−𝜀2𝜏𝑁)) 

= 𝛼′′𝑁 − 2𝜀1𝛼𝛼′𝑇 + 2𝛼′𝜏𝐵 − 𝜀1𝛼𝛼′𝑇 − 𝜀1𝛼3𝑁 + 𝛼𝜏′𝐵 − 𝜀2𝛼𝜏2𝑁 

= −3𝜀1𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝜀1𝛼3−𝜀2𝛼𝜏2)𝑁 + (2𝛼′𝜏 + 𝛼𝜏′)𝐵                           (5.1.26) 

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.25) eşitliklerini kullanarak 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = −𝜂(𝑇)𝜂(𝑇) (
𝜇

2
+ 𝜅) + 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇) (

𝜇

2
− 𝜅 − 1)            (5.1.27) 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝐵) = 𝜂(𝑁)𝜂(𝑇)(𝜇 − 1) − 𝜂(𝑇)𝜂(𝐵) (
𝜇

2
+ 𝜅)                     (5.1.28) 

elde edilir. 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀 bir Legendre eğrisi olduğundan 

𝜂(𝑇) = 𝜂(𝑁) = 𝜂(𝐵) = 0 

dır. O zaman denklem (5.1.27) ve (5.1.28) den 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝑁) = 0                                                  (5.1.29) 

𝑔(𝑅(𝑇, 𝑁)𝑇, 𝐵) = 0                                                  (5.1.30) 

elde edilir. Bu durumda (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldun üzerinde 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 

eğrisinin biharmonik denklemi (5.1.26) , (5.1.29) ve (5.1.30) denklemlerinden 

−3𝜀1𝛼𝛼′𝑇 + (𝛼′′ − 𝜀1𝛼3−𝜀2𝛼𝜏2)𝑁 + (2𝛼′𝜏 + 𝛼𝜏′)𝐵 = 0 

elde edilir. 

Sonuç 5.1.11. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir spacelike veya timelike Legendre eğrisinin biharmonik olması için 

gerek ve yeter şart 
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𝛼𝛼′ = 0, 

𝛼′′ − 𝜀1𝛼3−𝜀2𝛼𝜏2 = 0, 

2𝛼′𝜏 + 𝛼𝜏′ = 0, 

olmasıdır. 

Sonuç 5.1.12. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 

olsun. 𝜅, 𝜇 reel sabitler ve 𝜅 ≠ −1 için 𝐶 ∶ 𝐼 → 𝑀3 yay uzunluğu parametresine göre 

parametrelenmiş bir spacelike veya timelike Legendre eğrisinin biharmonik olması için 

gerek ve yeter şart 

𝛼 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

𝜀1𝛼3+𝜀2𝛼𝜏2 = 0, 

olmasıdır. 

5.2 (𝜿, 𝝁)-Paradeğme Metrik Manifoldların Biharmonik Hiperyüzeyleri 

Bu alt bölümde (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldun bir non-denejere 

hiperyüzeyini ele alıp biharmonik olma şartları incelenmiştir. 

𝑀̃ manifoldu (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔̃) yapısı ile beraber (2𝑛 + 1)-boyutlu bir (𝜅, 𝜇)-paradeğme 

metrik manifoldu ve 𝑀 manifoldu da 𝑀̃ nin hiperyüzeyi olsun. 𝑀 hiperyüzeyinin birim 

normal vektör alanı 𝑈 olmak üzere Gauss-Weingarten denklemlerinden 

𝐵(𝑉, 𝑌) = 𝑔̃(𝛻̃𝑉𝑌, 𝑈)𝑈 = −𝑔̃(𝑌, 𝛻̃𝑉𝑈)𝑈 = 𝑔(𝐴𝑉𝑈, 𝑌)𝑈 

ve 

𝑔(𝐴𝑉𝑈, 𝑌)𝑈 = 𝑔̃(𝐵(𝑉, 𝑌), 𝑈) = 𝑔̃(𝜎(𝑉, 𝑌), 𝑈)𝑈 = 𝜎(𝑉, 𝑌) 
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yazılır [1]. Burada 𝐴 şekil operatörü ve 𝐵 ikinci temel formu belirtir. 

Teorem 5.2.1. (𝑀̃, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔̃), (2𝑛 + 1)-boyutlu bir (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik 

manifoldunun bir hiperyüzeyi 𝑀 ve 𝐻 bu hiperyüzeyin ortalama eğriliği olmak üzere 

𝑓: 𝑀 → 𝑀̃ bir izometrik immersiyon olsun. 𝑀 yüzeyinin ortalama eğrilik fonksiyonu 

𝜆 = 𝐻𝜉                                                                 (5.2.1) 

tanımlansın. 𝑀 altmanifoldunun üzerinde 𝜉 bir karakteristik birim normal vektör alanı 

olsun yani, 𝜉 ∈ 𝛤(𝑇⊥𝑀).  Bu durumda 𝑀 altmanifoldunun biharmonik olması için gerek 

ve yeter şartları;  

2𝑛𝛥𝐻𝜉 − 2𝑛𝐻‖𝐴‖2𝜉 + 𝛥𝐻𝜉 − 𝐻‖𝐴‖2𝜉 + 𝐻2𝑛𝜅𝜉 = 0  ,                         (5.2.2) 

2𝑛𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻2 + 𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻2 − 4𝑛𝐴𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 + 2𝐴𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 + 𝐻2𝑛𝜅(𝑒𝑗) = 0           (5.2.3) 

olmasıdır. 

İspat. (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu 𝑀̃ ve 𝑀 hiperyüzeyide 𝑀̃ nin 

altmanifoldu olsun. 𝑀̃ ve 𝑀 nin bir lokal ortonormal çatısını sırasıyla 

{𝑑𝑓(𝑒1), 𝑑𝑓(𝑒2), … , 𝑑𝑓(𝑒2𝑛+1), 𝜉}   

ve 

 {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒2𝑛+1} 

olarak tanımlansın. 𝛻 ve 𝛻̃ sırasıyla 𝑇𝑀 ve 𝑇𝑀̃ nin koneksiyonları ve ∇𝑓 de 𝑓−1𝑇𝑀̃ 

üzerindeki indirgenmiş koneksiyon olsun.  ∀ 𝑉 ∈ 𝛤(𝑇𝑀) ve 𝑌 ∈ 𝛤(𝑓−1𝑇𝑀) olmak üzere 

𝑑𝑓(𝑉) = 𝛻̃𝑑𝑓(𝑉)𝑑𝑓(𝑌)  = 𝛻𝑉
𝑓

𝑌                                          (5.2.4) 

dir, burada 𝑑𝑓(𝑉) ile  𝑉 ve 𝛻𝑉
𝑓

𝑌 ile 𝛻̃𝑉𝑌 özdeşletilmiştir. 𝑓−1𝑇𝑀̃ tanjant demeti teğet ve 

normal vektörlerin birleşiminden ibarettir, yani 
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𝑓−1𝑇𝑀̃ = 𝑡𝑎𝑛 (𝑇𝑀) ⊕ 𝑛𝑜𝑟(𝑇𝑀). 

dır. Dolayısıyla 𝑓: 𝑀 → 𝑀̃ izometrik immersiyona karşılık gelen tensiyon alanı  

𝜏(𝑓) = 𝑖𝑧𝛻𝑑𝑓 

= ∑ ∇𝑑𝑓

2𝑛+1

𝑘=1

(𝑒𝑘, 𝑒𝑘) 

= ∑ 𝐵

2𝑛+1

𝑖=1

(𝑒𝑘, 𝑒𝑘) 

= (𝐵𝑜𝑦𝑀)𝜆 

= (2𝑛 + 1)𝐻𝜉                                                             (5.2.5) 

dır. Böylece 𝑓: 𝑀 → 𝑀̃ nin bitensiyon alanı 

𝜏2(𝑓) = ∑ {∇𝑒𝑘

𝑓
∇𝑒𝑘

𝑓
𝜏(𝑓) − ∇∇𝑒𝑘

𝑒𝑘

𝑓
𝜏(𝑓) − 𝑅̃(𝑒𝑘, 𝜏(𝑓))(𝑒𝑘)}

2𝑛+1

𝑘=1

 

= ∑ {∇𝑒𝑘

𝑓
∇𝑒𝑘

𝑓
((2𝑛 + 1)𝐻𝜉) − ∇∇𝑒𝑘

𝑒𝑘

𝑓
((2𝑛 + 1)𝐻𝜉)

2𝑛+1

𝑘=1

− 𝑅̃(𝑒𝑘, (2𝑛 + 1)𝐻𝜉)𝑒𝑘} 

= (2𝑛 + 1) ∑ {∇𝑒𝑘

𝑓
∇𝑒𝑘

𝑓 (𝐻𝜉) − ∇∇𝑒𝑘
𝑒𝑘

𝑓 (𝐻𝜉) − 𝑅̃(𝑒𝑘, 𝐻𝜉)𝑒𝑘}

2𝑛+1

𝑘=1

 

= (2𝑛 + 1) ∑ {𝛻̃𝑒𝑘
𝛻̃𝑒𝑘

(𝐻𝜉) − 𝛻̃∇𝑒𝑘
𝑒𝑘

(𝐻𝜉) − 𝑅̃(𝑒𝑘, 𝐻𝜉)𝑒𝑘}

2𝑛+1

𝑘=1

 

= (2𝑛 + 1) ∑ {𝛻̃𝑒𝑘
(𝑒𝑘(𝐻)𝜉 + 𝐻𝛻̃𝑒𝑘

𝜉) − 𝛻̃∇𝑒𝑘
𝑒𝑘

(𝐻)𝜉 − 𝑅̃(𝑒𝑘, 𝐻𝜉)𝑒𝑘}

2𝑛+1

𝑘=1

 

= (2𝑛 + 1) ∑ {𝑒𝑘(𝑒𝑘(𝐻)𝜉) + 𝑒𝑘(𝐻)𝛻̃𝑒𝑘
𝜉 + 𝑒𝑘(𝐻)𝛻̃𝑒𝑘

𝜉 + 𝐻𝛻̃𝑒𝑘
𝛻̃𝑒𝑘

𝜉

2𝑛+1

𝑘=1

− (∇𝑒𝑘
𝑒𝑘)(𝐻)𝜉 − 𝐻𝛻̃∇𝑒𝑘

𝑒𝑘
𝜉 − 𝐻𝑅̃(𝑒𝑘, 𝜉)𝑒𝑘} 
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= (2𝑛 + 1) ∑ {𝑒𝑘(𝑒𝑘(𝐻)𝜉) + 2𝑒𝑘(𝐻)𝛻̃𝑒𝑘
𝜉 + 𝐻𝛻̃𝑒𝑘

𝛻̃𝑒𝑘
𝜉 − (∇𝑒𝑘

𝑒𝑘)(𝐻)𝜉

2𝑛+1

𝑘=1

− 𝐻𝛻̃∇𝑒𝑘
𝑒𝑘

𝜉} − (2𝑛 + 1) 𝐻 ∑ 𝑅̃(𝑒𝑘, 𝜉)𝑒𝑘

2𝑛+1

𝑘=1

 

= (2𝑛 + 1)(Δ𝐻)𝜉 − (2𝑛 + 1)𝐻𝛥𝑓𝜉

+ (2𝑛 + 1) ∑ {2𝑒𝑘(𝐻)𝛻̃𝑒𝑘
𝜉 + 𝐻𝛻̃𝑒𝑘

𝛻̃𝑒𝑘
𝜉 − 𝐻𝛻̃∇𝑒𝑘

𝑒𝑘
𝜉}

2𝑛+1

𝑘=1

− (2𝑛 + 1)𝐻 ∑ 𝜀𝑘𝑅̃(𝑒𝑘, 𝜉)𝑒𝑘

2𝑛+1

𝑘=1

 

= (2𝑛 + 1)(Δ𝐻)𝜉 − (2𝑛 + 1)𝐻𝛥𝑓𝜉

+ 2(2𝑛 + 1) ∑ {𝑔̃(𝑑𝑓(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻), 𝑑𝑓(𝑒𝑘))(−𝐴𝑒𝑘
)}

2𝑛+1

𝑘=1

− (2𝑛 + 1)𝐻 ∑ 𝑅̃(𝑒𝑘, 𝜉)𝑒𝑘

2𝑛+1

𝑘=1

 

= (2𝑛 + 1)(Δ𝐻)𝜉 − (2𝑛 + 1)𝐻𝛥𝑓𝜉

− 2(2𝑛 + 1) ∑ {(𝐴(𝑔̃(𝑑𝑓(𝑒𝑘), 𝑑𝑓(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻))𝑒𝑘}

2𝑛+1

𝑘=1

− (2𝑛 + 1)𝐻 ∑ 𝑅̃(𝑒𝑘, 𝜉)𝑒𝑘

2𝑛+1

𝑘=1

 

Buradan  

𝜏2(𝑓) = (2𝑛 + 1)(Δ𝐻)𝜉 − (2𝑛 + 1)𝐻𝛥𝑓𝜉 − 2(2𝑛 + 1)𝐴(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻)

− (2𝑛 + 1)𝐻 ∑ 𝑅̃(𝑒𝑘 , 𝜉)𝑒𝑘

2𝑛+1

𝑘=1

                                                      (5.2.6) 

şeklinde bulunur. Şimdi bitensiyon alanın normal ve teğetlerine ayırmak için 𝛥𝑓𝜉 ve 

bitensiyon denklemindeki eğrilik tensör alanının normal ve teğet bileşenlerini bulup 

ayırmamız gerekir. 

𝑅̃ eğrilik tensörünün normal ve teğet bileşenlerini 
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∑ 𝑔̃

2𝑛+1

𝑘=1

(𝑅̃(𝑑𝑓(𝑒𝑘), 𝜏(𝑓))𝑑𝑓(𝑒𝑘), 𝜉) = (2𝑛 + 1)𝐻𝑅𝑖𝑐(𝜉, 𝜉)                (5.2.7) 

ve  

∑ 𝑔̃

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1

(𝑅̃(𝑑𝑓(𝑒𝑘), 𝜉)𝑑𝑓(𝑒𝑘), 𝑑𝑓(𝑒𝑗))𝑒𝑗 = (𝑅𝑖𝑐(𝜉))
𝑇

                         (5.2.8) 

şeklinde olur. 𝑀̃ manifoldunun bir (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifold olarak göz önüne 

alırsak  

𝑔̃(Δ𝑓𝜉, 𝜉) = − ∑ 𝑔̃ (𝛻̃𝑒𝑘
𝛻̃𝑒𝑘

𝜉 − 𝛻̃∇𝑒𝑘
𝑒𝑘

𝜉, 𝜉)

2𝑛+1

𝑘=1

 

= − ∑ 𝑔̃(𝛻̃𝑒𝑘
𝛻̃𝑒𝑘

𝜉, 𝜉)

2𝑛+1

𝑘=1

 

= ∑ 𝑔̃(𝛻̃𝑒𝑘
𝜉, 𝛻̃𝑒𝑘

𝜉)

2𝑛+1

𝑘=1

 

= ∑ 𝑔̃(−𝜑𝑒𝑘 + 𝜑ℎ𝑒𝑘 , −𝜑𝑒𝑘 + 𝜑ℎ𝑒𝑘)

2𝑛+1

𝑘=1

                         (5.2.9) 

bulunur. 

𝑀̃ , (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldunun 𝜉 birim normal vektör alanı olduğundan 

𝐴 şekil operatörü ve 𝐵 ikinci temel formu olmak üzere 

𝐵(𝑉, 𝑌) = 𝑔̃(𝛻̃𝑉𝑌, 𝜉)𝜉 = −𝑔̃(𝑌, 𝛻̃𝑋𝜉)𝜉 = 𝑔(𝐴𝑉𝜉, 𝑌)𝜉  , 

𝑔(𝐴𝑉𝜉, 𝑌) = 𝑔̃(𝐵(𝑉, 𝑌), 𝜉) = 𝑔̃(𝜎(𝑉, 𝑌)𝜉, 𝜉) = 𝜎(𝑉, 𝑌)  , 

dır. Buradan  

‖𝐴‖2 = ∑ 𝑔(𝐴𝑒𝑘, 𝑒𝑗)
2

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1
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= ∑ 𝑔̃(𝛻̃𝑒𝑘
𝜉, 𝑒𝑗)

2
2𝑛+1

𝑘,𝑗=1

 

= ∑ 𝑔̃

2𝑛+1

𝑘=1

(𝛻̃𝑒𝑘
𝜉, ∑ 𝑔̃(𝛻̃𝑒𝑘

𝜉,

2𝑛+1

𝑗=1

𝑒𝑗), 𝑒𝑗) 

= ∑ 𝑔̃(𝛻̃𝑒𝑘
𝜉, 𝛻̃𝑒𝑘

𝜉)

2𝑛+1

𝑘=1

 

= ∑ 𝑔̃(−𝜑𝑒𝑘 + 𝜑ℎ𝑒𝑘 , −𝜑𝑒𝑘 + 𝜑ℎ𝑒𝑘)

2𝑛+1

𝑘=1

                            (5.2.10) 

eşitlikleri vardır. Buradan Δ𝑓𝜉 nın normali (Δ𝑓𝜉)⊥ için 

(Δ𝑓𝜉)⊥ = 𝑔̃(Δ𝑓𝜉, 𝜉)𝜉 

= ∑ 𝑔̃(𝛻̃𝑒𝑘
𝜉, 𝛻̃𝑒𝑘

𝜉)𝜉

2𝑛+1

𝑘=1

 

= ‖𝐴‖2𝜉                                                                               (5.2.11) 

ve Δ𝑓𝜉 teğeti (Δ𝑓𝜉)⊤ için 

(Δ𝑓𝜉)⊤ = ∑ 𝑔̃ (𝛻̃𝑒𝑘
𝛻̃𝑒𝑘

𝜉 − 𝛻̃∇𝑒𝑘
𝑒𝑘

𝜉, 𝑒𝑗) 𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1

 

= ∑ 𝑔̃(𝛻̃𝑒𝑘
𝐴𝑒𝑘 − 𝐴(∇𝑒𝑘

𝑒𝑘), 𝑒𝑗)𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1

 

= ∑ {𝑒𝑘𝑔̃(𝐴𝑒𝑘, 𝑒𝑗) − 𝑔̃(𝐴𝑒𝑘, ∇𝑒𝑘
𝑒𝑗) − 𝑔̃(𝐴(∇𝑒𝑘

𝑒𝑘), 𝑒𝑗)}𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1

 

= ∑ 𝑔̃(𝛻̃𝑒𝑘
𝐴𝑒𝑘 − 𝐴(∇𝑒𝑘

𝑒𝑘), 𝑒𝑗)𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1

 

= ∑ {𝑒𝑘𝜎(𝑒𝑘, 𝑒𝑗) − 𝜎(𝑒𝑘, ∇𝑒𝑘
𝑒𝑗) − 𝜎(∇𝑒𝑘

𝑒𝑘, 𝑒𝑗)}𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1
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= ∑ {∇𝑒𝑘
𝜎(𝑒𝑗 , 𝑒𝑘)}𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1

                                                                        (5.2.12) 

elde edilir. Codazzi ve (5.2.12) denklemleri kullanarak   

(Δ𝑓𝜉)⊤ = ∑ {∇𝑒𝑘
𝜎(𝑒𝑘, 𝑒𝑗)}𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑘,𝑗=1

 

= ∑  

2𝑛+1

𝑗=1

( ∑ (∇𝑒𝑗
𝜎)(𝑒𝑘, 𝑒𝑘) − 𝑆(𝜉, 𝑒𝑗)

2𝑛+1

𝑘=1

) 𝑒𝑗 

= (2𝑛 + 1) ∑ 𝑒𝑗(𝐻)𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑗=1

− ∑ (𝑆(𝜉, 𝑒𝑗)) 𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑗=1

 

= (2𝑛 + 1)𝑔𝑟𝑎𝑑(𝐻) − ∑ (𝑆(𝜉, 𝑒𝑗)) 𝑒𝑗

2𝑛+1

𝑗=1

                                    (5.2.13) 

elde edilir. 

𝑀̃ bir (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldu olduğundan 

𝑆(𝜉, 𝑒𝑗) = −2𝑛𝜅𝜂(𝑒𝑗) 

dır, buradan 

(Δ𝑓𝜉)⊤ = (2𝑛 + 1)𝑔𝑟𝑎𝑑(𝐻) + 2𝑛𝜅𝜂(𝑒𝑗)                         (5.2.14) 

elde edilir ve 𝜏2(𝑓) nin normal ve teğet bileşenlerini 

(𝜏2(𝑓))
⊥

= 2𝑛𝛥𝐻𝜉 − 2𝑛𝐻‖𝐴‖2𝜉 + 𝛥𝐻𝜉 − 𝐻‖𝐴‖2𝜉 + 2𝑛𝜅𝐻𝜉 , 

(𝜏2(𝑓))
⊤

= 2𝑛𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻2 + 𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻2 − 4𝑛𝐴𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 + 2𝐴𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 + 2𝑛𝜅𝐻𝜂(𝑒𝑗) , 

olarak bulunur. 

Sonuç 5.2.1. Bir nondejenere (2𝑛 + 1)-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik 

manifoldunun biharmonik olmasının gerek ve yeter şartı o manifoldun minimal olmasıdır 
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yani bir nondejenere (2𝑛 + 1)-boyutlu (𝜅, 𝜇)-paradeğme metrik manifoldunun 

biharmoniktir ancak ve ancak 𝐻 = 0 dır. 

  



62 

SONUÇ  

Bu yüksek lisans tez çalışması (κ,µ)-paradeğme metrik manifoldların biharmonik 

altmanifoldları üzerinde yapıldı ve bu manifoldların biharmonik olma durumları incelendi. 

3-boyutlu (κ,µ)-paradeğme metrik manifoldların uzay benzeri (spacelike), zaman benzeri 

(timelike), ışık benzeri (lightlike) eğrilerin biharmonik denklemleri bulunup ve bu 

manifoldların biharmonik olmaları için gerek ve yeter şartlar incelenmiş ve bir takım 

sonuçlar elde edilmiştir. Sonra 3-boyutlu (κ,µ)-paradeğme metrik manifoldlar üzerinde 

spacelike ve timelike Legendre eğrileri üzerinde biharmonik olmaları için gerek ve yeter 

şartlar incelenmiştir. Ayrıca (κ,µ)-paradeğme metrik manifoldların biharmonik non-

dejenere hiperyüzeyleri incelenip ve biharmonik olması için gerek ve yeter şartları üzerinde 

çalışılmıştır. (κ,µ)-paradeğme metrik manifoldları daha geniş uygulamaya sahiptir. (κ,µ)-

paradeğme metrik manifoldların fiziksel ve mühendislik problemlerinin çözümünde nasıl 

kullanılabileceğini incelemek de yararlı olabilir. 
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