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1. GIRIS

Diferensiyel geometri, sekillerin ve yiizeylerin incelenmesi ile ilgilenen bir
matematik dalidir ve genellikle egrilerin ve yiizeylerin Ozelliklerinin incelenmesine
odaklanir. Bu tiir inceleme 17. yiizyilinda Descartes ve Fermat tarafindan ortaya atilan
koordinat metodudur. Bundan sonra Leibniz ¢aligmalarinda diferensiyel geometrinin
anlamlarin1 ortaya ¢ikarmistir [23]. Diferensiyel geometri, matematik disinda fizikteki

bir¢ok problemi de ¢6zmek i¢in kullanilir.

Diferensiyel geometrinin ana konularindan bazilar1 egriler, yiizeyler, manifoldlar
olarak bilinir. Egrilerin parametrik gosterimi Euler tarafindan 18. Yiizyilinda bulunmustur
ve bu konuda 6nemli sonuglar elde etmistir. 1795 yilinda yiizeyler lizerinde ilk kitap Monge
tarafindan yazilmist1 ve 1827 yilinda Gauss yiizeylerin egriligi konusunda énemli buluslar
elde etmistir. Riemann 1851 yilinda Riemann Geometriyi tanimlamis ve Gaussun buldugu
egrilik dlgtisiine karsilik Riemman egrilik tensor alanini ortaya koymustur [25]. Dolayisiyla
19. yiizyil diferensiyel geometri i¢in en 6nemli donem olmustur. Riemann tarafindan
tanimlanan manifold kavrami genis bir alanda kullanmaya basladi. Riemann Gauss
egriligini yiiksek boyutlu manifoldlarin egriligini belirlemek ig¢in kulland1 [25].
Diferensiyel geometrinin en aktif ¢alisma alanlarindan biri Chen tarafindan toplanan
altmanifoldlar teorisidir [25]. Bir egri, bir yiizeyin veya bir manifoldun pargasi; bir yiizey
bir manifoldun pargasindan olusur yani bir egri ve bir yiizey bir manifoldun bir
altmanifoldudur, dolayisiyla manifoldlar, egriler ve yiizeylerin daha genel birlesimleridir
ve genellikle daha yiiksek boyutlarda olusurlar. Diferensiyel geometrinin 6nemli bir
parcgasi olan Riemannian manifoldlar, yerel olarak diizgiin bir sekle benzetilebilen ve her
bir noktada bir i¢ ¢arpimin tanimlandigi manifoldlardir. Bir Riemannian manifold iizerinde
bir yolun uzunlugu i¢ ¢arpim sayesinde hesaplanabilir. Riemannian metrigi, bir manifoldun
"egrilik" ozelliklerini tanimlar. Ayrica, bir Riemannian manifoldun 'egrilik' niteliklerini

belirlemek i¢in egrilik tensoriine bagvurulabilir ve genellikle R(X,Y)Z ile gosterilir.
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Harmonik manifoldlar bir fonksiyonun Laplace operatdriiniin uygulanmasinin
sonucunda sifir vermesidir yani f doniisiimii iizerinde Af = 0 olmasidir. Bir Riemannian
manifold {izerinde altmanifoldunun harmonik olup olmadigini belirlemek icin, genellikle
altmanifoldunun tension alanimi kullaniriz. f doniigimiiniin tensiyon alami 7(f) ile
gosterilir ve eger 7(f) = 0 ise f donistimii harmoniktir denir ve t(f) = 0 denkleme
harmonik denklemi denir. Harmonik doniisiimleri 1954 yilinda Sampson ortaya koymustur
[25]. Bundan sonra ¢ok-harmonik dontisiimleri 1983 yilinda Eells ve Lemaire tarafindan
incelendi. Ozel olarak 2-harmonik doniisiimler igin Jiang birinci ve ikinci varyasyon
denklemlerini elde etmistir. 2-harmonik doniisiimler giiniimiizde biharmonik doniisiimii

olarak tanimlanir [25].

Biharmonik bir fonksiyonun temel 6zelligi, Laplace operatoriiniin iki kez
uygulanmasinin sonucunda sifir vermesidir, yani f déniisiimii {izerinde A% f = 0 olmasidir.
Biharmonik altmanifoldlar, biharmonik haritalar araciligiyla daha genis bir biharmonik
geometri baglaminda incelenir. Bir Riemannian manifold iizerinde bir altmanifoldun
biharmonik olup olmadigini belirlemek i¢in, genellikle doniisiimiin bitension alanini 7, (f)
kullaniriz. f déntisimde 7,(f) = 0 ise f dontisimii biharmonik doniisiimdiir denir ve

7,(f) = 0 denklemi de biharmonik denklemi adin1 alir.

Degme geometri Huygens, Hamilton ve Jacobi’nin geometrik optikler iizerindeki
¢alismalarindan bundan iki yiizy1l 6nce, ortaya ¢ikmustir [8]. Sato diferensiyellenebilir bir
manifold {izerinde hemen hemen paradegme yapiyr 1976 yilinda tanitmistir [15].
Paradegme yapilar, bir dizi matematiksel nesneyi tanimlamak igin kullanilan geometrik bir
kavramdir. Bu yapilar genellikle (2n + 1)-boyutlu gergel manifoldlar {izerinde tanimlanir
ve bir 1-form ile bu 1-formun bir vektor alanina gore tanimlanan Lie tiirevini belirtmek
tizere bir (1,1)-tensor alaniyla karakterize edilirler. Bu tiir yapilar, 6zellikle modern
diferensiyel geometri ve global analiz alanlarinda 6nemli bir rol oynar. Hemen hemen
paradegme metrik manifoldlarin ve paradegme metrik manifoldlarin 6zellikleri Zamkovoy
tarafindan incelenmistir [31]. Paradegme metrik manifoldlar, geometrik 6zellikleri ve
cesitli alanlardaki uygulamalar1 nedeniyle diferensiyel geometride kapsamli bir sekilde
incelenmektedir. Ozellikle, (x,p)-paradegme metrik manifold kavrami son yillarda
arastirilmaktadir. Bir (k, u)-paradegme metrik manifold, belirli 6zellikleri karsilayan bir

paradegme metrik yapi ile donatilmig bir Riemann manifoldudur.



Bu tez calismasinin temel amaci (k,pu)-paradegme metrik manifoldlarin
biharmonik altmanifoldlarini incelemektir, dolayisiyla once (k,p)-paradegme metrik
manifoldlar1 ve biharmonik manifoldlarmi iyi kavramak icin ilgili temel kavramlari
incelenip daha sonra (k, u)-paradegme metrik manifoldlarin biharmonik altmanifoldlar

incelenecektir.

Genis bir uygulama yelpazesi olan bu matematiksel yapilar1 daha iyi anlamak ve
kullanmak, gelecekteki bilimsel ve teknolojik ilerlemeleri tesvik edecektir. Bu nedenle, bu
caligma, bu alanda daha derinlemesine anlayis ve daha genis uygulama olanaklar

saglamaya yonelik olarak tasarlanmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliim ii¢ alt boliimden olusmustur. ilk alt boliimde diferensiyel geometrinin
temel bilgileri hatirlamak amaciyla bir takim tanimlar verilmistir. Ikinci alt béliimde diger
boliimleri daha kolay bir sekilde anlamak igin diferensiyel manifoldlar tizerinde baz1 temel
tamimlar ve kavramlar verilmistir. Ugiincii alt boliimde 3-boyutlu manifoldlar iizerinde

egrilerin frenet denklemlerine yer verilmistir.

2.1 On Bilgiler

Tamim 2.1.1. F cismi lizerinde V bos olmayan bir kiimeyi g6z oniine alalim. V
iizerinde
+:VXV->V , +(xy)=x+y
ve
S FXV->V .(4,x) = Ax

islemlerini tanimlandiginda her x,y,z € V ve A, u € F igin
. (x+y)+z=x+(y+2)
. x+y=y+x
iii. x+0=x
iv. Vx€eV icin I(—x) x+(—x)=0
V. Ax+y)=Ax+21y
Vi. A+ wx =Ax+ ux
Vii. Alux) = (Aw)x
viii. 1x = x
sartlar1 saglansin 0 zaman V kiimesine F cismi tizerinde vektor uzayidir denir, burada V

kiimesinin elemanlart yani x, y, z ler vektor ve F cisminin elemanlari yani A, u ler skaler

dir [25].

Tanmim 2.1.2. F bir cisim olup ve V de bu cisim {izerinde bir vektor uzay1 olsun. Bu

durumda

avy +avy, + -+ a,v, =0



olacak sekilde bilesenlerin hepsi ayni anda sifir olmayan a4, a,, ..., a,, skalerleri var ise o
zaman vy, vy, ..., v, vektorlerine lineer bagimlidir denir aksi taktirde a4, a,, ..., a, hepsi
ayni zamanda sifir ise bu vektorlere F nin {izerinde lineer bagimsizdir denilmektedir. V
vektor uzay1 n adet vektore sahip ve bu n vektor eq, e,, ..., e, lineer bagimsiz olsun. v € V
icin, ey, ey, ...,e, vektorlerin bir lineer birlesimi, yani x = A,e; + Ae, + -+ A€,
oluyorsa {e,, e,, ..., €, } kiimesine V uzayinin bir bazi denilmektedir ve bu uzayinin bazini
n tane vektor olusturdugundan V' uzay:1 n-boyutludur ve V uzaym boyutunu boy(V) =n
seklinde yazilir [25].

Tamim 2.1.3. V vektdr uzayinin lizerinde f doniistimiinii
fiV XV >R
seklinde tanimlayalim. Va,b € R ve V u,v,w € V olsun. Eger f doniistimii;
fw,v) =fvu)
ozellige sahipse f dontisiimi simetriktir denir ve eger simetrik f doniisiimii;
i. f(au+bv,w)=af(u,w)+ bf(v,w)
ii. f(wav+bw) =af(u,v)+ bf(u,w)
ozelliklerine sahip ise o zaman f doniisiime simetrik bilineer formu adini alir [20].
Ayrica f simetrik bilineer formunda Vv € V ve v # 0 igin;
i. f(v,v) > 0 sart1 saglantyorsa f simetrik bilineer form pozitif,
ii. f(v,v) = 0 sart1 saglantyor ise f simetrik bilineer form yar1 pozitif,
iii.  f(v,v) < 0 sart1 saglantyor ise f simetrik bilineer form negatif,
iv. f(v,v) < 0 sart1 saglaniyor ise f simetrik bilineer form yar1 negatif,
olarak tanimlanir [20].
Diger yandan;
i.  f nin nondejenere olmasi i¢in Vw, v € V igin f (v,w) = 0 oldugunda v = 0 dir.
ii.  f nin dejenere olmasi i¢in Vw, v € V i¢in f(v,w) = 0 oldugunda v # 0 dir.

Tammm 2.1.4. V bir vektdr uzayi olsun. V iizerinde nondejenere simetrik bilineer
forma bir skaler carpma denir. f doniisiimii V vektor uzay1 iizerinde bir skaler carpma ise

(V, f) ikilisine de skaler ¢arpimli vektor uzay1 denir [20].



Tanmm 2.1.5. v,w € V i¢in v,w # 0 oldugu zaman (v,w) = 0 olursa v ile w

vektorleri birbirine dik olur yani iki vektor birbirine ortogonaldir [20].

Tammm 2.1.6. W vektor uzay1 V vektor uzayinin bir altuzay1 olsun. v € V i¢in

v L W ise W1 alt uzay1 V vektor uzayma diktir denir [17].
Tamm 2.1.7. V vektor uzayinda

fiVxV >R

bir simetrik bilineer formun ve V nin en biiyiik boylu altuzay1 W i¢in
flw:WxW >R
negatif tanimli ise W nin boyutuna f nin indeksi denir [20].

Tammm 2.1.8. F bir cisim olsun. F iizerinde bir V vektor uzayini ele alalim ve f

dontistimiinii f: V — F seklinde tanimlayalim eger V u, v € V

fu+ A;v) = A4, f (W) + 2, (v)
esitligi saglaniyorsa f doniisiimii lineerdir denir.
F cismi tlizerinde Lineer doniisiimlerin kiimesi

(i + )W) = i) + f,(v)
ve
W) =4fW)

islemleri ile birlikte bir vektor uzayi olur ve bu olusan vektér uzayina V uzaym duali denir
ve IV* ile gosterilir [25].

Tanmm 2.1.9. V bir vektor uzayr ve bu vektor uzaymn dual uzayr V* olsun. Bu

durumda f doniistimii

VXV X . XVXV*XV*X..XV">R

r tane s tane

seklinde tanimlansin ve 14,4, € R, v, v,, ...,vs E V Ve v{,v;, ..., vy € V*olmak lizere f
doniigiimii

g, i, 20k + A0, ) = A f (V1 oo, Uy o) F Ao f (U1, e, Vg oo )
sartin1 saglansin. O zaman f doniisiimiine r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden

kontravaryant tensor alanina sahiptir denir ve Ty seklinde gosterilir [25].



Tamim 2.1.10. Bir f doniistimiini

frE" - U Ten(p)

PEE™

ve m doniisiimii de

T U Ten(p) = E™

PEE™
p) > f
seklinde tanimlandiginda
mof =1:E™ > E"
baglantis1 mevcut ise f ye E™ 6klid uzay1 tizerinde bir 1-form denir [10].
Tanim 2.1.11. X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi t olsun. Eger
. {}etveXEe€r,

ii. T kiimesinin keyfi birlesimi t ailesin elemant,

lii. T kiimesinin sonlu kesigimi T ailesin elemant,
sartlar1 saglaniyor ise (T, X) ikilisine Topolojik uzay1 denir [25].

Tamim 2.1.12. Bir topoloji uzayimnin iki farkli elemanlarinin ayrik birer komsulugu

var ise bu topolojik uzay1 bir hausdorff uzayidir denir [25].

Tanim 2.1.13. Bir hausdorff uzayini goz oniine alalim. Eger p € M noktasi i¢in, bir
actk komsulugu U homeomorfik ise M hausdroff uzayma bir manifold denir. Eger M
manifoldun tizerinde her mertebeden diferensiyellenebilir bir yap: var ise M manifolduna

C* manifold veya diferensiyellenebilir manifold denir [25].

Tamm 2.1.14. M bir manifold ve bu manifoldun her p noktasinda V tanjant vektorii

olsun. M manifold {izerinde S doniisiimiini
S,(V) =-",U

seklinde tanimlaninca M nin p noktasindaki sekil operatorii (Weingarten doniigiimii) olur.

Burada U, M nin p noktasindaki birim normali dir [20].



Tanmmm 2.1.15. M, N, L manifoldlar1 C* olsunlar ve bu manifoldlar tizerinde
m: M — N bir diferensiyellenebilir dontisiim olsun. {U,},¢; kiimesi N nin agik bir ortiisii

olmak tizere,
(mo¥)(x,y)=x , x€U, , yE€EL
seklinde olsun. Eger
W U, cNXL-o>ngl(U)cMSN
(x'y) - lpa(x'y) - (T[Olpa)(x) =X

difeomorfizimlerin bir {¥,},¢; kiimesi var ise  nin L ye gore yerel ¢arpim 6zelligi vardir
denir ve D = {(U,,¥,) | « € I} sistemine m doniisimiin yerel ayrisma sistemi olarak

tanimlanir [25].

Tammm 2.1.16. M,N,L, C* manifoldlar1 olsun ve m: M — N doniisiimde yerel
carpim Ozelligi mevcut olsun bu durumda ¢ = (M, m, N, L) dortliistine bir lif demeti denir
[25].

Tammm 2.1.17. { = (M, m,N,L) dortlisii bir lif demeti olsun. Bu durumda
M manifoldu total uzay (taban manifold), N manifolduna baz uzay ve L manifolduna da lif

modeli ad1 verilir ve  doniisiimii de projeksiyon olarak adlandirilir [25].
Tamm 2.1.18. m: M — N dontisimiinde ¢ = (M, m, N, L) bir lif demeti olsun.
Vp € N i¢in;
n () =L, ={ueM| n(u)=p}

ailesine p tizerinde lif denilmektedir. Tiim L, liflerinin ayrik birlesimi M taban

M:ULP

pPEN

manifolduna karsilik gelir, yani

dir [25].

Tanmm 2.1.19. M ve N iki C* manifoldlar1 olsun ve m:M —» N orten C%
dontistimiin izerinde { = (M, mt, N, L) bir lif demeti olsun. Bu durumda eger Vp € N olmak
lizere m~1(p) vektdr uzay1 ise ve bu vektdr uzaym boyutu her zaman sabit ise 7~ 1(p)

vektor uzayina vektor demetin lifi denir ve L, ile gosterilir [25].



Tanmm 2.1.20. M ve N iki C® manifoldlar1 olsun ve m:M —» N Orten C®
dontigiimiin tizerinde { = (M, m, N, L) bir lif demeti olsun. Bu durumda eger Vp € N olmak
iizere p nin bir komsuluguU,n >0 ve h:U X R® - 7~1(U) difeomorfizimi vardir

oylekiV q € U igin
hg:R™ - ()

y = h(q,y)
doniistimii bir lineer izomorfizmadir. Bu durumda E (M, N, ) ye M lizerinde vektor demeti

dir. Burada (U, h) ikilisine M nin koordinat haritas1 denir [25].

Tamm 2.1.21. F cismi iizerinde V ve W iki vektor uzayi olsun. V* ve W* sirasiyla

V ve W nin dual uzaylari olmak tizere f: V — W bir lineer doniisiim tanimlansin
frw*-sv:
T f(T:V->W
1MW) =T(f())
£ bir lineer doniisiim ve f nin pull-back (geri-cekme) dontistimii denir [25].
Tamm 2.1.22. M, N ve S manifoldlar1 C* manifold ve f doniisiimii C* olup ve
f:M-—>N
olarak tanimlansin. S — N vektor demetinin pull-back (geri-¢gekme) demeti
vpEM  (F1S), = Sy
seklinde tanimlanan liflere sahip olur ve
f71S >N
seklinde gosterilir [2].

Tanmmm 2.1.23. M ve N manifoldu {izerinde f:M — N diferensiyellenebilir
doniisiimiinii g6z dniine alalm, V € T, M i¢in, M de Ki a(t) egrisine a(t,) = p noktasinda

V teget vektorii olsun. Bu durumda f (a(t)) egrisine teget olacak sekilde

f® = f(ato))

noktasinda f, (V) vektoriine karsilik gelen f,: T,M — Tf,)N doniisiimiine tiirev doniistimii

denir ve df veya f, ile gosterilir [25].



Tamm 2.1.24. M diferensiyellenebilir manifold ve bu manifoldun bir agik kiimesi

U olmak tizere;
vV V,WeyxyWM), feC*(U,R) fonksiyonu igin
[,1:(TM) x I'(TM) - I'(TM)
V. Wif =Vv(Wf) -w(¥f)
ile tanimlanan déniisiime Lie Operatorii denir [25].
f,geC®(U,R)ve V VveW € y(M) ve A€ R olmak iizere Lie operatorii
L [VWI(f +9) = [V,WI(H) + [V, W](9)
i [V, W]@Af) = AV, W1(f)
i.  [V,W](fg) =[V.WI(Ng + [V.W]l(@f
iv. [V,[W,Z]]+[W,[Z V]l +[Z [V,W]] = 0
ozelliklerini saglar [25].
Tamm 2.1.25. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda V,W, Z €
x(M) ve f € C*(U,R) igin

Vi x(M) - x(M)
ile taniml1 ve
. VWwl=WZ+V,Z
i. "WWiW+2)=WY+V,Z
. VoW = fr,w
iv. (YY) =V[fIW+ fr,W

sartlarini saglayan V koneksiyona Afin koneksiyon veya lineer koneksiyon denir [25].

Tamm 2.1.26. C: I > R? egrisinin her noktasinda hiz vektorii birim uzunlukta ise
C egrisine birim hizli egrisi veya yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis egri
dir denir [9].

Tamm 2.1.27. C:I - R® yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis
egrisin de her p noktasi igin C('p) = T(p) esitliginde T(,)vektoriine p noktasindaki birim
teget vektorlii denir. Burada T, C egrisi iizerinde bir vektor alan1 oldugundan T ye C

egrisinin birim teget vektor alan1 veya egrilik vektor alani denir ve €' = T olur [22].
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Tammm 2.1.28. C:I - R® yay uzunlugu parametresine gdre parametrelenmis

egrisinin egrilik vektor alaninin uzunlugu olan a = |[|T'|| fonksiyonuna egrilik fonksiyonu
denir [9].
Tamm 2.1.29. C:I —» R® yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis

egrisinde her p noktasi i¢in Ny = %T('P) esitliginde N,y vektdriine C egrisinin p

noktasindaki asli normalive N = %T’ vektor alanina da C egrisinin asli normal vektor alani
denir [22].

Tammm 2.1.30. C:I - R3® yay uzunlugu parametresine gdre parametrelenmis
egrisinde her p noktasi igin B,y = T(py X N(py esitliiyle tanimli B(,) vektorine C

egrisinin p noktasindaki binormali ve B = T X N vektor alaninada C egrisinin binormal

vektor alani denir [22].

Tamm 2.1.31. C:I —» R® yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis
egrisinde her p noktast igin Ty, Nepy, B) vektorlerine € egrisinin Frenet vektorleri,
{T(p), N, B(p)} kiimesine C egrisinin Frenet ¢atisi ve T, N, B vektor alanlarina C egrisinin

Frenet vektor alanlar1 denir [22].

Teorem 2.1.1. Yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis C:I — R3

egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak iizere

T' = aN
N' = —aT + 1B
B' = —1N

dir [22].

2.2 Tiirevlenebilir Manifoldlar ve Riemann Manifoldlar
Tamim 2.2.1. g bir n-boyutlu vektdr uzayin skaler ¢arpimi olsun. v # 0 olmak
lizere v € V ve igin

i. g(v,v) <0isev yezaman benzer (timelike) vektorii,
ii. g(v,v) > 0ise v ye uzay benzer (spacelike) vektorii,

iii. g(v,v) = 0ise v ye 151k benzer (lightlike) vektorii,
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denir [20].

Tamim 2.2.2. g bir simetrik bilineer form olsun ve n-boyutlu V vektor alaninin g

ye gore ortonormal baz1 8 = {ey, ey, ..., e, } oldugunda g, > 0 igin

g(ej,ek) =0 (j#k)

ve
-1, (A<j<q,
glepe)=41 (@+1<j<q+r),
0 (q+r+1<j<n),
olur [20].

Teorem 2.2.1. g bir simetrik bilineer form n-boyutlu V vektor alani {izerinde non-

dejenere olmasinin gerek ve yeter sarti {el, £5e ., ... 40P, o } bazinda
qt+r=n
olmasidir [20].

Tamm 2.2.3. M bir diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde g doniisiimii;

g: x(M) X x(M) = C*(M)

seklinde tanimlansin. g bilineer formu
VV,W € y(M) igin

Lo g, W) =gW,V)
ii. g(V,V)=0vevVicing(V,V)=0&V =0
sartlarini tagiyorsa g ye Riemann metrigi ve M ye de Riemann manifoldu denir [25].
Tammm 2.2.4. Bir M diferensiyellenebilir manifold tizerinde (0,2) tipinde
bir g:'(TM) X '(TM) — R tensor alani tanimlansin. Vp € M i¢in I'(TM) lizerinde g
sabit indekse sahip ise (M, g) ikilisine yari-Riemann manifoldu denir. g nin indeksi g

olsun. g = 0 oldugu durumda M bir Riemann manifoldu ve g = 1 oldugunda M ye

Lorentz manifoldu denir [20].

Tanmm 2.2.5. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldunda; v ¢ € y(M)
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Lg g = 0
yani g nin & yoniine gore Lie tiirevi sifir ise & vektor alanina Killing vektor alanidir denir
[25].

Teorem 2.2.2. (M, g) bir Riemann manifoldunda torsiyonsuz ve g metrigi ile
uyumlu bir tek lineer koneksiyon mevcut olur ve VV, W, Z € y(M) igin

1
gWW,2) = {VgW,2) + Wg(2,V) —Zg(V, W)

seklinde tanimlanir [25].

Tanim 2.2.6. M bir n-boyutlu Riemann manifoldu olmak tizere f: M - C* (M, R)

doniistimiiniin Laplasyant1

Af = —div(gradf) = —div(Vf) = Z 9(Vy Vf, Vi) = izVdf
k=1

olarak tanimlanir [2].

Tamm 2.2.7. (M™, g) Riemann manifoldunda lokal ortonormal vektor alanlari {e; }

oyleki k =1, ...,n goz 6niine alalim. V V,W € y(M) ;

S:x(M) x x(M) - f € C*(U,R)
WV, W) S(V,W) =izR(.,V)W

(0,2) mertebeden tanimlanan doniisiim

SW,W) =) g(R(ew VIV, e)
k=1

tensor alanina M™ nin Ricci tensorii denir. Burada
Q = g(RicV,W) =SV, W)
Ricci operatorii olarak tanimlanir. Ricci operatorii simetriktir, yani
SV, Ww)=8sWw,v)

dir [25].
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Tamm 2.2.8. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nin bir

altmanifoldu olsun. f: M — M izometrik immersiyonunda ortalama egrilik H ile gdsterilir
ve

n

1 1
H=—izo = EZ o(ey, ex)

k=1
seklinde tanimlanir [2].
Burada o , f (M) altmanifoldunun ikinci temel formunu géstermektedir.

Tamm 2.2.9. (M", g) Riemann manifoldu ve T, M de M nin p noktasindaki tanjant
uzayl olsun. p noktasindaki tanjant uzaymin 2-boyutlu alt uzaylarina gore kesit
egriliklerinin hepsine M nin skaler egriligi denir. {e; |j = 1,...,n}, T,M nin ortonormal
bazi olsun. r skaler egriligi

n

r= ZS(ej,ej)

j=1
seklinde tanimlanir [20].
Tamm 2.2.10. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlari iizerinde

f:M—> N
C® doniisiim olsun. f boyunca ¥V, koneksiyonunun pull-back koneksiyonu V' olmak iizere
vX,Y € I'(TM)

Vf.:['(TM) x [(TM) - I+(TN)
Ve
VEX,Y) = G LY = £.(xY)
seklinde tanimli V £, doniistimiine f dontisiimiiniin ikinci temel formu denir [25].
Burada ¥ ve V sirastyla M ve N manifoldlarin koneksiyonlaridir.

Tamm 2.2.11. M ve N sirasiyla m ve n boyutlu diferensiyellenebilen manifoldlar
olsun. M nin her p noktasinda f: M — N diferensiyellenebilen f fonksiyonun ranki f nin

tiirev doniistimii f,1n rankina esit yani

rank(fp) = rank(f*p) =m
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ise f doniisiimii immersinyon dir denir [25].

Tanmim 2.2.12. (M™, g) Riemann manifoldu, N™ bir manifold ve M Riemann
manifoldu N manifoldunun altmanifoldu olsun. N nin p noktasindaki tanjant uzay1 T,,N ve
T,N uzaymna dik olan uzay1 da TpN* ile gsterilsin. i: N - M immersiyonu oldugunda
Rieman metrigi indirger yani eger g, M iizerinde simetrik pozitif tanimli bilineer form ise i
immersiyonu N iizerinde i*g ile taniml bilineer, simetrik ve pozitif tanimli olur. O zaman

i bir izometrik immersiyon olur bu durumda T,,N de T, M nin tanjant altvektdr uzay1 olur.

TpM* uzay1 T,N ve TpN* den olusur. Yani

TpM* = T,N @ TpN*

olur.

VV,W € I'(TN), U € I'(TN)* olmak iizere V , M manifoldunun iizerinde Levi-

civita koneksiyonunu
W) =v,w , (F,U) =viu

seklinde tanimlansin. Burada T altmanifoldun teget demeti ve L da altmanifoldun dik

vektor demetinin projeksiyonlari gosterir.
Ayrica;

(F,W)" = o, w)

(7,0)" = —Ayv
tanimlandiginda;
VW =V,W +a(V,W)

VyU = —AyV + ViU

elde edilir ve bu denklemlere sirasiyla Gauss denklemi ve Weingarten denklemi denir [2].

Lemma 2.2.1. M Riemann manifoldunun altmanifoldu M olsun. Bu durumda

VV,W eI (TM) , U€ I'(TMY) icin

dir [25].

15



Lemma 2.2.2. M Riemann manifoldunun altmanifoldu M olsun. Bu durumda
{n4, ..., n;,}, M manifoldunun normal uzayinin bir bazi1 olmak {izere,

m

1
H = Ez(iZAnk)nk

k=1
olur [25].

Tamm 2.2.13. M ve N Riemann manifoldlar1 arasindaki f:M — N
diferensiyellenebilir doniisim olsun. ¥/, f~Y(TN) pull-back koneksiyonu, M
manifoldunun lokal ortonormal ¢atis1 {eq, ...,e } ve V€T (f (TN )) olmak tizere yalin

Laplasyan A; ile gosterilir ve

seklinde tanimlanir [25].

2.3 3-Boyutlu Manifoldlar Uzerinde Egrilerin Frenet Denklemleri

Tamm 2.3.1. M bir yari-Riemann manifoldu ve C : I - M bu manifold iizerinde
bir diferensiyellenebilir egri olsun. Eger C egrisinin Vp € I hiz vektorii C ('p), sirasiyla uzay
benzeri (spacelike) vektorii, zaman benzeri (timelike) vektorii ve 151k benzeri (lightlike)
vektorii ise C egrisine sirasiyla uzay benzeri (spacelike), zaman benzeri (timelike) ve 151k

benzeri (lightlike) egrisi denir [17].

C:1- M3 yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis 3-boyutlu
manifoldu iizerinde bir zaman benzeri (timelike), uzay benzeri (spacelike) ve ya 151k

benzeri (lightlike) egrisi olsun. Bu durumda

ac

C'=—=T
dt

teget vektor alani, N normal vektor alan1 ve B binormal vektor alani olur.
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Tanmm 2.3.2. C:[ - M3 yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis
zaman benzeri (timelike) egrisi olsun. C egrisinin egriligi a, burulmasi t ve Frenet gati
alam {T, N, B} olmak tizere T zaman benzeri (timelike) vektorii olur. Bu durumda N ve B
uzay benzeri (spacelike) vektorii ise C egrisinin Frenet formiilleri

0 a O
=la 0 71

0O — 0

Tl
NI
BI

T
N
B

ve ya

T' = aN
N' =aT + 1B

B' = —1N

seklinde dir [17].

Tamm 2.3.3. C : [ » M3 yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis uzay
benzeri (spacelike) egrisi olsun. C egrisinin egriligi @, burulmasi t ve Frenet ¢ati alani
{T, N, B} olmak tizere T uzay benzeri (spacelike) vektorii olur. Bu durumda N ve B uzay

benzeri (spacelike) vektorii ise C egrisinin Frenet formiilleri

T’ 0 a O][T
Nl l=|l-a 0 7t]|IN
B’ 0 —1t O0IlLB
ve ya
( T'=aN

< N =-al +1B

B' = —1N

N~

seklinde dir [17].

Tamm 2.3.4. C : [ > M?3 yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis uzay

benzeri (spacelike) egrisi olsun. C egrisinin egriligi a, burulmasi t ve Frenet cat1 alani
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{T, N, B} olmak tizere T uzay benzeri (spacelike) vektorii olur. Bu durumda N uzay benzeri

(spacelike) vektorii ve B zaman benzeri (timelike) vektorti ise C egrisinin Frenet formiilleri

T' 0 a O][T
N|=|-a 0 Tt||N
B’ 0 T OlLB

ve ya

aN

< N' = —aT + B

B' = 1N

seklinde dir [17].

Tamm 2.3.5. C : [ - M3 yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis uzay
benzeri (spacelike) egrisi olsun. C egrisinin egriligi @, burulmasi t ve Frenet ¢ati alani
{T,N,B} olmak tizere T uzay benzeri (spacelike) vektorii olur. Bu durumda N zaman

benzeri (timelike) vektorii ve B uzay benzeri (spacelike) vektorii ise C egrisinin Frenet

formiilleri
T' 0 a 01T
Nl l=la 0 Tt||N
B’ 0 v OlLB
ve ya
( T'=aN

< N'=aT + 1B

Bl

TN
seklinde dir [17].

Tamm 2.3.6. C : | > M3 yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis uzay

benzeri (spacelike) egrisi olsun. C egrisinin egriligi &, burulmasi t ve Frenet ¢atis alani
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{T,N, B} olmak tizere T uzay benzeri (spacelike) vektorii olur. Bu durumda N ve B 1s1k

benzeri (lightlike) vektorii ise C egrisinin Frenet formiilleri

TI
Nl
BI

ve ya

seklinde dir [17].

0 1 07T
=10 = O]||IN
1 0 —7llB
T'=N

N' =N
B'=T—1B

Tammm 2.3.7. C : I » M3 yay uzunlugu parametresine gore parametrelenmis 1s1k

benzeri (lightlike) egrisi olsun. bu egrinin egrilik &, burulmasi1 t ve Frenet ¢atis alani

{T, N, B} olmak iizere T 151k benzeri (lightlike) vektorii olur. Bu durumda N uzay benzeri

(spacelike) vektori ve B 1sik benzeri (lightlike) vektort ise C egrisinin Frenet formiilleri

Tl
NI
Bl

ve ya

seklinde dir [17].

T
N
B

T 0 1

[010
0 7 O

Tl

N' =1T +B

Bl

™N

19



3. HARMONIK VE BIHARMONIK DONUSUMLER

Bu boliimde Harmonik ve Biharmonik doniisiimlerin tanimlart ve Harmonik ve

Biharmonik dontistimler ile ilgili baz1 teoremler incelenmistir.

3.1 Harmonik Doniisiimler

Tamim 3.1.1. f: M — N bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¥V, N iizerinde bir
koneksiyon olmak iizere f boyunca V/ koneksiyonuna V koneksiyonun geri-cekme

koneksiyonu (pull-back koneksiyonu) denir [2].

Tammm 3.1.2. M ve N Reimann manifoldlar1 ve p € M olmak tiizere f bir
C®doniisiimii f: M — N seklinde olsun. T,M nin ortonormal bir bazi {ey, ..., e, } ise bu

durumda

fol = D h (e, fip(e)
k=1

m
= z f*h(ek, ex)
k=1
=izyf"h
olur. (M™, g) ve (N™, h) Riemann manifoldlari ve f: M — N bir C* dontisiim olsun.
p € M igin e(f) fonksiyonu
e(f):M - [0,0)

2

1
p—e(fp=3If

seklinde tanimlandiginda e(f) ye f doniisiimiiniin enerji yogunlugu denir [2].

Boylece p noktasinda f doniigiimiiniin enerji yogunlugu

1 1
e(fyp =§izgf*h =§<g'f*h >

dir [2].
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Tanim 3.1.3. (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 olsun. f:M — N bir
diferensiyellenebilir doniisim ve M nin kompakt tanim kiimesi £ ile gosterilsin. Bu

durumda f doniistimiiniin enerji integrali
1 2
B = [ e(nay, =3 [ I£Pa,
0 0

seklinde tanimlanir. Burada E (f; £2) = 0 oldugu goriiliir [2].
Tamm 3.1.4. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlari ve f bir C* doniisimi
C®(M,N) ={fIf:M > N}
seklinde tanimlansin ve 2, f doniisiimiiniin kompakt bir bolge olsun.
E(.;2):C*°(M,N) > R

ile tanimlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktast ise f doniisiimii bir harmonik

dontigiimii olur [2].

Tanmm 3.1.5. f:M —» N doniisimic (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlar
tizerinde bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. e > 0,p € M ve t € (—¢, €) olmak lizere

f doniisiimiiniin C* varyasyonu,
fiMx (—¢e)—>N
(. t) - f:(p)
fo=f
seklinde tanimlanir ve f; ile gosterilir [2].

C* olan {f;} doniisimlerini bir t € (—¢, &) parametresine bagli C* doniisiimlerin bir ailesi
oldugu disiiniilebilir [30].
Tamim 3.1.6. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlari ve p € M olmak {izere
f:M—> N

bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Her p noktasi igin t = f;(p) doniisiimii fi,) € N
noktasindan gegen bir egri tanimlar Ki bu egri bir regiiler egridir ve bu egrinin hiz vektorii

v olmak lizere

afe(p)
Vo) = 5y €TrmN
t=0
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seklinde tanimlanir ve indirgenmis f~1TN geri-cekme demetin bir kesiti olan v vektoriine

f¢ nin varyasyon vektor alani denir [25].

Tamm 3.1.7. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlari olsun. M nin bir kompakt
bolgesi 2 olmak iizere f:M — N diferensiyellenebilir donlisiimiinin bir C*{f;}
varyasyonunda, 2° (kompakt bolgenin igi) ve Vt igin M \ £2° iizerinde

fe=f
ise {f;} varyasyonuna (2 i¢inde desteklenir denir [2].

Tanmm 3.1.8. (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 arasindaki f:M — N
diferensiyellenebilir doniisim ve £2, M nin kompakt bir bdlgesi olsun. f doniistimi M nin

0 bolgeleri hepsi ve 2 i¢inde desteklenen C{f;} varyasyonlarinin hepsi igin

d
L B Dlimo = 0
esitligi saglaniyorsa f harmonik doniisiimdiir denir [2].

Tanim 3.1.9. (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlari arasindaki f:M — N
diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. p € M olmak iizere f~1TN pull-back demeti

tizerinde pull-back metrik Vx,y € I'(f "1TN) igin
6, ¥)p = hy, (x(0), y(p))
seklinde tanimlanir [2].

Tammm 3.1.10. M ve N Riemann manifoldlarin arasindaki diferensiyellenebilir
doniisiim f: M — N olsun. f nin tensiyon alan1 7,(f) € f1TN ile gosterilir ve {e;}, M

uzerinde bir ortonormal baz olmak tizere

01(f) = divdf = iz(V/ df) = ) V/df ey ex)
k=1

seklinde tanimlanir [2].

Teorem 3.1.1. (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlart ve f:M —- N bu
manifoldlarin arasindaki diferensiyellenebilir doniisim ve 2 € M kompakt bir bolge

olsun. f doniistimiin {2 i¢inde desteklenen bir C*{f;} varyasyonu olsun.

oft(p)
ot le=0

Bu durumda v, = varyasyon vektor alant ve ( , ) pull-back demeti tizerindeki

metrik olmak tuzere;
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9]
5 Ei Do = = | <vm() > ay,
dir [2].

Teorem 3.1.2. M ve N Riemann manifoldlar1 arasindaki f:M — N bir
diferensiyellenebilir déniisim ve M nin bir kompakt altkiimesi 2 olsun. Bu durumda f

dontistimii harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
() =0
dir [2].

Tammm 3.1.11. M ve N Riemann manifoldlar1 arasindaki f:M — N bir

diferensiyellenebilir dontigiim olsun. f doniistimiiniin harmonik oldugu durumda
7,(f) =0
esitligine tensiyon alan1 denklemi veya harmonik denklemi denir [2].

Onerme 3.1.1. M bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve M manifoldu da M nin

altmanifoldu olsun. f: M — M izometrik immersiyonunda
7,(f) = izo = (boyMH) = nH
olur [2].

Onerme 3.1.2. M bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve M manifoldu da M nin
altmanifoldu olsun. f: M — M izometrik immersiyonu olsun o zaman f harmonik olmas1

icin gerek ve yeter kosul f nin minimal olmasidir [2].

3.2 Biharmonik Doniisiimleri

Tamm 3.2.1. (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 arasindaki C* doéniigiim
f:M — N ve 2 € M bir kompakt bolgesi olsun. f doniisiimiiniin tizerindeki bienerji (iki-

enerjisi) integrali

1
Eon =5 J I(PI? dv,
seklinde tanimlanir [2].

f doniistimiiniin bienerji fonksiyonelin kritik noktasi oldugunda f doniigiimiine

biharmoniktir (iki-harmonik) denir [2].

23



Onerme 3.2.1. (M, g) ve (N, h) Reimann manifoldlari arasindaki C*® doniisiim
f:M —> N ve Qc M bir kompakt bolgesi olsun. t € (—¢,¢) igin {f;}, 2 bolgede
desteklenen C varyasyonu ve V vektor alami {f;} dontisiimiiniin varyasyon vektor alani
olmak iizere

9]
Jt

EZ,.Q = f < Tz(f),V > dVg
t=0 n

dir [2].

Tammm 3.2.2. M ve N Riemann manifoldlar1 arasindaki diferensiyellenebilir

dontisim f: M — N seklinde olsun. N manifoldu tizerindeki egrilik tensorii
ﬁ(U; V)= [VU: Vv] - |7[U,V]
seklinde tanimli ve f doniistimiin iki-gerilim (bitensiyon) alani 7,(f)
0,(f) = =47 (1.(f)) — izR(df, 11 (f))df
dir [2].

Tammm 3.2.3. M ve N Riemann manifoldlar1 ve arasindaki diferensiyellenebilir

dontisim f: M — N seklinde olsun. f doniisiimiin bitensiyon alani 7, (f)

,(f) = —Af(T1(f)) - izﬁ(df, T1(f))df =0

denklemine f nin biharmonik denklemi denir ve eger f donisimi bu denklemi

sagliyorsa f doniistimiine biharmonik (iki-harmonik) doniisiim denir [2].

Onerme 3.2.2. M Riemann manifoldu iizerinde C:I1—> M yay uzunlugu
parametresine gore parametrelenmis bir egri olsun. C egrisi boyunca birim teget vektor
alam1 T = C' ve egrinin tensiyon alan1 T(c) = V;T ise C : I > M biharmonik olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
VT — R(T,V;T)T =0
olmasidir [4].

Teorem 3.2.1. M ve N Reimann manifoldlar1 ve arasindaki diferensiyellenebilir
dontigiim f: M — N olsun. Bu durumda f doniistimiiniin biharmonik olmasi i¢in gerek ve

yeter sart T, (f) = 0 olmasidir [2].
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Dolayisiyla harmonik olan doniisiimler biharmonik olmalart agiktir. Fakat tersi
dogru olmayabilir yani harmonik olmayan biharmonik doniistimleri vardir. Harmonik
olmayan biharmonik doéniisiimler 6zel bir 6neme sahipler, bu doniisiimlere has biharmonik

veya 0zgiin biharmonik doniistim denir.
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4. (k,n)-PARADEGME METRiK MANiFOLDLAR

Bu boliimde ilk olarak paradegme manifoldlar ile ilgili baz1 tanimlar ve bilgiler
hatirlatilacak ve sonra (x, u)-paradegme metrik manifoldlari ile ilgili bazi temel tanimlar ve

bilgiler incelenecektir.

4.1 Paradegme Manifoldlar:

Tamim 4.1.1. ¢, 7, Ugliisiinii sirastyla bir tensor alani, bir 1-form ve bir vektor
alan1 (2n + 1)-boyutlu €* manifoldu M {izerinde tanimlansin. M?"*1 manifoldu iizerinde
¢, n, § uglisii igin;

i.n& =1, (4.1.1)
i. p2=I1d—n®¢, (4.1.2)
sartlar1 saglaniyor ise (¢, &, ) tigliisiine hemen hemen paradegme yapisi ve (M, ¢, &, 1) ye

bir hemen hemen paradegme manifoldu denir [31].

Teorem 4.1.1. (M?™*1, ¢, 1, &) icin hemen hemen paradegme manifoldu

i (&) =0, (4.1.3)
ii. nop =0 , (4.1.4)
iii. rank¢ = 2n, (4.1.5)

esitliklerini saglar [31].

Teorem 4.1.2. (2n + 1)-boyutlu bir (M, ¢,n,é) hemen hemen paradegme

manifoldun {lizerinde bir g yari-Riemann metrik tensor alani vardir 6yleki V V € y(M)
gv,§) =n)
dir [31].
Tanim 4.1.2. Bir (2n+ 1)-boyutlu (M, ¢$,n,&) hemen hemen paradegme

manifoldunda
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g(@v,ow) = —g(V, W) +n(VIn(W) (4.1.6)

olacak sekilde g yari-Riemann metrigi mevcut ise g metrigine bagdasabilir metrik ve M

manifolduna da hemen hemen paradegme metrik manifoldu denir [31].

Sonug¢ 4.1.1. (2n + 1)-boyutlu bir (M, ¢, n, &, g) hemen hemen paradegme metrik

manifoldunda vV V,W € y(M) igin

gV, W) = —g(V,pW) (4.1.7)

dir [31].

Tamim 4.1.3. Bir (2n + 1)-boyutlu (M, ¢, n, ¢, g) hemen hemen paradegme metrik
manifoldunda vV V,W € y(M)

oV, W) = g(V,¢W) (4.1.8)

seklinde tanimlanan ters simetrik o donistimiine (¢, 1, €, g) yapinin temel 2-formu denir
[31].

Tanim 4.1.4. Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen paradegme M manifoldunda

VV,W € x(M) igin
1
dn(v,w) =5 (Vn(W) = Yn(W) = n([V, WD) (4.1.9)

olarak tanimlandig1 zaman
o(V,W) =gV ,¢W) =dnV,W) (4.1.10)
esitligi saglaniyorsa (M, ¢, &,1, g) beslisine paradegme metrik manifoldu denir [31].

Onerme 4.1.1. (2n + 1)-boyutlu M yari-Riemann manifoldunda o temel 2-form

ters simetriktir ven A ¢™ # 0 dir [31].

Tamim 4.1.5. Bir (2n + 1)-boyutlu (M, ¢, n, &, g) hemen hemen paradegme metrik
manifoldunda Lokal ortonormal bir baz insa edilebilir. M manifoldun {izerinde koordinat
komsulugu U oldugunu kabul edelim. Bu komsulukta ¢ ye ortogonal bicimde herhangi bir
birim vektor alan1 V; ve |¢(V;)|? = —1 olsun. Bu durumda ¢ (V;) vektdr alan V; ve & ye
dik olur. Benzer sekilde bir V, birim vektor alan1 U komsugu tizerinde ¢(V;) , V; ve & ye

ortogonal olacak bicimde aliirsa |¢p(V,)|? = —1 olur. Bu sekilde devam edilirse U
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komsulugu tizerinde {V}, ¢ (V},), &}, (k = 1, ...,2n + 1) lokal ortonormal bazi olusur ve bu
baza ¢-bazi denir [31].

Tamim 4.1.6. W bir reel vektor alan1 ve J: W — W lineer déniisiimii /2 = I ise ] ye
W reel vektor alani iizerinde bir para-kompleks yapidir denir. Bir J para-kompleks yapi ile

donatilmig manifolda para-kompleks manifoldu denir [31].

Tamm 4.1.7. M diferensiyellenebilir bir manifold ve J de M iizerinde bir para-

kompleks yapi olsun. J tensor alani i¢in V'V, W € I'(TM)
N, (v, W) =2V, W]+ [JV, jw] = JUV, W] = J[V,JW]
= [V, W]+ [v,JY]-Jv,w]—]J[V,JW]

seklinde tanimlanan N; tensor alanina J para-kompleks yapisinin Nijenhuis tensor alani

denir [31].

Tanim 4.1.8. (M, J) bir hemen hemen para-kompleks manifold tizerinde Nijenhuis

tensor alani sifir ise J ye bir integrallenebilir doniisiimdiir denir [31].

Tamim 4.1.9. Bir (M, ¢,&,1) hemen hemen paradegme manifoldunda / hemen

hemen para-kompleks integrallenebilir oluyorsa (¢, &,1) yapist normaldir denir [31].

Onerme 4.1.2. Bir (M, ¢, £, 17) hemen hemen paradegme manifoldu olsun. (¢, &, )

hemen hemen paradegme yapisi normal olmasinin gerek ve yeter kosul
N,—-2dn®<¢=0
dir [31].

Tanim 4.1.10. Bir (2n + 1)-boyutlu M paradegme metrik manifoldunda ¢ vektor
alan1 g ye gore bir Killing vektor alan1 ise M manifolduna K-paradegme manifold denir
[31].

Onerme 4.1.3. Bir (2n + 1)-boyutlu M paradegme metrik manifoldunun K-

paradegme manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Vyé =—o¢V (4.1.11)
olmasidir [31].
Onerme 4.1.4. Bir (2n + 1)-boyutlu M paradegme metrik manifoldunda

Ve = 0 (4.1.12)
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dir [31].

Onerme 4.1.5. M?"** manifoldu iizerinde & ydniindeki Lie tiirevi L olmak iizere;

(1,1)-tipinde h tensor alani

h: x(M) = x(M)

V> hv) =3 (£ 9) = 5 (£ 600 - p2c)
seklinde tanimlansin. O zaman
hé = 0
hep + dh = 0
dir [31].

Onerme 4.1.6. Bir paradegme metrik manifoldunda h simetrik operatorii olmak

uzere
Vyé = —¢V + phV (4.1.13)
olur [31].
Onerme 4.1.7. Bir (2n + 1)-boyutlu M bir paradegme metrik manifoldunda Q
Ricci egriligi
Q(§,§) = —2n + izh? (4.1.14)

dir [31].

4.2 (k, p)-Paradegme Metrik Manifoldlar:
Tanim 4.2.1. Bir (2n + 1)-boyutlu paradegme metrik manifoldu tizerinde V X, Y €
x(M), n 1-form ve reel sabitler x ve u i¢in egrilik tensor alani
RW,W)¢ = k()W —n(W)V) + u((W)hV — n(V)hW),

saglaniyor ise paradegme metrik manifoldu, (x,u)-paradegme metrik manifoldu olarak

adlandirilir [5].

Onerme 4.2.1. M bir (2n + 1)-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu olsun.
VvV, W € y(M) olmak iizere;

i) h? = (1 + k) p? (4.2.1)
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i) Q¢ = 2nké (4.2.2)

i) ()W = —g(V — hV,W)E + n(W)(V — hV), Kk % —1 (4.2.3)

iv) (AW -y h)V =—-1+1)2gWV,eY)E +n(V)eW —n(W)eV)

+(1 +wW@V)phW —n(W)ehV) (4.2.4)

V) Vih=phog , Viph=—ph (4.2.5)

ozelliklerini saglar. Burada Q, (k, u)-paradegme manifoldunun Ricci operatoridiir[6].

Onerme 4.2.2. M bir (2n + 1)-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu olsun.

VW € y(M) olmak iizere;

S(W, &) = 2nkn(W) (4.2.6)

olur [16].

Teorem 4.2.1. M bir (2n + 1)-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu olsun.

Kk, u reel sabitler ve k¥ # —1 olmak tlizere, V V,Y,Z,W € y(M) icin Riemann egrilik

tensori R;
JRWNZW) = (=1+5) (9. D9V, W) - g, 2)g(x, W)
4k

— 12 (g(hy, 2)g(hV, W) — g(hV, Z)g(hY, W))

— % (9(oY, 2)g(dpV, W) — g(¢V,Z)g(¢Y, W)

+

U
K+5
——2(g(9hY,2)g(@hV, W) — g(@hY, W)g(hV, 2))

+ug(@V,Y)g(PpzZ, W)

+1 (V)W) ((x +1-5)g(7,2) + (u - Dg(hY, z>)
—n(V)n(z) ((K +1-2) g, W) + (= Dg(h, W>>

+1(Y)n(2) ((K +1-2) gV, W) + (= Dg(hv, Z))
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~n(Vnw) <(K +1- g) gV, 2) + (u—Dg(hv, Z)) (4.2.7)

dir [6].
Tanmm 4.2.2. (M,¢,&,nm,g) bir 3-boyutlu hemen hemen paradegme metrik
manifoldu ve I € R olmak ilizere yay uzunlugu parametresine goére parametrelenmis

C:1 - (M, g) egrisinde eger n(C') = 0 ise 0 zaman C egrisine bu manifoldun Legendre

egrisi denir [26].
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5. (x, n)-PARADEGME METRiIK MANIFOLDLARIN BIHARMONIK
ALTMANIFOLDLARI

Bu boliim iki alt bolimden olugsmustur. Birinci boliimde 6nce (k, u)-paradegme
metrik manifoldlarin zaman benzeri (timelike), uzay benzeri (spacelike), 1sik benzeri
(lightlike) egrilerin biharmonik olmalari igin gerek ve yeter sartlar1 ve sonra spacelike veya
timelike Legendre egrilerinin biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sartlari incelenmistir.
Ikinci boliimde (k, p)-paradegme metrik manifoldlarin hiperyiizeyleri icin biharmonik

olmasi kosullar1 incelenmistir.

5.1 (k, i)-Paradegme Metrik Manifoldlarin Biharmonik Egrileri
(M, ¢,&,1m,g9) bir 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu olmak iizere
C:1 > M3 yay uzunlugu parametresine gére parametrelenmis egrisi olsun. Bu durumda

C ==

T
C:1 » M3 egrisinin tensiyon alani
7(C) =V,;T
ve bitensiyon alani
7,(C) = V3T — R(T,V;T)T

seklinde olur. Burada V bu manifoldun Levi civita koneksiyonudur.

Teorem 5.1.1. (M, ¢,&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k # —1 igin C : I > M3 yay uzunluu parametresine gore
parametrelenmis bir zaman benzeri (timelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet ¢atis1 {T, N, B} olmak iizere N ve B bir uzay benzeri (spacelike) vektor alani olsun.

Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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3aa’T + (a” + ad—at? — n(T)n(T) (K + g) +n(T)n(N) (rc - % + 1)) N

u

+ <21a’ +at’ +n(N)n(T)A — w) + n(T)n(B) (K’ + §)> B=0

dir.

Ispat. M3, (i, u)-paradegme metrik manifoldunda C : I - M bir zaman benzeri
(timelike) egrisi oldugundan T bir zaman benzeri (timelike) vektor alani dir. M tizerinde C

egrisinin Frenet catisinda N ve B uzay benzeri (spacelike) vektor alani ise Frenet formiilleri
( T'=aN
< N =al +1B

B' = —1N

~

olur. Bu durumda T, N, B ortogonal vektor alanlari i¢in

( g(T,T) = _1;
< g(B,B) = g(N,N) =1,
_ 9(T,N) =g(T,B) = g(N,B) =0 (5.1.1)

saglanir. C : [ - M3 egrisinin Laplace operatdriinii
AH = V3T = Vi Vp (V,T)
= V;Vr(aN)
=V (T(a)N + aT(N))
=T(T(a))N+T(N)T(a) + T(a)T(N) + aT(aT + B)
=a'N+aa'T+ta'B+aa'T+a't+a(a'T +aaN + 1'B + t(—1N))

=a''N+2aa'T +2a’tB + aa'T + a®N + at’'B — at®N
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=a""N +3aa’'T + a®N — at®N + at'B + 2a'tB
buradan
VAT = 3aa’'T + (@" + a®—at?)N + (2ta’ + at’)B (5.1.2)

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.1) esitliklerinden

gRT,NT,N) = (=1+5) (9N, Dg(T,N) = g(T, T)g(N, )

+ 4
wr
K+

== (g(hN, T) g (hT,N) — g(hT, T)g (AN, N))

~£(g@N. TIG(@T,N) — g($T, T)g (N, N)

U
K+35
_Ti(g(thN, T)g(@hT,N) — g(phN, N)g($hT,T))

+ug(¢T,N)g(¢T,N)

+n(Tn(N) ((K +1-2) gV, T) + (u = Dg(hN, T))
—n(T)n(T)< K+1-5) g, N) + (u— Dg(hN, N))
+n<N)n<T)< K+ 1-2) g(T,N) + (u— Dg(hT, T))

—U(T)U(N) o g(T T)+ (u—1Dg(hT, T))
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NI=

U
U —1+7 U K+

=(—1+E)+1+1+

k+1 2 k+1

~n(n() (k +5) + W) (x +1-5)

2 2
burada
K K
-1+5 K+35
14K 2_H_ "2 _
( 1+2)+1+1+ Kk+1 2 k+1 0
olur ve
I I
gR(T,NT,N) = =n(Mn(T) (ke +5) +n WD) (k +1-3)  (513)
elde edilir. Benzer sekilde
U
g(R(T,N)T, B) = n(W)n(1)(A ~ ) +n(T)n(B) (1c +5) (514)

elde edilir. C : I > M3 egrisinin biharmonik denklemi
V3T — R(T,V;T)T =0

oldugundan, (5.1.2) , (5.1.3) ve (5.1.4) denklemlerinden

3aa’'T + ((x" + ad—at? + n(T)n(T) (K + %) —n(T)n(N) (K +1- g)) N

+ <2m' +at' =N - w) = (D (B) (i + %)) B=0
elde edilir.

Sonu¢ 5.1.1. (M,¢,&,n,9) 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k # —1 igin C : I > M3 yay uzunluu parametresine gore

parametrelenmis bir zaman benzeri (timelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
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Frenet ¢atis1 {T, N, B} olmak tlizere N ve B bir uzay benzeri (spacelike) vektor alani olsun.

Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart
 aa' =0,

J @+ at—ar? + (M) (i + g) — (W) (1 +1- g) —0,

20’ + ar’ =N = 1) = (M) (e +5) = 0,

olmasidir.

Sonu¢ 5.1.2. (M,¢,&,n,9) 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, i reel sabitler ve k = —1 igin C : I > M3 yay uzunluu parametresine gore
parametrelenmis bir zaman benzeri (timelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak {izere N ve B bir uzay benzeri (spacelike) vektor alani olsun.

Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
[ a = sabit,
T = sabit,

< a" + ad—ar? =0,

olmasidir.

Teorem 5.1.2. (M, ¢,&,1n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k # —1 icin C : I » M3 yay uzunlugu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan

Frenet catis1 {T, N, B} olmak tlizere N bir zaman benzeri (timelike) vektor alani ve B bir
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uzay benzeri (spacelike) vektdr alani olsun. Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

3aa’'T + (a” + ad+at? — n(T)n(T) (K + %) —n(T)n(N) (% —K— 1)) N

+@1a’ +ar’ =T = D +1(TMn(B) (k+3))B = 0
dir.

Ispat. M3, (k, p)-paradegme metrik manifoldunda C : I - M bir uzay benzeri
(spacelike) egrisi oldugundan T bir uzay benzeri (spacelike) vektor alam dir. M3 iizerinde
C egrisinin Frenet ¢atisinda N zaman benzeri (timelike) vektor alan1 ve B uzay benzeri

(spacelike) vektor alani ise Frenet formiilleri

(T =aN

< N =aT + 1B

g B' = 1N

olur. Bu durumda T, N, B ortogonal vektor alanlari i¢in

( g(I,T)=g(B,B) =1,
< g(N'N) = _1;
_ 9(T\N) =g(T,B) = g(N,B) =0, (5.1.5)

saglanir. C : I - M3 egrisinin Laplace operatoriinii
= VrVr(aN)

= Vp(T(a)N + aT(N))
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=T(T(a))N +T(N)T(a) + T(a)T(N) + aT(aT + B)
=a'"N+aa'T+1a'B+aa'T+ a'tB+ a(a'T + aaN + 1'B + t(tN))
=3aa'T + (a" + a®+at?)N + (2ta’ + at')B (5.1.6)
elde edilir. Denklem(4.2.7) ve (5.1.5) esitliklerinden

U

gRT,NT,N) = -1+ +1+1+

k+1 2 k+1
(M) (e +3) + @) (5 -k - 1)

elde edilir. Burada

0 U
-1+5 K+5
14k 2_#_ T2
1+2+1+1+ . daEY 0
olur ve
I I
gR(T,NT,N) = (D) (x +5) + (M) (5~ x — 1) (517)

ede edilir. Benzer sekilde

g(R(T,N)T, B) = n(N)n(T) (= 1) = (T (B) (i + ) (5.1.8)

elde edilir. Bu durumda (k,u)-paradegme metrik manifoldun iizerinde C : 1 — M3

egrisinin biharmonik denklemi (5.1.6), (5.1.7) ve (5.1.8) denklemlerinden
3aa’T + (a” + a3+at? — n(T)n(T) (K + g) —n(T)n(N) (g —K— 1)) N

+@ra + ar’ = (NN = D +1(Mn(B) (k+5)B = 0

olur.
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Sonu¢ 5.1.3. (M,¢,&,n,9) 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k = —1 igin C : I » M3 yay uzunlufu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet ¢gatis1 {T, N, B} olmak tizere N zaman benzeri (timelike) vektor alan1 ve B bir uzay
benzeri (spacelike) vektor alani olsun. Bu durumda C : I -» M3 egrisinin biharmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

" aa' =0,

< a’ + a+ar? —n(T)n(T) (K + g) —n(T)n(N) (g —K— 1) =0,

20a’ + at’ — p(N)N(T)(A = ) +n(D(B) (k+5) =0,

~ 2

olmasidir.

Sonu¢ 5.1.4. (M,¢,¢&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, 1 reel sabitler ve k # —1 icin C : I » M3 yay uzunlugu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet ¢atis1 {T, N, B} olmak iizere N zaman benzeri (timelike) vektor alan1 ve B bir uzay

benzeri (spacelike) vektor alani olsun. Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
a = sabit,
T = sabit,

J a" + ad+ar? =0,
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olmasidir.

Teorem 5.1.3. (M, ¢,&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k = —1 igin C : I » M3 yay uzunlufu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak iizere N bir uzay benzeri (spacelike) vektor alan1 ve B bir
zaman benzeri (timelike) vektor alani olsun. Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
! 124 3 2 'u 'u
—3aa’'T +|a" —a’+at® +n(T)n(T) (K+§) —n(T)n(N) (E—K— 1) N

+Q@ra + ar’ = (MM = D +1(Mn(B) (k +5))B = 0
dir.

Ispat. 3-boyutlu (k, p)-paradegme metrik manifoldu iizerinde C : I — M bir uzay
benzeri (spacelike) egrisi oldugundan T bir uzay benzeri (spacelike) vektor alani dir. M3
tizerinde C egrisinin Frenet ¢atisinda N uzay benzeri (spacelike) vektor alan1 ve B zaman

benzeri (timelike) vektor alani ise

/
T' =aN

< N =-aT +1B

L B' =N
olur. Bu durumda T, N, B ortogonal vektor alanlari i¢in

g(T,T) =g(N,N) =1,

< g(B,B) = _1’

_ 9(T,N) =g(T,B) = g(N,B) =0, (5.1.9)
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saglanir. C : [ » M3 egrisinin Laplace Beltrami operatdriinii
AH = V3T = Vi Vp (V,T)

= V;Vr(aN)

= Vy(T(a@)N + aT(N))

=T(T(a@))N +T(N)T(a) + T(«)T(N) + aT(—aT + tB)

=a''N + (—aT + tB)a’ + (—aT + tB)a’' + aT (—aT + tB)

=a'N—-—aa'T+ta'B—aa'T+a'tB+ a(—a'T —aaN + t'B + t(tN))

=a''N —2aa’'T + 2a’tB — aa'T — a®N + at'B + at®N

= —3aa'T + (a" — a®+at?)N + (2ta’ + at’)B (5.1.10)
elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.9) esitliklerini kullanarak

u u
-1+5 K+5

U 2 M 2
RT,N)T,N)=1—-=-1-1— ad
g(R(T, N)T, N) 2 k+1 2z kTl

(T (1 +5) + 0O (5 -1~ x)

burada
olur ve buradan
g(R(T,N)T,N) = =n(T)n(T) (i + %) + (TN (g —k—1) (5.1.11)
elde edilir. Benzer sekilde
g(R(T,N)T, B) = n(NIn(T) (= 1) = (T (B) (x +5) (51.12)

elde edilir.
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Bu durumda (k,u)-paradegme metrik manifoldun iizerinde C :1— M3 egrisinin

biharmonik denklemi (5.1.10) , (5.1.11) ve (5.1.12) denklemlerinden
—3aa'T + (a” —a3+at? + n(T)n(T) (K + g) —n(T)n(N) (g —K— 1)) N

+@ed’ + ot = (NN = 1) + 1) (x +5))B = 0
elde edilir.

Sonu¢ 5.1.5. (M,¢,¢&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k # —1 igin C : I > M3 yay uzunlufu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak tizere N uzay benzeri (spacelike) vektor alan1 ve B bir zaman
benzeri (timelike) vektdr alani olsun. Bu durumda C : I — M3 egrisinin biharmonik olmasi
icin gerek ve yeter sart

4 '

< a" —ad+ar? + n(T)n(T) (K + g) —n(T)n(N) (g —K— 1) =0,

2ea’ + ar’ = n(N)n(M) G — 1) + (M) (x +5) =0,

\_ 2

olmasidir.

Sonu¢ 5.1.6. (M,¢,&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k # —1 igin C : I > M3 yay uzunluu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet ¢atis1 {T, N, B} olmak tizere N uzay benzeri (spacelike) vektor alani ve B bir timelike
vektdr alani olsun. Bu durumda C : [ -» M3 egrisinin biharmonik olmasi icin gerek ve

yeter sart
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4 a = sabit,
T = sabit,

< a —ad+ar? =0,

olmasidir.

Teorem 5.1.4.(M,¢,&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, i reel sabitler ve k = —1 igin C : I > M3 yay uzunluu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak {izere N ve B uzay benzeri (spacelike) vektor alani olsun. Bu

durumda C : I » M3 egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

—3aa'T + <a" —a3—at? + n(T)n(T) (g + K) —n(N)n(T) (g — K- 1)) N

+ <2a’r +at' —n(TM)n(T)(u—1) + n(N)n(T) (g + K)) B=0

dir.

Ispat. 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu iizerinde C : 1 — M bir
spacelike egrisi oldugundan T bir uzay benzeri (spacelike) vektor alan1 dir. M3 {izerinde C

egrisinin Frenet ¢atisinda N ve B uzay benzeri (spacelike) vektor alani ise
( T'=aN

< N' = —aT + 1B

B' = —tN

43



olur. Bu durumda T, N, B ortogonal vektor alanlari i¢in
9(T,T)=gWN,N) =g(B,B) =1,
g(T,N) = g(T,B) = g(N,B) = 0, (5.1.13)
saglanir. C : [ - M3 egrisinin Laplace Beltrami operatoriinii
AH = V3T = ViV (VpT)
= VrVr(aN)
=V (T(a)N + aT(N))
=T(T(a))N +T(N)T(a) + T(«)T(N) + aT (—aT + tB)
=a'N—-aa'T+ta'B—aa'T+ a'tB+ a(—a'T —aaN + 1'B + t(—1N))
=a’’N —2aa’'T + 2a'tB — aa'T — a3N + at'B — at®N
= —3aa'T + (a" — a®—at®*)N + (2a't + at’)B (5.1.14)

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.13) esitliklerini kullanarak

U
—1+4 K+ B

u u
g(R(T’N)T’N):(1_§>_1_1_ ;c+12 2 T k+1

—n(Mn(T) (K + %) +n(N)n(T) <(g -1- ;c)>

olur. Burada
J U
-1+5 K+5
I PR S
(1 2) -1 K+1+2+K+1
olur ve
0 0
gR(T,NT,N) = (D)D) (5 + 1) +n WD) (5=, ~-1)  (5.115)

elde edilir. Benzer sekilde
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u
g(R(T, )T, B) = n(N)n(T)(u = 1) = n(T)n(B) (5 + x) (5.1.16)
elde edilir. Bu durumda (k,u)-paradegme metrik manifoldun iizerinde C : 1 — M3

egrisinin biharmonik denklemi (5.1.14) , (5.1.15) ve (5.1.16) denklemlerinden

—3aa'T + <a” —a3—at? + n(T)n(T) (g + rc) —n(N)n(T) (g —K— 1)) N

+ <2a"r +at' —n(T)n(T)(u— 1) + n(N)n(T) (% + K)) B=0

elde edilir.

Sonu¢ 5.1.7. (M,¢,&,n,9) 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, i reel sabitler ve k = —1 igin C : I > M3 yay uzunluu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak tizere N ve B uzay benzeri (spacelike) vektor alani olsun. Bu
durumda C : I -» M3 egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

/ ! O,

< a" —ad—ar? +n(T)n(T) (% + K) —n(N)n(T) (g —K— 1) =0,

| 2@+ e =W =D +nMn®) (5+x) =0,
olmasidir.

Sonu¢ 5.1.8. (M,¢,¢&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k # —1 icin C : I » M3 yay uzunlugu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak {izere N ve B uzay benzeri (spacelike) vektor alani olsun. Bu

durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
g g y
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(" a = sabit,
T = sabit,

a" —al—ar? =0,

olmasidir.

Teorem 5.1.5. (M, ¢,&,n,g9) 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, i reel sabitler ve k = —1 igin C : I > M3 yay uzunluu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak tizere N ve B bir 151k benzeri (lightlike) vektor alani olsun.

Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik olmasr igin gerek ve yeter sart
<a" +3a’t + 12 —n(N)n(T) (g —K— 1)) N=0

dir.

Ispat. M3, (k, u)-paradegme metrik manifoldunda C : I - M bir uzay benzeri
(spacelike) egrisi oldugundan T bir uzay benzeri (spacelike) vektdr alani1 dir. M3 iizerinde

C egrisinin Frenet ¢atisinda N ve B 1s1k benzeri (lightlike) vektor alanilart ise
- TI — N

< N' =N

B'=T—1B
N~

olur. Bu durumda T, N, B ortogonal vektor alanlari i¢in

g(T,T) =1,
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g(T,N) =g(T,B) =g(N,B) =g(N,N) = g(B,B) =0, (5.1.17)
saglanir. C : [ » M3 egrisinin Laplace Beltrami operatdriinii
AH = V3T = ViV (Ve T)
=V (T(a)N + aT(N))
=T(T(@))N + T(N)T(a) + T(a)T(N) + aT(zN)
=a'"N+a'tN + a'tN + at'N + 2N
= (a" +3a't + t*)N (5.1.18)

elde edilir. Denklem (4.2.7)ve (5.1.17) esitliklerinden
i
g(R(T,N)T,N) = n@m(7) (5~ — 1) (5.1.19)

U
9QRAT,NIT, B) = n(Wn(D)(u = 1) = 1T (B) (x +5) (5.1.20)
elde edilir. C : I - M3 egrisinin biharmonik denklemi
V3T — R(T,V4T)T = 0

oldugundan, (5.1.18) , (5.1.19) ve (5.1.20) denklemlerinden
(a" +3a't + 12 —n(N)n(T) (g — K- 1)) N =0

elde edilir.

Sonu¢ 5.1.9. (M,¢,&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k # —1 icin C : I » M3 yay uzunlugu parametresine gore
parametrelenmis bir uzay benzeri (spacelike) egrisi ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak tizere N ve B bir 1sik benzeri (lightlike) vektor alani olsun.

Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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a’ +3a’'t+ 1% =0,
pn=20+1),
olmasidir.

Teorem 5.1.6. (M, ¢,&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, i reel sabitler ve k = —1 igin C : I » M3 yay uzunluu parametresine gore
parametrelenmis bir 151k benzeri egrisi ve C egrisi boyunca M3 ¢ teget olan Frenet catisi
{T, N, B} olmak {izere N uzay benzeri ve B bir 1sik benzeri vektor alani olsun. Bu durumda

C : I > M3 egrisinin biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

T + <2r + n(T)n(T) (K + %)) N =0

dir.

Ispat. M3, (k,p)-paradegme metrik manifoldunda C : I - M bir 151k benzeri
(lightlike) egrisi oldugundan T bir 151k benzeri (lightlike) vektor alani dir. M3 {izerinde C
egrisinin Frenet ¢atisinda N bir uzay benzeri (spacelike) ve B 1s1k benzeri (lightlike) vektor
alani ise
T' =N

< N =1T+B

B' =N
.
olur. Bu durumda T, N, B ortogonal vektor alanlari i¢in
gWN,N) =1,

g(T,N) =g(T,B) =g(N,B) =g(T,T) = g(B,B) =0, (5.1.21)

saglanir. C : [ - M3 egrisinin Laplace Beltrami operatdriinii
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AH = V3T = V.V (V;T)
= Vy(zT + B)
=1'T+ 1N +tN
=1'T+ 21N (5.1.22)

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.21) esitliklerinden

g(R(T, N)T,N) = —n(T)n(T) (x + %) (5.1.23)

g(R(T,N)T,B) =0 (5.1.24)
elde edilir. C : I > M3 egrisinin biharmonik denklemi
V3T — R(T,V;T)T =0

oldugundan, (5.1.22), (5.1.23) ve (5.1.24) denklemlerinden

T + <2¢ + n(T)n(T) (x + %)) N=0

elde edilir.

Sonu¢ 5.1.10. (M,¢,¢&,n,g) 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, 1 reel sabitler ve k # —1 icin C : I » M3 yay uzunlugu parametresine gore
parametrelenmis bir 151k benzeri egrisi (lightlike) ve C egrisi boyunca M3 e teget olan
Frenet catis1 {T, N, B} olmak iizere N uzay benzeri (spacelike) ve B bir 1s1k benzeri
(lightlike) vektor alani olsun. Bu durumda C : I — M3 egrisinin biharmonik olmasi igin

gerek ve yeter sart

olmasidir.
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3-boyutlu (k, p)-paradegme metrik manifoldu tizerinde zaman benzeri, uzay benzeri ve 151k benzeri egrilerin biharmonik durumunu bir

tabloda 6zet halinde gostermis olursak;

C:1- M3

Biharmonik denklemi

Biharmonik olmasinin

gerek ve yeter sartlar

Zaman benzeri

(timelike)

Zaman benzeri

(timelike)

Uzay benzeri

(spacelike)

Uzay benzeri

(spacelike)

0=3aa'T

a" + ad—ar? +n(T)n(T) (K + E)
+ 2\ N

(M) (i +1-%)
<2m' +ar’ = n(N)n(T)(1 - u))
+ B

(N B) (1c+3)

a,T = sabit,

a" +ad—ar? =0,

K= > , U=

Uzay benzeri

(spacelike)

Uzay benzeri

(spacelike)

Zaman benzeri

(timelike)

Uzay benzeri

(spacelike)

0=3aa'T
a" + a+ar? —n(T)n(T) (K + g)
N
(M) (5 -1 —1)
2ta’ + ar’ —n(N)(T)(1 - 1)
¥ ( (M) (x +) )B

+

a,T = sabit,

a” + ac+ar? =0,
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Uzay benzeri

(spacelike)

Uzay benzeri

(spacelike)

Uzay benzeri

(spacelike)

Zaman benzeri

(timelike)

0=-3aa'T
11 H
N a —ad+ar? +n(T)n(T) (K’ + E) .
(M) (5 -1 —1)
<2w’ +at’ —n(N)n(T)(u — 1))
+ B

1M ®) (e +5)

a,T = sabit,

a" —al+ar? =0,

Uzay benzeri

Uzay benzeri

Uzay benzeri

Uzay benzeri

0=—-3aa'T

a" —ad—at? +n(T)n(T) (g + K)

a,T = sabit,

no__ 3_ 2 — 0'
+ U N| a —a’—at
() (5 - —1)
(spacelike) (spacelike) (spacelike) (spacelike) 2t + at’ —n(N)(T) (i — 1) K=—= =1
+ U B
(D (B) (1 +)
Uzay benzeri Uzay benzeri Isik benzeri Isik benzeri o"+3a't+1*=0
a" +3a't + 12
: . N N 0= K N
(spacelike) (spacelike) (lightlike) (lightlike) —n(N)n(T) (5 —K— 1) p=2(1+x)
Isik benzeri Isik benzeri Uzay benzeri Isik benzeri =0
0=1T+ <2T + (00T (i + 5)) N
(lightlike) (lightlike) (spacelike) (lightlike) 2 pn = —2K
Tablo (5.1.1)
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Teorem 5.1.7. (M, ¢,&,n,9) 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k = —1 igin C : I » M3 yay uzunlufu parametresine gore
parametrelenmis bir spacelike veya timelike Legendre egrisi ve C egrisi boyunca M3 e
teget olan Frenet catis1 {T, N, B} olmak lizere N ve B vektor alani spacelike veya timelike
vektor alam olsun. Bu durumda C : I - M3 egrisinin biharmonik olmas i¢in gerek ve

yeter sart
—3aa'T + (a" —a*—at®)N+ a't+at’)B=0
dir.

Ispat. 3-boyutlu (k, u)-paradegme metrik manifoldu iizerinde C : I — M3 egrisi bir
spacelike veya timelike egrisi oldugundan g(T,T) =+1=¢; ve g(N,N) =+t1 =¢,
olur. Bu durumda C egrisinin Frenet formiilleri

/
T'=aN
< N =-—¢gaT +1B

BI = —€2TN

N~

seklinde dir. T, N, B ortogonal vektor alanlari igin
g, T)=¢& = %1, gN,N) =¢ =1,
g(T,N) =g(T,B) = g(N,B) =0, (5.1.25)
saglanir. C : I - M3 egrisinin Laplace Beltrami operatoriinii

Ve(T(a)N + aT(N))

=a''N+ (—gaT +B)a’ + (—&;aT + tB)a’ + aT(—&,aT + 1B)
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=a'N—gaa'T+a'tB — g aa'T + a'tB

+ a(—&a'T — g, aaN + t'B + 1(—&,TN))
=a''N —2gaa'T + 2a'tB — g;aa'T — g;a®N + at'B — g,at*N
= -3gaa'T + (a" — ga®—g,ar?)N + (2a’'t + at’)B (5.1.26)

elde edilir. Denklem (4.2.7) ve (5.1.25) esitliklerini kullanarak

g(R(T, )T, N) = —n(T)n(T) (g + &) + n(N)n(T) (g —k—1) (5.1.27)

gR(T,NIT, B) = n(WNn(T) = 1) = (B (5 + x) (5.1.28)
elde edilir. C : I - M bir Legendre egrisi oldugundan
n(M) =nN)=n(B) =0
dir. O zaman denklem (5.1.27) ve (5.1.28) den
g(R(T,N)T,N) =0 (5.1.29)
g(R(T,N)T,B) =0 (5.1.30)

elde edilir. Bu durumda (k,u)-paradegme metrik manifoldun {iizerinde C : I - M3

egrisinin biharmonik denklemi (5.1.26) , (5.1.29) ve (5.1.30) denklemlerinden
—3gaa'T + (a" — ga®—g,at®>)N + 2a’'t + at’)B =0
elde edilir.

Sonu¢ 5.1.11. (M,¢,&,n,g) 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, u reel sabitler ve k # —1 igin C : I > M3 yay uzunluu parametresine gore
parametrelenmis bir spacelike veya timelike Legendre egrisinin biharmonik olmasi igin

gerek ve yeter sart
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» a — g ad—ear? =0,

2a't+ at’ =0,

G
olmasidir.

Sonu¢ 5.1.12. (M,¢,&,n,g) 3-boyutlu (x, u)-paradegme metrik manifoldu
olsun. k, 1 reel sabitler ve k # —1 i¢in C : I » M3 yay uzunlugu parametresine gore
parametrelenmis bir spacelike veya timelike Legendre egrisinin biharmonik olmasi igin
gerek ve yeter sart

e .
a = sabit,

< T = sabit,

gad+eat? =0,

olmasidir.

5.2 (k, u)-Paradegme Metrik Manifoldlarin Biharmonik Hiperyiizeyleri

Bu alt bolimde (k,u)-paradegme metrik manifoldun bir non-denejere

hiperyiizeyini ele alip biharmonik olma sartlar1 incelenmistir.

M manifoldu (¢, &, 1, §) yapist ile beraber (2n + 1)-boyutlu bir (x, u)-paradegme
metrik manifoldu ve M manifoldu da M nin hiperyiizeyi olsun. M hiperyiizeyinin birim

normal vektor alan1 U olmak tizere Gauss-Weingarten denklemlerinden
BW,Y) = (v, Y,u)u =—-g(Y,V,U)U = g(A,U,Y)U
Ve

g4, U, U = gBV,Y),U) =g(a(V,Y),U)U =0a(V,Y)
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yazilir [1]. Burada A sekil operatorii ve B ikinci temel formu belirtir.

Teorem 5.2.1. (M,¢,&1n,§), (2n+ 1)-boyutlu bir (x,u)-paradegme metrik
manifoldunun bir hiperytlizeyi M ve H bu hiperyiizeyin ortalama egriligi olmak iizere

f:M — M bir izometrik immersiyon olsun. M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu
A=H¢ (5.2.1)

tanimlansin. M altmanifoldunun {izerinde ¢ bir karakteristik birim normal vektor alani
olsun yani, & € I'(T+M). Bu durumda M altmanifoldunun biharmonik olmas: i¢in gerek

ve yeter sartlart;
2nAHE — 2nH||A||?¢ + AHE — H||A||?¢€ + H2nké =0 (5.2.2)
2ngradH? + gradH? — 4nAgradH + 2AgradH + H2nk(e;) = 0 (5.2.3)
olmasidir.

Ispat. (x,u)-paradegme metrik manifoldu M ve M hiperyiizeyide M nin

altmanifoldu olsun. M ve M nin bir lokal ortonormal gatisini sirastyla

{df(el)' df(ez)' ey df(62n+1)'5}

ve

{61, €2, ey eZn+1}

olarak tamimlansmn. V ve V sirasiyla TM ve TM nin koneksiyonlar: ve V/ de f~TM

lizerindeki indirgenmis koneksiyon olsun. VV € I'(TM) ve Y € I'(f "1TM) olmak iizere
df (V) = Varandf (¥) =y (5.2.4)

dir, burada df (V) ile V ve VJ Y ile VY 6zdesletilmistir. f 1T M tanjant demeti teget ve

normal vektorlerin birlesiminden ibarettir, yani
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fITM = tan (TM) @ nor(TM).

dir. Dolayisiyla f: M — M izometrik immersiyona karsilik gelen tensiyon alani

©(f) = izVdf

2n+1

= ) Vaf (ew )
k=1

= (BoyM)A
= (2n+ 1HS (5.2.5)

dir. Boylece f: M — M nin bitensiyon alani

2n+1
o) = Y ATLILD) =¥, 7)) = R(ewt ()0}
k=1
= Z {v{jkvg’k((Zn +DHE) = V], ((2n + DHE)
k=1
— R(e, 2n + 1)H§)ek}
2n+1
= @n+1) ) {VLVLHE -V, (HE) - Riew Her)
k=1
=@+ 1) ) (7,0, (HO) = Ty, o (HE) — Rer, HO e}
k=1
2n+1
= @n+ 1) ) {0, (g + HT,,8) = Py, 0, (DE = Rler HEer )
k=1

2n+1

= @n+1) ) {e(et)®) + e (Vo + er(H)ToE + HT,, 00,8
k=1

— (Ve ) (H)E — vaekekf — HR(eka)ek}
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2n+1

::(an+ 1) g {ek(ek(}{)f)-+ Zek(}{)ﬁm€.+-f1ﬁmtlkf'_'(Vekek)(}i)g
k=1
2n+1

— Hﬁvekekf} -(2n+1)H 2 R(ey, &)ey
k=1

= 2n+ 1D(AH)E — (2n+ 1)HATE

2n+1

+ (Zn + 1) Z {zek(H)ﬁekE + H\Zkﬁekf - Hﬁvekekf}
k=1
2n+1

- (2n+ 1)H exR(ey, &)e
; kR (ex, $)ey

= (2n+ 1)(AH)E — 2n + 1)HATE

2n+1

+2@2n+1) z (3(df (gradH), df (e))(—Aq,))
k=1

2n+1

—(2n+1H z R(ey, &)ey
k=1

= (2n+ 1D(AH)E — (2n + 1)HATE

2n+1

—2@n+1) ) {(AG(f (e, df (gradi))e;}
k=1

2n+1

—(2n+1DH z R(ex, ey
k=1

Buradan
7,(f) = @2n+ D(AH)é — 2n + 1)HATE — 2(2n + 1)A(gradH)

2n+1

—(Qn+1H z Bley, ey (5.2.6)
k=1

seklinde bulunur. Simdi bitensiyon alanin normal ve tegetlerine ayirmak icin A& ve
bitensiyon denklemindeki egrilik tensor alaninin normal ve teget bilesenlerini bulup

ayirrmamiz gerekir.

R egrilik tensériiniin normal ve teget bilesenlerini
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2n+1

> G(R(df e, t(N)df(e).§) = @n+ DHRic(E)  (527)

k=1
ve

2n+1

> 5 (RWf (e, Odf (e, df e))e; = (Ric®)” (5.28)

kj=1

seklinde olur. M manifoldunun bir (k, u)-paradegme metrik manifold olarak g6z éniine

alirsak

2n+1

GO == G700 = Toy e 6:)

k=1

2n+1

= Z g(—ei + phe, ,—pe, + phey) (5.2.9)
k=1

bulunur.

M , (k, u)-paradegme metrik manifoldunun & birim normal vektor alan1 oldugundan

A sekil operatorii ve B ikinci temel formu olmak iizere

B(V, Y) = g(ﬁVY' f)f = —g(Y, ﬁXf)f = g(AVf' Y)f )
g4y, Y) =gBW,Y),§) = glaV,Y)§,§) =a(V,Y) ,
dir. Buradan

2n+1

4l = > glAee)’

kj=1
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Kj=1
2n+1 2n+1
= gl V%l ) dW8.e)) e
k=1 j=1
2n+1
= > §(%& V%,8)
k=1
2n+1
= Z g(—pex + phey , —pey + phey)
k=1

esitlikleri vardir. Buradan A/ & nin normali (A7 €)* igin

(@9 = GoTE, )
2n+1
= > 37,8 7%,8)¢
k=1
= llali%¢

ve AT E tegeti (AFE)T igin

2n+1
(AT = Z J (\Zklzkf - ﬁVekekf' ej) ej

kj=1

= > G0, Ae, — Ao e, €)e
k,j=1

2n+1

kj=1

= Y G el - AWee) e)e;
K,j=1

2n+1

K,j=1
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> {ewo(ene) = (e Ve,e) = 0(Ve,ene)le;

(5.2.10)

(5.2.11)

D {erg(Aer, ) = d(AenVe,)) = G(A(Toer). e))e;



2n+1

- Z (V.. 0(e; e)}e; (5.2.12)

K,j=1

elde edilir. Codazzi ve (5.2.12) denklemleri kullanarak

2n+1
o= z {Ve,o(er ej)les
Kj=1
2n+1 2n+1
= Z (Z (Veja)(ek» er) — S, ej)> &
j=1 \k=1
2n+1 2n+1
=(@2n+1) z ej(H)ej — Z (sEe))e
j=1 j=1
2n+1
= (2n+ 1) grad(H) — Z (5(5' ej)) & (5.2.13)
j=1

elde edilir.

M bir (i, u)-paradegme metrik manifoldu oldugundan

S(§ &) = —2nien(e;)

dir, buradan
(ATE)T = (2n + 1)grad(H) + 2nkn(e;) (5.2.14)
elde edilir ve 7,(f) nin normal ve teget bilesenlerini

(t,(f))" = 2nAHE — 2nH||A||2E + AHE — H||A|1% + 2nKkHE ,

(rz(f))T = 2ngradH? + gradH? — 4nAgradH + 2AgradH + 2nkHn(e;),

olarak bulunur.

Sonu¢ 5.2.1. Bir nondejenere (2n + 1)-boyutlu (k, u)-paradegme metrik

manifoldunun biharmonik olmasinin gerek ve yeter sarti o manifoldun minimal olmasidir
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yani bir nondejenere (2n+ 1)-boyutlu (x, p)-paradegme metrik manifoldunun

biharmoniktir ancak ve ancak H = 0 dur.
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SONUC

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasi (x,u)-paradegme metrik manifoldlarin biharmonik
altmanifoldlar1 tizerinde yapildi ve bu manifoldlarin biharmonik olma durumlari incelendi.
3-boyutlu (x,u)-paradegme metrik manifoldlarin uzay benzeri (spacelike), zaman benzeri
(timelike), 151k benzeri (lightlike) egrilerin biharmonik denklemleri bulunup ve bu
manifoldlarin biharmonik olmalari i¢in gerek ve yeter sartlar incelenmis ve bir takim
sonuglar elde edilmistir. Sonra 3-boyutlu (x,u)-paradegme metrik manifoldlar tizerinde
spacelike ve timelike Legendre egrileri tizerinde biharmonik olmalar1 i¢in gerek ve yeter
sartlar incelenmistir. Ayrica (x,u)-paradegme metrik manifoldlarin biharmonik non-
dejenere hiperyiizeyleri incelenip ve biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari tizerinde
calisitlmistir. (x,u)-paradegme metrik manifoldlart daha genis uygulamaya sahiptir. (x,u)-
paradegme metrik manifoldlarin fiziksel ve miithendislik problemlerinin ¢6ziimiinde nasil

kullanilabilecegini incelemek de yararli olabilir.
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