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ABSTRACT
Master of Science Thesis
P-CONTRACTIVE MAPPINGS ON METRIC SPACES AND SOME FIXED POINT
Abdullah YETGIN
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Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Gonca DURMAZ GUNGOR

In this thesis, firstly, a brief overview of the historical development of fixed-point
theory is provided. To facilitate the understanding of the thesis, some important
definitions, theorems, and examples that will be used to express and prove our results,
along with studies in the literature, are given. Then, the concept of the new P -
contraction transformation in metric spaces is introduced. Some examples are used to
demonstrate the independence of P-contraction transformations in metric spaces. The
concept of Suzuki-type P-contraction transformation is introduced, and a more general
result of the famous Edelstein fixed-point theorem for such mappings on compact
metric spaces is obtained.
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1. GIRIS

Suzuki 2009 yilinda yapmis oldugu bir ¢alismada metrik sabit nokta teoremlerini,
operatorlerin sabit noktasinin tek olup olmadigi ve Picard dizisinin sabit bir noktaya
yakinsayip yakinsamadigi kosullarina gore dort tip smifta siiflandirmistir. (A, p) bir
metrik uzay ve T, A iizerinde kendinden kendine bir doniisiim olmak {izere Suzuki

asagidaki siniflandirmay1 yapmustir(Suzuki 2009).

(T1) T 'nin tek bir sabit noktasi ve her w € A i¢in sabit noktaya yakinsayan {T"w}
Picard dizisi vardir. Boyle bir doniisiime literatiirde Picard operatorii denir. Metrik sabit
nokta teoremi bu kosulu saglar ve bu tip doniisiimler Lider tip sinifi olarak adlandirilir
(Leader 1983). Sabit nokta teoremlerini birgogu yani Banach, Ciric, Edelstein, Kannan,
Kirk, Matkoswski ve Suzuki tip teoremler bu smiftadir (Banach 1922, Ciric 1974,
Edelstein 1962, Kannan 1969, Kirk 2003, Matkowski 1975, Suzuki 2001-2004).

(T2) T bir tek sabit noktaya sahiptir. (Yani {T"w} Picard dizisinin bu sabit noktaya
yakinsamasi gerekmez). Eger metrik sabit nokta teoremi bu sarti sagliyorsa bu tip
dontistimler Unnamed tip smif olarak adlandirilir. Suzuki’nin belirttigi gibi, Lider tip
siifta olan bir teoremden Unnamed tip smifta olan bir sabit nokta teoremi
olusturabiliriz. Ancak bu anlamsiz bir sonug haline gelir. Elbette ki Suzuki 2009 da

yapmis oldugu ¢alimadaki Teorem 3 bdyle bir teorem degildir.

(T3) T ’nin sabit bir noktas: vardir (birden fazla olabilir) ve her w € A igin {T"w}
Picard dizisi bu sabit noktaya yakinsar. Bu tarz doniigiimlere literatiirde zayif Picard
operatdrii denir. Eger metrik sabit nokta teoremi bu sart1 sagliyorsa bu tip doniistimler
Subrahmanyam tip smif olarak adlandirilir. Ornegin Subrahmanyam’m sabit nokta
teoremi bu siniftadir (Subrahmanyam 1974). Ayrica bu sinif igin birgok sonu¢ Rus et
al.2005 ve Rus et al.2006 ¢alismalarina bakilabilir.



(T4) T nin bir sabit noktas1 vardir (sabit nokta birden fazla olabilir ve {T"w} Picard
dizisinin bu sabit noktaya yakinmasi gerekmez). Eger metrik sabit nokta teoremi bu
sart1 sagliyorsa bu tip doniistimler Caristi tip sinif olarak adlandirilir (Caristi 1976). Bae
(Bae 2003), Bae, Cho ve Yeom (Bae et al. 1994), Caristi ve Kirik (Caristi and Kirk
1975) ve Suzuki (Suzuki 2005) nin teoremleri bu sinifa aittir.

Bu calismada metrik uzaylarda yeni bir tiir biiziilme operatorleri olan P -biiziilme
operatorii tanitilacaktir. Her alisilmis biiziilme doniisiimiiniin zamanda P -biiziilme

oldugunu ancak tersi genel olarak dogru olmayabilecegi gosterilecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde genel metrik ve topolojik kavramlar verilirken lisans matematiginde sikca
kullanilan kitaplardan yararlanilacaktir (Gamelin and Greene 1999, Kogak 2009,
Kreyszig 1991, Nesin 2020 ve Soykan 2012). Bu kavramlar yardimiyla s.n. tanimi
yapilarak hem tek degerli hem de kiime degerli doniisiimler icin s.n. sonuglari

incelenecektir.

2.1 Genel Tanimlar ve Teoremler

Tamim 2.1.1 A bos olmayan bir kiime ve u: A X A = R bir fonksiyonu

ul) Her w,y € Aigin p(w,y) = Oveu(w,y) = 02w = v,

p2) Herw,y € A igin p(w,y) = u(y, w),

p3) Her w,y, ¢ € Aligin p(w,z) < p(w,y) +u(y, 2)

sartlarin1 sagliyorsa p fonksiyonuna A kiimesinde metrik ve (A, p) siral ikilisine metrik
uzay (kisaca m.u. )denir. Bu durumda A in elemanlarina noktalar ve u(w,) degerine de

A noktasi ile y noktas1 arasindaki uzaklik denir.

Tamm 2.1.2 (A, u) birm.u., 2 € Ave f > 0 bir reel say1 olsun.

B (@ B) ={w € A: p(w,2) <}

kiimesine [S-yarigapli 2 merkezli agik yuvar,

Stww@B) ={w € A: p(w,2) = B}



kiimesine [-yarigapli 2 merkezli yuvar ylizeyi ve

D(w,u)(arﬁ) = {w €A .u(wra) < :8}

kiimesine [-yaricapl 2 merkezli kapali yuvar denir.

Tamm 2.1.3 N S A olmak tizere (A,u) bir mu. olsun. Her w € N igin
B(w, €) S N olacak bigimde bir ¢ > 0 sayis1 mevcutsa N kiimesine p -acik kiime veya

acik kiime denir.

Tamim 2.1.4 (A, p) bir m.u. olmak {izere bu uzayda A\ N kiimesi agiksa N kiimesine

kapali kiime denir.

Onerme 2.1.1 (4, ) m.u. olsun. Bu durumda “(4, u) icindeki her acik yuvar agiktir.”

ve “(4, u) igindeki her kapali yuvar kapalidir.” 6nermeleri dogrudur.

Tammm 2.1.5w € A, (A, ) birm.u. ve M,N € A olsun. Bu durumda

D(M,N) = inf {u(m,n):m € M,n € N}

degerine M ve N kiimeleri arasindaki uzaklik,

D(w,M) = inf {u(w,m):m € M}

degerine A noktasinin M kiimesine uzakligi,

u(M) = sup {u(m,n) : m,n € M}

degerine M kiimesinin ¢ap1, eger u(M) = oo ise M kiimesine sinirsiz kiime, eger

u(M) < oo ise M kiimesine sinirlt kiime denir.



Tanmmm 2.1.6 A bir kiime olsun. Her f: N — A fonksiyonuna A de bir dizi veya
terimleri A in elemanlarindan olusan bir dizi denir. n € N i¢in f (n) = w, ise bu dizi
genellikle {w,,} veya wq, w,, w3, -+ seklinde gosterilir. n € N i¢in w,, degerine dizinin
n. terimi denir. Hern € Ni¢in w, = w ise {w,} dizisine » degerli sabit dizi denir ve

genellikle {w} ile gosterilir.

Tanmmm 2.1.7 Bir {w,,} dizisinin bazi elemanlar1 atilarak, fakat geri kalanlarin sirasi
korunarak elde edilen {‘”ni} = {w;} dizisine {w,} dizisinin bir alt dizisi denir. Yani
ny < n, <ng < - seklinde dogal sayilar var vei = 1,2,3, - i¢gin m = w; oluyorsa

{0,,} dizisine {w,} dizisinin bir alt dizisi denir.

Tanmm 2.1.8 {w,} elemanlar1 A den alinarak olusturulan bir dizi ve (A, u) bir m.u.

olsun.

. Her ¢ > 0 icin wy € N olmak iizere w = w, 6zelligindeki her w € N i¢in
pU(wy,, w) < € olacak sekilde varsa {w,} dizisine w € A noktasina yakinsiyor
denir. Bu durumda w noktasmma {w,} dizisinin limiti denir ve bu durum

lim w, = w veya w, — w seklinde gosterilir.
n—oo

ii. Her e > 0 ve her w, € N i¢in p(w,, ®) < € Ve w = w, olacak sekilde bir w €
N varsa w € A noktasina {w,} dizisinin bir yi1gilma noktasi denir.
ii. Her € > 0 i¢in bir wy € N sayisin,m = w, oldugunda p(w,, w,,) < € olacak

sekilde varsa {w,,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Onerme 2.1.2 (4, 1) bir m.u. olmak iizere { w,} dizisi bu uzayda yakisak ise her

{ wnk} alt dizisi de bu uzayda yakinsaktir ve ayn1 noktaya yakinsar.

Onerme 2.1.3 Herhangi bir (A, p) metrik uzayinda yakimsak bir dizi tek bir noktaya

yakinsar.



Onerme 2.1.4 A € A ve (4, 1) bir m.u. olsun. { w,} € Ave w, » o oldugunda w € A

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin kapali olmasidir.

Tanmim 2.1.9 { w,,}, 4 de bir dizi ve (A, u) m.u. olsun. Eger m,n = n, 6zelligindeki her
her m,n dogal sayisi ve € > 0 i¢in u( w,, wy,) < € 0.5. bir nyg € N var ise { w,}
dizisine bir Cauchy dizisi, (A, ) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzaym bir

noktaya yakinsak ise (A, @) ikilisine tam m.u. denir.

Tanmm 2.1.10 (4, p) ve (Y, p) metrik uzaylar, w € A ve T: A - Y bir fonksiyon olmak
tizere T fonksiyonunun o noktasinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul A iginde
w ¢ yakinsayan her { w,} dizisi icin, Y ig¢indeki {T w,} dizisinin T w e yakinsak

olmasidir.
Onerme 2.1.5

1. Metrik uzayda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

2. { wn}, A de bir dizi, (A, d) bir mu. ve Yo u( wy, Wnpyeq) < o iken { w,} bir
Cauchy dizisidir.

3. (A, u) metrik uzayindaki her bir Cauchy dizisi sinirhdir.

Tanmm 2.1.11 (4, #) m.u. olmak iizere bu uzaydaki acgik kiimelerin bir ailesi {G;: i € I}

olsun. Eger A € A i¢in

selJa

i€l

oluyorsa {G;: i € I} ailesine A kiimesinin bir agik ortiisii denir. G;:i € I} kolaksiyonu A
kiimesinin bir (agik) ortiisii ve J € I olmak iizere {G;:i € J} koleksiyonu A nin bir
ortiisti ise {G;: i € J} Ortlisiine {G;: i € I} Ortiisiiniin bir alt ortlisii denir. Bu durumda J

sonlu ise {G;: i € J} ortiistine {G;: i € I} Ortiistiniin sonlu alt 6rtiisii denir.



Tanmim 2.1.12 A € A ve (A, w) bir m.u. olsun. Eger A nin agik ortiilerinin sonlu bir alt
ortiisii varsa A kiimesine kompakttir, eger A kompakt bir kiime ise (4, x) uzayna

kompakt m.u. denir.

Teorem 2.1.1 (A, ) metrik uzay1 kompaktir gerek ve yeter sart bu uzayda her dizinin

yakinsak bir alt dizisi vardir.

Teorem 2.1.2 (A, u) m.u. ve w € A olsun. A, A’in bos olmayan kompakt bir alt kiimesi

olmak tizere u(w, a) = u(w, A) olacak sekilde bir a € A vardir.

Tanim 2.1.13 (A,u) mu. ve f:A—->R olmak flizere wy € A olsun. Eger

f(wy) < lim inff(w) ise f doniisiimiine w, noktasinda alt yar1 siirekli bir fonksiyon,
w—wWo

eger f(wg) = lim supf(w) ise f donlisiimiine w, noktasinda {ist yar1 stirekli denir.
w-wWo



2.2 Biiziilme Doniisiimii ve Genellestirmeleri

Metrik uzaylarda tanimlanan biiziilme doniisiimleri temelde kiimeden alinan herhangi
iki noktanin donilisim altindaki goriintiileri arasindaki mesafenin; bu iki nokta
arasindaki mesafeden daha kiiciik oldugunu ifade etmektir. Temel olarak
kullanacagimiz tek degerli biiziilme doniisiimlerinden birka¢inin metrik uzaydaki

ifade edilmis halini asagida verebiliriz.

Tanmm 2.2.1 A bostan farkli bir kiime ve T: 4 - A doniisiimii olsun. Eger Tw, = w,
olacak sekilde w, € A noktas1 bulunabiliyorsa bu noktaya T doniisiimiiniin bir sabit

noktasi1 denir.

Ornek 2.2.1 A = [0,) ve T: 4 > A, K: A - A déniisiimleri

Tw=wT+2ve Kw=w+4

olsun. Bu durumda T1 = 1 ve 1 € A oldugundan w = 1 noktas1 T doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Fakat K doniisiimiiniin A’de sabit bir noktas1 yoktur.

Tanom 222 (A,u) mu. ve T:A4—-> A doniisimi olsun. Her w,y € A i¢in
U(Tw, Ty) < Lu(w,y) olacak sekilde L > 0 sayist varsa T doniisiimiine Lipschitz
dontisiimii, bu esitsizligi saglayan en kiiciik L sayisina Lipschitz sabiti denir. Eger bir T
dontigsimii icin L <1 ise T donisimiine bir biizilme dontsimii, L =1 ise T

dontisiimiine genislemeyen bir doniisiim denir.

Ayrica her w,y € A igin w # y olacak bigimde u(Tw, Ty) < u(w,y) ise T doniisiimiine

biiziilebilir doniisiim denir.

w

Ornek 2.2.2 A=[0,0) ve (R,u) alistimis m.u. olsun. T:A > A ve Tw =

dontistimiine gore T bir biiziilme doniisimiidiir.



(i) (Banach 1922) (A, ) bir tam m.u. ve T : A = A bir doniisiim olsun. Her w,y € A

icin

u(Tw, Ty) < ¢ u(w,y)

olacak sekilde ¢ € [0,1) var ise T doniisiimiiniin A de bir tek sabit noktasi vardir.

Ustelik her wy € A igin {T"w,} dizisi T nin bu sabit noktasina yakinsar.

Ispat: w, € A keyfi bir nokta olsun.

w; = Twy, wy = Tw, = T?wg, -+, wy, = Tw,_; = T"wy,

bigiminde tammli {w,,} dizisini ele alalim. Buradan her n dogal sayis1 i¢in

.u(wn: wn+1) = .u(Twn—l' Twn)

< apu(wp_1, wp)

< a”pu(wo, w1)

olur. O halde m,n € Nve m > n igin

.u(wn: wm) < M(wn' wn+1) + .u(wn+1' wn+2) + -t M(wm—l; wm)

< a™pu(wo, w)+a" tu(we, w1) + -+ + a™ u(wo, w5)

n

p(wn, wp) = [a™+a™ + -+ ™ u(wg, ) < t(wo, 1)

1—«a



bulunur. Bu durumda {w,} dizisinin bir Cauchy dizisi olup, A tam oldugundan

limw, = z olacak sekilde bir z € A noktas1 vardir. Dahasi, T siirekli oldugundan

n—->oo

z=limw,y; = limTw, = Tlimw,, =Tz
n—->oo n—->oo n—->0oo

olur. Bu durumda z, T nin bir sabit noktasidir. w € A noktas1 T nin bir baska sabit

noktas1 olsun. Bu durumda
0 <ulz,w) = u(Tz, Tw) < au(z,w) < u(z,w)
elde edilir bu bir geliski olup T nin sabit noktasi tekdir.

(i1) (Edelstein 1962) (4, p) bir kompakt m.u. ve T: A — A biiziilebilir bir doniisim

olsun. Bu durumda T doniistimii A uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

(iii) (Kannan 1968) (A, u) bir tam m.u. ve T : A = A bir doniisiim olsun. Her w,y € A

i¢cin
w(Tw, Ty) < ¢ [pu(w, Tw) + uly, Ty)]

olacak sekilde ¢ € [0, %) var ise T doniistimiiniin A de bir tek sabit noktasi vardir.

Ayrica her w, € A igin {T"w,} dizisi T nin bu sabit noktasina yakinsar.

(iv) (Chatterjea 1972) (A,u) bir tam mu. ve T: 4 - A bir doniisim olsun. Her

w,y € A i¢in
p(Tw, Ty) < ¢ [u(w, Ty) + u(y, Tw)]

olacak sekilde ¢ € [0, %) var ise T doniisiimiiniin A de bir tek sabit noktas1 vardir.

10



(v) (Zamfirescu 1972). (A, w) bir tam m.u. ve T: A - A bir doniisim olsun. Her
W,y € Aigin

ki) u(Tw, Ty) < ¢ p(w,y)
k) u( Tw, Ty) < 6 [u(w, Tw) + u(y, Ty)]

k3) u(Tw, Ty) < o [u(w, Ty) + u(y, Tw)]

kosullarindan biri saglanacak sekilde 0 <@ <1, 0<6, o <% sayilar1 var ise T

dontisiimiiniin A de bir tek sabit noktas: vardir.

(vi) (Bianchini 1972). (A,p) bir tam mu. ve T: A = A bir doniisim olsun. Her
W,y € Aigin

#(Tw, Ty) <pmaow{u(w, Tw) +uly,Ty) }
olacak sekilde p € [0,1) var ise T doniistimiiniin /A de bir tek sabit noktas1 vardir.

(vii) (Reich 1971; Rus 1971). (A, u) bir tam m.u. ve T: A — A bir déniisiim olsun.
Her w,y € A ve ¢ + 27 < 1 olacak sekildeki a, b € R* i¢in

u(Tw, Ty) < ¢ plw,y) + [ p(w, Tw) + pu(y, Ty) |
sart1 saglansin. Bu durumda T doniisiimiiniin A de bir sabit noktas1 vardir.

(viii) (Hardy-Rogers 1973) (A, u) bir tam m.u. ve T: A — A bir doniisim olsun. Her
w,y € Avek,r, s, t,u <1 olacak sekildeki k,7,s,t,u € R icin

u(Tw, Ty) < k.p(w, Tw) + 1. u(y, Ty) + s.u(w, Ty) + t.u(y, Tw) + u. p(w,y)
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sart1 saglansin. Bu durumda T doniisiimiiniin A de bir tek sabit noktasi vardir.

Tamm 3.2.1 (A4, u) bir m.u. ve T: A = A bir doniisiim olsun. Eger her w,y € A igin
(Tw,Ty) < d.maw {p (w,y), ww,Tw),  pw@Ty), wwTy),  wly,Tw)}

olacak sekilde 0 < ¥ < 1varsa, T’ ye quasi biiziilme dontisiimii denir. (Ciric 1974).

(ix) (Ciric 1974) (A, p) bir tam m.u. ve T doniisimii bu uzayda tamimli bir quasi

buziilme olsun. Bu durumda T nin tek bir sabit noktast vardir.

(x) (Berinde 2004) (A, p) bir tam m.u. ve T: A — A doniisiimii olsun. Her w,y € A

i¢in
w(Tw, Ty) < 0. u(w,y) + 7. u(y, Tw)

olacak sekilde o € (0,1) ve T = 0 sabitleri var ise T donistimiinin A de bir sabit

noktasi1 vardir.

Berinde tip sabit nokta teoremlerinde sabit noktanin tek olmasi gerekmez. Ornegin
A =1[0,1] kiimesi tizerinde p alisilmig metrigine gore T:4 - A, Tw = w birim
doniistimii L > 1 — & ile biiziilme sartin1 saglamasina ragmen A in her noktas1 bir sabit

noktadir.

(xi) (Suzuki 2009) (A, u) kompakt m.u. ve T: A = A bir doniisiim olsun. Her w,y € A

icin

1

5 Mo, Tw) < ww,y) = (T, Ty) < p(w,y) (2.2.1)
esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. p =inf{u(w,Tw):w € A} bigiminde tanimlanan S  kiimesi

igin

lim u(w,, Tw,) = [ olacak sekilde {w,} dizisi secelim. A kompakt oldugundan
n—oo

genelligi bozmaksizin {w,} ve {Tw,} dizilerinin yakinsak oldugu sirasiyla v,9 € A

elemanlar1 vardir. § = 0 oldugunu gosterelim. O halde aksini varsayacak olursak f > 0

olsun. Bu durumda,
lim p(wp,9) = pu(@,9) = lim p(w,, Twp) =B
elde edilir. n > v olacak sekildeki her n € N igin,
3B < (@, 9) Ve p(wy, Twy) <38

olacak sekilde v € N secebiliriz. Bu durumda n > v igin,

%ﬂ((‘)an(‘)n) < p(wp,Y)
elde edilir. (2.2.1) esitsizliginden, n = v i¢in,

u(Twy, TY) < p(wn,I)
olacagindan bu durum,

u@®@,TY) = lim u( Tw,, TY) < lim u(w,,9) =B
n—-oo n—-oo

olur. B kiimesinin  tanimindan u(9,TY) =pF elde edilir.

~p(9, T9) < p(9, T9) oldugundan

u(TY, T?29) < u(9,T9) =

13
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olur ancak bu bir ¢eligkidir. O zaman f = 0 olmalidir. Simdi ise T doniisiimiin sabit

noktasi oldugunu gosterelim. Bu durum igin aksini varsayarak T doniisiimiiniin sabit
noktast olmadigint kabul edelim. O zaman, 0 < %,u(a)n,Ta)n) < p(wy, Twy,)

olacagindan her n € N i¢in u(Tw,, T*w,) < u(w,, Tw,) olmas: gerektigi gdz Oniine

alinacak olursa,
lim p (v, Twy) = p(v, w) = lim p(w,, Tw,) = =0
olup bu durum {Tw,,} dizisinin v elemanina yakinsak oldugu anlamina gelir. Ayrica,
lim u(v, T2,) < lim (B0, Ton) + p(Tan, T2w,))
=< lim ((u(v, Twy) + u(wy, Twn) =0
olup boylece {T?w, } dizisi v elemanina yakinsaktir. Eger,
~ (@, Twn) = p(wy, v) Ve > p(Twy, T2wy) = p(Twy, v)
ise 0 zaman {li¢gen esitsizligi ile beraber,
H(wn, Twy) < p(wn, v) + p(Twy, v)
<~ (@, Twy) + 5 1(Twy, T2wy,)
< g (wn, Twy) + 5 i@y, Twr)

= p(wp, Twy)
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olur ancak bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, her n € N igin, u(w,, Tw,) < u(w,, v) veya
u(Tw,, T?w,) < u(Tw,, v) esitsizliklerinin biri saglanir. Ayrica (2.2.1) esitsizliginden

U(Twy,, Tv) < u(wy, v) veya u(T?wy,, Tv) < u(Tw,, v)
esitsizliklerinin biri saglanir. Dolayisiyla asagidakilerden biri gecerlidir.

. Her n € I i¢in u(Tw,, Tv) < u(w,, v) olacak sekilde N kiimesinin sonsuz bir I alt

kiimesi vardir.

. Her n € J i¢in u(T?w,, Tv) < u(Tw,, v) olacak sekilde N kiimesinin sonsuz bir J alt

kiimesi vardir.
[k durum saglanirsa,

ulv, Tv) = nEIIirrzlloo wW(Tw,,Tv) < nellirrlrloou(wn ,v) =0
olup dolayisiyla Tv = v. Eger ikinci durum saglanirsa,

u(v,Tv) = lim u(T?w, Tv) < lim u(Tw,,v) =20
nej n—-oo nej n—-oo

olur ve dolayistyla her iki durum da T doniisiimiiniin sabit noktasi v elemanidir. Bu bir

celiskidir. Dolayisiyla Tz = z olacak sekilde z € A olmalhdir. Simdi y # z iken

Fiw y € A ve olsun. O zaman, %,u(z, Tz) = 0 < u(z,y) i¢in,

u(z, Ty) = u(Tz, Ty) < u(z,y)

elde edilir. Bu durum iki farkli sabit nokta olmadigimi gosterir. Dolayisiyla T

doniisiimiiniin sabit noktas1 bir tek z € A olmalidir.
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3 METRIK UZAYLARDA P-BUZULME DONUSUMLERI VE BAZI SABIT
NOKTA SONUCLARI

Bu béliimde Altun et al. 2018 ve Altun 2023 tarafindan elde edilen sonuglari detayli bir
sekilde inceleyecegiz. Bu ¢alismalarda metrik uzaylarda P-biiziilme doniisiimii olarak
verilen yeni bir kavram tanitilmistir. Her alisilmis biiziilme doniisiimiiniin ayn1 zamanda
P-biiziilme doniistimii oldugu, ancak genelde bu durumun tersinin dogru olmayabilecegi
gosterilmistir. Bunu goéstermek i¢in bir 6rnek verilmistir (Altun et al. 2018, Altun
2023).

Tamim 3.1 (A4, u) bir m.u. ve T: A = A bir doniisiim olsun. Bu durumda w # y olacak

sekildeki her w,y € A igin

w(Tw, Ty) < pw,y) + [u(w, Tw) — uly, Ty)| (3.1)

sart1 saglantyorsa T ye P- biiziilme dontisiimii denir.

Ilk olarak biiziilme déniisiim konseptlerini karsilastirmak icin verecegimiz kiimeleri
adlandiralim. Kendineden kendine doniisiimlerin sinifin1 C(A), kendineden kendine
genislemeyen doniistimlerin sinifin1 N(A), Suzuki tip dontisiimlerin sinifin1 S(A) ve P -
dontigiimlerin ~ smifint - P(A) ile gosterecegiz. Bu tanimlardan agiktir ki
C(A) € S(A),C(A) € P(A)veC(A) © N(A)dir. Asagidaki 6rnek C(A) smifinin
P(A) in bir uygun alt siifi oldugunu géstermektedir.

Ornek 3.1. 4 = {(0,0),(3,4),(2,1),(0,1),(3,0)} € R? olmak iizere her

w = (w1, w7), Yy = (Yi,y2) € 4

i¢in

w(w,y) = u((w1, w2), ¥1,v2)) = lwg —v1l + lwz —v,l
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olsun. T: A — A déniistimii

T = ((0,0) (34) (2,1 (0,1) (3,0)>
~\(0,0) (3,0) (0,1) (0,0) (0,0)

eklinde tanimlansin. Bu durumda
u(T(GB4),T(2,1)) = 4= u((3,4),(2,1))

olup buradan T bir biizillme doniisimii degildir. Ayrica (w,y) = ((3,4),(2,1)) ve
(w,v) = ((2,1),(3,4)) olarak alinirsa

H(Tw, Ty) < p(w,y)
oldugu goriilebilir. Ayrica
u(TB4),T(21)) =4 <6 = u(w,y) + [u(w, Tw) = u(y, Ty)|
olup T bir P biiziilme doniisimiidiir. Buradan T € P(A)\C(A).

Ornek 3.2. A = [0,2] ve u, alistimis metrik olmak iizere T: A — A doniisiimii

1, w<1

T“):{o, w>1

olarak tanimlansin. Bu durumda T € P(A)\C(A).

Onerme 3.1 P(A) ve N(A) siniflar1 metrik uzayda farklidir.
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Ornek 3.3 T, A metrik uzaymda 6zdeslik déniisiimii oldugunda T genislemeyen bir

doniisiim olmasina ragmen bir P biiziilme doniistimiidiir. Diger taraftan A = [0,1] ve p,

alisilmis metrik olmak tizere ve T: A — A doniisiimii

seklinde tanimlansin. Bu durumda T siirekli olmadigindan bir genisleme doniisiimii de

degildir. Genelligi bozmaksizin y < w olsun. y > 0 igin

1
H(Tw, Ty) = - u(w,v)

olur. Ayrica

1- 1-
u(10,T0) = |54 < 0 + 5] = wu(0, @) + [1(0, T0) — p(w, Tw)|

olip, T bir P- biiziilme doniistimidiir.
Onerme 3.2 P(A) ve S(A) siniflart metrik uzaylarda farklidir.

Gergekten, Ornek 3.1 (veya Ornek 3.2) deki T déniisiimii bir P-biiziilme doniisiimii

olmasina ragmen Suzuki biiziilme degildir.

A = {(0,0), (4,0, (0,4), (4,5), (54)} € R?

ve w = (w1, w3),Y = (Y1,¥2) € Aigin

plw,y) = li((wsz), V1, 72) = lwg —y1l + |w, — 72|
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olsun. T: A —» A doniisiimii

T = ((0,0) (4,0) (0,4) (4,5) (5,4))
(0,0) (0,0) (0,0) (4,0) (0,4)

tanimlansin. Bu durumda w = (4,5) ve y = (5,4) igin
w(Tw, Ty) =8 > 2 = p(w,y) + |u(w, Tw) — uy, Ty)|

olup T,P -biiziilme doniisimii degildir. Ote yandan farkh w,y i¢in (w,y) =
((4,5),(5,4)) veya (w,y) = ((5/4), (4,5)) alinirsa

L(Tw, Ty) < p(w,y)

elde edilir. Bu durumda (2.2.1) esitsizligi saglanir.

Onerme 3.3 Yukaridaki &rneklerden S(A) ve N(A) smuflarmin fakli  olduklart
goriilebilir. Bundan dolayida asagidaki sekili ¢izebiliriz.
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C(X)

.

- /

Sekil 3.1 C(A), S(A), P(A) ve N(A) arasindaki iligki (Altun et al. 2018)

Onerme 3.4 (A, u) bir m.u. T: 4 - A déniisiim olsun. Eger T siirekli ise
w = U(w, Tw) stireklidir

(ve ayrica alt yar siireklidir). Ancak eger f(w) = u(w, Tw) alt yar siirekli ise T siirekli

olmayabilir.
Ornek 3.4 (R, ) alistlmis m.u. T: R - R doniisiimii

1, w>0
Tw={ 0, w=0
-1, w<O0

seklinde tanimlansin. Bu durumda

lw—1], w >0

f(w)z{ 0, w=0
lw+1], w <0
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olup f alt yari siireklidir, ancak T siirekli degildir.

P- biiziilme dontigiimii tanimi araciligiyla asagidaki teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1 (A, ) bir m.u., T, A de bir P- biiziilme donisimii ve f(w) = u(w, Tw)
seklinde tanimli bir fonksiyon olsun. f(wg) < f(Tw,) olacak sekilde bir w, € A varsa,

T, A de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Kabul edelim ki f: A — R fonksiyonu f(w) = p(w, Tw) seklinde tamimlansin ve
f(wo) < f(Twqy) olacak sekilde bir wy, € A var olsun. O halde wg, f in sabit bir

noktadir. Gergekten, eger w, # Tw, ise T, P- biiziilme doniisimii oldugundan

f(Twy) = p(Twy, TTwy)

< .u(wO' TwO) + |/'L((‘)01T(‘)o) - .u(TwO' TTwO)l

= f(wo) + |f (wo) = f(Two)|

= f(wo) + f(Two)- (o)

= f(Two)

olur ki bu bir ¢eliskidir. O halde wy, = Tw, dir. (3.1) esitsizligini kullanarak sabit

noktanin tekligini de gosterebiliriz.
Onerme 3.5 Eger f(w) = u(w, Tw) en kiiciik olarak secilirse f(wy) = inff(A) olacak

sekilde w, € A vardir. Bu durumda f(w,) < f(Twg) olur. Bu durumda Teorem 3.1 den,

o, T’nin bir sabit noktasi olarak elde edilir.
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Teorem 3.2 (A,u) bir kompakt m.u., T,A de bir P - biizilme donlsimi ve
f(w) = u(w, Tw) seklinde tanimli alttan yari siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

T, A de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Agarwal et al. 2019 calismasindaki Teorem 2.5.4°e gore, f en kiigiik elemandir.

Teorem 3.1 ve Onerme 3.5ten, T doniisiimiin sabit noktasmin tek oldugu gériilebilir.

Omek 3.2 de ele alinan T hem P-biiziilme déniisiimii ve hemde f(w) = u(w, Tw) alt
yar1 siireklidir. Teorem 3.2°den, T doniisiimiin sabit noktasmnin tek oldugu goriilebilir.
Ayrica, {T"w} Picard dizisi bu sabit noktaya yakinsar. Bununla birlikte asagidaki 6rnek
Teorem 3.2 (ve ayrica Teorem 3.1) nin isimlendirilmemis tip smifa ait oldugunu

gostermektedir.

Ornek 3.5 4 = [-2,—1] U {0} U [1,2] olup y, alisilmis metrik ve T: A — A doniisiimii

5% o € [-2-1)
To=9-0w, we (1,2]

0, we{-101}

seklide tanimlansin. Bu durumda T , bir P -blizilme doniisiimiidiir. Ayrica

T € P(A)\S(A) oldugu da goriilebilir. Dahas1

1-3w

, wE€[-2,—-1),

flw) = u(w, Tw) ={ 20, ©E (1,2],
1! w € {_1,1},
0, w=0

fonksiyonu alttan yari siireklidir. Buradan Teorem 3.2 (ve ayrica Teorem 3.1)
aracilifiyla, T’ nin sabit bir noktaya sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Ancak baslangic
noktast wy = 2 olarak alinirsa Picard iterasyon dizisi T nin bu sabit noktasina

yakinsamaz.
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Onerme 3.6 Onerme 3.4 araciligiyla Edelstein sabit nokta teoreminden daha genel olan

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3 (A, u) bir kompakt m.u., T, A de bir siirekli P- biiziilme dontisiimii olsun.

Bu durumda T, A de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T siirekli oldugundan, f(w) = p(w, Tw) alt yar1 siireklidir. Bu nedenle, Teorem

3.2’ye gore, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Edelstein sabit nokta teoremini kullanarak literatiirde bircok sabit nokta teoremi elde
edilmistir (Altun and Hancer 2019, Altun 2023). Altun, 2023 yilinda yapmis oldugu
caligmasinda Suzuki tipi P-biiziilme doniisiimii yapmistir. Ayrica hem Edelstein hem de
Suzuki sabit nokta teoreminden daha da genel olan asagidaki sonucu elde etmistir
(Altun 2023).

Tamm 3.2 (A, u) bir m.u. ve T: A = A bir doniisiim olsun. Bu durumda her w,y € A

i¢in
(@, Tw) < p(w,y), 1(Tw, TY) < p(w,y) + ln(w, Tw) = u(y, 9] (SPC)

sartt saglaniyorsa T ye bir Suzuki tip P - biizilme doniisimii (SP(A)) denir. Bu

durumda yukaridaki verilen biiziilme kavramlariyla asagidaki diyagrami ¢izebiliriz:

C(A) = P(4)

S(A) = SP(A)

Teorem 3.4 (A,u) kompakt bir mu. ve T: A4 - A siirekli Susuki tip P - biiziilme

dontisimii olsun. Bu durumda, T’nin tek bir sabit noktasi vardir.
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Ispat. A kompakt ve T siirekli oldugundan
u(u, Tu) = inf{u(w, Tw): w € A}.

olacak sekilde u € A vardir. u(u, Tu) = 0 oldugunu iddia ediyoruz. Aksini varsayalim.

Bu durumda, 0 < %u(u, Tu) < u(u, Tu) olup

u(Tu, T?u) < u(u, Tw) + |u(u, Tu) — u(Tu, T?w)|
= pu(u, Tu) + u(Tu, T?u) — u(u, Tw)
= u(Tu, T*u),
oldugundan bu bir geliskidir. Bu nedenle, u(u, Tu) = 0 ve dolayisyla u, T’nin bir sabit

noktasidir. Simdi, v’nin T’nin bagka bir sabit noktas1 oldugunu varsayalim. Bu durumda

0= %u(u, Tu) < p(u, v) oldugundan

u(w,v) = u(Tu, Tv)
< p(u,v) + |p(u, Tw) — p(v, Tv)|
= u(w, v),
olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, T’nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Bu teoremdeki siireklilik kosulunun kaldirilamayacagini gérmek icin tekrar Ornek
1.2°ye bakilabilir. Ancak, T ’nin siirekliligi f(w) = p(w, Tw) ile tanimlanan f
fonksiyonunun alt yar siirekliligi varsayarak bir sonug elde edilebilir. T siirekli ise f’in
de siirekli oldugu (ve dolayisiyla alt yar1 siirekli oldugu) iyi bilinmektedir. Onerme 3.4

de de goriilebilecegi gibi eger f alt yar siirekli ise, T siirekli olmayabilir.
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Teorem 3.5 (A, u) kompakt bir m.u. ve T: A = A Suzuki tipi bir P-biiziilebilir doniisim
olsun. Bu durumda f(w) = p(w, Tw) ile tanimlanan f fonksiyonu alttan yar1 siirekli ise

T’nin A’te tek bir sabit noktas1 vardir.

Ispat. A kompakt ve f: /4 — R alttan yar1 siirekli oldugundan f(u) = inf (A) olacak

sekilde u € A vardir, yani

u(u, Tu) = inf{u(w, Tw) : w € A}

Dolayisiyla ispat, Teorem 3.4’iin ispatinda oldugu gibi tamamlanabilir.
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4, SONUC VE ONERILER

Bu tezde metrik uzaylarda P -biiziilme araciligiyla bazi sabit nokta sonuglari ele
alimmigtir. Tezimizin birinci boliimiinde sabit nokta teorisinin siniflandirilmasindan
bahsedilmistir. lkinci béliimde tezimizin anlasilabilirligini ve okunabilirligini
kolaylastirmak amaciyla temel tanim ve teoremlerimize yer verilmistir. Son
boliimiimiizde ise tek degerli doniigiimler i¢in P-biiziilme tanimi verilerek aligilmis
biiziilme doniisiimiiniin ayn1 zamanda bir P-biiziilme doniisiimii oldugunu fakat bunun
tersinin dogru olmadigin1 géstermek i¢in bir drnekten yararlanilmistir. Dahas1 kompakt
metrik uzayda stirekli P-biiziilme donilisiimiiniin sabit noktasinin varligin ve tekligini
gosteriyoruz. Elde edilen bu sonug ise Edelstein sabit nokta teoremini icermektedir.
Ayrica Suzuki P-biiziilme tanimiyla yeni bir sabit nokta sonucu elde edilmistir. Bu
calismada elde edilen sabit nokta sonuglar1 daha da genellestirilip bu sonuglarinin farkl

uzaylarda da gegerli olup olmadigi incelenebilir.
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