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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

METRİK UZAYLARDA P- BÜZÜLME DÖNÜŞÜMLERİ VE BAZI SABİT NOKTA 

SONUÇLARI 

 

Abdullah YETGİN 

 

Çankırı Karatekin Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

 

Danışman: Doç. Dr. Gonca DURMAZ GÜNGÖR 

 

 

Bu tez çalışmasında öncelikle sabit nokta teorisinin tarihsel süreci hakkında özet bir 

bilgi verilmiştir. Tezin anlaşılabilirliğini kolaylaştırmak için literatürde yer alan 

çalışmalar ile birlikte kendi sonuçlarımızı ifade ve ispat ederken kullanacağımız bazı 

önemli tanım, teorem ve örnekler verildi. Ardından metrik uzaylarda yeni olan P-

büzülme dönüşümü kavramı verilmiştir. P-büzülme dönüşümlerinin metrik uzaylarda 

bağımsız olduğunu göstermek için bazı örneklerden faydalanılmıştır. Suzuki tipi 𝑃 -

büzülme dönüşümü kavramı verilip bu tür eşlemeler için kompakt metrik uzaylardaki 

ünlü Edelstein sabit nokta teoreminin daha genel bir sonucu elde edilmiştir. 
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ABSTRACT 

 

Master of Science Thesis 

 

P-CONTRACTIVE MAPPINGS ON METRIC SPACES AND SOME FIXED POINT  
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In this thesis, firstly, a brief overview of the historical development of fixed-point 

theory is provided. To facilitate the understanding of the thesis, some important 

definitions, theorems, and examples that will be used to express and prove our results, 

along with studies in the literature, are given. Then, the concept of the new 𝑃 -

contraction transformation in metric spaces is introduced. Some examples are used to 

demonstrate the independence of 𝑃-contraction transformations in metric spaces. The 

concept of Suzuki-type 𝑃-contraction transformation is introduced, and a more general 

result of the famous Edelstein fixed-point theorem for such mappings on compact 

metric spaces is obtained. 
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1. GİRİŞ 

 

Suzuki 2009 yılında yapmış olduğu bir çalışmada metrik sabit nokta teoremlerini, 

operatörlerin sabit noktasının tek olup olmadığı ve Picard dizisinin sabit bir noktaya 

yakınsayıp yakınsamadığı koşullarına göre dört tip sınıfta sınıflandırmıştır. (𝛬, 𝜇) bir 

metrik uzay ve Ƭ, 𝛬  üzerinde kendinden kendine bir dönüşüm olmak üzere Suzuki 

aşağıdaki sınıflandırmayı yapmıştır(Suzuki 2009).  

(T1) Ƭ’nin tek bir sabit noktası ve her 𝜔 ∈  𝛬 için sabit noktaya yakınsayan {Ƭ𝑛𝜔} 

Picard dizisi vardır. Böyle bir dönüşüme literatürde Picard operatörü denir. Metrik sabit 

nokta teoremi bu koşulu sağlar ve bu tip dönüşümler Lider tip sınıfı olarak adlandırılır 

(Leader 1983). Sabit nokta teoremlerini birçoğu yani Banach, Ciric, Edelstein, Kannan, 

Kirk, Matkoswski ve Suzuki tip teoremler bu sınıftadır (Banach 1922, Ciric 1974, 

Edelstein 1962, Kannan 1969, Kirk 2003, Matkowski 1975, Suzuki 2001-2004). 

(T2) Ƭ bir tek sabit noktaya sahiptir. (Yani {Ƭ𝑛𝜔} Picard dizisinin bu sabit noktaya 

yakınsaması gerekmez). Eğer metrik sabit nokta teoremi bu şartı sağlıyorsa bu tip 

dönüşümler Unnamed tip sınıf olarak adlandırılır. Suzuki’nin belirttiği gibi, Lider tip 

sınıfta olan bir teoremden Unnamed tip sınıfta olan bir sabit nokta teoremi 

oluşturabiliriz. Ancak bu anlamsız bir sonuç haline gelir. Elbette ki Suzuki 2009 da 

yapmış olduğu çalımadaki Teorem 3 böyle bir teorem değildir. 

(T3) Ƭ’nin sabit bir noktası vardır (birden fazla olabilir) ve her 𝜔 ∈  𝛬  için {Ƭ𝑛𝜔} 

Picard dizisi bu sabit noktaya yakınsar. Bu tarz dönüşümlere literatürde zayıf Picard 

operatörü denir. Eğer metrik sabit nokta teoremi bu şartı sağlıyorsa bu tip dönüşümler 

Subrahmanyam tip sınıf olarak adlandırılır. Örneğin Subrahmanyam’ın sabit nokta 

teoremi bu sınıftadır (Subrahmanyam 1974). Ayrıca bu sınıf için birçok sonuç Rus et 

al.2005 ve Rus et al.2006 çalışmalarına bakılabilir.  
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(T4) Ƭ’nin bir sabit noktası vardır (sabit nokta birden fazla olabilir ve {Ƭ𝑛𝜔} Picard 

dizisinin bu sabit noktaya yakınması gerekmez). Eğer metrik sabit nokta teoremi bu 

şartı sağlıyorsa bu tip dönüşümler Caristi tip sınıf olarak adlandırılır (Caristi 1976). Bae 

(Bae 2003), Bae, Cho ve Yeom (Bae et al. 1994), Caristi ve Kirik (Caristi and Kirk 

1975) ve Suzuki (Suzuki 2005) nin teoremleri bu sınıfa aittir. 

Bu çalışmada metrik uzaylarda yeni bir tür büzülme operatörleri olan 𝑃 -büzülme 

operatörü tanıtılacaktır. Her alışılmış büzülme dönüşümünün zamanda 𝑃 -büzülme 

olduğunu ancak tersi genel olarak doğru olmayabileceği gösterilecektir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 
 

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Bu bölümde genel metrik ve topolojik kavramlar verilirken lisans matematiğinde sıkça 

kullanılan kitaplardan yararlanılacaktır (Gamelin and Greene 1999, Koçak 2009, 

Kreyszig 1991, Nesin 2020 ve Soykan 2012). Bu kavramlar yardımıyla s.n. tanımı 

yapılarak hem tek değerli hem de küme değerli dönüşümler için s.n. sonuçları 

incelenecektir.  

2.1 Genel Tanımlar ve Teoremler 

Tanım 2.1.1 𝛬 boş olmayan bir küme ve 𝜇: Λ ×  Λ →  ℝ bir fonksiyonu 

𝜇1) Her 𝜔, γ ∈ Λ için  𝜇(𝜔, γ)  ≥  0 ve 𝜇(𝜔, γ)  =  0 ⇔ 𝜔 =  γ, 

𝜇2) Her 𝜔, γ ∈ Λ   için 𝜇(𝜔, γ)  = 𝜇(γ,𝜔), 

𝜇3) Her 𝜔, γ , φ ∈ Λ için 𝜇(𝜔, 𝑧)  ≤  𝜇(𝜔, γ)  + 𝜇(γ, 𝑧) 

şartlarını sağlıyorsa 𝜇 fonksiyonuna 𝛬 kümesinde metrik ve (Λ, 𝜇) sıralı ikilisine metrik 

uzay (kısaca m.u. )denir. Bu durumda 𝛬 in elemanlarına noktalar ve 𝜇(𝜔, ) değerine de 

Λ noktası ile 𝛾 noktası arasındaki uzaklık denir.  

Tanım 2.1.2 (Λ, 𝜇) bir m.u.,  ϩ ∈ Λ ve 𝛽 >  0 bir reel sayı olsun. 

𝐵(𝜔,𝜇)(ϩ, 𝛽) = {𝜔 ∈ Λ:  𝜇(𝜔, ϩ) < 𝛽} 

kümesine 𝛽-yarıçaplı ϩ merkezli açık yuvar,  

𝑆(𝜔,𝜇)(ϩ, 𝛽) = {𝜔 ∈ Λ:  𝜇(𝜔, ϩ) = 𝛽} 
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kümesine 𝛽-yarıçaplı ϩ merkezli yuvar yüzeyi ve  

𝐷(𝜔,𝜇)(ϩ, 𝛽) = {𝜔 ∈ Λ:  𝜇(𝜔, ϩ) ≤ 𝛽} 

kümesine 𝛽-yarıçaplı ϩ merkezli kapalı yuvar denir. 

Tanım 2.1.3 𝑁 ⊆  Λ olmak üzere (Λ, 𝜇)  bir m.u. olsun. Her 𝜔 ∈ 𝑁  için                

𝐵(𝜔, 𝜀)  ⊆ 𝑁 olacak biçimde bir 𝜀 > 0 sayısı mevcutsa 𝑁 kümesine 𝜌 -açık küme veya 

açık küme denir. 

Tanım 2.1.4 (Λ, 𝜇) bir m.u. olmak üzere bu uzayda Λ\ 𝑁 kümesi açıksa 𝑁 kümesine 

kapalı küme denir. 

Önerme 2.1.1 (𝛬, 𝜇) m.u. olsun. Bu durumda “(𝛬, 𝜇) içindeki her açık yuvar açıktır.” 

ve “(𝛬, 𝜇) içindeki her kapalı yuvar kapalıdır.” önermeleri doğrudur.  

Tanım 2.1.5 𝜔 ∈ 𝛬, (𝛬 , 𝜇) bir m.u. ve 𝑀,𝑁 ⊆ 𝛬 olsun. Bu durumda  

𝐷(𝑀,𝑁) =  inf  {𝜇(𝑚, 𝑛):𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁} 

değerine 𝑀 ve N kümeleri arasındaki uzaklık, 

𝐷(𝜔,𝑀) = inf {𝜇(𝜔,𝑚):𝑚 ∈ 𝑀} 

değerine 𝛬 noktasının 𝑀 kümesine uzaklığı,  

𝜇(𝑀) = sup {𝜇(𝑚, 𝑛) ∶ 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑀} 

değerine 𝑀  kümesinin çapı, eğer 𝜇(𝑀) = ∞  ise 𝑀  kümesine sınırsız küme, eğer 

𝜇(𝑀) < ∞ ise 𝑀 kümesine sınırlı küme denir. 
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Tanım 2.1.6 𝛬  bir küme olsun. Her 𝑓 ∶  ℕ → 𝛬  fonksiyonuna 𝛬  de bir dizi veya 

terimleri 𝛬 in elemanlarından olusan bir dizi denir. 𝑛 ∈  ℕ için 𝑓 (𝑛)  =  ω𝑛  ise bu dizi 

genellikle {ω𝑛} veya ω1, ω2, ω3, ⋯ şeklinde gösterilir. 𝑛 ∈  ℕ için  ω𝑛 değerine dizinin 

n. terimi denir. Her 𝑛 ∈  ℕ için   ω𝑛 =  ω ise {ω𝑛} dizisine ω değerli sabit dizi denir ve 

genellikle {ω} ile gösterilir. 

Tanım 2.1.7 Bir {ω𝑛}  dizisinin bazı elemanları atılarak, fakat geri kalanların sırası 

korunarak elde edilen {ω𝑛𝑖} = {ω𝑖}  dizisine {ω𝑛}  dizisinin bir alt dizisi denir. Yani    

𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 < ⋯ şeklinde doğal sayılar var ve i =  1, 2, 3,⋯ için 𝑚 = ω𝑖 oluyorsa 

{ω𝑛𝑖} dizisine {ω𝑛} dizisinin bir alt dizisi denir. 

Tanım 2.1.8 {ω𝑛}  elemanları 𝛬  den alınarak oluşturulan bir dizi ve (𝛬, 𝜇)  bir m.u. 

olsun. 

i. Her 𝜀 >  0  için 𝜔0 ∈ ℕ  olmak üzere 𝜔 ≥  𝜔0  özelliğindeki her 𝜔 ∈ ℕ  için 

𝜇(𝜔𝑛, 𝜔)  <  𝜀  olacak şekilde varsa {ω𝑛} dizisine ω ∈ Λ noktasına yakınsıyor 

denir. Bu durumda 𝜔  noktasına {ω𝑛}  dizisinin limiti denir ve bu durum 

lim
𝑛→∞

ω𝑛 = ω veya ω𝑛 → ω şeklinde gösterilir. 

ii. Her 𝜀 >  0 ve her 𝜔0 ∈ ℕ için ρ(ω𝑛, ω) < 𝜀 ve 𝜔 ≥ 𝜔0 olacak şekilde bir 𝜔 ∈

ℕ varsa ω ∈ Λ noktasına {ω𝑛} dizisinin bir yığılma noktası denir. 

iii. Her  𝜀 >  0 için bir 𝜔0 ∈ ℕ sayısı 𝑛,𝑚 ≥  𝜔0 olduğunda ρ(ω𝑛, ω𝑚) < 𝜀 olacak 

şekilde varsa {ω𝑛} dizisine Cauchy dizisi denir. 

Önerme 2.1.2 (𝛬, 𝜇)  bir m.u. olmak üzere { 𝜔𝑛}  dizisi bu uzayda yakınsak ise her 

{ 𝜔𝑛𝑘} alt dizisi de bu uzayda yakınsaktır ve aynı noktaya yakınsar. 

Önerme 2.1.3 Herhangi bir (Λ, μ) metrik uzayında yakınsak bir dizi tek bir noktaya 

yakınsar. 
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Önerme 2.1.4 𝐴 ⊆ 𝛬 ve (𝛬, 𝜇) bir m.u. olsun. { 𝜔𝑛} ⊆ 𝐴 ve  𝜔𝑛 →  𝜔 olduğunda 𝜔 ∈ 𝐴 

olması için gerek ve yeter koşul A nın kapalı olmasıdır. 

Tanım 2.1.9 { 𝜔𝑛}, 𝛬 de bir dizi ve (𝛬, 𝜇) m.u. olsun. Eğer 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 özelliğindeki her 

her 𝑚, 𝑛  doğal sayısı ve  𝜀 > 0  için  𝜇( 𝜔𝑛, 𝜔𝑚) < 𝜀  o.ş. bir 𝑛0 ∈ ℕ  var ise { 𝜔𝑛} 

dizisine bir Cauchy dizisi, (𝛬, 𝜇) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi bu uzayın bir 

noktaya yakınsak ise (𝛬, 𝜇) ikilisine tam m.u. denir. 

Tanım 2.1.10 (𝛬, 𝜇) ve (𝑌, 𝜌) metrik uzaylar, 𝜔 ∈ 𝛬 ve Ƭ: 𝛬 → 𝑌 bir fonksiyon olmak 

üzere Ƭ fonksiyonunun ω noktasında sürekli olması için gerek ve yeter koşul 𝛬 içinde 

 𝜔  e yakınsayan her { 𝜔𝑛}  dizisi için, Y içindeki {Ƭ 𝜔𝑛}  dizisinin Ƭ 𝜔  e yakınsak 

olmasıdır. 

Önerme 2.1.5 

1. Metrik uzayda yakınsak her dizi bir Cauchy dizisidir. 

2. { ωn}, 𝛬 de bir dizi, (Λ, d) bir m.u. ve ∑  𝜇( 𝜔𝑛,  𝜔𝑛+1) < ∞∞
𝑛=1  iken { 𝜔𝑛} bir 

Cauchy dizisidir. 

3. (𝛬, 𝜇) metrik uzayındaki her bir Cauchy dizisi sınırlıdır. 

Tanım 2.1.11 (𝛬, 𝜇) m.u. olmak üzere bu uzaydaki açık kümelerin bir ailesi {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} 

olsun. Eğer 𝐴 ⊆ 𝛬 için 

𝐴 ⊆⋃𝐺𝑖
𝑖∈𝐼

 

oluyorsa {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} ailesine A kümesinin bir açık örtüsü denir. 𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} kolaksiyonu 𝐴 

kümesinin bir (açık) örtüsü ve 𝐽 ⊂ 𝐼  olmak üzere {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐽}  koleksiyonu 𝐴  nın bir 

örtüsü ise {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐽} örtüsüne {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} örtüsünün bir alt örtüsü denir. Bu durumda 𝐽 

sonlu ise {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐽} örtüsüne {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} örtüsünün sonlu alt örtüsü denir.  
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Tanım 2.1.12 𝐴 ⊆ 𝛬 ve (𝛬, 𝜇) bir m.u. olsun. Eğer A nın açık örtülerinin sonlu bir alt 

örtüsü varsa A kümesine kompakttır, eğer 𝛬  kompakt bir küme ise (𝛬, 𝜇)  uzayına 

kompakt m.u. denir.  

Teorem 2.1.1 (𝛬, 𝜇) metrik uzayı kompaktır gerek ve yeter şart bu uzayda her dizinin 

yakınsak bir alt dizisi vardır. 

Teorem 2.1.2 (𝛬, 𝜇) m.u. ve 𝜔 ∈ 𝛬 olsun. 𝐴, 𝛬’in boş olmayan kompakt bir alt kümesi 

olmak üzere 𝜇(𝜔, 𝑎) = 𝜇(𝜔, 𝐴) olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐴 vardır. 

Tanım 2.1.13 (𝛬, 𝜇)  m.u. ve 𝑓: 𝛬 → ℝ  olmak üzere 𝜔0 ∈ 𝛬  olsun. Eğer                           

𝑓(𝜔0) ≤ lim
𝜔→𝜔0

𝑖𝑛𝑓𝑓(𝜔) ise 𝑓 dönüşümüne 𝜔0 noktasında alt yarı sürekli bir fonksiyon, 

eğer 𝑓(𝜔0) ≥ lim
𝜔→𝜔0

𝑠𝑢𝑝𝑓(𝜔) ise 𝑓 dönüşümüne 𝜔0 noktasında üst yarı sürekli denir. 
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2.2 Büzülme Dönüşümü ve Genelleştirmeleri 

Metrik uzaylarda tanımlanan büzülme dönüşümleri temelde kümeden alınan herhangi 

iki noktanın dönüşüm altındaki görüntüleri arasındaki mesafenin; bu iki nokta 

arasındaki mesafeden daha küçük olduğunu ifade etmektir. Temel olarak 

kullanacağımız tek değerli büzülme dönüşümlerinden birkaçının metrik uzaydaki 

ifade edilmiş halini aşağıda verebiliriz.  

Tanım 2.2.1 𝛬 boştan farklı bir küme ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬 dönüşümü olsun. Eğer Ƭ𝜔0 = 𝜔0 

olacak şekilde 𝜔0 ∈ 𝛬  noktası bulunabiliyorsa bu noktaya Ƭ  dönüşümünün bir sabit 

noktası denir. 

Örnek 2.2.1 𝛬 = [0,∞) ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬, 𝐾: 𝛬 → 𝛬 dönüşümleri  

Ƭ𝜔 =
𝜔+2

3
 ve  𝐾𝜔 = 𝜔 + 4 

olsun. Bu durumda Ƭ1 = 1 ve 1 ∈ 𝛬 olduğundan 𝜔 = 1 noktası Ƭ dönüşümünün sabit 

noktasıdır. Fakat 𝐾 dönüşümünün 𝛬’de sabit bir noktası yoktur.  

Tanım 2.2.2 (𝛬, 𝜇)  m.u. ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬  dönüşümü olsun. Her 𝜔, 𝛾 ∈ 𝛬  için                          

𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) ≤ 𝐿𝜇(𝜔, 𝛾)  olacak şekilde 𝐿 ≥ 0  sayısı varsa Ƭ  dönüşümüne Lipschitz 

dönüşümü, bu eşitsizliği sağlayan en küçük 𝐿 sayısına Lipschitz sabiti denir. Eğer bir Ƭ 

dönüşümü için 𝐿 < 1  ise Ƭ  dönüşümüne bir büzülme dönüşümü, 𝐿 = 1  ise Ƭ 

dönüşümüne genişlemeyen bir dönüşüm denir. 

Ayrıca her 𝜔, 𝛾 ∈ 𝛬 için 𝜔 ≠ 𝛾 olacak biçimde 𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) < 𝜇(𝜔, 𝛾) ise Ƭ dönüşümüne 

büzülebilir dönüşüm denir. 

Örnek 2.2.2 𝛬 = [0,∞)  ve  (ℝ, 𝜇)  alışılmış m.u. olsun. Ƭ: 𝛬 → 𝛬 ve Ƭ𝜔 =
𝜔

4
 

dönüşümüne göre Ƭ bir büzülme dönüşümüdür. 
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(i) (Banach 1922) (𝛬 , 𝜇) bir tam m.u. ve Ƭ ∶ 𝛬 → 𝛬 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔, 𝛾 ∈  𝛬 

için  

𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾)  ≤ 𝜑 𝜇(𝜔, 𝛾) 

olacak şekilde 𝜑 ∈ [0,1)  var ise Ƭ  dönüşümünün 𝛬  de bir tek sabit noktası vardır. 

Üstelik her 𝜔0 ∈ 𝛬 için {Ƭ𝑛𝜔0} dizisi Ƭ nin bu sabit noktasına yakınsar. 

İspat: 𝜔0 ∈ 𝛬 keyfi bir nokta olsun. 

𝜔1 = Ƭ𝜔0, 𝜔2 = Ƭ𝜔1 = Ƭ2𝜔0, ⋯ , 𝜔𝑛 = Ƭ𝜔𝑛−1 = Ƭ
𝑛𝜔0, ⋯ 

biçiminde tanımlı {𝜔𝑛} dizisini ele alalım. Buradan her 𝑛 doğal sayısı için  

𝜇(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) = 𝜇(Ƭ𝜔𝑛−1, Ƭ𝜔𝑛) 

≤ 𝛼𝜇(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) 

 ⋮                      

 ≤ 𝛼𝑛𝜇(𝜔0, 𝜔1)  

olur. O halde 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 > 𝑛 için 

𝜇(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) ≤ 𝜇(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) + 𝜇(𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛+2) + ⋯+ 𝜇(𝜔𝑚−1, 𝜔𝑚) 

≤ 𝛼𝑛𝜇(𝜔0, 𝜔1)+𝛼
𝑛+1𝜇(𝜔0, 𝜔1) + ⋯+ 𝛼𝑚−1𝜇(𝜔0, 𝜔1) 

𝜇(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) = [𝛼
𝑛+𝛼𝑛+1 +⋯+ 𝛼𝑚−1]𝜇(𝜔0, 𝜔1) ≤

𝛼𝑛

1 − 𝛼
𝜇(𝜔0, 𝜔1)  
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bulunur. Bu durumda {𝜔𝑛}  dizisinin bir Cauchy dizisi olup, 𝛬  tam olduğundan    

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝜔𝑛 = 𝑧 olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝛬 noktası vardır. Dahası, T sürekli olduğundan  

𝑧 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝜔𝑛+1 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

Ƭ𝜔𝑛 = Ƭ𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝜔𝑛 = Ƭ𝑧 

olur. Bu durumda 𝑧, T nin bir sabit noktasıdır. 𝑤 ∈ 𝛬  noktası T nin bir başka sabit 

noktası olsun. Bu durumda  

0 < 𝜇(𝑧, 𝑤) = 𝜇(Ƭ𝑧, Ƭ𝑤) ≤ 𝛼𝜇(𝑧, 𝑤) < 𝜇(𝑧, 𝑤) 

elde edilir bu bir çelişki olup T nin sabit noktası tekdir. 

(ii) (Edelstein 1962) (𝛬, 𝜇) bir kompakt m.u. ve Ƭ ∶  𝛬 →  𝛬 büzülebilir bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda Ƭ dönüşümü 𝛬 uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

(iii) (Kannan 1968) (𝛬 , 𝜇) bir tam m.u. ve Ƭ ∶ 𝛬 → 𝛬 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔, 𝛾 ∈ 𝛬 

için  

𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾)  ≤ 𝜑 [ 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) + 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾)] 

olacak şekilde 𝜑 ∈ [0,
1

2
)  var ise Ƭ  dönüşümünün 𝛬  de bir tek sabit noktası vardır. 

Ayrıca her 𝜔0 ∈ 𝛬 için {Ƭ𝑛𝜔0} dizisi Ƭ nin bu sabit noktasına yakınsar. 

(iv) (Chatterjea 1972) (𝛬 , 𝜇)  bir tam m.u. ve Ƭ ∶ 𝛬 → 𝛬   bir dönüşüm olsun. Her      

𝜔, 𝛾 ∈ 𝛬 için  

𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) ≤ 𝜑 [𝜇(𝜔, Ƭ𝛾) + 𝜇(𝛾, Ƭ𝜔)] 

olacak şekilde 𝜑 ∈ [0,
1

2
) var ise Ƭ dönüşümünün 𝛬 de bir tek sabit noktası vardır. 
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(v) (Zamfirescu 1972). (𝛬 , 𝜇)  bir tam m.u. ve Ƭ ∶ 𝛬 →  𝛬  bir dönüşüm olsun. Her     

𝜔, 𝛾 ∈  𝛬 için  

𝑘1) 𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) ≤ 𝜑 𝜇(𝜔, 𝛾)  

𝑘2) 𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) ≤ 𝛿 [𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) + 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾)]  

𝑘3) 𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) ≤ 𝜎 [𝜇(𝜔, Ƭ𝛾) + 𝜇(𝛾, Ƭ𝜔)]  

koşullarından biri sağlanacak şekilde 0 ≤ 𝜑 < 1 , 0 ≤ 𝛿 , 𝜎 <
1

2
 sayıları var ise Ƭ 

dönüşümünün 𝛬 de bir tek sabit noktası vardır. 

(vi) (Bianchini 1972). (𝛬 , 𝜇)  bir tam m.u. ve Ƭ ∶  𝛬 →  𝛬  bir dönüşüm olsun. Her    

𝜔, 𝛾 ∈  𝛬 için  

𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾)  ≤ 𝑝𝑚𝑎𝜔{ 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) + 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾) } 

olacak şekilde 𝑝 ∈ [0,1) var ise Ƭ dönüşümünün 𝛬 de bir tek sabit noktası vardır. 

(vii) (Reich 1971; Rus 1971). (𝛬 , 𝜇) bir tam m.u. ve Ƭ ∶  𝛬 →  𝛬 bir dönüşüm olsun. 

Her 𝜔, 𝛾 ∈  𝛬 ve 𝜑 + 2𝜏 < 1 olacak şekildeki 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ için  

𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) ≤ 𝜑 𝜇(𝜔, 𝛾) + 𝜏[ 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) + 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾) ] 

şartı sağlansın. Bu durumda Ƭ dönüşümünün 𝛬 de bir sabit noktası vardır. 

(viii) (Hardy-Rogers 1973) (𝛬 , 𝜇) bir tam m.u. ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬 bir dönüşüm olsun. Her 

𝜔, 𝛾 ∈  𝛬 ve 𝑘, 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢 < 1 olacak şekildeki 𝑘, 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ ℝ+ için  

𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) ≤ 𝑘. 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) + 𝑟. 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾) + 𝑠. 𝜇(𝜔, Ƭ𝛾) + 𝑡. 𝜇(𝛾, Ƭ𝜔) + 𝑢. 𝜇(𝜔, 𝛾) 
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şartı sağlansın. Bu durumda Ƭ dönüşümünün 𝛬 de bir tek sabit noktası vardır. 

Tanım 3.2.1 (𝛬, 𝜇)  bir m.u. ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬 bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝜔, 𝛾 ∈  𝛬 için 

𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾)  ≤  𝜗.𝑚𝑎𝜔 { 𝜇 (𝜔, 𝛾), 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔), 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾), 𝜇(𝜔, Ƭ𝛾), 𝜇(𝛾, Ƭ𝜔) } 

olacak şekilde 0 ≤  𝜗 < 1 varsa, Ƭ’ ye quasi büzülme dönüşümü denir. (Ciric 1974). 

(ix) (Ciric 1974) (𝛬, 𝜇)  bir tam m.u. ve Ƭ  dönüşümü bu uzayda tanımlı bir quasi 

büzülme olsun. Bu durumda Ƭ nin tek bir sabit noktası vardır. 

(x) (Berinde 2004) (𝛬 , 𝜇) bir tam m.u. ve Ƭ ∶  𝛬 →  𝛬 dönüşümü olsun. Her 𝜔, 𝛾 ∈  𝛬 

için  

𝜇( Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) ≤ 𝜎. 𝜇(𝜔, 𝛾) + 𝜏. 𝜇(𝛾, Ƭ𝜔) 

olacak şekilde 𝜎 ∈ (0,1)  ve 𝜏 ≥ 0  sabitleri var ise Ƭ  dönüşümünün 𝛬  de bir sabit 

noktası vardır. 

Berinde tip sabit nokta teoremlerinde sabit noktanın tek olması gerekmez. Örneğin       

𝛬 = [0,1]  kümesi üzerinde 𝜇  alışılmış metriğine göre Ƭ: 𝛬 → 𝛬 , Ƭ𝜔 = 𝜔  birim 

dönüşümü 𝐿 ≥ 1 − δ ile büzülme şartını sağlamasına rağmen 𝛬 in her noktası bir sabit 

noktadır. 

(xi) (Suzuki 2009) (𝛬, 𝜇) kompakt m.u. ve Ƭ: 𝛬 →  𝛬 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔, 𝛾 ∈  𝛬 

için  

                         
1

2
 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔)  <  𝜇(𝜔, 𝛾)  ⇒  𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾)  <  𝜇(𝜔, 𝛾)                        (2.2.1) 

eşitsizliği sağlanıyorsa Ƭ dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 
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İspat. 𝛽 = inf {𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) ∶ 𝜔 ∈ 𝛬}  biçiminde tanımlanan 𝛽  kümesi için 

lim
𝑛→∞

𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) = 𝛽  olacak şekilde {𝜔𝑛}  dizisi seçelim. 𝛬  kompakt olduğundan 

genelliği bozmaksızın {𝜔𝑛}  ve {Ƭ𝜔𝑛}  dizilerinin yakınsak olduğu sırasıyla 𝑣, 𝜗 ∈ 𝛬 

elemanları vardır. 𝛽 = 0 olduğunu gösterelim. O halde aksini varsayacak olursak 𝛽 > 0 

olsun. Bu durumda,  

lim
𝑛→∞

𝜇(𝜔𝑛 , 𝜗) = 𝜇(𝑣, 𝜗) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝜔𝑛 , Ƭ𝜔𝑛) = 𝛽 

elde edilir. 𝑛 ≥ 𝑣 olacak şekildeki her 𝑛 ∈ ℕ için, 

                                        
2

3
𝛽 < 𝜇(𝜔𝑛, 𝜗) ve 𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) <

4

3
𝛽 

olacak şekilde 𝑣 ∈ ℕ seçebiliriz. Bu durumda 𝑛 ≥ 𝑣 için, 

1

2
𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) < 𝜇(𝜔𝑛, 𝜗) 

elde edilir. (2.2.1) eşitsizliğinden, 𝑛 ≥ 𝑣 için, 

𝜇(Ƭ𝜔𝑛, Ƭ𝜗) < 𝜇(𝜔𝑛, 𝜗) 

olacağından bu durum, 

𝜇(𝜗, Ƭ𝜗) = lim
𝑛→∞

𝜇( Ƭ𝜔𝑛, Ƭ𝜗) ≤ lim
𝑛→∞

𝜇(𝜔𝑛, 𝜗) = 𝛽 

olur. 𝛽  kümesinin tanımından 𝜇(𝜗, Ƭ𝜗) = 𝛽  elde edilir. Ayrıca,                                

1

2
𝜇(𝜗, Ƭ𝜗) < 𝜇(𝜗, Ƭ𝜗) olduğundan 

𝜇(Ƭ𝜗, Ƭ2𝜗) < 𝜇(𝜗, Ƭ𝜗) = 𝛽 
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olur ancak bu bir çelişkidir. O zaman 𝛽 = 0 olmalıdır. Şimdi ise Ƭ dönüşümün sabit 

noktası olduğunu gösterelim. Bu durum için aksini varsayarak Ƭ dönüşümünün sabit 

noktası olmadığını kabul edelim. O zaman, 0 <
1

2
𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) < 𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) 

olacağından her 𝑛 ∈ ℕ  için 𝜇(Ƭ𝜔𝑛, Ƭ
2𝜔𝑛) < 𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛)  olması gerektiği göz önüne 

alınacak olursa, 

lim
𝑛→∞

𝜇 (𝑣, Ƭ𝜔𝑛) = 𝜇(𝑣, 𝜔) = lim
𝑛→∞

𝜇 (𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) = 𝛽 = 0 

olup bu durum {Ƭ𝜔𝑛} dizisinin 𝑣 elemanına yakınsak olduğu anlamına gelir. Ayrıca, 

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑣, Ƭ2𝜔𝑛) ≤ lim
𝑛→∞

((𝜇(𝑣, Ƭ𝜔𝑛) + 𝜇(Ƭ𝜔𝑛, Ƭ
2𝜔𝑛)) 

                                                      ≤ lim
𝑛→∞

((𝜇(𝑣, Ƭ𝜔𝑛) + 𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) = 0 

olup böylece {Ƭ2𝜔𝑛} dizisi 𝑣 elemanına yakınsaktır. Eğer, 

                    
1

2
𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) ≥ 𝜇(𝜔𝑛, 𝑣) ve 

1

2
𝜇(Ƭ𝜔𝑛, Ƭ

2𝜔𝑛) ≥ 𝜇(Ƭ𝜔𝑛, 𝑣) 

ise o zaman üçgen eşitsizliği ile beraber, 

𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) ≤ 𝜇(𝜔𝑛, 𝑣) + 𝜇(Ƭ𝜔𝑛, 𝑣) 

                                                             ≤
1

2
𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) +

1

2
𝜇(Ƭ𝜔𝑛, Ƭ

2𝜔𝑛) 

                                                            <
1

2
𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) +

1

2
𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) 

= 𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) 
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olur ancak bu bir çelişkidir. Dolayısıyla, her 𝑛 ∈ ℕ için, 𝜇(𝜔𝑛, Ƭ𝜔𝑛) < 𝜇(𝜔𝑛, 𝑣) veya 

𝜇(Ƭ𝜔𝑛, Ƭ
2𝜔𝑛) < 𝜇(Ƭ𝜔𝑛, 𝑣) eşitsizliklerinin biri sağlanır. Ayrıca (2.2.1) eşitsizliğinden  

                               𝜇(Ƭ𝜔𝑛, Ƭ𝑣) < 𝜇(𝜔𝑛, 𝑣) veya 𝜇(Ƭ2𝜔𝑛, Ƭ𝑣) < 𝜇(Ƭ𝜔𝑛, 𝑣) 

eşitsizliklerinin biri sağlanır. Dolayısıyla aşağıdakilerden biri geçerlidir. 

. Her 𝑛 ∈ 𝐼  için 𝜇(Ƭ𝜔𝑛, Ƭ𝑣) < 𝜇(𝜔𝑛, 𝑣)  olacak şekilde ℕ  kümesinin sonsuz bir 𝐼  alt 

kümesi vardır. 

. Her 𝑛 ∈ 𝐽 için 𝜇(Ƭ2𝜔𝑛, Ƭ𝑣) < 𝜇(Ƭ𝜔𝑛, 𝑣) olacak şekilde ℕ kümesinin sonsuz bir 𝐽 alt 

kümesi vardır. 

İlk durum sağlanırsa, 

𝜇(𝑣, Ƭ𝑣) = lim
𝑛∈𝐼 𝑛→∞

𝜇(Ƭ𝜔𝑛 , Ƭ𝑣) ≤ lim
𝑛∈𝐼 𝑛→∞

𝜇(𝜔𝑛 , 𝑣) = 0 

olup dolayısıyla Ƭ𝑣 = 𝑣. Eğer ikinci durum sağlanırsa, 

𝜇(𝑣, Ƭ𝑣) = lim
𝑛∈𝐽 𝑛→∞

𝜇(Ƭ2𝜔𝑛, Ƭ𝑣) ≤ lim
𝑛∈𝐽 𝑛→∞

𝜇(Ƭ𝜔𝑛 , 𝑣) = 0 

olur ve dolayısıyla her iki durum da Ƭ dönüşümünün sabit noktası 𝑣 elemanıdır. Bu bir 

çelişkidir. Dolayısıyla Ƭ𝑧 = 𝑧  olacak şekilde 𝑧 ∈ 𝛬  olmalıdır. Şimdi 𝑦 ≠ 𝑧  iken 

𝐹𝑖𝜔 𝑦 ∈ 𝛬 ve olsun. O zaman, 
1

2
𝜇(𝑧, Ƭ𝑧) = 0 < 𝜇(𝑧, 𝑦) için, 

𝜇(𝑧, Ƭ𝑦) = 𝜇(Ƭ𝑧, Ƭ𝑦) < 𝜇(𝑧, 𝑦) 

elde edilir. Bu durum iki farklı sabit nokta olmadığını gösterir. Dolayısıyla Ƭ 

dönüşümünün sabit noktası bir tek 𝑧 ∈ 𝛬 olmalıdır.  
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3 METRİK UZAYLARDA P-BÜZÜLME DÖNÜŞÜMLERİ VE BAZI SABİT 

NOKTA SONUÇLARI 

Bu bölümde Altun et al. 2018 ve Altun 2023 tarafından elde edilen sonuçları detaylı bir 

şekilde inceleyeceğiz. Bu çalışmalarda metrik uzaylarda 𝑃-büzülme dönüşümü olarak 

verilen yeni bir kavram tanıtılmıştır. Her alışılmış büzülme dönüşümünün aynı zamanda 

𝑃-büzülme dönüşümü olduğu, ancak genelde bu durumun tersinin doğru olmayabileceği 

gösterilmiştir. Bunu göstermek için bir örnek verilmiştir (Altun et al. 2018, Altun 

2023). 

Tanım 3.1 (𝛬, 𝜇) bir m.u. ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬 bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝜔 ≠ 𝛾 olacak 

şekildeki her 𝜔, 𝛾 ∈ 𝛬 için  

                                           𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) < 𝜇(𝜔, 𝛾) + |𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) − 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾)|               (3.1) 

şartı sağlanıyorsa Ƭ ye 𝑃- büzülme dönüşümü denir. 

İlk olarak büzülme dönüşüm konseptlerini karşılaştırmak için vereceğimiz kümeleri 

adlandıralım. Kendineden kendine dönüşümlerin sınıfını 𝐶(𝛬) , kendineden kendine 

genişlemeyen dönüşümlerin sınıfını 𝑁(𝛬), Suzuki tip dönüşümlerin sınıfını 𝑆(𝛬) ve 𝑃 -

dönüşümlerin sınıfını 𝑃(𝛬)  ile göstereceğiz. Bu tanımlardan açıktır ki                 

𝐶(𝛬)  ⊆  𝑆(𝛬), 𝐶(𝛬)  ⊆  𝑃(𝛬) 𝑣𝑒 𝐶(𝛬)  ⊆  𝑁(𝛬) dir. Aşağıdaki örnek 𝐶(𝛬)  sınıfının 

𝑃(𝛬) in bir uygun alt sınıfı olduğunu göstermektedir.  

Örnek 3.1. 𝛬 =  {(0,0), (3,4), (2,1), (0,1), (3,0)} ⊂  ℝ2 olmak üzere her  

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2), 𝛾 =  (𝛾1, 𝛾2)  ∈  𝛬 

için  

                               𝜇(𝜔, 𝛾)  =  𝜇((𝜔1, 𝜔2), (𝛾1, 𝛾2))  =  |𝜔1 − 𝛾1| + |𝜔2 − 𝛾2|  
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olsun. Ƭ ∶ 𝛬 →  𝛬 dönüşümü  

                                           Ƭ = (
(0,0) (3,4) (2,1) (0,1) (3,0)
(0,0) (3,0) (0,1) (0,0) (0,0)

) 

eklinde tanımlansın. Bu durumda  

                                     𝜇(Ƭ(3,4), Ƭ(2,1)) = 4 = 𝜇((3,4), (2,1)) 

olup buradan Ƭ  bir büzülme dönüşümü değildir. Ayrıca (𝜔, 𝛾) = ((3,4), (2,1) ) ve 

(𝜔, 𝛾) = ((2,1), (3,4)) olarak alınırsa   

𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) < 𝜇(𝜔, 𝛾) 

olduğu görülebilir. Ayrıca 

                𝜇(Ƭ(3,4), Ƭ(2,1)) = 4 < 6 = 𝜇(𝜔, 𝛾) + |𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) − 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾)| 

olup Ƭ bir 𝑃 büzülme dönüşümüdür. Buradan Ƭ ∈  𝑃(𝛬)\𝐶(𝛬). 

Örnek 3.2. 𝛬 = [0,2] ve 𝜇, alışılmış metrik olmak üzere Ƭ: 𝛬 → 𝛬 dönüşümü  

                                            Ƭ𝜔 =  {
1,   𝜔 ≤ 1
0,   𝜔 > 1

 

olarak tanımlansın. Bu durumda Ƭ ∈  𝑃(𝛬)\𝐶(𝛬). 

Önerme 3.1 𝑃(𝛬) ve 𝑁(𝛬) sınıfları metrik uzayda farklıdır.  
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Örnek 3.3 Ƭ, 𝛬  metrik uzayında özdeşlik dönüşümü olduğunda Ƭ  genişlemeyen bir 

dönüşüm olmasına rağmen bir 𝑃 büzülme dönüşümüdür. Diğer taraftan 𝛬 = [0,1] ve 𝜇, 

alışılmış metrik olmak üzere ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬 dönüşümü  

Ƭ𝜔 = {  

1

2
,   𝜔 = 0

𝜔

2
,   𝜔 ≠ 0

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda Ƭ sürekli olmadığından bir genişleme dönüşümü de 

değildir. Genelliği bozmaksızın 𝛾 < 𝜔 olsun. 𝛾 > 0 için  

                           𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) =
1

2
𝜇(𝜔, 𝛾) 

olur. Ayrıca  

              𝜇(Ƭ0, Ƭ𝜔) = |
1−𝜔

2
| < 𝜔 + |

1−𝜔

2
| = 𝜔𝜇(0, 𝜔) + |𝜇(0, Ƭ0) − 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔)| 

olıp, Ƭ bir 𝑃- büzülme dönüşümüdür.  

Önerme 3.2 𝑃(𝛬) ve 𝑆(𝛬) sınıfları metrik uzaylarda farklıdır.  

Gerçekten, Örnek 3.1 (veya Örnek 3.2) deki Ƭ dönüşümü bir 𝑃 -büzülme dönüşümü 

olmasına rağmen Suzuki büzülme değildir. 

                                               𝛬 = {(0,0), (4,0), (0,4), (4,5), (5,4)} ⊂ ℝ2        

ve 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2), 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2) ∈ 𝛬 için 

                           𝜇(𝜔, 𝛾) = 𝜇((𝜔1,𝜔2), (𝛾1, 𝛾2)) = |𝜔1 − 𝛾1| + |𝜔2 − 𝛾2|         
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olsun. Ƭ: 𝛬 → 𝛬 dönüşümü 

                                                    Ƭ = (
(0,0)  (4,0)  (0,4)  (4,5)   (5,4)
(0,0)  (0,0)  (0,0)  (4,0)  (0,4)

)  

tanımlansın. Bu durumda 𝜔 = (4,5) ve 𝛾 = (5,4) için   

                                    𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) = 8 > 2 = 𝜇(𝜔, 𝛾) + |𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) − 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾)| 

olup Ƭ, 𝑃 -büzülme dönüşümü değildir. Öte yandan farklı 𝜔, 𝛾  için (𝜔, 𝛾) =

((4,5), (5,4)) veya (𝜔, 𝛾) = ((5,4), (4,5)) alınırsa  

                                                              𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) < 𝜇(𝜔, 𝛾) 

elde edilir. Bu durumda (2.2.1) eşitsizliği sağlanır.  

Önerme 3.3 Yukarıdaki örneklerden 𝑆(𝛬)  ve 𝑁(𝛬)  sınıflarının faklı oldukları 

görülebilir. Bundan dolayıda aşağıdaki şekili çizebiliriz.  
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Şekil 3.1 𝐶(𝛬), 𝑆(𝛬), 𝑃(𝛬) 𝑣𝑒 𝑁(𝛬) arasındaki ilişki (Altun et al. 2018) 

Önerme 3.4 (𝛬, 𝜇) bir m.u. Ƭ: 𝛬 → 𝛬 dönüşüm olsun. Eğer Ƭ sürekli ise 

                                                       𝜔 → 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) süreklidir 

(ve ayrıca alt yarı süreklidir). Ancak eğer ƒ(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) alt yarı sürekli ise Ƭ sürekli 

olmayabilir. 

Örnek 3.4 (ℝ, 𝜇) alışılmış m.u. Ƭ:ℝ → ℝ dönüşümü  

                                                Ƭ𝜔 = {
  1,    𝜔 > 0
  0,    𝜔 = 0
−1,    𝜔 < 0  

  

şeklinde tanımlansın. Bu durumda 

                                          𝑓(𝜔) = {
|𝜔 − 1|,   𝜔 > 0
      0,       𝜔 = 0
|𝜔 + 1|,   𝜔 < 0
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olup ƒ alt yarı süreklidir, ancak Ƭ sürekli değildir.  

𝑃- büzülme dönüşümü tanımı aracılığıyla aşağıdaki teoremi ifade ve ispat edelim.  

Teorem 3.1 (𝛬, 𝜇)  bir m.u., Ƭ, 𝛬  de bir 𝑃 - büzülme dönüşümü ve ƒ(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) 

şeklinde tanımlı bir fonksiyon olsun. ƒ(𝜔0) ≤ ƒ(Ƭ𝜔0) olacak şekilde bir 𝜔0 ∈ 𝛬 varsa, 

Ƭ, 𝛬 de bir tek sabit noktaya sahiptir. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑓: 𝛬 → ℝ fonksiyonu ƒ(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) şeklinde tanımlansın ve 

𝑓(𝜔0) ≤ 𝑓(Ƭ𝜔0)  olacak şekilde bir 𝜔0 ∈ 𝛬  var olsun. O halde 𝜔0 , ƒ  in sabit bir 

noktadır. Gerçekten, eğer 𝜔0 ≠ Ƭ𝜔0 ise Ƭ, 𝑃- büzülme dönüşümü olduğundan  

                        ƒ(Ƭ𝜔0) = 𝜇(Ƭ𝜔0, ƬƬ𝜔0) 

                                    < 𝜇(𝜔0, Ƭ𝜔0) + |𝜇(𝜔0, Ƭ𝜔𝑜) − 𝜇(Ƭ𝜔0, ƬƬ𝜔0)| 

                                        = ƒ(𝜔0) + |𝑓(𝜔0) − ƒ(Ƭ𝜔0)|  

                                        = ƒ(𝜔0) + ƒ(Ƭ𝜔0)– (𝜔0)  

                                        = ƒ(Ƭ𝜔0)  

olur ki bu bir çelişkidir. O halde 𝜔0 = Ƭ𝜔0  dır. (3.1) eşitsizliğini kullanarak sabit 

noktanın tekliğini de gösterebiliriz.  

Önerme 3.5 Eğer ƒ(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) en küçük olarak seçilirse ƒ(𝜔0) = 𝑖𝑛𝑓ƒ(𝛬) olacak 

şekilde 𝜔0 ∈ 𝛬 vardır. Bu durumda ƒ(𝜔0) ≤ ƒ(Ƭ𝜔0) olur. Bu durumda Teorem 3.1 den, 

𝜔0, Ƭ’nin bir sabit noktası olarak elde edilir. 
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Teorem 3.2 (𝛬, 𝜇)  bir kompakt m.u., Ƭ, 𝛬  de bir 𝑃 - büzülme dönüşümü ve            

ƒ(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) şeklinde tanımlı alttan yarı sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

Ƭ, 𝛬 de bir tek sabit noktaya sahiptir. 

İspat. Agarwal et al. 2019 çalışmasındaki Teorem 2.5.4’e göre, ƒ en küçük elemandır. 

Teorem 3.1 ve Önerme 3.5ten, Ƭ dönüşümün sabit noktasının tek olduğu görülebilir.  

Örnek 3.2 de ele alınan Ƭ hem 𝑃-büzülme dönüşümü ve hemde ƒ(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) alt 

yarı süreklidir. Teorem 3.2’den, Ƭ dönüşümün sabit noktasının tek olduğu görülebilir. 

Ayrıca, {Ƭ𝑛𝜔} Picard dizisi bu sabit noktaya yakınsar. Bununla birlikte aşağıdaki örnek 

Teorem 3.2 (ve ayrıca Teorem 3.1) nin isimlendirilmemiş tip sınıfa ait olduğunu 

göstermektedir. 

Örnek 3.5 𝛬 = [−2,−1] ∪ {0} ∪ [1,2] olup 𝜇, alışılmış metrik ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬 dönüşümü  

                                                Ƭ𝜔 = {

1−𝜔

2
,    𝜔 ∈  [−2,−1)

−𝜔,     𝜔 ∈ (1,2]          
0,      𝜔 ∈ {−1,0,1}

 

şeklide tanımlansın. Bu durumda Ƭ , bir 𝑃 -büzülme dönüşümüdür. Ayrıca                            

Ƭ ∈ 𝑃(𝛬)\𝑆(𝛬) olduğu da görülebilir. Dahası   

                                           ƒ(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) =

{
 
 

 
 
1−3𝜔

2
,    𝜔 ∈ [−2,−1),

2𝜔,        𝜔 ∈ (1,2],        

1,        𝜔 ∈ {−1,1},   
0,         𝜔 = 0              

 

fonksiyonu alttan yarı süreklidir. Buradan Teorem 3.2 (ve ayrıca Teorem 3.1) 

aracılığıyla, Ƭ’nin sabit bir noktaya sahip olduğunu söyleyebiliriz. Ancak başlangıç 

noktası 𝜔0 = 2  olarak alınırsa Picard iterasyon dizisi Ƭ  nin bu sabit noktasına 

yakınsamaz. 
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Önerme 3.6 Önerme 3.4 aracılığıyla Edelstein sabit nokta teoreminden daha genel olan 

aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 3.3 (𝛬, 𝜇) bir kompakt m.u., Ƭ, 𝛬 de bir sürekli 𝑃- büzülme dönüşümü olsun. 

Bu durumda Ƭ, 𝛬 de bir tek sabit noktaya sahiptir. 

İspat. Ƭ sürekli olduğundan, ƒ(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) alt yarı süreklidir. Bu nedenle, Teorem 

3.2’ye göre, Ƭ bir tek sabit noktaya sahiptir.  

Edelstein sabit nokta teoremini kullanarak literatürde birçok sabit nokta teoremi elde 

edilmiştir (Altun and Hancer 2019, Altun 2023). Altun, 2023 yılında yapmış olduğu 

çalışmasında Suzuki tipi 𝑃-büzülme dönüşümü yapmıştır. Ayrıca hem Edelstein hem de 

Suzuki sabit nokta teoreminden daha da genel olan aşağıdaki sonucu elde etmiştir 

(Altun 2023). 

Tanım 3.2 (𝛬, 𝜇) bir m.u. ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬 bir dönüşüm olsun. Bu durumda her 𝜔, 𝛾 ∈ 𝛬 

için  

     
1

2
𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) < 𝜇(𝜔, 𝛾), 𝜇(Ƭ𝜔, Ƭ𝛾) < 𝜇(𝜔, 𝛾) + |𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) − 𝜇(𝛾, Ƭ𝛾)|             (SPC) 

şartı sağlanıyorsa Ƭ  ye bir Suzuki tip 𝑃 - büzülme dönüşümü (𝑆𝑃(𝛬))  denir. Bu 

durumda yukarıdaki verilen büzülme kavramlarıyla aşağıdaki diyagramı çizebiliriz: 

𝐶(𝛬) ⟹ 𝑃(𝛬) 

                                                               ⇓            ⇓     

𝑆(𝛬) ⇒ 𝑆𝑃(𝛬) 

Teorem 3.4 (𝛬, 𝜇)  kompakt bir m.u. ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬  sürekli Susuki tip 𝑃 - büzülme 

dönüşümü olsun. Bu durumda, Ƭ’nin tek bir sabit noktası vardır. 
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İspat. 𝛬 kompakt ve Ƭ sürekli olduğundan  

𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) = inf{𝜇(𝜔, Ƭ𝜔):𝜔 ∈ 𝛬}. 

olacak şekilde 𝑢 ∈ 𝛬 vardır. 𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) = 0 olduğunu iddia ediyoruz. Aksini varsayalım. 

Bu durumda, 0 <
1

2
𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) < 𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) olup 

𝜇(Ƭ𝑢, Ƭ2𝑢) < 𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) + |𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) − 𝜇(Ƭ𝑢, Ƭ2𝑢)| 

                                                = 𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) + 𝜇(Ƭ𝑢, Ƭ2𝑢) − 𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) 

                                                = 𝜇(Ƭ𝑢, Ƭ2𝑢),    

olduğundan bu bir çelişkidir. Bu nedenle, 𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) = 0 ve dolayısyla 𝑢, Ƭ’nin bir sabit 

noktasıdır. Şimdi, 𝑣’nin Ƭ’nin başka bir sabit noktası olduğunu varsayalım. Bu durumda 

0 =
1

2
𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) < 𝜇(𝑢, 𝑣) olduğundan  

𝜇(𝑢, 𝑣) = 𝜇(Ƭ𝑢, Ƭ𝑣) 

                                                                  < 𝜇(𝑢, 𝑣) + |𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) − 𝜇(𝑣, Ƭ𝑣)| 

                                                                  = 𝜇(𝑢, 𝑣), 

olur ki bu bir çelişkidir. Dolayısıyla, Ƭ’nin bir tek sabit noktası vardır. 

Bu teoremdeki süreklilik koşulunun kaldırılamayacağını görmek için tekrar Örnek 

1.2’ye bakılabilir. Ancak, Ƭ ’nin sürekliliği 𝑓(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔)  ile tanımlanan 𝑓 

fonksiyonunun alt yarı sürekliliği varsayarak bir sonuç elde edilebilir. Ƭ sürekli ise 𝑓’in 

de sürekli olduğu (ve dolayısıyla alt yarı sürekli olduğu) iyi bilinmektedir. Önerme 3.4 

de de görülebileceği gibi eğer 𝑓 alt yarı sürekli ise, Ƭ sürekli olmayabilir.  
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Teorem 3.5 (𝛬, 𝜇) kompakt bir m.u. ve Ƭ: 𝛬 → 𝛬 Suzuki tipi bir 𝑃-büzülebilir dönüşüm 

olsun. Bu durumda 𝑓(𝜔) = 𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) ile tanımlanan 𝑓 fonksiyonu alttan yarı sürekli ise 

Ƭ’nin 𝛬’te tek bir sabit noktası vardır.  

İspat. 𝛬  kompakt ve 𝑓: 𝛬 → ℝ  alttan yarı sürekli olduğundan 𝑓(𝑢) = inf (𝛬)  olacak 

şekilde 𝑢 ∈ 𝛬 vardır, yani 

𝜇(𝑢, Ƭ𝑢) = inf{𝜇(𝜔, Ƭ𝜔) ∶ 𝜔 ∈ 𝛬}. 

Dolayısıyla ispat, Teorem 3.4’ün ispatında olduğu gibi tamamlanabilir. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER  

Bu tezde metrik uzaylarda 𝑃 -büzülme aracılığıyla bazı sabit nokta sonuçları ele 

alınmıştır. Tezimizin birinci bölümünde sabit nokta teorisinin sınıflandırılmasından 

bahsedilmiştir. İkinci bölümde tezimizin anlaşılabilirliğini ve okunabilirliğini 

kolaylaştırmak amacıyla temel tanım ve teoremlerimize yer verilmiştir. Son 

bölümümüzde ise tek değerli dönüşümler için P-büzülme tanımı verilerek alışılmış 

büzülme dönüşümünün aynı zamanda bir P-büzülme dönüşümü olduğunu fakat bunun 

tersinin doğru olmadığını göstermek için bir örnekten yararlanılmıştır. Dahası kompakt 

metrik uzayda sürekli 𝑃-büzülme dönüşümünün sabit noktasının varlığını ve tekliğini 

gösteriyoruz. Elde edilen bu sonuç ise Edelstein sabit nokta teoremini içermektedir. 

Ayrıca Suzuki 𝑃-büzülme tanımıyla yeni bir sabit nokta sonucu elde edilmiştir. Bu 

çalışmada elde edilen sabit nokta sonuçları daha da genelleştirilip bu sonuçlarının farklı 

uzaylarda da geçerli olup olmadığı incelenebilir. 
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