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L’Hospital’in Leibniz’e yonelttigi kesirli mertebeden tiirevin var olmasi ihtimali
sorusundan son 50 yila kadar kesirli analiz uygulamalar1 ¢ok fazla yapilmamustir.
Lokal olmayan problemlerin modellenmesinde literatiirde var olan yontemlere yeni bir
bakis agis1 getirmesi ve bir¢cok zor gergek diinya problemlerini modellemede kullanisl
olmasi, kesirli analiz konusu tizerine ¢alismalar1 hizlandirmistir. Boylece matematik,
fizik, kimya, biyoloji, ekonomi ve miithendislik gibi diger disiplinlere daha gergek¢i
hesaplamalarla yon vermistir. Son yillarda kesirli tiirev ve integraller esitsizlik teorisi
ile birlikte hizla ¢alisilmaya baslanmis, yapilan ¢esitli integral esitsizliklerin daha

genel hallerinin bulundugu ve bulunacagini gézler 6niine sermistir.

Sunulan bu tezde, 2016 yilinda A. Atangana ve D. Baleanu tarafindan literatiire
kazandirilan lokal ve tekil olmayan kesirli tiireve karsilik gelen integraller ele
alimmistir. Konuyla ilgili tanim, teorem ve kavramlar verilip, genis literatiir caligmasi
yapilarak bazi konveks fonksiyon tiirleri i¢in Atangana-Baleanu kesirli integraller

yardimiyla yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.
2023, 59 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard, Atangana-Baleanu kesirli integral, P-

fonksiyon, Godunova-Levin fonksiyon, konvekslik
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The possibility of the existence of fractional-order derivatives, as posed by L'Hopital
to Leibniz, did not receive much attention in the application of fractional analysis until
the last 50 years. However, it has gained momentum in recent years due to its potential
to provide a new perspective on modeling non-local problems and its usefulness in
addressing various challenging real-world problems. This has led to more realistic
calculations in disciplines such as mathematics, physics, chemistry, biology,
economics, and engineering. In recent years, fractional derivatives and integrals have
been studied rapidly, particularly in conjunction with inequality theory. Various
integral inequalities have been discovered and are expected to continue being explored

in more general forms.

This thesis focuses on the integrals corresponding to local and non-singular fractional
derivatives, which were introduced into the literature by A. Atangana and D. Baleanu
in 2016. The thesis provides definitions, theorems, and concepts related to the topic,
along with an extensive literature review. By utilizing Atangana-Baleanu fractional
integrals, new Hermite-Hadamard type inequalities are derived for certain types of
convex functions.

2023, 59 pages

Keywords: Hermite-Hadamard, Atangana-Baleanu fractional integral, P-function,

Godunova-Levin function, convexity
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BIiRINCi BOLUM

1.GIRIS

Antik Yunan donemine kadar uzantisi olan esitsizlik teorisi matematiksel
analiz, cebir, geometri ve optimizasyon gibi matematik dallariyla yakindan iligkilidir.
Teori denklem c¢oziimlemelerinde, matematiksel modellerin olusturulmasinda,
simirlamalarin, kosullarin analizinde ve karar verme problemlerinde yaygin olarak
kullanilir. Matematigin c¢esitli dallarinin yan1 sira finansal planlama, ekonomi,
muhendislik, istatistik, fizik gibi bir¢ok alanda ger¢ek hayatta karsilasilan durumlari
ifade ve analiz etme agisindan 6nemli olan bu teori, hizla biiyiiyen bir disiplin haline
gelmistir. Bu sirecte Chebyshev, Griss, Holder, Minkowski, Hadamard, Cauchy-
Schwarz, Stolz, Hilbert, Gronwall, Young, Opial, Jensen, Simpson, Ostrowski gibi
bircok esitsizlik literatiirde yerini almistir. Esitsizlik teorisi agisindan eser niteligindeki
benzer icerikli kaynaklar “Inequalities”; 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya,
1961 yilinda Beckenbach ve Bellman, 1970 yilinda ise Mitrinovi¢ tarafindan
verilmistir (Hardy et al. 1934; Beckenbach and Bellman 1961; Mitrinovi¢ 1970). Bu
eserler 1s131nda esitsizliklerin genellestirilmeleri, gelistirmeleri ve yeni uygulamalari

matematigin ¢esitli dallarindaki arastirmacilar tarafindan verilmeye devam etmistir.

Izlerine Eski Yunan, Misir ve Babil donemlerinde (M.O. 2000) rastlanan
konvekslik kavrammin ilk titiz calismalar1 kiire ve silindir lizerinde yaptig1
incelemelerle Archimedes (M.O 287-212) tarafindan verilmis, ayrica konveks kiime
taniminin temelleri de onunla atilmistir. Fakat bunun gibi ¢ogu varsayimlar Cauchy’e
kadar (1789-1857) ispatsiz kalmig, Cauchy’nin kapali konveks bir egrinin g¢evre
hesaplama teoremleriyle 6nemi artmistir. Tek basina ¢alisilmay1 hak eden bir konu

olarak taninmas1 1905 ve 1906’da yaptig1 iki makaleyle Jensen’e atfedilmistir. Stolz,

1893 yilinda (a,b) araliginda stirekli bir f fonksiyonunun

f(aTerjs%[f (a)+ f(b)]



esitsizligini sagladigin1 ispatlamig ve Jensen bu esitsizligi kullanarak konveks
fonksiyonlar1 tanimlamistir. Daha sonra konveks fonksiyonlar daha kapsamli ve
detayli sekilde ¢aligilmis, matematigin hemen hemen her alaninda yerini almustir.
Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler konusunu ele alan Pecari¢’in 1987 yilinda
yaymladigr “Convex Functions: Inequalities” adli kitabi ilk kaynak niteligi
tasimaktadir (Pecari¢ 1987). Konveks fonksiyon ve ¢esitli smiflarinin esitsizlikler
iizerindeki roliiniin biiylikliglinden gilinlimiizde de hala konu iizerinde ¢aligmalar

yapilmaktadir.

1695 yilinda L’Hopital’in Leibnitz’e gonderdigi mektupla ortaya atilan kesirli
tiirev kavrami yarim asir 6ncesine kadar sadece matematiksel iglemler iceren soyut bir
kavram olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Fakat son 20 yilda matematik, fizik ve
miithendisligin hemen hemen her alaninda kendisine yer bulmustur. Gercek diinya
problemlerinin modellenmesinde kullanilmis ve problemleri daha iyi anlamayi, daha
hassas sonuclar elde etmeyi amag¢lamistir. Literatiirde tarihsel agamalarla birlikte konu
iizerinde yapilan ilk ¢alisma Oldham ve Spainer’in 1974 yilinda yaymladig: kitap
olmustur (Oldham and Spainer 1974).

Kesirli tiirev ve integral kavrammin muhtemelen en 6nemli gelisimi 1847
yilinda Riemann tarafindan olmustur. Literatirde Riemann-Liouville olarak
adlandirilan, verdigi kesirli tlirev ve integral tanimlarinin ardindan, Griinwald-
Letnikov (1868), Weyl (1917), Marchaud (1927), Hadamard (1927), Erdelyi Kober
(1940), Riezs (1952), Chen (1961) farkl tiirden kesirli tiirev ve integral tanimlari
vermislerdir.  Riemann-Liouville  kesirli ~ tlrevinin  problemlerin  fiziksel
yorumlanmasinda yetersiz kaldigini belirterek Caputo 1967 yilinda yeni bir tiirev
tanim1 ortaya koymustur. Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev tanimlarmin
icerdigi kuvvet fonksiyonu seklindeki ¢ekirdek fonksiyonu, tekil yapida oldugundan
matematiksel hesaplamalarda zorluk ¢ikarmaktadir. Tekilligi gidermek adma Caputo
ve Fabrizio 2015 yilinda, Caputo kesirli tiirevinin ¢ekirdek yapisini degistirerek
eksponansiyel fonksiyon kullanmistir. 2016 yilinda ise Atangana-Baleanu, Caputo-
Fabrizio kesirli turevindeki eksponansiyel fonksiyon vyerine Mittag-Leffler

fonksiyonunu kullanarak daha genel bir kesirli tiirev tanimi elde etmislerdir.



Gliniimiizde problemin tiiriine, tekillik ve lokal olup olmama durumlarina gore

aragtirmacilar yeni kesirli tiirev ve integral tanimlar1 vermeye devam etmektedir.

Son 10 yilda yapilan ¢aligmalarda esitsizlik teorisi ile kesirli tiirev ve integral
operatorleri birlikte ele alinmisg, klasik integral esitsizliklerin daha genel hallerinin
bulunmasi saglanmistir. Konu {izerine bir¢ok makale ve tez ¢alismasi mevcuttur ve bu
calismalar giiniimiiz matematikgileri Ozdemir, Set, Akdemir, Kavurmaci, Sarikaya,
Abdeljawad, Jarad, Farid, Butt, Chen, Rashid, Noor gibi arastirmacilar tarafindan

literatiire kazandirilmistir.

Sunulan bu tezin giris boliimiinde konvekslik, esitsizlik, kesirli tlirev ve
integral operatdrlerinin 6nemi ve tarihsel akis1 hakkinda genel bilgiler verilmistir.
Ikinci boliimde konvekslik kavramiyla ilgili temel tanim, teorem, kavramlar ve bazi
konveks fonksiyon cesitlerine yer verilmistir. Uciincii bdliimde Atangana-Baleanu
kesirli tiirev ve integrallerinin tanim ve 6zellikleri verilip, onceki ¢aligmalarda yer alan
ilgili esitsizlikler sunulmustur. Dordiincii béliimde bazi1 konveks fonksiyon tiirleri i¢in
Atangana-Baleanu kesirli integraller iceren Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde

edilmistir.



IKiINCi BOLUM

2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde c¢aligmanin temelini olusturacak bazi temel kavramlara ve

tanimlara yer verilmistir.

2.1. Genel Kavramlar
Tamm 2.1.1. (Konveks Kiime) : T bir lineer uzay K € T olsunegern,6 € K ve a €

[0,1] olmak Uzere
X={z€eT:z=an+(1—-a)f} S K
ise K kiimesine konveks kiime denir (Kreyszig 1978).
X kiimesi, geometrik olarak ug noktalar1 7 ve 8 olan dogru parcasidir. Oyleki, konveks
kiime bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini igeren

kiimedir.

Tanmim 2.1.2. (Konveks Fonksiyon) : K, R de bir aralik ve g: K = R bir fonksiyon

olsun. Her 1,0 € K ve a € [0,1] olmak Uizere

glan+ (1 —a)f) <ag(n) + (1 —a)g(0)

sartin1 saglayan g fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Egern #+ 6 ve a € (0,1) icin

glan+ (1 —-a)8) <agln + (1 - a)g(d)

sart1 saglaniyorsa g fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir (Pecaric et al. 1992).

Konveks fonksiyonun geometrik anlami1 asagidaki gibidir.



eg(n) + (1 — a)g(8)

g(8)

g(m) r-

n an + (1 — a)d g

Sekil 2.1.1 Konveks fonksiyonun grafigi

n < x < 6 olacak sekilde bir x noktasi x = an + (1 — a)8 olarak yazilirsa,

X

0-—
a=9T ve1—a=x—

e:z olur. Bu durumda esitsizlik

=

0—x xX—n
g(x) Smg(n) +mg(9)

_ 96— g

e (x—0) +g(0)

haline gelir. y = %ﬁw (x — 8) + g(8) denkleminde (n,g(n)) ve (8,9(8))

noktalarindan gegen dogru denklemidir. O halde esitsizlik g fonksiyonunun x = n ve

x = 6 noktalar1 arasindaki grafiginin (1, g(n))ve (6, g(8)) noktalarini birlestiren

dogru parcasmin altinda veya ona degiyor anlamma gelir.

Onerme 2.1.1. Konveks fonksiyonlar icin asagidaki 6zellikler dogrudur.

1. Konveks iki fonksiyonun toplami konvekstir ve eger fonksiyonlardan biri kesin

konveks ise toplami kesin konvekstir.

ii. Konveks bir fonksiyonun skalerle ¢arpimi konvekstir.



iii. Bir fonksiyon bir aralikta konveks ise araligin kisitlanmis bir alt arahiginda da

konvekstir.

iv. g:K — R konveks (kesin konveks) fonksiyon, f:R — R azalmayan (artan)
konveks bir fonksiyon ise f o g bileske fonksiyonu konveks (kesin konveks)
fonksiyondur (Niculescu and Person 2006).

Tanmm 2.1.3. (Smrh Fonksiyon): g fonksiyonu K € R kiimesinde tanimli bir
fonksiyon olsun. Her n € K icin |g(n)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa g
fonksiyonuna K kiimesinde siirli fonksiyon denir (Musayev et al. 2007; Bayraktar
2010).

Tanmmm 2.1.4. (Sureklilik): Bos olmayan K c R, g: K = R fonksiyonu ve n € K
noktas1 verilsin. Eger Ve >0 ve VxeK icin |x—n|<d§d=|glx)—gmn|<e
seklinde € ve n sayisma bagh bir § = §(g,n) > 0 sayis1 varsa g fonksiyonu K

kiimesine gore n € K noktasinda siireklidir denir (Musayev et al. 2007).

Tamm 2.1.5. (Lipschitz Kosulu): g: K — R olsun. Her n, 8 € K cifti icin
lg(n) — g(@)| < M|n — 6] olacak sekilde M > 0 sabiti varsa g fonksiyonuna

Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyon denir. M sayisma g fonksiyonunun bir
Lipschitz sabiti denir (Bayraktar 2010).

Teorem 2.1.1: g fonksiyonu [n, 8] araliginda konveks olsun. O halde g fonksiyonu
i) [, 8] kapali araliginda Lipschitz kosulunu saglar,

ii) (n, @) araliginda stireklidir (Tiel 1984).

Teorem 2.1.2: I, R’de agik bir aralik ve g:I — R tirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

g fonksiyonunun I araliginda konveks olmasi igin gerek ve yeter sart g’ ’nin

I arahiginda artan olmasidir (Tiel 1984 ; Musayev et al. 2007).



Teorem 2.1.3: I, R’de acik bir aralik ve g: I — R turevlenebilir bir fonksiyon olsun.

g fonksiyonunun I araliginda konveks olmasi igin gerek ve yeter sart g”’(x) =0
olmasidir (Tiel 1984; Musayev et al. 2007).

Tamm 2.1.6. (L,Uzay1) : p = 1 i¢in [6,, 6,] araliginda tanimli

1

P
< 0o

6
lgll, = U@ lg(w)|Pdv

Kosulunu saglayan tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarmn uzayina Lebesque uzay1

veya p.dereceden integrallenebilir fonksiyonlarin uzay: denir. L,[6,, 8,] ile gdsterilir.

p = 1 durumunda L,[8,, 8,] uzay1

<

0,
lgll, = U 19()ldv
01

normunu saglayan fonksiyonlarin uzayidir (Soykan 2016).

Tanim 2.1.7. (Sobolev Uzay1): (6,, 8,) araliginda bir boyutlu Sobolev uzay1
H1(8y,6,) = (u; u mutlak siirekli ve u’ € L2(6,,6,))

saglayan fonksiyon uzayidir (Djida et al. 2016).

Tamm 2.1.8. (Gama Fonksiyonu): u > 0 olmak tizere

o)

I'(w) = f vh=leVdy

0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu denir (Kannappan 2009).



2.1.9. (Tamamlanmamis Gama Fonksiyon): Tamamlanmamis gama fonksiyonlar1

A

S(u,A) = f vi-le Vdy (Re(uw) =0;1=0)
0

[ee]

I'(u,A) = f v leVdv (A= 0;1=0icinRe(n) >0)
A

integralleri ile tanimlanir. Ayrica

§(uw,A) +T(u,A) =TWw) Re(w) >0

esitligi saglanir (Erdelyi et al. 1953).

Tamm 2.1.10. (Beta Fonksiyonu): A, u > 0 olmak Uzere

1

B4, w) = fvl‘l (1—-v)#dv

0

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir (Rainville 1971).

Beta ve Gama fonksiyonu arasindaki iligki

1

B, w) = fvl‘l (1—-wv)ttdv =

0

r(Orw
Fr(A+w

seklinde yazilir.

Tanim 2.1.11. (Tamamlanmamis Beta Fonksiyon): Tamamlanmamis beta

fonksiyonu 0 < o < 1 olmak tzere

ag

B, () = f V1 = v)E-ldy

0

seklinde tanimlanir. B, (A, u) ve B,_s(u, A) fonksiyonlari igin



:80(/1' ,Ll) + ,gl—a(ﬂ; A) = ﬁ(/l, ,Ll)

esitligi tamamlanmamig beta fonksiyonu ve beta fonksiyonu arasindaki iliskiyi verir
(Chaudhry et al. 1997).

Tamm 2.1.12. (Tek Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu): u > 0 olmak lzere

E =E— €
u(2) TG+ 1)’ zet
K=

seklinde tanimlanir (Podlubny 1999).

Tamm 2.1.13. (Hipergeometrik Fonksiyon): |t| < 1, x,y € C ve z € C/Zg olmak
uzere hipergeometrik fonksiyon;

(k) £

2f1 = = (@) k!

serisi ile tanmimlanir. Burada k € N icin (x); = () (x+ D(x+2)..(x+n—-1)

olmak tzere Pochammer sembolidiir.

Hipergeometrik fonksiyonlarin Euler gosterimi

Fi(x,y;z;t) =

%Of V(1= )2 (1 —tv) ™ dv  (Re(z) > Re(x) > 0)

seklinde tanimlanir (Kilbas et al. 2006).

Tanim 2.1.14. (Harmonik Say1): 9 pozitif tam say1 olmak iizere



sonlu toplamina 9 —inci harmonik sayt denir. Burada Hy, = 0 olarak tanimlanir

(Graham et al. 1994).

2.2. Farkh Tiirden Bazi Konveks Fonksiyonlar

Tamm 2.2.1. (AG — Konveks Fonksiyon) :K, R de bir aralik ve g: K — (0, o) bir

fonksiyon olsun. V7,6 € K ve a € [0,1] olmak lizere

glan + (1= @)0) < [gm]“[g()]~*

esitsizligi saglaniyorsa g fonksiyonuna AG — konveks fonksiyon, denir (Pecaric et al.
1992).

Tamm 2.2.2. (J-Konveks Fonksiyon) : K, R de bir aralik ve V 1,6 € K olmak tzere

4 (n er 9) < g(m) er 9(6)

esitsizligi saglaniyorsa g fonksiyonuna Kiizerinde Jensen - konveks veya J - konveks

fonksiyon denir (Mitrinovic 1970).

Tamm 2.2.3. (Quasi Konveks Fonksiyon) : K c R bos olmayan konveks bir kiime

g: K = R bir fonksiyon olsun. V1,6 € K ve a € [0,1] olmak iizere

glan + (1 — a)8) < max{g(n),g(0)}

ise g’ye quasi — konveks denir. Eger

glan+ (1 — a)8) < max{g(n),g(0)}

ise g’ye kesin quasi — konveks denir (Drogomir and Pearce 1998).

10



Tanim 2.2.4. (m- Konveks Fonksiyon) : g:[0,0] - R ve ¢ > 0 olsun. vn, 6 €

[0,0], @ € [0,1] ve m € [0,1] olmak Uizere
glan +m(1—a)0) < ag(m) + m(1 —a)g(o)
esitsizligi saglaniyorsa g fonksiyonuna m — konveks fonksiyon denir.

Burada m = 1 segilirse tanim klasik konveks fonksiyon tanimima doniisiir (Toader
1988).

Tanmmm 2.2.5. (Godunova-Levin Fonksiyon) : g:K — R negatif olmayan bir

fonksiyonve V 7,60 € K ve a € (0,1) olmak lizere

esitsizligi saglaniyorsa g fonksiyonuna Godunova — Levin fonksiyonu denir
(Godunova and Levin 1985).

Tamm 2.2.6. (P - Fonksiyon) : g: K — R’ de negatif olmayan bir fonksiyon ve
vn,0 € K vea € [0,1] olmak lzere

glan+ (1 —a)0) < g(n) + g(6)
esitsizligi saglaniyorsa g fonksiyonuna P — fonksiyon denir (Dragomir 1995).

Tamm 2.2.7. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon) : g:R, - R, s € (0,1]

ve a®+ B =1icin V7,6 > 0 olmak lzere

glan +p0) < a’g(n) + Bg(0)

11



esitsizligi saglaniyorsa g fonksiyonuna birinci anlamda s — konveks fonksiyon denir
(Orlicz 1961).

Tamim 2.2.8. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon) : g: R, - R, s € (0,1] ve
a,f=0,a+ =1o0lmak tzeretimn,8 € R, igin

glan + o) < a*g(n) + p5g(6)

esitsizligi saglaniyorsa g fonksiyonuna ikinci anlamda s — konveks fonksiyon denir
(Breckner 1978).

2.3. Baza Onemli Esitsizlikler
Bu bolimde tezde yararlanilan, literatiirde yer alan bazi 6nemli esitsizliklere yer

verilmistir.

Teorem 2.3.1. (Hermite Hadamard Esitsizligi): K, R de bir aralik ve 1,0 € K ve

n < 0 olmak Uzere g: K —» R konveks bir fonksiyon ise

6

n+6o 1 gm +g(6)
(15555 [ st <4090

esitsizligi saglanir (Dragomir and Pearce 2000).
Teorem 2.3.2. (Ucgen Esitsizligi) : Herhangi 1, 0 reel sayilari icin

In+ 6l <Inl+16l,
|Inl —161] < Inl - 161,
|Inl —161] < Inl + 161,
ve genel olarak

[Ny + 12+ F 0l < Iyl 4+ Iy
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esitsizlikleri saglanir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.3.3. (integraller icin Ucgen Esitsizligi): g, [p, o] araliginda siirekli reel

degerli fonksiyon olmak iizere;

[ 9| < [ 19miav <o)
p p

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al.1993).

Teorem 2.3.4. (Integraller icin Hélder Esitsizligi): 7,1 > 1 ve %+ % =1ve f,

g,If1" ve |g|* [p, o] araliginda taniml1 ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

A

[irmgwiar < ( [irera | { [1se1ra
p p p

esitsizligi gecerlidir (Mitronovic 1970).
Holder esitsizliginin bir sonucu olarak power mean esitsizligi asagida verilmistir.

Sonug¢ 2.3.1. (Power-Mean Esitsizligi): n =1 olsun. f,|f|,g,lgl" [p, o]

araliginda tanimli ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

1 1
1-= =

f () g()ldv < f F()dv f F)Ig)Indv
p p p

esitsizligi gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.3.5. (Young Esitsizligi): 6,,6, > 0 ven > 1 olmak izere %+ > =1ise

bu takdirde
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6,7 6,%
9192s71+72

esitsizligi gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).
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UCUNCU BOLUM
3.MATERYAL VE YONTEM

Bu bolumde Atangana-Baleanu kesirli turev ve integralleri tanitilimig ve

literaturde bu operator yardimiyla elde edilen bazi esitsizliklere yer verilmistir.
3.1. Atangana-Baleanu Kesirli integral Operatorler

Klasik analize gore daha genis bir matematiksel kavram olan kesirli analiz ilk
referansin1 1695 yilinda L’Hopital ve Leibnitz arasindaki bir mektuptan almistir.
Ortaya atilan kesirli hesap konusu diger biiylik matematikc¢ilerin dikkatini ¢ekmis,

bircogu dogrudan veya dolayl olarak gelismesine katkida bulunmustur.

1819’da Lacroix kesirli mertebeden tiirevden bahseden ilk matematikgi olarak bir

makale yaymlamistir (Ross, 1977).

Lacroix B = x™ fonksiyonunun 1. mertebeden tiirevini

ang  ml men - (m € 7)
ot~ m-mt*t v TETAT

seklinde yazip daha sonra Gama fonksiyonunu kullanarak

d”_ rm+ 1)
dx" _F(m—n+1)x

m=

esitligin sonucunda

1
&8 2y
dxé \/E

elde etmistir. Ancak kesirli islemlerin ilk kullanim1 Lacroix tarafindan degil, Abel
tarafindan 1823 yilinda olmustur. Abel, kesirli hesaplamay1 tautochrone problemi
(egrinin seklinin belirlendigi bir durumda, diizgiin bir yercekimi altinda kayan bir
nesnenin inig siiresinin, nesnenin baslangi¢c noktasindan bagimsiz oldugu problem)

formiilasyonunda ortaya c¢ikan bir integral denklem c¢oziimiinde kullanmistir.
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Liouville’nin ilgisini ¢eken bu ¢6zim, Riemann-Liouville Kkesirli tirevinin

bulunmasima katki saglamistir.

1 d\" t
I%ng(t) = m(a) f t—-v)"*1gw)dv, —1<pu<mn neN)
01

Kesirli hesap diinyasinda popiilerlesen bu kesirli tiirevin ilging bir noktasi ise Lacroix
tarafindan verilen denklem ile elde edilen sonucun ayni oldugudur. Fakat verilen
tanimda sabitin tlirevinin sifir olmamasi, baslangic kosullarni igeren kesirli
diferansiyel denklem problemleri i¢in uygun bir tanim olmamasindan 0tird M. Caputo

1967 yilinda yeni bir kesirli tiirev tanim1 vermistir.

t

d n
(- () gdv, G-1<p<n neN)

oD g(t) = = 7t

__
(7] —w 0,

Caputo’nun verdigi tamimda (t — v)#*t1™" cekirdegi t = v oldugunda tekil
oldugundan, tekilligi ortadan kaldrmak igin 2015 yilinda Caputo ve Fabrizio

exponansiyel fonksiyon kullanmustir.

MW [t u(t —v)
CeiD#g(t) = m 919 (v)exp [— ﬁl dv, (0<u<1)

2016’da Atangana ve Baleanu, Caputo ve Fabrizio’nun verdigi tanimda
¢ekirdegindeki exponansiyel fonksiyon yerine Mittag-Leffler fonksiyonunu

kullanarak daha genel bir tanim vermislerdir.
Tamim 3.1.1. (Atangana-Baleanu Kesirli Tirevler): g € H1(6,,0,), 6, > 6,,

u € [0,1] olmak Uzere sirasiyla Caputo ve Riemann anlaminda Atangana-Baleanu

kesirli tiirevleri
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ABC B(w [(* [_u(t—v)]
e OR ) IOLA RS s €

ABR Bw d (* u(t—v)
D/‘ () (1_H)EL1g(v)[E“[—ﬁldv

olarak tanimlanir. Burada B(u) > 0,B(0) = B(1) = 1 seklindedir (Atangana and
Baleanu 2016).

Tamim 3.1.2. (Atangana—-Baleanu Kesirli Integraller): g € %#1(6,,6,), 6, > 6,,

u € [0,1] olmak tizere sirasiyla sol ve sag Atangana-Baleanu kesirli integralleri

t
AB -

91t9()_ B )g( )+m elg(V)(t—V)”_ dv

51 () = "9 — R dy

U
B 9O+ B(M)F(u)ft

seklinde tanimlanir. Burada B(u) normalizasyon fonksiyonu olup B(u) > 0,B(0) =
B(1) = 1 seklindedir (Atangana and Baleanu 2016; Abdeljawad and Baleanu 2017).

3.2. Atangana-Baleanu Kesirli integral Operatorler icin Esitsizlikler

2021 yilinda Kavurmaci ve arkadaslari, Atangana—Baleanu Kkesirli integralleri
yardimiyla Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde etmislerdir. Asagida verilen
teorem ikinci anlamda s — konveks fonksiyonlar icin temel Hermite-Hadamard
esitsizliginin Atangana-Baleanu kesirli integralleri kullanilarak elde edilen ilk

esitsizlik niteligi tagimaktadir.

Teorem 3.2.1: g: R, — R, ikinci anlamda s —konveks fonksiyon, s € (0,1], 6; <

0, ve 8, ,0, € R, olsun. Eger g € L[6;,60,] ise
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0,+6,
s 9 (T) 1—p lg(Hl) + g(HZ)]
B(T(w) (6, —0,)* B(w)

< =gy | 90,1000 + "1 (g (60}

Ig(el) + g(ez)l [ u L tee uB(u, s + 1)1
B(u) F(w(u+s) (6, — 06+ ['(u)

esitsizligi gecerlidir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur
(Kavurmacr et al. 2021 ).

Kavurmaci ve arkadaslar1 teoremin ardindan Hermite-Hadamard esitsizliginin sol
tarafi i¢in Atangana-Baleanu kesirli integralleri igeren asagidaki lemmay1

vermislerdir.
Lemma 3.2.1: g:I c R - R, I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,,0, € I°ve 6, < 0, olsun. Eger g" € L[0,,0,] ise

1
R [(1"_) (96} + (0,815, {ng)}]

—u

B (6, —6,)#1 (91 + 92)
2 BT I\ 2

(6, — 6!
" 2(u+ DBWI(w

x f ()] " (v, + (1 — 1)6,)

+g"(v6, + (1 —v)6,)]dv

esitsizligi gegerlidir. Burada
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1
yHt1 vV E [0, E)'
th(v) = 1
(1 —v)#tL vV E [E’ 1]

ve u € (0,1] olmak lzere B(u) normallestirme fonksiyonudur (Kavurmaci et al.
2021).

Lemma 3.2.1°den hareketle gelecek teoremlerde kullanilmak {izere asagida bir

kisaltma verilecektir

1

M= K,ﬂ_) (96} + (6, 821%,) {ng)}]

(6, — 6,)B(w)

[9(6,) + g(62)]

(6, — 6,1 0, + 0,
4 2“‘1B(M)F(u)g( )

Yukarida verilen Lemma 3.2.1. kullanilarak ikinci anlamda s— konveks fonksiyonlar
icin  Atangana-Baleanu kesirli integralleri iceren Hermite-Hadamard tipli

esitsizliklerin yeni iist sinirlarmi vermislerdir.

Teorem 322 g:I c[0,0) > R, [° uzerinde diferansiyellenebilir  bir
fonksiyon, 6, ,6, € I° ve 6, <0, i¢in g” € L[6,,6,] olsun. Eger |g”| ikinci

anlamda s — konveks fonksiyon ve s € (0,1] olmak lzere

6oy () )

M| < G+ DBGOT (D) \M 5127 ﬁ%(u +2,5+1) (19" (@)1 + 19" (6D,

esitsizligi gegerlidir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur
(Kavurmaci et al. 2021 ).
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Teorem 3.2.3: g: 1 c [0,0) = R, I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,6,€ I°,6, <6, ve g’'eLl[B;,0,] olsun. s € (0,1] icin |g"”[? ikinci anlamda

s —konveks fonksiyon ve p,q > 1, é + i = 1 olmak Uzere,

1

ooy (Y
IM] < (u+DBWr@w\up+p+1 (s + 1)§(|g”(91)| +lg"@D.

esitsizligi gecerlidir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur
(Kavurmact et al. 2021 ).

Teorem 3.2.4: g : 1 c [0,0) = R, I° lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0,€ I°,0, <0, ve g’ eL[6;,0,] olsun. s € (0,1] i¢cin |g”|? ikinci anlamda

s —konveks fonksiyon ve g > 1, %+$ = 1 olmak Uzere,

(6, — 6,1+ 1 ]
Ml< R 5Ty G )

1
1

/( )[L+S+2 \q
5 1
2— 144 q 113 q -
X\ sz PAWr2Ss+D ) (g" Ol + 19" 01D

esitsizligi gecerlidir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur
(Kavurmaci et al. 2021).

Teorem 3.25: g :1 c [0,0) = R, I° izerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0,€ I°,0, <0, ve g"eL[6,,0,] olsun. s € (0,1] icin |g”|? ikinci anlamda

s —konveks fonksiyon ve g = p > 1 olmak Uzere,

QR

M| < (6, — 6.+ 2 (¢ —1)
T+ DBWrw\ (w+@-p)+q-1

(1)(u+1)(3%§’)

| (19" (B + 19" (8,17

20



Q|

/ (1)(u+1)p+s+1

x | —2
\(u+1)p+s+1

+B((u+Dp+1,s+1) |

esitsizligi gecerlidir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur
(Kavurmaci et al. 2021).

Teorem 3.2.6: g : I c [0,0) = R, I° lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0,€ I°,0, <0, ve g’ eL[6;,0,] olsun. s € (0,1] i¢in |g”|? ikinci anlamda

s —konveks fonksiyon ve g > 1 olmak Uzere,

1\ (u+Dp
i< @0 [ () 19" (801 +1g"(8)1"
T+ DBWrw\ ((u+1p+1)p (s + g '

esitsizligi gecerlidir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur
(Kavurmaci et al. 2021).

Teorem 3.2.7:g : I c [0,0) = R, I° Gzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0,€ I°,0, <0, ve g’ eL[6,,0,] olsun. s € (0,1] icin |g”|? ikinci anlamda

s —konkav fonksiyon ve g > 1, % + 3 = 1 olmak (zere,

1
1\ UD+DP P
e Cmor () 7
T+ DBWrw \pw+p+1

. (91 + 92)
g 2

esitsizligi gegerlidir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur
(Kavurmaci et al. 2021).

2021 yilinda Set ve arkadaslari, asagidaki lemmay1 verip ardindan bu lemma
yardimiyla Atangana—Baleanu kesirli integralleri iceren Hermite-Hadamard tipli

esitsizlikler elde etmislerdir.
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Lemma3.2.2: g : [0,,6,] = R, (6, ,6,) Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve 0, < 0, ise,

(k—0,)#g(6,) + (6, —K)*g(6,) _ 2(1 - wgk)
B (T () B(w)

CLg®} + GIi{g(} -

(k=B )mt! O + (k — 6,)#+2
T+ DBWrw Y T W DB ()

x f (1 = v)#* g" (vk + (1 — 1)6,)dv
0

I G P (O
w+DBrw? 7 T (w+ DBWr Q)

1
X f vt g" (w0, + (1 — v)K)dv
0

esitligi gecerlidir. Burada k € [6,,60,], u € [0,1] ve T'(.) Gamma fonksiyonudur
(Set et al. 2021).

Teorem 3.28: g:[6,,0,] > R, (6,,60,) {uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 8, < 6, icin g € L,[6,, 0,] olsun. Eger |g"'| konveks fonksiyon ise,

k—0,)4g(8,) + (6, — K)4g(6,
B9} + it g0y - E 290 £ 0 7 107916:)

B ()T ()
_ (k- 91)“”9’(91) - (6, — k)“+1g'(92) _ 2(1-wgk)
(u+ 1B () B(u)
- (k — 6,)#+? lg" (K] Ig”(Hl)Il
T+ DBWIr |[(u+2)(u+3)  (u+3)

N (6, —K)#*2  [lg" (6] lg" (K| l
(w+DBWIrw | (u+3)  (u+2)(u+3)
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esitsizligi gegerlidir. Burada k € [6;,0,], u € [0,1] ve B(u) normallestirme
fonksiyonudur (Set et al. 2021).

Teorem 3.29: g:[6,,6,] - R,(6,,6,) uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 6, < 6, ve g" € L,[6,,6,] olsun. |g"|? konveks fonksiyon ve g > 1,

1 1 ..
=+ == 1 olmak Uzere,
p q

(k—061)*g(6,) + (6, —K)*g(6,)

Bl g0} + Ghilg(0} -

BT (1)
(k=0 g"(60) — (6, —)**1g'(0,)  2(1 —wgk)
(u+ DBGOT () B(w)

o Lo (1 >%<|g"<k>|q ' |g"<91>|q>3
T (u+DBWr@ \up+p +1 2

L (B =l ( 1 >%<|g"<ez>|q 4 |g"<k>|q>$
(u+1DBWrw \up+p+1 2

esitsizligi gegerlidir. Burada k € [6,,0,], u € [0,1] ve B(u) normallestirme
fonksiyonudur (Set et al. 2021).

Teorem 3.2.10: g:[6,,6,] > R,(6,,6,) uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 6, < 6, ve g" € L,[6,,6,] olsun. |g"|? konveks fonksiyon ve ¢ > 1,

1 1 ..
= +5 = 1 olmak Uzere,

(k—6,)%g(6,) + (6, —k)*g(6,)
B ()T ()
_ (k— 91)“”9’(91) — (6, — k)““g’(@z) _ 2(1 - gk
(u+ 1B () B(u)

T Ag} + B {g(R)} -

- (k — 6,)#+? ( 1 N lg" )7 + Ig”(91)l">
T (u+DBWIrw \pup +p+1) 2q
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N (6, — k)H+2 ( 1 19" (6)17 + Ig”(k)l">
(u+ DBWIr) \p(up +p +1) 2q

esitsizligi gegerlidir. Burada k € [6,,0,], u € [0,1] ve B(u) normallestirme
fonksiyonudur (Set et al. 2021).
Teorem 3.2.11: g:[6,,6,] » R,(6,,60,) uzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, 68, < 6, ve g" € L,[6,,6,] olsun. |g"”|? konveks fonksiyon ve g =1

olmak Uzere,

(k—061)*g(6,) + (6, — K)*g(6,)

Chlg} + PCr{g(k)} -

B (T (1)
(k=0 g'(60) — (6, —)**1g'(0)  2(1 —wgk)
(u+ DBT (1) B(w)

k- '<1 f%<|yﬂmq m%mnsﬁ
T (u+ DBrQ [\u+2 u+2)(u+3)  (u+3)

" (u+ DB (W) [\p+ 2 w+3)  (u+2)(u+3)

(0, — K)r+? (1.fﬁcww»w PRI f'

esitsizligi gegerlidir. Burada k € [6,,0,], u € [0,1] ve B(u) normallestirme
fonksiyonudur (Set et al. 2021).

Teorem 3.2.12: g:[6,,6,] > R,(6,,6,) uzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, 6, < 6, ve g¢" € L{[0,,6,] olsun. |g""|? konkav fonksiyon ve q > 1

olmak Uzere,

(k—01)*g(6,) + (6, — k) g(6,)

T AgM} + B {g(R)} -

B ()T ()
_ (k- 91)“”9’(91) - (6, — k)“+1g'(92) _ 2(1-wgk)
(u+ 1B () B(u)
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(k — 6,)K+2 1N (1 . u+2
= (u+ 1)B(,u)1“(,u)(u+2) g (,u+3k+u+391)

0, — K2 1 \|, (u+2 1
+(,11+1)B(,u)1“(u)(u+2) g (u+3 1+u+3k)

esitsizligi gegerlidir. Burada k € [6, , 0,] ve u € [0,1] dir (Set et al. 2021).

Teorem 3.2.13: g:[6,,6,] » R,(6,,60,) uzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, 6, < 6, ve g € L,[6,,6,] olsun. |g"'|? konkav fonksiyonve q > 1, %+

1 ..
- = 1 olmak Uzere,

(k—061)*g(6,) + (6, — K)*g(6,)

CLlgY + Fr{g(K)} -

B (T (1)
(k=0 g'(60) — (0, —)**1g'(0,)  2(1—wgk)
(u+ DBT (1) B(w)
(k — 6,4+ 1 \p| . (6 +k
= (u+ DB (1) (up +p+ 1) g ( 2 )|
(6, — k)#+? 1 \p| . (8, +k
+(,u+1)B(u)F(u) (u’p+p+1) g ( 2 )|

esitsizligi gegerlidir. Buradak € [0, ,6,] ve u € [0,1]dir (Set et al. 2021).

Set ve arkadaglar1 ayn1 calismada Lemma 3.2.2. esitliginde fonksiyonun birinci
tiirevini ortadan kaldirmak ve daha kullanish bulgular elde etmek adina asagidaki
lemmay1 vermislerdir. Ardindan bu lemma yardimiyla Atangana-Baleanu kesirli

integrallerini iceren Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde etmislerdir.

Lemma 3.23: g:[0,,0,] > R, (6,,6,) Tuzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve 6, < 6, ise,
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6, + 6 0, +60,\ (8, — 0"
%€151+92g( - 2) + %glg1+92g( : 2) - ! [g(gl) + 9(92)]

: 2 0x0:9\ 2 ) 26B(WT (W)
21 - wg (*32)
B(w)
(92 - 91)#+2 81 + 02

+(1- v)91) dv

= 270 + DBGOT ) f (@ =t =1g" (v

1
6,+6
+](vﬂ+1 _ 1)gll (U@z + (1—'[7) 1 > 2) dv
0

esitligi gecerlidir. Burada k € [6,,0,], u € [0,1] ve I'(.) Gamma fonksiyonudur
(Set et al. 2021).

Teorem 3.2.14: g:[6,,0,] - R,(6,,0,) uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 8, < 6, ve g"' € L,[0,, 0,] olsun. Eger |g"'| konveks fonksiyon ise,

6, +6 6, +6 (6, — 6,)
AB U 1 2 AB 1M 1 2 _ 2 1
01[91:92g ( 2 ) + 92191;92g ( 2 ) Z#B(‘U)F(M) [g(el) + 9(92)]

20-mol)

B(w)
< i o 19" @)1 + 150D ()
e2fo (2 57) (G 3)1(u Y2 )

esitsizligi gegerlidir. Burada k€ [6,,0,], u €[0,1] ve B(u) normallestirme
fonksiyonudur (Set et al. 2021).
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Teorem 3.2.15: g:[6,,6,] » R,(6,,6,) uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 6, < 6, ve g" € L,[6,,6,] olsun. |g"|? konveks fonksiyon ve g > 1,

1 1 s
=+ == 1 olmak zere,
p q

[9(6:) + g(62)]

ABjH (01 + 02) AB K (01 + 92) _ (6, —6)H
61761102 24B(WT (1)

2 2

1

- (6, — 6,)#*? ( )‘ 4
T2t (u+ DBT(w \\up +p +1
g @I\ (19" @1+ [g7 (422)[Y

[ 1 ((601+602
I |«9 (T)

2 2 |
| |

esitsizligi gegerlidir. Burada k € [6,,0,], u € [0,1] ve B(u) normallestirme
fonksiyonudur (Set et al. 2021).

X

Teorem 3.2.16: g:[6,,6,] > R,(6,,6,) uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 6, < 6, ve g" € L,[6,,6,] olsun. |g"|? konveks fonksiyon ve q > 1,

1 1 ..
= +5 = 1 olmak Uzere,

6, + 6, 6, + 6, 0, — 6"
Blt0,g (F2) + Al 0,9 (P )—Z(MB(H)rgﬂ)[g<91)+g<ez)]

< (6, — 6,)F*2 2 _E
T2 2(u+ DBWIr'(w) lp(up+p+1) p
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esitsizligi  gegerlidir. Burada k € [6,,0,], u € [0,1] ve B(u) normallestirme
fonksiyonudur (Set et al. 2021).

Teorem 3.2.17: g:[6,,6,] » R,(6,,60,) uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 6, < 6, ve g" € L,[6,,6,] olsun. |g"|? konveks fonksiyon ve g =1

olmak Uzere,

0,+86 0,+6 (6, — 0,
ABTl 1 2 AB 7l 1 2\ 2 1
91191+929 ( ) + 02191+929 ( ) 26B(WT (1) [g(61) + g(6,)]

201 -wg (%)
B(w)
| 1 [ | (02262) [ q
RGN G |< 1 ) " (222)]" 19701
=202+ DB (W) | \u + 2 w+2)@+3) " @+3)
H() (e, )Y
p+2 u+3)  (u+2)(u+3)
o (B222)|" + 1976017\ (19”01 + |g” (22%=)[" d

2 2

|
|

esitsizligi gegerlidir. Burada k€ [0,,0,], u €[0,1] ve B(u) normallestirme
fonksiyonudur (Set et al. 2021).

Teorem 3.2.18: g:[6,,6,] > R,(6,,60,) uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 6, < 6, ve g¢" € L{[0,,6,] olsun. |g"'|? konkav fonksiyon ve g > 1

olmak Uzere,
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0,+86 0,+6 (6, — 0)*
AB U 1 2 AB Tl 1 2\ 2 1
01191:92 ( > ) 92191:929 ( > ) 2EBGOT () [g(6,) + g(62)]
21 - g (*32)
B(w)

< (02_01)“+2 ( 1 )| ”(01"'92 +ﬂ+2 )
~20v2(u+ DB (W \u + 2 2w+3)  pu+3 "

+< 1 )| ,,(H+29 4 91+92)| | ”(391+92)
v+ 2)19 32T ze )l T 19 4

(36, + 6,
“Jo G

4
esitsizligi gegerlidir. Burada k € [0, , 0,] ve u € [0,1]°dir (Set et al. 2021).
Teorem 3.2.19: g:[6,,6,] » R,(6,,0,) uzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, 6, < 6, ve g" € L,[6,,0,] olsun. |g"'|? konkav fonksiyonve q > 1, %+

1 ..
ph 1 olmak Uzere,

6, +6 6, +6 (6, — 6,)
AB i (1 2>+A31u (1 2>_ 271 14(6,) + g(8
4 g g g 9(62)]
1 9142'92 2 6, @ 2 2B(u)T (1) ! 2
2(1 - g (22%)
B(w)
(6, — 6,)#*?

. (392 + 91>

| . (391 + 92>
2 g

4

1 P
= 27200 + DB (W) (up T+ 1> J
. (392 + 91>

| . (391 + 92)
) g

4

o)
up +p+1 g

esitsizligi gegerlidir. Burada k € [0, , 0,] ve u € [0,1]°dir (Set et al. 2021).
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DORDUNCU BOLUM

4.ARASTIRMA BULGULARI

Bu Dbolimde Atangana—Baleanu kesirli integral operatorleri yardimiyla
literatirde bulunan farkli konveks fonksiyon siniflari igin yeni esitsizlikler elde

edilmistir.

Teorem 4.1.g:1 c[0,0) —» R,[° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,,0, € I° ve 6; < 0, icin|g"| € L[B,,0,] olsun. Eger |g"'| P — fonksiyon ise

< B2
T+ DBWr \p+2

)o@l +19" @)

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yksel 2022).

Ispat :Lemma 3.2.1°den ve | g"'| P — fonksiyon oldugundan,

(6, — 6pF!
Ml < 20+ DB M)

1
x <f0 1 W[|lg" @01 + (A — )8 + |g" W5 + (1 —v)8y)] dv)

- (6, — 61
~ 2(p+ DBWI (W

% 1
X ( f [v*+1 [1g" (@) + 19" (6,)|]dv + f |@ = v [lg"” @] + 1g” (6)1dv
0 2

% 1
t f 1] [1g” @) + 19" (1) [1dv + f 11— v [1g" @] + |g"<91>|]dv>
0 2z

elde edilir. Buradan
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1

= 1
J, g @l + 1" @llav= [ @ - vy llg’ @)l + 1" @l

1

B f vt ]g"(0,)] + 19" (0 |]dv

1
= [ a-vr{lg' @)l +1g'@)lav

2

—u-2

=7z llg' @l +1g°®,)]

esitlikleri yazilarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.2: g:I c[0,0) > R, I° lzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,,0,€ I°, 6, <0, ve |g"'| €L[6;,0,] olsun. |g"|? P —fonksiyon ve p,q > 1,

1 1 .
—+-=11se
p q

1
q

M| < 6, — 61 < 2—-(1+wp

. Y
(u+ BT (W) 1+p+‘up> (Ig @] +1]g 62| )

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yksel 2022).

Ispat :Lemma 3.2.1 ve Holder esitsizligi kullanilarak

(6, — Hprt!
M < 3G+ DB ()

1
X <J;) It*WI[|g" W81 + (1 = )B)| +|g" (v8, + (1 — v)91)|]dv>

1

(6, — 6,)+*1 1 L4
S 2+ DB (f 't“(”)'pd”>
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1 1

« (f 9" (v, +(1—v)02)|qdv>q+<f 19" (v0, + (1—v)91)|qdv>q

yazilir. |g"'|%, P — fonksiyon oldugundan

1

(6, — 0,)"+" f f '
M| < X P dy + 1—v)**Pd
M= 3G DeGargo <\ J, 7T J fa e

X l(}: (|9”(91)|q * |9”(6’z)|q)dv>a + <f01 (|g"(92)|q " |g”(91)|q) dv)q]

(32 — 91)u+1 2—(1+w)p
~ (u+ DB (W (1 +p+up

1

>,, (19" (617 + 19" (8,7

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.3: g:I c[0,0) - RR,I° lzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,,0,€ I°,6, <6,velg"| € L[O,,0,] olsun. |g"|? P —fonksiyon ve q > 1 ise

1

0, — @,)#t1 -(1+p) 1_3 —u q
| (6, 1) <2 > < 2 (lg" (@17 + |gu(92)|q)>

M < Gy DBrw\G ) \Gw+r2

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yiksel 2022).

Ispat :Lemma 3.2.1 ve Power-Mean esitsizligi kullanilarak

1

(8, — 6,4+ f u f arg)
Ml < S Do <\ J e gl(l_v)# v
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1
1 1 .
X <f2|v“+1||g”’(v91 +(1-)8,)|" dv +ﬁ |1 = vy |g" WO, + (1 — 1)6,)]" dv)
0 el
2

1

1 1 q

+ < f o] g (w8, + (1 - 1)6)|" dv + f |1 = v)**||g" B, + (1 — )8 dv)
0 -
2

elde edilir. |g"'|%, P — fonksiyon oldugundan

1L

(8, — 6"+ f f ‘*
M| < X v+ | [(1—v)*d
M= 3G DBGorGo *\J, e ) 1a e

X Kflv"“l (19" (DI + 19" (8)1Dav

1
q

1
+ﬁ |1 —v) [ (g" (@I + Ig"(92)lq)dv>

+ (lev’*‘“l (19" ()17 + 19" (01D av
0

1
+ﬁ |1 —v)***[(1g" (62)1 + Ig”(91)l")dv>

elde edilir. Integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanr.

Teorem 4.4: g:1 c[0,00) - R,I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0, € I°,0, <6, vel|g"| € L[6,,6,] olsun. |g""|9 P —fonksiyon ve g > 1, %+

1 .
~—=11se
q

M| <

(92 _ 91)u+1 1 <2—(1+u)p+1

2 n 1
2Gu+ DBGOT( [ m)*a“g DI +1g"(6)1"]

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.
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Ispat: Lemma 3.2.1 ve Young esitsizliginden

(6, — 6)Ht1
M < T DBWT M)

|
1
X <f0 It*WI[|g" V81 + (1 —1)8)| +|g v, + (1 — v)91)|]dv>

- (6, — O
2w+ DBT (W)

« ((%jo It () [Pdv +$L " (w0, + (1 —1)8,)]9 dv>

+<%L It#(v)lpdv+$Jo Ig”(V92+(1_V)91)|qdv>>

yazilir. |g"'|9, P — fonksiyon oldugundan

0, — 01+
Ml < S+ DBGIT

1

1( (2 ! 1t
x (—( [fotraw | |<1—v>ﬂ+1|pdv)+— [ [|g"<91>|q+|g"<92>|q]dv>
p 0 % q 0
1( ' 11
# (| [lovass 1o -ormpar )+ [ llg" @1 +1g" 61 av
0 - 0

elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar1 yapilarak ispat tamamlanir.
Teorem 4.5: g: 1 c [0,0) - R,I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,,0, € I° ve 6, <6, icin |g"| € L[6,,0,] olsun. Eger |g"| quasi — konveks

fonksiyon ise
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6, — 0,1 (27K
M G+ DBGT®W <u+ 2

)max{|g”(91)|. lg"(62)]}

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yksel 2022).

Ispat :Lemma 3.2.1°den ve | g"'| quasi —konveks fonksiyon oldugundan

(6, — 6)#t1
Ml < S+ DBGIT

1
X <J;) It WDI[|g" 8, + (1 —v)8)| + |g VO, + (1 —v)6)|] dv)

- (6, — 01
~ 2(u+ DB (1)

1
g (8| }dv + f (11 = v)**max{|g" (6] |g"(62)|}dv

2

1
X {lev’”ll max{|g"(91)
0

)

1
N P—
0

1
9" (0)|}dv + f (1 = v)#* 1 max{|g” 0] |g” @) [}dv
elde edilir. Buradan

)

1
f *|oh+1 max{|g” (61)
0

1
g (62)|}dv = f (11 = v)**1 max{|g" @], |g" @) [}dv

2—K=2 " "
_ <H+2>maX{|g CHIRERCH)

esitligi yerine yazilarak ispat tamamlanar.

Teorem 4.6. :g:1 < [0,00) - R,I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,,0, € I°,0, <0, vel|g"| € L[6,,0,] olsun. |g"'|? quasi —konveks fonksiyon ve

1 1 .
p,q>1, ;+5—1lse
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0, — 6+ ( 2—-(1+Wp

> i
M= T DBGOr G 1+p+/1p> (max{lg"@D|".1g"©]"})

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yksel 2022).

Ispat :Lemma 3.2.1 ve Holder esitsizliginden

(6, — 6)Ht1
M < T DBWT R

1
X <J;) It W[ |g W81 + (1 = )B)| +|g vo, + (1 — v)91)|]dv>

1

6, -6 [ z
< 2+ DB@IGD (J 't”(”'pd”>

1 1

1 q 1 q
X (f lg" (vB; + (1 —v)6,)|4 dv) + <f lg" (vo, + (1 — v)91)|qdv>
0 0

yazilir. |g"'|? quasi —konveks fonksiyon oldugundan

£

(92 _ 91)u+1 j-% " J-1 B p
M| < 2 + DB(OTG) X 0 [v+1|P dv + ) |(1 = v)**!|Pdv

X [(J: max{|g"(31) q; 9”(92)|q}dv>a + <f01 max{|g”(91)|q, |g”(92)|q}dv>q]

SR

0, — )+ ( 2—-1+wWp >

= st \tia i) (mexlls @ol'lg @)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Teorem 4.7: g:1 c [0,00) = R,I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0, € I°,0, <0, vel|g"| € L[6,,0,] olsun. |g"'|? quasi —konveks fonksiyon ve

q=1ise
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QR

(6, 41 (2-00\Ta [ o o
IM] < (1 + DB <(u+2)> <(M+2)max{|9 CHIAPRCH] })

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yiksel 2022).

Ispat :Lemma 3.2.1 ve Power-Mean esitsizligi kullanilarak

1L

(92_01)#+1 % +1 ' +1 '
M| < 5ot X jow |dv+j%|(1—v)“ v

1

q

l 1
x (f |v”+1||g"(v01+(1—v)92)|qdv+ﬁ |(1—v)ﬂ+1||g”(v91+(1—v)92)|qdv>
] 1

1
q

1 1
+<f2|v"“||g"(v€2 +( —v)91)|qdv+ﬁ |1 - vy |g" w8, + (1—v)91)|qdv>
. 1
2

elde edilir. |g"' |4, quasi — konveks fonksiyon oldugundan

1t

|M| (0 1)ﬂ+1 f%l #+1|d J-ll H+1| q
2+ DB@rw \J,"m T ] (1 - v)*|dv

x (fjlv"“l (max{lg"@D|".1g"©)|)) av

1

+ f;l(l - v)**| (max{|g”(91)|", |g”(92)|q}) dv)"

( f wett] (max {|g" @D |9 0)]")) av

1

+ f;l(l — vy (max{|g" 00| 19" 62|} dv>q

elde edilir. Integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanur.
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Teorem 4.8: g:1 c[0,0) — R,I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,,0,€ I°,6, <6,velg"| € L[O,,0,] olsun. |g"|? quasi —konveks fonksiyon ve

q>1, %+%=1ise

0 _6 u+1 1 2—(1+H)p+1
M| < (6, — 6,) (

2
x |- + —(max{|g" (6,)1% 19" (6,)]1
S DB | 1+p+up> ~ (max(lg" (61 19" (6,)1)
esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.2.1 ve Young esitsizliginden

(6, — 6,)#t1
Ml < G+ DBGIT

1
X <f0 It WDI[|g" 8, + (1 —v)8)| + |g VO, + (1 —v)6y)]] dv)

- (6, — 6,)#*
~2(u+ DBT (W)

1 1
X ((%j; [t (v)|Pdv +%j; lg"”" (v, + (1 —v)B,)|? dv)

1 1
+ <%L [tF(V)|Pdv + %j; lg"”" (v, + (1 —v)6,)|? dv))

yazilir. |g"'|?, quasi — konveks fonksiyon oldugundan

(6, — Hprt!
Ml < 3G+ DB

1 % 1 1 1
" (E(f s '(1‘”’”“'””)*5[ (’"“x{'g”wﬂlq,Ig"wz)m)d”)
0 3 0
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1
1 = 1
+ | - f2|v“+1|pdv+f (1 = v)**|Pdv
p\Jy %

1 1
+—j (max{|g" (0:)1% 19" (62)1}) dv)
aJy

elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar1 yapilarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.9: g:1 c [0,0) = R,[° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0, € I° ve 6, < 0, icin |g"| € L[6,,0,] olsun. Eger |g"'| Godunova — Levin

fonksiyon ise

M < (0, — 6
~ (u+ DB (W

2-n 1 1
X (g + At 200 45 G DsF (1,1, —w22, _E) —Hyyq +log2

x(lg" @] +19"@©])

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yksel 2022).

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve | g"'| Godunova — Levin fonksiyon oldugundan

(6, — Hprt!
M < 3G+ DB ()

1
x <f0 W[ |g" W81 + (1 — )0 + g WOy + (1 — v)91)|]dv>

PG 6)+!
~2(p+ DBWI (W)

X {fglv,u+1| [|g”(01)| + |g"(02)|
0 v 1-v

NG NG
g i1)|+|g 0| o

1—v

dv+ﬁ1(|1 —v)‘”ll[
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+f§|vu+1| [|g (92)| + |9”(01)|
0 v 1-v 1-v

1 1 1
dv+f1 |(1—v)”+1|[|g 392)|+|‘g ©,) dv}

elde edilir. Buradan

g @) g ©) 27t
f()v#“' g, f(l oyl Ol gy 2

Foalgenl g I, 27
pt1 g 7271 = — p)Htl 2 !
fov PR é(l e G
% "o
f pHt1 Mdv = p(u+ 2:0)|9”(91)|
0 g 4
% "o
J. et Mdv = pr(u+ 2:0)|9”(92)|
0 N F
1 gu(g ) 1 "
.[1 (1 —v)u+1—| » 1—|d ( (u+ 1)3F, (1 L=p2.2, 2) Hysa + logz) l9 ©, )|
2

1 n
9",) 1 "
fl (1_v)#+1|v—2|d ( (u+ 1);3F, (1 1,—1;2,2, 2) Hyyq +log2) lg" (6,
2

elde edilir ve sonuglar yerine yazilarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.10: g:1 < [0,0) — R, I°lzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,0, I°, 6,<0, ve |g'|l€L[6,,0,] olsun. |g"|? Godunova — Levin

fonksiyon ve p,q > 1, %+2 =11ise
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0, — 0,)m+1
Ml < T DBT®

X

—-(1+Wq
n q 1 17 q
<(1 Y lg" (617 + /35(1 +q + pq,0)|g" (62)]

2-(1+m)q

+(1+u)q

lg" (62)11

1
q

q(1+ 1 Ind\
+( o 3F2(1,1,1—q—/1q;2,2;§) —H<#+1)q+7) 19" (6]

-(1+wq
’ < 19" (017 + (1 + q + puq, 0)|g" (B,)19

(1+wq
2~ (1+m)q
+ n 9 q
q(1 + ) 1

In4 a
+20) |g"<92)|q> ]

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yuksel 2022).

Ispat : Lemma 3.2.1 ve Holder esitsizliginden

1

(6= 0 ([t VP
M| < 2(u+ DB (W) Uo ! dv>

’ {<IZ|”“+1Ing”(v91 + (1 —v)8,)|%dv
0

. .
+ ﬁ (1 —v)**g" (v0, + (1 — V)92)|qd17>
2

+ (lev““lqlg”(v(?z + (1 -v)6,)|%v
0

! 1
+ fl 1@ —v)# 4 g" (v, + (1 - v)91)lqdv> }

yazilir. |g"'|? Godunova — Levin fonksiyon oldugundan,
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1

<

@, =0 (!
IM| < 2(u+ BT (W) <fo ! dv)

% " 0 q " 9 q
y (f |v,ﬁllf,(Ig @', lg"©,) )dv
0

v 1—v

v 1—v

% " 9 q " 9 q
+<f |v,ﬁllq(Ig @), lg" @)l )dv
0

1 " a " a %
+f1 |(1—v)“+1IQ<|g Gl +|g ©,) )dv)

v 1—v

1

1 " q 1" q q
+f1 |(1—v)“+1I‘I(|g @) +|g A >dv>

v 1—v

elde edilir ve gerekli integraller yapilarak ispat tamamlanir.
Teorem 4.11: g: I c [0,0) = R, I° Gzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,0,eI°, 6,<6, ve |g"| €L[B;,0,] olsun. |g"|? Godunova — Levin

fonksiyonve g > 1 ise
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it
q

6, — 6! 271
Ml < S+ DB (u n 2)

—(1+w)
X < lg" @17+ p1(2 +p1,0)g" (82)]4

1+w

2—(+mq

1+wq

+ 19" (@)1
i

1 1 In4
+ (E (1 + 1)sF, (1,1, —122, —5) ~Hy + 7) |g”(91)|‘7>

—(1+w)
+ ((1 19" @I+ B2+ p 0" B

2-(1+mq
1+w

+ 19" (@)1

1 1 In4 q
+ (E (1 + 1sF, (1,1, —2,2, ‘E) ~Hyay + 7) |g"(92)|q>

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur (Demir
and Yksel 2022).

Ispat : Lemma 3.2.1 ve Power Mean esitsizliginden hareketle

11
q

(6, — 6" : +1 J.l +1
Ml < DB f' ldv+ ;'(1‘”)” lav

1 1 q

X <f2|17“+1||9”(1791 + (1 =v)8)|7dv + ﬁ |(1 - U)#+1||g”(1791 + (1 -v)8)| dU)
0 1
2

1

1 1 q

+ <f2|17“+1||9”(1792 + (1 -v)8)|dv +ﬁ |(1 - v)“““g”(v@z +(1- V)91)|qd17>
0 —
2

yazilir. |g"'|? Godunova — Levin fonksiyon oldugundan,

1
q

(02_91)u+1 % +1 ' +1
Ml < e DET R f' 'd”f;'“‘”)” o
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0 v 1-v
1 " a " a %
+f1 |(1—v)ﬂ+1l<|g (fl)l +|g1(f2v)| )dv)
o la" @] MEMCAIE
+<f0|# |< - )

1 " a " q q
+£ |(1—v)“+1|<|g (fz)l +|g1(_91v)| )dv)

sonucuna ulasilir ve gerekli integraller hesaplanarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.12: g:1 c [0,00) = R, ° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,0, I°, 6,<0, ve |g"| €L[6,,06,] olsun. |g"|? Godunova — Levin

fonksiyon ve q > 1, %+$ =1ise

(6, — ;)
2(u+ DB (W)

M| <

1 1 <2—(1+M)q

x| [=+=[{=——|g"@|" + g1(1 + g + g, 0)|g" (8|’
ot (1+u)q|g Dl Bi(l+q+uq lg"(6,)]
2 (1+u)q B
q(1+ H) 1
+ ( 2 X 3F2 (1I1I1 —q- .uq; 2I2; E) _H(u+1)q
In4 Y
+_> |g (91)|
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1 1 /2 Wwa . ) q
(P q<(1+/1)q |9"@)]" + B1(1 +q + kg, 0)]g" (8]

2 (1+w)q

(1+ )qlg ( 1)|
+<q(1 u)x
2

1
JFa (1,1,1 —q - ug;2,2; E) ~Hui1)q

+ln_4> |g (Qz)l >

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.
Ispat: Lemma 3.2.1 ve Young esitsizliginden

(6, — 6!
2(u + DB

M| <

1
1 (? 1{ (2 )
X —f ldv + — lev”“lqlg (vo, + (1 —v)92)|qdv
b Jo a\Jo
! q
+j; |(1 — v)”+1|q|g”(v01 +(1- U)Hz)l dv)
2
1
1t 1{ (2 ., q
+ —f ldv + — f |v”+1|q|g (v92+(1—v)91)| dv
pJo a\Jo
! q
+ -]; |(1 - v)“+1|q|g”(v92 +(1- 0)91)| dv)
2

yazilir. |g"'|? Godunova — Levin fonksiyon oldugundan

y (3 )u+1
IM] < 2(u+ DBWT (W)
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X ( f 1dv + — <f| H+1|q<|g (91)| |g1(_923| >dv
1 " q " q
o [l (0L el )
: v 1-v
1 % " q . q
+<1f 1dv+1<f |pk+1]a <|g (92)| 4 |g (91)| >dv
P Jo q\Jo v 1—v
1 " q . q
+f [¢} —V)”“|q<|g G + LX) >dv)
: v 1-v

elde edilir ve integral hesaplamalari1 yapilarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.13: g :1 c [0,b) - R, I° Uizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0, € I° ve 6, <6, icin |g"| € L[6,,6,] olsun. Eger m € (0,1] ve |g"| m —
konveks fonksiyon ise

2(u+DBr(w \ 2 +u

x |lg" @01+ 19" (@)1 +m(|g” (2 )|+ mlo” (2 )

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.

) < G2 = O <2_2_”>

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve | g”"| m — konveks fonksiyon oldugundan
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0, — 0,)4+1
Ml < o DBGIT M

X Uzv““ [vlg"(91)| +m(1—v) dv
0

n&
9 m
" 92
9"\
n&
9 m
" 91
9 \m

yazilir. Gerekli integral hesaplamalarinin ardindan ispat tamamlanir.

dv

vlg" (@) +m(1 —v)

1
+f1 (1 —v)Htt
2

+ fzv““ [vlg"(Qz)l +m(1-v)

0

dv

1

+ L 1 =) |v]|g"(0,)] + m(1 —v)

o

Teorem 4.14: g:1 c [0,b) = R,I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,0, I°, 6, <0, ve |g"'| € L[6,,0,] olsun. Eger m € (0,1] ve |g"|?9 m —

konveks fonksiyon, p,q > 1 igin %+ i =1 ise

M| <

1
(6, — 6,)H+1 2—(+wp \»
2(u+ DB (W) <1 +p+ HP)

)
—
QR

1 7]
X — [lg//(el)lq +m |g// (_2>
24 m

)
QR

+|1g" ()17 + | "(91>|q
g \0; mig ml |
esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve Holder esitsizliginden

1

(8, — )+ f " f gy |
Ml < S+ DBGorGo <\ J 17 vt gl(l_v)# v

x (f |g”(v91+(1—v)92)|qdv>q+<f |g”(v92+(1—v)91)|qdv>q
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yazilir. |g"' |4 m — konveks fonksiyon oldugundan

1

1
9, — @,)H+1 3 1 P
M| < (6, — 6, x(f Ivﬂ“l"dv+ﬁ |(1—v)““lpdv>
O —_
2

2(u + DB ()
17 02 1 ;
g (a) d“)

([ g @t + ma - |g ()

x ( j g (6017 + m(1 - v)

1
4 q
dv)

elde edilir. Integral islemleri yapilarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.15: g: 1 c [0,b) = R, I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0,€ I°, 6, <6, ve |g"| € L[6,,6,] olsun. Eger m € (0,1] ve |g"|?7 m —
konveks fonksiyon ve g = 1 ise

(0, — g1+ (2~ 1= 2-(2+i) :

Ml < S+ DBGIT <(u n z>> <(u n z>>
INTT
rooismls ()]
>

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.

X

7]
o (%)

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve Power Mean esitsizliginden

1L

(02_91)u+1 % +1 ' +1 '
Ml < S DET f' 'd”f;'“‘”)” 2o
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1
1 1 .
X <f2|v““||g”(v91 + (1 =v)8)|"dv + ﬁ @ =0y lg" W8y + (1 — v)8)I dv>
0 =
2

1

1 1 q

+ <f2|v"“||g”(v02 + (1 -v)0)|"dv + ﬁ | —vy*Hlg"(wh, + (1 ~ v)91)l"dV>
0 et
2

elde edilir. |g"" |7 m — konveks fonksiyon oldugundan

1t
q

1
0, —0 u+1 > 1
M| < (6, — 81 x(levﬂ“ldwjl |(1—v)"“ldv>
0 —_

2(u+ DBIrW
)
)]
)
&)

X Kflv"“l <v|g”(91)lq +m(1—-v)

1
+ﬁ (1= v <v|g"(91)|q +m(1-v)

+ <f|v"“l <vlg"(92)lq +m(1 —v)

1
q

1
+J; |1 — vy (vlg"(@z)lq +m(1—v)

elde edilir. Integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanr.

Teorem 4.16: g:1 c[0,b) = R, I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

0,,0,€ I°, 0, <6, ve |g"| € L[6,,6,] olsun. |g"|? m —konveks fonksiyon ve

q>1, %+$=1ise
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- (6, — 6,)#*!
~2(u+ DB (W)

2 ( 2~ (+wp
p\1+p+up

1 01 6,
_ n q n q n{_- n{_4
#5197 @1 +1g7 @1+ m g (32)] + o ()

|M|

|

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.
Ispat: Lemma 3.2.1 ve Young esitsizliginden

(6, — 6)#1
Ml < 2+ DBGIT

1
X <f0 It DI |g" v81 + (1 —)B)| +|g" (vo, + (1 — v)91)|]dv>

4 (6, — 6,)#**
2w+ DB (W)

1 1
X ((%j; [t (v)|Pdv +%j; lg" (v, + (1 —v)B,)|? dv)

1 1
+ <%L [tF(V)|Pdv + %j; lg"”" (v, + (1 —v)6,)|? dv))

yazilir. |g"'|%, m — konveks fonksiyon oldugundan

(0, — 6+
Ml < 2+ DBGIT W

1
1 - 1
x| |- f2|v“+1|pdv+f (1 = v)**|Pdv
p\Jo %

+ %fo (vlg”(el)lq +m(1-v)

)
g m

o)
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1

1 = 1
+ | — f2|v“+1|pdv+f (1 = v)**|Pdv
p\J, 1
2
1 1
+5j (vlg”(Hz)I" +m(1-v)
0

)%

elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar1 yapilarak ispat tamamlanir.

)
g m

Teorem 4.17: g:1 c [0,0) — R,I° lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
91,92 € I° ve 91 <92 IQII’I |g”| EL[Ql,Qz] olsun. Eger Iglll AG — konvekS

fonksiyon ise

|M| ( -0 )u+1
2(p + BT (1)
In g”( 1) " p
x 119"(8>)] (F(Z + w0 — r( | (92) >> g”EgS )
- g 1(61)
gll(el) _ g,,(ez) < g (91)
‘9”(92) PZ+w=T{2+m= In|—7o ,,(92)

(] g’ (62)

. II 9
He @I re+w -1 2+4 g ©0 ,,( 2)
g''(6,)
\

.
l

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.

g"(91)

Ile
|g(2) TrC+w-T|2+p-

g':) §TC
g'"(6,)

"(61)

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve | g”"| AG — konveks fonksiyon oldugundan

51



(6, — 01
Ml < 3G+ DBWT ()

1
X <f0 It*WI[|g" V81 + (1 —1)8)| +|g v, + (1 — v)91)|]dv>

__ (G-
T 2(u+ DBTW
3 @)
x{f v““[ﬁr{eﬁ 19"(8,)1| dv
0
1 17 01 v
+] - [ ﬁ"gezi 19" @)1 | dv
3 @)
+f UW[?”EH; lg" (@)]|dv
0 1
! v 92 y 12
+L (1_”)#+1[§”E9§ lg” (6.l dv}

yazilir. Gerekli integral hesaplamalarinin ardindan ispat tamamlanir.

Teorem 4.18: g: 1 c [0,0) — R,[° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0, € I°,6,<0,,1g9"| € L[6,,6,] ve g"'(6;) # g''(0,) olsun. Eger |g"|? AG —

konveks fonksiyon, p,q > 1 igin %+ 3 =1ise

1

M| < (6, — 6,)#+1 ( 2~ (1+w)p >E
T2+ VBT \1+p +up
( 1 1
| |g~(91) T\ | |g~(92) T\
" q g11(62) " q g''(01) $
X { l97(6)] gy || {197 ON " aaar ||
k 9'1(67) g11(61) }

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve Holder esitsizliginden
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1

(6, — 6,1+ f f '
M| < X HELP gy + 1 — v)**Pd
M= 3G pegargo < \J, 7T L fa e

x ( j |g”(v01+(1—v)02)|qdv>q+< f |g”(v92+(1—v)91)|qdv>q

yazilir. |g""|? AG — konveks fonksiyon oldugundan

1

|M| ( 91)’“rl fél ,u+1|pd f1| 1 ”+1|”d '
2+ DB < \J, 7 ) Gy

1 qv
JO e o)) (|

elde edilir. Integral islemleri yapilarak ispat tamamlanir.

1

7 qv .
g"(6,) g ’I(Bl)lql dv>

g"(6,)

g"(6,)
II (91

Teorem 4.19: g: 1 c [0,0) — R, I° Gzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
0,,0,€ I°,06, <6, velg"| € L[B,,0,] olsun. Eger |g"|? AG — konveks fonksiyon

veq=>1ise

M| <

(3 1)u+1 2~ (1+p) 1=
2(u + DB (1) ( (u+ 2)>

g"(61)

v .
x 119" (67l <F<2+m F(“M %)><_qzn‘g”$3

™

-
=

g'1(64)

qln ~ ac)
r2+uw —rT (2 +u, ——lé (62) > <qln ‘g"EGB

" '1(6,) g”(@z)
+1g" (6] Tr+u) -T2 +uy-—2"22 <— ln‘

n |g”(91) 1
g"(6,)
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g'1(67)
g"(6,) I |grr(9 ) ( ‘9”(92)
STV F(2+ -T2+ ,——1 In I AN
‘g @) 2 SR APy

Ispat: Lemma 3.2.1°den ve Power Mean esitsizliginden

1L

1
6, — 6,)4+1 ; : 7
M| < 02 =9 x<j2|vﬂ+1|dv+j1|<1—v>ﬂ+1|dv>
0 —_

2(u+ 1B (W)

-

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.

a|

———— —

1

1 1 q
x <f |v“+1||g"(v01+(1—v)02)|qdv+ﬁ |(1—v)ﬂ+1||g”(v91+(1—v)92)|qdv>
0 =4

1 1
+<f2|v"+1||g"(v€2 +(1 —v)91)|qdv+ﬁ |- vy |g" w8, + (1—v)91)|qdv>
. 1
2

elde edilir. |g" |7 AG — konveks fonksiyon oldugundan

1t

(6, — 6" : +1 ' +1 '
Ml < S+ DBGT® f' 'd”+£'“‘”>" lav

g Kf" [ jﬁgg ) |g"(ez>|q] v
' (fqu [ % i Ig”(@ow] v
«[la-oi]egs |g~(91>|q]dv>3
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elde edilir. Integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanir.

Teorem 4.20: g:1 < [0,00) — R,I° Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
6,0,€1° , 0,<6, , |g"l€L[6;,0,] ve g"(6)#g"(B,) olsun

lg" |7 AG —konveks fonksiyon ve g > 1, §+ é —1ise

9 _ 9 u+1
M| < (6, —-6,)
2(u + DB (w)
[ "0y)|? ]
g e R A o) R b |
l I 70, 7@l / ||

esitsizligi saglanir. Burada u € (0,1] ve B(u) normallestirme fonksiyonudur.
Ispat: Lemma 3.2.1 ve Young esitsizliginden

M| < (6, — 61
~ 2(u+ DB (1)

X <f0 ItEFWI[|g w81 + (1 =8| +|g (vo, + (1 — v)91)|]dv>

( 9 )u+1
2(/1 + DB (1)

X ((%L [t*(v)|Pdv +%J; lg" (v0, + (1 —v)6,)|4 dv>

+ <%L [tF(V)|Pdv + %J; lg" (vB, + (1 —v)6,)|4 dv))

yazilir. |g"'|?, AG — konveks fonksiyon oldugundan

M| < (6, —6,)#*1
~ 2(u+ DBWI (W)
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g"6)|"
//(92

1{ (3 1
X (5([ |v“+1|pdv+j; |(1—v)”+1|pdv) lg "(92)|ql dv>
0 —_
1( (3 1 ‘“’
+ (50 |v"+1|”dv+ﬁ |(1—v)"+1|”dv) g "(91)|q] dv)
0 —_

elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar1 yapilarak ispat tamamlanir.

9”(92
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BESINCI BOLUM

5. TARTISMA VE SONUC

Hazirlanan bu tez ¢alismasinda Kavurmaci ve arkadaglarinin (2021) sundugu
caligmadan yararlanilmistir. Calismada verilen 6zdeslik kullanilarak P —fonksiyon,
quasi — konveks fonksiyon, Godunavo — Levin fonksiyon, m — konveks fonksiyon
ve AG —konveks fonksiyon gesitlerini igeren Atangana-Baleanu kesirli integraller

yardimiyla Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler i¢in yeni tist sinirlar elde edilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar sunulan sonuclar 15181nda, yeni 6zdeslikler verebilir
ve esitsizliklerin daha genel versiyonlarini, yeni iist smirlar veren genislemelerini

kesirli integral operatorlerin genel formlarini kullanarak elde edebilirler.
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OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Ad1 Soyadi

Dogum Yeri ve Tarihi |-

Egitim Durumu

Lisans Ogrenimi l

Yiksek Lisans Ogrenimi

Bildigi Yabanci Diller

Bilimsel Faaliyetler

Is Deneyimi
Stajlar
Projeler
Calistigr Kurumlar
Tletisim

E-posta Adresi

Mezuniyet Tarihi
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