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Bu tezin birinci boliimiinde, arastirmanin amaci ve 6neminden bahsedilerek literatiir
ozeti sunulmustur. Ikinci béliimde, proksimal relator uzaylar1 ve proksimal relator uzayinda
yaklasimli yari-gruplar incelenmistir. Yaklasimli yari-grup 6rnekleri verilmis ve yaklasimli
yari-gruplarin bazi temel 6zellikleri incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, yaklasimli gruplar ve yaklasimli grup homomorfizmalarindan
bahsedilmistir.

Dérdiincii boliimde, yaklagimli gruplarin direkt carpimlart tanimlanmis ve bir 6rnek
verilmistir. Ayrica yaklagimli gruplarin direkt carpimlar ile ilgili baz1 6zgiin sonuglar
sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Proksimiti uzay; Relator uzay; Tanimsal yaklasimlar;
Yaklagimli gruplar; Direkt ¢carpimlar.
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In the first part of this thesis, the purpose and importance of the research is mentioned
and a summary of the literature is presented. In the second part, proximal relator spaces and
approximately semi-groups in proximal relator space are examined. Examples of
approximately semi-groups are given and some basic properties of approximate semi-groups
are examined.

In the third chapter, approximately groups and approximately group homomorphisms
are mentioned.

In the fourth chapter, direct products of approximately groups are defined and an
example is given. In addition, some original results about direct products of approximately
groups are presented.
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1. GiRiS

Bostan farkli iki kiimenin kartezyen carpiminin herhangi bir alt kiimesine baginti
denir. Bagint1 kavrami, {izerinde tanimli oldugu kiimenin elemanlar1 arasinda bir bag kurar.
Bagint1 kullanilarak birbiri ile iligkili olan elemanlarin 6zellikleri ¢ok daha kolay bir sekilde
incelenebilir. Bir kiime {izerinde birden fazla baginti tanimlanabilir. X = & olmak tizere,

X lzerinde tanimlanan bagintilarin kiimesine bir relator denir.

Proksimiti bagmntilar1 ilk olarak 1952 yilinda Efremovic¢ tarafindan daha ¢ok
geometrik ve topolojik bazi kavramlarin olusturulmasi igin tanimlanmustir [1]. Proksimiti
bagintilarinda temel diisiince iki kiimenin veya elemanin yakinliginin belli 6zellikler dikkate
aliarak incelenmesidir. Bu diislince dogrultusunda yakin (proksimal) kiimeler iizerinde

birgok topolojik arastirmalar yapilmustir [2-4].
X kiimesi iizerinde tanimlanan proksimiti bagmtilarin kiimesi R, olmak {iizere,

(X , Ra) ikilisi bir proksimal relator uzay: olarak adlandirilir [5]. Efremovic proksimiti [1],

Lodato proksimiti [3] gibi farkli proksimiti bagintilar1 tanimlanmaistir.

2013 te Naimpally ve Peters tarafindan tanimsal Efremovic proksimiti, tanimsal
Lodato proksimiti bagintilari tanimlanmustir [4]. Tanimsal proksimiti bagintilari, konumu ve
ozellikleri olan algilanabilir soyut olmayan noktalardan olusan kiimeler {iizerinde
tanimlanmistir. Mesela dijital goriintiiler piksellerden olusmaktadir. Her bir piksel, konumu
ve renk koduna karsilik gelen ¢ikarim fonksiyonlar: ile birlikte soyut olmayan bir nokta
olarak dikkate alinabilir. Soyut olmayan her bir elemanin 6zelliklerini temsil eden reel
degerli c¢ikarim fonksiyonlar1 kullanilarak nesnelerin biligsel olarak algilanmasi
gerceklesmis olur. Bdylece elemanlarin ortak 6zellikleri gozoniinde tutularak tanimsal
anlamda yakinliklarindan bahsedilebilir. Tanimsal proksimiti bagintilar1 dikkate alinarak

bazi arastirmalar yapilmistir [5-7]. X kiimesi {izerinde tanimlanan proksimiti bagintilar

yerine tanimsal proksimiti bagintilar1 ele alinirsa (X ,R%) ikilisine bir tanmimsal proksimal
relator uzay: denir.
Proksimiti bagmtilar kullanilarak olusturulan cebirsel yapilar ile ilgili ¢alismalar

2017 yilinda baslamistir [8]. Proksimal relator uzayinda cebirsel yapilar, temel olarak bu

uzay tlizerinde tanimlanan ikili islem ve alt kiimelerin proksimiti bagintisi ile belirlenen

1



tanimsal {ist yaklasimlar1 dikkate aliarak olusturulur. 2017 de Inan tarafindan tanimsal iist
yaklasimin baz1 ozellikleri, yaklasimli (approximately) yari-gruplar ve yaklasimli yari-
gruplarda yaklagimli idealler verilmistir [8]. 2018 ve 2019 da yaklasimli gruplar, yaklasimli
alt gruplar ve yaklasimli grup homomorfizmalar1 Inan tarafindan tanimlanmis ve bu
kavramlarla ilgili 6rnekler incelenmistir [9-10]. 2019 yilinda yaklagimli gamma yari-gruplar
Uckun ve Inan tarafindan verilmistir [11]. Ayrica yaklasiml1 halkalarin, yaklagimli halkanin
yaklasimli ideallerinin, yaklasimli halka homomorfizmalarinin bazi temel 6zellikleri
incelenmis ve bu kavramlara 6rnekler verilmistir [12]. Yaklasimli cebirsel yapilarin, goriintii
analizi veya siniflandirma problemleri gibi diger arastirma konulart i¢in etkili ¢aligma

imkan1 saglamasi beklenmektedir.

Bu tezin dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimiinde, aragtirmanin amaci ve
oneminden bahsedilerek kisa bir literatiir dzeti sunulmustur. Ikinci boliimde, proksimal
relator uzaylari ve proksimal relator uzayinda yaklasimli yari-gruplar incelenmistir.
Yaklasimli yari-grup ornekleri verilmis ve yaklasimli yari-gruplarin bazi temel 6zellikleri
incelenmistir. ~ Ugiincii  boliimde,  yaklasimli  gruplar ve  yaklasimhi  grup
homomorfizmalarindan bahsedilmistir. Dordiincti ve son bdlimde ise yaklasimli gruplarin
direkt ¢arpimlari tanimlanmis ve bu kavrama bir 6rnek verilmistir. Ayrica yaklasimli

gruplarin direkt carpimlari ile ilgili bazi 6zgiin sonuglar sunulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Proksimal Relator Uzay

Tanmm 2.1.1. X =& olmak iizere X lizerinde tanimlanan bagntilarin ailesine bir relator

denir ve R notasyonu ile gosterilir. (X,R) (veya X (’R)) ikilisine de bir relator uzay denir.

Bu calisma boyunca, Efremovic proksimiti 5 ve tanimsal proksimiti o, bagntilart

dikkate alinmistir [1].

Tamm 2.1.2. &5, P(X) Uzerinde tanimlanan bir baginti olsun. Asagidaki ozellikler
saglaniyorsa & bagintisina Efremovic proksimiti bagintisi denir:

(1) ASB= BSA

(2) ASB=>A=D Ve B= I

(3) AMB= = ASB

(4) A5(BUC) < A5B veya AsSC

(5) {xjoly; = x=y

(6) AAB=JE c X dyleki AOE ve E°SB. (Efremovic aksiyomu)

Tamm 2.1.3. §, P(X) lzerinde tanimlanan bir bagmti olsun. 0, Tamm 2.1.2. deki
(1)—(5) ozellikleri ile birlikte

A5B Ve VvbeB, {b}5C = ASC (Lodato Aksiyomu)

ozelligini sagliyor ise &5 ya Lodato proksimiti bagintis1 denir ve 6, ile gosterilir.

Tammm 2.1.4. X lizerinde tanimlanan proksimiti bagmtilarinin bir ailesi R; olmak {tizere,

(X, Ry) ikilisine proksimal relator uzay denir.

Bu calismada soyut noktalar yerine konumu ve 06zelligi olan soyut olmayan noktalar

kullanilmistir [2].

Tamim 2.1.5. X = & soyut olmayan noktalarin bir kiimesi olsun. Soyut olmayan noktalarin

ozelligini temsil eden



p: X->R
fonksiyonuna ¢ikarim fonksiyonu denir. x e X olmak tizere ¢(x), X elemaninin ayirt edici

0zelligini temsil eder.

Tanmm 2.1.6. xe X olsun. ¢, fonksiyonlar1 X deki elemanlarin ayirt edici 6zelliklerini

temsil eden fonksiyonlar olmak tizere
O: X >R"

@ (x)=(¢(x),...00,(x)) (neN) seklinde tanimlanan @ fonksiyonuna X elemaninin

bir nesne tanimlamasi denir.

Cikarim fonksiyonlarinin bir kiimesi belirlendikten sonra bir &, tanimsal proksimiti

bagntis1 tanimlanabilir

Tammm 2.1.7. X =& soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve AC X olsun.
Q(A)={®(a)ac A}

kiimesine A nin kiime tanimlamasi denir.

Tammm 2.1.8. X = & soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve A, B < X olsun.
AnB={xe AUB |®(x)cQ(A) ve ®(x)cQ(B)f
kiimesine A ile B kiimelerinin tanimsal arakesiti denir.

Tamm 2.1.9. X =& Ve &, X iizerinde tanimli bir baginti olsun. A,B,Cc X olmak iizere
O, bagmtisi asagidaki dzellikleri sagliyor ise &, bagintisina tanimsal Efremovic proksimiti

bagintis1 denir:
(1) A5,B=B5,A
(2) Ao, B=>A=D ve B= (veya I5,A)

(3) AnB=U= A5, B



(4) AS,(BuC) <= A5,B veya AS,C
(8) {xj 3y {y} = @(x)=®(y)
(6) Ao,B=3E c X dyleki AJ,Eve E°5,B (Efremovic aksiyomu)
Tanmm 2.1.10. X uzerinde tanimlanan tanimsal proksimiti bagmtilarinin bir ailesi R,

olmak tizere (X Rs, ) ikilisine tanimsal proksimal relator uzay denir.

Teorem 2.1.11. X =< ve ABcX olmak iizere A5, B:=O(A)NQB)=Y ile

tanimli &, bagmtisi bir tanimsal Efromovic proksimiti bagintisidir.
Ispat (1), (2) ve (3) kolayca goriiliir.

(4) Lemma 2.1.17 den
As,(BUC)=9(A)NQ(BULC)=Y
= Q(A)N(Q(B)wQ(C)) =L
= (Q(A)NQ(B)) W (QA)NQ(C)) =L
= Q(A)N9(B) = veya Q(A)nQ(C) =
= Ao, B veya A5, C

bulunur.
) {x}d,{y}=2(xp)na({y}) =2
= O(x) =0(y)
olur.

(6) A5,B=Q(A)nQ(B)=2 dir. E= {X|X5@B} olacak sekilde JE — X kiimesi vardir

oyle ki Q(E)cQ(B) den QANQ(E)=D, AsE ve E°={xeX|xs,B}

oldugundan E°5,B olur.

Tanmm 2.1.12. X bostan farkli soyut olmayan noktalarin bir kiimesi ve A,B < X olsun.

* Q(A)NQ(B)=w ise A, B ye tanimsal yakindir denir ve A, B ile gosterilir.
* Q(A)NQ(B)= ise A B ye tanimsal uzaktir denir ve A5, B ile gosterilir.

Tanmm 2.1.13. X bostan farkli bir kiime, AC X ve @ : X — R" bir nesne tanimlamasi

olsun.

cly (a)={xe X|®(a)=D(x)}



kiimesine a € A noktasinin tanimsal kapanisi denir.

Tamm 2.1.14. (X,Rgm) bir tanimsal proksimal relator uzay1 ve AC X olmak iizere
®'A={xe X|x3,A}

kiimesine A nin tanimsal iist yaklagimi denir.

Tanim 2.1.15. (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay1 ve AC X olmak iizere

®,A={aeAcl,(a)c Al

kiimesine A nin tanimsal alt yaklagimi denir.

Tammm 2.1.16. X bostan farkli soyut olmayan noktalardan olusan bir kiime ve AcC X

olsun.

&, (A)={BeP(X)A5,B}
kiimesine A nin tanimsal yakinlik ailesi denir.

Lemma 2.1.17. (X,R%) tanimsal proksimal relator uzay1 ve A, B c X olsun. Bu durumda
(i) Q(AnB)=Q(A)nQ(B)

(i) Q(AUB)=Q(A)LUQ(B)

dir.

Ispat

(i) Q(AnB)={d(a)lac ANB}]
= {CD(a)|ae Anrae B}
={®(a)lac A} r{D(a)lac B}
=Q(A)NQ(B).

(i) Q(AUB) ={d(a)lac AUB}
(a)|aeAvaeB}

{o
{®(a)lae A}v{D(a)|acB}
Q(A) v Q(B).



Teorem 2.1.18. (X,ng) bir tanimsal proksimal relator uzay ve A,Bc X olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler gegerlidir:

(i) (P,A)c Ac(DA)

(i) @' (AUB)=(®'A)u(®'B)

(iii) ®,(ANB)=(®,A)N(D,B)

(iv) AcB ise (©.A)c(D,B)

(v) AcB ise (0°A)c(®'B)

(vi) @, (AUB)(D.A)u(D.B)

(vii) ®'(ANB)c(®'A)n(®'B)

Ispat (i) ae®,A olsun. Bu durumda a € A oldugundan cl,, (a) = Q(A) dir. Béylelikle
(®,A)c A olur. ae A oldugundan ®(a)eQ(A) dir, yani Q({a})nQ(A)=@ dir. O

halde a e ®*A olur. Boylece Ac @A dur.
(il) @ (AUB) ={xe X | x5, (AUB)}
xed (AUB) < ®(x)eQ(AUB)
< d(x)eQ(A)UQ(B)
< xe®" (A)veyaxed’ (B)
< xed (A)ua’ (B) olur.
(iif) ®. (AN B) = {xe AnB[cl, (x) = AN B
- xe Al ()= A x<Blcl, (x)<B)

=@, (A)n®,(B) dir.



(iv) AcB olsun. Bu durumda AnB=A dir. (iii) Ozelligi dikkate alrsa

O A=D,(ANB)=(D,A)N(D,B) olur. Boylece ® A< ®.B sonucuna ulagilir.

(v) Ac B olsun. Budurumda AVB =B dir. (ii) ozelligi dikkate almnirsa
®'B=0'(AUB)=(®'A)u(D'B)

olur. Boylece ®*Ac ®*B elde edilir.

(vi) AcAUB ve Bc AUB oldugundan (iv) 6zelligi dikkate aliirsa, ®,Ac @, (AUB)
ve benzer sekilde ®,B< ®@,(AUB) elde edilir. Boylece (®,A)u(®.B)c®,(AUB)
olur.

(vii) ANBC A ve ANBC B oldugundan (vi) 6zelligi kullanilirsa " (ANB)c @A Ve

bnezer sekilde ®" (AnB)< ®*B olur. Buradan ®*(AnB)c(®'A)(d'B) elde edilir.

Tanmm 2.1.19. (X,R%) bir tammsal proksimal relator uzay ve Ac X olsun. (A, -) ve

(Q(A),-) birer grupoid ve @ bir nesne tammlamasi olmak {izere, her a,beA icin

®(a-b)=d(a)-®(b) ise ® ya A dan Q(A) ya bir tamimsal homomorfizma denir.

Lemma 2.1.20. (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve A,B< X olsun. A ve B,
X lizerinde tammlanan > ikili islemi ile birer grupoid ve Q(A),Q(B) de Q(X) de

tanimlanan - ikili islemi ile birer grupoid olsun. Bu durumda ®:X — R" bir tanimsal
homomorfizma ise

Q(A)Q(B)=Q(AB)
dir.

Ispat Hipotezden @ tanimsal homomorfizma oldugundan ®(a)®(b)=®d(ab) dir. Buradan

Q(A)Q(B) ={®@(a)@(b)]ac Abe B}
={®(ab)lac Abe B}
=Q(AB)

olur.



Teorem 2.1.21. (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve ABc X olsun.

@ : X — R" bir tanimsal homomorfizma ise asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) (©'A)(®'B)=2"(AB)

(i) (®,A)(®,B)c D, (AB)
Ispat (i) x e (®*A)(D'B) olsun. ac ®*A ve be ®'B elemanlarin1 aldigimizda x = ab olur.
Boylece ®(a)eQ(A) ve O(b)eQ(B) dir. @ tanimsal homomorfizma oldugundan
O(a)D(b) = d(ab) € Q(A)Q(B) ve Lemma 2.1.20 den @ (x) e Q(AB) dir, yani x e ®*(AB)
olur. Boylece (CD*A)(CD*B) cd’ (AB) dir. Benzer sekilde @ (AB) c (CD*A)(CD*B) oldugu

gosterilebilir. Bu durumda ((D*A)((D*B) =@’ (AB) elde edilir.

(i) xe(®,A)(®,B) ise acd A ve be® B olmak iizere x=ab alinabilir. Béylece
cl,(a)c A ve cl,(b)cB olur. Buradan yeX icin ®(a)=d(y)eQ(A) Ve
®(b)=d(y)eQ(B) dir. &  bir tammsal homomorfizma  oldugundan
®(a)®(b)=d(ab)=P(x)eQ(A)Q(B) ve Lemma2.1.20 den ®(ab)=®d(x)cQ(AB)
dir. O zaman cl,(ab)< AB, Yyani x=abe®,(AB) dir. Sonu¢ olarak

(®,A)(®.B) < @, (AB) dir.

2.2. Yaklasimh Yari-Gruplar

Bu boliim boyunca yaklasimli yari-gruplar ve idealler baslikli makaleden yararlanilmistir

[8].

Tanmm 2.2.1. (X,R§¢) bir tanimsal proksimal relator uzayi, <>, X de bir ikili islem ve
Gc X olsun. Her X, Y €G icin x.y e ®'G ise G ye proksimal relator uzayinda yaklasimli
grupoid denir.

G, (X,R,,) de = ikili islemi ile bir yaklagimh grupoid, §€G ve ABCG alalm.
Q(A),Q(B)<=Q(G) kiimeleri de Q(X) deki > ikili islemi ile birer yaklasimli grupoid
olsun. g-A A-g, ABc®Gc X ve Q(A)-Q(B) alt kiimeleri asagidaki gibi

tanimlidir:



g-A=gA={galaec A},
A-g=Ag ={aglae A},
A-B=AB={ablac A beB},
Q(A)-Q(B)=Q(A)Q(B)={ ®(a)®(b)lac A,beB}.

[T

Tanim 2.2.2. (X,R(;) bir tanimsal proksimal relator uzayr ve “”, X iizerinde bir ikili

islem olsun. Asagidaki 6zellikler saglaniyorsa S — X ye proksimal relator uzayinda bir

yaklasimli yari-grup denir:
(AY,) Herx-yeS igin X-ye®’S dir.
(AY,) Herx,y,zeSigin (X-y)-z2=x-(y-2) esitligi @S de saglanr.

Bir yaklasimli yari-grup birimli (yani her xe S igin X-€,=€,-X=X olacak sekilde

e, € DS varsa) ise S ye bir yaklasimli monoid denir.

Ornek 2.2.3. X, J, tanimsal proksimiti bagintisi ile birlikte Gérsel 2.1 de oldugu gibi 7

pikselden olusan bir goriintii olsun.

Xoo Xoz . Xo3 Xog Xos Xo6

Gorsel 2.1. Dijital goriintii

Tablo 2.1. X deki piksellerin RGB kodlart

%o | Xor | Xo2 | Xo3 | Xoa | Xos5 | Xos
Red 217 | 166 | 128 | 235 | 166 | 215 | 194

Green 217 | 166 | 128 | 215 | 166 | 174 | 133
Blue 217 | 166 | 128 | 225 | 166 | 194 | 163

X, X dijital goriintiisiinde (i, j) i. satir j. siitun konumuna sahip bir pikseldir. ¢, RGB

ij?
kodunu temsil eden bir ¢ikarim fonksiyonu olmak iizere ¢ nin aldig1 degerler Tablo 2.1 deki

gibidir.
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0<i, ,k,1<6, i-k=p(mod7) ve j-1=r(mod7) olmak iizere,

S XxX > X

(X5 X ) > X - Xy = X
X iizerinde bir “” ikili iglem ve B ={Xy, Xy, X5, } = X bir alt kiime olsun. Bu durumda

Q(B) = {(p(XOO), P(X51), (D(on)}
={(217,217,217),(166,166,166), (128,128,128)}

elde edilir.
Buradan
®'B ={x; € X| x5,B}
:{X00'X01’ X02’Xo4}
elde edilir.

(AY,) Her x;,X; € B iginx; - x; € ®*B oldugundan kapalilik vardir.

(AY,) Her X, X, X, € B igin (X - X ) - X, = X; - (X - Xy) sitligi @B de saglanir.

Bununla birlikte her Xx; € B igin X; - Xy, =Xy, - X; =X; olacak sekilde ®"B de X, birim

eleman vardir. Boylece B yaklasimli monoid olur.

Ornek 2.2.4. X, &, tanimsal proksimiti bagintisi ile birlikte, Gorsel 2.2 de oldugu gibi 25

pikselden olusan bir dijital goriintii olsun.

- - .

T25

I35

T45

b . -

Gorsel 2.2. Dijital goriintii

11



]

X;, X dijital gorlntiisiinde i. satir j. siitun konumuna sahip bir pikseldir. ¢, RGB

kodunu temsil eden bir ¢ikarim fonksiyonu olmak lizere ¢ nin aldigi degerler Tablo 2.2 deki

gibidir.

Tablo 2.2. X deki piksellerin RGB kodlart

Red | Green | Blue Red | Green | Blue
X1 | 204 204 204 Xy, | 204 204 204
X5 51 153 255 X35 | 204 255 255
X5 | 204 | 255 | 255 Xy | 51 | 153 | 255
X, | 204 | 204 | 204 X;, | 204 | 204 | 204
X5 51 153 255 X43 51 153 255
X,, | 0 102 | 153 Xy | 204 | 204 | 204
X, | 102 | 255 | 255 X;5 | 204 | 204 | 204
Xoq 0 102 153 X51 51 153 255
Xo4 0 102 102 X5, | 204 255 255
X5 | 204 | 204 | 204 X | 204 | 204 | 204
Xy | 204 204 204 X5y 0 51 255
X3, 0 51 255 Xos | 102 255 255
X3 | O 102 | 102

1<i, j, k1, p,r<5, p=min{i,k} ve r=min{j,1} olmak iizere,
S XxX —>X
(Xijs X)) 2 X - Xy =X,
X iizerinde bir ikili islem ve A={X,,X,,, Xy, X33} = X bir alt kiime olsun.

Tablo 2.2 den

Q(A) = {(”(le)’ P(Xp), P(Xs5), ¢(X33)}
= {(0,102,153), (102, 255, 255), (0,51, 255), (0,102,102)}

12



elde  ederizz  Tanim 2114 den A mnmin  tammmsal Ust  yaklasimi

D A ={Xy1, Xps Xogs Xoss Xaz Xg31 Xsar Xs5 } bUlUNUr. Bu durumda A nin tammsal iist yaklasimi

Gorsel 2.3 deki gibidir.

Gorsel 2.3. A nmin tammsal iist yaklagimi

Boylece,
(AY,) Her x,

i X € A igin X; - X, € DA,

AY,) Her X.,X,, X, €A igin (X X, ) X, =X:(Xy-X,,) Ozelligi ®*A da saglanr,
2 ij ki mn ij ki mn

]!

ozellikleri saglandigindan A< X bir yaklagimli yari-gruptur.

Ayrica her X, X, € A igin X; X, =X, - X; Ozelligi @A saglandigindan A bir degismeli
yaklagimli yari-gruptur. Ornek 2.2.4 de goriildiigii gibi yaklasimli birim eleman roliinde

birden fazla eleman bulunabilir. X;;, X, € ®*A elemanlarin ikisi de yaklagimli birim eleman

ozelligini saglar. Bu durumda A min tek bir birim eleman1 olmadigindan A bir yaklagimli

monoid degildir.

Ornek 2.2.5. X, &, tanimsal proksimiti bagintisi ile birlikte, Gorsel 2.4 de oldugu gibi 16

pikselden olusan bir dijital goriintii olsun.
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X

X3 X4
X213 24
X33 N34
42 ‘ 4 X4

Gorsel 2.4. Dijital goriintii

X dijital gorlntiisiinde i. satir j. slitun konumuna sahip bir pikseldir. ¢, RGB

kodunu temsil eden bir ¢ikarim fonksiyonu olmak iizere ¢ nin aldigi degerler Tablo 2.3 deki

gibidir.

Tablo 2.3. X deki piksellerin RGB kodlart

Red | Green | Blue
X, | 0 151 | 255
X, | 0 151 | 255
X | 130 | 255 | 255
X, | 200 204 255
Xy | 170 | 170 | 170
X5, | 103 183 255
Xp3 | 224 | 208 | 187
X5, | 103 192 255

Red | Green | Blue
X | 0 | 151 | 255
Xy | 103 | 183 | 255
Xy | 121 | 212 | 211
Xy | 205 | 205 | 216
Xy | 130 | 205 | 255
X, | 202 | 210 | 187
Xe3 | 121 | 212 | 211
Xy | 200 | 230 | 255

1<i, j,k,1,p,r<4, p=min{i,k} ve r =min{j,I} olmak iizere,

XXX > X

(Xij X)) Xij + X = X

X izerinde bir ikili islem ve S ={X,;, Xy5, Xp4, Xg, Xg» Xgps Xgg X iN bir alt goriintiisii olsun.
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Tablo 2.3 den

Q(S)= {(0()(21)1 P(X33), 9(X50), P(Xa5), 9(Xa0), 9(Xy), ¢(X43)}
= {(170,170,170), (224,208,187), (103,192, 255)
= (103,183, 255), (205, 205, 216), (202, 210,187), (121, 212, 211)}

elde ederiz.

Buna gore, Gorsel 2.5 de goriildiigii gibi, Tanim 2.1.14 den S nin tanimsal tist yaklagimi

oS = {X211X227X23’ X24'X32'X33’X34’X421X43} olur.

X3 X4
X34
1 X44

Gorsel 2.5. S nin tammsal iist yaklagimi
Boylece Tanim 2.2.2 ye gore,

(AY,) Her x;

i X €S igin X; - X, € DS,

(AY,) Her Xy, X, X,, €S igin (xij -xk,)-xrnn =X -(Xq - Xpy) Ozelligi @S salanr,
ozellikleri saglandigindan S < X bir yaklagimli yari-gruptur. Ayrica her X;, X, €S i¢in
X Xg =Xq - X; Ozelligi @S saglandigindan S bir degismeli yaklasimli yari-gruptur.

Tanim 2.2.6. (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay, S < X yaklasimli yari-grup ve

T < S olsun. O zaman TT c®'T ise T ye S nin bir alt yaklagimli yari-grubu denir.

Ornek 2.2.7. Ornek 2.2.5 ten S ={X,, Xy5, Xo4, X5, a4, Xa, X435} yaklagimli yar1-grubunu
dikkate alalim. T ={X,,X,,%;,} =S < X olsun. X iizerindeki ikili isleme gére T nin

islem tablosu Tablo 2.4 deki gibidir. Buradan x,, ¢ T oldugu goriiliir.
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Tablo 2.4. Islem tablosu

Tablo 2.3 den

Q(T) = {p(Xy), P(X3), P(X,) |
= {(170,170,170), (224, 208,187), (103,183, 255)}

olur. Tanim 2.1.14 den T nin dist yaklagimi @'T = {X,;, X,,, X,3, X5, } bulunur.

Tanim 2.2.6 dan TT < ®'T oldugundan S — X dijital goriintii kiimesinin bir alt goriintii

kiimesi olan T, ikili islemi ile birlikte bir alt yaklagimli yari-gruptur.

Tamm 2.2.8. (X,d,) tamimsal proksimal relator uzayi, S yaklasimli yari-grup ve

J#1<S olsun.

(l) ®'1, S nin bir sol ideali, yani S((D*I)QCD*I sartim sagliyor ise | ya S nin

yaklasimli sol ideali denir.

(2) @1, S nin bir sag ideali, yani (d)*I)S c @'l sartin1 sagliyor ise | ya S nin
yaklasimli sag ideali denir.
Ornek 2.2.9. Ornek 2.2.5 ten S ={X,;, X,5, Xpq, Xap, Xgg Xs, X4} yaklagimli yari-grubunu

dikkate alalim. 1 ={X,;, Xy, X5, X5, X, } €S = X 0lsun. Tablo 2.3 den

Q)= {§0(X21)’ P(X53), P(Xp) P(Xs5), ¢(X4z)}
= {(170,170,170), (224,208,187), (103,192, 255), (103,183, 255), (202, 210,187)}

olur. Buradan Tanim 2.1.14 kullanilirsa @1 ={X,;, X5, Xp3, Xp41 X3, X4, } bUlUNU.
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Tanim 2.2.8 (1) den S(®°1) € @°| oldugundan | alt goriintiisii > ikili islemi ile birlikte

bir yaklagimli sol idealdir. Ayrica, S degismeli yaklasimli yari-grup oldugundan 1 alt

goriintlisli ayn1 zamanda yaklasimli sag idealdir.

Ornek 2.2.10. Ornek 2.2.5 ve Omek 2.2.7 den T ={X,;, X,5, X, } = S yaklasimli alt yari-
grubunu dikkate alalm. Ornek 227 de T nin tammsal {ist yaklasimi
DT ={Xy, X5, Xpg, X5} dir. Tamm 2.2.8 (1) den S(®'T)c ®@'T oldugundan T yaklagimli

alt yari-grubu S dijital goriintiisiiniin yaklasimli sol idealidir. S degisimli yaklagimli yari-

grup oldugundan T ayni zamanda S nin yaklagimli sag idealidir.

Ornek 2.2.11. Ornek 2.2.5 teN S ={X,;, X,5, Xp4, X5+ Xa4, Xs2, X43} yaklasimli yari-grubunu

ele alalim. K = {X,,, X,;} kiimesi S < X in alt goriintiisii olsun.
Tablo 2.3 den

Q(K) = {¢(X34)1(P(X43)}
= {(205, 205,216), (121,212, 211)}

elde edilir. Buradan Tamm 2.1.14 kullanilirsa ®"K = {Xy,, X;3, X5} bulunur.

Tanim 2.2.6 dan KK c ®'K oldugundan S < X dijital goriintiisiin alt goériintiisit K,

(X,d,) uzaymnda > ikili islemiyle birlikte alt yaklasiml1 yar1 gruptur.
S (CD*K) = {sz X521 Xog1 Xon1 Xgp s X331 Xg41 Xg2s X43} z ®'K

oldugundan K alt goriintiisii S nin bir yaklagimli sol ideali (sag ideali) degildir.

Ayrica, J ={X,,X,,} =S < X aym zamanda alt yaklasiml yari-guptur. Ancak J, S nin

bir yaklagimli sol ideali (sag ideali) degildir.

Teorem 2.2.12. (X,R(;w) tanimsal proksimal relator uzay ve =S < X olsun. Bu

durumda S, X iizerinde bir yari-grup ise S bir yaklagimli yari-gruptur.
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Ispat S = X bir yari-grup olmak iizere Teorem 2.1.18 (i) dikkate alirsa &= S — ®*S
olur. Dolayistyla her x,yeS i¢in X-ye®'S ve her x,y,zeS icin (x-y)-z=x-(y-z)

birlesme 6zelligi @S de saglanir. Sonug olarak, S bir yaklagiml yari-gruptur.

Teorem 2.2.13. |, S yaklasimli yari-grubunun sol (sag) ideali ise @ tanimsal

homomorfizma olmak tizere I, S nin yaklagimli sol (sag) idealidir.

Ispat |, S yaklasimli yari-grubunun sol ideali ise SI | olur. Sc®*S oldugunu
biliyoruz. Teorem 2.1.18 (5) ve Teorem 2.1.21 1) den
S(@1) c (D*S)(P1)=D*(SI) c @’ dir. Buradan ®*I, S yaklasimli yari-grubun sol
ideali oldugundan |, S nin yaklasimli sol idealidir. Benzer sekilde | nin S nin yaklagimli

sag ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 2.2.13 gosteriyor ki yaklasimli yari-grup (yaklasimli sol, sag ideal), yar1 grubun (sol,

sag idealin) genellestirilmis halidir.
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3. YAKLASIMLI GRUPLAR
3.1. Yaklasimh Gruplar

Bu béliim boyunca proksimal relator uzaylarinda yaklagimli gruplar ve yaklagimli alt gruplar

baslikli makaleler dikkate alinmistir [9,10].

6
.

Tamm 3.1.1. (X Rs, ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve X de bir ikili islem olsun.

Asagidaki ozellikler saglantyorsa G — X ye proksimal relator uzayinda bir yaklagimli grup

denir:

(AG,) Her x,yeG igin X-ye®'G,
(AG,) Her x,y,2€G igin (x-y)-z=x-(y-2) esitligi ®'G de saglanr,

(AG,) Her e; €G igin x-e;, =€, -x=Xx olacak sekilde bir &5 € ®'G vardir (e, ye G
nin yaklagimli birim elemani1 denir),

(AG,) Her xeG igin x-y=y-x=g, olacak sekilde bir yeG vardir (y ye x in tersi
denir ve x* ile gosterilir).

Ornek 3.1.2. X, &, tamimsal proksimiti bagintisi ile birlikte, Gorsel 3.1 de oldugu gibi 36

pikselden olusan bir dijital goriintii olsun.

Gorsel 3.1. Dijital goriintii
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X deki x; pikseli, X dijital goriintiisindeki (i,]) (satir ve siitun) konumundaki

pikseldir. ¢, RGB kodunu temsil eden bir ¢ikarim fonksiyonu olmak iizere ¢ nin aldigi

degerler Tablo 3.1 deki gibidir.

Tablo 3.1. X deki piksellerin RGB kodlari

Red | Green | Blue Red | Green | Blue Red | Green | Blue
Xpo | 174 | 117 | 255 Xpo | 145 | 205 | 230 X | 170 | 255 | 255
Xe | 145 | 205 | 230 X,, | 100 | 168 | 255 Xy | 174 | 117 | 255
X, | 120 | 222 255 Xy, | 145 | 205 230 Xy | 170 | 255 | 255
Xes | 98 | 134 | 172 X,g | 174 | 117 | 255 X | 80 | 130 | 230

X, | 100 | 168 | 255 X,, | 170 | 255 | 255 X, | 100 | 168 | 255
X | 145 | 205 | 230 X,s | 80 | 130 | 230 X, | 145 | 205 | 230
Xo | 98 | 134 | 172 Xp | 120 | 222 | 255 X, | 80 | 130 | 230
X, | 80 | 130 | 230 Xy | 170 | 255 | 255 X, | 120 | 222 | 255
X, | 100 | 168 | 255 X, | 145 | 145 | 230 X, | 100 | 168 | 255
X5 | 170 | 255 | 255 Xp; | 98 | 134 | 172 Xs; | 145 | 205 | 230
X, | 145 | 145 | 230 Xy | 120 | 222 | 255 X, | 80 | 130 | 230
Xs | 120 | 222 | 255 X | 100 | 168 | 255 X | 98 | 134 | 172

0<i,j, k1, pr<5,i+k=p mod(5) ve J+i=r mod(5) olmak tizere
O XxX > X
(%% ) > % ©%Xg =X,y
X fiizerinde bir ikili islem ve B ={X,;,X;,} = X bir alt dijital goriintii olsun.

Bu durumda,

Q(B) = {(0()(23)1(0()(32)}

{(174,117,255),(145,145,230)}

dir. Tanim 2.1.14 ten B kiimesinin tanimsal st yaklagimi
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©'B ={x, € X|%5,B|
:{xij e x\Q({xij})mQ(B);t@}
- {Xzs’ X1 Xoo: X32,X14}
bulunur.

(AG,) Her x

i+ Xq € B igin X, © X, € @B dir,

(AG,) Her XX, X, €B igin (X; ©%, ) O Xy, =X; O(X, ©X,,) bzelligi OB saglanr.

(AG3) Her x;€B icin X, O Xy =Xy OX; =X; . Dolayisiyla X, € ®'B, B nin bir

proksimal birim elemanidir.
> £il 1 .
(AG,) Xy O Xpy = Xp3 O Xgp = X Oldugundan X;; = X,; Ve X3 = X, dir.

Sonug olarak, X in B alt goriintiisii bir yaklastmli gruptur. Ayrica, her X;, X, € B i¢in

X; O Xy =X, ©X; Ozelligi @B de saglandigindan bir degismeli yaklasimli gruptur.

Lemma 3.1.3. (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay ve G < X bir yaklagimli grup

olsun. O halde,

(i) G nin bir ve yalniz bir yaklagimli birim eleman1 vardir.

(i) Her xeG igin x-y=y-x=e, olacak sekilde bir ve bir tek y € G vardir (y ye x in
G deki yaklasimli tersi denir ve X ile gosterilir).

-1

(iii) Her xeG igin (x*) =X dir.

(iv) Her x,y €G igin (x-y)_1 =y x" dir.
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Teorem 3.1.4. (X,R%) bir tanimsal proksimal relator uzay ve G < X bir toplamsal

yaklagimli grup olsun. Bu durumda her x,y,zeG i¢in X+Z=Y+Z veya Z+X=2+Y ise

x = ydir.

Ispat x,y,zeG ve —zeG, z nin yaklasimli ters elemani olsun. X+Z =Y +2Z esitliginde

her iki taraf sagdan —z ile toplamsal isleme tabi tutulursa

(x+2)+(-2) =(y+2)+(-2)
X+(2+(-2))=y+(z+(-2)
X+e,=Yy+e,

X=Yy

olur. Benzer sekilde, Z+X=2z+Y esitliginde her iki taraf soldan —z ile toplamsal isleme

tabi tutulursa

()+(+x)=(-2)+(z+Y)
(-z+2)+x=(-2z+2)+Yy
e, +X=6;+Y
X=Y

bulunur.

Tamm 3.1.5. G bir yaklasimli grup ve H <G olsun. H, G nin islemi ile birlikte bir

yaklagimli grup ise H ye G nin alt yaklagimli grubu denir.

G yaklasimli grubunun asikar alt yaklagimli grubu bir tane olup, o da G dir. Ayrica {eG},

G nin bir agikér alt yaklagimli grubudur, ancak ve ancak e; € G dir.

Teorem 3.1.6. G bir yaklasimli grup, H<G ve ®'H bir grupoid olsun. H, G

yaklasimli grubunun bir alt yaklasimli grubudur ancak ve ancak her xe H igin X' e H dir.

Ispat H, G ninalt yaklasimli grubu ise 0 zaman H yaklasimli grup oldugundan her xe H

icin x*eH olur. Karsit olarak, her XeH ic¢in X' eH olsun. Hipotezden, ®*H bir

grupoid ve H < G oldugu dikkate alinirsa, bu durumda kapalilik ve birlesme 6zellikleri
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®'H de saglanir. Bundan bagka X-X ' =e; € ®*H olur. Bu nedenle H, G nin bir alt

yaklasimli grubudur.

Teorem 3.1.7. G bir yaklasimli grup, H, ile H,, G nin iki alt yaklagimh grubu ve ®"H;,

®“H, birer grupoid olsun. O zaman
(©°H,)"(®H,) =" (H,nH,)
ise H,"H,, G nin bir alt yaklagimli grubudur.
Ispat H, ve H,, G nin iki alt yaklasimli grubu olsun. H,"H, =G oldugu aciktir.
®'H,, ®*H, birer grupoid ve (CD*Hl)m(cD*HZ):CD*(HlmHz) oldugundan,

®"(H,H,) grupoiddir. xe H, "H, olsun. H, in ve H, nin iki alt yaklasimli grup

oldugu dikkate alinirsa X € H, ve x ' e H, olup, yani X € H, nH, dir. Sonug olarak,

Teorem 3.1.6 dan H, " H,, G nin bir alt yaklasimli grubudur.
Sonug¢ 3.1.8. Tanimsal proksimal relator uzayinda, her grup bir yaklasimli gruptur.

Tammm 3.1.9. (X,Rb,m) bir tanimsal proksimal relator uzay olmak iizere X iizerinde

tanimlanan bir baginti, yansima ve simetrik 6zelliklerini sagliyor ise bu bagmtiya zayif

esdegerlik bagintis1 denir.

(X ,R(;m) bir tanimsal proksimal relator uzay, G < X bir yaklagimh grup ve H, G nin alt

yaklagimli grubu olsun. X,y €G ve e;, G nin birimi olsun. G iizerinde “p,” bagntisi
xpy = xtyeHules}

seklinde tanimlanabilir.

Teorem 3.1.10. G bir yaklagimli grup olmak tizere

xpy = xtyeHules}
ile tammli “p,” bagmtisi G de bir sol zayif esdegerlik bagintisidir.
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Keyfi bir xeG igin “p,” sol zayif esdegerlik bagintisinin G yaklasgimli grubunda

belirttigi sinif:

yeGlypx}
yeGlyt-xeHU{e }}

yeGly'-xeH veyay™ {eG}}

=

={

={

{yEG|X€y Hveyay™ }
={yeG|xey-H veyax= y}

o

{

x-h'h*eH,xeG,x-h*eGlu{x} (h*=h)
=X- h‘h’eH xeG, X- h’eG} { }
dir.
Tammm 3.1.11. “p,” sol zayif esdegerlik bagintismin G yaklagimli grubunda belirttigi

siniflara yaklagimli sol zayif kalan sinifi denir. Keyfi bir x igin bir yaklagimli sol kalan sinifi

X-H notasyonu ile gosterilir ve
X-H :{x-h|he H,xeG, x-heG}u{x}
dir.

(X,Rdm) bir tanimsal proksimal relator uzay, G < X bir yaklagimli bir grup ve H, G nin
alt yaklagimli grubu olsun. X,y € G ve e;, G nin yaklasimli birim elemani olmak tizere G

nin elemanlari arasinda “p,” bagintist

xp.y <= x-yeHu{e}

seklinde tanimlanabilir.

Teorem 3.1.12. G bir yaklasimli grup olsun. “p,”, G de bir sag zayif esdegerlik

bagintisidir.
Ispat G bir yaklasiml1 grup oldugundan her X € G igin X' € G dir. Budurumdaher xeG
icin X-x"'=g,eH u{e} oldugundan Xxp.x olur. Ayrica, Xp,y ise X-y ' eH u{eG},

yani her x,yeG igin x-y"eH veya x-y ™ e{e;} dir. O zaman x-y™"eH ise H, Gnin
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-1
bir alt yaklasimli grubu oldugundan (x-y‘l) =y-X'eH dir. Dolayisiyla yp, x dir.

=] . a1 N =) a7t -1
Bundan bagka X-Y e{eG} ise X-y =g olur. Boylece Y- X =(x~y ) =€, =6 olur
ve buradan yp,x dir. Sonug olarak, “p,” bagmntis1 G {izerinde bir sag zayif esdegerlik

bagintisidir.

Keyfibir xeG i¢in “p,” sag zayif esdegerlik bagintisinin G yaklagimli grubunda belirttigi

sinif’

x={yeG|ypx|
={yeGly-x*eHule,}}
={yeG|y~X’leH veya Y'Xfle{ee}}
_{yeslyeH wayime)
={yeGlyeH xveyax=y}
—{h-x|jheH,xeG,h-xeG}u{x]
dir.

Tammm 3.1.13. “p,” sag zayif esdegerlik bagmntisinin G yaklagimli grubunda belirttigi

siniflara yaklagimli sag zayif kalan simnif denir. Keyfi bir x elemant i¢in bir yaklagimli sag

kalan smifi H - X ile gosterilir ve
H-x:{h-x|heH,XeG,h-xEG}u{x}
dir.

Genel olarak, yaklagimli grubun ikili islemi degisme 6zelligini saglamaz. Bu nedenle “p,”

ve “p” zayif esdegerlik bagintilar1 farkli olabilir. Bu nedenle, yaklasimhi sag zayif ve

yaklagimli sol zayif kalan siniflar1 da birbirlerinden farkl: olabilirler.
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X €G olmak iizere, tezin kalan kisimlarinda G nin H ile belirlenen tiim yaklagimli sag

(sol) zayif kalan siiflar1 igin H - X (X- H ) gOsterimi yerine HX (XH ) kullanilmistir.

Teorem 3.1.14. Yaklasimli sag zayif kalan siniflari ile yaklasimli sol zayif kalan siniflarinin

sayilar1 aynidir.

Ispat S, S, sirasiyla yaklasimli sag zayif ve yaklasimli sol zayif smiflarinin birer ailesi

olsun. w:S, = S,, donlisimii (HX) =X"'H seklinde tanimlanan bir doniisiim olsun. Bu

durumda y doniisiimiiniin birebir ve orten oldugu gosterilebilir.

X,y €G igin, HX = Hy (X # y) ise x-y"eH olur. H bir alt yaklasimli grup oldugundan

y-X" eH dir. Dolayisiyla x* e y™H, yani x'H = y™H olur. Bdylece y iyi tanimlidir.

-1
S, nin herhangi bir XH eleman i¢in l//(HXil) :(Xfl) H =XH olacak bicimde Hx™* €S,

elemani vardir. Bu nedenle y Ortendir.

Hx ve Hy S, in herhangi iki eleman1 olmak iizere HX # Hy olsun. O zaman x-y™* ¢ H,
yani XH # yH dir. Boylece y birebirdir.

Sonug olarak, yaklasimli sag zayif kalan siniflarin sayis1, yaklasimli sol zayif kalan siniflarin

sayisina esittir.

Tamm 3.1.15. G bir yaklasimli grup ve H de G nin alt yaklasimli grubu olsun.

Yaklasimli sag zayif kalan siniflarin sayisina (veya yaklasimli sol zayif kalan siniflarin

sayistna) H nin G deki indeksi denir. Bu indeks [G : H] notasyonu ile gosterilir.

Tamm 3.1.16 G < X bir yaklasimli grup ve H de G nin bir alt yaklasimli grubu olsun.

X,y €G igin XH ve yH, sirastyla x ve y nin belirlendigi iki yaklagimli sol zayif kalan

sinifi olmak iizere, X-y € ®'G eleman tarafindan belirlenen, iki yaklasimli sol zayif kalan

sinifinin carpimi

(x-y)H ={(x-y)-h‘heH,x-yed)*G,(x-y)-heG}u{x-y}
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seklinde tanimlanir ve

XHoyH =(x-y)H
ile gosterilir.
G < X bir yaklasimli grup, H de G nin alt yaklasimli grubu olsun. O zaman

G/, ={xH|xeG}
H tarafindan belirlenen G nin tiim yaklasimli sol zayif kalan smiflarin kiimesidir. Bu
durumda, G nin yerine ®'G dikkate alinirsa

(CD*G)/p/ = {xH|x € CD*G}

dir.
O zaman xH :{x-h|he H, xe®'G, x-heG}u{x} olur.
Tamm 3.1.17. (X R, ) bir tanimsal proksimal relator uzay, G — X bir yaklagimli grup ve

H de G nin bir alt yaklasimli grubu olsun. G/ ,,» H tarafindan belirlenen G nin biitiin

yaklagimli sol zayif kalan smiflarin kiimesi, A€ P(X) ve &, (A), A nin bir proksimal

ailesi olsun. Bu durumda

®(6/,)= U &(A)

£ (R)0G/ ,#2
kiimesine, G/ ,, kiimesinin tanimsal iist yaklagimi denir.

Teorem 3.1.18. G bir yaklasimli grup, H, G nin bir alt yaklagimh grubu ve G/, de H

tarafindan belirlenen G nin tiim yaklagimli sol zayif kalan siniflarinin kiimesi olsun. O halde
(0°G)/, c@’(G/,) ise G/, her xyeG igin XHoyH=(x-y)H seklinde

tanimlanan “o” ikili islemine gore yaklasimli gruptur.
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Ispat (AG,) G bir yaklasimli grup oldugundan X-ye®'G ve her xH,yH G/, igin
xHoyH =(x-y)H e(CD*G)/m dir.  Hipotezden ~ her ~ xH,yHeG/,  icin

xHoyH =(x-y)H eCD*(G/p/) dir.

(AG,) G bir yaklasimli grup oldugundan birlesme 6zeligi ®°G de saglanir. Buradan, her
xH,yH,zH G/, igin

(XHoyH)ozH =xH o(yH o zH)

ozelligi (CD*G)/ ,, de saglamir. Bu nedenle, hipotezden, birlesme Ozelligi CD*(G/ p,)de

saglanir.

(AG;) G bir yaklagimli grup oldugundan her XeG i¢in x-e; =e; -x =Xx olacak sekilde

e; € @°G vardir. Dolayisiyla her igin xH € G/,
xH oegH =(x-e5)H =xH
ve
egHoxH =(eg - x)H =xH
dir. Boylece e;H € ((I)*G ) / . C CD*(G/ ) ), G/ ,, hin yaklagimli birim elemanidir.

(AG,) G bir yaklagimli grup oldugundan her XeG igin x-X'=x'-x =g, olacak sekilde

X' €G vardir. Bu durumda, her XH € G/ 5, icin

xH o xH =(x-X')H =e;H
ve
X'HoxH =(x"-x)H =e;H

dir. Dolayisiyla X'H, XH nin G/, deki tersidir. Sonug olarak, G/, bir yaklasimli gruptur.
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Tanmm 3.1.19. G bir yaklasimli grup ve H de G nin bir alt yaklasimli grubu olsun. G/ o

yaklagimli grubuna H tarafindan belirlenen G nin bitiin yaklasimli sol zayif kalan

siiflarinin yaklagimli grubu denir ve G/ , H ile gosterilir.

Sonu¢ 3.1.20. G bir toplamsal yaklasimli grup, H, G nin bir alt yaklasimli grubu ve G/ N
de G nin H tarafindan belirlenen tiim yaklagimli sol zayif kalan siniflarin kiimesi olsun. O
halde (d)*G)/p/ gd)*(G/p() ise 0 zaman G/, , her X,y eG igin

xH ® yH =(x+y)H
seklinde tanimlanan “@®” ikili islemine gore bir toplamsal yaklasimli gruptur.

Ispat (AG,) G bir yaklagimh grup oldugundan X+Yy € ®'G ve her xH,yH €G/, i¢in
XH ® yH =(x+y)H e(®'G)/

dir. Hipotezden her xH,yH e G/ icin

XxH® yH =(x+y)H ecD*(G/pﬂ) dir.
(AG,) G bir yaklasimli grup oldugundan birlesme 6zeligi @G de saglanir.
Buradan, her xH, yH,zH eG/p( icin

(XH®yH)®zH == xH ®(yH ® zH)
ozelligi (CD*G ) / ,, de saglanir. Bu nedenle, hipotezden, birlesme 6zelligi 0N (G/ ’ )
de saglanir.
(AG,) G bir yaklagimli grup oldugundan her XeG i¢in X+€; =€; + X=X olacak
sekilde e; € ®°G vardir. Dolayisiyla her XH € G/ igin

XxH @e;H =(x+e5)H = xH

ve

ecH ®xH =(e; +x)H =xH

dir. Boylece egH e(q)*G) / ) S O (G/ p ), G/ ,, Nin yaklagimli birim elemanidr.
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(AG,) G bir yaklasimli grup oldugundan her X€G i¢in X+X =X +X=¢€; olacak
bigimde X' €G vardir. Bu durumda, her igin xH €G/
xH ®x'H =(x+x")H =e;H
ve
XH®xH =(X"+x)H =e;H
dir. Dolayistyla XH, xH nin G/, deki tersidir. Sonug olarak, G/, bir yaklagimli

gruptur.
Tamm 3.1.21. G bir yaklagimli grup ve N de G nin alt yaklagimli grubu olsun. Bu
durumda her g € G igin gN =Ng ise N ye G nin bir normal alt yaklagimli grubu denir.

3.2 Yaklasimh Grup Homomorfizmalar:

(Y324 9

(X,R%) ve (Y,R%) tanimsal proksimal relator uzaylar1 ve “”, “o” sirasiyla X ve'Y

Tanmm 3.2.1. G X, H <Y yaklasimli gruplar ve ®'G, ®*H birer grupoid olmak iizere
7, @G den ®'H lizerine doniigiim olsun. Her X,y eG igin ;((x-y):;((x)o;((y)
esitligi saglaniyor ise y ye bir yaklagimli grup epimorfizmasi denir ve ayrica, G, H ye

yaklagimli homomorfiktir denir ve G = H ile gosterilir.

Benzer sekilde, yaklasimli yari-grup veya yaklasimli monoid homomorfizmalarindan
bahsedilebilir. Bu bolimde y, ®'G den ®'H ye bir yaklasimli epimorfizma olarak

dikkate alinacaktir.

Teorem 3.2.2. G ve H, yaklasimli homomorfik olacak bigimde yaklagimli gruplar olmak

iizere (G,-) degismeliise (H,-) de degismelidir.

Ispat 7 bir yaklasimli epimorfizma oldugundan, her ;((X), x(y)eH olacak bigimde
X,yeG wvardir. Ayrica, »  bir yaklasimli homomorfizma oldugundan
2(x-y)=x(x)ex(y) ve x(y-x)=x(y)°x(x) dir. Bdylece hipotezden x-y=y-x ile

;((X)o;((y)zjg(y)o;((x) elde edilir.
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Teorem 3.23. G X ve HcY yaklasimli homomorfik olacak bigimde yaklagimli
gruplar, ®'G bir grupoid ve ®*(7(G))=®"H olsun. O halde y(G) de bir yaklasimh
gruptur.

Ispat (AG,) 4 nin érten oldugu dikkate alinirsa, her X', y"e ¥(G) i¢in y(x)=x" ve
x(y) =Yy’ olacak sekilde x,y € G vardir. O zaman

2(x-y)=x(x)ox(y)e®H =CD*(;((G)) olur ki yani X'oy'eCD*(;((G))dir.

(AG,) G nin bir yaklasimh grup oldugu kullanilirsa her X,y,zeG igin
x-(y-z)=(x-y)-z esitligi saglanir. Buradan her y(x), x(y), x(z)e x(G) i¢in
2 () (z(y)o2(2))=(x(x)° x(¥))° 2(2)
oldugu kolayca goriiliir.
(AG;) €, €®G oldugundan y(e;)e®'H dir. Buradan her y(x)e x(G) igin

(8 ) x(X)=x(8 -x) = 2 (x) ve x(x)ox(&)= x(x-&)= x() dir.

(AG,) x ninértenliginden, her X'y’ e y(G) i¢in y(x)=x" olacak sekilde XeG vardur.

G nin yaklasimli grup oldugu dikkate alimirsa, X" € G dir. Buradan ;((X_l) e 7(G) olup,

2 (¥)e 2 (x*)=x2(x*)o 2(x)=x(es) dir. Buradan (x')" :(;((x))_l = 7(x*) elde edilir.

Baoylece y(G) bir yaklasimli gruptur.

Teorem 3.24. Gc X ve H Y yaklasimli homomorfik olacak bi¢imde yaklagimli

gruplar olsun. e ve €’ sirasiyla G ve H nin yaklagimli birim elemani olsun. O halde her

Xe®'G igin y(e)=¢" ve ;((x’l)=;((x)_l dir.

ispat y, ®'G den ®"H ye bir doniisiim olsun. Her X,y e G igin x(X-y)=z(x)ox(y)

olmak lizere z yaklagimlh grup epimorfizmadir. e'e ®'H ve her xeG,e e ®'G igin
X-e=e-Xx=X tir. Buradan

x(x-e)= y(x)o x(e)
2(X) = x(X)o x(e)
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ve
x(€-x)=x(e)o x(X)
x(X) = x(€)o x(X)

olurki y(e)=e' elde edilir. Her x,x ' e Gigin X-X'=Xx"-x=ee®'G dir. Buradan

2(-x) = 2 () o x(x™)
2(8) = x(X)o x(x7)
e'= y(x)o x(x™)
ve
2(H-X) = 2 (x ) o x(x)
2(€) = x(x ™) o x(x)
e'= y(x™) o x(x)

dir. Sonug olarak y(x™) = x(x)™" olur.
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4. YAKLASIMLI GRUPLARIN DIREKT CARPIMLARI
4.1. Yaklasimh Gruplarin Direkt Carpimlar

X# ve X, X, < X olsun. @, X de nesne tanimlamasi olmak iizere X, x X, de nesne

tanimlamasi

D : X, x X, - (R")?
(%, %,) > @, (%, X,)) = (P(x,), D(X,))

ile belirlidir.

Teorem 4.1.1. (X, 9, ) tanmimsal proksimiti uzay ve A, B < X olsun. Bu durumda

Q(AxB) =Q(A)xQ(B)

dir.

Ispat Q(AxB)={® ((a,b))|(a,b) e AxB|
= {(®(a),D(b)[ac AbeB)
=Q(A)xQ(B)

olur.

Teorem 4.1.2. (X,6,,) tanimsal proksimiti uzay ve A c X (i=1,...,n, neN) olsun. Bu

durumda Q(A xA, x..xA)=0(A)xQ(A)x..xQ(A,) dir.

Ispat Q(AxA x..xA)= {d)x(al,az,...,an)|(a1,az,...,an) e A xAx..x A1}
={(®(a), D(a,),.... ®(a,))|a, € A, L<i<n}
=Q(A)xQ(A,) x..xQ(A,)

olur.

Teorem 4.1.3. (X,5,) ve (Y,d,) tammsal proksimiti uzaylar, X,,X, < X ve Y,Y,cY
olmak iizere (X,xY,)0," (X,xY,):= QX xY)NQO(X,xY,)=D ile tammli &,

bagintis1 bir tanimsal Efremovic proksimiti bagintisidir.
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Ispat Her X, X,, X, = X ve Y,Y,,Y, CY igin

1) (XyxY)85 ™ (X, xY,) = Q(X, xY) NQ(X, xY,) # &
= 9(X, xY,)NQO(X,xY,) =L
= (X, xY,) 00 (X, xY))

bulunur.

2) (X1XY1)5<1)>(XY(X2XYz):’Q(Xlel)mQ(xzsz)ig

= 9(X, xY)) =D ve Q(X,xY,)#
= X, xY, 20 ve X, xY, #J

olur.
3) Q(X, xY))NO(X, xY,) =D = (X, xY,)o3" (X, xY,) dir.
(4) Lemma 2.1.17 (i) den

(XyxY)3y " (X, xY,) U(X5xY,))
= Q(X, xY) NA((X, xY,)U(X;xY,)) =
= Q(X; xY) N (Q(X, xY,)UQ(X,xY,) =D
= (Q(X; xY,) NO(X, xY,)) U (Q(X,xY,)NO(X,xY,)) # L
= Q(X; xY;) NA(X, xY,) = veya Q(X,; xY;) NQ(X,xY;) =L
= (X, xY,)85 " (X, xY,) veya (X, xY;)8q " (X5 xY;)

olur.

(5) Her (X, ¥,), (%, Y,) € X xY elemanlari igin

(%, YD)} 0 (%, ¥2)) € 1%, YN Q{(X%,, )} # @
< D((x,, ¥,)) = D((%,, Y,))

dir.

(6) (X, xY})85 (X, xY,) = QX xY,) nQ(X, xY,) =&
= X84 X, veya Y,8,Y,

olur.
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Teorem 2.1.11 (6) dan X,5, X, ise IE, < X dyleki X,04E, ve E‘ S, X, dir. O zaman her
EcY icin (X;xY,)3," (X,xY,) ise JE xE <= XxY oyle ki (X,xY,)8," (E,xE) ve
(E,xE)°8,™ (X, xY,) dir. Diger durumda Y,5)Y, ise 3E, Y &yle ki Y,0, E, ve E,°5,Y,
olur. O zaman her Ec X igin (X,xY)8y " (X,xY,) ise FExE,c XxY oyle ki

(X, x Y8 (ExE,) ve (ExE,) 8 (X, xY,) dir.

Tanim 4.1.4. (X,5,) ve (Y,d,) tanimsal proksimiti uzaylar, X,,X, = X ve Y,Y, Y
olmak iizere (X,xY,)55 " (X,xY,): = Q(X, xY)NO(X,xY,)= D ile tammh &,

bagintisina X xY {izerinde bir tanimsal proksimiti bagintis1 denir.

Teorem 4.1.5. (X,5,) ve (Y,5,) tammsal proksimiti uzaylar, X,, X, = X ve Y,Y, =Y

olmak iizere (X, xY,)5, " (X, xY,) < X,8, X, ve Y,5,Y, dir.
Ispat Teorem 4.1.1 den

(XyxY;) 85 " (X, xY,) & Q(X, xY,) NQ(X, xY,) # D
< (Q(X) xQ(Y,)) N (Q(X,)xQ(Y,)) =D
< A(X)NA(X,) =D ve QY,)NAY,) =D
< X 05X, ve Y,6,Y,

olur.

(X,0,) tanimsal proksimiti uzay ve A Bc X olmak ilizere AxB nin tanimsal st

yaklagimi ®"(AxB) = {(X, y)‘{(x, y)} 6 Ax B} ile belirlidir.

Teorem 4.16. (X,0,) tanimsal proksimiti uzay ve A/Bc X olmak iizere

O (AxB) =" (A)xD*(B) dir.
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Ispat ®"(AxB)

{6 [{(x )} 5, Ax B}

[y ) NQ(AxB) =}

[ ye({x}) nQ(A) = D ve O({y}) NQ(B) = B}
{xle({x)na(A) =3} x{ylo(y}) nQ(B) = 2}

={x[xé,Afx{y|ys,B}
— @' (A)x D" (B).

Teorem 4.1.7. (X,6,) tanimsal proksimiti uzay ve A, < X (i=1...,n, neN) olsun. Bu

durumda @"(A x A, x..x A ) =D (A)x D (A)x..xD*(A,) dir.

Ispat
D (AxAx..xA)
:{(x X,, {(XpXz,---1Xn)}5¢(A1><A1><---><A1)}
={(x, (% X X)) N Q(A X A x...x A) % D}
={(x1x X)I(Q( D2 1), 2%, 1) N (Q(A), Q(Ay).. Q(A)) # D)
={(% %00 %) [QU{X ) NQ(A) = @ Ve Q({X,)) NQ(A) = D Ve ...
ve Q({x,}) NQ(A) = T}
={x|2((x ) NQ(A) = B} x[x, [2((x, N N Q(A,) = D} x...
x{x,[2({x, ) N Q(A) = 2]
= {0 {x} Su A e [ (%} 8 Ay e {3, {3, } 0 A
=@ (A)x D" (A)x..xD"(A)
bulunur.

Teorem 4.1.8. (X,0,) tamimsal proksimiti uzay, G,,G, c X yaklasimli gruplar ve

a=(a,a,), b=(b,b,) eG,xG, olmak iizere

O:(G,xG,)x (G, xG,) > @' (G, xG,)
(a,b)>aob=(ab,a,b,)

islemi ile birlikte G, x G, bir yaklasimli gruptur.

36



Ispat Teorem 4.1.7 den @G, x®’'G, = ®" (G, xG,) dir.

(YG,) Hera=(a,a,), b=(b,b,) G, xG, i¢in
aob=(ab,ab,) € ©’GxD'G, = (G, xG,)

oldugundan kapalilik 6zelligi saglanir.
(YG,) G, ve G, birer yaklagiml grup oldugundan, her
a=(a,a,), b=(b.b,), c=(G,C,) €G,xG, isin
ao((hoc)= (a1’ az) O ((bv bz) © (C17 Cz))

= (av az) ©) (blcl’ bzcz)

= (ai(blcl)l a, (bzcz))

= ((aibl)cl’ (azbz)cz)

= (aibl’ azbz) ©) (Cl’ Cz)

= ((a1’a2)®(bl'b2))®(cl'c2)
=(a®b)OcC

olur.

(YG,) G, ve G, birer yaklagimli grup oldugundan e, € ®°G, ve e, € ®'G, sirasiyla G, ve
G, nin yaklagimli birim elemanlari olsun. e=(g,e,) € ®(G,xG,) olmak iizere her

(@,8,)eGxG, icin (a,8,)0(€,&)=(a8,ae)=(a,a) oldugundn e=(e,e,),
G, xG, nin yaklasimli sag birim elemanidir. Benzer olarak e=(g,e,), G, xG, nin
yaklasimli sol birim eleman oldugundan e=(e,e,), G, xG, nin yaklasimli birim

elemanidir.

(YG,) G, ve G, birer yaklasimli grup ve e =(e;,e,), G, xG, nin yaklasiml1 birim elemani
olmak iizere, her aeG, ve beG, i¢in a* G, ve b eG, yaklagimli ters elemanlar

vardir. Bu durumda her (a,b) € G, xG, i¢in
(ab)o(a’b™)=(aa?,bb™) = (e, e,)

ve

(@*,b?)o(a,b)=(ata,bb)=(e,e,)
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olacak sekilde (a, b)fl = (a‘l, b‘l) € G, xG, yaklagimli ters eleman vardir.
Teorem 4.1.8 de verilen G, xG, yaklasimli grubuna, G, ve G, yaklasimli gruplarinin direkt
carpimi veya kisaca yaklasimli ¢arpim grubu denir.

Tanmm 4.1.9. G, xG, yaklasimli ¢arpim grubu olsun. H c G, ve K c G, iken HxK,
G, xG, deki isleme gore yaklasimli ¢arpim grubu ise H xK ye G, xG, nin alt yaklasimli

garpim grubu denir.

Teorem 4.1.10. H <G, ve KcG, alt yaklasimli gruplar, G, xG, yaklasimli carpim

grubu ve ®"(H xK) bir grupoid olsun. Her (h,k) e HxK igin (h,k)™ € HxK dir ancak

ve ancak H xK, G, xG, nin alt yaklasimli ¢arpim grubudur.

Ispat HxK alt yaklasgimli carpim grup ise her (h,k) e HxK igin (h,k)™ e HxK dir.
Karsit olarak; her (h,k)eHxK igin (h,k)*eHxK olsun. HxKcG xG, ve

®*(H xK) grupoid oldugundan ®*(H xK) da kapalilik ve birlesme 6zellikleri saglanir.
Buradan her (h,k) e HxK igin

(K)o k) =(hk) o™k =(hh™kk?) =(e,.e.)=¢
(k)@ (h,k) = (h ™ k) O (h,k)=(h"hk k) =(e,,6.) =€

esitliklerinden e e ®*(H x K) yaklagimli birim eleman1 vardir.
Sonu¢ 4.1.11. (X,d,) tanimsal proksimiti uzay, G, < X (i=12,...,n, neN) yaklasimh

gruplarve a=(a,,a,,....a,),b=(b,b,,...b)) e[ [ G, olmak iizere
i=1

© :11[Gi XﬁGi —>CD*(1_£[Gi)

(a!b) = (aOb) = (a1b11a2b2""’anbn)

islemi ile birlikte HGi bir yaklasimli gruptur.
i=1
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Tamm 4.1.12. (X,6,,) tanimsal proksimiti uzay, G, c X (i=12,...,n, neN) yaklasimh
gruplar olmak iizere (H G,;,®) yaklasimli grubuna yaklasimli gruplarin direkt ¢arpimi veya
i=1

kisaca yaklasimli carpim grubu denir.

&, €@°G; ler G; yaklasimli gruplarinin yaklagimli birim elemanlar1 olmak tizere

(€€, 6, ) € CD*(H G), (H G,,0) yaklasimli grubunun yaklasimli birim elemanidir.
i=1

i=1

n
Ayrica & €G, ler a €G, lerin tersi olmak iizere (a,,a,,...,a,) el_[Gi elemanin tersi
i=1

(3, 8,.2,) " =(&,",8,",..,8,") e ] | G, oldugu kolayca gbrililr.

i=1

(X,0,) tanimsal proksimiti uzay, G,,G, € X yaklagimli gruplar olmak tizere ne G, ne de

G,, G, xG, yaklasimli ¢arpim grubunun alt yaklagimli gruplaridir. Ancak Glx{eez} ve

{eGl } xG, ler G, xG, yaklasimli carpim grubunun alt yaklasimli gruplaridur.

Teorem 4.1.13. (X,9,) tanimsal proksimiti uzay, G,,G, < X yaklagimli gruplar olmak
tizere G, X{eez} ve {eel}xG2 carpimlart G, xG, yaklagimli carpim grubunun alt yaklagimli

gruplaridir.

Ispat G, xG, yaklagimli carpim grubu olsun. G, x {er } c G, xG, alt kiimesidir.
(YG,) Her a=(a,6; ), b=(b,e)€G,x{eg | igin
aob=(ah,eqeq )= (a6 ) e DG xD e } =0 (G,x{eg }).

(YG,) G, ve {eez} birer yaklagimli grup oldugundan, her a=(a,,e; ), b=(b, e ),

c=(C,.e,) € G, x{eg | igin
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a0 (boc)=(a,e;5,)O((b,e;5,) O(C,€5,))
= (ay,6,) O ((b,C;, 6 86,))
= (a,(bcy). &, (8,8,))
= ((aby)c,, (e, 85,)es,)
= ((ah). (ec,85,)) ©(C1. €5,)
=((a,65,) O (By,85,)) O (C1.85,)
=(a0b)OCedG,x D" {eg | =" (G, x{eg |)

bulunur.
(YG;) G, ve {er} birer yaklagimli grup, e; € ®'G, ve e eCI)*{eGZ} sirastyla G, ve

{eGZ} nin yaklagimli birim elamanlari olmak iizere her (a,€; ) € G, % {esz} i¢in

(a,e5,) O (e, €5,) = (aeg, , €5 €;,) =(a,€5)),
(e(;1 €6, )O(a, eez) = (eela’ erer) =(a, eez)

esitliklerinden (€ ,€; ), G, {eez} nin yaklasimli birim elemanidir.

(YG,) G, ve {er} birer yaklagimli grup ve e=(g; €, ), G1><{eez} nin yaklagimli birim
elemani olsun. Her a € G, igin a™* € G, eleman1 vardir. Bu durumda her (a, €s,) € G, x {er}
i¢cin

(a, €, )O (a_1’ er) = (aa_lv erer) = (eo1 1€, )

(a'e;,)0(ae,)=(a"ae; 8. )= (g €,)
olacak sekilde her elemanin G, x {er} de tersi vardr.

Benzer sekilde {eq}XGz nin de G, xG, yaklasimli ¢carpim grubunun alt yaklagimli grubu

oldugu gosterilebilir.

Ornek 4.1.14. X ={x;[0<i,j<5, i,jeN}ve v ={y,Jo<kI<5 kleN} kimeleri

iki hasta grubuna iligkin toplanan laboratuvar 6rnekleri olsun.
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o, - X >R

Xij > @ (Xij) eR

o, Y >R

Ya P2 o (Yg) €R

cikarim fonksiyonlar1 da laboratuvar 6rnekleri ile ilgili parametre degerlerini temsil etsin.

Laboratuvar orneklerinin aldigi parametre degerleri Tablo 4.1 deki gibi verilsin.

Tablo 4.1. Laboratuvar orneklerinin aldigi parametre degerleri

XOO XOl X02 X03 X04 XOS XlO Xll X12 X13 X14 X15
®x | 07 | 04 | 01 | 012|009 | 08 | 08 | 06 | 002|041 | 03 | 012
XZO X21 X22 X23 X24 X25 X3O XSl X32 X33 X34 X35
¢x | 071 | 06 | 013 | 07 | 044 | 06 | 051 | 013 | 03 | 002 | 043 | 054
X40 X41 X42 X43 X44 X45 X50 X51 X52 X53 X54 X55
@ | 016 | 07 | 042 | 091 | 08 | 013 | 002 | 091 | 0,81 | 042 | 0,16 | 0,48
yOO yOl y02 y03 y04 y05 le yll y12 y13 yl4 yls
@ | 05 | 08 | 04 | 08 | 005|056 |077 | 019 | 029 | 0,11 | 0,85 | 0,76
y20 y21 y22 y23 y24 y25 y30 y31 y32 y33 y34 y35
@ | 098|051 | 05 | 081|042 056|077 | 079 | 003|019 | 0,53 | 0,54
y40 y41 y42 y43 y44 y45 y50 y51 y52 y53 y54 y55
@ | 055|058 | 004 |025| 05 | 037|007 | 043|016 | 001 | 0,08 | 0,78

0<i, j,k,I,mn, p,r,s,t,u,v<5 ve

i +m = s(mod>5)
j+n=t(mod5)

olmak lizere

X xX > X
(Xij’an)HXij 'an =X

st

ve

k+ p=u(modb5)
| +r =v(modb5),

Y xY Y
(ykl’ypr) = Y- ypr = Yw
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sirastyla X ve Y iizerinde ikili islemler, G, ={X,;, X;,} = X Ve G, ={Y,,, Y53} =Y olsun.

Bu durumda Tanim 2.1.7 den

Q(G) = {§0x (Xzs) =0.7, 94 (st) = 0-3} ve Q(G,) ={¢Y (yzz) =0.5¢, (yaa) = 0-17}

olur. Buradan Tanim 2.1.14 dikkate alinirsa
O (G)) = {Xoov Xig1 X331 X325 X41} ve @(G,) :{yoo' Y110 Y21 Yas Y44}

bulunur.

Boylece Tanim 3.1.1 den, verilen ikili islemlerle birlikte G, ve G, nin sirastyla X ve Y

tizerinde yaklagimli grup oldugu goriiliir.

Simdi X xY :{(Xij,ykl)|0£i,j,k,| <5 1]kl eN} tizerinde

0<i, j,k,I,mn, p,r,st,u,v<5 igin a= (X, Yy) b= (X, Y,) € XxY,

i +m = s(mod5) Ve k+ p=u(modb)
j+n=t(mod5) I +r =v(mod5)

olmak tizere

O: (XxY)x(XxY)—> XxY
(a, b) = aOb = (Xijxmn’ yklypr)
:(Xst’ yuv)

ikili islemini tamimlayalim. G, ={Xp. X} € X VG, ={Y,,, Vss} =Y i¢gin

Gl XGz = {(X231 yzz)’ (Xzsv y33), (Xaz’ yzz)v (X32, yss)} olur.

X xY de nesne tanimlamast @, (X;, Y,y) = (@4 (X;), & (Ya)) . (0<1, J,K,I <5) dir. Buradan
Q(G, xG,) ={(0.7,0.5),(0.7,0.17),(0.3,0.5),(0.3,0.17)} dir.

Teorem 4.1.6 dan ®"(G, xG,) =@ (G,)xD"(G,) oldugundan
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q)*(Gl X GZ) = {(X23’ y22)’ (XZS’ y33)’ (X23’ yOO)’ (X23’ yll)’ (X23’ y44)1
(XSZ’ y22)! (X32’ y33)’ (X32’ yOO)’ (X32’ yll)’ (X32' y44)!
(X4l' y22)l (X4l’ y33)! (X4l' yOO)’ (X4l’ yll' (X41’ y44)7
(XOO’ y22)' (XOO’ y33)’ (XOO’ yOO)’ (XOO’ yll)1 (XOO7 y44)’
(X14’ y22)’ (X14’ y33)’ (X14’ yOO)! (Xl4’ yll)’ (X14’ y44)}

olur.

(1324

Sonug olarak Teorem 4.1.8 den G, xG,, XxY iizerinde

yaklasimli ¢garpim grubudur.

Burada her a=(%;,Yq)€G,xG, igin aGe=eQ@a olacak

e = (Xy1 Xg) € @7 (G, xG,) yaklagiml birim elemandir.

Ayrica
(Xzsv yzz) O (ng, y33) = (X321 Y33) O] (Xzs’ yzz) = (X001 yOO)!
(X23' Y33) ©) (st! yzz) = (X32, yzz) O] (Xzsi y33) = (Xoo’ yoo)a
(st’ yzz) O] (Xzs’ y33) = (X231 Y33) O] (X32a Y22) = (Xoo’ yOO)’
(ng, Y33) ©) (Xzs! yzz) = (ng, yzz) O] (ng, y33) = (Xoo’ yoo)
oldugundan
(Xz35 YZ2)71 = (X31 Ya3) €G, xG,,
(X3 Y33)_l = (X351 Yo2) € G, x Gy,
(X325 YZz)_l = (Xy: Ya3) € G, x G,
(X35 Y33)71 = (Xp3: Yop) € G x G,
dir.

ikili islemi ile birlikte

sekilde

43



KAYNAKCA

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

Efremovic, V.A. (1952). “The geometry of proximity I”. Matematicheski Shornik
(N.S.), 31 (73) (1), 189-200.

Kovar, M.M. (2011). “A new causal topology and why the universe is co-compact”,
arXiv:1112.0817 [math-ph], 1-15.

Lodato, M. (1962). On topologically induced generalized proximity relations. Ph.D.

Thesis, Rutgers University.

Naimpally, S.A., & Peters, J.F., (2013). Topology with applications: Topological
spaces via near and far, World Scientific.

Peters, J.F. (2016). “Proximal relator spaces”. Filomat, 30 (2), 469-472.

Peters, J.F., Oztiirk, M.A., & Uckun, M. (2015). “Exactness of proximal groupoid

homomorphisms”. Adiyaman University Journal of Science, 5 (1), 1-13.

Peters, J.F., Inan, E., & Oztiirk, M.A. (2014). “Spatial and descriptive isometries in
proximity spaces”. General Mathematics Notes, 21 (2), 125-134.

Inan, E. (2017). “Approximately semigroups and ideals: An algebraic view of digital
images”. Afyon Kocatepe University Journal of Science and Engineering, 17, 479-
487.

Inan, E. (2019). “Approximately groups in proximal relator spaces”. Communications
Faculty of Sciences University of Ankara Series A1 Mathematics and Statistics, 68
(1), 572-582.

Inan, E. (2018). “Approximately subgroups in proximal relator spaces”. Adiyaman
University Journal of Science, 8 (1), 24-41.

44



[11]

[12]

Ugkun, M., & Inan, E. (2019). “Approximately gamma-semigroups in proximal
relator spaces”. Applicable Algebra in Engineering, Communication and Computing,
30 (4), 299-311.

inan, E. (2019). “Approximately rings in proximal relator spaces”. Turkish Journal
of Mathematics, 43 (6), 2941-2953.

45



