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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilan simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklamalar
B (x,1) Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomu
EF(x,2) Apostol Euler Fibonacci polinomu
B, (x) Bernoulli polinomu
B, r Bernoulli-F polinomu
B, Bernoulli sayis1
E,(x) Euler polinomu
E, Euler sayist
F,! F-faktoriyel
OF x F-tiirev operatorii
F, Fibonacci sayisi
) r Fibonomial katsay1
F, Harmonik Fibonacci sayisi
2 F Incomplete Bernoulli-F Polinomu
B¢ (x,1) o. mertebeden Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomu
EL%(x,A) o.. mertebeden Apostol Euler-Fibonacci polinomu
B, (x) o.. mertebeden Bernoulli Polinomu
E,(x) o.. mertebeden Euler Polinomu
Kisaltmalar Aciklamalar
0.1 Olmak iizere



1. GIRIS

Bernoulli ve Euler polinomlar1 ve sayilari matematigin trigonometrik fonksiyon serileri,
sayisal tiirev ve integral, diferensiyel denklemler, istatistik, olasilik kurami, sayilar teorisi
gibi bir cok alaninda kullanilmaktadir. Ayrica Bernoulli polinomlar1 yaklasim teorisinde
elemanter fonksiyonlarin Euler gama fonsiyonlari cinsinden asimtotik agilimlarda da

kullanilmaktadir.

Ars Conjectandi adli kitabinda Jakobs Bernoulli klasik Bernoulli, sayilarimi1 tanimlamis olup

bu sayilar giiniimiize kadar insanlarin ilgi odagi olmus ve ¢esitli 6zellikleri incelenmistir [1].

Bernoulli sayilar kullanilarak Bernoulli polinomlar1 tanimlanmis ve bir¢ok 6zelligi iizerine

calismalar yapilmastir.

[Ik olarak 1924 yilinda Norlund, Bernoulli polinomlarin1 tanimlamis olup [2], bunun
tizerine Carlitz, NoOrlund yaptig1 tanimlama kullanarak ¢g—Bernoulli sayilart ve
polinomlarimi tanimlamustir [3]. Ayrica Carlitz, yiiksek mertebeden Bernoulli sayilar ile
Euler sayilar1 arasindaki iligkileri iceren bazi 6zellikler bulmustur [4, 5]. Al-Salam’da
g—Bernoulli sayilar1 ve polinomlarini iceren calismalar yapmistir [6]. 1973 yilinda H.
Radamacher, Bernoulli sayilarinin Riemann zeta fonksiyonlar1 arasindaki iligkileri iceren
bir ¢alisma yapmustir [7]. S. Roman, farkli tipte Bernoulli sayilarini tanimlayip ayrica
Bernoulli sayilar1 ve polinomlar: i¢in iirete¢ fonksiyonunu elde etmistir [8]. D. Zagier,
Bernoulli sayilarinin farkli bir genellemesini tanimlamis ve modifiye Bernoulli sayilari
olarak adlandirmis ve bunlarin ¢esitli 6zellikler elde etmistir [9]. Koblitz, g—Bernoulli
sayilar1 ile g—zeta fonksiyonlar1 arasinda cesitli bagintilar elde etmis ve g—Bernoulli
sayilarini kullanarak p—adik g—Bernoulli sayilarini tantmlamigstir [10]. Satoh, g—Bernoulli
sayilar1 ile Riemann zeta fonksiyonu arasinda bir¢cok 6zellik ve bagintilar bulmuslardir [11].
Tsumura, g—Dirichlet serileri ile g—Bernoulli sayilart arasindaki iligkiyi incelemistir ve
bunlarla ilgili cesitli ozellikler elde etmistir [12]. F. T. Howard, 1996 yilinda dejenere
Bernoulli sayilar iizerine ¢alismistir [13]. Y. Simsek, 2003 yilinda g—twisted Bernoulli

sayillarimi tanimlayarak bu say1r ve polinomlarin sagladiklar1 genel 6zellikleri



incelemistir [14]. Hegazi, g—Bernoulli sayilar1 ve polinomlarinin indirgeme bagintisini elde

etmis, bu bagintiy1 kullanarak iiretecini elde etmistir [15].

Leonhard Euler (1707-1783) tarafindan Euler polinomlar, tanimlanmistir. Srivastava ve
Choi, Euler polinomlar1 ve Euler sayilar: iizerine bir ¢cok calismalar yapmis [16], Qiu-Ming
Luo, bilinen Euler sayilar1 ve polinomlar1 iceren bir ¢cok 6zellik elde etmistir [17]. Ayrica,

Cheon tarafindan Bernoulli ve Euler polinomlari ile ilgili calismalar devam ettirmistir [18].

Catma ise Bernoulli ve Euler polinomlarini inceleyip, bu polinomlarin bazi 6zelliklerini elde

etmistir [19].

Liber Abaci kitabinda Italyan Matematik¢i Pisali Leonard tarafindan terimleri
0,1,1,2,3,5,... olan dizi Fibonacci dizisi olarak adlandirilmig [20,21], Filipponi tarafindan
1996 yilinda Fibonacci sayilarinin bir genellestirmesi olan incomplete Fibonacci sayilari
tanimlanmistir. Bu ¢alismada Fibonacci ve Lucas sayilarinin agik formiiliinden yararlanarak
incomplete Fibonacci ve Lucas sayilar1 tanimlanmistir. Sonrasinda bu diziler i¢in indirgeme
bagintilar1 bu sayilarin bazi 6zellikleri ve toplam formiilleri elde edilmistir [22]. Pinter ve
Srivastava incomplete Fibonacci ve Lucas sayilart icin iirete¢ fonksiyonlarini hesap
etmiglerdir [23]. 2004 yilinda incomplete genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis
Lucas sayilar1 ve iiretec fonksiyonlar1 iizerinde c¢alisilmistir [24]. 2010 yilinda Tasci ve
Cetin-Firengiz, Fibonacci sayilarmin genellestirilmesi olan Fibonacci ve Lucas
p—sayilarimin  agik formiilinden yararlanilarak, incomplete Fibonacci ve Lucas

p—sayilarini tanimig ve bircok 6zelligini elde etmistir [25].

Krot tarafindan Fibonomiyel katsayillar kullanilarak Bernoulli—F polinomlarin

tantmlamusgtir [26].

Apostol, bilinen Bernoulli sayilart ve polinomlarina benzer sekilde Lipchitz-Lerch Zeta
fonksiyonlar1 iizerinde calismis ve elde ettifi polinomlart Apostol-Bernoulli olarak
adlandirmustir [27]. Apostol Bernoulli polinomlar iizerine Srivastava ¢alismalar yapmis,
baz1 genellemeleri Luo ve Srivastava tarafindan elde edilmistir [28,29]. Daha sonra Carlitz,

o—genigletilmis Apostol-Bernoulli polinomlarini tanimlamistir [30].  Apostol tipinden



polinomlarin cesitli ozellikleri Luo tarafindan elde edilmistir [31]. Luo ve Srivastava
birlikte Apostol polinomlarin bir genellestirmesi olan o Apostol-Euler ve ApostolBernoulli
polinomlarim1 tanimlamis ve bircok Ozelligini elde etmiglerdir. Apostol tipinden
polinomlariin ve Apostol-Euler polinomlarinin indirgeme bagintilar ile cesitli 6zellikleri
elde edilmistir [17,28,29, 31, 32]. Srivastava ve Pinter, Euler ve Bernoulli polinomlarinin

toplam formiillerini ve cesitli 6zelliklerini iceren teoremler elde etmistir [33].

Dattoli, harmonik sayilar ve harmonik polinomlar iizerine ¢alismada, vakum yiikseltme

operator yardimiyla bunlarin harmonik tabanli iistel tireteclerini elde etmistir [34, 35].

Ozvatan ve Pashaev, Fibonomiyel katsayilari kullanarak Fibonacci hesaplamalar1 ve
bunlarin uygulamalarimi yapmiglardir.  Ayrica Altin iistel fonksiyondan yararlanarak
Bernoulli Fibonacci sayilar1 ve Bernoulli Fibonacci polinomlarint tanimlamis ve bunlarin

F —iistel tireteglerini iceren cesitli 6zellikler elde etmiglerdir [36,37].

Cvijovic, harmonik sayilari iceren iirete¢ fonksiyonlar ile ilgili 2010 yilinda arastirmalar
yapmustir [38]. Tuglu ve arkadaslar1 harmonik Fibonacci sayilarini tanimlamis, elemanlari
harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayilart olan circulant matrislerin ¢esitli 6zelliklerini
incelemistir [39]. S. Kus doktora tez calismasinda, Euler Fibonacci sayilar1 ve Euler
Fibonacci polinomlarimi ve F—iistel iireteclerini elde etmistir.  Ayrica burada Euler
Fibonacci sayilart ve Bernoulli Fibonacci polinomlarinin harmonik tabanli F—iistel

tiretecleri elde edilmistir [40].

Bu calismada, Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlari, Apostol Bernoulli-Fibonacci
sayilari, Apostol Euler-Fibonacci polinomlari, Apostol Euler-Fibonacci sayilarinin
tanimlar1 verilmisti.  Bu polinom ve sayilarin sagladiklar1 bazi 6zellikler verilmis,
harmonik tabanl {iistel iiretecleri elde edilmigtir. Bernoulli-F sayilarinin tanimi kullanilarak

incomplete Bernoulli—F sayilarinin tanimi verilmis bunlarla ilgili 6zellikler elde edilmistir.






2. TANIMLAR ve TEOREMLER
Bu boliimde, ¢calismamizda ihtiya¢ duyacagimiz bazi tamim ve kavramlara yer verecegiz.

2.1. Temel Kavramlar

2.1.1. Tamim

Fo =0, F; = 1 baslangic¢ sartlar1 ve n > 0 icin

Fn+2:Fn+1+Fn

indirgeme bagmtist ile tammli {F, },- dizisine Fibonacci dizisi denir [21].

2.1.2. Tamim

{Fu} >0 Fibonacci dizisi ve Fy! = 1 olmak iizere F —faktoriyel

Fl=F F 1 -F 2 F

seklinde tanimhidir [41].

C)rnegin Fy! =Fy - F3 - F, - Fy seklindedir.

2.1.3. Tanmim

n. Fibonacci sayis1 F;, olmak iizere Fibonomiyel katsayilar

F,!
; T 0<k<n
<) —{ Fi ! F!
k) 0, n<k

seklinde tanimhidir [41].



3\ __ B2,
1), BRI

N __ B
2)r BB

2.1.4. Tamim

F—Binomiyel acilim formiili

= (1) 2

k=0

olarak tanimlanir [26].

Ornek

F —Binomiyel formiiliinde n = 3 alinirsa

et =3 (7) oo

k=0

(3 w050, (3) 13-
(o), 1)

:y3 + 2xy2 + 2x2y +x°

elde edilir.



2.1.5. Tanim

F —iistel fonksiyonlar e} ve Ex. olmak lizere

x_y M 2.1
eF_ZF_' (2.1)
n=0""1*

veE

olarak tanimlanir [36].

F —iistel fonksiyonlar arasinda

+
CLEL =i 2.2)

seklinde bir bagintt mevcuttur [37].

2.1.6. Tanim

— 145 _1-45
a=-"5=vefl=

-~ olmak iizere herhangi bir f fonksiyonunun F—tiirevi

[ (ox) — f (Bx)

8F7X (f()C)): ((X—ﬁ)x

olarak tanimlanir [37].
Ornegin f (x) = x" fonksiyonunun F —tiirevi
OFx (¥") = Fpx!

dir [26].



F —iistel fonksiyonlarin F— tiirevleri

OFx () =t

ve

I (EF) = tEg"

seklindedir.

2.2. Baz1 Ozel Polinomlar ve Ozellikleri

Bu boliimde, Bernoulli polinomlarinin, Bernoulli sayilarinin, Euler polinomlarinin, Euler
sayillarinin tanimlart ve sagladiklar1 bazi1 oOzellikleri inceleyecegiz. Daha sonra
Bernoulli-Fibonacci sayilari, Bernoulli-Fibonacci polinomlar:t Bernoulli-Euler polinomlari
Bernoulli-Euler sayilari ve Bernoulli F—polinomlarinin tanimlarini verip sonraki
bolimlerde Bernoulli-Fibonacci polinomlart ve Bernoulli-Euler polinomlarinin  bir
genellestirmesi olan Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlar1 ve Apostol Bernoulli-Euler

polinomlarinin tanimlari elde edilecektir.

2.2.7. Tanim
By =1 olmak iizere, n > 1 tamsayisi i¢in

1 " n+1
B,=— B
" n—i—lz(k)k

k=0

ile taniml sayilara Bernoulli sayilar1 ve

Bux)= Y (Z) B

k=0

ile taniml1 polinomlara Bernoulli polinomlar: denir [30].



B, (x) Bernoulli polinomlari ve B, Bernoulli sayilari tistel tireteci fonksiyonlari

te'* oo M
o — 1 = ,;)BH(X);
ve

seklindedir [42].

B, (x) Bernoulli polinomlarinda x = 0 alinirsa B, Bernoulli sayilari elde edilir.

Asagida baz1 Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilar1 verilmistir.

By=1
Bj=-1
B,=1
B3=0
By=—55
Bs=0

(2.3)

(2.4)

(2.5)



B, = i (Z)Bk, n>2 (2.6)

2.2.8. Tanim

Ustel iireteci

2etx 0 t}’l

o ZI;)En(X)E @.7)

ile taniml1 E, (x) polinomlara Euler polinomlar1 ve

et

2 = 1"
-V E —
+1 nzb "n!
tistel tireteci ile tamimli sayilara E,, Euler sayilart denir [43].

Bazi Euler sayilarinin ve polinomlariagagida verilmistir.

EO(X>:1 Ey=1
EI(X):X—% EIZ_%
Ex(x)=x*—x Ey=1
E3(x):x3—%x2—|—% E;=0
E4(x) =x* —3x3 4-x Es=0
I e

Euler polinomlar1

Eix+) =Y (Z)Ek<x)y”"‘ 2:8)

k=0
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ozelligi saglar [43].

Litaratiirde, Bernoulli ve Euler polinomlarinin bir¢cok genellestirmeleri vardir. Lucas ve
arkadaglar tarafindan sirasiyla o. mertebeden Bernoulli polinomlarinin ve . mertebeden

Euler polinomlarinin iistel iirete¢ formiilii

(ezz— 1) SR, 2.9)

n=0 n!
ve
2 o . [ee] o Zn
(ez+1) e :’;)En(x)a. (2.10)

seklinde verilmistir [17]. Eger burada x = 0 alinirsa &. mertebeden Bernoulli ve Euler

polinomlar1 &. mertebeden Bernoulli ve Euler sayilarina doniisir.

Bir diger genelleme o ve A keyfi reel ya da kompleks parametre olmak iizere . mertebeden
genellestirilmis Apostol Bernoulli polinomu ve A. mertebeden genellestirilmis Apostol Euler

polinomlar sirasiyla

t \%, 1"
(M-l) ¢ :;)B,‘f(x,l)a 2.11)
ve

2 NV oy pep)” 2.12
Teri) ¢ T LB (2.12)

dir [27,44,45].

Es. 2.11 ifadesinde A = 1 alinirsa a. BS (x) mertebeden Bernoulli polinomlarina doniisiir.

Es. 2.12 ifadesinde A = 1 alinirsa . mertebeden E* (x) Euler polinomlarina doniisiir.

Es. 2.11 ve Es. 2.12 ifadelerinde A = o = 1 alinirsa sirasiyla klasik B, (x) Bernoulli

polinomlari ve E, (x) Euler polinomlar1 elde edilir.
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Bu polinomlarin sagladiklar1 baz1 6zellikler

B, (x+y) = i (Z) B (x)y" %,

dir [27,44,45].

2.2.9. Tanim

F,! F —faktoriyel olmak iizere

te N
— VY B (x)——
¢ —1 nzo "

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

F—iistel iireteci ile tammli polinomlara Bf (x) Bernoulli-Fibonacci polinomlar1 ve bu

polinomlarda x = 0 i¢in

t

l’ — p—
er—1 o

ile taniml1 sayilara Bﬁ Bernoulli-Fibonacci sayilar1 denir [36].

Asagida baz1 Bernoulli-Fibonacci polinomlari ve Bernoulli-Fibonacci sayilari verilmistir.



By (x) =1 Bf =1
Bl (x)=x—1 B =-1
BY(x)=x®—x+3 B =1
Bg(x):xs—sz—i—x—% Bg:—%
Bl (x) :x4—3x3+3x2—x+% BE = 13_0

Bi(x)=x—5x*+ 23 -52-3x+3 B

'y
Il
oolh

2.2.10. Tanim

n. Fibonacci sayis1 F;, olmak iizere

2ely N
=V EF (x)—
ot 1 n;o » g

F —iistel iireteci ile tamimli polinomlara EX (x) Euler-Fibonacci polinomlar ve

F—iistel iireteci ile tanimli say1lara EX” Euler Fibonacci sayilari denir [40].

Asagida baz1 Euler-Fibonacci polinomlar1 ve Euler-Fibonacci sayilar1 verilmistir.

13



14

A=

oolin

DO —

Bl

—
w

—
o)}
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3. APOSTOL BERNOULLI-FIBONACCI POLINOMLARI VE
APOSTOL EULER-FIBONACCI POLINOMLARI

Bu boliimde, Ozvatan ve Pashaev’in altin iistel fonksiyondan yararlanarak tanimladig
Bernoulli  Fibonacci  polinomlarindan  faydalanarak ¢«. mertebeden  Apostol
Bernoulli-Fibonacci polinomlart ve Kus ve Tuglu'nun tanimladigi Euler-Fibonacci
polinomlarindan yararlanarak yeni bir genellestirme olan . mertebeden Apostol

Euler-Fibonacci polinomlari tantmlanmustir.

Apostol Bernoulli-Fibonacci ve Apostol Euler-Fibonacci polinomlart ve bunlarin 6zel
durumlari olan sayilar1 tanimlanmig, aralarindaki iligkiler ve cesitli Ozellikleri elde

edilmistir [36,37].

3.1. Apostol Bernoulli-Fibonacci Polinomlar ve Aposto Euler-Fibonacci Polinomlar Ile
Ilgili Temel Kavramlar

3.1.1. Tamim
o ve A keyfi reel ya da kompleks parametreler olmak iizere

! * X __ - F.o 1"

F—iistel ireteci ile tammh polinomlara . mertebeden Bh®(x,A)Apostol

Bernoulli-Fibonacci polinomlar1 denir.

3.1.2. Tanim

o ve A keyfi reel ya da kompleks parametreler olmak iizere

tx _ ): EFRo 3.2
(2’6% + 1) °r n=0 ! (x, )Fn' ( )

F —iistel iireteci ile tammli polinomlara ¢. mertebeden EF **(x,A) Apostol Euler-Fibonacci

polinomlar1 denir.
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Es. 3.1 ifadesinde o = 1 alimrsa, a.. mertebeden Bl ®(x,A) Apostol Bernoulli-Fibonacci

polinomlari, BY (x, 1) Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlarma déniisiir.

Es. 3.2 ifadesinde o = 1 segilirse a. mertebeden E.*(x,A) Apostol Euler-Fibonacci

polinomlari, E,f ’a(x,l) Apostol Euler-Fibonacci polinomlarina doniisiir. Bu polinomlarin

F —iistel iiretecleri sirasiyla

0
ve
2 tx - F "
- E l -
Aeh+1°F ;) n (6 A)
dir.

(3.3)

3.4)

Es. 3.1 ifadesinde ot = 1 ve x = 0 segilirse, o. mertebeden Bly*(x,1) Apostol Bernoulli-

Fibonacci polinomlarindan, B (1) Apostol Bernoulli-Fibonacci sayilari elde edilir.

Es. 3.2 ifadesinde o = 1 ve x = 0 secilirse a. mertebeden EF® (x,A) Apostol Euler-Fibonacci

polinomlarindan, E; "*(2) Apostol Euler-Fibonacci sayilari elde edilir.

Apostol Bernoulli-Fibonacci sayilart ve Apostol Euler-Fibonacci sayilarmin F—iistel

tiretecleri sirastyla

t — F t"
=) B, (x,A)—
Ad, —1 nzb A

ve

SR o

Aep+1 = F,!

dir.
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3.2. Apostol Bernoulli-Fibonacci Polinomlar ve Aposto Euler-Fibonacci Polinomlarm
Ozellilikleri

Bu boliimde Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlar: ve sayilari ile Apostol Euler-Fibonacci

polinomlar1 ve sayilarinin ¢esitli 6zellikleri incelenecektir.

3.2.1. Teorem
BY*(x,A), o. mertebeden Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomu ve BEF (A), B.

mertebeden Apostol Bernoulli-Fibonacci sayist olmak iizere
=~ (n\ F £
Bﬁ?“*ﬁ(x,l) = Z (k) B, a(x,),)Bnﬁk(l)
k=0 F
dir.
Ispat

Es. 3.1 ifadesi kullanilirsa;
v +B / o+p
o x
L BP0 oy = (m) g

n=0
B t . t B
- Ael, —1 F Ael,

-1
> A t"
=Y BEox, 1) — Y BEP () —

elde edilir. Cauchy ¢arpimindan yararlanilirsa

ZBFa+ﬁ x 7L i (Z ( )F F,a(x,l)Bffk(A)> ;Tn,

n=0

olup

Bg,oc+ﬁ (x,A) = Z (n) Bg’a(x,l)Bka(l)
k=0 k F

oldugu bulunur. Boylece istenilen elde edilmis olur.
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3.2.2. Teorem

BI®*(x,A), . mertebeden Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlari olmak iizere

n (n—k)(n—k—1)
Bﬁ’“(x—l—y,l) = Z (—1) 2 Bf’a(x,l)y"*k 3.5)
k=0
dir.
fspat

Es. 3.1 ve Es. 2.2 ifadeleri kullanilirsa
oo (04

Fo LA ! t(x-+y)
ZBn <x+y7l)Fn'—<l€%—l) er

n=0
¢ o
tx oty
=\ 7 7 eFEF
(/le%—l)

b [n n(n—1) y

I’llJ’l

=Y B (x, 1) — Y (—1) 2

n

olup, bu ifadeye Cauchy ¢arpimi uygulanilirsa

(n—k)(n—k—1)
2

IACERPIE io(z (1)

F, _
Bk * (X, A‘ )yn k)
n=0 k=0

olur. Buradan agikga goriiliir ki

n (n—k)(n—k—1) _
BY(x+yA) =Y (1) 7 B %(xA)p"*
k=0

dir.

Es. 3.5 ifadesinde y = 1 alinirsa

Fo n (nK)(n—k=1) o
Br¥(x+1,A4)=Y (=1) = B %(x,A)
k=0

elde edilir.



3.2.3. Teorem
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B (x,2), Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlari ve BY (1) Apostol Bernoulli-Fibonacci

sayilar1 olmak {izere

Bl (x,A) = i() Xk

bulunur.

Ispat

Es. 3.3 ve Es. 2.2 esitlikleri kullanilirsa

t
BF A{ x
Z (, F E,! <le§; — 1) °F

Yy y e
_nZZ)B" (1) 7 anFn!

n: p=0

elde edilir. Bu ifadeye Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

Eaenf- £ (£ (1) s ) £

bulunur. Katsayilar karsilastirilirsa

B2 =3 () B

k=0

olup, istenilen sonug elde edilir.

Es. 3.6 ifadesinde x = 1 alinirsa

Ban-¥(7) s

k=0

oldugu agikca goriiliir.

(3.6)
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3.2.4. Teorem

EF (x, 1), Apostol Euler-Fibonacci polinomlar1 ve EX (1), Apostol Euler-Fibonacci sayilar

olmak tizere

EF (x,1) = Z <Z) FE,f (A)x"*

elde edilir.
Ispat

Es. 3.4 ve Es. 2.2 esitliklerinden kullanilirsa

2
F tx
ZE X)LF‘ (le’+l>eF

) tn

_ZEF F'anﬁ

=0

elde edilir. Bu ifadeye Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

Ef(x,M)— = () EF()xF ) —

bulunur, katsayilar karsilastirilirsa

EF(x,2) = Z (Z) FE,f (A)an

k=0

elde edilir.

3.2.5. Teorem

BF(x,A) Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlar1 olmak iizere

F n nk)(nfkfl) .
B, (x+y,A Z 2 Y B, (x,A)

dir.

3.7

(3.8)



Ispat

Es. 3.3 ve Es. 2.2 kullanilirsa

katsayilar kargilagtirilirsa

F L (=R)e—k=1) o
B, (x+y,A Z 2 Y'EBy (x,A)

elde edilir.

Eger Es. 3.8 ifadesinde y = 1 alinirsa

BF(x+1,1) = Z() 0" BE (k)

elde edilir.

3.2.6. Teorem

F.a

E," (x,4), Apostol Euler -Fibonacci polinomlari olmak iizere

" /n (n=R)r—k=1)
Bl = (1) (0t )
k=0 F

dir.

21

3.9
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Ispat

Es. 3.4 ve Es. 2.2 kullanilirsa

F( " 2 1(x-+y)
et - () 4

2 ot
- (m) FEE

— F _oo s
= LB X0

n* pn=0

> nknkl) n— tn
:zo< (1) ¢ y "E{(x,x))m

dir. Katsayilarin kargilastirilmasindan sonug agiktir.

3.2.7. Teorem

EF (x,2), Apostol Euler-Fibonacci polinomlari olmak iizere

() =5 (1), 0 Q) e

k=0

fspat

Es. 3.4 ve Es. 2.2 kullanilirsa

> X t" 2 Xy
EF(— z>—: —= e
LE\3H) 5 <Ae;+1)eF

n=0

—x\" "

;
Y oF " o n(n—1)
Y E e B0 (F) £

(Z)F (_1) (nfk)(gkafl) (g)n_kE,f(x,)u)>

(3.10)
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elde edilir. Burada ;Tn' katsayilar1 kargilagtirilirsa istenilen

() =5 ), 0T ) e

k=0

elde edilir.

3.2.8. Teorem

BE (x,A) Apostol-Bernoulli-Fibonacci polinomlar ve df F —tiirev operatorii olmak iizere
Or.x (Bui1(x,4)) = Fus1 By (x,2) 3.11)
dir.

Ispat

Es. 3.3 esitligi kullanilirsa

t
aF,x (m@%) e t — an( ) (312)
- le}—lteF
—IZBF (x,A)— F'

olur. Diger taraftan, F'—tiirev operatoriiniin lineerlik 6zelliginden

oo n 0 1
ap,x (ZBE(X,A)%) 8Fx <BO (x l) +BF(x A)Fl ) (313)
n=0 h-

n

O (B (%, 1) 1

RCARICYS)

I
s

3
|
_

I
s
e

n—i—l'
tn
Fn—H Fy '

3
Il
o

I
gk

O x(Byy1(x, 1))

3
Il
o
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elde edilir. Eger Es. 3.12 ve Es. 3.13 ifadelerideki katsayilar karsilastirilirsa

OF.x (BY.1(x,A)) = Fup1 B (x,4)

elde edilir.

3.2.9. Teorem

EF (x,1), Apostol-Euler-Fibonacci polinomlari ve df, F—tiirev operatdrii olmak iizere
IFx (E5+1(x,7l,)) = F,H_IE,f(x,?L)

dir.

fspat

Es. 3.4 kullanilirsa

2, 2
aEX(MFHeF) 7 serlapx( 7) (3.14)

B 2tel}
le% +1

—tZEFxl

F,!

olur. diger taraftan, F —tiirev operatoriiniin lineerlik 6zelliginden

=) n 0 1
8F7X<ZEf(x,7L)%> an<Eo(x/1) +E1(x/1)—+ ) (3.15)
n=0 n:
:n;a (Ek(xl))F'
oo thrl
= L oralBL ) g
oo "
= L OBl M)



olup, Es. 3.14 ve Es. 3.15) ifadelerinde %, katsayilar1 karsilagtirilirsa

tE} (x,A) = dpx (Ef 1 (x,A)) t
’ Fup1

olup
aF,x (Erf—kl(xa)”) = Fn—i—lEr]z:(xa)L)

elde edilir.

3.2.10. Teorem

Bf (x,)) Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlar olmak iizere n > 1 igin
A Z ( ) B (x,1) = B,x" 1+ B (x, 1)
dir.

Ispat

Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlarinin iistel iirete¢ kullanirsa

esitligin her iki tarafi A}, ile garpilirsa

ter F
m ZB X, 2, A,EF

elde edilir. Buradan

o l’l

(rep—1) = ¥, (AelBy (,2) = Bj (x,2)) &
n=0

1x
Ael. —1




26

olup,
teff = Y (RelBl (x,2) ~ B (x,2))
n=0 n:

dir. Es. 3.16 esitligin sol tarafindan

olup Es. 3.16 nin sag tarafi incelenecek olursa
Zb (le}Bﬁ(x,?L) BE (x, )»)F '> Z?LeFBF X, 7L
n=

dir. Esitligin sag tarafin1 asagidaki gibi yazabilir;

. F ko4l
lZeFB (x,A)— —)LZ()]{ZE)B x?LFkFl
oo (et

=AY Y Bl (x4)—
1=0k=0 FilF

elde edilir.
oo tnannfl o 4n n n . oo
n=0 n n=0""1" \I/=0 F n=0

ZBFxl

(3.16)
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olup, katsayilar esitlenirse
" (n

A Z (l) BF (x,A) = BE (x,1) = Fx" !

=0 F
elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
3.2.11. Teorem
EF(x,2) Apostol-Euler-Fibonacci polinomlari ve F;, Fibonacci sayilar1 olmak iizere
MZ ( ) EF (6, M)+ EF (x,1) = 2Fx"!
dir.
fspat

Es. 3.4 ifadesinden

2
Ael, +1

- t
eF = ZE;f(XJ)F
n=0

olup, Ael; ile carpilirsa

tx
2ef

Ael. +1

Ael = ZEF x,A) —leF

olur. Buradan

2ef% = "
olup
2ef = Y (AeLEL (x, 1) +E} (x, /l)) — (3.17)

n=0 F
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esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafini kullanilirsa

elde edilir. Es. 3.17 in sag tarafi ele alinirsa;

(o)

Z (leFEF(x A)+EF (x, )L)Fn.) ZleFEl X, l + ZEF X, 7L

n=0
burada
kot
Z?LeFEl (x,A) F‘—XZZEI (x,A)— F‘Fl
(k+
_AZZEI xle‘Fl
k+1=nigin

" i F ro_
l;)eFEl (x,?l,)ﬁ =1

katsayilar esitlenirse

MZ( ) EF (x, M)+ EF (x,2) = 2Fx"!

elde edilir.
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4. APOSTOL BERNOULLI FIBONACCI VE APOSTOL EULER
FIBONACCI SAYILARININ HARMONIK URETECLERI

Bu boliimde Apostol Bernoulli-Fibonacci ve Apostol Euler-Fibonacci sayilarinin harmonik

tabanli iistel iireteclerini elde edecegiz.
4.1. Harmonik Ustel Uretec

n dogal say1 olmak iizere h,, harmonik sayilar

x| —

n
hy=Y
k=1
ile tanimlidir.

Dattoli’nin 2008 yilinda yaptig1 caligmada harmonik sayilarin1 vakum yiikseltme operatorii
yardimiyla harmonik tabanli iistel iirete¢ fonksiyonuyla tanimlamistir [34]. Tuglu ve

arkadaglart Harmonic Fibonacci sayilarini
n
1
F,=Y —
=1 Fr
olarak tanimlamislardir [39]. Harmonik Fibonacci sayilarinin tanimindan

1
Fn—H

]Fn—H - IFn +

S. Kus doktora tez calismasinda Euler-Fibonacci sayilarinin harmonic tabanli F'-iistel

tireteclerini elde etmistir. Burada harmonik tabanl F iistel iirete¢ fonksiyonu

o0 n
fit _ !
e =1+Y) Py
n=1 n:
ile ifade edilir ve

e n

t
Oy (ef) =1+ ZIFnHm
n—

dir [40].
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Sonraki boliimde, Apostol Bernoulli-Fibonacci sayilarinin harmonik tabanli F {istel

ireteclerini elde edilecektir

4.2. Apostol Bernoulli-Fibonacci Sayilarmm Harmonik Tabanh Uretecleri

4.2.1. Teorem

BI (1) Apostol Bernoulli-Fibonacci sayilarinin harmonik tabanl F-iistel iireteci

t
A — 1+ At(Op efet —efet 4 1)

dir.

Ispat

e/l Fiistel iirete¢ ve Apostol Bernoulli-Fibonacci sayilarini tanimi kullanilirsa,

Aep—1=1Y 1
n:OF”’
=A4+1) ——1
AL
= 1"
=A—1+A1 —
n_OFn—i—an'
= A =142t Y, (Fupr —Fo)
n=0 n:
n=0 n n=0 n

=A—1+At <8F,t eif—eif—kl)

olup, buradan

o 1
Aer =1 2142 (O eft el +1)

(4.1)



31

yani
BE (L) — =
nz‘;) ! )Fn! A — 1+ At(Op efet —efet 1)
elde edilir.
4.2.2. Teorem

B (x,A) Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlarinin harmonik tabanl F-iistel iireteci

ey
A — 1+ At(Op efet —efet 4 1)

dir.
fspat

B (x,A) Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlari Es. 3.6 ifadesinden

Bin)= ¥ (i) s e

olup,

B, (x,A) — = () B, (M)X" % | —
n=0 " ! n=0 \ k=0 k F !
" F, "
= 7 n,F, P —
n=0 \k=0"n—kk n
i L e k
= e ()X "
n=0 \i=0 Fn—k!Fi!
= By (A) — —
n;) ¢ (L) n,ZO o

dir. Apostol Bernoulli-Fibonacci sayilarinin harmonik tabanli F-iistel iireteci kullanilirsa

" BF " tey
B A)— =
HZO n (xa )Fn' A—l—{—lt(aFJeth_efF[_'_l)
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elde edilir.

4.2.3. Teorem

EF

n

2
1+ A+ At (O efet — elft 4-1)

dir.

fspat

(1) Apostol Euler-Fibonacci sayilarinin harmonik-tabanh F-iistel iireteci

e/, F-iistel iireteg ve EX' (1) Apostol Euler-Fibonacci sayilarimin tanimi kullanilirsa

oo tn
4 _
Aep+1 = 1+A+A4 ), —
n=1"n
[=5) tn
= 1+A+At —
n;an—HFn!
=) tn

[} [}

)y nHF,—z

n=

1+A+ At

)

lJ’l

[e)

14+A+At 1+Z]Fn+1

1+A+At aptefw —efF[—I— 1)

olup, buradan

1
Ae.+1

1
1+ A+ At (O el — el 1)

dir. Boylece

1
1+ A+ At (I efet —efet +1)

n

©
’;En(l)F,—

n-

)

LR
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elde edilir.

4.2.4. Teorem

EF(x,2) Apostol Euler-Fibonacci polinomlarinin harmonik tabanli F-iistel iireteci

2ef
1+ A+ At (O efet — elft 4-1)

dir.
fspat

EF(x,1) Apostol Euler-Fibonacci polinomlari ve Es. 3.7 ifadesinden

Bl =Y (1) B @t

k=0

dir. Buradan

n=0 n: n=0 \k=0

" - n AN
Z’E,ip (X,)»)—' = Z Z (k)FE,f (A)x k) i
L O F

— " EF ()t
Wo;ﬁﬂﬁ“() )m

I
s

[>=] n 1
EF ){ n—k
i ! k (A)x

I
g

n=0 \ k=0
o F t" t"
—_— PR— n_
- ZEk (l) E,! Zx E,!

n=0

olup, Apostol Euler-Fibonacci sayilarinin harmonik tabanli F-iistel iireteci kullanilirsa

- " 2ef
A)— = F
Fy! 14+ A+ At (Opefft —efft +1)
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5. INCOMPLETE BERNOULLI-F POLINOMLARI

Bu bolimde, Krot tarafindan tamimlanan Bernoulli-F polinomlarindan faydalanarak

Incomplete Bernoulli-F polinomlarini tanimlayip, bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.

5.1. Incomplete Polinomlar
5.1.1. Tanim

F,, n. Fibonacci sayis1 olmak iizere

"1 [(n _
Bn,F == Z — (k) )Cn k
F

k=1 Fiet

seklinde tanimli polinomlara Bernoulli-F polinomlar: denir [26].

Bernoulli-F polinomlarinin bazilar asagidaki tabloda verilmektedir.

Bor(x) =1

Bl,,F(X) =x+1

Bar() =4+

Bl =420 e
Byp(x) =x*+3x3 + 3% +x+ 1

Bsp(x) =X +5x* + B3 + 52 +x+ 1
5.1.2. Tanim

m,n birer tamsay1 ve 0 < m < n olmak iizere

m :i 1 (n) xn—k
i Fk+1 k F

k=1

seklindeki polinomlara Incomplete Bernoulli-F polinomlar: denir.
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Incomplete Bernoulli-F polinomlarinda 6zel olarak m = n segilirse B, = By, r elde edilir.

Ornek

n=23ise 0 <m <3 olur.

m=01se
BgF:i 1‘(3) X3_k=i<3) o=
’ kZOFk+1 k F F] 0 F
m=11se
1
1 3 1 /3 1 /3
Bl = —() x3_k——<) x3+—() X =x0 2
F,;)FkaF F\0/), ' R\l),
m=21se
2
1 3 1/3 1 /3 1/3
B% = () XKk —() x3+—<) x2+—() x=x +20% +x
F,;()FkaF A\0/),  B\1/, 3\2/ ¢
m=731se

3
1 (3 1 /3 1 /3 1 /3 1 /3 1
B .= —() x3_k:—() x3+—(> x2+—() x+—(> = x> 4207 Xt =
3.F kg)FkJrlkF FlOF F21F F32F F43F 3

5.2. Incomplete Bernoulli-F Polinomlarin Bazi Ozellikleri

5.2.1. Teorem
By (x) incomplete Bernoulli-F polinomlar ve dr, F—tiirev olmak iizere

O (Byp (x)) = FyBu_1r ()

dir.



Ispat

B> (x) incomplete Bernoulli F—polinomlarinin birinci mertebeden F-tiirevi alinirsa

. B m L n xnfk
I« (ByF (x)) = OF (l;) Fitq (k)F )

oFk+1 F

F ! n—k—1

F_kx
;) +1Fn KF!"

N‘

=~

_ i F ! xn—k—l
=0 Fr+1 Fn k—11F!
n—1
— F xl’l—k—l
" ,;E, Fit ( ) /i

= Fn Bnm’F (X)
elde edilir.
Ornek

n=3, m=1ig¢in
O (Bl (1)) = 0 (4 2) = For® 4 2F3x =2 (Y +2) = Fs B (3
dir. Ayrican =3, m =2 i¢in
2 3 2 2 2 1 1
Orx (B3 F (x)) = 0 (X +2x° 4+x) = Bx” 4+ 2Fx+ Fy =2 x" +x+ 5| =BBar (x)

olarak elde edilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlart ve Apostol Euler-Fibonacci polinomlari
tammlanmigtir.  Ayrica bu polinomlarin 6zellikleri detayli olarak incelenmistir. Ureteg
fonksiyonlar1 kullanilarak yeni oOzellikler elde edilmistir. Teoremler ve detayli verilen

ispatlar ile bu calismay1 inceleyenlere yardimci olacaktir.
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