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OZET

Bu calismada, ikinci mertebeden belli tipteki diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
salimimli davranislari incelenecektir. Tez alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde,
temel tanim ve kavramlara yer verilecektir. ikinci boliimde, ikinci mertebeden nétral
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinimi verilecektir. Ugiincii boliimde, ikinci
mertebeden notral gecikmeli diferensiyel denklemlerin  salinimi incelenecektir.
Dordiincii  boliimde, ikinci mertebeden ndétral nonpozitif  katsayili  diferensiyel
denklemlerin salinimina yer verilecektir. Besinci boliimde, ikinci mertebeden yari lineer
notral diferensiyel denklemler igin salinim kriterleri verilecektir. Altinci boliimde ise,
ikinci mertebeden lineer olmayan nétral diferensiyel denklemlerin salinimi kanonik

form altinda incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel Denklemler, Yari Lineer Neutral Diferensiyel

Denklem, Salinimlilik, Salinimsizlik
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OSCILLATION OF CERTAIN TYPES OF SECOND-ORDER DIFFERENTIAL
EQUATIONS

Tugba YILMAZ

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master Thesis, January 2024
Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Pakize TEMTEK

ABSTRACT

In this study, the oscillatory behavior of solutions to certain types of second-order
differential equations will be examined. The thesis consists of six chapters. In the first
chapter, basic definitons and concepts will be included. In the second chapter, the
oscillation of second-order neutral differential equations will be given. In the third
chapter, the oscillation of second-order neutral delayed differential equations will be
examined. In the forth chapter, the oscillation of second-order differential equations
with neutral nonpositive coefficients will be discussed. In the fifth chapter, the
oscillatory criteria for second-order quasi-linear neutral differential equations will be
examined in canonical form. In the sixth chapter, the oscillations of second-order

nonlinear neutral differential equations will be examined in canonical form.

Keywords: Differential Equations, Quasi - Linear Neutral Differential Equation,

Oscillation, Non-Oscillation.
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GIRIS

Fen bilimleri ve miihendislikte, bir¢ok olayin agiklanmasina yardimci olmak iizere,
matematiksel formiiller veya modeller gelistirmistir. Bu modeller bir bilinmeyen
fonksiyon ve bu fonksiyonun bazi tiirevlerini igeren bir denklem olarak ortaya

cikmistir. Boyle bir denkleme diferensiyel denklem denir.

Diferensiyel denklemlerin genis uygulama alanina sahip oldugu bilinmektedir. Bu
nedenle her denklemin ¢dzlimiiniin bilinmesinin istenmesi dogaldir. Ancak ¢ok az
sayidaki denklem tiplerinin elementer ¢o6ziimleri elde edilmektedir. Bu da
arastirmacilari, denklemin ¢oziimiinii elde etmeksizin verilen denklemden hareketle
coziimlerin Ozelliklerini incelemeye yoneltmistir. Bu anlamda c¢oziimlerin
salinmliligi, salimmsizhigi, smirlihi@i, kararliligi ve kararsizligi gibi incelemeler
literatiirde yer alan pek cok c¢alismanin konusu olmustur. Ikinci mertebeden
diferensiyel denklemlerin salinimlilik ve salinimsizlik problemi son yillarda merak
konusu olmustur ve bu nedenle yapilan bilimsel ¢alismalarla olduk¢a genis literatiir
meydana gelmistir. Bu teorinin 6nemli bir konusu da salinim teorisidir. Salinim
teorisinin temeli 1836’da Sturm tarafindan yayinlanan, ikinci mertebeden
diferensiyel denklemlerin c¢oziimlerinin sifirlariyla ilgili bilinen sonuglara
dayanmaktadir. Sturm’un yaptig1 ¢alismalari takiben, farkli tipteki lineer ve lineer
olmayan diferensiyel denklemlerin c¢o6ziimlerinin salimim davranis1 farkh
yontemlerle arastirilmistir. Yapilan bu aragtirmalarda salinimlilik ve salinimsizlik

teorisi ile ilgili ilk sonuglar

x" (1) + q(O)x(t) = 0 (E1)

lineer diferensiyel denklemi igin elde edilmistir. Bu denklem modeli igin ilk
integral tipi salimimlilik kriterini 1918 yilinda Fite vermistir. Fite bu ¢alismasinda

q(t) > 0 olmak tizere



t
lim f q(s)ds = oo (E2)
to

olmasi halinde (E,) diferensiyel denkleminin salinimli oldugunu ispatlamistir. 1949
yilinda Wintner, Fite’nin kriterinin q(t) < 0 olmas1 durumunda da gegerli oldugunu

gostermistir.

Ayrica Wintner
S
1 t
tlim If fq(u)duds =00 (E3)
— 00 to A

olmasi durumunda (E;) diferensiyel denklemininde salinimli oldugunu
ispatlamistir. Daha sonra (E3) sart1 Fite-Wintner-Leighton Kkriteri olarak genisletilip
(E,) diferensiyel denkleminin salinimlilig1 ispatlanmistir. Leighton’da p(t) pozitif

stirekli bir fonksiyon olmak iizere daha genel olan

(p(Ox'(1)'+q(t)x(t) =0 (E4)

lineer diferensiyel denklemi igin calismalar yapmistir. Bu calismalardan itibaren
diferensiyel denklemlerin salinim veya salinimsizlik davranislar ile ilgili ¢aligmalar
yaptlmaya devam etmistir ve gliniimiizde de ¢aligmalar siirdiiriilmektedir. Biz bu
tez calismamizda ikinci mertebeden farkli tipteki adi (ordinary) diferensiyel
denklemlerinin 6zel durumlart olan (delay, advanced, neutral, mixed, ...) gibi lineer
veya lineer olmayan diferensiyel denklemler i¢in salinim kriteri tlizerinde durup

bunlarla ilgili mevcut ¢alismalar incelenecektir.



1. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tez calismasi boyunca kullanilacak olan gerekli tanim ve kavramlari

verilecektir.

Tamim 1.1. Bilinmeyen fonksiyon ve onun tirevlerini kapsayan denklemlere
diferensiyel denklemler denir. Genel olarak t bagimsiz, x bagimli degisken olan n. inci

mertebeden bir diferensiyel denklem
F(t,x, x',x",...,x™)=0
veya
x™ = f(t, x, x’, x",..., x(*7D)
bi¢iminde yazilir.

Tamim 1.2. Eger bir diferensiyel denklemde bir tek bagimsiz degisken varsa denkleme
adi diferensiyel denklem adi verilir, birden fazla bagimsiz degisken varsa, bu tiir

diferensiyel denklemlere de kismi diferensiyel denklem denir.

Tanmm 1.3. Bir diferensiyel denklemde goriilen en yiiksek tiirevin basamagina
diferensiyel denklemin mertebesi adi verilir. Bir diferensiyel denklem bagimli
degiskenin tiirevlerine gore bir polinom denklemi bigiminde ise, denklemde goriilen en

yiiksek mertebeden tiirevinin kuvvetine diferensiyel denklemin derecesi ad1 verilir.

Tamm 1.4. Bir diferensiyel denklemde, bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri birinci
dereceden ve bunlarin katsayilari sabit ya da bagimsiz degiskenin fonksiyonu ise,
diferensiyel denkleme lineer diferensiyel denklem, aksi halde lineer olmayan



diferensiyel denklem adi verilir. Bu tanima gore n. inci mertebeden en genel lineer

diferensiyel denklem
ao()x™+a,; ()xO V+a, ()xO=2+. +a,_ ()x'+ a, (H)x = b(t)
seklinde yazilabilir. Burada a, a4, a,, ..., a,—1, a, ler denklemin katsayilaridir.

Tamm 1.5. Bir diferensiyel denklem, denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiireve
gore lineer ise, yari lineer (quasi lineer) olarak adlandirilir. Baska bir ifadeyle en yiiksek
mertebeden tiirevin derecesi bir olmalidir. Belirtelim ki yar1 lineer bir diferensiyel
denklemde en yiiksek mertebeden tiirevin katsayilar1 bagimsiz degiskenden baska
bagimli degisken ve daha diisiik mertebeden tiirevlerini igerebilir. n. mertebeden yari

lineer kismi diferensiyel denklem
p(t, X, X', ..., x@"NxM™ + q(t, x, %/, ..., xO72) xO-D =0
seklindedir. Lineer kismi diferensiyel denklem, ayn1 zamanda yar1 lineerdir.

Tanim 1.6. Bilinmeyen fonksiyonun farkli argiimentlerini iceren denklemlere

fonksiyonel diferensiyel denklemler denir. Ornegin
x"(t=5)+x(t+3)—x%2(2t) =0
verilebilir.

Tamim 1.7. Bir bilinmeyen fonksiyonun ve onun en yiiksek mertebeden tiirevi harig
diger tlirevlerinin bir ya da daha ¢ok gecikme degiskenlerine bagl olan diferensiyel
denklemlere gecikmeli diferensiyel denklemler denir. Yani T > 0, t(t):IR — IR reel

degerli bir fonksiyon, Eim T(t) = oo ve 1(t) < t olmak iizere ikinci mertebeden

X" (1) = f(t,x(0), x(1(®),x' V), x'(x(V))

seklindeki diferensiyel denklemler gecikmeli(delay) diferensiyel denklemler olarak

adlandirilir. Ornegin

x"(t) + 3x'(t) — 2x (t — g) =0



seklindeki diferensiyel denklemler birer gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Gecikmeli terim igeren diferensiyel denklemler; otomatik kontrol teorisi, salinim teorisi,
roket hareketindeki ateslemeyle bagintili  problemlere iliskin incelemelerde,
elektrodinamik sistemlerin caligmalarinda, ekonomide uzun vadeli planlamayla ilgili
problemlerde ve teknolojide oldugu gibi bilimin birgok sahasinda uygulama alanina
sahiptir. (EI’sgol’ts 1973). Bu nedenle bu tip diferensiyel denklem {izerinde bir¢ok
calisma yapilmistir.

Tanim 1.8. t(t) = 0 reel degerli bir fonksiyon ve tlim T(t) = 0 ve t(t) >t olmak

uizere ikinci mertebeden

x"(1) = £(tx(0),x(x(®), x' (), % (x()))
seklindeki diferensiyel denklemlere ileri(advanced) diferensiyel denklem denir. Ornegin
X'(t)=—x(t+1)+x(t)—t+1
seklindeki diferensiyel denklemler birer ileri diferensiyel denklemdir.

Tammm 1.9. Hem gecikmeli(delay) hem ileri(advance) terimlerin bulundugu

denklemlere karma(mixed) diferensiyel denklemler denir. Ornegin
5
X (0)—3x'(t + 4) + 2x (t - §> —0

seklindeki diferensiyel denklemler birer karma diferensiyel denklemdir.

Tamm 1.10. En yiiksek mertebeden tiirevi sadece t ye bagli olmayip ayni zamanda
sapma argiimentlerine de bagli olan terimlerin bulundugu fonksiyonel diferensiyel

denklemlere nétral (neutral) diferensiyel denklemler denir. Ornegin

! t —
X0 =77

x'(t—1) +x(t— 3) + 2sint

diferensiyel denklemleri nétral tipli diferensiyel denklemlerdir.

Simdi ikinci mertebeden en genel



F(t, x(0), x'(v), x" (1)) =0 (1.1)

diferensiyel denklemini g6z Oniline alalim. Bu diferensiyel denklem icin ¢oziim
tanimini, ¢oziimiin ve diferensiyel denklemin salmim ve salinimsizligi tanimlarini
verelim. Belirtelim ki verilen bu tanimlar fonksiyonel diferensiyel denklem (ileri,

gecikmeli, karma, notral) yapilari igin de benzer sekilde ifade edilebilir.

Tanmm 1.11. t € [t;,©) C [ty, o) olmak iizere [ty, ) araligi iizerinde iki kez
diferensiyellenebilir ve (1.1) diferensiyel deklemini saglayan bir x(t) fonksiyonuna,
(1.1) diferensiyel denkleminin ¢oziimii denir. Ayrica t, > t, = 0 sayis1 x(t) ¢oziimiine

bagli bir degerdir.

Tanmm 1.12. Xx(t), [t,, o) araliginda verilen bir diferensiyel denklemin bir ¢oziimii
olsun. Eger en az bir t € [ty, ) igin x(t) # O ise, bu ¢oziime asikar olmayan ¢oziim

denir.

Tanmm 1.13. x(t), (1.1) diferensiyel denkleminin [t,, o) araliginda asikar olmayan bir
¢oziimii olsun. Eger t > t, i¢in x(t) ¢ozlimii sonsuz sayida sifirlara sahipse, bu X(t)

¢Oziimii salinimlidir denir. Bu tanima gore salinimli bir x(t) ¢6ziimii i¢in tlim t, = o ve
—00

X(t,) = 0 olacak sekilde bir (t,) dizisi vardir. Ornegin x"'(t) + 4x(t) = 0 diferensiyel

denklemi i¢in x(t) = sin2t (veya x(t) = cos2t) ¢oziimii saliniml1 bir ¢oziimdiir.

Tanmm 1.14. (1.1) diferensiyel denkleminin asikar olmayan bir x(t) ¢oziimii salinimli
degilse, salinimsizdir denir. Yani ¢dziim [ty, ) araliginda sonlu sayida sifira sahipse,
¢Oziimiin salinimsiz oldugu sdylenir. Ornegin x"' (t) — 4x(t) = 0 diferensiyel denklemi
icin X(t) = e?*(veya x(t) =e™?') ¢oziimii salmmsiz bir ¢dziimdiir. Ayrica, ikinci
mertebeden x"'(t) — x(—t) = 0 diferensiyel denklemi x= et+e~t seklinde bir salmimsiz
¢ozlime sahip ve x"(t) +x(m—t) = 0 delay diferensiyel denklemi de x;(t) = sint

salmml ve X, (t) = e*+e* salimmsiz ¢dziime sahiptir.

Tamm 1.15. (1.1) diferensiyel denkleminin biitiin ¢oziimleri salinimli ise, diferensiyel
denkleme salimimlidir, aksi halde salinimsizdir denir. Tamim 1.15 sadece ikinci
mertebeden diferensiyel denklemler i¢in gegerli olup daha yiiksek mertebeden

diferensiyel denklemler i¢in gecerli degildir. Bu durumda ikinci mertebeden daha



yiiksek mertebeli diferensiyel denklem en az bir salinimli ¢oziime sahipse, diferensiyel
denkleme salinimhidir denir. Aksi takdirde diferensiyel denklem salinimsizdir denir.
Omegin  x"'(t) — 4x'(t) = 0 diferensiyel denklemi x;(t) = 1, x,(t) = sin2t,
X5 (t) = cos2t ¢oziimlerine sahiptir. Bu diferensiyel denklemin x,(t) = sin2t gibi
salmimli ¢oziimii oldugundan diferensiyel denkleme salinimhidir denir. Ayrica
x"'(t) —x'(t) =0 diferensiyel denklemi x;(0)=1, x,(t)=e!, x3(t)=e"
¢oziimlerine sahiptir. Bu ¢6ziimlerin hepsi salinimsiz oldugundan diferensiyel denkleme

salinimsizdir denir.

Birinci mertebeden adi diferensiyel denklemler genellikle salinimli ¢oziime sahip
degildir. Bunun yani sira birinci mertebeden diferensiyel denklemler delay, advanced,
... gibi terimleri igerdiginde salimimli ¢oziimlere sahip olabilirler. Ornegin birinci

mertebeden x'(t) — x(t) = 0 diferensiyel denklemi x(t) = e™* seklinde salimmsiz bir
¢ozlime sahipken x'(t) — X(t — g) = 0 delay diferensiyel denklemi x;(t) = sint ve

X, (t) = cost seklindeki salinimli ¢oziimlere sahiptir.

Simdi ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin salinim teorisinin temelini teskil

eden Sturm Karsilastirma ve Ayirma Teoremlerini verelim.

Teorem 1.1(Sturm Karsilastirma Teoremi).

¢ ve P sirastyla bir I araliginda
x"+qut)x=0 (1.2)
X"+ 2(t)x=0 (1.3)

diferensiyel denklemlerinin asikar olmayan ¢oziimleri olsun, burada q: ve gz, I araligi
tizerinde Qi(t) < go(t) olacak sekilde siirekli fonksiyonlardir. Bu takdirde I aralig
tizerinde ¢ nin herhangi ardisik iki sifir1 t; ve t2 arasinda ¥ nin en az bir sifir1 vardir.
Ornegin

x"+x=0

x"+4x=0



diferensiyel denklemlerinin lineer bagimsiz iki ¢dziimii sirasiyla, ¢ = sint, Y = sin2t
olmak tizere ¢ = sint nin t; ve t, tizerinde herhangi ardisik iki sifir1 arasinda 1 = sin2t

nin en az bir sifir1 vardir.
Teorem 1.2(Sturm Ayirma Teoremi).
Kabul edelim ki ¢ ve ¢ bir 1 araliginda
x"+q(t)x=0 (1.4)

lineer diferensiyel denkleminin iki lineer bagimsiz ¢oziimi olsun. Bu takdirde, ¢ nin

ardisik iki sifir1 olan t; Ve t, arasinda 1 nin yalniz ve yalmz bir sifirt vardir. Ornegin
x"+x=0

diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii, ¢ = sint, 1 = cost olmak tizere ¢

nin iki sifir yeri arasinda ¥ nin yalniz ve yalniz bir sifir yeri vardir.
Simdi de ileride teorem ispatlarinda kullanacagimiz esitsizlikleri verelim.
Tamim 1.16 (Holder Esitsizligi). a > 1 i¢in
au s AW (D) > (a + Du(t) wit)
seklindedir.

Tamim 1.17 (Young Esitsizligi). p, q € (1,00) ve her x, y € (0,00) i¢in

seklindedir.



2. BOLUM

IKiINCi MERTEBEDEN YARI LINEER NOTRAL DIiFERENSIYEL
DENKLEMLER iCIN SALINIM KRITERLERI

2.1. Giris
Bu boliimde 0 < t, <t olmak iizere ikinci mertebeden
r@®PE@)IZ' ®1* 2" () + a®)fx(a(t) =0 (2.1)

yarlt (quasi) lineer notral gecikmeli diferensiyel denkleminin salimim kriterleri ile
ilgilenilecektir. (2.1) diferensiyel denklemi i¢in Luhong Ye vd.[1] ¢alismasi géz Oniine
alimacaktir, burada z(t) = x(t) + p()x(z(t)) ve a >0 dir. Bu ¢alisma boyunca,
asagidaki kabuller yapilacaktir.

(Hy) | = [ty, ) olmak lizere t € l i¢inr, p, q € C(l, IR), r(t) >0, 0< p(t) <1lve
q(t) = 0 dur.

(H,) ¥, f€ C'(IR, IR ), Y(x) > 0, x # 0 icin xf(x) > 0 ve

)<t ve LE >k

l|®=1x =
olacak sekilde k, Z gibi iki pozitif sabit vardir.

(H;) TeC(l,IR), ty <tigintT (t) <tve gim 7(t) = oo dur.
(Hy) o €C'(U, IR), ty <tiginag'(t) >0, o () <tve gima(t) = oo dur.

(2.1) diferensiyel denkleminin bir ¢ozimi ile T, >t, olmak {izere
rp(x)|z'| 1z € C'( [T,, ©), IR) o6zellifine sahip ve her t> T, icin (2.1)
diferensiyel denklemini saglayan bir x € C'( [Ty, ), IR) ¢bziimiinii kastediyoruz.
Burada herhangi bir T > t, i¢in sup {|x(¢t)|: t =T} > 0 olmak tizere baz1 [ t,, )

yarim araligi iizerinde mevcut olan (2.1) diferensiyel denkleminin x(t) ¢6ziimlerini géz
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Ontine alinacaktir. Aligila geldigi tizere (2.1) diferensiyel denkleminin bir ¢éziimii keyfi
coklukta sifirlara sahip ise, salinimli aksi takdirde salinimsiz olarak adlandirilir. (2.1)

diferensiyel denkleminin tiim ¢éztimleri salinimli ise, salintmhidir denir.

Ikinci mertebeden nétral gecikmeli diferensiyel denklemin elastik bir ¢ubuga bagh
titresimli kiitlelerle ilgili problemlerde ve bazi varyasyon problemlerinde g¢esitli
uygulamalar1 oldugu biliniyor. Noétral gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin

varhig: ve tekligi ile ilgili uygulamalar ve sorular i¢in Hale [15] ¢alismasina bakilabilir.

Son yillarda, ikinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin
salinim davranisi iizerinde ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir. Oregin  Grammatikopoulos

vd. [14] de, Travis [23] ve Waltman [24] iin sonuglarini gelistirerek ikinci mertebeden
[x(8) + p(®O)x(t — D]"+qO)x(t- o) =0 (2.2)
notral gecikmeli diferensiyel denkleminin salinimini
[ a0 -pGs- s = o0

sart1 altinda ispatladilar. Daha sonra Grace ve Lalli [13], baz1 k > 0 igin I9) >\ ve

ol

olmak tzere

(r@x@® +p@®x(t —D])'+q(t) X(t- 0)=0 (2.3)

seklindeki diferensiyel denklemleri iizerinde ¢aligtilar ve eger

(P r(s— o)
4kp(s)

f [p(s)q(s)(l —p(s— o))
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olacak sekilde bir p € C'(I, IR) fonksiyonu mevcut ise, (2.3) diferensiyel denkleminin
salmimli oldugunu gosterdiler. Elde edilen sonuglarin ¢ogu, (2.1) diferensiyel
denkleminin &zel bir formu olan (2.3) diferensiyel denklemi iizerinde yogunlasmuistir.
(2.3) diferensiyel denkleminin salinimi hakkinda daha fazla sonug igin [3,6,11,12]
makalelere ve oradaki referanslara bakilabilir. Diger yandan (2.1) diferensiyel denklemi

asagidaki

(1’ (1% () + pt)|x(z(®))|“ x(x(®)) =0 (2.4)

ikinci mertebeden diferensiyel denkleminin dogal bir genellemesi olarak gdz Oniine

alinabilir.

Son zamanlarda, Agarwal vd. [4], Chern vd. [5], Dzurina vd. [7], Elbert [9,10],
Kusano vd. [16 — 18], Mirzov [19 — 21] ve Sun vd. [22], (2.4) diferensiyel denklemi

ile bu denkleme karsilik gelen

(r@®x'®)'+a®) y©) =0

ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklem arasinda bazi benzer oOzellikler
gozlemlediler. Ve (2.4) diferensiyel denklemi igin bazi salinim kriterleri olusturdular.
Ayrica (2.4) diferensiyel denkleminin salinimi hakkinda daha fazla sonug i¢in [2, 3, 8]

makaleleri ve bu makalelerdeki referanslar verilebilir.

Yakin zamanda Xu vd. [25] ikinci mertebeden notral

r@®Oly' Oy () +aO)f(x(e(®) =0 (2.5)

diferensiyel denklemi i¢in Dzurina vd. [7] ve Sun vd. [22] nin sonuglarim gelistirdiler.
Ve y(t) = x(t) + p(t)x(t — 1) olmak iizere (2.5) diferensiyel denklemini g6z Oniine
aldilar. Daha agik olarak

ds
limR(t) = lim —— =00
t—oo0 t—oo —
to ra(s)
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ve

dt = oo

a )“+1 a'(t)

J [kq(txl_p("(”)m(”‘(a+1 R(o(0)ra(o(t))
o ra(Oo

sartlar1 altinda (2.5) diferensiyel denkleminin salinimini ispatladilar. Bununla birlikte,
o 1 . . .

ftora(s)ds<oo sarti altinda (2.5) diferensiyel denkleminin her Xx(t) ¢6ziimiiniin
salinimli veya gim x(t) = 0 oldugunu garanti eden yeterli sart1 [25, Teorem 2.3] de

elde ettiler. Bu durumda (2.5) diferensiyel denklemi i¢in birka¢g salinim sonucunu

verdiler.

o 1
Bu boliimde (2.1) diferensiyel denkleminin salinim 6zellikleri fto re(s)ds = oo veya

o L w r o
1} " ra(s)ds< oo sartlar1 altinda, Riccati teknigi ve bazi esitsizlikler kullanilarak

verilecektir. (2.1) diferensiyel denklemi igin verilen salimm kriterleri [25,7,22]

calismalarinda elde edilen temel sonuglarin daha gelismis ve iyilestirilmis halidir.
2.2. Temel Sonuclar

Bu kesimde bize kolaylik saglamasi agisindan asagidaki gosterimleri tanimlayalim.

Buna gore
fd rd
R(t)=j iy n(t)=J =
i, T(s) : ra(s)
ve

e=(5)" QW =a00 - pe®)"

a+1

seklinde olsun.

Simdi tlim R(t) =00 ve m(ty) < oo durumlarini ayr1 ayr ele alalim.

(D) %im R(t) = oo Durumu. Ilk olarak (2.1) diferensiyel denkleminin salinimini
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limR(t) = (2.6)

t—oo

sart1 altinda g6z Oniine alalim.

Teorem 2.1. (2.6) sart1 saglansin. Eger

- 1 L) re®)]
J. [p(t)Q(t) _fk(a + D pa(t)(a' (1) dt =

2.7)

olacak sekilde bir p € C'(l, IR") fonksiyonu var ise, bu takdirde (2.1) diferensiyel
denklemi salimmlidir, burada p.'(t) = max{0, p'(t)} dir.

Ispat. x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin bir salmimsiz ¢6ziimii olsun. Genelligi
bozmaksizin x(t) nin belli bir yerden sonra pozitif bir ¢6ziim oldugunu kabul edelim.
X(t), belli bir yerden sonra negatif oldugunda ispat benzer sekilde yapilabilir. Bu
takdirde her t > T, i¢in X(t) > 0, x(z(t)) > 0 ve x(a(t)) > 0 olacak sekilde bir T = ¢,
vardir. (2.1) diferensiyel denklemi ve (H,) dent> T, i¢in z(t) = x(t) >0vet=>T,

i¢in
@Y @)z’ O1*2'(@®) <0 (2.8)
olur. Boylece r(t)y(x(t))|z'(t)|*t 2’ (t) azalan bir fonksiyondur. t > T, igin

z'(t) > 0 olsun. Aksi takdirde z'(t;) < 0 olacak sekilde bir t; = T, varsa, (2.8)

esitsizliginden t > t; > T icin

rOpx®)Iz' (O 2’ () < )Ptz ) 2' () =-6 <0

elde edilir. Oyle ki

1
8 a 1 1
z'(t) < — - < - ()=
® (‘l’("(t))) () (£) ra(t)

dir. Yukaridaki esitsizlik ¢; den t ye integre edilirse,

1t ds
2(0) = #(6) < —(0)% |

tira (S)




vet — oo igin

t

1 ds
z(t) <z(t;)— (fS)aJ —— = —

tira (S)

14

olur. Budat > T igin z(t) > 0 olmasiyla gelisir. Boylece t > T, igin z'(t) > 0 dur.

Belirtelimki t > T, icin

rOYxO)(z' ()" < r(a(@)p(x(e(®))[z' ()]

yazilabilir. Buradan

1

; ’ r@®OP@) e
2'(0(D) 2 2 (t)<r<a<t)>w(x(o<t)))>

olur. Burada x(t) < z(t) oldugundan T, < ti¢in
X(t) = [1 = p(©)]z(t)
oldugu goriiliir. Boylece (2.1) ve (H,) den Ty < tig¢in
(r®Opx®) (2" (£)*) '+ ka()x“(a(t)) <0
elde edilir. (2.10) goz oniine alindiginda (2.11) esitsizligi Ty < t igin
(rOYx®) (2" (1)) + kQt)z*(a (1)) <0
seklini alir. Ty < tigin

_ T OPE@)E (0)*
w() = r(O0— 250

seklinde alalim. Ac¢ik¢a w(z) > 0 dir. (2.13) in tlirevi alinir

1

w'(t) = p"(Or(OY () () oy + PO OP ) (Z" ()Y

—a p(t) r(OPx(O)) (' ()% z7* (o (1) o' (1) 2'(0)

ve asagidaki diizenlemeler yapilirsa,

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

z%(a(t))
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W,(t)_P((;) p() r®Y(x(®) (2 ()* Za(a(t)) + pO)(r(OP () (' ()Y Za(a(t))

(t\r(t)ll)(x(t))(z (t))“o'(t)(p(t))“r(o(t))“ IP(X(t))“Z ®
z%+ (o (1) (p(t))“r(a(t))“lﬂ(x(t))“

elde edilir. (2.12) ve (2.9) kullanilarak

' ') &1
w'(8) < 220 w(t) ~kp(©QE) - —P— w(®) «
pOT®OP(x(D)*
1
'(t tag’ (¢ g
< 28 w() —kp()Q(D)- — == w(t) «
P PO (a(t)))a
bulunur. V > 0 i¢in
! L a+1l
F(V) =2y () - 0%, voa ()
pO)r(o(t)a

alalim. Basit bir hesaplama ile F(V) = 0 dan V ¢ekilirse,

_ 1 () r(e®)
E@tD@ p@(@R) (o))

bulunur. Burada F(V), V de maxsimum degerini alir, boylece

_ 1 (@) r(e(®)
FV) < Fnax = pimen pei o@ne

dir. Buradan, F,,, degeri w'(t) de yerine yazilirsa,

, _ 1 (p+e®H™ r(a®)
w (t) S kp(t)Q(t) + {J(a+1)a+1 pE(t) (O'(t),)a

olur. Yukaridaki esitsizligi T, dan t ye integre edilirse,

(p+ ()" 1(a(s))
p(s)  (a(s))”

y 1
0< w(t) < w(Ty) —k f [P(S)Q(S) + Lk(a + 1)a+1
To
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bulunur. t— oo alinirsa, (2.7) ile geliski elde edilir. Bu ise, teoremin ispatini tamamlar.
Teorem 2.1 de p(t)=R*(o(t)) alinirsa, asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.1. (2.6) sart1 saglansin. Eger

Q()R*(a(t)) — — dt = o (2.14)
f ¢ " ra(a()R(a(t)

ise, bu takdirde (2.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Sonug 2.2. (2.6) sart1 saglansin. Eger baz1 T > ¢, igin

t—> oo

llmmfl "R (t))jQ(s)R“(a(s))ds > o (2.15)

ise, (2.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Ispat. (2.15) esitsizliginde yeterince biiyiik her t i¢in

Ra
lnR(a(t)) j Q(s)R%(a(s))ds = 7% + &
olacak sekilde &, > 0 var oldugu goriilebilir. Bdylece

ft [Q(S)R“(a(s)) —— () ds = g, lnR(a(t)) + ln R(a(T))

tk ra(a(s))R(a(s))

seklindedir. Bu da (2.14) iin saglandigin1 gosterir. Buradan Sonug¢ 2.2, Sonug¢ 2.1 den

goriiliir.

Sonug 2.3. (2.6) sart1 saglansin. Eger
llm inf —— Q(t)R““(a(t))rw(a(t) > = (2.16)

ise, (2.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.
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Ispat: Acikca (2.16) nin yeterince biiyiik her t icin

1
a'(t)

QOR L ((O)ra(o (1)) = =+ (2.17)

olacak sekilde bir &, > 0 degeri vardir. (2.17) nin her iki tarafi 16—@ ile

ra(a(t))R(a())
carpilirsa,

"t "t
Q(t)Ra(O'(t)) _ i T a'(t) > T €00 (t)
ra(o(t))R(c(®)) ra(a(®))R(c(D))

elde edilir. Bu da (2.14) un saglandigin1 gosterir. Bu nedenle Sonug 2.1 den, (2.1)

diferensiyel denklemi salinimlidir.

Uyan 2.1. (2.4) ve (2.5) diferensiyel denklemi i¢in Sonug 2.1, 2.2, 2.3, Xu vd. [25] ve

Sun vd. [22] nin elde ettigi sonuglarin iyilestirilmis ve genellestirilmis halidir.

Uyan 2.2. r(t) = 1 olmak iizere (2.4) diferensiyel denklemi i¢in Teorem 2.1, Dzurina
vd. [7] deki Teorem 1-3 iin gelistirilmis halidir.

Ornek 2.1. t > 1 igin

(s 12/ (019712 () + tlx ()] x(6) = 0 (2.18)

ta(1+x2(t))

diferensiyel denklemini géz Oniine alalim, burada a > 0, p(t) = %, rit) =t=¢,

1
(1+x2)’

() =t-1, q@t)=t, Y(t)= f(x) = |x|* 1x ve o (t)=t seklindedir.

k=7=1R(a(t)) = % (t2- 1), Q(t) = ziat elde etmek kolaydir. Buradan herhangi bir
T >ty icin

liminf

1 t
[Lm lTlR(—O'(t))JQ(S)R (O'(S))dS
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t
Jps(s* = 1)
= o im inf I (522-1)

= 22a+1 S7art m inf t* -1 =0

olur. Boylece Sonug 2.2 den, (2.18) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Teorem 2.2. (2.6) sart1 saglansin. Eger

I <Q( ) J:M) exp ((a+1)ﬁftwds> dt = o (2.19)
ra(o(t)) ra(a(s))
olacak sekilde bir h € C'(I, IR™) varsa, bu takdirde (2.1) diferensiyel denklemi

salinimlidir.

Ispat. x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin salmimsiz bir ¢oziimii olsun. Genelligi
bozmaksizin, Teorem 2.1 in ispatinda oldugu gibi t > Ty igin x(t) > 0, x(a(t)) > 0 ve
X(t(t)) > 0 olacak sekilde bir Ty > t, degeri vardir. Ve t > Ty igin z’(t) > 0 dir. Ustelik
(2.9) ve (2.12) sartlar1 saglanir. t > Ty igin

_ r®OPpE@®) (@ )
U:= 23(0(0) (2.20)

seklinde tanimlayalim. Ag¢iktir ki, U(t) > 0 dir. (2.20) nin tiirevi alinir

U'(0) = rOPEO)E O sy —arOVEO)E O F20

ve diizenlenirse,

U'0)=0r @O ®) (@' () za(i@)

o' (1)’ ()ra(o(t))pa(x(t))
2%+ (g (8))ra (o () pe(x(t))

—ar@®)P(x(0)(z' (©)*

elde edilir. (2.9) ve (2.12) den
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a at1
U'(t) < -kQ() -a M U< (f)
ra(o(0))

1
olur. Yukaridaki esitsizlikte S22 pa+1

ra(o(t))

eklenilir ve ¢ikarilirsa,

U'() < — le(t) _c (t){’a ha+1(t l l o (t)fa(x(t)) “T“(t) n

ra (e@®) ra (a(®)

1
LA h“*l(ﬂl
rE(a(t))

U < - ko - 5= otk k0] - S0 a0 0 + )
ra(o(t)) ra(a(t))

olur. Holder Esitsizliginden

a+1

aUa (t) + h*t1(t) = (a + Dh()U(L)

yazilabilir. Boylece

U') < — |kQ(t) — 2 s h““(t)l (a+1) 2 W“ h(OU(D)
ra(cr(t)) ra a(1))
elde edilir. Veya
U + (@ + 1) 29Oy < — [kQ(t) _owe h““(t)l
ra(r(®)) ra(a(t)

seklinde yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi exp<(a + 1)# a | to HOLD ds ) ile
ra(a(s))

carpilir ve carpimin tiirevi dikkate alinirsa,

exp| (a + 1)« f Md Uit) | <-1kQ(t) —Gl(t)fahaﬂ(t)
to ra(a(s)) ra(o(t))
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ta'(s)h(s) s

exp| (¢ +1) fé n
Ty ra(a(s))

(2.21)

olur. (2.21) nin T, dan t ye integrali alinirsa,

1 (ta'(s)h(s) s

0<exp| (a+1)f= U(t)

To rE(a(s))

t i ! a+1
< v~k [ | o -T2
T ra(a(s))

1 (So'(U)h(U) i

exp| (a + 1)fa - ds
To ra(a(U))

elde edilir. Yukaridaki esitsizlik t— oo i¢in (2.19) kabulii ile ¢elisir. Bu da teoremin

ispatini tamamlar.

Teorem 2.2 de h(t) = + secilirse, asagidaki sonug elde edilir.
(a+1)¢ aR(a(t))

Sonug¢ 2.4. (2.9) sart1 saglansin. Eger

[ 1 o' (6)
] QOR(s®)  lk(a + 1)@ Ho®)R(o(®) dt = o (2.22)

ise, bu takdirde (2.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Ornek 2.2. t > 1 igin

(5 12 (O122 () +e Jx(yt) 1 x(yt) = 0 (2.23)

1+x2(t)
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diferensiyel denklemini gbéz Oniine alalim, burada a« >0, 0<y <1, r(t) =
pt) = 1-e7 p(t) =1, qt) =e", P (X) =

o(t) =yt dir. Kolaylikla k = =1, R(a(t)) = yt-1, Q(t) = 1 oldugu goriilebilir.

oo (O =t1 () = |x|%"1x ve

Boylece

t 1 a'(s)
= | |es)R(a(s)) - arl) 1 @
1[ b+ DD 5 (6(5))Re(0(5))

f [ys -1 (a + I)(““) (ys — 1)“] ds

ve t— oo icin

={ A 0t=D2 -1 = 1)(a11)(“+1)[(1’t e 1] a#1ise L
Zy[(Vt D?=(r-1)%+; llnlyt 1' , a=lise
olur. Boylece Sonug 2.9 dan, (2.23) diferensiyel denklemi salinimlidir.
(ii) 7(ty) < co Durumu. Kabul edelim ki
m(ty)< oo (2.24)

olsun. (2.24) sart1 altinda (2.1) diferensiyel denkleminin salinim problemini ele alalim.

Teorem 2.3. (2.24) sart1 saglansin. Eger

oo

a'(t)
f (DT (0 (1)) — — dt = oo (2.25)
ﬂ(U(t))T“(U(t))
ve
j (O (t) — re®) _ ly—w (2.26)

2k n(t)(a ©)r @)

ise, bu takdirde (2.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.
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Ispat. (2.1) diferensiyel denkleminin baz1 T > t, igin [T, 00) iizerinde bir x(t) salmimsiz
¢oziimiiniin ~ oldugunu  varsayalim. (2.1) diferensiyel denklemi t=>T igin
rit) Y (x()|z'(t)|* 1z’ (t) nin artmayan oldugunu biliyoruz. Sonug olarak, z’(t) nin
isaretinin iki durumunu g6z 6niine alalm. Yanit> T; > Ti¢in z'(t) > 0veya Zz'(t)
< 0 dur.

Durum 1.t > T i¢in z'(t) > 0 dir. Bu taktirde p(t) = n%(a(t)) alinarak, Teorem 2.1
ile benzerdir. Boylece Teorem 2.1 in ispat1 kullanilarak (2.25) ile bir geliski elde edilir.
Dolayisiylat > T i¢in z'(t) > 0 olamaz.

Durum 2.t > Ty igin z'(t) < 0 olsun. Burada

a-1_,

z (@) (2.27)

_ r@pE@)|z ©)
v = 2%(a (1))

seklinde alalim. Acik¢a [T, o0) iizerinde U(t) <0 dir. r@w(x@)|z' (t)|* 12/ (t)

artmayan oldugundan s > t > T; icin

(r($)P()))e 2'(s) < (r(OP (D)) 2/ (£)

1
dir. Yukaridaki esitsizlik (r(s)y(x(s)))= ile boliiniirse,

7(s) < rOP))e 2'(t) ———
(M)

olur. Ve [t, t] tizerinde integre edilirse,

T

[7©as < cowaE=o | p———
. 2 (r(s)Y(x(s)))a

veya

2(0) < 2(8) + (r(OYE))e 2' (D) f p———
(s XS a

elde edilir. z'(t) < 0 ve (H,) den,



2(0) < 2(8) + LErEOPO))az' () f T
Ta(S

bulunur. Yukaridaki esitsizlikte T — oo alinirsa ve w(t) = [ fl o
ra(s)

oldugundan

0< 2(t) +£ & (r(OY(x(6))ez' () m(t)

olur. Yanit> T igin

-2(t) < £ (r(P((D))ez' (8) n(e)

veya
- £ (WG ())az' (8) n(t)
elde edilir. z'(t) <0 ve z(a(t)) = z(t) dent > T; i¢in yukaridaki esitsizlik

() (r (O (e(D)))a L > — L

200) = %
bulunur. Béylece t > T; i¢in

L7l <meMUit) <0

23

dir. Diger yandan Teorem 2.1 in ispatinda oldugu gibi (2.9) ve (2.12) saglanir. Boylece

(2.27) nin tiirevini alinir

-a T'(t)l/J(x(t)) (z' @) *a'(t)

z%*1(a' (1)

U') = (@D )2’ ) 7o

ve diizenlenirse,

"(t)= ' r_ 1 t)%a’(t (E)pa(x(t)
U= OPEO)E O sy —ar@w(x®) ﬁijz : g))“"(("( - ((x( >
z g’ (t))ra(a(t a(x(t

elde edilir. (2.12) ve (2.9) kullanilarak t> T; i¢in
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1
2o (a+1)
U+ kQ(t) + 20 y@) « <o (2.28)
ra(o(t))

dir. (2.28) esitsizligi m%(t) ile ¢arpilirsa, t = T; igin

o o' () (at+1)
(U’ (t) + kQ(O)n(t) +al e m* () ——|U®)| « <0
ra(o(t))

olur. Ve yukaridaki esitsizligin [T} ,t] ye integrali alinirsa,

t t
r*(U(t) — n*(THU(Ty) + af r e (s) ¥ I(s)U(s)ds + k| Q(s)m*(s)ds

Tl Tl

1t %(s)o’(s
+afa MIU(S)I(““)dS <0 (2.29)

n re(o(s))
elde edilir. (2.29) esitsizligindeki ilk integralin mutlak degeri Young esitsizliginden,

-1 1« ! (a+1)
are nt U] < a e D22y« +E—CO)

ra(a(t)) L )0 () @ (6)

yazilir. Boylece (2.29), yukaridaki esitsizlik kullanilarak

t

e (OU) + k [Q(S)ﬂ“(S) -

T;

£ rO6) s < neqriucry)
(s)(0'(s))%r « (s)

seklini alir. (2.26) dan t —» o iken m*(t)U(t) - —oo olur. Bu ise, m*(t)U(t) = —¢ 1ile

celisir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.4. (2.24) ve (2.25) sartlar1 saglansin. Eger

[ ewnr@ar=e (230

ise, bu takdirde (2.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Ispat. x(t), t= T; > T igin x(t) > 0 olmak iizere salmimsiz bir ¢éziim olsun. Teorem 2.3

teki (2.24) ve (2.25) kabulleri altinda Teorem 2.3 {in ispatinda oldugu gibi, t> T; i¢in
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z'(t) > 0 olamayag: goriilebilir. Daha sonra Teorem 2.3 iin ikinci durumunun ispatina
benzer sekilde devam edersek, (2.28) esitsizligi saglanir. Boylece (2.28) esitsizligi
T**t1(t) ile carpilirsa,

@ a “_"'1
R () () < -t ROECE) g SO

2%(o®) ra(a(®)

elde edilir. Ve © > T; = Tigin [Ty, 7] tlizerinde integral alinirsa,

T

jn““(t)U'(t)dt
f e kQ@®)z% (o (D)) T ()U()
< fn T ) dt + (a + 1) 4 —ri(t) d
vt [[COTO i < 0
nrao(o)
veya

R DU — 2 TOUT) +k [ 0Oner (@ de+ @+ 1) [ YD
" nora(e)

a+1
+aba ]MIU(OI «d(t) <0 (2.31)
T ra(a(t))

dir. Ve Teorem 23 te —¢£'<a*(t)U(t) <0 oldugu goz oniine alinarak
|r®(t) U(t)| < €71 dir. Ayrica T -  i¢in

In** (DU @)| = n(@D)n*(D)|U(7)| <
elde edilir. Ve (2.29) esitsizliginde T — oo iken

o

1 1
J — () U(D)|dt < t"lf —dt < o
Ty roc(t) T1 ra(t)

j a(t) U(t)
T1 I'Ot(t)
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olur. Buradan (2.29) esitsizligi yakinsaktir. Boylece

<

co I a+1 a+1 oo ! a+1
| OOy ae | O reyun T de
. re(o(t)) Ty ra(o(t))

at1 [P og'(t
Sf_Tf ;)dt<00
T:

1 ré(a(t))

elde edilir. Boylece yukaridaki ti¢ esitsizlik dikkate alinarak, T — oo i¢in (2.31) den
f Q(t) m**ti(t)dt < =
T

bulunur. Bu (2.30) kabulii ile ¢elisir. Bu da ispati tamamlar.

Ornek 2.3.t> 1 igin

(12112 () + Hx () |“ ) = 0 (232)

1+x2(t)

denklemini gdz dniine alalim, burada a > 0, 0< y <1, r(t) = e®*, p(t) = 1- e ¢,

1
14x2 "’

qt) = eGeOve ) = 7(t) =t-1, f(x) = |x|*"Ix ve o(t)=yt dir. Ayrica

k=7/=1, m(t)= e t, Q(t)=e@ V¥ oldugu kolaylikla goriilebilir.

Boylece t — oo igin

t

‘ € a'(s)
Q(s)m*(a(s)) — 57 : ds = | (e"* — ey)ds — oo
lj s)n*(a(s)) T (o) s 1[ e y)ds

ve

t

fQ(s)n““(s) ds = fds —

1
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olur. Boylece Teorem 2.4 iin tiim sartlar1 saglandigindan, (2.32) diferensiyel denklemi

salinimli olur.

Teorem 2.5. (2.24) ve (2.26) sartlar1 saglansin. Eger

. 1 a'(t)
Q(O)n(o(®)) - —— ds = o (2.33)
! Fela+ D3 (o (0)n(0(2)

ise, (2.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Ispat. x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin salmmimsiz bir ¢oziim olsun. Genelligi
bozmaksizin bazi T > to igin X(t) nin [T, o) tizerinde pozitif oldugunu kabul edelim.
Boylece (2.1) diferensiyel denkleminden t> T igin r@w(x()|z' (£)|*12'(t)
artmayandir. Bu takdirde t>T; > T i¢in z'(t) > 0 veya z'(t) <0 olur. Egert>T

icin z'(t) > 0 durumunda h(t) = ;1 secilirse, Teorem 2.2 deki duruma geri
n(o(t))(a+1)La

doneriz. Boylece ispat i¢in Teorem 2.2 deki gibi hareket edilir ve (2.33) ile bir ¢eliski
elde edilir. Dolayisiyla t = T igin z'(t) > 0 olamaz. Buradan t > T; igin z'(t) < O dir.

Ispatin geri kalan1 Teorem 2.3 e benzer sekilde yapilir. Bdylece, ispat tamamlanur.
Teorem 2.4 ve 2.5 in ispat1 g6z Oniine alinarak, Teorem 2.6 verilebilir.

Teorem 2.6. (2.24), (2.30) ve (2.33) sartlar1 saglansin. Bu takdirde (2.1) diferensiyel

denklemi salinimlidir.

Uyan 2.3. Teorem 2.3 - 2.6, (2.1) diferensiyel denklemi igin salinim kriterleri olarak
o 1

verilmistir. Ancak Xu vd. [25] ve Sun vd. [22] salinim kriterlerini | [ Te ds < oo sart1

altinda verdiler, dolayisiyla burada verilen sonuglar onlarin sonuglarimin daha

tyilestirilmis halidir.

Ornek 2.4.t> 1 icin

(o |2 (D112 () + e 1x(rO1“ 90 = 0 (2:34)

1+x2(t)

denklemini goz dniine alalim, buradaa >0, 0< y <1, r(t)=t%%, p(t)= =
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1
1+x2 '

qt) = t%, @) = T(t) = %, f(x) = |x|*"1x, o(t) =yt dir. Ayrica k = /=1,

n(t) =+, Q(t)= 55t oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece t — oo iken

t
1 a'(s)
1= [ |owrnto) - gy ’
s l fk(a+1) T‘E(O'(S))T[“(O'(s))
‘ a—2
=f e A PP
2%y (a + 1)+l
1
1 (t%—1 Ya_l (ta-1_1 +1
] = 2%yt ) (@a+DF I(g—1)" ) a 48
%(t—l)—%lnt C a=1

dir. Daha sonra t— oo iken

t t
£ r(a(s)) 1 ey©

Q(s)m*(s) — — — ]d = | |———I|d
1[ [ ()T ) /1 e

:zia(t-l)—e y%Int - oo

elde edilir. Boylece Teorem 2.5 in tiim sartlar1 saglanir. Dolayisiyla (2.34) diferensiyel

denklemi salimimlidir.



3. BOLUM

IKINCi MERTEBEDEN NOTRAL NONPOZITIF KATSAYILI
DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMI

3.1. Giris
Bu boliimde lineer olmayan ikinci mertebeden t > t, > 0 i¢in
(r® "))+ q®f(x(a (1)) =0 3.1)

notral gecikmeli diferensiyel denklemin salinimi incelenecektir. Bunun igin (3.1)
diferensiyel denklemi tizerinde Qi Li vd. [26] tarafindan ¢alisilmis olan makale goz
Oniine alacaktir, burada z:= x(t)-p(t)x(z(z)) ve a iki tek pozitif tamsaymin oranidir.

Boliim boyunca asagidaki hipotezlerin saglandigi kabul edilecektir.
(H1) r, p, geC([to, ), IR), r(t) > 0,0 < p(t) < py < 1, q(t) = 0 ve yeterince biiyiik t
icin g sifirdan farklidir.

(H2) 7eC([to, =), IR) igin 7(z) <t ve tlfii T(t) = oo.
(H3) o €C’'([to, ), IR), a'(t) > 0, a(t) <t ve tlirg o(t) = oo.

(Hs) f € C(IR, IR), her u # 0 igin uf(u) > 0 ve u # 0 igin,

fw

uCl

>k

olacak sekilde dyle bir k pozitif vardir.
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T, =ty igin [Tx, o) araliginda r(t)(z'(t))* eC'([Tx, o), IR) 6zelligine sahip (3.1)
diferensiyel denklemini saglayan X €& C([Tx, o), IR) ¢oziimiinii kastediyoruz. (3.1)
diferensiyel denklemi T > Ty i¢in sup {|x(t)|: t = T} sartin1 saglayan bu tiir ¢6ziimlere
sahip olan ¢ozlimlerini ele alalim. Alisila geldigi gibi [Tx, o0) lizerinde sonsuz sifirlara
sahip ise, (3.1) diferensiyel denkleminin ¢6ziimiine salinimli denir. Aksi takdirde
salmimsizdir denir. (3.1) diferensiyel denkleminin tiim ¢6ziimleri salinmli ise,

salinimlidir denir.

Son zamanlarda c¢oziimlerin salinimini incelemeye artan bir ilgi vardir. Farkl
diferensiyel denklem siniflari, doga bilimleri ve miihendislikte genis bir uygulama
alanma sahiptir. Omegin Hale [15] ve Wong [27] calismalarma bakilabilir. Ozellikle
bir ¢cok makale, ikinci ve Tlgiincii mertebeden gecikmeli diferensiyel denkleminin
salinim davranisiyla ilgilenmistir. Ornegin [7,27 — 39] calismalar referans olarak
gosterilebilir. Ayrica ikinci mertebeden (3.1) diferensiyel denklemleri ve 6zel durumlari
icin salinim kriterleri, [27 — 31,33 — 36,38,39 | calismalarinda verilmistir. Cesitli

arastirmacilar (3.1) diferensiyel denkleminin salinimin
-0 < —pyp=p(t) <0

durumunda ¢alismalara ragmen genellikle -1 < p(t) < 0 kabulii kullanmistir. Ozel

olarak Wong [27] ve Yang vd. [39], (3.1) diferensiyel denklemi i¢in
0<p(t) <py <1 (3.2)
ve
t(t)=t—10<t ve o(t)=t—o0y<t (3.3)

sartlar1 altinda salimim teoremini elde ettiler. Ayrica Qin Li vd. [38], [39] daki

yanligliklara dikkat ¢ektiler. Baculikova ve Dzurina [31] {igiincii mertebeden nétral,

(r@ ([x@® F px(6@)])"Y) +a®x (x(®) = 0

diferensiyel denkleminin saliniminin
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(0]

f ra (Ddt = o

to

sart1 altinda asimtotik 6zelliklerini arastirdilar. Burada [31] ¢alismasi baz alinarak (3.1)
diferensiyel denklemi igin salinim sonuglar1 incelenecektir. Belirtelim ki, tim
fonksiyonel esitsizliklerin yeterince biiyiik her t i¢in saglandig1 kabul edilecektir. Ayrica
genelligi bozmaksizin (3.1) diferensiyel denkleminin pozitif c¢oziimleriyle

ilgilenilecektir.
3.2. Salimim Sonuglari

Bu kesimde, (3.1) diferensiyel denkleminin salinim kriterlerini vermeden Once

asagidaki yardimct lemmalar verelim.

Lemma 3.1.(H;) — (H,) sartlart ve (3.4) sarti saglasmm ve X, (3.1) diferensiyel

denkleminin pozitif bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde z, asagidaki iki durumu saglar:
Burada t; > t, yeterince biiyiik olmak tizere t > t; i¢in,

(Cy) z(t)>0, z'(t) >0, (r)(z'()*)' <0 wve

(C2) z(t) <0, z'()>0, (rH(z' )"’ ' <0

dir.

Ispat. Kabul edelim ki t > t, igin x(t) > 0, x(r(t)) > 0 ve x(c(t)) > 0 olacak sekilde

bir t; > t, vardir. (3.1) diferensiyel denkleminden

(rO(z' ()" < -kq@®) x*(a()) <0 (3.5)

oldugu gorilir. Boylece r(t)(z'(t))%, tek isaretli ve artmayandir. Yani t>t, igin
z'(t) > 0veya z'(t) < 0 olacak sekilde bir t, > t;vardir. Eger t > t, i¢in z'(t) > 0 ise,
(C,) veya (C;) durumlariin biri saglanir. Simdi z'(t) < 0 olmayacagini ispat edelim.

Egert > t, icin z'(t) < 0 ise, bu takdirde t > t, i¢in

rit)(z'(t)*<-c<0
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dir, burada ¢ = - r(t,)(z'(t;))* > 0 dir. Boylece

-1 -1

z'(t) < —cara(t)

yazilabilir. Yukaridaki esitsizlik t, den t ye integre edilirse,

t t

f 2'(s)ds < f _cara(s)ds

ty ty

t

z(t) < z(ty) — c_71 jr%(s)ds

ty

olur. (3.4) sartindan, tlim z(t) = - oo dir. Simdi asagidaki iki durumu ayr ayr ele

alalim.

Durum 1. Eger X siirsiz ise, bu takdirde Igim ty = cove Iéim x(ty) = oo olacak sekilde

bir t;, dizisi vardir, burada x(t;) = max {x(s): t; < s < t;} dir.
tlirorcl) 7(t) = oo oldugundan yeterince biiyiik her k igin 7(t;) > t, dir. T(t) < t den
X(t(tg)) =max {x(s):ty < s < t(tyx)} <max {x(s):ty <s <t} =x(ty)
dir. Boylece yeterince biiyiik her Kk igin
2(ty) = x(tr) — p(ti)x((te)) = (I- p(ti))x(tx) > 0
bulunur. Bu da giTorg z(t) = —oo ile gelisir.

Durum 2. Eger x sinirliysa, bu takdirde ayni1 zamanda z de sinirhidir. Bu da L{im z(t) =

—oo ile celisir. Boylece z, (C1) ve (Cz) durumlarindan birini saglar. Bu da ispati

tamamlar.

Lemma 3.2. Kabul edelim ki x, (3.1) diferensiyel denkleminin bir pozitif ¢6ziimii olsun

ve Z, (C2) durumunu saglasin. Bu takdirde
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limx(t)=0

t—oo

dir.
Ispat. z< 0 ve z’ > 0 oldugundan

limz(t) =1 <0

t—oo

olabilir. Burada [ sonlu bir sabittir. Yani z sinirlidir. Lemma 3.1 deki Durum 1 in

ispatinda oldugu gibi, X de sinirlidir. X sinirl oldugundan 0 < a < oo igin

limsupx(t) =a

t—oo

dir. @ = 0 oldugunu kabul ediyoruz. Eger a > 0 ise, bu takdirde lim t,, = oo ve

m—0oo
lim x(t,,) = a olacak sekilde bir {t,,} dizisi vardir. Burada & = @olsun. Bu
m—oo 0
durumda yeterince biiyiik her m i¢in X(z(t,,)) < a + € ve boylece
. . _a(1l—=po)
0= limz(t,) = lim x(t,) —pate)= ———>0
m-—oo m—co

2

olur. Ki bu bir geliskidir. Boylece a = 0 ve lim x(t) = 0 dir. Bu da ispat1 tamamlar.
X—00

Simdi yeterince biiyiik t; = t, i¢in
t
1 _1
£(0) = (D) j ra(s) ds
t1

seklinde alalim.

Teorem 3.1. Kabul edelim ki (H;) — (H,) sartlar1 ve (3.4) sarti saglansin. Eger

yeterince bliyiik her t; > t; i¢in

P Or(e®)]

= 3.6
£ (o(®)) (3.6)

| [kp(t)qa) -



34

olacak sekilde pozitif bir p € C'([to, ), IR) fonksiyonu var ise, (3.1) diferensiyel

denkleminin her x ¢6ziimii ya salinimlidir ya da gim x(t) = 0 dir, burada

p+' (t) = max{0, p'(t)} dir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin t > t; igin x(t) > 0, X(r(t)) > 0 ve x(a(t)) > 0 olacak
sekilde bir t; >t, mevcut oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (3.5) esitsizligi
saglanir. Lemma 3.1 den z, (C1) ve (Cy) sartlarindan birini saglar. Bu iki durumu ayri

ayr1 gbz Oniine alalim.
Ik 6nce (C1) sartinin saglandigini kabul edelim. z nin tanimimdan
X() = () + pOx(z () = z(t) 3.7)
olur. (3.5) ve a(t) < t sart1 kullanilarak
r)(z' ()" < r(a(®)(z'(a(t))” (3.8)
bulunur. Simdi (3.5) den

[ (r(s)(2' ()P

& ra(s)

z(t) = z(t;) +

ds > 2/ ()re(t) J ra(s)ds = E@)Z' () (3.9)
t1

elde edilir. t > t; i¢in bir w~ fonksiyonunu

r(@®)(z' ()"

WD) = p(0) =z s

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde t > ¢t i¢in w+(t) > 0 ve wnin tiirevi alinirsa,

(rOE®))
z“(a(t))
ar(t)(z' () 2 (a(t))a’ (t)
Z“+1(a(t))

w'(t) = p’(ﬂ% + p(0)

—p(t) (3.10)

elde edilir. (3.5), (3.7) - (3.10) da kullanilarak
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, , TOE®)
w'(t) < p'(t) (o)) C0) kp(t)q(t)
o Te@®)
<p, (t)—fa(a(t)) k p(£)q(t) (3.11)

dir. (3.11), t, dent ye integre edilirse (t, > t;)

P+’(S)7”(O'(5))
§%(a(s))

wi(t) —w(ty) < — f Ikp(s)q(S)—
tz

veya

oy ($)r(a(5))
£(a(s))

ds < w(t,)

t
f [kp@)q(s) -

olur. Bu da (3.6) kabulii ile ¢elisir. Eger z, (C2) durumunu saglarsa, bu takdirde Lemma

3.2 den lim x(t) = 0 dir. Boylece ispat tamamlanir.
X—00

Ozel olarak p(t) = 1 olsun. (3.1) diferensiyel denklemi i¢in Teorem 3.1 kullanilarak

asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1. ( Hy) — (H,) sartlar1 ve (3.4) sart1 saglansin. Eger

f q(t)dt = o
ise, bu takdirde Teorem 3.1 in sonucu saglanir.

Teorem 3.2. a =1 olsun ve (H;) — (H,) sartlar1 ve (3.4) sart1 saglansin. Eger

yeterince biiyiik her t ; > t i¢in

(o' OPr(o®) |, _
4ap(t)o’ ()§ (o (1))

| [kp(oq(t) - (3.12)
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olacak sekilde pozitif bir p € C'([to, ), IR) fonksiyonu var ise, bu takdirde Teorem 3.1

in sonucu aynen saglanir, burada p,'(t) = max{0, p'(t)} dir.

Ispat. Yukaridaki gibi x in, (3.1) diferensiyel denkleminin pozitif bir ¢6ziimii oldugunu
kabul edelim. Lemma 3.1 den z, (C1) ve (C2) sartlarindan birini saglar. iki durumun

her birini ayr1 ayr1 géz oniine alalim.

[lk olarak z nin (C1) dzelligini sagladigini varsayalim. Bdylece (3.8) ve (3.9) elde edilir.
Simdi w~y1 Teorem 3.1 in ispatinda oldugu gibi tanimlayalim. Bu takdirde

w > 0 ve w nin tirevi alinirsa,

p' . (®) y r@(z'®)" z'(o(v)
p(t) W(t) ao (t)p(t) Za(O'(t)) Z(O'(t))

w'(t) < —kp(t)q(t) + (3.13)

elde edilir. Diger yandan (3.8) ve (3.9) dan

Z(@®)__ 1 re®)(E (e®))" (z(a(t)))a_l ~ S o ©)° (3.14)
z(a(@®) r(c®) z%(a(t)) z'(a(t)) - r(c(£)z%(a(t)) '

bulunur. (3.13), (3.14) de yerine yazilirsa,

P . £ o)
o® OO oo

w/ () < —kp(t)qe) + w2(t)

(v, ®) (o)
4ap(t)o’ () (a (1))

< —kp(t)q(t) + (3.15)

elde edilir. (3.15), (t, > t) t, den t ye integre edilirse,

(0,©) (o)
1ap()0’ ()E (0 (5))

ds < w(t,)

t
| [k p(s) als) —

dir. Bu ise, (3.12) kabulii ile ¢elisir. Eger z, (C,) sartin1 sagliyorsa, bu takdirde Lemma

3.2 kullanildiginda l{im x(t) 0 olur. Bu da ispat1 tamamlar.
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Ornek 3.1.t > 1 icin

II

[x(t) —%x(t—g)] +8x (t—%) —0 (3.16)

ikinci mertebeden bir noétral diferensiyel denklemini goz oniine alalim. Sonug 3.1 den,

(3.16) diferensiyel denkleminin her x ¢6ziimii ya salinimli yada gim x(t) = 0 ozelligini

sagladigi goriiliir. Ornegin X(t) = sin4t, bu denklemin salinimli bir ¢dziimiidiir.

Ornek 3.2.t> 1 icin

[t2(2'(©)3] + yt2x3 (%) =0 (3.17)

ikinci mertebeden bir nétral diferensiyel denklemini goz 6niine alalim, burada

z(t) = x(t)-x(t/3)/2 ve y > 0 bir sabittir. Burada a = 3, r(t) = t?, q(t) =t72, o(t) = 1/2,
k =1y ve p(t)=t ve belirtelim ki her k, € (0,1) igin &) >3kt olsun. Teorem 3.2 den
(3.17) nin her x ¢oziimii ya salmmhidir yada bazi k, € (0,1) i¢in ¥ > 1/54k,> ise,
tlirﬁ x(t) =0 dir. Bununla birlikte Teorem 3.1 den (3.17) nin her X ¢oziimi ya

salimmmhdir yada bazi ko € (0,1) ig¢in y > 2/27ky° ise, tlim x(t) = 0 saglanir.

Belirtelim ki her k, € (0,1) i¢in

1 ,
= > —— vardir. Boylece Teorem 3.2 bazi
27ko> 7 54k,

durumlarda Teorem 3.1 i gelistirir. Ancak Teorem 3.1, 0< a < 1 oldugu durumlarda
(3.1) diferensiyel denklemine uygulanabilir. [27,38,39] da elde edilen sonuglar, (3.3)
sartt bu denklem i¢in saglanmadigindan (3.17) diferensiyel denklemine uygulanamaz.

Uyan 3.1. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 ile (3.1) diferensiyel denklemi, Sonug¢ 3.1 den

her x ¢oziimii ya salinimli ya da tlim x(t) = 0 gibi farkli davraniglara sahiptir. Ayrica z

nin isareti bilinmediginden, (3.1) diferensiyel denklemin tim ¢dzlimlerinin sadece

salimimli olmasimi ve gim x(t) # 0 olmasini saglayan yeterli sartlar1 elde etmek kolay

degildir.



4. BOLUM

IKINCi MERTEBEDEN NOTRAL DIFERENSIYEL
DENKLEMLERIN SALINIMI

4.1. Giris

Bu boliimde ikinci mertebeden lineer olmayan notral

() ((x(®) + pOx(z(ONH) +a)x“(a(8)) =0 (4.1)

seklindeki diferensiyel denklemin salinimi ile ilgilenilecektir. (4.1) diferensiyel
denklemi i¢in Ravi P. Agarwal vd. [40] tarafindan yapilan ¢alisma goz Oniine
alinacaktir, buradat > t, > 0 ve @ > 1 pozitif tek tamsayilarin oranidir. Ayni zamanda
r, o € C'([ty, 0], (0, =)), p, q, T € C( [ty, 0], IR) olacak sekilde fonksiyonlardir.

Ayricat > tyigin - 7(t) <t, o(t) <t, o'(t) >0, gim (t) = gim o(t) = oo,

0<p(t) <1, q(t) = 0 ve g belli yerden sonra sifir olmayan bir fonksiyon olsun, burada
z(t):=x(t)+p(t)x(z(t)) dir. Ve kabul edelim ki (4.1) diferensiyel denkleminin x ¢6ziimleri
mevcut ve siireklidir. (4.1) diferensiyel denklemin ¢6ziimii sonsuz sifirlara sahip ise,

saliniml1 olarak adlandirilir, aksi takdirde salinimsizdir.

Ikinci mertebeden nétral diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin salinimli davranisina
artan ilgi, bunlarin doga Dbilimleri ve mihendislikteki uygulamalarindan
kaynaklanmaktadir. Ornegin [1,41 — 47] bakilabilir. Bunlar arasinda Han vd. [42], Ye
ve Xu [1], (4.1) diferensiyel denklemi igin birka¢ salinim sonucunu ispatladilar. Bu

kriterlerden bazilarini asagida verelim. Burada kolaylik olmas1 bakimindan

o

£ = ( ¢ )a+1, Q(t):= q(t) (1 - p(a(t)))a, w(t) == J r% (s)ds

t
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seklinde alalim.

Teorem 4.1[1, Teorem 2. 3]. Kabul edelim ki

m(ty) < oo (4.2)
ve
f [Q(t)n“(a(t)) IOk ]dt —
w(o(t)ra(a(t))
ve
f [Q(t)ﬂ“(t) r__ &8 ]dt = o
(t)(o(t) N*r a (t)

olsun. Bu takdirde (4.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Teorem 4.2 ([42, Teorem 2.1 |). Kabul edelim ki (4.2) sart1 saglansin ve t > t, igin

p'(t) =0 ve a(t)<t(t)=t-14 (4.3)
olsun. Eger
tim sup [ @) |,
to e J P00 - G e - @
ve

q(s)m*(s) €
(1+p(s)” (s) ré(s)

t
lim sup J ]ds =
t—oo t

0

olacak sekilde bir p € C '([ty, ], (0, )) fonksiyonu var ise, (4.1) diferensiyel
denklemi salimmlidir, burada (p'(t)),= max {0, p’(t)} dir. (4.3) iin kabuliinde, Teorem
4.1 deki yanlsliklar Teorem 4.2 de diizeltilmistir. Ozellikle Han vd. [42]
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X(t) = (1- p()z(t)

burada x(t), (4.1) diferensiyel denkleminin ¢6ziimii oldugundan yukaridaki esitsizlik
saglanmaz. Bu c¢alismada Han vd. [42] salimm sonuglarinin iyilestirilmis hali
verilecektir. Ayrica Ye ve Xu [1] burada genellestirilmis Riccati doniigimii
kullanilarak, (4.1) diferensiyel denklemi igin (4.3) sartin1 saglamayan yeni bir salinim

kriteri elde ettiler.
4.2. Salimim Sonuclar

Bu kesimde ele alinan tiim fonksiyonel esitsizliklerin, yeterince biiyiik t ler igin
saglandig1 kabul edilecektir. Asagidaki esitsizlikler sirasiyla Jiang ve Li [44], Zhang ve
Wang [47] ¢alismalarinda bulunabilir.

Lemma4.1. a > 1 iki tek tamsayinin orani olsun. Bu takdirde AB > 0 i¢in

AG? — (4 - B)( O‘: [(1+ a)A — B] (4.5)
ve C> 0igin
(a+1) a® pa+i
CV @ +DVs o (4.6)
dir.

Teorem 4.3. Kabul edelim ki (4.2) sart1 saglansin ve (4.4) diferensiyel denklemini

saglayacak sekilde bir p € C'([ty, ©0](0, )) fonksiyonu mevcut olsun. Eger

5(s>r(s)((«p(s))+))“”l ds = oo

t
lim sup Jto [¢(s) - (o + 1)t 47)

olacak sekilde bir 6 € C'([ty, ], (0,0)) var ise, (4.1) diferensiyel denklemi

salimimlidir, burada

PO =80 [q(t) ((1—p( (6 0) &”) v —]

ra()meti(t)
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(t) ) 1+a
=4
p(t) < m(t(t)) ' (p(t) 8(0) ré(t)n(t)

ve (p(t))4 :=max {0, ¢(t)} seklindedir.

Ispat. Kabul edelim ki x, [tq, o0) araliginda (4.1) diferensiyel denkleminin salinimsiz
bir ¢oziimii olsun. Genelligi bozmaksizin her t>t; igin x(t)> 0, x(z(t)) > O,
X(a(t)) >0 olacak sekilde bir t; = t, degerinin oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
z(t)= x(t) >0 ve

(r@®E' @©)*)'=-at)x*(a(t)) < 0 (4.8)

oldugundan r(z")%, her t > t; i¢in artmayandir. Béylece z’ niin, belli bir yerden sonra
isareti degismez. Yani her t > t, i¢in z'(t) > 0 veya z'(t)< 0 olacak sekilde bir t, > t;

degeri vardir.

Durum 1. Her t > t, i¢in z'(t) > 0 olsun. Boliim 2 de Teorem 2.1 in ispatina benzer

sekilde (4.4) sartindan ¢eliski elde edilir.

Durum 2. Kabul edelim ki her t > t, i¢in z'(t)< 0 olsun. Buradan (r(z'(t))%*)’ < 0 dan

her t, <t <si¢in (r(z'(t))%*)’ artmayan oldugundan
r(s)(z'(s))* < r(t) (z' ()"
(2 ()" < 23 (' ()"
veya
z'(s) < (%)E z'(t)

bulunur. Bu esitsizligi t, <t < | olmak {izere t den | ye integre edilirse,

l l 2
f z'(s)ds Sf (%) z'(t)ds



| =

< ra(t)z (t)f r(s)
veya
z() < z(t) + ra(t)z (t) l _% (s)ds
elde edilir. Boylece
2(t) < re (D)2 (£) 7(E)
veya
2(t) > - () ra(D)z' ()

bulunur.

5 2
n(t)z ra(t)z'(t)

-1
olur. -ra(t) >0, z'(t) <0 ve yukaridaki esitsizligin tiirevi alinirsa,

z(t) (t) z(t)
(T[(t)) T ) wR() " (1)

w 1
elde edilir. Burada m(t) = [ 77 (s) ds oldugundan,

b _
n'(t) = lim (f r7(s)ds>
t—oo t

!

veya

7' (t) = 7 (1)
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(4.9)

! 12 _ ! -1
bulunur. Yani (@) = 2OnO-zBm O ve m'(t) = ra(t) oldugundan (4.9)

(t) 2 (t)

kullanilarak,



2! () +2(t)—4—

(@)’ = ra)
(t) 2 (t)
! (L) l( )

z(t) Z'®On®)ra(t)+z(t)

—) = >0
elde edilir. Boylece

2(t) = x(t) + px(z(t))
tanimindan,

X(t) = z(t) — p(Ox(z (1)
olur. Her t > t, i¢in (X(z(t)) yerine z(z(t)) yazilirsa,

x(H)= z(t) — p()z(z (1)
olur. (%) = 0 oldugundan % azalmayandir. Dolayisiyla t(t) < tigin

z(z(t)) > z(t)
n(t(t)) — m(t)

veya

2(z(t) 2 5 n(x())

yazilabilir. Bu takdirde (4.10) esitsizligi

X0 = 20-p0) (23 n(2(0)))

veya

X0 = (1-p®) Z2)a()

yazilabilir. (4.8) ifadesinde (4.11) esitsizligi kullanilirsa,
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(4.10)

(4.11)
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OE @Y <-q0(1 - pE@) D) @) @1
bulunur. Simdi ¢, < tigin,

7 a
W)= 5() [’“Z)S(t;t” + nj(t)] (4.13)

seklinde genellestirilmis Riccati doniisimii tanimlayalim. Ve (4.9) esitliginin her iki

tarafin a inc1 kuvveti alindiginda,
z%t)= - n%rt)z' (t)*
ve
z%(t) + t*r(t)z' (t)* =0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, her t, < tigin wy?) = 0 dir. (4.13) Uin tiirevi alinirsa,

ey — soren (TOE @) 1 ) rME' NN’ sMar®)( )%z’ ()  sM)an’(t)
w (t) — 5 (t)( Z%(t) + n“(t)) i Z%(t) z“"’l(t) n“"’l(t)

1
elde edilir. Burada 7’ (t) = - ra(t) oldugundan

! ! a ! ay! ! a+1l
w'(t) = 5 ® 5(t) (T(t)(Z ®) 1 ) O) r@®E N  ad®)r)(z (1)

8(t) z%(t) T (t) z%(t) (z(e))a*t
)
b_BO
et (t)ra(t)
veya
ey — 8/ (@) 8@ r@®E' )"’ GO JO)
t) = ——wi(l) + -a 5(t) r(t) + 4.14
w0 =5, w0 0) O o Y g
' a+1

bulunur. Burada (4.14) esitliginde % ifadesini elde etmek i¢in w" nin tanimindan,

w _rOE @O | 1
5(t) z(t)% &




w1 _ @@
r)é) r()n* z(t)*

ve
1
(w(t) 1 )E:Z'(t)
r)st)  rt)n® z(t)
yazilabilir. (4.15) ve (4.16) dan,

oc_+1
@' @) _ ( we) _ 1 )a

(z()*+? r@®)s)  r®m*®)

elde edilir. Bu (4.17) ifadesi w nin tiirevinde yerine yazilirsa,
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(4.15)

(4.16)

(4.17)

a+1l

W,(t) - §°(t) W(t) + () (r()(z' ()% -a 6(t) I’(t) [ w(t)

5(t) Z%(t)
+ (x(S(t)l
e+ 1(t)ra(t)
elde edilir. Kabul edelim ki
_ w(t) — 1
=rose ¢ BT oo

olsun. (4.5) esitsizligi kullanilarak,

a

e 1 1
(5(‘/:)(:20 )m+1 i [r(‘zf)th) - r(t);“(t)]a+1 = [m]a [(1 +a)

r()8(t)

1 ]7
r(Om(t)

wi(t) _ 1 ]
r(t)6(t) r(t)me(t)

veya
1 a
w(t) 1 at1 w(t) \at1 1 wi(t) 1
— > — .
r(t)6(t) r(t)n’“(t)] - (r(t)6(t) ) an(t)ré(t) [(1 + C() r(t)6(t) r(t)n”‘(t)] (4 18)

elde edilir. Diger taraftan, (4.12) den z'(t) < 0 ve o (t) <t oldugundan, yani z azalan

ve z(a(t)) > z(t) oldugundan
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rOE ) <-90(1 - pe() T2L)" 22(r)

veya

(r®)(z' @)™’ n(z(a(t))
COEOD” < q)(1 - plo(0) ) (4.19)

olur. Boylece (4.14) ifadesinde (4.18) ve (4.19) kullanilarak

a+1

8t ON\“ SMOrOwEr) «  (1+a)as®r®w(t
w0 = 29w - 5(090) (1~ p(o(©) "EED) . ¢SGR € _ 140ty
Sa+1(t)ra+i(t) ara ()T §(Or(t)

ad(t)

ONO) +
1 1
an®l(rat)r(t) mEFI(H)ra(t)

<- r m(t(a ()" +wi(t) |29 4 1ta
<-8(t [Q(t) (1 p(o(D) Tr(c(t))) VO 5o (o)

ot (t)ra(t)

elde edilir. Teoremin kabuliinde verilen 1 ve ¢ fonksiyonlar1 géz dniine alinarak, son

esitsizlik

w/(t) < - p(0) + (9(O) s w(t) - ——wl@) (v
SM®rt)a

(4.20)

seklini alir. Simdi

C=—>"—, Di=(p®); Ve V=w()
(®rt)a

alalim. Bunlar (4.6) esitsizliginde uygulanirsa,

(e®)+“ 8(®Or(t)
aa

— WD +w© o), < —=
(5(’:)7”(1“));‘ T = (a+1)att

veya
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a ) OUGICI I
£))+ w(t) - () @ < 421
(p(£))+ w(t) pr—— O == e (4.21)

elde edilir. (4.20) ve (4.21) den,

W) < - p(0)- §(O)r(t) LR

(a+1)at1
bulunur. Bu esitsizlik t, den t ye integre edilirse,
t ‘ (@)
"(s)ds < - -6 ——|d
wes <[ |9 - 806 ] o

veya
ft [lp(s) — 6(s)r(s) M] ds < —w(t) + w(ty)
tz (a + 1)a+1 = 2
veya
J [¢<s) - 8 %] ds < w(t;)

elde edilir. Bu ise, (4.7) ile gelisir. Bu takdirde (4.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Buda ispat1 tamamlar.

Ornek 4.1. t>1 i¢in

!

((tZ(x(t) +pox (g))) + gox(t) = 0 (4.22)

ikinci mertebeden diferensiyel denklemini géz Oniine alalim, burada p, € [0,1/2) ve

qo € (0, 00) dir. Ayrica p(t) = 1 ve 6(t) = % olsun. Bu takdirde (4.4) sart1 saglanir.

p(t) = % ve ¢ (1) = M dir. Ayrica r(t) = t2, p(t) = po, qt) = qo t(t) = % ,

o(t) =t, a =1dir. Burada
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5(S)f($)((<ﬂ($))+))““ld
S

t
im sup fto [‘/’(s) T (@t e

=l ft lqo(l —2py) t° <1> 1
im sup — |z 53|49
t—oo to s t\t/) 2

_ limf:[%(lgho)_ 4%]‘15 — lim f [qO(l—Zpo) ]d

t—oo t t—oo

bulunur. Boylece ¢q, > (1_4&0) sart1i altinda (4.7) sartt saglanir. Dolayisiyla

Teorem 4.3 e gore q, >

—(1_:100) sartindan (4.22) diferensiyel denklemi salinimli olur.

Ancak, Teorem 4.1 ve 4.2, (4.22) denklemine uygulanmaz. Ayrica p, = 0, qo > i i¢in

ikinci mertebeden
(t2x"(£))" + qox(t) =0
Euler diferensiyel denkleminin salinimi i¢in kuvvetli bir sarttir.

Uyan 4.1. Bu calismada (4.1) diferensiyel denklemi i¢in olusturulan salinim kriteri
Baculikova ve Dzurina [41], Hasanbulli ve Rogouchenko [43], Jiang ve Li [44] ve
Zhang ve Wang [47] tarafindan verilen sonuglari tamamlayici nitelige sahiptir. Clinkii

m(ty) = oo yerine r(t,) < oo kullanildi.

n'(t)
m(T(t)) —

vd. [46] ¢alismasi i¢inde tamamlayici bir dzellige sahiptir.

Ozel olarak p(t) < —-— < 1 durumundada yukaridaki teoreme uygulanabildiginde Li

Uyan 4.2. [1,43,46,47] referanslarindan farkli yontemler kullanilarak Ye ve Xu [1]
nin sonuglarin1 degistirdi. Ve Han vd. [42] ve Li vd. [1,46] nin (4.22) sartin1 kaldirdu.

o(t) <1(t), ©(t) <a(t) ve dolayisiyla too = oot dir.



5. BOLUM

IKINCi MERTEBEDEN NOTRAL GECIKMELI DIiFERENSIYEL
DENKLEMLERIN SALINIMI

5.1. Giris
Bu boliimde 7 > 1o i¢in ikinci mertebeden
(r® ' ()" +atx*(a(t) =0 (E)

yart lineer notral gecikmeli diferensiyel denklem sinifinin  salinim  problemi
incelenecektir, burada z:= x(t)+p(t)x(z(z)) seklindedir. (E) diferensiyel denklemi igin
Said R. Grace vd. [48] tarafindan ¢aligilmis olan makale g6z Oniine alinacaktir. Bu

boliim boyunca asagidaki kabuller mevcut olsun.

(H1) a pozitif tek tamsayilarin bir oranidir.

(H2) t, >to igin [t, , o0) yarim araliginda r eC'([to, ), (0, )), p, q€C[to, =), (0, )),
0 <p() <1lveq(t), t,>rtoi¢in herhangi bir [t,, o) araliginda sifir olmasin.

(H3) 7, o €C([to, ), IR) igin z(2) <t, o(t) <tve tlL’ZZ, (t)= girglo a(t) = oo olsun.

Biz burada

foor‘l/a (s)ds = o (5.1)

0
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oldugu durumu gbz oOniine alinacaktir. [49] numarali makalede (E) diferensiyel

denkleminin salinim davranisi

foor_l/“ (s)ds < oo
to
kabulii altinda arastirllmistir. (E) diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii ve r(z'(t))* €
C'([to, =), IR) bir fonksiyon ve [to, o) araliginda baz1 ty > 1o igin ta:= min {z(tv), o (tv)}
ile asikar olmayan reel degerli bir x € C ([ta, ), IR) fonksiyonu olsun. Biz sadece (E)
diferensiyel denkleminin [ty, o) yarim aralig1 {izerinde mevcut herhangi bir tc > ty icin
sup{|x(t)|: tc <t < o } > 0 sartin1 saglayan ¢6ziimlerini g6z Oniine alalim. Alisila
geldigi gibi, (E) diferensiyel denkleminin bir X ¢dzlimii, keyfi ¢oklukta sifirlara sahip

ise salinimlidir denir.

Gecikme argiimentli diferensiyel denklemlerin salinim teorisi, yirminci yiizyilin ilk
¢eyreginde ortaya ¢ikan [50] Fite nin bir makalesinde baslatildi. O zamandan beri,
cesitli diferensiyel ve fonksiyonel denklem simniflarinin ¢oziimlerinin salinimi ile ilgili
birgok aragtirma yapilmistir. Bu konuya olan ilgi, makalelerdeki [2, 3, 11, 12, 51] ve bu
makalelerdeki referanslarla belirtildi. Ayn1 zamanda, [52 - 54, 57 - 65] makalelerine
bakilabilir ve referanslar (E) diferensiyel denklemine ve (E) diferensiyel denkleminin

0zel durumlari i¢in g6z O6niine alinmustir.

Notral gecikmeli diferensiyel denklem, bilinmeyen fonksiyonunun en yiiksek mertebeli
tirevinin hem gecikmeli hemde gecikmesiz olarak goriildiigii bir diferensiyel
denklemdir. Son otuz yilda nétral diferensiyel denklemlerin salinimi 6nemli bir
arastirma alani haline geldi. Ornegin [1, 25, 28, 30, 42, 47, 55, 56] calismalarina
bakilabilir. Bunun nedeni, bu tiir denklemlerin populasyon dinamigi, otomatik kontrol,
stvilari karigtirma ve elastik bir ¢ubuga bagl titresen kiitleler dahil olmak tizere gesitli
uygulamalarda ortaya cikmustir Hale [66]. Ozel olarak ikinci mertebeden nétral
gecikmeli diferensiyel denklemler, insan viicudunun kendi kendini dengelemesini
aciklamada ve iki ayakli robotlarin yapiminda robotikte, biyolojide biiyiik ilgi
gormektedir [67]. (E) diferensiyel denkleminin 6zel durumlart olan denklemlerin
salmminin incelenmesindeki metotlar, mertebenin indirilmesi ve birinci mertebeden

gecikmeli  diferensiyel  denklemlerin  salinimi  ile Kkarsilagtirllmast  esasina
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dayanmaktadir. Ozel olarak, Koplatadze 1986 [68] ve Wei 1988 [69] daki calismasinda
ikinci mertebeden

x"(t) + q(t) x (a(1))=0 (5.2)

gecikmeli diferensiyel denklemini goz oniine alinarak ve o azalmayan bir fonksiyon

olmak tizere
t
K = lim supf o(s)q(s)ds > 1 (1)
t—oo a(t)
veya
t 1
k = gim inf o(s)q(s)ds > A (1)

a(t)

sartlar1 altinda (5.2) diferensiyel denkleminin salinimli oldugunu ispatladilar. (1,) ve
(1) sartlart sadece gecikmeli diferensiyel denklemler igin saglanan Ladas vd. [70]

Koplatadze ve Chanturiya [71] ¢alismalarinda, birinci mertebeden

x'(t) + q(Ox(a(t)) =0 (5.3)

gecikmeli diferensiyel denklemi icin sirasiyla

t
L= lim supf q(s)ds > 1 20
t—oo a(t)
t 1
[ = liminf q(s)ds > — (2p)
e Jo €

sartlar1 iyi bilinen salinim kriterlerine benzerdir. Eger k < K (I < L) ise, ((1,)-( 1)),
((2,)-( 2y)) sartlart arasinda belirgin bir bosluk vardir. Birinci mertebeden diferensiyel
denklemlerde bu boslugu doldurmak son yillarda ilging bir arastirma konusu olmustur.
Omegin [72] ve burada belirtilen referanslara bakilabilir. 2000 yilinda Koplatanze vd.
[73], (1,) ve (1) yerine
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t a(s)
m=timswn [ a0+ [ toacerat )as > 1 (L)
o(t) to
burada o azalmayandir veya
t a(s) 1
m = lim inf f q(s) (a(s) + f éa(f)q(f)df)) ds > = (1)
-® o(t) to e

sartlar1 altinda (5.2) diferensiyel denklemi i¢in (15) — (1) sartlarmni iyilestirerek
salmim kriterlerini elde etmistir. Belirtelim ki yukarida belirtilen sartlar arasindaki
benzerliklere ragmen ((1,)-( 1p)), ((1.9))-(1p)) ve ((24)-( 2p)) sartlar1 arasinda 6nemli
bir fark vardir. [77] deki calismaya gore, eger L< 1/e ise, bu takdirde (5.3) diferensiyel
denkleminin salinimsiz bir ¢6ziimii oldugu biliniyor. (5.3) diferensiyel denkleminin
salmimi gecikmeden kaynaklanir. Bununla birlikte (5.2) diferensiyel denklemi a(t) =t

oldugu durumda bile salinimli olabilir.

Yukarida bahsedilen durumdada uygulanabilen diger ¢cok genis uygulama alanina sahip
bir metotda Riccati doniisiim teknigidir. Bu metot (E) ikinci mertebeden diferensiyel

denklemini birinci mertebeden Riccati esitsizligine indirgenmesi esasina dayanir.

2006 da Sun ve Meng [74] yeterince biiylik t; = t i¢in

t 1
R(t) :=j r a(s)ds

1

ve

r@® ' ()

w(t) = R%(a(t)) 2 (0(0)

olmak tizere Riccati doniistimii kullanilarak Dzurina ve Stavrculakis [7] nin yaptig1
salinim sonuglarini iyilestirmistir. Yani Sun ve Meng (E) diferensiyel denkleminin 6zel

bir durumu olan

(r)(x"()*)" + q®x“(a(t)) =0 (E)
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diferensiyel denklemi i¢in (5.1) sart1 saglantyor ve o €C'([to, ), IR), ¢'(t) >0 ve

a+1 O-,(S)

@+ 1) R(a(s))ré(a(s)

J.OO R*(a(s))q(s) — ( ds = © (5.4)

sartlar1 altinda (E") diferensiyel denkleminin salinimli oldugunu goéstermislerdir.

Xu ve Meng [25], (E) diferensiyel denklemi i¢in (3.4) sartin1 gelistirdi ve ispatladi, eger
(5.1) sart1 saglantyor ve o € C'([to, ), IR), o’ (t) >0 ve

«  a )a+1 o' (s)

j 70 (1 ) p(G(S))) (“ +2 R(a(s))ré(a(s)) BEm ey

sart1 altinda (E) diferensiyel denkleminin salnimli oldugunu ispat ettiler. Daha sonra

Erbe vd. [75], (5.1) sartinin saglandigini ve o> 1, r'> 0 igin

f " (s)q(s)ds = o
t

0

ve

0(5))“ (¢'+(5))a+1 r(s)

CERETO) R &)

t
tim | (v ( -
sartlart altinda (E) diferensiyel denkleminin salinimli oldugunu gosterdiler, burada
Yel'([t0, ), (0, %)) ve Y’ (1): max {0,’(t)} dir. Yukaridakilere benzer galigmalar bir
cok makalede (E) ve (E) diferensiyel denkleminin ¢esitli durumlar1 i¢in bir ¢cok caligsma
yapilmistir. Ornegin [1, 28, 42, 47, 58, 61- 64, 75, 76, ] makaleleri ve buradaki

calismalara bakilabilir.

Bu boliimde, yukarida bahsedilen salinim sonuglarinin daha gelistirilmis ve
iyilestirilmis durumlari, (E) diferensiyel denklemi igin verilecektir. Ik olarak, [73] deki
calismasindan yola ¢ikarak (5.2) lineer diferensiyel denklemi i¢in verilen (1,") ve (13,")

sartlarm1  (E) yart lineer noétral diferensiyel denklemine uygulanabilmesi igin
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verilecektir. Ikinci olarak, klasik Riccati doniisiim tekniklerini ikinci mertebeden
gecikmeli diferensiyel denklemleri i¢in literatiirde bildirilen ¢ok sayida ilgili sonucu

tyilestiren salinim Kkriterleri elde etmektir.

Asagida mevcut olan biitiin fonksiyonel esitsizlikler yani bu esitsizlikler yeterince
biiyiik her t i¢in saglanacaktir. Alisila geldigi gibi ve genelligi bozmaksizin sadece (E)

diferensiyel denkleminin belli bir yerden sonra pozitif ¢éziimleriyle ilgilenilecektir.
5.2. On Hazirhk

Simdi ispatlarimizda kullanacagimiz kabulleri yapalim. Burada t; > t, yeterince biiylik

olmak tizere t > t; icin,

QM):= (1 —p(a(®))“q(®)

0(t): = j 0(s)ds

t
R(t):= f rads
t

1

t

~ 1
R(t):= R(t) +EJR(S) R%(a(s))Q(s)ds

ty

R(t):= exp (—aft L)
' a(t) R(t)ré(s)

olsun. Salmim kriterlerinin ispatinda kullanmak igin asagidaki yardimci sonuglari

verelim.

Lemma 5.1([28,Lemma 3]). (3.1) sart1 saglansin ve X(t), [ty, o) araliginda (E)

diferensiyel denkleminin pozitif bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde t > ¢, igin
zt)>0, zZ't)>0, (T®OE'®Y' <0 (5.7)

olacak sekilde bir t; > t, vardir.
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a+1

Lemma 5.2([47, Lemma 2. 3]). Kabul edelim ki, g(U) = AU - BU(=") olsun, burada
A ve B > 0 birer sabitler « ise, tek dogal sayilarin oranidir. Bu takdirde g nin tiirevi

alinirsa,

1
g'(U)= AU’ -BZ=Ual’
elde edilir. Ve g'(U) = 0 dan,
1 1
A=BTUa = —“—=Ua
a (a+1)B

veya

((aij)B)a: U

elde edilir. Bu takdirde g, U* da R iizerinde maxsimum degerine ulasir ve

a+1

maxg _ o — _Al@d)* ad \*1 «
verr = 9(U") = (a+1)2B< B[((a+1)B) ]

ve diizenlenirse,

_ (a+1)aaAa+1 aaaAa+1

maxg _ #
UEIR — g(U ) - (a+1)a+1pa - (a+1)a+1pa
veya
maxg _ _ o aa Aa+1
UEIR — — g(U ) - (a+1)a+1 B« (58)
olur.

5.3. Temel Sonuglar

Bu kesimde ilk olarak Koplatadze vd. nin [73] numarali ¢calismalarinda yer alan (5.2)
lineer gecikmeli diferensiyel denklemi igin elde edilen Teorem 3 iin, half lineer notral

gecikmeli (E) diferensiyel denklemi i¢in genellestirilmis halini ifade edelim.
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Teorem 5.1. Kabul edelim ki (5.1) sart1 saglansin. o azalmayan bir fonksiyon olmak

uzere
t
lim sup fQ(s) R*(a(s))ds > 1 (5.9)
o(t)
veya
t
- 1
gircr}o inf fQ(s) R%(a(s))ds > A (5.10)
a(t)

ise, bu takdirde (E) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Ispat. Kabul edelim ki (E) diferensiyel denkleminin [ty, ) araliginda salimmsiz bir

¢oztimii x(t) olsun. Genelligi bozmaksizin kabul edelim ki t > ¢, i¢in X(t) > 0,

X(t(t)) > 0ve x(a(t)) > 0 olacak sekilde bir t; > t, vardir. Ayrica t > t; i¢in z(t) nin

tanimidan
X(t) = z(t) - p(Ox(z (1))
yazilabilir. x(t) < z(t) ve () < toldugundan
X(t) = z(t) — p(®)z(z (1))
dir. Lemma 1 den z(t) artan oldugundan, her durumda z(t) > z(z(t)) dir. Bdylece
X((t)) < 2(z(t)) < z(t) olur. Dolayistyla
X(t) = z(t) — p(t)z(t) = (1- p(t)) z(t)
elde edilir. Buradan (E) diferensiyel denkleminden yani
(r@® ' )M = —q(Ox“(a(t))
denkleminde x%(a(t)) = ((1 — p(t)) z(t)) olmak iizere

(r@® ' )" <-Q1) z(a(t) (5.11)
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1
olur. Diger yandan, ra(t)z’(t) nin monotonlugundan
1
Z'(t) =12 2'(t)
ra(t)
dir. Her iki taraf t den t; e integre edilirse,

t t

fz’(s) dszf 11 r%(s)z’(s)ds

ty &, re(s)

1 1
z(t) — z(ty) = ra(s)z’(s)f —ds

£, ra(s)

veya

2(t) = 2(t,) + R(Y) ra(6)z'(£) = R@t) ra(t)z'(£) (5.12)

olur. Basit bir hesaplama ile

(2~ R(®) ri(t)z'(t))'z 2/(6)- R(Ora(t)z' (£)- R(t)(ri(t)z'(t))'

= 2/ (©)-=—re©7' (©- RO(re(O7 (©))

ra(t)

veya

(2 — R(®) ri(t)z'(t))': -R(t)(ri(t)z'(t))' (5.13)
bulunur. Zincir kurali uygulanirsa,

!

R(t)((ri(t)z'(t))a) = aR(Y) ((ri(t)z'(t))

a—

' (ri(t)z'(t))>

oldugu goriiliir. (5.11) esitsizliginden son esitsizlik,



a-—1

(r%(t)z’(t))>

RO QD) 2%(0(®) 2 a R(t)((r%a)z'(t))

1 l1-«a 1 ’
RO (re®7'(0) QO 2%(0(®) = aRO) (r()7' ()

veya

1RO (r(O)7 (©)7%Q(8) 2%(a() = RO (re(®7'(®)

seklinde olur. Buradan
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R(t) (ri(t)z'(t))' > 2 R() (ri(t)z'(t)) 0296 ) (5.14)

dir. (5.13) esitsizligi ve (5.14) esitsizligi birlikte g6z 6niine alinirsa,

1

(z(t) v R(t)ri(t)z'(t))' > 2R() (ri(t)z'(t))

elde edilir. (5.15) esitsizligi t; dent ye integre edilirse,

t

t
[ (26 = Rz ) ds = [ R (Fir2) 052 (o(sDds

t1

(#() = ROFe(©2'(©) = 2(t2) + REE)Te(8)7' (01))
t

2% f R(s) (ri(s)z’(S))

t1

1—

" 0(s)2%(o (s))ds

veya
2(t) — (2(t2) + R(t)re(t)2' (1))

1 1 : 1 l1-«a
> ROre(D)7' () +— f R (re©)z'(s))  Q(s)z%(o(s))ds

0wz (o) (5.15)
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dir. Burada z(t;) + R(ty)r=(t;)z'(t;) >0 oldugundan ihmal edilirse,

t

z(t) > R(t)ré(t)z’(t) +%f (ré(s)z’(s)> R(s)Q(s)z*(a(s))ds

t1

1
elde edilir. Simdi (5.12) esitsizligi ve re(t)z'(t) monotonlugundan yani

ra(o(6)7 (0(8)) < ra(t)z'(t) oldugundan,

2(8) = R(Or=()z'(t)

+ é f <r§(s)z’(s)> R(s) R*(0()Q()r(0())(z' (a(s)))%ds

t1

¢ 1-a
1 1 1
z(t) 2 R(Or«()z'(t) +— f (rE(S)Z’(S)> R(s) R%(a(s))Q(s)r(s)(z'(s))“ds

ty

veya

t
2(t) = ra()z' () (R(t) +§ f R(s)R“(a(s))Q(s)ds) (5.16)

elde edilir. Boylece

2(o(0)) = re(o()2 (a(t))R%(a (1)) (5.17)

dir. (5.11) de (5.17) kullanildizinda (5.7) den dolayr y(t):= r(t)(z'(t))" birinci

mertebeden

y'() + QM) R¥(e(t)y(e (1)) <0 (5.18)
diferensiyel esitsizliginin bir pozitif ¢6ziim oldugu goriliir.
Ayni zamanda Philos, Ch. G. [77, Teorem 1] ¢alismasinda birinci mertebeden

Y'(1) + QM) R*(a(t))y(e (1)) =0 (5.19)
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gecikmeli diferensiyel denklemi pozitif bir ¢6ziime sahiptir. Bununla birlikte, (5.9) veya
(5.10) sartlar1 (5.19) diferensiyel denklemin salinimini garantiler ve bu da (E)
diferensiyel denkleminin pozitif ¢éziimlere sahip olamayacagi anlamina gelir. Boylece

ispat tamamlanur.
(E) diferensiyel denkleminde p(t) = 0 alindiginda asagidaki sonug kolaylikla goriiliir.

Sonug 5.1. Kabul edelim ki (5.1) sart1 saglansin. ¢ artmayan bir fonksiyon olsun. Eger

t

lim sup jq(s)f{“(a(s))ds >1 (5.20)
a(t)
veya
g 1
gim inf fq(s)ﬁ“(o*(s))ds >E (5.21)
a(t)

ise, bu takdirde (E") diferensiyel denklemi salinimlidir.
Uyan 5.1. a =1, r(t) = 1 ve p(t) = 0 alinirsa, Teorem 5.1, [73, Teorem 3] e indirgenir.

Ornek 5.1. > 1 i¢in
(@)D + gy x50 = 0 (E9
ikinci mertebeden notral diferensiyel denklemini géz oniine alalim, burada
Z(t):= x(t) + poX(z(?)), a pozitif tek tamsayilarin oran1 po €0, 1), 7(z) <t, go> 0 ve
y€ (0, 1) dir. Teorem 3.1 ¢ gore

L @+ (X =pe)* qoy®)* 1
= In—
a y

1
p=(1-po)qoy > (C1)

var ise, E, diferensiyel denklemi salimmlhidir. (Ey) diferensiyel denkleminin 6zel bir

durumu igin,
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1\/ 1/3
((x'(t))5) + 2 (09 =0 (5.22)

diferensiyel denleminin tiim ¢éziimlerinin salinimi
Jo> 1. 92916 (5.23)

sart1 ile garantilenir. (5.22) diferensiyel denklemi igin bilinen ilgili kriter [30, Teorem 2]
de verilen birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemiyle karsilastirildiginda
Qo > 3, 61643 degeri i¢in salimimli oldugundan burada elde edilen sonugtan daha zayif

bir sonugtur.

Diger taraftan

1/6

((x’(t))é), + %(%) t=4/3x5(0.9¢) = 0 (5.24)

denklemi igin (5.23) sart1 saglanmaz ve x(t) = t*2, (5.24) diferensiyel denkleminin

salinimli olmayan bir ¢ézlimiidiir. Ayrica

t

] 1
f Q(s)R%(a(s))ds < - (5.25)
o(t) e

ise, 0 zaman Teorem 5.1, (E) diferensiyel denklemine uygulanmaz. Bununla birlikte
(5.25) saglanirsa ve Yy(t), (5.18) in pozitif bir ¢oziimii ise, bu takdirde y(o(t))/y(t)
oraninin alt smirlarmi elde etmek miimkiindiir. Bu, ikinci mertebeden diferensiyel
denklemlerin salinimmin incelenmesinde yaygin olarak kullanilan klasik Riccati
dontistim tekniklerini iyilestirmemizi saglayacaktir. Zhang ve Zhou [78], su sekilde

tanimlanan bir {f,(p)}*, _, dizisi kullanilarak,

fo(p):=1, fos1(p):=ePP) n=0,1,2, ..igin (5.26)

birinci mertebeden (5.19) gecikmeli diferensiyel denklemi i¢in bdyle sinirlar elde ettiler,

burada p, t># > igin

ft( )Q(s)ﬁ“(a(s))ds >p (5.27)
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sartin1 saglayan bir pozitif sabittir. Zhang ve Zhau p € (0, ﬂ icin dizinin artan ve iistten

siirlt ve L{im fn(p) = f(p) € [1, e] oldugunu gosterdiler, burada

f(p) = erl®) (5.28)

denklemin reel bir kokiidiir, onlarin sonucu asagidaki lemmay1 ispatlarken énemli bir

rol oynar.

Lemma 5.3. (5.1) sart1 saglansin. o kesinlikle artandir ve (5.27) sart1 baz1 p > 0 igin
saglansi. Ve kabul edelim ki (E) diferensiyel denklemi [to, o) tizerinde bir pozitif x(t)
¢oztimiine sahip olsun. Bu takdirde her n > 0 i¢in y:= r(t)(z'(t))* ve yeterince biiyiik t
i¢in

y(o(®))

o 2 fa(0) (5.29)

saglanir, burada f,,(p), (5.26) daki gibi tanimlidir.

Ispat. (E) diferensiyel denklemi [to, ) iizerinde tanimli salinimsiz bir x(t) ¢oziimiine
sahip olsun. Genelligi bozmaksizin ¢ > 11 igin X(t) > 0, X(z(z)) > 0 ve x(a(t)) > 0 olacak
sekilde bir t1 > #o vardir. Teorem 5.1 in ispatinda oldugu gibi y(t) := r(t)(z'(t))* ifadesi
(5.18) birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel esitsizliginin pozitif bir ¢6ziimii
oldugu sonucunu ¢ikariyoruz. [78, Lemma 1 ] deki ¢alismasina benzer bir sekilde (5.29)

esitsizligi i¢in saglandig1 gosterilebilir.

Asagida, (E) diferensiyel denkleminin salinim kriterini elde etmek i¢in, klasik Riccati
doniisiim teknigini kullamyoruz. Ozellikle Teorem 5.1 in, uygulanamadig durumlarda

kullanilan kriterleridir.

Teorem 5.2. (5.1) sart1 saglansin. Kabul edelim ki bir o € C' ([to, ), IR) ve o' (t) >0
olsun. Ayrica (5.27) sartt baz1 p > 0 icin saglansin. Eger yeterince biiyiik baz1 7 > #1 ve

n >0 igin

(¢i() " r(o(s) )ds = (5.30)

y _
bt SupjT <¢(S)Q(S) (@ + D £1(p) 9%(s)(0" ()"
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olacak sekilde bir ¢ € C' ([to, =), (0, =)) fonksiyonu varsa, (E) diferensiyel denklemi
salinimlidir, burada f;, (p), (5.26) daki gibi tanimhidir ve ¢ (t) = max {0, ¢'(t)} dir.

Ispat. Kabul edelim ki (E) diferensiyel denkleminin [to, ) iizerinde salimmsiz bir x(t)
¢Ozlimiine sahip olsun. Genelligi bozmaksizin kabul edelim ki 7 > t; i¢in X(t) > 0,

X(z(t)) > 0 ve x(a(t) > 0 olacak sekilde bir t1 >#ovardir. t>1t; i¢in
w(t)

_ 2'(t) \*
= @O)r(t) <—Z(G(t))> (5-31)

olacak sckilde Riccati doniisimiinii tanimlayalim. Burada, w-(t)>0 dir. (5.31)

fonksiyonun tiirevi alinir

e ro(®)" (ro(z®)") ) [ 2® \
A o) 4O h o) I O L QLR O ooy (z(a@)))

e ewr®(z®) (r(t)(z’(t))“)' ) [ 2@ \¢
w(5) = LRIt 4 ()t — ap(Or (0" (9 S0 (—Z(G(t)))

veya w(t) tanimindan

N AC) (e ®))
T A AP PT)

z'(t) )az’(a(t))
Z(a(t)) z(a(t))

—ap(t)o'(Or(t) < (5.32)

elde edilir. Lemma 5.3 ten goriiliir ki £ > 7 igin

Z(0®) _ <fn<p)r(t>>1/“

PI0) r(0(0) (>-33)

olacak sekilde yeterince biiyiik bir 7 > #1 vardir. (5.11) ve (5.33), (5.31) ve (5.32) de
uygulanarak ve ¢ (t) = max {0, ¢'(t)} oldugundan,
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w(©® < 20w + 00 —Q(Ztiz(a((:)(; )

@(t)
o (7 )" "af, 2 (p)ra(t)
Z“(a(t))(pl/a r'/a(a(t))

veya

<p’+(t)w
@(t)

w(t) £ —p®Q(®) + (6)

o fax(p)a’(t) lWaTﬂ(t) (534)
(e@r(a(®))"

olur. (5.8) den,

49D _af, " (p)a'®)
= ve B := /a
(1) (@®r(a(®))

alalim. Lemma 5.2 den,

a+1
o (0,0) eor(c®) _ o', (O (D)
@+ D (o))" a®f(p)(0'(®)"  (a+ Do () (0" ()"

olur. Ve yukaridaki ifade(5.34) te yerine yazilirsa,

(0',@®)" (o)
(& + D+ if, (0 (o' (1)

w(t) < —p()Q(t) + (5.35)

dir. (5.35) esitsizligi T dent ye integre edilirse,

thW'(t)S th(_(p(s)Q(M (¢0,®) (o)) )ds

(@ + D) 1f,(0)%(s) (0" ()"

veya
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(¢,)" (o)
(@ + D) 1f (0% (s) (0" (s))"

f p(s)Q(s) + ds <w(T)—w(t)
T

veya

(¢',)"" (o)
(@ + De*1f,(0)p%(s)(a'(s))"

f p(s)Q(s) + ds <w(T)

olur. Bu durum (5.30) kabulii ile ¢eligir. Ve ispat tamamlanir.

Uyan 5.1. Teorem 5.2 de (5.11) sartindaki f,, (p), n> 0 igin verilmistir. [25, 42, 47, 58,
61- 63, 71, 74] calismalarinin hepsinde elde edilen sonuglar n = 0 i¢in verilmistir.

Dolayistyla n > 0 i¢in verilen sonuglar diger sonuglarin iyilestirilmis halidir.

Ayrica Teorem 5.2 deki (5.30) kabuliinde ¢ (t) = R*(a(t)) alindiginda, asagidaki sonug

verilebilir.

Sonug 5.2. (5.1) sart1 saglansin ve o € C'([to, ), IR) ve ' (t )> 0 ve (5.27) sartinin bazi

p > 0 icin saglandigin1 kabul edelim. Eger baz1 yeterince biiylik 7> 1 ve n > 0 igin,

a+1 o' (s)

. ‘ a a —
gg?o supjT <R (0()) Q(s) — (a + 1) fn(p)R(O'(S))rl/a(O'(S))> ds =0 (5.36)

ise, (E) diferensiyel denklemi salinimlidir, burada f,, (p), (5.26) daki gibi tanimlidir.

Ornek 5.2. Ornek 5.1 deki gibi E, diferensiyel deklemini géz oniine alalm. (C;) de
p < 1/e oldugu kabul edilirse, bu takdirde (5.26) daki gibi tanimlanan {f,, (p)}n=, dizisi
(5.28) deki gibi sonlu limite sahiptir. Ki bu

w(—p)

flp) = T{grgfn(p)= -

seklinde ifade edilebilir. Burada w- standart olarak Lambert fonksiyonunun ana dalini

gosterir [79]. Bu takdirde Sonug 5.2 den eger
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a+1

(1= p0) 40® f0) > (=) (C)

ise, (Ex) diferensiyel denklemi salinimlidir. Yukaridaki kriterin 6nemini vurgulamak

icin, belirtelim ki Xu ve Meng [25] ¢alismasinda (5.5) sartinin bir uygulamasi olarak

a+1

) @Y

1_ a a
(1 =po)“qoy >(aJr1

sartt altinda (E,) diferensiyel denkleminin salinimini garantiledigini gosterir. (Ey)

diferensiyel denkleminin 6zel bir durumu olan,
(' ()% + 35 x° (09 =0 (5.37)

diferensiyel denklemi igin (C,) sartt 3,5876 > 0,3164 seklini alir, ki bu da (5.37)
diferensiyel denkleminin salimimli oldugunu gosterir. Bununla birlikte, (C,") sartinin
birinci yam1 0,2187 olur ki buda (C,") sartinin (5.37) diferensiyel denklemi igin
saglanmadigini gosterir. Ayrica Teorem 5.1 den elde edilen sartin (5.37) diferensiyel

denklemine uygulanamayacagi goriilebilir.
Asagidaki Teorem, Teorem 5.2 ye alternatif olarak verilebilir.

Teorem 5.3. (5.1) sart1 saglansin ve yeterince biiyiik bir t; < 7' igin

(5.38)

W', (N 7(s) ) o
CESVEREO)

t
timsup [ (#(a0RE) -
T

olacak sekilde bir y € C'([to, =), (0, o)) fonksiyonu mevcut olsun. Bu takdirde (E)
diferensiyel denklemi saliimlidir, burada ¥’ (t)=max {0, ¥’ (t)} dur.

Ispat. Kabul edelim ki (E) diferensiyel denkleminin [to, o) iizerinde saliimsiz bir X(t)
¢oziimi olsun. Genelligi bozmaksizin, ¢ > #1 i¢in X(t) > 0, X(z(2)) > 0 ve x(a(t)) > 0

olacak sekilde bir t1 > 7o vardir. £ > #1 i¢in

w (t) == Y()r(t) <ZZ(—(tt))> (5.39)
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olacak sekilde bir Riccati doniisiimiinii tanimlayalim. Bu takdirde ¢ > #1 igin wAt) > 0

dir. w nin tirevi alinir

rO(E )", pOrOE®)")  apOr®z (0 @)

W) =¥ (O— e 2%(0) prEsyes

ve diizenlenirse,

IACYIGLOIGIG) N YOrOE©®)%)  ap@r@©z %0

w'(t)

R0 z%(¢) z%(t) z4+1(¢)
veya
BRAO) PO D)%)
w (t) = W W(t) + Za(t)
A0\ 5.40
— ap(t) () (Z(t)> (5.40)

elde edilir. Teorem 5.1 in ispatinda oldugu gibi (5.16) elde edilir, yani
2(t) >R (t) r'* Z'(t)
veya

z'(t) - 1
z(t) ~ R@®)rYa(t)

seklindedir. Ikinci esitsizlik o (t) den t ye integre edilirse,

¢ 2 1
J 702 < (f R

veya

t ¢ 1
Inz(s)ds < f ————ds
(f ) o R(s)r'/a(s)
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olur. Ve buradan

z(a (1)) ¢ ds
2(2) Zex”<_£<t> f«s)rl/a(s)) GAD

elde edilir. (5.11) ve (5.41) birlikte diistintiliirse,

r((z'©)")
z%(t)

—

z(a(®))\"
z(t)

< —Q(t <—ft L>—— OR(t
< —QWewp (| TS ) =-Q@RO

olur. Boylece (5.39) ve (5.40) ifadelerinden

w(t) < lf;((tg) w(t) — P(®QR()
V. t
- wa () (5.42)
(w®Or®) “
elde edilir. (5.8) de
PO o
40 (W(Or(D)e

seklinde alalim. Lemma 5.2 ve (5.42) den

a+1l

(i) T
(a + D*1p*(t)

w'(t) < —yp()Q(OR() + (5.43)

elde edilir. Yeterince biiyiik t;< T'i¢in T den t ye integre edilirse,

CAOEIO) ) ds
(a + 1)t pe(s)

f w'(s)ds < f <—¢<s)Q<s)R<t)+

veya
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LN r(s)
(a + D)1 pe(s)

| <¢<s>Q(s>R(t> - )ds < w(T) — w(®)
T

olur. Burada w(t) > 0 oldugundan

WL ()™ r(s))
(a+ D)1 y*(s)

f <¢(S)Q(S)R(t) - )ds < w(T)

elde edilir. Bu da (5.38) kabulii ile gelisir. Boylece ispat tamamlanur.

Ornek 5.3. Ornek 5.1 deki gibi, (E) diferensiyel denklemini goz oniine alalim. Teorem
5.3 den eger

(1 =po)* qoy™ > (L)a+1 (Cs)

a+1

a

a
Cray) i Erbe vd.

ise, E, diferensiyel denklemi salinimlidir, burada 7 := (

[11] ¢alismasindaki (5.6) sartinin bir uygulamasi olarak

a

(1 =po)*qov* > (—)0(+1

a+1

sart1 altinda E, diferensiyel denkleminin salinimini verir. 7 < 1 oldugu gortilebilir ve

dolayisiyla (C3) kriteri daha kesin bir sonug verir.



6. BOLUM

IKINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN NOTRAL
DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMI

6.1. Giris

Bu bolimde ikinci mertebeden lineer olmayan nétral diferensiyel denklem sinifinin

salinim ozellikleri géz 6niine alinacaktir. Bu amagla ikinci mertebeden

b
a® |z ]2 @) + f q (&Ox[gt, O x[g(t,)]da(§) =0  (6.1)

lineer olmayan fonksiyonel diferensiyel denklemi i¢in salinim kriterleri incelenecektir,
burada t> t;> 0 ve «a, a =1 seklinde bir sabit ve z := x+p x o t dir. (6.1)
diferensiyel denklemi i¢in Tongxing Li vd. [80] tarafindan galisilmis olan makale goz

oOniine alinacaktir. Bu boliim boyunca asagidaki kabuller mevcut olsun.
(Hy) I: [to, o), r,p€ C'(I,IR), r(t)>0 vep(t) =0 dir.
(Hz) g€ C(l x [a, b], [0,00)) ve q(t, &) herhangi bir [t,, «) x /a, b] iizerinde belli bir
yerden sonra sifir degildir. ¢, € | dur.
(H3) g€ C(I x [a, b], [0, ), ¢ € [a, b] igin girglo infg(t,&) = veg(t a) <g(té)
dir.
(Hy) 7 € C*(1IR), 7'() > 0, lim 7(1) =e0 ve g(z(), §) = 7[g (£, §) |

(Hs) o € C([a, b], IR) azalmayan ve (6.1) diferensiyel denkleminin ¢6ziimii igin



71

“Riemann - Stieltijes” kullanilarak alinir.
(6.1) diferensiyel denklemin ¢6ziimii ile t, = t, i¢in z€ C'([t,, ), IR),

rlz'|%1z" € C'([ty, ), IR), dzeliklerine sahip ve [t,, o) iizerinde (6.1) diferensiyel
denklemlerini saglayan tiim X€& C([t,, ), IR) fonksiyonunu kastediyoruz. (6.1)
diferensiyel denkleminin [t,, oo) tizerinde mevcut herhangi bir T > t, i¢in
sup{ |[x(t)|: t = T }> 0 sartim saglayan x fonksiyonlarini1 géz 6niine alacagiz. (6.1)
diferensiyel denkleminin bir x ¢oztimii belli bir yerden sonra ne pozitif nede negatif
degil ise, salimmhdir. Aksi takdirde (6.1) diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii

salinimsizdir.

Iyi bilindigi gibi, elektrik aglari notral diferensiyel denklemler icin ¢ok sayida
uygulamaya sahiptir. Ornegin anahtarlama devrelerini birbirine baglamak icin bunlar
yiksek hizli bilgisayarlarda iletim hatlarin1 iceren dagitilmis ¢alismalarin
incelenmesinde siklikla kullanirlar [15]. Bu nedenle, nétral diferensiyel denklemlerin
farkli siniflaria yonelik ¢oziimlerin salinimli ve salinimli olmayan davranislariyla ¢ok
fazla ¢alisma olmustur. Burada [29, 30, 43, 51, 81-106 ] ya kadar olan referanslara
bakilabilir. Asagida aragtirmayr motive eden bazi diferensiyel denklemler verilecektir.
Simdi Li [80] ¢alismasinin temelini olusturan bazi ¢alismalar1 verelim. Bunlar arasinda
Baculikova ve Lackova [82], Dzurina ve Hudakova [88], Li vd. [90, 93] ve Sun vd.
[97] referans olarak gosterilebilir. Belirtilen ¢aligmalarda 0 < p(t) < 1 veya p(t) > 1

olmak tizere

r® ]z @] 2 @©) +aq® [ ©)[“x@E@®) =0

seklindeki ikinci mertebeden half lineer notral diferensiyel denklemi igin bazi salinim

kriterleri elde edilmistir, buradaz :=x+p x o0 7 igindir.
Ayrica Baculikova ve Dzurina [29, 30] ve Li vd. [92] ikinci mertebeden

0<pl) < py <o ve T't)>1,>0 (6.2)
olmak tizere ikinci mertebeden

(r®X(®) + p(t) x [z(0) I')" + g (Ox[a ()] = O
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notral diferensiyel denkleminin salinim davranisini arastirdilar. Daha sonra Ye ve Xu
[101], Yu ve Fu [102] ikinci mertebeden

b

@(©) + p(©) x(t — D) + f a(t, Ox(g(6,6))do(§) = 0

a

notral diferensiyel denkleminin salinimini ele aldilar. Ayrica 0 <p (t) < 1 kabuli
altinda Thandapani ve Piramanantham [98], Wang [99], Xu ve Weng [100] ve Zhao ve
Meng [105] ikinci mertebeden

b

OX® + p© 3= DY + [ 46O gt H)doE) =0

a

diferensiyel denkleminin salinimini incelediler.

Belirtelim ki (6.1) diferensiyel denklemi p(t) > 1 veya l{im p(t) = oo sartlart altinda

salmim ozellikleri ile ilgili kayda deger ¢ok az sonug vardir. Burada Li ve Thandapani
[94], (6.2)sartive o(&) =¢& ve

(o]

fa_., -
ra(t)

to

sartlar1 altinda (6.1) diferensiyel denkleminin salinim sonuglarini elde ettiler.

Bu kesimde (6.1) diferensiyel denklemi igin gesitli salinim kriteri olusturmak igin
Riccati denklemi teknigi ve bazi esitsizlikler kullanilacaktir. Ve

dt
| Ao

to

veya
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(0]

f at <o (6.4)

1
to ra(t)

sartlar1 altinda her fonksiyonel esitsizliklerin belli bir yerden sonra sagladigi kabul

edilecektir. Yani esitsizliklerin yeterince biiyiik her t i¢in saglandigi kabul edilir.
6.2.Temel Sonuglar

Bu ¢alismada kolaylik olmasi i¢in asagidaki kabuller kullanilacaktir. Burada h, p ve

daha sonra belirtilecektir.

Q(t, §):=min{q(t, ¢ ), a(z(t), &)}, d (t):= max{0, d(t)},
._ ap'[n@®In' ) (@) P+ @)
e T T (=20 9(0)
ve
o/ OV p RO1(G(0)*" [ ds
p(t) = < ) + - ve O(t):= -
p(t) T'(t) it ra(s)
dir.

Teorem 6.1. Kabul edelim ki (H;) - (Hg) sartlar1 ve (6.3) sart1 saglansin ve t € | i¢in
gt,a) e C'(1, IR), g'(t,a) >0, g(t, a) <tveg(t, a) <t(t) olsun. Ayricat € I,

£ €a b] icin pl[g(t,&)] < p[h(t)] olacak sekilde bir reel degerli h € C' (I, IR)
fonksiyonu mevcut olsun. Eger

t

i f ) f:Q(S,f)dU(f) _ r[g(s, a)]e(s)
(JGSUP | PLS 201 (a + D@+ (g'(s, a)*

to

(6.5)

olacak sekilde reel degerli bir p € C’ (I, (0, «0)) fonksiyonu var ise, bu takdirde (6.1)

diferensiyel denklemi salinimidir.
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Ispat. Kabul edelim ki x, (6.1) diferensiyel denkleminin salinimsiz bir ¢dziimii olsun.
Genelligi bozmaksizin her t > t; ve & € [a, b] i¢in x(t) >0, x [z(t)] >0 ve x/g(t, £)] >0
olacak sekilde bir t; € I degeri vardir. Bu takdirde z(t) > 0 dir. Yeterince biiyiik her t
icin (6.1) diferensiyel denklemi p“[h(t)] ile ¢arpilir ve t yerine 7(t) yazilirsa,

p*[h(D)]
T'(t)

rle®llz' [rON* 2 [z (O

p?[h(D)]

f (0,6 T e — 7 Ixlg @), HI*x[g(x (), )] do (§)

elde edilir. Ayrica (6.1) diferensiyel denklemi ile yukaridaki esitsizlik toplanirsa,

b
r(@®lz' ©1*2' () +f q(t,$) x“[g(t,$)]da($)

p“[h(®)]
T'(t)

e @2 (O 2 [ ()]’
b
+ [ 4G, 1A ¥, 1o () = 0
veya
b
O OF 2O+ [ 466 xl9Olda(©)
. a
+ [ 4@, 0] ¥ g6 ©,Olda ©
p

“[h(®)]
T'(t)

(rleO)lz'[eON* 2 [z (D)D) =

veya
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b
(r(t)IZ’(t)I“_lz’(t))’+fmin[Q(t,s‘)Q(T(t),s‘)] x“[g(, )]
+p*[h(®)]x*[g(z(t), H)]da (§)
p?[h(D)]

T'(t)

(rlz@®ONlz' [z 2 [z (D" < 0

veya

b
r@®Olz’ O 2" () + f Q(t,§) x*[g(t, )] + p*[R(O)]x*[g(z(t),$)]do (§)

p*[h(t)]
T'(t)

rlz@Ollz' [zO* 2 [z(OD" < 0

olur. [30] numarali makaledeki Lemma 1l den A> 0, B> 0 ve @ >1 olmak iizere

(A+B) % < 29°1(A%+B%)

esitsizliginden,
b
a , a h a ,
O OO+ [ 00 ZILEAL P TORTEO.01 4,
“[h
+ 22O el el oD < 0

dir. z nin tanimindan, [g(z(t),$)] = tlg (t,&)] ve p[g(t, O] < p[h(t)] kullanilirsa,

b
1
27 | 0O X9 £+ PRI L9 )1do(E)

Oz’ O 2 () +

pe[h(t)]
IO

rlzOz' [rO1* 2" [z(O)D" < 0

veya
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b
1
r@®Olz’®1* 2" () + za_lfQ(t,f)Z“[g(t, §)] da($)

a

pe[h(t)]
M0

rle@®1lz' [ON* 2" [ (OD" < 0 (6.6)
elde edilir. (6.1) diferensiyel denkleminden, t > t; i¢in

r@®lz' (1“2’ () <0 (6.7)
olur. Boylece r(t)|z'(t)|* 1z’ artmayandir. Simdi z nin isareti i¢in iki durum vardur.
i) Belli bir yerden sonra z'(t) <0

if) Belli bir yerden sonra z'(t) > 0 dur.

i) Kabul edelim ki t>t, >t1 i¢in z'(t) <0 olsun. Bu takdirde (6.7) esitsizliginde

t2<t igin
r®1z' O 72" () < (r(t)lz'()19712'(t2) < 0
ve Mutlak Deger tanimindan
r)(=z' )z’ (1) < (r(t2) (—2'(t))* 12" (t2)
yazilabilir ve ayn1 zamanda esitsizligin her iki tarafi (-1) ile bir ¢arpilir bir boliintirse,
—r()(=2' () '2'(t) <= (r(t2) (=2 ()12 (t2)

seklinde olur. Buradan

() (=2 () = =(r(t) (=2 ()"

dir ve her iki tarafi (-1) ile ¢arpilirsa,

r®(=z' (1) = (r(t) (=2'(t2))"

veya
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t '
(-2 @) 272 (=7 (&))"
bulunur. Esitsizligin % inct kuvveti alinirsa,

1

—2'(®) = (52)" (7' (&)

veya

—2'(t) 2 raty) |2/ (t)Ir ()T

olur. Ve esitsizlik t, den t ye integre edilirse,
t
1 -1
—2() + 2(t5) = r(t)el2' ()] f ra(s) ds
t
veya
t
2(6) < 2(ty) — raty) |2'(t)] j re (s)ds

elde edilir. Bu takdirde (6.3) sartindan tlim z(t) = -0 olur. Boylece z(t) nin pozitif
olmasiyla celiski elde ederiz.

(if) Kabul edelim kit > t, >t i¢in z'(t) > 0 olsun. Bu takdirde (6.6) esitsizliginden
ve g(t, &) = g(t, a) sartindan,

(r(®)(z' ()" + [,(E))]( [z(O1lz [z(O]1)" +

<0 (6.8)

219 0] [ 08 dotd)

olur. Her t > t, i¢in bir Riccati doniistimii

— rOE )
w(t):= p(0) T O (69)
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tanimlayalim. Bu takdirde w~(t) > 0 dir. (6.7) esitsizliginden ( r(t) (z'(t))*)" < 0 dur.
Dolayisiyla r(t)(z'(t))* artmayandir. Ayrica (6.7) ve g(t, @) <t oldugundan,

(rlgt, D' gt D =2 r(®) (' ()

. PRPTN | .
yazilabilir. Buradan esitsizligin —.nc1 kuvveti alinirsa,

r(t)a

rlg(t, a)]

z'[g(t, a)] = z'(t) (6.10)

oldugundan yazilir. (6.9) ifadesinin tiirevi,

(04
w'(t)= p'(t) (r() z' (t))“ +o(t )(r(t)z ) )

z[g(t,a)]* z[g(t,a)]*
(r@®) z' () %z([gta)D* 12 [g(t,a)lg’ (t.a)
—ap(t) (Zlg(ta)2e (6.11)

seklindedir. Boylece (6.10) esitsizliginden

1
r(t) 2’ (£)* r(t) 2’ (£)“ (r(t) z' () z([g(t,)D* L r()az’ (t)g' (t,a)
W) S () LOZD () COZONY () (00 4
zlg g zlg(t.a))2e(r[g(ta))a

olur. Ve diizenlenirse,

1

1
w'(t) < 2 ') pO® 2" ) o(b) (r(t) )% awg'(ta)  pEmr©)ez' (@)
—_— 1 1
(t) [ (t a) (t a)] pa’(t) (r[g(t,a)])a Z[g(t'a)]

elde edilir. Boylece (6.9), (6.10) ve (6.11) den goriiliir Ki,

P a+1
(r@)z' @) ) ag'(ta) wa (t)

zlg(ta)]* pa(t)(r[g(t a)ha
(6.12)

w)s o ” w(t) p(0)

dir. Benzer sekilde t > t, igin diger bir

T(t) [z (T(t))]
(z[gt.a)D®

V(t):= p(t) -~ (6.13)
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olacak sekilde Riccati doniisiimii tanimlansin. Bu takdirde V(t) > 0 dir. (6.7) esitsizligi
ve g(t,a) < t(t) den

rlg(t, a)l(z'[g(t, QD = (r[z(OD (' [T(OD”
veya
2Ig(6 @] = (rle D) / rlg(t, ez [e(0)] (6.14)
dir. (6.13) diferensiyel denkleminin tiirevi,

a
V' (t) — l(t\r [z(®)] 2" ([z()D™ ( )(T ()] &' [z )

z[g(t,a)]* z[g(t,a)]*
(rlz(@®)] ' [t@D*z([gt.a))* 2’ [g(t,a)]g’ (t.a)
—ap(®) (lg(ba))2® (6.15)

elde edilir. Boylece (6.13), (6.14) ve (6.15) ifadesinden goriiliir Ki,

p'(® (rlz@®])z' [z(OD* (r[r(t)](z [r®D*)’
<
Vi (t) ( ) z[g(t,a)]* (t) [g(t,a)]*

1

1
_ap®l®] &' D z(gt. D rlz(Daz'[r(H)] g’ (ta) pa(t)

@lgtah?« (rlataa p(0)
veya
a ! a+1
V()< (t)V(t) o(6) (rlr@®] @' DY) I HGIORRYE o (6.16)

z[g(t,a)]* pa(t)ralg(t,a)l

dir. Buradan (6.12) ve (6.16) esitsizlikleri birlikte g6z oniine alinirsa,

(t) pOr®ZwNY)  ag'ta) p'(t)
WD+ (6) < &S wit) +- - () + 29y
“lo(t.a)] pE(0) (rlg(ta)) P®
! a ! 14 a+1
_I_p(t)(r[z([t)(]t(z)][z(t)]) ) , ag'(ta) VR
gl pa(t)(rlg(t.a))a

elde edilir. Boylece yukaridaki esitsizlik,
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(02 @)%+ r0)] (D)

2[h(1)] "(t)
Dvi(t) < E2w(t) + p(b) e

(t)+ 0] —p®

a+1 a+1l

'(t,a) “r®)] p' () “[h(t "¢, at1
- LDy (e P () - ROl Dy
pa(0)(rlg(ta)) T o 7O pamrligtana

olur. Boylece (6.8) esitsizliginden

p“[h(®)]
'(t)

w'(t) + V'(t)

(()) wit) — . ag'(ta) lWaTH(t)
pe(t)(rlg(t, @)=

p[h(D)] p,' (1) p*h(®)] ag'(t,a) a+1

7 V() —— T Ve (t)

y & O paoyralg(t, o)

<A f 0t )do(®) +

yazilabilir. Burada f ‘ %V’(S) ds kismi integral uygulanirsa,

t
alp
w'(©) + pr[’(S)]

t2

V'(s)ds

I
\ ~

ap™ ()P (HR'(5) _ p ()] (5)
V(S)< () @) )]da(f)

t2

p+ Ow(®)  ag'ta) wa (t)
p(t) pa(t)(r[g(t a)])“

p*[h(D)] p,' (1) p¢[h(®)]  ag'(ta) ar1
T V(t) ——; : -V @ (b)
QIO O pao)rlg a))e

b
< _2’;5? j Q(t,©)do(§) +

ve yukaridaki esitsizlik t, den t ye integre edilirse,

p[h(0)] pe[h(ty)]
0 'O e

J

tz

w(t)- w(tz) + V(tz)

p+'(s) ag'(s,a) at1
o0) w(s) — = wa (s)|ds

pa(s)ralg(s,a)]

b
) j 0(s,©)do(§)ds +

_fp()
=
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t

p®[h(s)] {[p;(s) l ag'(s,a)  an
+ ’ + (,b(S) V(S) 1 1 V «a (S) ds (617)
t[ v (e v pa(s)ralg(s )]

dir. A> 0, B> 0 icin

a

’ a+1
A= [—“91“"” ]l w (t)

1
pa(tralg(ta)
ve
_a]”
_ LP+’(t)l ag'(ta) ] “
— 1 1
w1 PO | payralg(tal
seklinde tanimlayalim. Burada
1 a+1 a+1
(22) 4aBa-a« <2pa (6.18)
a a

yukaridaki esitsizlik kullanilirsa,

_a _a 1% é
1 12 a+1 12 ’ a+1
o e ) e ey
pa(s)rafg(t,a)]l PR pa(tyralg(ta)l
veya
@ @
+1 1 +1 (s, @+t ‘(¢ '(t, @t
(52 ane = (52) [ gy e s
pa(s)ralg(t,a)l PR pa(tyralg(t,a)]
_ps'®
- ;(t) w(t)
olur. Ve

a+1
a

a

@l 1 (LP+’(t))“+1I ag'(ta) laHa
1 1
a|\a+1 p(t) pa(t)(rlg(t.a)])a
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veya

lBaTH _ 1 rlgta)]l(py )%+
a @+ (p()g' (ta)"

dir. Dolayisiyla (6.18) esitsizligi

0. (D) ag'(ta) a+l 1 rlgta)l(ps ()1 i
Pr® gy . 29D T 7 '
OIS, p(t)ralg(t,a)] @D (p(D)g' () ®

seklini alir. Diger taraftan

a

’ at1
A= [L)]] V(t)

pa(ralg(ta)
ve
a1
ag (t a) a+1
5= |(25) o0 | 5|
pa(t)rafg(t,a)l
seklinde tanimlayalim. (6,18) esitsizliginden,
2 _a
(42 AB = (1) l ag'(ta) l““ 0](%) @ l ag(ta) l @
- 1 1 +
“ “ 7 lperalgtal) a1 patyralg(t.a)]
= ¢, (V)
ve
a+1
_a ]«
a+1l a+1
lBT:l (a+1 {+(t)l ag(ta) l
“ “ pa(relg(ta)]
veya
1T 1 rle@alG @) o)

a (a+1)2+1 (g’ ta)”
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bulunur. Bu takdirde (6.18) esitsizligi

'(t,a) atl 1 rlg(ta)](C+ () * p(®) ‘s
V() — 22—V a (t) < z ii
C+( ) ( ) pa(t)ra[g(t’a)] ( ) (a+1)a+1 (g’(t,a)) ( )

elde edilir. Boylece (i) ve (ii) esitsizlikleri (6.17) de yerlerine yazilirsa,

w(t)-w(ty) + [,(())] V(t) - [,(( ;” V(ty)
b
Q(s, &) da(®)
<- | p(s){f“ SAPLY
tz
rlg(s,a)]

(p'+(s>> +p“[h(s)](<+(s))“+ln i

@+ 1De+1(g'(s,a)" |\ P(s) T'(s)

elde edilir. Bu ise, (6.5) kabulii ile gelisir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Kabul edelim ki p, ve 7, sabit olmak iizere (6.2) sart1 saglansin. Buna gore asagidaki

sonug elde edilir.

Teorem 6.2. Kabul edelim ki (H;) - (Hs) sartlar1 ve (6.2), (6.3) sart1 saglansin. Ayrica
teliging(t,a) e C'(l, IR), g'(ta) >0, g(t, a) <tveg(t, a) < 7(t) olsun. Eger

) p(s)I 09 do@® 1+ (s a)l(, () )
t‘ﬂ.%S”P 2a 1 @D p®g e |

(6.19)

olacak sekilde bir reel degerli p € C'(1, (0, =)) fonksiyonu var ise, bu takdirde (6.1)

diferensiyel denklemi salinimlidir.

Ispat. Kabul edelim ki (6.1) diferensiyel denkleminin belli bir yerden sonra pozitif bir
¢oziimii olsun. Teorem 6.1 in ispatinda oldugu gibi her yeterince biiyiik t i¢in
z'(t) > 0, (6.7) ve (6.8) esitsizlikleri elde edilir. (6.2), (6.7) ve (6.8) esitsizlikleri

kullanilarak
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(r@®) (' () + — O] [t(OD?)" +

2 lgCt )] [ 06, do(®)
a
<0 (6.20)
elde edilir. Ispatin geri kalan1 Teorem 6. 1 deki ile benzer oldugu i¢in verilmeyecektir.

Teorem 6.3. Kabul edelim ki (H;) — (Hg) sartlar1 ve (6.3) sartt mevcut olsun ve t € |
icin t(t)<t ve g(ta)=1t(t) olsun. Aym zamanda kabul edelim ki
plg(t, &)] < p[h(t)] olacak sekilde h € C' (I, R) reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger

[f D@ rlr@lee |, o

5‘1&8@ P(S @+ D ()"

olacak sekilde bir reel degerli p € C'(I, (0,0)) fonksiyonu var ise, bu takdirde (6.1)

diferensiyel denklemi salinimlidir.

Ispat. Kabul edelim ki x, (6.1) diferensiyel denkleminin saliniml1 olmayan bir ¢dziimii
olsun. Genelligi bozmaksizin her t > t; ve ¢ € [a, b] igin x(t) > 0, x[t(t)]> 0 ve
x[g(t,é)] > 0 olacak sekilde bir t; € | mevcut olsun. Teorem 6. 1 in ispatinda oldugu
gibi (6.7) ve (6.8) esitsizlikleri elde edilir. (6.7) den r|z'|* 'z’ artmayandir. Simdi z’

nin isareti i¢in iki durum var.
i)Belli bir yerden sonra z’ < 0
veya

i)Belli bir yerden sonra z’' > 0 dur.

i) Kabul edelim ki t >t, >t; i¢in z'(t) < 0 olsun. Bu takdirde Teorem (6.1) in

ispatina benzer sekilde bir ¢eliski elde edilir.

ii) Kabul edelimkit > t, > t; iginz’ > 0 olsun. t > t, i¢in

t t)*
wit):= p(t) Tiz)((j(tg ) (6.22)
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seklinde bir Riccati doniisiimii tanimlansin. Bu takdirde wAt) > 0 dir. 7(t) < t ve (6.7)

esitsizliginden,
' [t@®Dr(z(®)) < (2" () ()

veya

ALCIE [T{; “Z'(®) (6.23)

elde edilir. (6.22) nin tiirevi,

\(r(t)(z OLN

a ! a a—1.1 !
W)= p (L (rE' o)) ) @) 2OV KOO (g o

pEETE O O

oldugu goriiliir. Boylece (6.23) den,

0 r@®z' @) | ( )(r(t)(z’(t))“)'

wi(t) = oG 2 (O1

1
() (') 2[rODT L (0) Yaz' (£) 7' (£)
1
(@lz@®h* OO

—a p(t)

ve dlizenlenirse,

)2 (O ) +o(t )(r(t) (z'(®)%)

! <
wi(t) = p(O) 5 o RO

1
_ (r@®) (' ®) )* z([r@®OD* 1 (r (1) )Ezl(t) T’ (t) pa(t)
@ p() = rone « H @
Cclr@OD*@r[z@)Da pa(t)

seklinde yazilabilir. Burada w" nin tanimindan,

! a ! ! a+1
w(©) < 0 w(rp(oy HEELI 0y (625)
2l (O] ) 1
pa(®)r(z(t))
elde edilir. Benzer sekilde t > t, i¢in diger bir
V(t):= p(t) rlz@] &' lx@Oh” (6.26)

(z[z(®)D*
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seklinde alalim. Bu takdirde V(t) > 0 dir. (6.26) nin tiirevi alinirsa,

, \rlz@®)] @' [t()DH* (rlz@®] ' ‘r(t)])“)
Vi@ =p') z[t(D)]@ *+p(t) z[t(D)]@

rle(®)] @ [OD (T OD 2 O (¢)
—ap(t) @O« (6.27)

seklinde bulunur. Bu tiirev diizenlenirse,

PO O] @ HODE (r[2(®)] (' e OD®)'
V') = PO PO )

r[r®] @ [OD“2[r@OD* 2 O] @) pe(t)
(z[z(®)])** pi(t)

—a p(t)
olmak tizere V nin tanimi ve (6.23) kullanilarak

) (t) [x(®] (2 [x(®©])%)’ '(®) oL
Vi = V(t) p(t) - (z[tz(t);)a L. atl Ve (1) (6.28)
(pOrafT(®])

seklinde yazilabilir. (6.25) ve (6.28) birlikte gbz Oniine alinirsa,

@ (/@) + 2 (0] (2" e 0))) |

’ 4 [h(t) 7
<
W+ =) PEOIG
+&W(t)_ at’(t) W“TH + p“[h(t)]p’(t)v(t)
1 !

p(®) (p(t)rfe(O)a G0
p%[h(t)] at'(t) atl

N T/ (t) TV o« (t)

(pOrlx®)he

elde edilir. (6.8) ve g(t,a) = t(t) den,
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Pl
w'(t) + 0 V'(t)
b
<20 [ a0 + 2L win - —EO
Za—ll‘ P(t) (p(t)r[T(t)DE
p[h(D)] p'(®) pih®]  ar'(®) e
, vie T (t)
(@) p) T'(t) (p(t)T[T(t)])“

[A(s)]

bulunur. Yukaridaki esitsizlik t, den t ye integre edilir ve f LAlIO) “0s)

V'(s)ds i¢in kismi

integral uygulanirsa,

“lh “lh
w(®) = wiep + L v - Ly
t ( ) b
<- [ 25 0.9 dords
t
p' . (s) at'(s) a+1 ]
i w(s) — -w a (s)|ds
t[ p(s) (@[t

t
p*[h()]|[p",.(s)
+£f ,l-l(s) {[ p(S) +¢(S)l+v(s)

at'(s) a+1 }
@ (s) (6.29)
(p(t)r[f(t)])“
dir. Burada
A= [“—“)l_ wi(t)
(p®r[t®)D=
ve

_a]®
B= LP+’(t)[ at'(t) la+1
a+1 p(t) (p(t)r[r(t)])é



seklinde tanimlansin. (6.18) esitsizliginde

a

a a+1l p(t)

(pOriz(®)ha (p(®O)r[z(®)

veya
(&) apt=(et) [ o | o |
a a 1 a+1 p(t) 2
OREOIT (pOyrle®)a
"(t
42 () w(®)
p(t)
ve
a+1
N b X
1ptt o1 LP+'(”[ ax') ]
- 1
« “A|“ PO lowrizwna
veya
1pfr_ 1 rl®le. ey
@ (@D pOT (O
olmak tizere bu esitsizlik
ps! () at'(t) atl 1 rlr@®](ps ()%
= t) — ——— <
0 oY S pow o

seklinde elde edilir. Ve diger taraftan

a

' a+1
A= lLt)ll V(1)
(p)rlz®Dh=

ve

a

a+1 1 ra+1 at'(t) a+1 "(®) "(t Catl
(T) ABa = (_) [T—1l W(t) i 2t )])%

a

QIR



a 12

(a+1){ (® l%]_m

(pOr[z(®e
seklinde tanimlansin. (6.18) de
o a 1%

+1 1 ra+1 " atl (t) okt
() g = (22) |2 v | () oo |
(P®rt®Dha (p®r[t(®)] )a

veya
_Galk __a
a+1 Z a+1 at!(t) att at'(t) o
(£2) i = (<) [0 vy | () ) |20
(p®r[z@®De (p(OF T(t)])“
=¢, (V)
ve
a+1
_ 2 1%«
(S| a at'(t) atl
B =10 [—_l
(pOr[r(®])e
veya
1 B“—“ _ 1 rlr®DE+E) ()
a (a+1)+1 T’ ()«
dir. (6.18) den,
! Dt a+1
AV(t at'(t) £) < 1 [T(f)](it(t)) p(t)
OV = (P(t)r[‘r(t)])a ( ) = Gy @)

elde edilir. Boylece (6.29) dan,

QIR

89
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[ (®)] [ (t z)]
f {f Q(s,8)d(a(d))
( ) 2a-1

r[z(s)] <p’+(s)>0‘+1 RAUO)( (s))a+1nds

- (a + 1)“+1(r’(s))a p(s) 7'(s)

f QGs, f)d(a(f)) r[t(s)]
< d
<t{ { 2a-1 (a + 1)a+1(1.r(s))“ (s)(ds

olur. Bu ise, (6.21) ile gelisir ve ispat tamamlanir.

Ayrica kabul edelim ki p, ve t, sabit olmak iizere (6.2) sartt saglansin. Buna gore

asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 6.4. Kabul edelim ki (H;) — (Hg) sartlar1 ve (6.3) sarti mevcut olsun. Ayrica
te ligin 7(t) < t ve g(t,a) = t(t) saglansin. Eger

a+1

lim sup

t—ooo

f p() [} 05, 9da(®) 1 <1+po“)r[T(s)](P'+(s))
e @+ D@D\ 70 )T @op()®

= o0 (6.30)

olacak sekilde bir p € C'(I, (0, 0)) reel degerli bir fonksiyon varsa, (6.1) diferensiyel

denklemi salinimlidir.

Ispat. Kabul edelim ki (6.1) diferensiyel denkleminin bir x pozitif ¢oziimii olsun.
Teorem 6. 1 in ispatinda oldugu gibi z'(t) > 0 dir. Yeterince biiyiik t i¢in (6.7) ve (6.8)
mevcut olsun. Daha sonra (6.2), (6.3) ve (6.4) den (6.20) elde edilir. Ispatin geri kalmni

Teorem 6. 3 teki gibi oldugundan verilmemistir.

Asagida (6.4) sartinin meveut oldugu durumlarda (6.1) diferensiyel denklemi i¢in bazi

salinim kriterleri verilecektir.
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Teorem 6.5. Kabul edelim ki, (H;) — (Hsg) sartlar1 (6.2) ve (6.4) sart1 saglansin. Ayrica
teligin g(t,a)e C'(I,IR), g'(t,a) >0, g(t,a) < t(t) <t ve &€ |a,b]igin

g(t, &) <g(t,b) olsun. Ve kabul edelim ki (6.19) sart1 saglanacak sekilde bir

p €C'(I, (0, ©)) reel degerli fonksiyonu mevcut olsun. Eger t€ | igin n(t) > t,
n (t) = g(t, b), n’(t) > 0 ve olacak sekilde bir reel degerli n € C'(I, R) fonksiyonu

mevcut ve
s f [ [7 Q(s,6)da(§) 5oy (1 . p0a> ( a )aﬂ ') |,
LT ) 2a-1 To a+1 S(S)T%[T](S)]
v (6.31)

ise, bu takdirde (6.1) diferensiyel denklemi salinimlidir.

Ispat. Kabul edelim ki x, (6.1) in salinimsiz bir ¢oziimii olsun. Genelligi bozmaksizin

hert > t; ve £ € [a, b] igin x(t) > 0, x[z(t)] >0 ve x[g(t,&)] > 0 olacak sekilde bir

t; € | mevcut olsun. Bu takdirde z(t) > 0 dir. Teorem 6.1 in ispatinda oldugu gibi (6.6)
elde edilir. (6.1) diferensiyel denkleminden (6.7) elde edilir. Boylece r|z'|* 1z’

artmayandir. Simdi z' nin isareti igin iki durumu géz 6ntine alalim.
(i) Belli bir yerden sonra z' > 0

veya

(ii) Belli bir yerden sonra z' < 0 dur.

(i) Kabul edelim ki t > t, > t, i¢cin z'(t) > 0 olsun. Bu takdirde (6.7) esitsizliginde

t<t2 i¢in

r(O1z' O1“712' () < &)1z’ ()" 712" (t2) < 0

ve Mutlak Deger tanimindan

r(@© ' (©0)* 2" (1) < (r(t) (2" (£2))* 7 2" (t2)
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yazilabilir. Ve

r®)' ()" < (r(t) (2" ()"

seklinde olur. Veya

(@' () <52 (@' (&))"

e, e qee. 1 .
dir. Esitsizligin —. nct kuvveti alinirsa,

1

: &)\«
<o_((w)<(an

veya

2'(t) < ra(ty) |2/ (tE)Ir(t) e

olur. Ve esitsizlik t; dent ye integre edilirse,

z(t) —z(ty) = r(tz) a|z'(t,)] fr(s) ds
veya

z(t) < z(ty) — ra(tz) ] fra(s)ds

elde edilir. Bu takdirde (6.3) sartindan L{im z(t) = oo olur. Bu da z(t) nin pozitif

olmasiyla gelisir. Ve ispat tamamlanir.

(ii) Kabul edelim kit > t, > t; i¢in z'(t) < 0 olsun. (6.6), (6.7) ve g(t, &) < g(t, b) den
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a

(O ©®Y + 2 (@12 [

To

b
1
+ o796 ] [ Qe §)do(6) < 0 (632)

elde edilir. Buradan t> t, icin r(—z')* azalmayandir. Yani (2.3) sartinda z'(t) < O

oldugu g6z oniine alinarak t > t, igin
[(=r(@®) =2’ (®)*'2'(D)] <0
yazilabilir. Buradan
—[(=r@® -Z®)* 2] <0
olmak iizere
[r(®)(=z'(©)*] =0

oldugu goriiliir. Ayricat > t, igin

)=z @e)*
U():=— " (6.33)

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde U(t) < O dir. Belirtelim ki r(—z')* azalmayan

oldugundan s >t > t, i¢in
(—r@)(=z' )" = (=r())(=Z'(s)*
ve buradans >t > t, i¢in

1
2'(s) <=8 211

ra(s)

elde edilir. Bu esitsizlik #(t) den | ye integre edilirse,



21) < zZIn@®] +ra®z'(t) | =

n(t) TE(S)

olur. Yukaridaki ifadenin |- oo alinirsa,

0 < 2[n(O)]+ re(t)z' ()8 (t)

dir. Yani,

1
ra(t)z’ (t)
retwz ) o

(©) z[n(®]

veya

cap TOE'O]°
%0 o =

olur. Boylece

_ca r(t)[—z’(t)]a
U =(z[n(®D= =1

olmak tizere (6.33) den,

5% ut) <1

elde edilir. Benzer sekilde diger bir V doniisiimiinii t > ¢, igin

_ _rlr@l(=z'lz@®])"
V()= z%[n(t)]

(6.34)

(6.35)

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde V(t) < 0 dir. r(—z")* azalmayandir ve 7(t) <t

oldugundan

r(t) (=z'©)* 2 rlzr(®] (=2"[z(OD*

elde edilir. Boylece 0 < -V(t) < -U(t) dir. Daha sonra (6.33) den

94
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S V() <1 (6.36)
bulunur. (6.33) un tiirevinden,

—r(®) (~2'®)) 2 O]+ar©)(~2' (©) 2% @)z O’ ()
22a[y(t)]

U ="

ve diizenlenirse,

r©) (' @)% %] | @r®(=2'®) 2 @l O’ © 1

v =5 rafn(t)]

z22[n(t)] zza[n(t)]ré[n(f)]

a 1
—r(e) (=2 ()%) | ar@) (-2'©®) raln®l]z'm®ln’'©
2% (0)] raey) 2M®l z%[n(t)]

Ul(t) — (

1
raft]

i
ra[n(t)]

elde edilir. (6.7) ve n(t) =tden z'[n(t)] < z'(t) ve

rin(®O1(=z'm®D* < r(t) (=2'(£)*

veya
© \a
! t a
~2I®1 < (F35)" 7 ©®

dir. Buradan

, (=r(®) (=z' ()%’ 7' () a1

< —_— —_— a .
U < —ar o ar%[n(t)]( U(t)) (6.37)

elde edilir. Benzer sekilde,

(=r[r@®)] (=z'[z(O)D*)’
z*[n(t)]

ar[t(O)](=2'[r@®D*z* )]z MO’ () . (6]
z2%[n(O)]re[n(®)]

V'(t) <

+
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veya
vy < CTEOICZE@DY '@ @12 O reln @[ o]
- z%[n ()] ré[n(t)] z%[n(t)] z[n(t)]
olur. Boylece
' (=rlz@®] -2’ [r©ODY)’ "' at1
AOE z%n(0)] - aré[n(t)]\-\/(t)) a (6.38)

dir. (6.38) ve (6.37) birlikte géz Oniine alinirsa,

(—r®(~7'©®)") | po" Tl (<2 [r(ODYY
2%[n (D] 7o 2% (0]

; po”
U')+—V'(t) <
To

, at1 a atl
a9y e -5 1O yeyT  (6.39)

To

ra[n(e)] ra[n(e)]
elde edilir. (6.32), (6.39) ve g(t, b) < n(t) kullanilarak
0o+ 2 vy
To
b

,§)d ' a+1

< L QEOWE | 1Oy
ra[n(e)]

2ot 1Oy (6:40)

o ren)]

elde edilir. (6.40), §%(t) ile garpilip elde edilen esitsizlik t, den t ye integre edilir ve

fttz == T[,fés()s Ay (s)ds integrali i¢in kismi integral uygulanirsa,



t

a—-1 /
U£)8%(t) — U(t,)8%(t,) + a f 6 (i)[n((s;;U(s) i
t, rea|n(s

t
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"(s)6%(s at+1 @ @
b [T s Tas + 2 v 00 - 2o v )
D raln(s)] 0 0
t t
a 51N’ (s)V(s a "(5)6%(s a+1
L f (1)77() ()ds+ap° ffl(l) ()(—V(s))Tds

Wl ) o ) rens)]

t b

J, Q(s,§)da($)

+ | = S 5%(s)ds <0
ty
elde edilir. Simdi
a_+1
A= — l—"'@ 5“@] u)
ra[n(t)]
ve
A
B.= |_a 8O0’ ® ln'(t) 6“@)] @+l
. 1 1
1 rame) | orame)
seklinde alalim. Boylece (6.18) kullanilarak
1
at1 __a 197«
_(a_+1) ABi _ (a_+1) [r/'(t) 5“@)] « U _a §%'on'® [n’(t) aa(t)l @t
- 1 1 1
« « 71 rameo] L rame) L orane)

veya

~ (a: + 1) 1B — 5“"1(f)ﬂ'(t)U(t)
ra[n(t)]

ve



a+1

a

a+1 -—Za
1 e 1 < a 6“‘1(t)n'(t)> [n’(t) 6“(0] o
— a = — - e 1 1
a S A P10) ran(t)]

1 a+#1 1, a @D n'(t)
—_ B a = —— I
a () ra[n()]8(t)

olur. Bu takdirde (6.18) esitsizliginden,

a+1l

a-1 ’ ’ a at+1 (a+1) ’
ST O MOUMD 1 (1t)5 ®) (~U(t) @ = _i( @ ) n (1)

1
ra[n(t)] ra[n(t)]

elde edilir. Benzer sekilde

Dt_+1
! a a
A ln ©s (t)l V(D
ra[n(t)]
ve
2
B-= |2 8T @@ [0 8%(t) art
a1 X 1
ra[n(?)] ra[n(?)]
seklinde alalim. Boylece (6.18) den,
ar _a
_ (a_+1) ABi . (a_+1) [n'(t) 5“@)] @ V(1) _a %' on'® [n’(t) aa(t)l @
- 1 1 1
“ * 7| rame) S ramol | reno)

veya

_ (“_“) ABi = —"’(t)‘sa_l(t)v(t)
@ ré[na)]

ve

1
ra[n(®)]s(t)

]Ir
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a+1l

a+1 —al @
1 (a 6“—1(t)n’(t)> ln’(t)aa(t)l “
—_ a —_—— R 1
atl )] ra[n(o)]

veya

a+1 1 (a+1) e
BE=—1() T o
s@raln(o)]

RIr

a \a+1

olur. Bu takdirde (6.18) esitsizliginden

a-1 ’ ’ a at+1 (a+1) ’
ST O ®VE)  n (lt)5 ® (-V() « = _1(&) n' (1)

reln(o)] raln(o)] @ \a+1 sOraln(®)]
olur. Boylece (6.34) ve (6.36) dan,
[ @G5 )o@ a @D ()
s, 8)do a (s
j e o o (1 g p%) (a ¥ 1) . I ds
£ 0 §(s)ra[n(s)]

a Po” « Po”
< U(ty) 6%(ty) + — V(ty) 6%(ty) + 1+ —
0 0

olur. Bu ise, (6.31) ile gelisir ve ispat tamamlanir.

Teorem 6. 4 ve 6.5 in ispatina benzer bir ispat ile asagidaki sonug verilebilir.
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Teorem 6.6. Kabul edelim ki (H;) - (Hg) sartlar1 ve (6.2), (6.4) sart1 saglansin. Ayrica

tel icin 7(t) <t, g(t, a) = t(t) ve &€ [a,b]icin g & < g(t, b) olsun. Kabul

edelim ki (6.30) saglanacak sekilde bir reel degerli p € C'(1, (0, o)) fonksiyonu olsun.

Eger tel igin n(t) =>t, n(t) =gt b), n'(t) > 0 olacak sekilde bir reel degerli

n € C'(l, IR) var ve (6.31) sart1 saglaniyor ise, bu takdirde (6.1) diferensiyel denklemi

salinimlidir.

Ornek 6.1. t > 10 icin
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[x(t) + x(t — 2m)]" + f X[t +E]ldéE =0 (6.41)

ikinci mertebeden nétral fonksiyonel diferensiyel denklemini goz 6niine alalim, burada
a=la=—"b=2,r)=1p®) =1, (t) =t-2m, q( & =1, gt & =1+,
o(&) =& ve p(t) = 1 dir. Bu takirde ¢ € [_T'E] icin

0 & =min{q (&9, ¢ @O.HI=L, g'(tw) =1, gta)=t-F<t+Eve

g(t,a) < 7(t) < tdir. Ayrica Ty = 1 olsun. Bu takdirde

i [0 [ Q(s,6)da(?)
tgglosupj 2a-1

1 po®\rlg(s, )](p’, (s))**!
(a+1)(“+1)( i o> (p(s)g’(s,a))a @

veya
= 3n£imsupfds = 00

olur. Bu takdirde Teorem 6.3 den, (6.41) kabulii salinimlidir. Aslinda x(t) = sint,

¢oziimlerinden biridir.

Ornek 6.2.t> 1 igin

[x(t) + tx(t = B)]”

x[t +&]dé = 0 (6.42)
0

ikinci mertebeden noétral fonksiyonel diferensiyel denklemini géz 6niine alalim, burada
B =0bir sabittir. a =1,2a=0,b=1,r) =1, plH)=t, o(t) =t — B, ¢ =2,
gt, ) =t+¢ a(€)=¢& ve p(t) =1dir. Butakdirdet> 1igin
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Q(t,&) =min {q(t,8), gz (), )} =2, gt a)=gt, O) =t <t+&, () =t- B <t

t )
ve g(t, a) > 7(t) dur. Boylece h(t) =t+1, ¢®)=——, ()= Ve p(t)= —

bulunur. Bu nedenle,

limsup
t—oo

G EeDd® e ],
J S T P IO A

t

i

1

1

E+1d 1
f s E_4(s+1)

0

ds

veya

t
P S
=il _— = 00
oo W ) 25 T4+ DI®

1

olur. Dolayisiyla (6.42) kabulii Teorem 6. 3 ten salinimlidir.

Ornek 6.3. t > 1 igin

1
[2(x(6) + p(O)x(t — BT + f (€ + Dt + Elde = 0 (6.43)
0

ikinci mertebeden notral fonksiyonel diferensiyel denklemi géz oniine alalim, burada
0 < p(t) < po, Po Ve B birer pozitif sabitlerdir. « =1, a=0, b=1, r(t)=t%, =(t) =
t—pB, qt, ) =C+ 1 gt d=t+¢ a(§)=¢&, p(t)=1ven(t) =t+ldur. Daha
sonra ¢ € [0,1] ve t = 1 i¢in Q(¢t, &) = min {q(t, &), q(t(t),&)} = I1+¢& vet= 1 igin
gt,a) =g, 0)=t<t+<&,t(t)=t- B <tveg(t a) =1(t) ve 6(t) = % olsun. Daha

sonra
. o) fo(s,E)da(E) 1 po™\TlT()1(p’, (s)**?
5%””1 [ @ e ) G
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veya

t
3
Egiror})supfdszoo

1

olur. Ve

(12 0(s, ©)da(®) P @ T (s
lim sup [ a — 5%(s)—(1+ - ds
t—oo t'[ 2 1 ( To ) (a + 1) 6(5)7”&[7](5)]

Ve po < 5igin

olur. Bu nedenle 0 < p(t) < py < 5 igin Teorem 6.6 ya gore (6.43) kabulii salinimlidir.

Uyan 6.1. Burada p sonlu veya sonsuz | araligi tizerinde (6.1) diferensiyel denklemi
icin bazi yeni salinim teoremleri olusturuldu. Ayrica elde edilen kriterler [97] deKi
sonuglart gelistirir ve [94] daki sonuglar iyilestirir. Benzer sekilde 0 < a < 1 kabuli
altinda  verilebilir. Bu  durumda [30, Lemma2] c¢alismasi  kullanilarak,
Q(t,$) = min {q(t,§), q(x(®),§)} yerine Q(¢,§) =27 min {q(t,$), q(z(),$)}
alindiginda yukaridaki islemler gecerlidir. g(7(t),&) £ t[g(t,&)] almirsa, (6.1)

diferensiyel denklemini arastirmak i¢in baska bir yontem bulunabilir.
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