T.C.
PAMUKKALE UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

LINEER VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ

KARARLILIK BOLGELERI UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZi

ALI EREZ

DENIZLI, OCAK - 2024



T.C.
PAMUKKALE UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

LINEER VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ
KARARLILIK BOLGELERI UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZi

ALI EREZ

DENIZLIi, OCAK - 2024



Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitillmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu c¢alismanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini
ve alint1 yapilan ¢ahismalara atfedildigine beyan ederim.

ALI EREZ



OZET

LINEER VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ KARARLILIK
BOLGELERIi UZERINE
YUKSEK LiSANS TEZi
ALi EREZ
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI:PROF. DR. ALI FiLiZ)
DENIZLi, OCAK - 2024

Bu tez integral ve integro-diferansiyel denklemlerin kararlilik bolgeleri
iizerine olacaktir. Ozellikle, odaklanacagimiz béliim integro diferansiyel
denklemlerin farkli metotlar ile elde edilen kararlilik bolgelerinin elde edilmesidir.
Tez dort bolimden olusmaktadir. Giris bolimiinde genel olarak integral
denklemler ve integro diferansiyel denklemler hakkinda bilgi verilip glinlimiizde
bu denklemler ile ilgili ¢alismalar ve nerelerde kullanildiklar1 hakkinda bilgi
verilmigtir. Tezin ikinci boliimiinde ise I. Tip Volterra integro diferansiyel
denklemler tanitilip uygulanan yontemler eklenmistir. Tezin lglincli bolimiinde
Volterra integro diferansiyel denklemler igin kararlilik bolgelerinin analizi
yaptlmistir. Tezin doérdiincii bdliimiinde, integral denklemlerin kararhilik
bolgelerinin bulunmasinda uygulanan yontemler ele alinmaktadir. Tezin besinci
boliimiinde 1ise genel olarak integro-diferansiyel denklemlerin kararlilik
bolgelerinin bulunmasinda uygulanan yontemler {izerinde durulmustur.

Anahtar kelimeler: Diferansiyel denklem, integral denklem, integro
diferansiyel denklem, kararlilik bolgeleri.



ABSTRACT

ON THE STABILITY REGIONS OF LINEAR VOLTERRA INTEGRAL
EQUATIONS
MASTER’S THESIS
ALI EREZ
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. ALi FiLiZ)
DENIZLI, JANUARY 2024

In this thesis, we started with the stability regions of integral equations.
The part we examine is the stability region of integro differential equations. Our
thesis consists of four parts. In the introduction part, general information about
integral equations and integro differential equations is given, and information is
given about the current studies about these equations and where they are used. In
the second part of the thesis, Type | Volterra integro differential equations were
introduced and applied methods were added. In the third part of the thesis,
stability regions for Volterra integro differential equations are analyzed. In the
fourth part of the thesis, we have added the methods applied to find the stability
regions of integral equations. In the fifth part of the thesis, the methods applied in
finding the stability regions of integro differential equations are discussed.

KEYWORDS: Differential equation, Integral equation, Integral differential

equation, Stability region.
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1. GIRIS

Diferansiyel ve integral denkleminin bir¢ok kullanim alani vardir. Fizik,
kimya, biyoloji, tip, ekonomi gibi ¢esitli alanlarda ortaya atilan problemlerin
matematiksel modellemesi sonucu denklemler ortaya ¢ikmaktadir. Bunlar integral
denklemler, diferansiyel denklemler, integro-diferansiyel denklemler ve kismi
diferansiyel denklemler olarak siralanabilir. Volterra integral denklemlerinin diger
denklemlerden farki, integral sinirlarinin bir veya birden fazla degiskenlere sahip

olmasidir. Oncelikle Volterra integral denklemini asagidaki gibi tanitalim;
X
u(x) = /’lf K(x, t)u(t)dt
a

Ayrica burada bilmemiz gereken bir durum vardir. Denklemde integralden
once f(x) ifadesi var ise bu tip integral denklemler ikinci tip Volterra integral

denklemler olarak adlandirilmaktadir.

Bu tezde, bizim ele alacagimiz konu ise Volterra integral denklemlerinin

kararlilik bolgesi tizerinde olacaktir.

Kararlhilik bolgeleri bulurken integral denklemin hem tiirev kismi hem de
integral kismi ele alinacaktir. Bu tip denklemlere Volterra integro-diferansiyel
denklemler denilmektedir.  Tirev kisminda uygulanan metoda Karsilik integral
tarafinda bagka bir metot uygulamasi1 gerekebilir. Ayrica ¢oziilebilecek kisimlarda

niimerik analiz konularindan da yararlanilacaktir.

Volterra integral denklemler iizerindeki c¢aligmalar 1823 yilinin basinda
ABEL tarafindan bir integral denkleme rastlanilmas: ve ilk defa integral denklem
deyiminin 1888 yilinda De Bais Reymond tarafindan kullanildigi bilinmektedir
(Bocher, 1913).

Lambert and Brunner (1973), Volterra integro diferansiyel denklemler igin
niimerik ¢oziimlerde ¢ok adim metodu kullanip zayif kararlilik bolgesi teorisi

gelistirmis ve diferansiyel denklemler teorisi ile iliski kurmustur.



Baker (1977) integro diferansiyel denklemler {izerine hazirladigi kitabinda

Oonemli ¢6ziim yontemlerinden bahsetmistir.

Atkinson (1996, 2010) Parabolik integro diferansiyel denklemler ile ilgili

calismalar1 kitabinda bahsetmistir.

Bununla birlikte, giiniimiizde Volterra integro denklemler tizerine ¢alismalar

halen devam etmektedir.

Huang (2007) gecikmeli integro diferansiyel denklemlerin niimerik olarak

¢Oziim yollar1 lizerine ¢alismalar1 bulunmaktadir.

Giinlimiizde, yakin zamanda bu konu ile ilgili ¢alisilan konulara goz atacak

olursak;

Erdem (2004) Lotka - Volterra sistemleri ve sayisal ¢oziimleri lizerine

caligsmalar yapmustir.

Oztung (2009) Parabolik Volterra Integro-diferansiyel denklemlerin niimerik

cOziimlemeleri ve tarihgesi hakkinda bilgi vermistir.

Anar (2014) dogrusal olmayan Volterra integral denklemi ile verilen kontrol

sistemin yoriingeler kiimesinin 6zellikleri ve yaklagimi iizerine ¢alismalar yapmaistir.

Wazwaz “A First Course in Integral Equations” adli kitabinda Volterra

integral denkleminin 2015 yilinda tiirlerine deginip ¢6ziim yontemleri vermektedir.

Késeoglu (2019) Integral denklemlerin Taylor serisi yardimiyla yaklasik

¢oziimlerinin elde edilmesi lizerine ¢aligmalar yapmustir.

Seyyar (2020) Volterra integral denklemlerin iistel fonksiyonlari koruyan
Szasz-Mirakyan yakinsama yontemi ile niimerik c¢oziimler iizerine ¢aligmalar

yapmistir.
Biz ise;

Volterra integro diferansiyel denkleminin kararlilik bdlgelerini inceleyecegiz. Bunun
icin denklemimizin tiirev kismi ile integral kismimi ayiriyoruz. Kullanacak

oldugumuz yontemler tiirev kismi i¢in; ileri Euler, geri Euler, Rk2(Runge Kutta),
2



Rk4, RK5 ve Rk6 yontemleridir. Integral kismi icin ise; dikddrtgenler ydntemi,
Simpson (1/3, 3/8) yontemi, yamuklar yontemi, Filiz (2013, 2014) yontemi

Uygulanacaktir.



2. VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERI

Bu bolimde Volterra integral denklemlerinin kararlilik bolgesini
incelerken bilmemiz gereken konular {izerinde duracagiz. Burada kullanacagimiz
yontem onem arz etmektedir. Integro diferansiyel denklemimiz iki béliimden

olustugundan ayr1 ayri1 ¢6ziim bulmamiz gerekir.

2.1 L Tip Volterra Integro-diferansiyel Denklemler

Volterra integro diferansiyel denklem dedigimizde aklimiza integralin iist

siirinin bir degiskene bagl olarak verildigi gelmelidir.

I. Tip Volterra integro diferansiyel denklemlerin standart formu baslangic
kosullariyla;

fol(x, Hu(t)dt + fxl(z(x, HuM™ (t)dt = f(x), K,(x,t) # 0
0 0

seklinde verilir.

I. Tip Volterra integro diferansiyel denklemler, Il. Tip Volterra integro

diferansiyel denklemlere dontistiiriilerek ¢oziiliir.

Bunun i¢in bazi yontemler kullanmamiz gerekir. Bu yontemlerden biri ardisik

yaklagimlar yontemidir. Digeri de en ¢ok kullanilan Laplace doniisiim metodudur.

2.2 Laplace Déniisiimii ile Volterra Integral Denklemin Céziimii

Laplace doniistimii, zaman tanim kiimesinde tanimli bir fonksiyonu, frekans

tanim kiimesinde taniml1 bir bagka fonksiyona doniistiirmek amaciyla kullanilir.

Bu metot i¢in c¢ekirdegin formunun fark seklinde olmasi gerekir. Diger
ifadeyle, integral denklemin g¢ekirdek fonksiyonu konvoliisyon seklinde olmalidir.
Ayrica her diferansiyel denklem Laplace Doniisiimii yardimiyla ¢oziilemez. Ciinkii

4



Smir Deger Problemleri (Boundary Value Problem) Laplace sartlarini saglamaz.
Dolayisiyla boyle durumlarda bilgisayar programindan ¢oziim iiretmemiz gerekir.

Ayrica diferansiyel denklemimizin Leibnitz sartlarin1 saglamasi gerekmektedir.

Sy Ky G, u®dt + [ Ko e, u™ (0dt = f(x), Ky(x,t) #0 (2.2.1)

Tammm 2.2.1: Cekirdek K(t —s)’nun bir fonksiyonu olarak, K(z,s) =
k(t —s), seklinde yazilabiliyor ise K c¢ekirdek fonksiyonuna Volterra integral

denkleminde konvoliisyon tipindeki ¢ekirdek denir. Konvoliisyon tipi;

f (f * g)dt = F(s).G(s)
0

seklinde tanimlanir.

Eger integral denklemi lineer ve c¢ekirdegi konvoliisyon tipinde ise bu integral

denklemler Laplace Dontistimii ile ¢oziilebilir. Laplace Doniisiimii ise;

[0}

LFD)} = F(s) = f e~st F()dt

0

L)} = F(s)
L{u(@®)} = U(s)
LTF(s)} = f(t)

olur.

(2.2.1) denkleminde her tarafa Laplace doniisiimii uygulanirsa,
LK (x — ) *ux) + L(K(x =) xu™(x) = L(f(x)
elde edilen

F(s) + K, (s)(s™U(s) — s™ u(0) — s 2u'(0) — --- — u™=1D(0))
Ki(s) + s™K5(s)

£(f () = U(s)

denkleminde her tarafin ters Laplace doniisiimii alinirsa ¢6ziim bulunmus olur.



Ornek 2.2.1: u(x)=1+21 fox u(t)dr denklemimizi ele alalim.
Coziimiinii Laplace doniisiimii ile yapalim.

Coziim 2.2.1: Coziim i¢in Oncelikle esitligin her tarafina Laplace doniistimii

uygulayalim.

ul(x) =1+ lfxl.u(‘r)dt
0

Oncelikle genel formda yazarsak

u(x) =1+ 2 [ (x —1)° u(r)dr

elde edilir. Genel formda esitligin her iki yanina Laplace dostimii uygulanirsa,
L{u(x)} = L{1} + AL{fOx 1.u(r)dr}

ve Laplace dontistimii kurallar1 geregince

Us) = % -

ofi-4-2

S

s—/l]_l
s | s

U(s) [

1
V) =523

bulunur. Simdi her tarafin ters Laplace doniisiimii alinirsa;

2

LHU(s)} = L1 {ﬁ}

u(x) = e

olacak sekilde integral denklemin gercek ¢oziimiine ulagilir.

Simdi de ayn1 6rnegimizi ardigik yaklagimlar yontemi ile ¢ozelim.

6



2.3  Ardisik Yaklasimlar Metodu

Tamm 2.3.1: Herhangi bir uy(x) fonksiyonu u(x) bilinmeyen fonksiyonuna

bir yaklagim olsun. Buradan

Upr1 () =F(x)+ A fon(t, s)u, (t)dt, n=0
0
fonksiyonu u(x) © e yakindir. Ayrica
u(x) = lim w44 (x)
saglanir. uy(x) genel olarak integral kismindan gelir.

Ornek 2.3.1: u(x) =1+ Afoxu(r)df ve ug(x) = 1 olmak iizere

integral denklemin gergek c¢oziimiini ardisik yaklagimlar yontemi uygulayarak

bulalim.
Cozim2.3.1: u, =1+ Afoxun(r)dr
denklemini ele alalim.
n =0 icin u =1+ Af;cuo(r)dr
u(x) =1+ A, ldr=(1+A0)§ =1+ Ax
saglanan degeri elde edilip

n = 1igin u, =1 +Af0xul(r)d‘r

u,(x) = 1+ ljx(l + At)dr
0

u,(x) =1+ A[T+A§];0



(Ax)?

uz(x)=1+/1x+7

n =2 i¢in uz; =1 +/1f0xu(r)dr

2
uz(0) = 1+ A7 1+ a0+ ar

2 371%
us(x) =1+ AIT+%+(A;) l
=0

(20?2  (x)°
2! 4 3!

us(x) =1+ Ax +
n — oo iken

2 3 n d n
(O On N ()

2! 3! n! n!
n=0

limu, (x) = lim1+ Ax +
n—-oo n—oo

ifadenin sag kismi e?* fonksiyonunun seri agilimi (Maclaurin seri acilimi)

oldugundan

Ax

ulx) =e genel ¢oziimii elde edilir.

A = 1 alindiginda 6rnek 2.3.1 de verilen Integral denklemin genel ¢6ziimii e* olur.

Ardisik yaklagimlar metodunu kullandigimiz bir 6rnek verelim.

Ornek 2.32: u(t) =t+ % ) Ot tsu(s)ds seklinde verilen Volterra

integro denklemini ardigik yaklagimlar yontemiyle ¢ozelim.

Coziim 2.3.2:

U (B) =t +%f0t tsu,(s)ds



1 t
u(t)=t+—f tsuds
5Jo

uy(t) =t

u, () =t+ %fot t suy(s)ds

|

n =0 igin
1 t
ul(t)=t+—J tssds
5Jo
37t
w (@) =t+=|t =
1() 5[ 3
t3
@) =t+ i —t|14+28
M =T R T 1!
n =1 igin uz(t)=t+§f0ttsu1(s)ds
1t -
uz(t)=t+§f0 tss 1+f ds
3 51
= L AT
uz(t)—t+5l3+ 6]
s=0
t4 i ﬁ ﬁ)Z
= 415 — is o [ asl
uZ(t)_t+15+2.3_t 1+1!+< 21 )l
t3 3\ 3\° ¢3
=, \is = Eyn
u,(t) =t 1+11—5! + % + (1;) + o 171%
t3
n — o oldugunda lim,,_,,, u, (t) limiti u(t) =t e1s gergek ¢oziimii elde edilir.
(t=0)

Ornek 2.3.3: u(t) = f(t) +1 [, tsu(s)ds,
Lineer ikinci tip Volterra integral denkleminde t € [0, 2] araliginda f(t) = t alarak

yamuklar yontemi ile niimerik ¢6ziim yapildiginda;



Tablo 2.1: u(t) = f(t) + % fot tsu(s)ds, f(t) =t denkleminin yamuklar yontemiyle niimerik

¢Ozimil.
t Hata h=0.2 Hata h=0.1 Gergek ¢6ziim
0,0 1,00000e+00 1,00000e+00 0,00000
0,20 5,34330e-05 1,33569e-05 0,20011
0,40 2,16365e-04 5,40800e-05 0,40171
0,60 5,03037e-04 1,25716e-04 0,60870
0,80 9,52131e-04 2,37903e-04 0,82778
1,00 1,64498e-03 4,10895e-04 1,06894
1,20 2,73602e-03 6,83108e-04 1,34652
1,40 4,50886e-03 1,12499¢-03 1,68103
1,60 7,48455e-03 1,86573e-03 2,10238
1,80 1,26367e-02 3,14614e-03 2,65538
2,0 2,18302e-02 5,42616e-03 3,40921

Tablo 2.1'de goriildiigii tizere test denklemimiz de t araliklari arttikga niimerik
¢Ozlim ile ger¢cek ¢6ziim arasindaki fark azalmaktadir. Dolayisiyla test denklemimiz
kararli olmaya yaklagsmistir. Bu durum niimerik ¢6ziimiin gercek ¢oziime yaklastig
sinyalini verir. Bu denklemimize Simpson metotlar1 uygulaninca niimerik ¢6ziim
gercek ¢oziime daha da yakin olmaktadir. Yukaridaki 6rnege benzer olarak lineer

integral denklemini alalim.

Ornek 2.3.4: u(t) = f(¢t) + 1 [, u(s)ds (t=0)
denkleminde; f(t) = 13e7t —12, 2=12, u(t)=e"t

alinarak ac¢ik Euler (soldan dikdortgenler yontemi) ve yamuklar kurali kullanilarak

¢Oziim yapilirsa;

10



Tablo 2.2: f(t) =13e t =12, A1 =12, u(t) =et denkleminin agik Euler ve yamuklar metodu

ile niimerik ¢6ziimii.

t Niimerik C6ziim Gergek Coziim
0,00 1,00000 1,00000
0,20 0,8209 0,8187
0,40 0,6974 0,6703
0,60 0,8723 0,5488
0,80 4,2989 0,4493
1,00 46,1610 0,3679
1,20 545,0327 0,3012
1,40 6480,0793 0,2466
1,60 77080,7950 0,2019
1,80 916909,2956 0,1653
2,0 10907056,2249 0,1353

tablosu elde edilir. Tablomuzda h adim araligi 1/5 olarak alinmustir.
Ornek 2.3.5: u(x) =1+2 fotu(e)de
denklemini ele alalim. Burada;
u(t) = e*, u(0) =1, A=-12
seklinde alinip yamuklar metodu uygulaninca;

X, = 0+ nh

Bh) = () +h ) W $(hK)
k=0



[ o0y = WS bt ien)
a i=0

$(x) = 1— 12 f $()dy
0

n=0 $(0) =1 12f $()dy
0
$(0) = 1.
0,2
n=1 $(02) =1— 12] b (y)dy
0

1
h
h;¢>i=5(¢>o+¢1)

0,2
= (#(0) +$(02)

$(0,2) = 1—12*[

$(0,2)=1-12*[1+ ¢(0,2)]

2,2 % $(0,2) = —0,2
(0,2) = 0z__1_ 0,09090
¢(0,2) = 22 11

¢$(0,2) = 0,09090

Ornek 2.3.6: u(x) =1+ Afotu(s)de

denklemini ele alalim. Burada
u(t) = e* u(0) =1 A=-12
alinip ardisik yaklasimlar metodu uygulaninca;

X, =0+ nh

12



Bh) = F(R) +h ) Wi, (hK)
k=0

h=—=—=01
N 10 7

b n
[ o0ady=nY wpa+ixn
a i=0
2
$(x) = 1—12 f $()dy
0
0
n=0 ¢(0)=1—12f¢>(y)dy=1
0

0,1
n=1 $(0,1) =112 f $()dy
0

1
h
h;¢i=5(¢o+¢1)

0,1
$(01) = 1-12 + [ (#(0) + $(0.2)]

$(0,1) =1—0,6 *[1 + ¢(0,1)]
1,6 * ¢(0,1) = 0,4

(01)—0' —1—02500
(0, 16 4

N

$(0,1) = 0,2500

0,2
$(0,2) =112 f $()dy
0

1
h
B i =5 (b + 1)
i=0

0,1
¢(0,1) =112+ [—-(¢(0) +2¢(0,1) + ¢(0,2)]
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$(0,2) =1—0,6*[1+2%0,25 + ¢(0,2)]

1,6 * $(0,2) = 0,1

(02)—0'1—1—00625
¢ 0, 16 16

24  Volterra integro-Diferansiyel Denklemlerinin Baslangic Deger

Problemlerine Doniistiiriilmesi

Volterra integro-diferansiyel denklemi, baslangi¢ deger problemine

doniistiirmek i¢in oncelikle denklemimizi ele alalim
X
ulx) =f(x)+ /1[ K(x,t)u(t)dt
a

her iki yanindan da Leibnitz kural1 ile tlirev alalim.

u'(x) = £'(x) + AK G, 0)ux) + [ 2= Dut)de)

integro diferansiyel denkleme dontisiir.

Ornek 2.4.1: u(x) =1+ Af(fu(r)dr denklemimizi diferansiyel denkleme
doniistiiriip ¢oziim yapiniz.
Coziim 2.4.1: Verilen denklemimizin her tarafinin tiirevini alalim.
u'(x) =0+ Au(x)

u'(x) = Au(x)

du
m = Adx

Buradan u(x) = Ae?* elde edilip u(0) = 1 baslangi¢ kosulu yazilirsa; u(x) = e?*

¢Oziimii elde edilir.

Dolayisiyla denklemimiz tiirev yardimiyla degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel

denkleme doniistiiriiliip ¢6ziim bulunmustur.
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25 Leibnitz Kurah

[a, b] araliginda tanimli X" in tirevlenebilir fonksiyonlar1 h ve g olsun.

gx)

F(x) = f®dt, Fx)' = (g(x)'f(g(x) — h(x)'f(h(x))

h(x)

veya en genel hali ile verildiginde olusan fonksiyon

F(x) = f(gj;)l((x, OF(O)dt ise;

FOo)' = [55% (1) f(0)dt — K(x,9(0))(9(0)) F(9(®)) —
K (%, h())h(x)'f (h(x)) (25)

olarak tanimlanir. (2.5) denkleminde ele aldigimiz fonksiyonlar siirekli olmalidir.

Yani stireklilik sartlarini saglamalidir.

Goriildigii gibi  her diferansiyel denklem ¢o6ziilemeyeceginden bu durumu

¢ozebilmek i¢in bilgisayar programi yazmamiz gerekir.

Ornek 2.5.1: u”" +u =cosx, u(0) =0, u'(0) =1
diferansiyel denklemini Volterra integral denkleme doniistiirelim.

Coziim 2.5.1: u'’ =¢x)
u' = jx¢>(t)dt + u'(0)
0
"= dt+1
u fo ¢(t)dt

u(x) = (x —t)p(t)dtdx + x
/]

u(x) = Jx(x —t)p(t)dt + x u<o
0

15



u(x) = fx(x —tp)dt+x+0
0

u(x) = fx(x —t)p(t)dt + x
0

u”" +u=cosx

d"(x) + fx(x —t)¢p(t)dt + x = cosx
0

¢(x) = cosx — jx(x —t)p(t)dt
0

seklinde elde edilen ¢ diferansiyel denklemin Volterra diferansiyel denkleme

dontigmiis halidir.

26  Cok Kath Integral Denklemin Volterra Integro Diferansiyel

Denkleme Doniistiiriilmesi

[ [ ottt = [ 5

Burada n tane integral denklemin tek katli integral denkleme doniistiiriirken
bir baslangi¢ degeri altinda verilen n, mertebeden diferansiyel denklemin n. mertebe
ye kadar integralini alip diferansiyel denklemde yerine yazilmasiyla elde edilen n.
mertebeden integral denklemin tek tek agilip toplanmasinin ardindan

diizenlenmesiyle tek katli integral denkleme doniisiir (Aksoy, 2017).
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3. VOLTERRA INTEGRO DIFERANSIYEL
DENKLEMLERININ KARARLILIK BOLGELERI

3.1 Volterra Integro Diferansiyel Denklemlerinin Kararhhk

Bolgelerinin Bulunmasi

Volterra integro diferansiyel denklemlerin karalilik bolgelerini incelerken iki kisimda
ele almaliyiz. Oncelikle bildigimiz yollardan gercek ¢oziim bulup sonra ise niimerik

yollardan incelemeliyiz.

Ornek 3.1.1: v’ = Au, u(0) = 1 seklinde test denklemini alalim. Gergek

¢Oziim i¢in bildigimiz yollardan ¢6ziim yaparsak;

Test denklemimize tiirev uygulayalim.

du_/1
dx u
du
— = Adx
u

Her tarafin integralini alalim.

du
f—zf/ldx
u

Inu=2Ax+c
u= e/lx+c — e/lxec
u(x) = AeH*

seklinde ¢oziim elde edilmis olur. Baslangi¢ kosulunu uygularsak

17



u(x) = et (3.1.1)
sonucunu elde etmis oluruz. Burada Laplace doniisiimii de kullanabiliriz.
Simdi ise niimerik metot olarak ileri(agik) Euler metodu uygulanirsa;

Upy1 = Uy + hAu, = u(1 + 1h)

Un+1 = Up(1 + 2h)

n=0 i¢in u; = u(1+ Ah)

n=1 icin u, = uy (1 + Ah) = uy(1 + Ah) (1 + Ah) = (1 + Ah)?
n=2 icin Uz = uy(1 + Ah) = (1 + 1h)3

n=k icin Upr1 = (1 + Ah) = (1 4 AR)k*1

Bu durumda n sonsuza giderken limit alindiginda A < 0 oldugundan h adim araligi

i¢in;
h <= alnarak h > 0 elde edilir.
Dolayisiyla;
lim,,_, (1 + AR)™ igin
1+ Ah)| <1
-1<(1+2n)<1
—-2<1ih <0

—2<h Ah <0

18



elde ederiz.

|[(1+2Ah)| <1

Ah = z alursa

1+z] <1

11+ x+yi| <1

JA+x)2+y2<1
(x+12+y%<1

M(—1,0) r<1

icin alinirsa elde edilen bolgeyi gosterirsek; |1+ Ah| < 1 igin kararlilik bolgesi
Sekil 3.6’ da gosterildigi gibi elde edilir.

2

-2
-3

1 2

Sekil 3.1: Merkezi (-1,0) yarigap1 1 den kiigiik olan ileri Euler metodunun kararlilik bolgesi

Ornek 3.1.2:u' = Au, u(0) =1

seklinde test denklemini tekrar ele alalim. Gergek ¢oziimiinii (3.1.1) de bulmustuk.

u(x) = e
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Simdi de ele aldigimiz test denklemine geri (kapali) Euler metodu uygularsak

Un+1 = Up + A f(Xpt1, Unst)
Un+1 = Uy + hAUR 4
Unyr — hAupq = Uy

Uny1(1— Ah) = u,

un
un+1 = 1 _ Ah
n=0 igin up = 2= (1—h)™
n=1 icgin Uy, = ﬁ =(1-Ah)~?
n=2 igin Uy = 22 = (1—2h)~
n=k ic¢in Uppq = % = (1 — Ah)~(k+D)

Bu durumda n sonsuza giderken limit alinirsa;

lim u, = lim =u"

| 1

Limitinin ¢6ziime ne zaman yakinsayacagini arastirmamiz gerekir. Yakinsaklik i¢in

1 e g . .
m| <1, n - oo igin iki durum s6z konusudur.

I. durum:

ST

1-4h>1

20



—1h >0

AR <0
h > 0 ve A < 0 durumlar1 her zaman saglanir.

Il. durum:
1-ih < -1
—lh < =2

Ah > 2

h > 2
71

durumu elde edilir. Dolayisiyla biz;

ﬁ|<1
|1 —Ah| > 1
[1—2z|>1
11—x—iy|>1

JA=%)24+y2>1
(x—12+y?>1

M(1,0) merkezi ve r > 1 yarigap1

i¢in elde edilen kararlilik bolgesi Sekil 3.7°de gosterilmistir.
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Sekil 3. 2: Merkezi (1,0) yarigap1 1den kiigiik olan kapali Euler metodunun kararlilik bolgesi

Ornek 3.1.3: u' = Au, uy, =1 u= f(x, u) olmak iizere;

Upy1 = Uy, + RSy (3.1.3)

(3.1.3)de u,, u(x)’ in ve f,’ de f(x,u,), x = x, noktasindaki niimerik
yaklasimini ifade etmektedir.

n=11i¢in; k; = hf (x,, u,) = hiu,

ky = hf(xn+h: un+kn)

n=2igin;  ky = hA(u, + ky) = Ah(u, + Ahw,) = Ahuy, + (AR)2u,

ki +k,
2

Upt1 = Up +
1 2
Upiqg = Uy + > ( Ahuy, + Ahu,, + (Ah)*u,)

1
Uppq = Uy + Ahu, + 2 (Ah)?u,

22



An2\"
un+1 = uO 1 + /1h + 2

(Ah)?

<1
2

‘1+ Ah +

72
‘1+Z+— <1

2

z=x+1iy

<1

(x + iy)?
2

’1+x+iy+

Test denkleminin 2.,3., ve 4. Mertebeden Runge Kutta metotlar1 ile ¢oziimiinden
elde edilen grafikler sirasiyla Sekil 3.8, Sekil 3.9 ve Sekil 3.10° da verilmistir.

Runge Kutta 2 Metodu Kararlilik Bolgesi

2
™~
< 0
-~
-1
2
-3 - - - s
-3 2 -1 0 1 2 3

ih

Sekil 3. 3: u'=Au, u(0)=1 test denklemi i¢in Runge Kutta 2 metodu kararlilik bolgesi
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Runge Kutta 3 Metodu Kararlilik Bolgesi

2
1+t
(o]
<0
-~
-1
2T
-3
-3 -2 -1 0 1 2 3

ih

Sekil 3. 4: u'=Au, u(0)=1 test denklemi i¢in Runge Kutta 3 metodu kararlilik bolgesi

Runge Kutta 4 Metodu Kararlilik Bolgesi

2 .
1
o~
<0
-
-1
-2
-3
-3 -2 -1 0 1 2 3

nh

Sekil 3.56: u'=u, u(0)=1 test denklemi i¢in Runge Kutta 4 metodu kararlilik bolgesi

24



4, KARARLILIK BOLGELERI

4.1 Kararhhk Bolgelerinin Bulunmasi

Ornek 4.1.1: u(t) = f(O) + A [ u(s)ds  t>0 (4.1)

denkleminde f(t) = 13e~¢—12, 1 =12 olsun. Bu denklemin katlanarak azalan

kesin ¢ozimii u(t) = e~¢ dir.
Adi diferansiyel denklemle baglantisini tanimlayalim.

u'(t) = Au(t) —13e7t, t=0, u(0)=1, A1=12

A > 0 oldugundan, elde edilen (4.1) adi diferansiyel denklemi, u(0) degerine goére

kararsizdir;

u(0), u(t) + 6u, olarak degistirirsek ¢oziim de u(t) + du, olarak degistirilir,

boylece ¢ozlimdeki bozulma sinirsiz olur.

(4.1) denklemi i¢in yamuk kuralini kullanip, 1, yaklasik ¢ozlimii ifade ederse;
Uiy — AZ;'I:o An, iU = fu n=rr+1,.., 4.2)

h
Ano = nn = E ) an,j = h, ] =123, ..,n—1

tly — A [Filo + hily + -+ + hll_y + 10| = £ 4.3)

“ h o o o - h o
gy = A |52 + hily + o+ iy + hily + S ge | = frpn (44)

(4.3) denklemini (4.4) denkleminden ¢ikarirsak

o AR\ . Ah
ey (1-3) =t (142) = Af, (4.5)
elde ederiz. (4.5) denkleminde;
Afn = fn+1 - fn ,y = 1)2)3) ve 1\20 = Uy = f(O),dlr.

Bu nedenle u(n) degerleri (4.5) denkleminde oldugu gibi iki terimli bir tekrarlama
iligkisini saglar.
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(4.2) denklemindeki dikdoértgen kuralinda degisen h ve A > 0 adimlarimi kullanirsak,

Sekil (3.1) de gosterilen ve kararsizligi veren yaklasik degerleri elde ederiz.

Denklemi f(t) = 13e7t =12, A = —12 diye alirsak tam ¢ozim de u(t) = et
siirsiz ¢oziimil elde edilir. Ancak u(0) i¢indeki bir du, durumunun istel olarak
azalan bir Suye™'?* durumuna neden olmasi anlaminda (asimptotik olarak)

kararhidir.

Tamm 4.1: Herhangi bir (a, b) kritik noktasi kararli ise bu noktaya en yakin olarak
baglayan her yoriinge sonsuza dogru da bu noktaya yakinsiyor ise (a,b) noktasina

asimptotik kararli denir (Koker, 2021).

(4.5) denklemi i¢in, yamuk kuralini kullanirken, t,,,, = 2 Ve h = % ye kadar g
ondalik rakamin dogru oldugunu buluyoruz. Tablo 4.3 ve (4.5) denklemine gore

7 = % y1 tanimlariz. Buradan; A = 12, h = % , oldugunda ¥ = —11 elde edilir.

h > 0 mtimii¢in | 7| > 1 , 1 > 0 ise, yontem h > 0 1n tiimii i¢in kararsizdir.
A=-12, h= % , oldugunda 7 = 0.09090 olur.

Timh > 0igin | 7| <1 , 4 < 0ise yontem h > 0 1n tiimii i¢in kararlidir.

Tablo 4.1, Tablo 4.2 ve Tablo 4.3° deki sonuglar, sayisal kararliligin veya
kararsizligin, sistemdeki dogal kararlilifi veya dogal kararsizligi yansitabilecegi

analitik problem gercegini gostermektedir.

Tablo 4.1: 2 =12, f(t) = 13e™t — 12 seklinde verilen denklemin de§isen h araliklarma gore
kararlilik durumlari

Sayisal

h=1/5 h=1/10 h=1/20 Gergek
0,20 0,7825 0,8304 0,8209 0,8187
0,40 1,0392 0,8665 0,6974 0,6703
0,60 -3,5330 3,6962 0,8723 0,5488
0,80 45,3292 50,8142 4,2989 0,4493
1,00 -493,3267 806,2103 46,1610 0,3679
1,20 5430,9282 12893,7849 545,0327 0,3012
1,40 -59736,6612 206295,9595 6480,0793 0,2466
1,60 657106,1789 3300732,0914 77080,7950 0,2019
1,80 -7228165,5888 | 52811710,4004 | 916909,2956 0,1653
2,00 79509823,4247 | 844987363,8982 | 10907066,2249 | 0,1353

26




Tablo 4.2: 1 = —12, f(t) = 13e~* — 12 seklinde verilen denklemin degisen h araliklarma gore
kararlilik durumlari

Sayisal

t h=1/5 h=1/10 h=1/20 Gergek
0,20 -1,1620 -0,8304 -0,7840 -0,7697
0,40 -0,7713 -0,7830 -0,7766 -0,7742
0,60 -0,6479 -0,6475 -0,6472 -0,6470
0,80 -0,5290 -0,5306 -0,5308 -0,5309
1,00 -0,4332 -0,4344 -0,4347 -0,4348
1,20 -0,3547 -0,3556 -0,3559 -0,3560
1,40 -0,2904 -0,2912 -0,2914 -0,2914
1,60 -0,2377 -0,2384 -0,2386 -0,2386
1,80 -0,1946 -0,1952 -0,1953 -0,1954
2,00 -0,1594 -0,1598 -0,1599 -0,1599

Tablo 4.3: 1 =-12, f(t) = 13e* — 12 seklinde verilen denklemin degisen h araliklarma gore
kararlilik durumlari

Sayisal

t h=1/5 h=1/10 h=1/20 Gergek
0,20 1,2174 1,2205 1,2212 1,2214
0,40 1,4873 1,4907 1,4915 1,4918
0,60 1,8165 1,8207 1,8218 1,8221
0,80 2,2187 2,2238 2,2251 2,2255
1,00 2,7099 2,7162 2,7178 2,7183
1,20 3,3099 3,3176 3,3195 3,3201
1,40 4,0428 4,0521 4,0544 4,0552
1,60 4,9378 4,9492 4,9521 4,9530
1,80 6,0311 6,0450 6,0485 6,0496
2,00 7,3664 7,3834 7,3876 7,3891

Daha sonra uygunsuz sayisal yontemlerin ‘ger¢ek olmayan’ kararsizliga yol
acabilecegini gorecegiz. Rakamlar bazen anlasilamayan seyleri de netlestiriyor:
smirsiz ¢ozlimler kararli olabilir ve sinirli ¢6ziimler kararsiz olabilir. Ayrica
tablolardan elde ettigimiz sonug; A = 12 olunca denklemimizin kararsiz oldugunu ve

A = —12 aliminca kararsizligin diizelme egilimde oldugunu gostermektedir.
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5. INTEGRO DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAMUKLAR VE
SIMPSON KURALLARI iLE KARARLILIK ANALIZi

Icerisinde tiirev ve integral terimleri barindiran integral denklemlere integro-
diferansiyel denklem denir. Integro-diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri
icin bugiine kadar c¢esitli niimerik yontemler iizerinde calisilmistir ve ¢alismalar
devam etmektedir. Son zamanlarda gecikmeli ve gecikmeli olmayan Volterra integro
diferansiyel denklemler igin niteliksel ¢éziimler bulunmaya g¢alisiimaktadir (Baker
and Keech, 1978).

Ik olarak yamuklar kurali ve tekrarlanan yamuklar kuralmi gérecegiz.
Birinci adimda, ¢oziimiin arandig1 aralifin parcalanisindan elde edilen ilk alt aralik
tizerinde yamuklar kurali ve geri kalan alt araliklar {izerinde Simpson 1/3 kurali

kullanilacaktir.

(4.1) denkleminde f(t) = 1 ¢ekirdek fonksiyonu K(t,s) = 1 olarak tanimlanmustir.
Sonraki boliimde bu tiir denklemleri dikdortgen kural, yamuklar kurali, Simpson
kurallari, Runge-Kutta yontemleriyle Gregory yontemini kullanarak sayisal olarak
¢oziilir. Bahsi gegen kurallar Tablo 4.2 ve Tablo 4.3 de gosterilen agirliklara
sahiptir.

5.1 Integro-diferansiyel Denklemlerin Sayisal Kararlihg

Bu boliimde integro diferansiyel denklemin kararliligini inceleyecegiz. Burada;

u'(t) = pu(t) + AJtu(s)ds +1 (t =0);
0

denklemini ele alalim. 6 -yontemini uygulayalim. Denklemimizin ¢oziimiinde
yaklasik ¢6ziimii (niimerik) gostermektedir.

n
tn
J u(s)ds =~ hz Ay, ;U
0 =
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n
tan = T+ B[ (1= 0) il + 2 )l + 1) + 0t
j=0

n+1

+ AZ an+1,jiij + 1) .
j=0

g1 = Ty + h[(1 = ) (il + AXT_g ap ;i + 1) + 0 (pilyyq + AXTog an ;Ui +

Aan+1,nﬁn + Aan+1,n+1iin+1 + 1)] (5-1-1)

an =1—-2Ah0(u + an+1n+1) ve

bn=h[(1 — ) (i, + Ao an i + 1) + 0(A X0 an jll; + A0npqplly + 1)]
alinirsa (5.1.1) denklemini agagidaki gibi yazabiliriz.

. (Up+by)
Un+1 = a
n

Simdi (5.1.1) denkleminde 8 =§ yi secelim.

iiozl,
.. hyp . . Ah
ul=u0+§[,uuo+,uu1+7(u0+u1)+2]
5 . hrp . Ah _ _ . Ah _ .
uz=u1+§[uu1+7(uo+u1)+yu2+?(u0+4u1+u2)+2]
. . hps . 2Ah _ . . Ah _
u3=u2+E[(uu2+?(u0+4u1+u2)+yu3+7(u0+u1)
Ah .
+?(u1+4u2+u3)+2]
. N B Ah . .
u4=u3+E[,uu3+7(u0+u1)+?(u1+4u2+u3)+uu4
Ah . . ..
+?(u0+4u1+2u2+4u3+u4)+2]
5 . hp _ 2Ah _ 5 5 . . Ah _
u5=u4+§[/xu4+?(u0+4u1+2u2+4u3+u4)+/¢u5+7(u0+u1)

Ah
+ 52 Gy + 4Ly + 20 + 4l + ) + 2]
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~ N~ h ~ T ~ ~ r+1 ~
Uppq = Uy + P [,uur + AZj:o Qr,jUr + puyyq + AZj:o Ary1,jU;j + 2]

(5.1.2)

~ o~ hr ~ r+1 - ~ T+2 ~
Ursz = Ups1 T35 [Hur+1 + AZj:O Ariq,jUj + UlUpyp + AZFO Ariz,jUj + 2]

(5.1.3)

(5.1.2) ve (5.1.3) denklemlerini taraf tarafa ¢ikarip r nin tek oldugunu varsayip
r=kk+1k+ 2, .. icin,

tryp = Uysr = lrag = Gy +5 [l + s + 5 QU + My + 1) +

.Uﬁr+2]'

elde ederiz. Denklem diizenlenince;

uh  Ah? 42h? ph  Ah?
a = ____;ﬁ=_2 ’y= —_—
2 6 6 2 6
secersek;
AQlyyy + fUrpq + YU, =0 (5.1.4)
elde edilir.

Boyle bir tekrarlama denkleminin genel ¢oziimii ;
i, = At] + Bt}

Burada A,B baslangi¢ denklemleri tarafindan belirlenir (f3, f, yi verir.) ve ayrica
t; # t, olacak sekilde t; ve t, yardimci denklemin kokleridir.

at’+ pt+y =0

BT B~ ay
2a

b1 =

h’ in giiclerindeki genislemeyle
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_ h hu )
t1'2=1+<p5+7+0(h)

elde edilip ¢ = \/u? — 421 seklinde tanimlanir. O zaman t; Ve t, ;
_ h h
t1,2 =1+ (pz'*'?‘u-l_o-(hz)

olarak tanimlanir.

i, = At} + Bt} 1u(0) =1
A+B=1
At1+Bt2=i11

Uy —t A_ﬁ1—t2

)

thp—t th —t;
buluruz.
—p+
limA = LT e
h—0 2§0
ve
1+
lIimB=1—A4= a
h—0 2+ 2¢

Sonug olarak; u = —1, A= 1 segersek,

V5+5
10

limy_oA = ve limy,_, B = 0.

Ornek 5.1.1: Lineer integro diferansiyel denklemi ele alalim.
w(t) = ) + A [, e"Du(s)ds  u(0) =1; (5.1.5)
Laplace doniisiimiinden (5.1.5) denkleminin ¢6ziimiinii dontistiiriirsek;

u(t) = —+ e Digin A % 1 (5.1.6)

(5.1.6) denkleminde A — 1 smirlayici durumdur. (5.1.6) denkleminde A =1+ ¢
konularak;

_ et
u(t) _ 1+(1+¢)e

elde edilir. ¢ » 0 yaklastiginda;

eft+t(1+g)ett

limg_ou(t) = lim,_, = 1+ ¢t bulunur.
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5.2 Integro-diferansiyel Denklemlerde LMM (Lineer Cok Basamakh
Multi Sistem) Kurah

LMM kuralinda, (5.1.5) denkleminin sayisal ¢oziimi igin Kkararlilik
analizleri verecegiz. ODE (Adi diferansiyel denklem)’ lerde IVP (Baslangig¢ deger
problemi)’ ler igin sayisal yontemlerin kararlilik bdolgelerinin belirlenmesinde,
yontemi basit bir test denklemine uygulayarak ilerleyebiliriz. Diyelim ki u'(t) =
Au(t) olsun. Burada A, ger¢ek veya komplex say1 olabilir. Bu nedenle p(r) =

K jairkive a(r) = ¥, Bir*~! polinomlar ile iliskili (Lambert 1991) dogrusal

cok adiml1 yontemi, uygun baslangi¢ degerleri verildiginde, yukaridaki denklem igin;

U; =~ u(ty + jh) belirleyelim.
120 (@ — Ah )il =0 n=k,
formiillerini verir. p(r) — Aho(r) sifirlar1 agisindan olagan kararlilik kriteri,

(rk +AnYES yir""_i) sifirlarinin yi =— (a; — AhB;)/ (ar — AhBy), ap —
AhB;, # 0 oldugunda birim diskin i¢inde olmasidir. Kararlilik kriterinin bu ifadesi,
integral denklem yoOntemlerine, oOzellikle de integral diferansiyel denklemlere

uygulanabilecek benzer bir analiz 6nerir.

(5.1.5) lineer test denklemini u ve A gergek sabitleri ile degisen degerler
kabul etmemize izin verecek sekilde ele alacagiz. Boyle bir denklem biraz
kisitlayicidir, ancak bu basit durum igin bir kararlilik analizi, daha genel integro

diferansiyel denklem hakkinda fikir verir.

(5.1.5) test denkleminin kararlilik bolgelerinin grafiklerini verebiliriz.
Yontemin kararlilik 6zellikleri genellikle asimptotik olarak kararli ¢oziimlere sahip
denklemler i¢in incelenir. u'(t) = Au(t) test denkleminde , u(0) verilen ODE lerde
bunu Re(1) < 0 isteyerek ve boylece ODE nin asimptotik kararliligindan saglariz.
Integro diferansiyel denklemler icin u(t) ¢dziimiiniin t — oo olarak p ve A cinsinden
sifira egilim gostermesi icin karsilik gelen gereksinimi buluyoruz. Test denkleminin

u(t) ¢oziimi, ancak ve ancak t — oo olarak sifir olma egilimindedir. Re(ii) <0,

i = 0,1 burada (/L-) test denklemimizin 6zdegerleridir. Ayrica u < 0ve A < 0.

(test denklemini u(t) = C,e™t + Cye™t ¢oziimiiyle u'’(t) = uu'(t) + Au(t) olarak
yazarsak, burada 7, ver,, % — ur — A = 0 denkleminin kokleridir.)
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Brunner ve Lambert (1974) tarafindan yapilan c¢alismalar ardindan konu ile ilgili

aragtirmalar yapilmistir.

Test denklemi i¢in ¢ok adimli dogrusal yontemi (LMM) ele alalim;

Zf:o aj ﬁn—i = hZ'f:o ﬁiF(tn—i; fin—i' Zvn—i) (5-1-7)

Dikdortgenler kuralindan;
n-1
7 = hz Wi ;K (b, £, 1)
j=0

ile birlestirilir.
Tamm 5.2.1.

h, u, A nin verilen degerleri i¢in,

k n—i
| (= bt = A7, ) w5 = 0
i=0 =0

Denkleminin tiim ¢oziimlerinin n — oo olarak sifira meyilli olmasi durumunda,
LMM (standart denklemin) kesinlikle kararli oldugunu gdsterir.

Tamm 5.2.2.
Standart denklemin mutlak kararliliginin R bolgesi,
R = {(uh, Ah?): yontem kesinlikle kararlidir. }
Tamm 5.2.3.
Test denklemi igin, mutlak kararhiliga sahip olan R bélgesi, uh < 0 ve Ah? < 0,

ceyrek diizlemini igeriyorsa, (5.1.7) denklemi i¢in kararlidir.

Brunner ve Lambert (1974) tarafindan verilen analizi takiben test denkleminin
kararlilik polinomu bulunabilir. Bu analiz, kareleme kurallarinin Gregory tiiriinde
oldugu durumlar kapsar. Test denklemini test etmek i¢cin LMM (lineer ¢ok

basamakli metot ) yontemini (5.1.7) denklemine uygularken elde ettigimiz sonug;

Nio Qilln—; = R Yo Bi(p i + AZn_y).
[(p,0); (p*, 0*)] min mutlak kararlihgmin R bolgesi, kararlilik polinomu

(r, uh, Ah?) = p*(1)[p(r) — uho(r)] — Ah2c*(r)o(r) (5.1.8)
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denkleminin tiim sifirlarmin birim diskin icinde yer aldigi noktalar (uh, Ah?)
kiimesidir.

Ornek 5.2.1: Brunner-Lambert (1974), k =m =1 durumu icin birkag
yontemin kararlilik bolgelerini ¢izmistir. Kararlilik polinomlari elde ettik ve

asagidaki yontemler i¢in kararlilik bolgelerini hesapladik.

(4.1) denklemine yamuk kuralimin ( k =m =1 ) tekrarlanan uygulamasiyla
birlestirilmis Euler yontemi ve test denklemine uygulanan Euler kurali ile

Upyq — Uy = phil, + AhZ,
orada,
p(r)=r—1, o(r)=1dw.
m=1 ve agirliklart w; o = wy ; = 1/2 olan tekrarlanan yamuk kural1 igin

y . hor. . i
Iny1 —Zn =3 [U,41 + Uy] bildigimizden;

N[ =

prr)y=r—1, o"(r) ==[1+71]

elde edilir. (5.1.8) denklemindeki p,o,p*,0* yerine simdi koyarak kararlilik
polinomu elde ederiz.

w(r, uh, Ah?) = r? — (2 + uh + lzlz)r + (1 + uh — AZLZ) =0 (5.1.9)

m

Zn+m — Zn = h E Win,jUn,j
j=0

ve

. rm—1 metot
P =|

r™m —r™1  Gregory metot

m
p*(r) = hz Wi, i1
j=0

Yukaridaki ikinci dereceden polinomun yani (5.1.9) denkleminin kdokleri r; ve r,
dir. Yontemin mutlak kararlilik bolgesi, Sekil 3.6 de tarali bolgede belirtildigi gibi
|ry7»| < 1 olarak bulunur. Euler kuralinin yamuk kurali ile birlestirilmis kararlilik

bolgesi Sekil 3.7 de verilmistir.
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Integro diferansiyel denklem icin A kararli ydntemin en belirgin drnegi, (p, o) ve
(p*,¢*) nin her ikisi de yamuk kurali oldugunda ortaya ¢ikar. (p, o) ve (p*,¢*) nin

bireysel 6zelliklerinin [(p, 0); (p*, ¢*); ] nmin kararlilik 6zellikleri tizerindeki etkisi,

k =m =1 durumunda, mutlak degerin R bdlgesi ¢izilerek gosterilebilir. Bazi

kombinasyonlar i¢in [(p, 0); (p*, 0*); | kararlihigi

p=r—1,0=1 -eulerkural

1
(p,o) = p=r—1,0=§(r+1) yamuk kurali

p=r—1, o =1 geriye euler kural

v

Z, =4 yamuk kuralinin tekrarlanan uygulamasi

Euler kuralinin tekrarlanan uygulamasi
geri Euler kuralinin tekrarlanan uygulamasi

Yamuk kuralinin tekrarlanan uygulamasinin, ikinci dereceden Gregory formiiliiniin
bir uygulamasma esdeger olduguna dikkat edelim. Sonuglar Sekil 3.6 de

Ozetlenmistir.

5.3 Boundary — Locus Yonteminin Uygulamalari

Son olarak ne bir polinomun kdoklerinin hesaplanmasini ne de es zamanl
esitsizliklerin ¢ozlilmesini gerektirmeyen mutlak kararlilik araliklarini bulmak ig¢in
Boundary-Locus yontemini kullanacagiz. Kararlilik polinomunun r; kokleri genel
olarak karmasik sayilardir; simdilik (uh, Ah?)yi de bir karmasik say1 olarak kabul
edelim. Bir mutlak kararlilik bolgesini karmasik (uh, Ah?)diizleminin bolgesi olarak
tammlariz, dyle ki 7(r,uh, Ah?) nin sifirlart (uh, Ah?) bolgede oldugunda birim

cember i¢inde bulunur. R bolgesinin sinirina oR diyelim.

7 (r, uh,Ah?) = 0 denkleminin kokleri (uh, Ah?) nin siirekli fonksiyonlari
oldugundan
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m(r, uh, Ah?) = 0 denkleminin koklerinden biri 6R iizerinde uzanacaktir.
Birim ¢emberin sinirinda, yani;  m(e®, uh, Ah?) = p(e') — (uh, Ak a(e?®) = 0
oldugunda OR konumu karmasik diizlem olarak (uh, Ah?) ile gizebilecegimiz gibi

(¢h(6),2h%(8)) = p(e®)/ o(e?) tarafindan da gizilebilir.

Reel olarak ele alinan (uh,Ah?) icin, mutlak kararhilik araliginin bitis

noktalar1, OR nin reel ekseni kestigi noktalar tarafindan verilecektir.

Sinir konumlar1 yontemi, ikinci tiir Volterra integral denklemi, DVIDE
(Delay-Volterra integral denklemleri) ler gibi diger fonksiyonel denklemler igin

gecerlidir.

Terminolojide, genellikle Boundary-Locus yontemi olarak adlandirilan
sayisal yontemler once gelir. (Lambert (1973)). Bu teknik, sirasiyla temel
fonksiyonel denklemlerin ve bu denklemleri uygulayan lineer sayisal yontemlerin

kararliliginin arastirilmasina izin verir.

Tanim 5.3.1. Bir LMM veya Kestirip-diizeltici yontemin, tiim (r, uh, Ah?)

i¢in, yontemle iligkili kararlilik polinomunun 7 (7, uh, Ah?) tiim kokleri,
;] < 1, i=123,..,k k€Z* seklindedir.

Ornek 5.3.1: (5.1.5) denkleminde integral kismi i¢in Euler ydntemi ve
diferansiyel denklem kismi i¢in yine Euler yonteminin mutlak kararlilik araligim

belirlemek i¢in Boundary-Locus yontemini kullanirsak,

p(r)=r—1,p)=1

buluruz. Bu yontem igin;
w(r,uh,Ah?) =r? — (2 + ph)r + (1 + uh — Ah?) = 0.
Yo=1,y,=—-2—uh ve y,=1+puh— Ah?
segersek:
Yor? + 17 +y, = 0 olur.
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i6
alirsak
Voe?® +y e +y, =0
elde ederiz.
e!® = cos() + isin(H)
yerine yazilirsa
Yo cos(20) +y,cos(6) +y, =0, (5.1)
Yo sin(26) + y4sin(0) = 0 (5.2)
denklemlerini elde ederiz.

(5.2) denkleminde ya sin(6) = 0 ya da cos(9) = — 1>

2y’
(5.1) denklemindeki cos(6) yerine — 2’% y1 degistirirsek
yo = 0 veya y, = y,buluruz (5.3)
Yo +7v1+ V2 =0olur. (5.4)
Tablo 4.3 de Boundary-Locus yontemi igin (5.3) ve (5.4) denklemlerini kullandik.

Simdi asagidaki gibi dogrusal olmayan diferansiyel denklemi inceleyelim;

t

u'(t) = u(t) [a — pu(t) —y k(t — s)u(s)ds], t=>0,
p(©)

(p(t) = 0veyap(t) = —oo ya dap(t) =t — 1), eslesen baslangi¢ kosullariyla (p(t)
bagl olarak); bir ¢oziimiin nitelikleri hakkinda ¢ikarimlar yapmamizi saglamak igin

a,B,v, k(t — s) lizerinde kisitlamalara ihtiyacimiz vardir.
Asagidaki ornekler kisminda simdiye kadar vermis oldugumuz teorik bilgilerin bir
uygulamasinda test denklemi olarak

¢

u'(t) = pu(t) + Af u(s)ds

0
u(0) = u, (5.5)

Volterra integro-diferansiyel denklemi ele alinacaktir.
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Baslangi¢ kosulu ile taniml bir adi diferansiyel denklemin (u'(x) = f(x,u), u(0))

ileri Euler metodu ile niimerik ¢oziimlemesi  u,4; — U, = h f(x,, u,) ve bir
integralin soldan dikdortgen yontemi (ileri Euler) f: u(s)ds=h Z;‘;()l u; uygun bir
bicimde kullanilarak kararlilik bolgeleri ayrintili olarak asagidaki oOrneklerde

incelenecektir.

Ornek 5.3.2: ilk olarak

u'(t) = pu(t) + /1[ u(s)ds (t=0);
0

integro-diferansiyel denkleminde Boundary—Locus yontemi kullanarak integral

kismina ileri Euler ve tlirev kismina ileri Euler uygulanirsa;
n
Un+1 — Up
oY 2 Aup +hn ) u;
j=0

ifadesi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

n

Upy1 — Uy = Ahu, + nh? Z u;
7=0

Upy1 — Up = Ahuy, + nh?[ug + ug + -+ Uy g + Uy (5.6)
n-1
Uy — Up_q = AhUy_q + Nh? Z u;
=0

Uy — Up_q = AU, + R [ug +ug + -+ + upy_q] (5.7)
Yukarida verilen (5.6) ifadesinde (5.7) ¢ikarilirsa;
Uns1 = 2Up + Upg = AR(Up — Up—q) +MRPU,
Upyr + Uy (=2 — Ah =A%) + u,_1(1+ Ah) = 0
Yo=1
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¥y, = —2 — Ah — nh?

olmak iizere;

Dy,#0 2)Yo =72 3)Vo+tyvity2=0 Dyo—v1+7v2=0

sartlarin1 saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.1 de verildigi gibidir.

Baglangi¢ noktasi olarak (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam
sembolii n — 1 e giderken gerekli diizenlemelerle (5.2) esitligi elde edilir. (5.1) ve
(5.2) ortak parantez yardimiyla y, katsayilar1 yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1)

denkleminin y katsayilar1 asagidaki sekilde alinir.

Ah? = ph, Ah? = 0, ayrica —2 Ah? + ph = 4 seklinde bir dogru elde edilir. iginde
kalan bolgenin bu bolge tarafindan ortak ¢oziimii istenilen Kararlilik bolgesi igin

Sekil 5.1°de verilmistir.

Kararlilik Bolgesi u'=;zu+,\j; u(s)ds

A h2
o

Sekil 5.1:Kararlilik bdlgesi i¢in uygulanan ileri Euler ileri Euler metodu
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Ornek 5.3.3: Boundary-Locus yontemi ile ilgili 6rnek verelim.

t
u'(t) = pu(t) + Af u(s)ds (t=0);
0

denklemini ele alip integral kismina yamuklar, tiirev kismina ileri Euler uygulanirsa;

n

Upt1 — Uy = AU, + nh? z u;

j=0

Upp1 — Up = AUy + h%[ug +ug + -+ up_g + Uy

n-—1

U, — Up_q = Ahu,_; + nh? z Uu;

j=0
Uy — Up_q = AUy g + NR?[ug + Uy + - + Up_4]
(5.8) den (5.9) ¢ikarilirsa;

Uny1 = 2Un + Uy = AR(uy — Ung) + R,
Upyr + Uy (—2 — Ah =A%) + u,_1(1+ Ah) = 0
Yo=1
y, = —2 — Ah — nh?
y, =1+ 1h

olmak tizere;
Dyo#0 2)Yo =72 otrit+tr2=0 Dyo—r1+y2=0

sartlarin1 saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.2 de verildigi gibidir.
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Bu kez (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam sembolii n — 1e gider
gerekli diizenlemelerle (5.2) denklemi ile elde edilir. (5.1) ve (5.2) denklemleri ortak
parantez yardimiyla 7y, katsayilar1 yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1)

denkleminin y katsayilar1 asagidaki sekilde alinir.

Ah? =0, Ah? = —2, ayrica uh = 2Ah? den gegen bir dogru elde edilir. i¢ginde kalan
bolgenin bu bolge tarafindan ortak ¢6ziimii istenilen kararlilik bolgesi i¢in Sekil 5.2

de verilmistir.

Kararlilik Bolgesi u'=;zu+,\j; u(s)ds

A h2
o

Sekil 5.2: Kararlilik bolgesi i¢in uygulanan ileri Euler yamuk metodu

Ornek 5.3.4: Boundary-Locus yontemi ile ilgili 6rnek verelim.

t
u'(t) = pu(t) + /’lj u(s)ds (t=0);
0

denklemini ele alip integral kismina ileri Euler, tiirev kismina geri Euler uygulanirsa;
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n

Upp1 — Uy = AUy, + nh? Z u;
j=0

Upp1 — Uy = Ahuy, +nh%[ug + uy + - + Uy + Uy (5.10)
n-1
Up — Up_q = AhU,_q1 + A Z u;
j=0

Up — Up_q = AUp_q + nh?[ug + Uy + -+ + Up_q] (5.11)
(5.10) den (5.11) ¢ikarilirsa;

Uns1 = 2Up + Upy_g = Ah(Uup — Up_1) + nhu,

U1 + U (=2 —Ah —nh?) +u,_1(1+ Ah) = 0

Yo=1
Y1 = —2 — Ah — nh?
Y2=1+1h

olmak lzere;
Dyo#0 2)Yo =72 3Vo+rvi+ty2=0 4)Vo—v1+ry2=0
sartlarini saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.3 de verildigi gibidir.

Bu kez (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam semboliin — 1 e gider
gerekli diizenlemelerle (5.2) denklemi ile elde edilir. (5.1) ve (5.2) denklemleri ortak
parantez yardimiyla 7y, katsayilar1 yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1)

denkleminin y katsayilar1 asagidaki sekilde alinir.
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ph =0, Ah? =0, ayrica 2 Ah? + puh = —4 den gegen bir dogru elde edilir. iginde
kalan bolgenin bu bolge tarafindan ortak ¢oziimii istenilen kararlilik bolgesi igin

Sekil 5.3 de verilmistir.

Kararlilik Bolgesi u'=pu+\ j:, u(s)ds

A h2
o

-5

Sekil 5.3: Kararlilik bolgesi i¢in uygulanan ileri Euler geri Euler metodu

Ornek 5.3.5: Boundary-Locus yontemi ile ilgili 6rnek verelim.

t

u'(t) = uu(t) + /’1]. u(s)ds (t =0);
0

denklemini ele alip integral kismina ileri Euler, tiirev kismina yamuklar uygulanirsa;

n
Upy1 — Uy = Ahu, + nh? Z u;
j=0
Uppq — Uy = AhUy + h2[ug + Uy + - + Uy g + Uy (5.12)

n-1
Uy — Up_q = AhUy_q + Nh? Z u;
j=0

Uy — Yno1 = Ahuy_q + nh?[ug + uq + - + Upy_q] (5.13)
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(5.12) den (5.13) ¢ikarilirsa;
Unpr = 2Up + Up_g = AR(Uy — Up_q) + NhPU,
Upe1 F U (=2 —Ah —nh?) +u,_;(1+Ah) = 0
Yo=1
Y1 = —2— Ah — nh?

olmak tlizere;

Dyo#0 2)Yo =72 3oty +y2=0 4)Yo—Vv1+v2=0
sartlarin1 saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.4 ile gosterildigi gibidir.

Bu kez (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam semboliin — 1 e gider
gerekli diizenlemelerle (5.2) denklemi ile elde edilir. (5.1) ve (5.2) denklemi ortak
parantez yardimiyla 7y, katsayilar1 yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1)

denkleminin y katsayilar1 asagidaki sekilde alinir.

2Ah% = uh, Ah?% = 0 elde edilir. Iginde kalan bdlgenin bu bolge tarafindan ortak

¢Ozlimii istenilen kararlilik bolgesi i¢in Sekil 5.4 de verilmistir.
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Kararhilik Bélgesi u'=pu+ ) f; u(s)ds

A h2
o

Sekil 5.4: Kararlilik bolgesi i¢in uygulanan yamuklar ve ileri Euler metodu

Ornek 5.3.6: Boundary-Locus yontemi ile ilgili 6rnek verelim.

t

u'(t) = pu(t) + Af u(s)ds (t=0);
0

denklemini ele alip integral kismina yamuklar, tiirev kismina yamuklar uygulanirsa;

n

Uppq — Uy = ARu, + nh? Z U
j=0

Uper — Uy = Ahuy, + nh2[ug + uy + -+ Uy g + Uy
n-1
Uy — Up_q = AhUy_q + nh? Z u;
j=0

Uy — Up_q = AMUy_1 + R [ug + Uy + - + Up_4]
(5.14) den (5.15) cikarilirsa;

Upyr — 2Up +Upg = AR(Uy —Up_1) + thun

Uppr + U (2 —Ah —nh?) +u,_ (1 +Ah) = 0
45

(5.14)

(5.15)



Yo=1
Y1 = —2 — Ah — nh?
y, =14+ Ah
olmak tizere;
Dyo#0 2)Y0 =72 3o+tvi+y2=0 Dyo—ri+y2=0
sartlarini saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.5 de gosterildigi gibidir.

Bu kez (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam sembolii n — 1 e gider
gerekli diizenlemelerle (5.2) denklemi ile elde edilir. (5.1) ve (5.2) denklemi ortak
parantez yardimiyla Y, katsayilar1 yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1)

denkleminin y katsayilari asagidaki sekilde alinir.

ph =0, Ah%? =0 elde edilir. I¢inde kalan bolgenin bu bolge tarafindan ortak

¢Oziimii istenilen kararlilik bolgesi i¢in Sekil 5.5 de verilmistir.

Kararlilik Bolgesi u'=pu+\ j; u(s)ds

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
nh
Sekil 5.5: Kararlilik bolgesi i¢in uygulanan yamuklar ve yamuklar metodu
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Ornek 5.3.7: Boundary-Locus yontemi ile ilgili 6rnek verelim.

u'(t) = pu(t) + /1[ u(s)ds (t=0);
0

denklemini ele alip integral kismina geri Euler, tiirev kismina ileri Euler uygulanirsa;

n

Upt1 — Uy = AU, + nh? z Uu;

j=0

Uppr — Uy = Ahuy, + % [ug + ug + -+ Uy g + Uy (5.16)
n-1
Uy — Up_q = AhUy_q + Nh? Z u;
=0

Uy — Up_q = AMUp_q + nh?[ug + uq + -+ + Up_q] (5.17)

(5.16) den (5.17) cikarilirsa;

Upyr — 2Up + Up_g = AR(uy — Up_q) + Nh%u,
Uppq + U (=2 — AR —h?) + up,_1(1+ Ah) = 0
Yo=1
yi = -2 — Ah — nh?

Y, =1+ Ah

olmak tizere;

Dy, #0 2)Yo0 = V2 Vo+vi+ty2=0 Dyo—vy1+v2=0

sartlarini saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.6 da gosterildigi gibidir.

Bu kez (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam semboliin — 1 e gider
gerekli diizenlemelerle (5.2) denklemi ile elde edilir. (5.1) ve (5.2) denklemi ortak
parantez yardimiyla 7y, katsayillar1 yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1)

denkleminin y katsayilar1 asagidaki sekilde alinir.
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ph =0, Ah? = 0, ayrica 2Ah? — ph = 4 gibi bir dogru denklemi elde edilir. icinde
kalan bolgenin bu bolge tarafindan ortak ¢oziimii istenilen kararlilik bolgesi igin

Sekil 5.6 de verilmistir.

Kararlilik Bolgesi u'=pu+ A j; u(s)ds

Sekil 5.6: Kararlilik bolgesi igin uygulanan ileri Euler ve geri Euler metodu
Ornek 5.3.8: Boundary-Locus ydntemi ile ilgili 6rnek verelim.

t
u'(t) = pu(t) + /1.[ u(s)ds (t=0);
0

denklemini ele alip integral kismina yamuklar, tiirev kismina geri Euler uygulanirsa;

n
Uppq — Uy = Ahu, + nh? Z U
j=0

Upy1 — Up = ARy, + nh?[ug + ug + - + Uy g + Uy (5.18)

n-1
Uy — Up_q = Auy,_q + nh? Z u;

=0

Uy — Up_q = AMUp_q + nh?[ug + Uy + -+ + Up_q] (5.19)

48



(5.18) den (5.19) ¢ikarilirsa;
Uns1 = 2Un + Un—g = AR(Uy — Up—y) + R,
Uppr F U (=2 —Ah —nh?) +u,_,(1+Ah) = 0
Yo=1
Y1 = —2— Ah —nh?
y, =1+ Ah

olmak tlzere;

Dyo#0 2)Yo =72 3Wotvi+v2=0 dDyo—v1+y2=0
sartlarinm saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.7 de gosterildigi gibidir.

Bu kez (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam semboliin — 1 e gider
gerekli diizenlemelerle (5.2) denklemi ile elde edilir. (5.1) ve (5.2) ortak parantez
yardimiyla 7y, katsayilar1 yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1) denkleminin y
katsayilar1 asagidaki sekilde alinir.

ph = —2Ah%, Ah? = 0 elde edilir. Iginde kalan bdlgenin bu bolge tarafindan ortak

¢Ozlimii istenilen kararlilik bolgesi icin Sekil 5.7 de verilmistir.
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Kararhilik Bélgesi u'=pu+ ) f; u(s)ds

Sekil 5.7: Kararlilik bolgesi i¢in uygulanan yamuklar ve geri Euler metodu
Ornek 5.3.9: Boundary-Locus yontemi ile ilgili 6rnek verelim.

t

u'(t) = pu(t) + Af u(s)ds (t=0);
0

denklemini ele alip integral kismina geri Euler, tiirev kismina yamuklar uygulanirsa;
n
Ups1 — Up = Ahu, + nh? Z U

j=0

Uppq — Uy = AhUy, + 2 [ug + Uy + - + Uy g + Uy (5.20)
n-1
Uy — Up_q = Ahuy,_q + nh? Z u;
j=0

Up — Upy_q = AMUy_1 + R [ug + ug + - + Up_q] (5.21)

(5.20) den (5.21) cikarilirsa;
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Unty = 2Un + Up_g = Ah(Up — Up_1) +nhPu,
Upp1 F U (=2 —Ah —nh?) +u,_,(1+Ah) = 0
Yo =1
Vi =—2 — Ah — nh?
y, =1+ Ah
olmak tlzere;
Dyo#0 2)Yo =72 3otvi+y2=0 dDyo—v1i+y2=0

sartlarini saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.8 de gosterildigi gibidir.

Bu kez (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam sembolii n — 1e gider
gerekli diizenlemelerle (5.2) denklemi ile elde edilir. (5.1) ve (5.2) denklemi ortak
parantez yardimiyla 7y, katsayilari yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1)

denkleminin y katsayilar1 asagidaki sekilde alinir.

ph = —2Ah? , Ah2 =0, Ah? =2 elde edilir. Icinde kalan bdlgenin bu bolge

tarafindan ortak ¢6zlimii istenilen kararlilik bolgesi i¢in Sekil 5.8 de verilmistir.
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Kararlilik Bolgesi u'=pu+ A j; u(s)ds

Sekil 5.8: Kararlilik bolgesi i¢in uygulanan geri Euler ve yamuklar metodu

Ornek 5.3.10: Boundary-Locus yontemi ile ilgili 6rnek verelim.

t

u'(t) = pu(t) + Af u(s)ds (t=0);
0

denklemini ele alip integral kismina geri Euler, tiirev kismina geri Euler uygulanirsa;

n
Ups1 — Up = Ahu, + nh? Z U
j=0

Unp1 — Up = Ay + nh%[ug + Uy + -+ up_q + Uy (5.22)

n-1
Uy — Up_q = Ahuy,_q + nh? Z u;

j=0

Uy — Up_q = AMUy_1 + R [ug + Uy + - + Up_q] (5.23)

(5.22) den (5.23) ¢ikarilirsa;
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Unty = 2Un + Up_g = Ah(Up — Up_1) +nhPu,
Upp1 F U (=2 —Ah —nh?) +u,_,(1+Ah) = 0
Yo=1
Vi = —2— Ah — k2
y, =1+ Ah

olmak tlzere;

Dy,#0 2)Yo0 = V2 3)Vo+v1+y2=0 yo—v1+7v2=0

sartlarin1 saglattirdiktan sonra elde edilen grafik Sekil 5.9 da gosterildigi gibidir.

Bu kez (5.5) denkleminden baslatip otomatik olarak toplam sembolii n — 1’e gider
gerekli diizenlemelerle (5.2) denklemi ile elde edilir. (5.1) ve (5.2) denklemi ortak
parantez yardimiyla 7y, katsayilar1 yukaridaki ifade ile 1 alindiginda (5.1)

denkleminin y katsayilar1 asagidaki sekilde alinir.

ph = —Ah?, Ah? = 0, 2Ah? + ph = 4 elde edilir. icinde kalan bolgenin bu bolge

tarafindan ortak ¢6ziimii istenilen kararlilik bolgesi igin Sekil 5.9 de verilmistir
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Kararlilik Bolgesi u'=pu+ A j; u(s)ds

Sekil 5.9: Kararlilik bolgesi i¢in uygulanan geri Euler ve geri Euler metodu

5.4 5. Mertebeden Cok Bloklu Yontemin Volterra Integral Denkleme

Uygulanmasi

t

u'(t) = pu(t) + ){f u(s)ds (t =0);
0

denklemimizi ele alalim. Lagrange Polinomu yardimiyla, iki noktali ti¢ adimli blok
yontemi daha 6nce Majid ve Mohamed (2019) tarafindan tiiretilmistir. Tahmin edici-
diizeltici ¢iftine dayanan tiiretilmis yontem, birinci dereceden adi diferansiyel
denklemleri (ODE'ler) ¢o6zmek i¢in kullanilir. {x,_3,x,_2, X,_1,X,} noktalar
kiimesi tahmin formiillerini tiiretmek i¢in kullanilirken, noktalar kiimesi diizeltici
formiillerin tiiretilmesinde rol oynar. Yontem, Lagrange enterpolasyon polinomu

kullanilarak turetilir.
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Xn_g Xn—z Xn—l Xrt Xn+1 Xn+2

Sekil 5.10: Blok yonteminin iki noktali aralig

Sekil 5.10 da y,41Ve yn42'nin iki noktasi, y' = f(x, y)'nin [x,, Xp41] Ve [Xn, Xni2]
arali1 boyunca integrali alinarak elde edilir. Iki noktal1 {ic adimli blok yonteminin
tahmin formiilli, dordiincii derece Lagrange enterpolasyon polinomu kullanilarak
(5.24) elde edilirken, iki nokta ti¢ adimli blok yonteminin diizeltici formiilii, besinci

derece Lagrange enterpolasyon polinomu kullanilarak (5.25) olarak tiiretilir.

(x - xn—s)(x - xn—z)(x - xn—l)
(xn - xn—3)(xn - xn—z)(xn - xn—l) "

(x - xn—3)(x - xn—z)(x - xn)
* (Xn—1 = Xn-3) (Xn—1 — Xp_2) (Xn_1 — X) Fn-1

(x - xn—3)(x - xn)(x - xn—l)
* (Xn-2 = Xn-3) (Xn—2 — %) (Xn_2 — Xn_1) Fn-z

(x = x) (¢ — xXp—2)(Xx — Xp—1)
" (xn—3 - xn)(xn—3 - xn—z)(xn—B - xn—l) Fn_3

Py(x) =

(5.24)
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X — X)X — X)X — x5_2) (X — Xy
Ps(x) = (Xn42 E xn+1)23(cn+2 - x,ggxn” - 3251)152)(xn+21z Xn—1) Fuez
(x — %) (¢ = Xp42) (6 — Xp5) (X — Xp—1) P
(Xnt1 = Xns2) Cnpr — X0) g1 — Xn—2) (g1 — Xp—1) nr
N (x = xXp42) (x = X ) (6 — x5 2) (X — Xpp_1) F
(X = Xn1) (O = Xni2) (K — X)) (o — Xp—g) "
N (x = 20) (X = 2Xp41) (0 — Xp2) (X — X y2) F
(Xn—1 — Xns1) (tnog — %) (1 — Xp2) (Xnoq — Xny2) n
N (x = 20) (X = X 41) (0 — Xpg2) (X — Xx_1) F
(Xn—2 = Xn41) (Xn_z — %) (Xn—2 — Xp12) (Xn_z — Xn_1) 2
(5.25)

Daha sonra (5.1) ve (5.2) denklemlerinde s = =22

integral limiti degistirilerek

yerine dx = hds konularak, boylece istenen tahmin ve diizeltici formiiller asagidaki

gibi elde edilir:

] Rl i

o

yn+1]

yn+2

o 1]

+h

—-59 55 f -9 37 f
yn 1 24 -1 Z Z -3
el ER P | Rt P
3 3 3 3
(5.26)
346 —19 —24 456
Yn-1 720 720 |[fa- 1] 720  720|[fa- 1]
+h +h
H ] 124 29 |fpsz 4 24|l fy
90 90 90 90
11
0 % fn_g]
0 -1 fn—z
90
(5.27)

(5.26) ve (5.27) denklemlerindeki yontemin sirasi Lambert (1973)'deki tanim

uygulanarak belirlenir: L ile tanimlanan fark operatorii L[y(x); h] =

jh] -

'?zo[ajy(x +

hB;y" ve dogrusal ¢ok adimli yéntemle (LMM) iliskili Z —0 A Ynsj =

thZO,ijnﬂ- burada a;ve p; sabittir. LMM 'nin g mertebesinde oldugu sdylenir

eger:
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C0=C1=C2=-“=Cq=0V€Cq+1¢0iSE.

(4 sabitinin formiilii asagidaki sekilde tanimlanur:

_ vk e B
Ca=2j=070 ~ @y (5.28)
Tahmin formili (5.28) ve (5.30)’de uygulanir ve Cp = C; =C, = (3 =C, =0 ve

Cs # 0 oldugundan, yontem dordiincii derecedendir ve hata sabiti,

0.34861)

(s = (2.98889 (5.29)

Daha sonra (5.30)’deki formiiliiniin aynisin1 uygulanarak (5.29)’daki yontemin sirasi
belirlenir. Iki nokta ii¢ adiml1 blok yonteminin diizeltici formiilii besinci derecedendir

ve hata sabiti,

c, = ( 0.00764 ) (5.30)

—0.01111

Dogrusal ve dogrusal olmayan VIDE ( baslangi¢ deger problemleri)’leri ¢6zmek i¢in
cok adimli blok yontemi gegerli bir bilgisayar programlama dilinde yazilmstir.
Uygulama da K(x,s) = 1 oldugunda ortaya ¢ikan problemler i¢in Boole kuralina
sahip besinci dereceden iki nokta {i¢ adimli blok yoOntemini igeriyordu. Boole

kuralinin formiilii su sekilde verilir:
2h
Zn4a = Zn t+ 25 (Tynsa + 32yp43 + 12505 + 32501 + 7y3) (5.31)

Enterpolasyon semasina sahip bilesik Boole kurali, K(x,s) # 1 oldugunda genel

denklem i¢in uyarlanmistir. [a, b] araligini g6z 6niinde bulunduralim. Esit genislikte

h = Z;ma seklinde 4 m’lik alt araliklara boéliinmiistiir. Buradan;

I = jbz(x)dx = anz(x)dx = IX4Z(x)dx +ng z(x)dx + -+ jxn z(x)dx

n—4

m
2h
I = EZ(7Z(x4k—4) + 322(x4k—3) + 122(x4k—2) + 322(x4k—1) + 7Z(x4k))
k=1
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n = 0,4,8,... icin bilesik Boole kuralin1 kullanma.

oh nt4 (5.32)
Znt+a = Ez Wis K(xn+4: Xi) yi)

( 7K(xn+5'xn+4'yn+4) )

+32K (xn+5, LY, )
2h yn+4

Zn+s = 45 &i=0 WSK(xn+5fxuyl) +_< +12K (xn+5uxn+2,yn+2> g (5-33)
2 2

+32K (xn+5, 19,_’)1 ntl2 )

\ +7K(Xp15 Xn4s, yn+5) J

Bilinmeyen degerleri hesaplamak igin {X;,, 45, Xn44, Xn+3, Xn+2, Xns1} Noktalarindaki

Lagrange enterpolasyonu kullanilir y 17,y o,y 10 . Asagidaki formiiller
4 2 4

tiiretilmistir:
—45 65 351 585 195
yﬂ% = 5048/t + o g nvz T @%Hs T Inte +-4 5048 /s
-5 7 35 35 5
Yns? = g ¥ne1 ¥ 7 Vnez ~ G Vnes F 3 Vnea + 55 Vnes (5.34)
=77 105 495 385 1155
yn+%_2048yn+1+myn+2_1024yn+3+myn+4+2048yn+5
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( 7K(xn+6' Xn+4 yn+4) )

+32K (xn+6, xn+%, yn+%>

n+4

2h h
Zpn+e = Ez WisK(xn+6l Xi) yl) + %< +12K (xn+6l xn+§' yn+;>
=0

"

+32K (Xn+6, xn+179, yn+179>

\ +7K(Xp+6) Xnt5 Yn+s) /

( 7K(xn+6'xn+5' yn+5) )

+32K (xn+6, xn+%, yn+%>

"

h
+ 28412k (xn+6, Xy yn+%) (5.35)

+32K (xn+6, xn+z4_3, ym%)

\ +7K (Xn46) Xn+6 Ynte) 7

Bilinmeyen degerler y | 2 Y, 2 Y, 2 (5.33)'deki formiil kullanilarak

bulunur. {x;, 45, Xn+4, Xn43, Xnt2, Xne1} noktalarindaki Lagrange enterpolasyonu,

bilinmeyeny .21,y 11,y 23 degerlerini hesaplamak i¢in kullanilir. Asagidaki
4 2 4

formiller tiiretilmistir:

—45 65 351 585 195
}’n+24_1 = 5048 /2 + o2 /n+3 T Topg Ynte + o nts + 5048 /6

-5 7 35 35 35
Voslt = eVns2 T 5o Vnes — o Vnta T S Vnas + 5 Vnte (5.36)
2

—77 105 495 385 1155
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n+4

Zn+7 = 45 z W K(xn+7fxuyl) +

( 7K(xn+7' Xn+4r Yn+4) )

+32K (xn+7' X417 yn+£>
4 4
+12K (xn+7' xn+2’ yn+2>
2 2

+32K (xn+7, xn+§, yn+%>

v~

\ +7K(xn+7: Xn+5s Yn+5) /

( 7K(xn+7'xn+5' Yn+5)

h
+—

90 +12K (xn+7, an%, Vo

+32K (xn+7, xn+z4_3, Yot

+32K (xn+7’xn+275' yn+%>
+12K (xn+7, BV )

+32K <Xn+7, 20V >

h
+%<

Bilinmeyen degerler y_ 17 yn+9 yn+19 yn+21 yn+11 Yst

+32K (xn+7, n+21 yn+—>
11)
Z
)
T

U +7K (Xn47, Xns6 Ynse) 7

( 7K(xn+7'xn+6' Yn+6) )

\ +7K(xn+7'xn+7'yn+7) J

N

"

g

(5.37)

, (5.33) ve (5.35)’teki

formiil kullanilarak bulunur. {x,13, X544, Xn+s, Xn+e6, Xns7} NOktalarmdaki Lagrange

enterpolasyonu, bilinmeyen y 13 y

25Y,..
*2

kullanilir. Asagidaki formiiller elde edilir:

27 degerlerlnl hesaplamak i¢in

_ —45 65 351 585 195
-5 7 35 35 5
Ynsls = g ¥nes T 33 Vnea = g Vnas + 5 Vnes T g nes (5.38)
=77 105 495 385 1155
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Onerilen iki nokta {i¢ adiml1 blok ydnteminin kararlilig1 Boole kuraliyla

birlikte incelenmistir. Kararlilik i¢in asagidaki dogrusal test denklemi verilmistir:

uw'(t) = pu(t) + 4 [ u(s)ds (t = 0); (5.39)

(5.38) nin ¢oziimleri ancak ve ancak A < 0 ve n < 0 ise x — oo olarak sifira yonelir.
O zaman mutlak kararlilik bolgesi, kararlilik polinomunun tiim sifirlarinin bulundugu
noktalar kiimesidir. ( hA, h?n) seklinde verilen denklem;

n(r,hA, h*n) = p'(M)[p(r) — haa ()] — h*na’(1)a(r) (5.40)
birim diskin i¢ kisminda bulunur.(5.39) den karsilik gelen benzersiz polinomlari
p,p', o ve o' asagidaki sekilde verilmistir:

1. Diizeltici formilinin 11k noktasi

— 3 _ 2 19,4, 3463 , 45 5, “74 L 11
p(r)=r>—r* o(r) = T T T o (5.41)
2. Diizeltici formiiliiniin ikinci noktasi

— 4 _ .3 _ 29,4 124 3 242 _ 1t
p(r)y=r*—r o(r) = ol Tt Ty + ST =55 (5.42)
3. Boole kurali
pP'(r)=r*-1 a(r)— r +64 3+24 2+%r+g (5.43)

Daha sonra (5.40), (5.41) ve (5.42) yi (5.39) daki gibi kararlilik polinomun
formiiliine doniistiiriiriiz. Kararlilik polinomunda kombinasyonlar yonteminin mutlak
kararlilik bolgesi ¢izilir. Sekil 5.10 dan yontem golgeli bolge ig¢inde kararlidir (Majid

ve Mohamed 2019).
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Sekil 5.11: Kararlilik bolgesi igin uygulanan ¢ok boyutlu yontem
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6. SONUC ve ONERI

Bu tezde bazi integral denklemler ele alinarak uygulanan farkli yontemler ile
gercek coziimlerin, niimerik ¢oziimlerin ve kararlilik bolgelerinin nasil elde edildigi
arastirildi. Buradan hareketle Volterra-integro diferansiyel denklemler igin gergek
¢Oziim ve niimerik yontemlerle kararlilik bolgeleri lizerinde duruldu. Calismalarda
gorselligi on plana c¢ikarmak icin ve diizenli goziikkmesi agisindan bilgisayar
programi kullanildi. Matematiksel olarak da Laplace yontemi, Simpson yontemleri,
yamuklar yontemi, Runge Kutta yontemlerinden yararlanildi. En son olarak da
integro-diferansiyel denklemin ¢ok bloklu metot kullanilarak kararlilik bdolgesi

gosterildi.
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