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OZET

Parabolik Denklemlerin Rezidii Yontemiyle Coziimii

Tezde bir ve iki boyutlu 1s1 dagilim denklemi i¢in yazilmis birinci baslangi¢ — sinir
deger probleminin gercek ¢oziimiinii elde etmek icin rezidii yontemi uygulanmistir.
Rezidii yonteminin gergeklestirilmesi i¢cin gereken ve dnemli olan keyfi fonksiyonun
uygun 6zdeger probleminin ¢oziimiiniin rezidiileri iizerine ayrilis formiilii gosterilmis
ve s0z konusu ayrilis formiilii kullanilarak esas problemin ¢oziimii i¢in analitik ifade

elde edilmistir.
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ABSTRACT
Residue Method of the Solution of Parabolic Equations

In this thesis the Residue method for solving the 1. type initial — boundary value
problem for one and two dimensional heat equations has been applied.

In order tu realize the residue method the important and necessary expansion formula
of any continuous function over complete residue of the solution of the
corresponding boundaryvalue problem is found. Using this formula the analytical

solution of the main problem is obtained.

Key Words: Residue representation, Expansion formula, Green’s function
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1. GIRiS

Bilindigi tizere Fourier yontemi lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem icin
yazilmis baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilan en 6nemli
yontemlerden biridir. Lakin, Fourier yontemi goz Oniine aldigimiz problem kendi
kendine adjoint (self adjoint) oldugu ve probleme karsilik gelen 6zdeger probleminin
ozfonksiyonlar1 tam ve ortonormal oldugu durumlarda uygulanabilir.

Fakat, pratikte bir¢ok problemlerle karsilasmaktayiz ki, s6z konusu problemin
ozdegerleri kath kokler olusturur ve bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlarin tamlik
problemleri acik kalmaktadir.

Bu nedenle tezde rezidii yontemi incelenmistir ve rezidii yontemi sirasiyla bir
ve iki boyutlu parabolik tiir denklemler i¢in yazilmis 1. ve 2. baglangi¢c — sinir deger
problemlerinin ¢oziimiine uygulanmistir.

Rezidii yoOntemini uygulamak icin gereken Fourier serileri ile birlikte
kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinden temel kavramlar ve rezidii teorisinin
temel teoremi de irdelenmistir.

Rezidii yonteminin uygulanmasi i¢in bilinmesi gereken énemli kavramlardan
biri de Green fonksiyonudur. Bu nedenle tezin 3. boliimiinde Green fonksiyonunun
tanim1 verilmis ve Green fonksiyonunun ele alinmasi icin sabitin varyasyonu
yontemi de incelenmistir. 2. basamaktan adi diferansiyel denklem icin yazilmig sinir
deger probleminin ¢6ziimii Green fonksiyonu kullanilarak elde edilmistir.

Tezin 4. boliimiinde lineer 1s1 denklemi i¢in yazilmis 1. baslangic — smir
deger probleminin ¢6ziimii i¢in rezidii yonteminin genel prensipleri ortaya koyulmus,
ayrilis formiilii incelenmis ve bu formiil kullamlarak problemin ¢6ziimii i¢in analitik
bir ifade elde edilmistir. Sonrasinda rezidii yontemi daha genel sekilde yazilmis
parabolik tiir denklemin ¢6ziimiine uygulanmistir.

Nihayet tezin son boliimiinde iki boyutlu 1s1 denklemi i¢in 1. baslangi¢ — sinir

deger probleminin rezidii ¢oziimii de elde edilmistir.



2. FOURIER SERIiLERi ve UYYGULAMALARI

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 1. Bir f fonksiyonunun bir 7y noktasinda siirekli olmasi i¢in su ii¢ kosulun

tiimiiniin saglanmasi gerekli ve yeterlidir:

1. f(z,) mevcutdur, 2.1)
2. lim f(z) vardir, 2.2)

ve
lim f(2) = f(2,) dur. (2.3)

Bu kosullar f(z) nin, z, noktasinin bir komsulugunda tanimli oldugunu

gosterir. Bir fonksiyonun tanimli oldugu bolgenin sinir1 iizerindeki bir noktada bu
fonksiyonun siirekliligini tanimlamak i¢in, yukaridaki tamimda dogal olarak bir
degisiklik yapilmasi gereklidir. Bir C egrisine kadar uzanip bu egriyi iceren ama C yi
gecmeyen bir bolge lizerindeki bir zy noktasinda siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul, f nin (2.2) ve (2.3) kosullarin1 saglamasidir ki bu durumda limit, bolgenin i¢
noktast olan bir limittir; yani, limiti tamimlamada kullanilan |z - z0| <0
komsulugunun yerine bu komsulugun, verilen bolgede bulunan parcasi konulacaktir.

Limitler iizerine olan teoremlerin bir sonucu olarak, eger rasgele iki
fonksiyon siirekli ise, bunlarin toplamlar, carpimlari ve paydayi sifir yapan z
degerleri harig, boliimleri de siireklidir.

z ye gore her cokterimli her noktada siireklidir. Iki ¢okterimlinin boliimii de,

paydayi sifirdan farkli kilan z ye karsilik gelen her deger icin siireklidir.

Tanmm 2. Bir f fonksiyonunun tanim bolgesindeki herhangi bir z9 noktasinin
bir komsulugunda alinan keyfi bir noktay z ile gosterelim. Az=z—z, yazalim ve
Az yi karmasik degisken olarak diisiinelim. Bdyle olunca f nin zy daki f* ya da

df/dz tiirevi eger limit varsa,



S (zy+A2)— f(z,)
Az

f&&=y@ (2.4)

esitligiyle tanimlamir. Bu demektir ki; eger f'(z,) karmasik sayisi, yani tiirev varsa

bu taktirde her bir pozitif € sayisina karsilik bir 8 sayisi karsilik gelir, 6yle ki

0<lAzl< & oldugunda daima If(z‘) + AAZZ) —f(z)

-f(z)<e (25)

kalir. Gergekten de, eger f'(z,) mevcutsa,

f(zo+A2)— f(z,) .

limlf (zo +A2) - £(z)]=lim limAz=0,
£z—0 Az—0 Az Az—0
yani
lim f(2) = f(z,) (2.6)

=20
elde edilir. Buradan ¢ikan sonug, tiirevinin var oldugu rasgele bir zy noktasinda f ayni
zamanda siireklidir. Yani tiirevin var olmasi i¢in 6nce siirekli olmasi gereklidir.

Eger, sozgelimi, f(z) = 7% ise rasgele bir 7o noktasinda f '(20)2220 dir.

Ciinkii, 279 + Az, Az ye gore bir ¢okterimli oldugundan

2+ A7) -z,
lim GrA) =% _ lim (2z, +Az) =2z,
Az—0 Az Az—0

bulunur.

Tamm 3. Bir f fonksiyonunun z, = x, +iy, da tiirevi mevcut

f(@)=u(x,y)+iv(x,y) (2.7)



olsun. Bu fonksiyonun tiirevinin

fl(z)=a+ib

bicimimde yazildigini varsayalim ve a ile b sayilarinin gerceklemesi gereken kurali

bulalim.

Af = f(zy+A2)— f(z,)
Au=u(x, +Ax,y, +Ay) —u(xy,y,)

deyip v(x, y) ye karsilik gelen degisiklikler icin de Av yazalim. Bu taktirde

Au+iAv

im— = li a+ib
e A At iy
denirse,
Au +iAv Au+iAv
im Re = im Im| =b 2.8
%13%0) (Ax+iAy] %ii‘% (Ax+iAy] 28

cikar. Ozel olarak, Ay=0 ise yani Az=Ax oldugunda, bu limitler bir tek Ax

degiskenli fonksiyonun limitine indirgenir ve

lim M(x() + Axa yo) —M(XO, yo)
Ax—0 AX

>

V(x, +Ax, yy) —v(Xy,Y,)

im =b
Ax—0 Ax ’

olur; yani (X, yo) noktasinda du/dx ve dv/odx tiirevleri vardir ve (x,, yg) noktasinda

ou _ v

— =q, —~ =p, 2.9
o0x . o0x 2.9)

dir.
Aymni sekilde, Ax =0 (Az =iAy) oldugunda (2.8) esitliklerinden



v(Xy, Yo +AY) —v(Xg, ¥p)
im
Ay—0 Ay

bl

. u(xo»yo‘l'Ay)_u(xo’yo)
lim
A,—0 —Ay

=b

buluruz; demek ki y ye gore kismi tiirevler vardir, ve (xg, yg) noktasinda

v ou _

—=a, — =-b, 2.10
dy 4 dy ( )

dir. Bu durumda ise (2.9) ve (2.10) esitliklerine gore zy noktasinda

o o
ox dy dy ox

(2.11)
olur. Bu esitlikler Cauchy — Riemann kosullaridir ve bunlar1 bulup kullanan Fransiz
Matematikgisi A.L.Cauchy (1789 — 1857) ile, analitik fonlsiyonlar kuraminin
gelisiminde bunlar1 temel kilan Alman Matematik¢isi G.F.B.Riemann’in (1826 —

1866) onurlarina boyle adlandirilmislardir.

Tamm 4. z karmagik degiskeninin bir f fonksiyonunun f’(z) tiirevi, yalniz z,
da degil de zp 1n bir komsulugundaki her z noktasinda varsa, bu f fonksiyonuna z,
noktasinda analitiktir denir. z diizlemindeki baglantili bir bolgenin her noktasinda
analitik olan bir fonksiyon o baglantili1 bolgede analitiktir.

Ornegin, Iz fonksiyonu hicbir noktada analitik degildir, ciinkii bu
fonksiyonun tiirevi higbir komsulukta bulunmay1p yalniz z = 0 noktasinda vardir.

Bir tam fonksiyon diye, z diizleminin her noktasinda, yani diizlemin
tamaminda analitik olan bir fonksiyona denir. z ye gore her ¢okterimlinin tiirevi her

noktada var oldugundan,
Pz)=ag+aiz+az’+...+a2" (=1,2,...)

seklindeki her ¢ok terimli bir tam fonksiyondur.



2.2. Fourier Serileri

Tanmm 5. (Ortogonal fonksiyon dizisi) Bir [a,b] araliginda Riemann integrallenebilir

fonksiyonlarm bir (f,, f,,..., f,,...) dizisi verilsin. Eger Vm,ne N,m # n igin

[ £u00) £,(0)dx=0

oluyorsa (f,)._, fonksiyonlar dizisine [a,b] de ortogonaldir denir.

Ornek 1. (1, cosx, cos2x, ..., cosnx...,) fonksiyon dizisi [—Tr,,n] de ortogonaldir.

Gergekten, cosacosb= é[cos( a—>b)+cos(a+b )] oldugundan, Vm,ne N,m#n

icin
I cosmxcosnx dx = % I [cos( m—n)x+cos(m+n )x]dx
_ l sin(m — n)x |" N sin(m + n)x |"
2 m-n m+n
1
=-l0-0+0-0]=0
bulunur. O halde (1, cosx, co0s2X,..., cosnx,...) fonksiyon dizisi [— T, 71;] de
ortogonaldir.
Ornek 2. (sinx, sin2x, .., sinnx,..) fonksiyon dizisi [— T, TI:] de ortogonaldir.

Gergekten; sinasinb = é[cos( a—b)—cos(a+b )] oldugundan, her n,m€N ve n#m

icin
Isin nx sin mx dx = % I[cos(n —m)x —cos(m + n)x]dx
:%U_’;cos(n—m)xdx—fﬂcos(m+n)xdx}
1
=—(0-0)=0
2( )
bulunur.



Ornek 3. (1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ..., cosnx, sinnx, ...) fonksiyon dizisi [— T, TI:]
de ortogonaldir.

sin(a—b) —sin(a +b)
2

cosa.sinb =

oldugundan her nnme N ve n#m igin

Icosmx sinnx dx = % j [sin(m —n)x—sin(m+ n)x]dx

-7 -7

_l[—cos(m—n)x |" 3 —cos(m +n)x r}
2

m-—n n m+n n
1

=—(0-0)=0
2( )

bulunur.

eger her ne N icin

[ (fenav=1

oluyorsa (f,) fonksiyon dizisine [a,b] de ortonormaldir denir.
Her bir n€N igin, Ib ( f”(x))2 dx=o,#0 Ozelligini saglayan her (f,)

ortogonal fonksiyon dizisinden ortonormal bir (Lfn} fonksiyon dizisi elde

V an
edilebilir.
Ornegin, her n€N ve her x€[0,27] igin

cosnx sinnx

fr(x)= \/E ) f,,(x)= \/E

ve fo(x):ﬁ seklinde tanmmlanan (f )., fonksiyon dizisi [O,ZTE] de

ortonormaldir.

Tamm 7. uy, uy,..., u, ortonormal fonksiyonlar sistemi ve f(x)e L,(a,b) olsun.

a, = (f,u,) = [f(x)u, (x)dx



sayilarina f(x) fonksiyonunun

ia‘kuk (x)

Fourier serisinin katsayilar1 denir.

Tanmm 8. u;(x), uz (X),..., uy (x),... L,[a,b]de tanimli ortonormal fonksiyonlar
sistemi olsun. Eger L,[a,b] den olan keyfi u(x) fonksiyonun Fourier serisi L,

anlaminda u(x)’e yaklasirsa, {un (x)} fonksiyonlar sistemine tam sistem denir.

Ornek 4. ¢, (x) = gsinx,(pz(x)= Esin3x,....,¢k(x)= 2sin(zk—l)x,....
T T T

fonksiyonlar sistemi L,(0, ®)’ de ortonormaldir. u(x) = sin 2x fonksiyonunu goz

Oniine alalim. Bu fonksiyonun tiim Fourier katsayilann ¢,,c,,....« sifira esittir.

Yani sin2x fonksiyonu ¢, (x) fonksiyonlarina ortogonal olmaktadir.
Lakin 0.sinx + 0.sin3x + ... + 0.sin(2k — 1)x + ... serisi L,’de sifira yaklasiyor. Bu

seri sin2x’ e yaklagsmiyor. Yani, {q)k (x)}fonksiyonlar sistemi tam degildir.

f(x), [— T, ﬂ:] araliginda tamimli bir fonksiyon olsun.

f(x) :@+Zam cosmx+b, sinmx (2.12)

m=1

serisine, f(x) fonksiyonunun [— T, Tt] araligindaki tam Fourier serisi denir. ag, am, bm

serinin katsayilar1 olmaktadir.

am:lj.f(x)cosmxdx, m=0,12,... (2.13)
ﬂ’-—ir
lﬂ'
bm:;If(x)Sinmxdx, m=0,12,... 2.14)



Eger xo noktast f(x) fonksiyonu icin 1. tiir siireksizlik noktasi ise, xo noktasi

disinda (2.12) serisi, f(x) fonksiyonuna yakinsaktir. X = X noktasinda ise
%[f(x0—0)+f(x0+0)] olarak alinir.

Farzedelim ki f(x) fonksiyonu [— E,E] araliginda tanimli ve Dirichlet
kosullarim1 saglayan bir fonksiyondur. O zaman f(x) fonksiyonu i¢in asagidaki

Fourier serisi

£(x) :%MZ(am cos ™ 4 b sin X (2.15)
m=1
2 mix
a_ :zj.f(x)cos dx, m=0,12,.. (2.16)
-
2 m7x
b, :zjf(x)sin dx, m=0,12,.. (2.17)
-/

yazilabilir.
Eger f(x) fonksiyonu [— E,E] araliginda ¢ift fonksiyon ise (2.15) serisindeki

bm = 0 olur. O zaman,

(2.18)

f(x)= ﬁ+Z:am cos m7x
2 & l

Eger f(x) fonksiyonu [— 1,1] araliginda tek fonksiyon ise, bu durumda (2.12)

m7x

f(x)za—20+2bmsin

m=1

(2.19)

serisine doniisiir.
Ornek 5. [— T, n] araliginda tanimli f(x) =7+ x fonksiyonu verilsin. S(x) Fourier
serisinin toplami1 olmak iizere f(x)’in siirekli oldugu noktalarda f(x) = S(x) dir. f(x)’in

1. tiir siireksizlige sahip oldugu noktalarda yani kesilme noktalarinda ise



S(x):%[f(x0—0)+f(x0+0)] dir. f(x) fonksiyonunu Fourier serisi seklinde
yazalim.

a - .
T+X :_0+Z:(amcosmx+bm sinmx) .

m=1

Burada,

1
a, =

_E_]if(X)dX =%i(n+x)dx=idx+%ixdx =2n

a, :l If(x)cosmxdx :l I(Jt+x)cosmxdx
T T

-n -n

T 17 2 .
= Icosmxdx+—jxcosmxdx:—smmn,
T m

b, :ljf(x)sinmxdx:lj(mx)smmxdx
Tc—ﬂ: n—n

V4

T l T 2
= jsimmxdx+— 'fxsinmxdx z—jxsimmxdx
T T

- - 0

olarak bulunur. Boylece Fourier serisi,

(_ 1)m+1
m

> sin2x  sin3x
T+X=T+2) + - }
m=1

sinmx:n+2[sinx— 3

olmaktadir.

10



2.3. Fourier Serisinin Is1 Denklemine Uygulanmasi

Simdi Fourier serisini bir boyutlu 1s1 dagilim denklemi i¢in yazilmis birinci baglangi¢
— smir deger probleminin ¢dziimiine uygulayalim. Asagidaki problemi goz Oniine

alalim

%:3}%‘, 0<x<Y, t20 (2.20)

u(x,0) =¢(x), (2.21)

Liu=u(0,t)=0, lau=u(l,t)=0. (2.22)
Bu probleminin ¢dziimiinii

u(x,t) = y()T (1) (2.23)

seklinde arayalim. (2.23) ifadesini (2.20)’ de yerine yazarak
YT (1) =T()y"(x)
ifadesini elde ederiz. Buradan da

y(x) T
veya
y (%)= Ay(x) =0, (2.24)
T'(t) = AT(t) =0 (2.25)
elde edilir.

11



Asagidaki durumlar inceleyelim.
I. =0 olsun. Bu durumda (2.24)’den
Y(x)=0= y=cx+c,
oldugunu buluruz. Burada, c, ve c; keyfi sabitlerdir.
y(0)=y()=0
kosullar ¢ercevesinde y(x) = 0 oldugu goriiliir. Yani problemin yalniz trivial

¢Ozliimil vardir.

II. >0 olsun. Bu durumda (2.24) denklemi
y'-Ay=0
gibi olur. Sonuncu denklemin genel ¢oziimii

7

Ax +cze7ﬁx

y(x)=ce
olmaktadir. c; ve c, sabitlerini sinir kosullarindan, yani asagidaki denklemler

sisteminden

A —
clef +ce

¢, +c,=0
Y2 _

elde ederiz. Buradan,

¢, =—C,
ve

cl(eﬁ —e’ﬁ) =0
olarak elde ederiz.

eﬁ —e’ﬂ =0 olamaz.

Bu taktirde ¢, =0 ve y=0 oldugunu elde ederiz.

III. Son olarak da A <0 olsun. Bu durumda
Yy =Ay=0
denkleminin genel ¢oziimii
Yy =c¢, sin JAx+ ¢, COS VAx
seklinde olmaktadir. c; ve ¢, sabitlerini sinir kosullarindan elde ederiz. Yani,

O=c,cos0=1¢,=0

0=clsin\/2

12



Bizi trivial olmayan ¢6ziim ilgilendirdiginden sonuncu ifadeden

JA, =mn, (n=0,£1,12,...)
alinz.
A =7x'n’

n

sayilarina problemin 6zdegerleri denir. Bu 6zdegerlere karsilik
gelen

v, (x)=c¢/sinxz x (2.26)
¢Oziimlerine ise 6zfonksiyonlar denir.

Simdi, (2.25) denkleminin c¢oOziimiini ele alalim. Kolayca gormek

miimkiindiir ki, (2.25) denkleminin genel ¢oziimii
T (t)=Ae™' (2.27)
olmaktadir.

(2.26) ve (2.27)’1 kullanarak (2.20) — (2.22) problemin ¢oziimiinii

u(x,0) =Y A.e” ™" sinmx (2.28)

n=0
seklinde yazabiliriz. (2.28) ifadesindeki A, sabiti baslangic kosulundan elde edilir.
Simdi varsayalim ki, @(x) fonksiyonunun {sinmnx} fonksiyonlar sistemi iizerinde

Fourier ayrilisin1 yazmak miimkiin olsun, yani

P(x)= Y ¢ sinmx
n=0
seklinde yazilabilsin. Burada,

¢, (x) :%f(p(x)sin Tnxdx (2.29)
0

olmaktadir ve @,’lere @(x)’in Fourier katsayilar1 denir.
(2.28) ve (2.29) ifadelerinden A, = ¢, olarak elde ederiz. Boylelikle, (2.20) — (2.22)

probleminin gercek ¢6ziimiinii
u(x,t) = i(pne’“‘“)2t sin TTnx
n=0
veya
l & 2,4
u(x.0=- % e ™" [ sin TnEQ(E)dE
n=0 0

olur.
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3. GREEN FONKSIYONU, ADi DIFERANSIYEL DENKLEM iCiN SINIR
DEGER PROBLEMI

3.1. Green Fonksiyonunun Tanim

Diferansiyel denklem i¢in yazilmig Cauchy probleminden farkli olarak, sinir deger
probleminde bilinmeyen fonksiyon veya onun tiirevlerinin tanim bélgesinin en az iki
noktasindaki degerlerinin lineer toplaminin karigiminin verilmesi gerekmektedir.

Boyle bir sinir deger problemini goz dniine alalim,
I(y)=a(x)y”+b(x)y’ +c(x)y =f(x), a<x<b (3.1)

ay(a)+By'(a)=0
(3.2)
Yy(b)+3y'(b)=0

Burada a, 3, y ve & bilinen sabitler olmaktadir.

Bu problemi Green fonksiyonu yardimi ile ¢ozelim. Bundan dolay1 nce
Green fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim.

(3.1), (3.2) probleminin Green fonksiyonu oyle G(x,s), x € [a,b], s€ (a,b)
fonksiyonuna denir ki, bu fonksiyon Vse (a,b) icin asagidaki ozelliklere sahip
olsun:

1) x #s oldugunda G(x,s) homojen denklemi korur, yani
a(x)y"+b(x)y +c(x)y=0; (3.3)
2) x = a ve x = b oldugu durumda G(x,s) (3.2) sinir kosulunu korur;

3) x = s oldugu durumda G(x,s) x’e gore siirekli, onun tiirevi ise 1. tiir

sigrayisa sahip olur, ayrica da sigcrayisin degeri 1/ a( x )’e esit olur, yani

G(s+0,s)=G(s—0,s),
(3.4)

G’ (s+0,8)—G’ (s—0,s) :L.
a(s)
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Green fonksiyonunu bulmak i¢in (3.1) denklemini koruyan trivial olmayan
ve sirasiyla birinci ve ikinci sinir deger kosullarini koruyan y,(x), y2(x) ¢oziimlerini
ele almak gerekir.

Eger y;(x) aym1 zamanda her iki sinir kosulunu saglamasa bile bu durumda

dahi G(x,s) fonksiyonu mevcuttur ve onu bu sekilde arayacagiz,

o(s)y, (x), a<x<s

Glx,s) = {l/l(s)y2 (%), s<x<b ’ (5-3)

burada, ¢(s) ve y(s) fonksiyonlarin1 Oyle secmek gerekir ki (3.5) ifadesi (3.4)

kosullarini korusun; yani,

Y(s).y,(s)=@(s).y,(5)

’ , 1
W(s).y;(8)—@(s).y (s) =——
a(s)

olsun. Buradan @(s) ve y(s) fonksiyonlarin1 asagidaki sekilde

Yi Y,
Y, val 1
Q(s). =
y,(8)  ay(s)

i ¥
1

_ RS
= ne

_ ()
i
A

B

a,(s)
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() y6)_ %)
Y Y2a0(s) y.(8) |y, Y2a0(s)

’ ’ ’ ’

Yi Y2 Yi Y2

Wis) =

elde ederiz. Elde ettigimiz ifadeleri (3.5)’de yerine yazarak Green fonksiyonunu

Y,(5) .y, (%), a<x<s
D)
’ ’ Clo(S)
G(x,5) =1 yygs) (3.6)
— ey, (x), s<x<b
MR
’ ’ aO(s)
i Y

biciminde aliriz. Ele aldigimiz Green fonksiyonu yardimu ile (3.1), (3.2) probleminin

¢Ozumiuni
b
y(x) = j G(x,s)f (s)ds

seklinde yazabiliriz.

Ornek 6. y'—y=0
y(0) =3, yh-ym=1
probleminin ¢6ziimiinii bulalim.

Probleminin ¢6ziimiinii once normal yolla elde edelim. y”—y=0 denklemine

karsilik gelen karakteristik denklemi k’>~1=0 olur ve buradan da y(x) = c.e* + cre”

elde edilir, burada c; ve c; keyfi sabitlerdir. S6z konusu sabitleri sinir kosullarindan

Ci+Cr= 3,

-1 1
ci.e+cre —cre+cre =l1.

{cl+02:3

C2= . = C1= —_—=

©
2¢,.e’ =1 2

olarak buluruz. Elde ettigimiz sabitler yerine konursa

y(x)= 6—;@‘ +% .e™ sonucu elde edilir.
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Ornek 7. Asagidaki problemin ¢oziimiinii bulalim
y'=y'=0
y(0)=3, y)—y'd)=1.
y”—y =0 denkleminin karakteristik denklemi K -k=0 oldugundan, onun kokleri

k; =0, ko = 1 olur ve buradan da y(x) = ¢; + c,.€* elde edilir. Burada ¢ ve ¢, keyfi
sabitlerdir. Keyfi sabitler sinir kosullarindan

ci+c2=3

ci+cre—cre=1=c; =1 vedolayisiylac, =2

olarak bulunur. Buradan y = 1 + 2.e* sonucu elde edilir.

Ornek 8. Asagidaki probleminin ¢oziimiinii Green fonksiyonu yardimu ile bulalim
y'=f)
y(0) =0, y)=0

Aciktir ki homojen denklemin genel ¢oziimii y = c; + c,.x olmaktadir. Birinci kosulu

koruyan ¢oziim y; = x, ikinci kosulu koruyan ¢oziim y, = 1 — x olur. Bu durumda

Green fonksiyonunu asagidaki sekilde

Glxs)= {q)(s).x, 0<x<s
w(s)(l-x), s<x<I1

arayalim. Buradan,

G (x,s):{(o(s)’ 0<x<s

* —y(s), s<x<1
olur. ¢(s) ve y(s) asagidaki

{w(s).(l—s) —@(s)s=0
—Y(s)—9(s) =1

kosullarini saglamasi gerektiginden
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p(s)=s-1
y(s)=—(l+s-1)=—s

olarak bulunur. Bulunan ifadeler yerine konursa problemin Green fonksiyonu olarak

x.(s—1), 0<x<s
G(x,s)=
—s.(1-x), s<x<1
veya
x.(s—1), 0<x<s
G(x,s)=
s.(x—-1), s<x<1

elde edilir. Sonugta problemin ¢oziimii
1

¥ =[G E).f (&) dg
0

olarak bulunur.

Ornek 9. Asagidaki probleminin ¢6ziimiinii Green fonksiyonu yardimi ile bulalim
X’y =2xy"= f(x)
y(1)=0, y'(3)=0.
x*y”=2xy" =0 denkleminin ¢oziimii y = x* cinsinden arayalim
x5k (k-1))+2xkx* " =0
X (k(k=1))+2kx* =0

Buradan,
k*—k+2k=0
veya
k’+k=0
olmaktadir. Karakteristik denklemin kokleri k; = 0, ko = — 1 oluyor. Problemin genel

. c . ) .
¢cOziimii ise y(x) =c¢, +—2 olur. Burada c; ve c» keyfi sabitlerdir.
X
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1. smir kosulunu koruyan ¢oziim y,(x) :1—1 ve 2. sinir kosulunu koruyan ¢oziim
X

y2 = 1 olsun. Green fonksiyonunu asagidaki sekilde

1
G(x.s) = ¢)(s).(;—1), 1<x<s
w(s).1, s<x<3

arayalim.

o(s) ve ¥ (s) fonksiyonlar asagidaki sekilde

ws) (p<s>.<§ =0,
)y =,
N )

o(s)=1,

w(s) =21
)

bulunur. Bunlar Green fonksiyonunun ifadesinde yerine konursa sonug olarak Green

fonksiyonu asagidaki sekilde

l—l, 1<x<s
G(x,s)= lx

——1, s<x<3

s

ifade edilir. Sonugta problemin ¢6ziimii

y(0) = [Gx.&).f (&) dé

olarak bulunur.
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3.2 Sabitinin Varyasyon Yéntemi ile Green Fonksiyonunun Bulunmasi

Bu boliimde Green fonksiyonunu bagka bir yolla bulacagiz. Bunun i¢in asagidaki

problemi goz 6niine alalim

y + Xy =h(x), (3.7)

y(0)=0, yd)=0. (3.8)

(3.7) denklemine karsilik gelen homojen denklemin genel ¢6ziimii
y=c¢,sinAx+c, cos\A (3.9

olmaktadir. (3.9) ifadesindeki ¢; ve c, keyfi sabitlerini Oyle bir secelim ki, (3.9)

ifadesi (3.7)’nin de ¢6ziimii olsun. Bunun icin

y =¢, sin Ax+ Ac, cos Ax + ¢, cos Ax— Ac, sin Ax

’ ’

¢, sinAx+c, cosAx=0
denkleminin korundugunu varsayalim. Bu taktirde
y' = Ac, cos Ax — Ac, sin Ax
olup, buradan
y'= /?cl, sin Ax — A’c, sin Ax — /?,cz, sin Ax — Ac, cos Ax
dir. Elde ettigimiz ifadeleri denklemde yerine yazarsak
ﬂcl’ cos Ax — ¢, sin Ax — ﬂcz, sin Ax — A’c, cos Ax + ¢, sin Ax + A'c, cos Ax = h(x)

olur ve c; ve c; sabitlerini bulmak icin
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’ ’

¢, sinAx+c, cosAx=0
(3.10)

ﬂcj,cosx?.x—/?cz, sinAx="h(x)

cebirsel denklemler sistemini goz Oniine aliriz.

(3.10) denklemler sistemini Kramer yontemi ile ¢ozersek

in Ax Ax
- €08 =—A(sin® Ax+cos’ Ax) =—A 20,

Alx,A) =
x4) AcosAx —Asin Ax

0 cos Ax 1 cosix

-1 — _E(_COS Axh(x)) =

¢ = i
A |h(x) —AsinAx

h(x),

¢ = C";}“ 7). G.11)

sin Ax 0
AcosAx  h(x)

=1
C, =—

A

=—Si“;“x h(x). (3.12)

elde ederiz. Buradan

cosAE

¢,(x)=¢,(0) + j h(EME, (3.13)

sin Ag

¢, (x) =¢,(0) - j h(E)dg (3.14)

olarak bulunur. (3.13), (3.14) ifadeleri (3.9)’da yerine konulursa

COSAE

y(Xx,A) =sin kx[c 0) +J. 2
0

h(&)d&} +cos kx[cz 0)— j SinAG h(€)dE
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sin Ax cosAE —cosAx sin Ag

=c¢,(0)sin kx+cz(0)coskx+j. x h(§)dE
0
veya
y(x,A) =c¢,(0)sinAx +c,(0)cosAx + I%X_E*)h(&)d& (3.15)
0

bulunur. Simdi (3.11) ve (3.12) ifadelerini 1’den x’e kadar integralleyelim. Benzer

yolla

sinAM(x —§)

y(x,\) :cl(l)sinkx+cz(1)cos7ux+j. . h(§)d& (3.16)

elde ederiz. (3.15) ve (3.16) ifadelerini toplayip ikiye bolersek genel ¢oziim
1
y(x,A)=C, sinAx+C, cosix+fg(x,§,x1)h(§)d§ (3.17)
0

olarak bulunur. Burada

lsin/i(x—é"), 0<&E<x<1

g(x.6, )=
—Zsin/i(x—f), 0<x<&<1

olmaktadir.

(3.17) deki ¢, ve c; sabitlerini sinir kosullarindan bulalim, yani

1 .
£y =305 ¢+ [T @ag <o,
0
ve
1 .
y(l,A)=0=>c, sinh+c, cosx+j%l_§)h(g)d§: 0
0

esitliklerini g6z Oniine alalim. Bu iki esitlikten c; ve c, sabitleri sirasiyla asagidaki

gibi bulunur
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_1 cosAsinAg sinA(1-§)
cl—ﬂ T e }h(&)d&,

1 .
sinAg
¢, =—|——h(&)d§.
Elde ettigimiz ifadeler (3.17)’de yerine konursa

1
y=c,sinAx +c, cosAx + jgh(i)d&
0

. 1 coshsinAf sinA(1-§) B FsinAg 1
= sinAx ! { Yoy Yoo }h(&)d& cosAx ! x h(E)dE + ! gh(E)E

olur. Son ifadeyi
(54 = [ G & Dh(E)dE (3.18)
0

olarak yazabiliriz. Burada

A(x, ¢, 4)

G(x,5,A) = AL

, (3.19)

g(x,&E 1) sin Ax cos Ax
A x,EA)=|0,(g(x,EA)) L, (sindx) 1, (cosAx),
0,(g(x,E Q) L(sindx) [ ,(cosAx)

0, (sinAx)=0, l,(sinAx )= sin A
l,(cos Ax ) =1, l,(cosAx)=cos A

olmaktadir. (3.18) ifadesini agik sekilde yazmak igin once (3.19)’u agik sekilde

yazalim. Bunun icin asagidaki hesaplamalar sonucu
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El(g(x’f:/’i)):M’ gZ(g(x:f’/l)):

sinA(1-¢)
1 —_—,

A

0 1

sind cosA

A(/i)zﬂj(sz:n/lx) E,(coslxi‘_
0,(sinAx) (,(cosAx

=—sinA, (3.20)

g(x,¢) sin Ax cos Ax
A x,EA)=\0,(g(x,EA)) L, (sindx) {,(cosAx)=
0,(g(x,E,A4)) L, (sinAx) (,(cosAx)

g(x,E,A)  sinAx cosAx

= %sin AE 0 1

% sinM1-&) sinA  cosA

1 sin Ag 1 1 sinAg 0
= g(xEA)AM) —sindx | 1 +cosha
m sinAM1-&) cosA m sinA1-§&) sinA

=—g(x,& A)Sinh — Sinkx[CosK% Sin\E — % SinM1-&)]+ COSM[Sin?u% SinAE]

= —g(x,&,A)sink—%sinkxcosksin}.&jt%sin?wcsink(l -&) +%cos7\xsin7\.sink§,

A(x,—w:[g(x E )+ cos A

GG A = AV Asin A

sin Axsin A —

Tenh sinAxsin A(1-&) — % cos Axsin A&]

oldugunu buluruz. Son olarak, (3.7), (3.8) probleminin ¢oziimiinii
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cosA
sin sin

1
y(x,/l):'([[g(x,é:,/iﬂ—/1 2sin/lxsin/1§—/1 ! lsin/lxsin/i(l—é:ﬂ—

(3.21)
_%cosﬂxsin AEWN(E)dE

seklinde elde ederiz.
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4. REZiDU METODU. PARABOLIK TUR DENKLEM iCiN BASLANGIC
SINIR DEGER PROBLEMI

4.1 Genel Kavramlar

Bir f fonksiyonu ile bunun bir z; tekil noktas1 verilsin. Eger zo'1n, bu nokta hari¢ her
yerinde f’nin analitik oldugu bir komsulugu varsa, z,a f’nin bir ayrik tekil noktasi

denir.
1/ z fonksiyonu bu 6zellige sahip bir 6rnektir. Bu fonksiyon z=0Ohari¢ her
yerde analitiktir; demek ki baslangic noktasi, fonksiyonun bir ayrik tekil noktasidir.
z+1
22 +D
fonksiyonunun z =0 ve z=1i olmak iizere ii¢ ayrik tekil noktas: vardir.

7o noktast f’nin bir ayrik tekil noktasi oldugunda, 0 < |z— z0| <r, esitsizligini

saglayan her z noktasinda fonksiyon analitik olacak sekilde pozitif bir r; sayisi

vardir. Bu baglantili bolgede fonksiyon

- b b
f(z)y=) a,(z—z)"+——+ k 4.1)
,,Z:(; 0 z-z, (z- ZO)2
Laurent serisiyle gosterilir. Buradaki katsayilardan b, 6zel olarak,
b, = L j f(z)dz 4.2)
2mi ¢,

dir. Burada C, zy dolayinda olup pozitif yonde yonlendirilmis ve hem iizerinde hem

de, 7o haric, icinde analitik olacak sekilde rasgele bir kapali ¢cevredir.

f fonksiyonunu veren (4.1) gosterimimizin, 0 < |z—z0| <r, oldugunda gecerli
olan, zo dolayindaki 6zel Laurent a¢ilimi oldugunu gz Oniine alimiz. z noktas1 z,a
istenildigi kadar yakin olabilir. Yukaridaki agilimda (z—z,)”" in katsayisi olan b; e, f
nin zo ayrik tekil noktasindaki rezidiisii denir ve b, =Res(f,z,) ile gosterilir.

Her fonksiyonun, ayrik tekil noktalarinin her birinde bir rezidiisii vardir,
ciinkii bu nokta dolayindaki Laurent serisi noktanin, kendisi hari¢, bir komsulugu

izerinde fonksiyonu temsil eder. Bununla birlikte rezidiiniin degeri sifir olabilir.
(4.2) formiiliine gore, f'nin zo daki rezidiisii (27)~ f(z) nin, z, 1 geviren ve hem

tizerinde hem de, z¢ harig, i¢inde f analitik olacak sekilde alinan kapali bir C cevresi

boyunca ve pozitif yonde alinan entegralinin degeridir.
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Simdi, kapali ¢evreler boyunca alinan belli integralleri degerlendirmede
kuvvetli bir yontemimiz var. Ornegin, e “(z—1)" fonksiyonunun Cop: | z | = 2
cemberi boyunca ve pozitif yonde ¢evre integralini degerlendirelim. Fonksiyonun tek

tekil noktasi olan z = 1 ¢gemberin i¢indedir.

e’ B e—l ~ e—l —1m B nﬂ )
z-17 (z-1)° (Z_1)+e ;( D o (Iz—11>0) (4.3)

yazmak igin € “'nin z = 1 noktasi civarinda Taylor serisini kullanabiliriz. Bu Laurent
acilimindan, fonksiyonumuzun z = 1 deki rezidiisiiniin ! oldugunu goriiriiz ve
buradan da

—Z

[z __2m (4.4)

(z-1?’ e

C()

oldugu hemen goriiliir.

Diger bir 6rnek olarak, yukaridaki Cy ¢cemberi i¢in

J.exp(izj dz=0 (4.5)

Cy z

oldugunu gosterelim. 1/z° baslangic haric¢ her yerde analitik oldugundan, buradaki
integral alt1 da aym ozelliktedir. Tekil nokta Cy 1 icindedir. Ustel fonksiyonun

Maclaurin serisinden yararlanarak,

1 1 11 11
— |=l++——+——+... (zI>0
exp(zzj 20 2z 317° (2 )

Laurent agilimim yazabiliriz. Dolayisiyla integral altinin z = 0 tekil noktasinda

rezidiisi sifirdir ( by =0 ) ve boylece (4.5) integralinin sifir oldugu gosterilmis olur.
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4.2 Rezidii Teoremi

Eger bir fonksiyonun bir baglantili bolgede yalniz sonlu sayida tekil noktasi varsa,
rezidii teoremi geregince bu tekil noktalar ister istemez ayriktirlar.

C kapal1 bir ¢evre olsun ve bir f fonksiyonu, C i¢indeki sonlu sayida z,, z,....,
z, tekil noktalar1 hari¢, C’nin hem tizerinde hem de i¢inde analitik olsun. Eger bu
noktadaki rezidiiler K;, Ky, ... , K, ile gosterilirse, entegral saat yoniiniin tersinde

alinmak tizere

[f(2)dz =2mi(K, +K, +..+K,) (4.6)
C
dir.
Bir ornek olarak, | z | = 2 cemberi olan C saatin tersi yOniinde
yonlendirildiginde
J‘ 52-2 dz
wz(z—1)

entegralinin degerini bulalim. Integral altindaki ifadenin tekil noktalar1 olan z = 0 ve
z = 1 C’nin i¢ginde bulunurlar.

z = 0 daki K| rezidiisiinii bulmak icin

52-2 :(S—EJ(_—lj:(—5+gj(l+z+z2+...)
2(z-1) N \1-z z

22—3—32—322—... O«zkk])
z

yazabiliriz. Demek ki K; = 2 dir.
z =1 deki K, rezidiisiinii bulmak icin, entegral altinin z = 1 noktas1 dolayinda yapilan

uygun Laurent agiliminin katsayilarini belirlerken
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l:1—(Z—1)+(z—1)2—... (lz—-1k1)
b4
Taylor serisini kullanabiliriz. O halde 0 <lz—-1I<1 i¢in
SN NERT
z(z—1) z-1)z

:(5+i1)[1—(z—1)+(z—1)2 ..

r—

olur. Bu carpimda (z—1)"" in katsayis1 3 tiir dolayisiyla K, = 3 tiir. Bunun igin

[ 272 4o 2mi(K, +K,) =10mi
wz(z—1)

sonucuna varilir.
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5. PARABOLIK TUR DENKLEM iCiN BASLANGIC - SINIR DEGER
PROBLEMINIiN REZIiDU METODU iLE COZUMU

5.1 Is1 Denklemi icin Birinci Sinir Deger Probleminin Coziimii

Asagidaki problemi g6z oniine alalim

ou du

o ar 6
u(x,0)=9o(x), (5.2)
u(0,0) =0, u(l,)=0. (5.3)

Burada, u(x,7) bilinmeyen fonksiyonu, x yer degiskenini, # ise zaman degiskenini

gostermektedir. (5.1) — (5.3) kanigik problemine karsilik gelen spektral problem

Y =Ay=f(x), (5.4)
y(0)=0, y)=0. (5.5)

seklindedir.
Yukaridaki boliimde gosterdigimiz gibi (5,4), (5,5) probleminin ¢6ziimii

YO0 = [ G, E M (E)dE

olarak ifade edilmektedir.
Rezidii yonteminin genel yapisina uygun olarak (5.4), (5.5) spektral problemden
baska birde

w+ﬂzT()€,ﬂ,t) -0, (5.6)
T(x,,0) = () . (5.7)
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Cauchy problemini karsilik getirmemiz gerekmektedir. (5.6), (5.7) probleminin

¢Ozimii
T(x,t,A) = p(x)e " (5.8)

olmaktadir.

[2 ] , takip ederek [0,] ] de taniml1 ve /. basamaktan tiirevlenebilen her /(x) i¢in

j -1 2 j+l
AWhEhlf” =——— | A" y(x, A, h)dA 5.9
27 -1 CI

operatdriinii géz Oniine alalim. (5.9) notasyonunda

-1 0 M(X,E, L)
h” = ——— | Ay(x,A,h)dA = — Res —————h(g)d¢ =
V= j y(x,A.h) Zj Ao O =

= -3 h (x)

\%

(5.10)

olmaktadir. (5.9) operatoriinii (5.1) — (5.3) problemine uygularsak

A y(x,ﬁ,a—ujd/i =

2j+1 azu
- jz Clldr A

-1
27-1¢ 27— 8x2
elde ederiz.

(5.9) formiiliine gore y(x,A,h) operatorii ii¢iincii argiimana gore lineer olmaktadir.

(3.18) formiiliinii dikkate alirsak

au(/)
|14
ot

jG( < ﬂ)—df

I S Y PO AL
271'\/—_15[ f (&5 ds

olur.
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Asagidaki esitlik ¢ercevesinde

0 -1 o -1 4

— | G, E () = PG (x,Eudé
S 3m Tlc{ j (e G = — =) Eudg
%ué” zuy“)

oldugunu elde ederiz.

(5.9) operatoriinii (5.2) baslangi¢ kosuluna da uygularsak,

-1

271 c,

ﬂzj+1y(x,/1,u(X,0))d/1 - 12j+1y(x’¢(x))d}u

—1 J.
2aN-1¢,
veya

ul? (x,0) = g (x)

olarak aliriz.

Gosterelim ki, (5.12), (5.13) iin ¢oziimii

A y(x, A,T))dA

ul? (x,t)=

il |
271 c,

olmaktadir. Gergektende,

du,” -1 . ( aTj
L= [ 2y x4, = |dA
o 27z\/—_15': LT

-1 _
=—— | A y(x, A= AT (x,A,1))dA
2rN—-1 5[
=y
Benzer yolla

ul” (x,0) = A y(x, A, @(x))dA = @ (x)

il |
2771 c,
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oldugunu da gormek zor degildir. O halde (5.1) — (5.3) probleminin ¢oziimiinii (5.10)

a gore

u(x,t) :Zu(vo)(x,t)

= [Ay(x, A, T(x, A, t))dA
2 c,

<
31
ﬁ~
0

ﬁL

CJM?{G(x,&, Mo(E)e ™ dE

v

1 J7\€ kzld}\,_[A(X &7\')

=§ 1o A(k (€)dg

veya

Ihye Y AL E
u(x,t) = z(j) ¢ A(;Lx)g v

P(E)dE

seklinde elde ederiz. Sonuncu ifadedeki rezidiileri

1 <P(Z) _0(zy)
2m-1¢, w(z) vi(z,)

formiiliilne gore hesaplarsak

2t -2t
he A,?;j’)g’kv) 728 )[ g(x,E N, )sin A, —%cosk sinA,xsin A&+

v

+ %sin A xsinA, (1-&)+ %cos A, xsinA, sinA E]

v v

At
_ Ae - [-g(x.E,A,)sinA, —%coskv sinA,xsinA &+

—CcosA,

v

+ %sin A, xsind, (1-&)+ %cos A, xsinA, sinA &]

\% v
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sin /7.

‘V’g( é:/l) e sin A ,xsin 4,8+
14
o sin4,xsin4,(1-8) o €08 A, xsin 4, sin A,&
cos A, cos A,
vy SInzvxsinzzv(l —
e ™" sin(zv)xsin A, E—e ™! d=¢)
cos v
= e ™" sin(zv)xsin A &+ e ™ sin avésin(zv)x]

=2¢""™" " sin(zv)xsin Ve .

elde ederiz. (5.1) — (5.3) probleminin ¢oziimii olarak asagidaki ifadeyi
1 2
u(x,t) =2Y sin(nvx)[e ™" sin(mv€) (&) dE
0

elde ederiz.

5.2. Parabolik Tiir Denklem icin Birinci Baslangic — Stmr Deger Problemi

Asagidaki sekilde verilmis 2. basamaktan sabit katsayili parabolik tiir denklemi goz

oniine alalim

2
OP _ 9°P(x,1) b OP(x,t) N

ot a ox? ox

c(P-P). (5.14)

Burada, P(x,t) bilinmeyen fonksiyon, x yer koordinati, ¢ zaman degiskeni olmaktadir.

a, b, c¢ bilinen sabitlerdir. (5.14) denkleminin tek bir ¢6ziimiinii elde etmek igin

asagidaki baslangic deger ve sinir kosullarini

P(x0)=PF(x), 0<x</,

(5.15)
P(0,t)=P/(1), P((,t)=Py(t), t>0

ekleyelim. Burada Py(x), Pi(t), P»(t) bilinen fonksiyonlar, ¢ ise bir sabittir. Kolaylik

icin
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P(x,t) =e “Pyv(x,1) (5.16)

degisken doniisiimii uygulayalim. Bu degisken doniisiimiinden sonra (5.14) denklemi

asagidaki gibi

oV(X,t) 4 9°V(x,1)

+ ,t 5.17
% % o(x,t) (5.17)
olur. Burada,
b b*
od=—-, ﬂ:__c7 ¢(X,t> :_CPO(x)’
2a da

olmaktadir. (5.17)’e karsilik gelen baslangi¢ ve sinir kosullar ise
v(x,0) =V, (x), v(0,1) =v, (1), v(l,1) = v, (1) (5.18)
seklinde olur. Burada

V,(x) =e™.P)(x),
v, (1) =e” Pt), Vv, (1) = ™" P,(t)

dir.
Simdi homojen olmayan sinir kogullarint homojen sinir kosullarina doniistiirelim.
Bundan dolay1

v(x,t)=Ax+B

degisken doniisiimii yapalim. Bilinmeyen A ve B sabitleri

B=v,@)
Al+B=v,(1)
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cebirsel denklemler sisteminden bulunur. Kolaylik icin bu iglemlerin yapildigini
varsayalim, yani v,(¢) =v,(t) =0 olarak ele alalim.

Ayrica ¢ (x,t) kaynak fonksiyonunun sifir oldugunu varsayalim. (5.17), (5.18)

problemine asagidaki 6zdeger problemini

vnd) (AY= o v
T (\/ZJ v(x,A)= - (5.19)
Vv(0,2)=v(l,A)=0, (5.20)

karsilik getirelim. Burada, 1_/(x,/1), v(x,t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii
olmaktadir ve A kompleks parametredir.

(5.19), (5.20) probleminin ¢oziimiinii yukarida gosterildigi gibi Green

fonksiyonu yardimiyla
— 4
v(x,A)=—[G(x,&, )V, (§)dE (5.21)
0

gibi elde ederiz. Buradaki

A(x,g. )

G(x,¢,A) = A

(5.19), (5.20) probleminin Green fonksiyonu olmaktadir ve

A
g,(x,&,) A
A(X,f,/l) = g()(07§71)

_A
Ja
1 1, (5.22)
A _A
g0(€7§7ﬂ') €J; e ﬁ
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AA) {1 1/1
A)=| L, -1,
eVe e e
(5.23)
y! y!
= (x=¢) —=(x=¢)
\/]_/1[&Z —e Vo T 0<E<x<Y
go(x,f,ﬂ’): 4 a A A
-1 D D
4\/_/1[e —e 1,0<x<&E<Ly
a
[2]’1 takip ederek (5.17), (5.18) probleminin ¢dziimiinii
-1 2 LA E A
5 2 daf ARy o4 (5.24)

Ve = Il )y AL

seklinde elde ederiz. Burada Cy, A(A)’nin yalmz bir A, kutup noktasini igerisine alan

kapal1 bir egri olmaktadir.

Simdi (5.24) formiilii ile verilen ifadenin hesaplanmasi ile ugrasalim. A¢iktir ki,

A =T (k=0F172,..)

sayilart A(A) = 0 denkleminin sade kokleri olmaktadir. Bu takdirde rezidii teorisinin

esas formiiliinii kullanarak, (5.24) ifadesi icin asagidaki

2t
Ae*

v ==X A AL (5.25)

formiiliinii elde ederiz. Kolaylikla gormek miimkiindiir ki,

AA)= —ﬁcosﬂk, (5.26)
a

-

olur ve

Ax,&E4)=— sin%(ﬁ—f).sin%x (5.27)

_2
Jai,
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dir. (5.26) ve (5.27) ifadelerini (5.25)’de yerine yazarsak ve bir kac islemlerden sonra

v(x,1) fonksiyonu i¢in asagidaki formiilii elde ederiz

an’k?

v(x,t) = i%e ¢ "fsin%ﬁin%vo(f)dg . (5.28)

Nihayet, (5.14) formiilii dikkate alinarak bilinmeyen P(x,t) fonksiyonunu asagidaki
sekilde

P(xi)=e 2 4yixt)+g(xt)) (5.29)
elde ederiz.
5.3 ikinci Baslangic — Simir Deger Problemi

Bu boliimde yukaridakinden farkli olarak sinir kogulunu asagidaki sekilde verelim

anO,t):g(t)’ aP(E,t):g](t), (5.30)
X ox

Burada g(t) ve g;(t) bilinen fonksiyonlardir.

Yine kolaylik i¢in ¢ = 0 olarak alalim. Bu taktirde P(x,t) fonksiyonunu
P(x,0)=e".(v,(x,1) + g,(x,1)), (5.31)

seklinde arayalim. Burada

2
g,(x,t)ze‘ﬂ’[(g,(r)—%)%+%xl (532)

olmaktadir. v, (x,t) fonksiyonunun korundugu denklem asagidaki gibidir

v %V, (x,1)
S =at T g (), (5.33)
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av,(O,t):av](E,t):
o0x ox

V,(x0)=tty( x), 0. (5.34)

Burada

. 0g,(x,1)  9%g,(x,1)
,(x,1) =—fP,(x)e” — VR e (5.35)

Hy(x) = em-Po (x)— g,(x,0)

dir. Yukanidaki paragrafta oldugu gibi gereken islemler yapilarak, v, (x,t)¢oziimii

icin sonug olarak

o 21_5(;‘ _a/l'zk2 1 t an’k?

7! Tk Tk 7 ¢
V,(x,t):z ; e ! J.coij.cosjf[,uo(f)+‘|.e “oe(&T)dr]dE (5.36)
k=0 0

0

ifadesini elde etmis oluruz. Burada & Kroneker semboliinii gostermektedir.

Kolayca goriilmektedir ki (5.28) ve (5.36) serileri hizli yakinsak seriler olmaktadir.
Bu da bize aradigimiz problemlerin yaklasik ¢coziimlerini elde etmek i¢in énemli bir
enstriiman sunmaktadir.

Ayrica da elde edilen yaklasik formiilleri PC yardimiyla da kolayca hesaplayabiliriz.
(5.28) ve (5.36) serilerinden goriildiigii gibi bu ifadeleri Fourier yontemiyle de ele
almak miimkiindiir. Lakin bilindigi gibi Fourier yontemi A(A) = 0 denkleminin
kokleri sade oldugu durumda sonug¢ vermektedir. Bizim ele aldigimiz (5.28) ve
(5.36) ¢oziimlemesinde ise A(A) = 0 denkleminin koklerinin katl oldugu durumlarda
da ¢oziim i¢in analitik ifade almak miimkiindiir. Bu da rezidii yonteminin daha genis
siniflarda uygulanabilmesini gostermektedir. Fourier yonteminin diger bir 6zelligi de
baslangic sinir deger probleminin kendi kendine adjoint olmasidir. Rezidii

yonteminde ise bu 6zelligin korunmasi gerekmemektedir.
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6. iKi BOYUTLU PARABOLIK TUR DENKLEM iCiN BASLANGIC SINIR
DEGER PROBLEMLERININ REZiDU COZUMLERI

Bu boliimde 2 boyutlu parabolik tiir denklem icin smir deger problemlerini
inceleyecegiz.

Bu nedenle asagidaki problemi D, = Dx[0,T |,D = {a<x<b, c<y<d} bolgesinde,

)

a—]Z:szP—dl(P—PO) (6.1)
p(x,y,0)=p,(x,y), (x,y)e D (6.2)
p(x,y,t)= p,(x,y,t) >0, x,yel’ (6.3)

gz Oniline alalim. Burada, p = p(x,y,t) bilinmeyen fonksiyon, po(x,y) ve pi(x,y,t)

bilinen fonksiyonlardir ve

2 2
A= a_z + 8_2
ox~ dy
Laplace operatorii olmaktadir.
Asagidaki gibi

—dt

p(x, y,1)=e "u(x,y,t)+ p,(x,y,t) (6.4)

degisken doniisiimii uyguyalim. Bu doniisimden sonra (6.1) — (6.3) problemi

asagidaki
a”(’;—’ty”) = x2Au(x, y, 1)+ (x, y,1), (6.5)
u(x,y,0)=u,(x,y), (x,y)eD (6.6)
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u(x,y,t)/r =0

gibi olmaktadir, burada

o(x, y.1) =" (AR (x, y,1) =

9
%*"A(Fo(%)’)_l’l(ﬁy,n))

ve

Mo(x,)’)=Po(x,)’)_P1(x,y,0)

dir.

Asagidaki gibi tanimlanan iki 6zel yardimel problemleri

—X2 azgl(x’y’t)_/'iZ

" & (x,y,t) =h(x),

g (a,y,t)=g,(b,y,1)=0;

_ aV(&? y7 t) _ X2 a2V(§’ y7 t) _ 7\’2

ot 3y’ V(Ey,t) =0E,y.1),

V(E, y,00=p,Ey),
V(Ec,t)=V(E,d, 1) =0

g6z Oniine alalim. (6.10), (6.11) problemine spektral problem denir.

[2] deki rezidii yonteminin yapisina gore (6.5) — (6.7) probleminin ¢éziimii

-1

u(x,y,t)=
Y 2n\/—_1

b
2 JMAJG(x.E MV (1.8, t1)dg
Cy a

seklinde olmaktadir.
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(6.13)

(6.14)
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Burada G(x,£,4) (6.10) — (6.11) probleminin Green fonksiyonu, g,(y,&,,4)ise

(6.12) — (6.14) karnigik probleminin ¢oziimii olmaktadir. Cy Green fonksiyonunun her

bir kutup noktalarini icerisine alan kapali egriyi gostermektedir. Toplama islemi ise

tiim kutup noktalar i¢in ger¢eklesmektedir.

(6.10), (6.11) probleminin Green fonksiyonu kolayca bulunabilir ve bu fonksiyon

A(x,E,N)
G(x,E\)=—"2—=
(x,&.1) AO)
seklindedir.
Burada,
A, A,
g, (x, 5, ) e* e”
2, A
Ax, &) =g,(0,£,1) e* e *|,
Ay A
gy(L,EA) e e *

~(x=¢) -=(x=$)
ﬁ —e l,a<&<x<b,
g() ()C, g’ ﬂ“) = x
-1 =9 —7<x—§>] a<x<E<h
a4 4 ’ - — U
4xA
p) p)
——(b-a) —(b-a)
AA)=e * —e*

dir. Kolayca gormek miimkiindiir ki,

A, =%*/__1, (k=0+142,..)
—a

sayilar (6.19) denkleminin sade kokleridir. Basit hesaplamalardan sonra
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A(x,G, A ) = /1

K

(c_’f a)sm (x—a)cos 7k, (6.20)
—a

veE

AN(Ay) :—%(b—a)cosﬂk, (6.21)

oldugunu elde ederiz.
Simdi (6.12) — (6.14) probleminin ¢6ziimiinii ele alalim. Bunun i¢in bu problemi

uygun sekle

V(& y.1) _ 8 V(& y.1)

> P +F(¢,y,1), (6.22)
V(& 3,0)=1,(S, y) (6.23)
v(&,e,n)=v(&,d,1)=0 (6.24)

indirgeyelim. Burada,
V& yn =g yne, FE =9 y.ne (6.25)

olmaktadir. (6.22) — (6.24) probleminin ¢dziimii yukaridaki bolimde gosterdigimiz
gibi

v(E, y,t)— Se =S jsmd m (M—c)sin dnm (y—c)
mem —¢ (6.26)
[k, &, n)+I e " FEn, ndtldn
seklindedir. (6.15)’i dikkate alarak, (6.5) — (6.7) probleminin ¢oziimiinii
= PAXE )
Y, 0=2> A | ——"-V(y,&,t,A)d 6.27
u(x.y.t) ZJ roy Vorbth)d (6.27)

seklinde gosterebiliriz.
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(6.20), (6.21) ve (6.4) i de dikkate alarak aradigimiz p(x,y,¢) icin:

(x,y,t) = i 4+ _[inz(('ai)zJr(ﬁiri)z)erl]t
p ’ y’ n,m=1 (b - a)(d —_ C)
bd
[[sin thn (x—a)sin (;tm (y—c)sin bnn (g—a)sin;m (—-0)
ac —a —C 7 7_a —c (628)
¢ xR bi- 2+d[f—.2)+d1]1
[p()(g?n)_pl(&,n,())-‘,-je (b—a)” (d—c)
0
ap, (€.t
(XZApl(i,n,r)_M+d1(po(§,n)—pl(i,n,r)dr]dgdn+pl(x,y,t)‘

ot

elde ederiz.

(6.28) ifadesinden  goriildiigii gibi ele aldigimiz  iki kat serilerde

n2

2
—{x2n?( + )+,
(d—c)

2 ]l
e (=) hiziyla yakinsaktir. Bu da bize elde ettigimiz (6.28)

¢Oziimiinden pratik amagclar icin kullanma imkani saglamaktadir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Tezde genel olarak, bir ve iki boyutlu lineer 1s1 denklemi i¢in yazilmis birinci ve
ikinci baslangic — sinir deger problemlerinin gergek ¢oziimlerinin elde edilmesi igin

rezidii yontemi incelenmistir. Alinan sonuglar1 asagidaki gibi siralamak miimkiindiir.

¢ Bir boyutlu lineer 1s1 denklemi i¢in 1. baslangic — sinir deger probleminin
¢Oziimii uygun spektral problemin kutup noktalarinin rezidiileri {izerine hizh
yakinsak bir seri seklinde elde edilmistir.

e Rezidii yontemi 2. basamaktan genel sekilde yazilmis parabolik tiir denklem
icin 1. baglangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimiine uygulanmis ve problemin
gercek ¢oziimil igin pratik amaglar icin kullanish bir formiil elde edilmistir.

e ki boyutlu 1s1 denkleminin 1. baslangic — sinir deger probleminin de rezidii

yontemi ile ¢oziimii elde edilmistir.

Elde ettigimiz c¢oziimler, pratikte 1s1 dagilimi ile ilgili problemlerin optimal

¢oziilmesinde kullanilabilir.
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