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OZET

HAREKET GEOMETRISINDE DONME OPERATORLERI

GUNDUZ, Emek
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Yrd.Dog. Dr.Sakir ISLEYEN
Aralik 2007, 30 sayfa

Bu calismada, sabit bir koordinat ¢atisiyla iligkili olarak noktalarin(veya vektdrlerin)
donme hareketleri arasindaki fark ortaya konulacaktir. Eger her iki durumda dénme agis1 ayni

ise donme operatdrlerinin birisinin, diger operatoriin transpozu oldugu gosterilecektir.

Anahtar kelimeler: Donme hareketi, Kuaterniyon operatorii, Ortogonal matris



ABSTRACT

QUATERNION OPERATORS OF MOVEMENT GEOMETRY

GUNDUZ, Emek
Msc, Department of Mathematics
Supervisor: Assist.Prof. Dr. Sakir ISLEYEN
December 2007, 30 pages

In this study the difference between the revolving movements of the points(or vectors)
in connection with a constant coordinate frame will be examined. If the revolving angle is
same in both situations,one of the revolving operators will be shown as the transpose of the

other.

Key words: Rotation Movement, Orthogonal Matrix, Quaternion Operator.
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ONSOZ

Bu calismada, aymi koordinat eksenleri yoniinde olmayan dénme hareketlerinin
A=R,.R, seklinde iki donme hareketinin bir dizisinde herhangi bir eksen yoOniinde ve

herhangi bir ag¢1 boyunca bir donme hareketi ve bu donme hareketinin donme operatorleri
tanmitilacaktir. Boylece, bu donme hareketini temsil edecek olan 3x3 ortogonal matrisi
olusturulacaktir.

Bu c¢alismay1 bana veren ve ¢alismalarim siiresince karsilastigim giicliiklerde
yardimlarini esirgemeyen hocam, danismanim sayin Yrd.Dog.Dr.Sakir ISLEYEN e tesekkiir

eder saygilarimi sunarim.

Emek GUNDUZ
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1. GIRIS ve KAYNAK BILDIiRiSLERI

Geometri, belli bir doniigiim grubu altindaki degismezlerin teorisidir. Bu nedenledir ki
geometrileri doniisiimlerle birlestirerek ele almak gerekir.Bu fikri ilk defa Felix Klein
‘Erlangen Programi’ile ortaya koymus ve geometrileri siniflandirmistir.

Geometrik 0Ozelliklerle noktalarin koordinatlarinin cebirsel 06zellikleri arasindaki
bagintilar1 bulmak her zaman kolay olmayabilir. Bu ylizden baz1 metodlar kullanarak gerekli
doniisiimler yapma ihtiyac1 dogabilir. Iste bu konuda iki metoda basvurulur.

1-Elemanlar1 say1 sistemleri olan uzay kavrami esas alinir ki buna analitik metod
denir.

2-Bir diger metod ise vektorler teorisinin baz alinarak yapilan yontemdir.

Her iki yontemin amaci da var olan bir cismin yapisini ve hareketini incelemeye
yoneliktir.

Bu ¢alismada, uzayda hareket halinde olan bir cismin donme hareketi, donme eksenini
bulmak icin bazi doniisiimler gergeklestirilecek ve ard arda yapilan donme hareketlerinin
yapisi incelenecektir. Bunda basariya ulasmak icin de cesitli doniisiim operatdrlerinden
faydalanilacaktir.

Ayrica birinci ve ikinci boliimlerde ele alinacak uzayi tanimlayabilmek i¢in vektorler
teorisinden faydalanilacak ve ancak doniisiimleri bir uzaya uygularken birinci metoda
basvurulacaktir.

Birinci béliimde R* denilen 2-boyutlu uzayda dénmelerden bahsedilecek ve tiim
donmelerin SO(2) grubundaki (6zel ortogonal 2x2 matrisleri) matrislerle nasil gosterildigi
anlatilacaktir. Ozellikle bir sabit koordinat ¢atisiyla iliskili olarak noktalarin (veya vektorler)
bir donmesine karsin sabit noktalar (veya vektorler) la ilgili olarak koordinat ¢atisinin bir
donme arasindaki fark ortaya konulacaktir. Aslinda, eger iki durumda da donme asis1 € ise,

dénme operatorii basit¢e diger durumun donme operatdr transpozudur. Burada bu fikirler 1-
boyutlu durumda yani R’ de devam ettirilecektir.
Burada nihai amag ise kuaterniyonlarmn R®’de nasil dénme operatorleri olarak

kullanildigin1 gdstermektir. Ik 6nce R*de donmelerin basit bir dizisinden bahsedilerek ve R’
de donme dizilerinin tiim matris cebiri agisindan incelenecektir. Boylelikle bu sonuglarla

uzaydaki herhangi bir cismin hareketi analiz edilecektir.



Bu c¢alismanin esas amaglarindan biri bir cismin birden fazla hareket ederek konum
degistirmesini matematiksel bir platformda formiiliize etmektir. Yani bir cisim aynm hareketi
birden fazla sekilde yaparsa hareket denklemi ne olacak veya bu hareketler nasil tanimlanacak
sorularindan yola ¢ikildi. Kuipers’den (2002) yaralanilarak ardi ardina donme hareketlerinin
hareket denklemleri olusturuldu. Daha sonra, kinematik geometrinin temel yapisindan yola
cikilarak sorun geometrik bir platforma tasindi. Bu noktada Siminovitch’in (1995) yayinladigi
“Comment on Rotation Operator Approah to Spin Dynamics and The Euler Geometric
Equations” makalesi baz alindi. Bu calismada kuaterniyonlardan faydalanarak ortogonal
matrisler ve donme hareketleri arasindaki iligki tanimlandi. Daha sonra bu iligki bir list uzayda
kuaterniyonlar teorisi sayesinde tanimlanmaya calisildi. Hacisalihoglu (1983) “Hareket
Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” adli calismasinda konu daha da derinlemesine
aragtirllmistir. Baydas ve Karakas, (2006) calismalarinda sabit ¢at1 degisimli 2x3R robotik

modellemede kuaterniyon operatdriinii kullandilar.



2.TEMEL TANIM ve ON BiLGILER

2.1. Koordinat Transformasyonlari

Bir M {i¢ boyutlu cisminin sabit bir F cismine bagli donmesi,

X=[A] % (1.1
denklemiyle verilir; burada, X € M, X € F. Doniisiimiiniin kat1 transformasyon olmasi i¢in
[A] matrisi,

X'X =x"[A"][A] x = "%
Esitligini saglamali yani,
[AT][A]=1]
Olmalidir. Bu sart, bir matrisin “ortogonal matris” olmasi sartidir. Dondiirmeler, determinanti
+1 olan ortogonal matrisler ile verilir. Bu matris climlesi SO(3) ile gosterilir ve matrislerin
carpim islemine gore bir matris grubu yapisina sahiptirler. (Mc.Carthy, 1990)

(1.1) transformasyonu, baslangigta F ile cakisan M c¢atisinin bir yer degistirmesi olarak
ele alinabilir. Boyle ele alindiginda, cisimdeki bir P noktasinin baslangi¢ anindaki vektor

konumu X ve sonugtaki konum vektorii X dir. (1.1) ile belli olan déniistim kiiresel yer
degistirme olarak adlandirilir. (Mc.Carthy, 1990)
Donme matrisinin alisa gelmis formu, z- eksenini yuvarlanma (roll) ekseni, y- eksenini

inis-cikis (pitch) ekseni ve x- eksenini yalpa (yaw) ekseni olarak kabul eder.

zZ

4 roll (yuvarlanma)

- y inig-¢ikis (pitch)

x yalpa (yaw)
Sekil 2.1.R’ te donme hareketi



x,y ve z eksenleri etrafindaki donmeler, sirasiyla Ry, Ry ve R, ile gosterilirse

A:F—->M
Donme transformasyonu,
1 0 0 cosd@ 0 —-sin@||lcosd -—-sind O
[A]=R,R R, =|0 cos & —sin 6 0 1 0 sind coséd O
0 sin @ cos 6 simé@d O cos 0 0 0 1

Olarak bellidir (Bottema ve Roth, 1979).

-1 0 0
[X]=| 0 1 0
0 0 1

Determinant1 —1 olan ortogonal matrisler yansima olarak adlandirilirlar. Mesela, (1.1) ile belli
olan transformasyon M deki bir noktay1 x = 0 koordinat diizlemine gore yansitir. Yansimalar
icin genel bir ifade, [A] bir ortogonal matris olmak iizere,

[A] [X][A']
Ile verilebilir (Mc.Carthy, 1990).

2.2. Bir Ortogonal Matrisin Karakteristik Vektorleri
[A] nin etkisi altindaki hareketli cismin sabit uzaya gore pozisyon degistirmeyen
noktalarinin ctimlesi, [A] X = X matris denkleminin ¢6ziimii olan ciimledir. Bu denklem;
[A] X =A X (1.4)
karakteristik denklem problemine genisletilebilir. (1.4) sozle ifade edilirse; F deki X
koordinatlari, M deki x orijinal koordinatlarinin bir A sabit ¢arpanina esittir. A = 1 i¢in mevcut
olan ¢oziimle ilgilenilecektir. (1.4) in homojen formunun katsayilar matrisinin determinanti

stfir olmalidir. Buna gore,

aj; — A arn a3
det 321 322 —7\. 323 =0
as asz a3z _A

dir.
A2+ A (ant an +ass) - A (M + My, + Ms3) +det A=0
ve bir ortogonal matris i¢in Mj; = a;; oldugundan,
A7+ A% (artaass) -A (atapass) +1=0 (1.5)

Elde edilir. A = 1 in bir kok oldugu asikardir. Boylece sol tarafin ¢arpanlarindan biri A-1 olup,



buna gore (1.5) esitligi;

(7\,-1) [7\,2-7\, (a11+a22+a33-1) +1] =0 (16)
Olarak yazilir. a;+a+ass-1 = a ile gosterilsin
A% -ad+1=0
[ 2
Aoz = atva’ -4 , a=2cos (1.7)
2
_2cosp+ \J4cos? p—4

2
Az3=cos¢ £ isind
Elde edilir. O halde (1.5) esitliginin diger iki koki,
A =cos ¢ +isin ¢ = exp (i §)
A= cos ¢ - igin ¢ = exp (-i )
dir. A =1 ile birlesen karakteristik vektor b olsun; v=tb iizerindeki biitiin noktalar ciimlesi
dénme esnasinda sabittir. v ile belirli olan eksen hareketin donme eksenidir. A ve A" ile
birlesen kompleks karakteristik vektorler ¥ ve X olsunlar. Bu vektdrler yardimyla reel

ortogonal ¢ ve ¢, vektorleri,

elf‘”"* ’Ezzi(sz—sz*) (1.8)
2 2
Olarak tanimlansin. Bu noktalarin C; ve C, sabit say1 koordinatlari, asagidaki hesaplamayla
bulunur.
Ci=[A] ¢,= (exp(ip) X +exp(-id) X /2
C2=[A] €2 =1 (exp (iB) X - exp (-i) X)) /2 (1.9)
Veya

Ci= cosp € +sindpc,
Cy=-sind ¢+ cosdp €y (1.10)
(1.10) den goriildiigii gibi, b ye dik olan X vex " karakteristik vektorleriyle taniml

olan diizlemdeki ¢ a¢ili donmedir. Bunu gérmek i¢in ¢; ve ¢, nin . Koordinatlari, € ,=(1,0,0)
ve €,=(0,1,0) vektorleriyle ¢akisacak sekilde degistirilir. Bu durumda b = (0,0,1) olur. O
zaman (1.10) esitliginden,

Ci = (coso, sing, 0)

C, = (-sind,cos0, 0)

Elde edilir ki, yer degistirme b ile belirli eksen etrafinda, ¢ acil1 bir donmedir.



2.3. Cayley Formiilii
Bir donme, cismin noktalari arasindaki uzakligi korur. S$oyle ki,
<X,X>=<x,x>
<X,X>-<X,x>+<%,X>-<x,X>=0
Ve buradan,
(X-3)(X+%)=0 (1.11)
Yazilabilir.

el

H
1
)

Sekil 2.2. Cayley denklemi

X+x =[A+] X
X-% =[A-]] %
Degerleri (1.11) de yerine yazilirsa,
X -x =[A-I][AH] (X +%) (1.12)

olur.
[A-I] [A+]I] matrisi B ile gosterilsin. Dikkat edilirse, B matrisi X+ vektoriinii kendisine dik
olan X-x vektorine doniistirmektedir. (1.12) esitligix veXin se¢iminden bagimsiz
olduguna gore, temsilci bir y vektorii i¢in,
<y,[B] y>=0

dir ve B=[ b;;] a¢ik bilesenleriyle yazilirsa;

2 by Fb) ¥,y + 2 by =0 (1.13)

i i
Elde edilir. Bu esitlik keyfi bir y vektori i¢in saglandigindan; her i, j igin,

bi=0
bij = -bji



olmalidir. Yani [B] =- [B]", bir basgka ifadeyle B bir anti-simetrik matristir.
[B]=[A-1]A+1]"
Esitliginden A matrisi ¢oziiliirse,

[A]=[1 -B]'[I +B] (1.14)
elde edilir. Bu esitlik ortogonal matrisler i¢in Cayley formiilii olarak adlandirilir. [I-B] matrisi
singiiler degildir. Ciinkii singiiler olsaydi A=1, B nin bir karakteristik degeri olurdu. Ayrica,
anti-simetrik olmasi [B] nin pilir imajiner karakteristik degerlere sahip olmasini gerektirir.
Sonug olarak [I-B]" daima tamimlidir. Ayrica;

[1+B] [I-B] = [I-B] [I+B] = [[-B*]
oldugundan [I+B] ve [I-B] matrisleri degisimlidir. Béylece Cayley formiilii, denk olan;
[A]=[I+B] [I-B]" (1.15)
formunda da verilebilir. Bu sekilde elde edilen [A] matrisi ortogonaldir. Gergekten; (1.14)
den;
[AT] = [1+B] [I-B]"
= [1+B"] [I-B"]"

[A"] = [I-B] [I+B]

[AT A] = [I-B] [I-B] [I+B] [I-B]"!
[AJ[A"]= [1+B] [I-B] '[I-B] [I+B]"

I
L.

oldugu goriiliir.
2.4. 3x3-Anti-simetrik matrisler

Bir 3x3 [B] anti-simetrik matris,

0 by b3
[B]=|-bjp 0 by
bz —-by; 0

Seklindedir. [B] matrisi 3 bagimsiz bilesene sahiptir. 3x3 mertebeden anti-simetrik matrisler
ciimlesi ile IR? uzay1 arasinda bir 1:1 esleme kurulabilir. Eger bj; = - bs, bz =by, bz =- by

degisimi kullanilirsa;

0 —by b,
[B]=| bs 0 —by|=(by,by,b3)
by, b, 0



A; >R
doniistimii,
[B][¥]=bxy,vy e R’ (1.16)
ozelligine sahip bir 1:1 eslemedir.

Onceki kesimden hatirlanacagi gibi, Cayley formiili yardimiyla [A] dénme

matrisinden bir [B] anti-simetrik matrisi elde edilir. [B] den de yukarida anlatilan
(by,ba,bs) = b vektorii elde edilir. y vektorii [A] donme matrisinin A=1 karakteristik degerine

kars1 gelen karakteristik vektordiir.

3x3 mertebeden anti-simetrik [w] matrisinin karakteristik degerleri,

-4 —-w; W,
det=| w;, -4 —-w, [=0 (1.17)
-w, w -4

denklemini saglar. Hesaplanirsa;

A+ (wii+twh+twiH)A=0
L2+ (W+w+ws)=0 (1.18)

Elde edilir. Yani 3x3 anti-simetrik matrisin karakteristik degerleri sifir veya piir imaj inerdir.
2.5. Rodrigues Denklemi

Bir [A] ortogonal matrisi verildiginde, (1.12) esitligiyle verilen,
X-X = [A-I] [AH]! (X +X)
Ilgi ve B = [A-I[A+I]" ile belli olan bir [B] anti-simetrik matris vardir. Boylece;
X -x=[B](X+X) (1.19)
Yazilabilir. (1.19) esitligi, donen cismin noktalarinin hareketli ve sabit ¢atidaki koordinatlari

arasindaki ilgiyi verir. (1.19) esitligi yerine, [B] ile belli olan vektér b olmak iizere;

X-x=bx(X+X) (1.20)

Yazilabilir.(1.20) esitligi donmeler i¢in Rodrigues denklemi olarak adlandirilir. Bu



esitlikteki b vektoriine de Rodriques vektorii denir. (Bottema ve Roth, 1979)

(1.20) esitligindeki X ve X yerine, bu vektorlerin b ye dik diizleme izdiisiimleri olanX " ve

% igin de gegerlidir.

Gergekten,;
X=X"+Ab X =X +Ab,
X'=X-2b X =x-Ab
Ab
X +x
X -X X

Sekil 2.3

[A]X"=[A](X-Ab)=[A]X-A[A]b=[A]X-Ab=X-Ab=X"

Yani X ve X arasindaki X=[A] X esitligi X ve X  icin de gecerlidir. Dolayisiyla,
")

(]

X-x*=b (X+

Olup norm alinirsa;
(1.21)

X=X *||=[b]|.]| X +X ||Sin(b, X +x )
X "X *l= bl | X+ %)
IX*-x"||=<X"-%", X-x >

= (<X, >-2<X x>+ <X, Xx>)?

= (IX7 -2 [IX [ Jleosg + ] D™ I X[ = [|X7]| = a, a>0
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= [2a* (1-cos$)]"?
Benzer islemlerle;
| X +% 7| = (2a° (1+cos))'?
Elde edilir. Ayrica;

Y % _ g%
tan & N XE-XT (1.22)
2| XF x|
b nin normu olarak;
b= tand
2
Bulunur. b nin bilesenlert,
E_o 0 ¢ ¢

b=( tanE Sy ,tanE Sy ,tanE S,) (1.23)

dir. (S¢,Sy,S,), b boyunca belirli olan birim vektérlerdir ve “Rodrigues Parametreleri”

olarak bilinirler( Bottema ve Roth, 1979).

2.6. Euler Parametreleri

[A] ortogonal matrisi i¢in Cayley formiili, ¢ donme agisi ve [B] = tan ¢/2[S]
Den belli olan § birim vektoriiniin bilesenleri cinsinden
[A]=[cosd/21-sind/2S ] [cosd/2I+sind/2S] (1.24)
Olarak yazilabilir.
C=[cos¢/2]+sind/2]

Matrisindeki sabitlere A nin “Euler Parametreleri”” denir. Bu parametreler dort tane olup

sunlardir:
¢ o =c0s¢/2,c;=sin¢/2 Sy ,c;=sin¢/2 S ,c3=sin¢/2 S, (1.25)
0 a b
S=|-a 0 cl,a?+b?+c¢c? =1
-b —-¢ 0

(1.24) esitligindeki [cos¢/2I-sind/2S] invers matrisi hesaplanir ve x=¢/2 alinirsa,

[cos¢/2]-sing/2S]=D , detD=—L

COS X
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O cosXx —asinx —bsinx|
D =[cos¢l—sin%J =|asinx COS X —csinx
bsinx c¢sinx COSX
cos2 x+c2 sin2 X —asin X cosx —bcsin2 X acsinx —bsin2 X COSX
=_1 asinxcosx—bcsinzx cos2x+b2sin2x —ccosxsinx—absinzx
cosx ) . 2 2 2.2
acsin” x +bsinxcosx ccosxsinx —absin’ cos“ x+a“sin” x
.2 .2 .2
cosx +c2SX  _,qinx —peSinTX SIn_X _bsinx
COS X COS X COS X
sin? x 2 sin? x . sin? x
=lasinx —bc>=—= cosx+b“">—= —csinx—ab>—=
COS X COS X COS X
sm2 X . sin? x 2 sin?
bsinx +ac>——= csinx —ab>—=2 cosx+a“” >——
COS X
[cosx 0 0 0 —asinx —bsinx ¢z —be ac
.2
=l 0 cosx 0 |+|asinx 0 —csinx +% “bc b% —ab
| 0 0 COSX bsinx csinx 0 ac —ab a2
0 —-a -b l—az—b2 —bc ac
.2
=cosxl +sinx|a 0 —c|+3 X _pc 1—a2 —b? —ab
COSX 2 2
b ¢ 0 ac —ab 1-b“ —c
0 —a -b —a?_p? —bc ac
)
=cosxI+sinx|a 0 —c|+8 X[ 4| —pc —a’-b>  —ab
COSX 2 2
b ¢ 0 ac —ab -b“ —c
. sin 2
D=cos¢/2I+sing/25+ ¢¢/2 1+s2)

Bu esitlik, C ile carpilirsa,
¢

A=I+2S singcos9 -I-ZS2 sin >

2 2
ve buradan da;
A=T + Ssin¢ +S% (1 - cos )
elde edilir.

(1.26)

(1.27)



3. DONME DiZiLERIi

3.1. Diizlemde Donme Dizileri
Simdi bir doénmenin bir digeri tarafindan takip edildiginde ne oldugundan
bahsedilecektir. Yani, iki donmenin bir dizisinin sonucunun ne olacag arastirilacaktir. Farz

edilsin ki ilk koordinat catisinin(noktalar sabit) bir « agilik donmesinin bir £ agist boyunca

sonucta olusan koordinat sisteminin bir donmesi takip eder. Referans ¢atinin eksenleri X ve Y

ile nitelendirilir.

Y X2
Yi é
Y2 B X3
\ (4

Sekil 3.1. R*de Donme Dizisi
Bu referans catisinda tanimlanan herhangi bir v vektoriinii dikkate alip bir o agist
boyunca bir donme tarafindan referans catiyla baglantili olan X, vey, le nitelendirilen bir yeni
cat1 tanimlanir. Vv,
v, =R,V (1.28)

seklinde yazilabilir.Burada matris donme operatorti;

cosa sina
R, = i
—sina cosa

dir. Daha sonra X, Y, catis1 ilgili olarak bir £ agis1 yoniinde dondiiriilen baska bir yeni ¢ati
tanimlanir. Bu yeni ¢atinin eksenleri sirastyla X, vey, ile nitelendirilir. Boylece,

v, =R,v,
yazilabilir.Burada matris donme operatorii

R - cos fsin
r —sin fcos

dir.Bundan sonra, matris cebirinin kurallar1 kullanilarak,
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V, =Ryv =R, (R, V) = (R, R,V

Bu denklem gosterir ki donmelerin dizisi i¢in donme operatorii, tamamen iki farkli

donme operatérii R, ve R, 'nin ¢arpimudir. Yani; R;R, carpimi yoluyla v vektori ¢arpilarak

dogrudan v, vektoriinden Vv, vektorii elde edilir.

R R :{cosﬂ sinﬂ}[cosa sina}

Fre | —sinf cosf||-sina cosa

— |:all a'12j|
a'21 a22
yazilabilir. Burada,
a,,=cos f cosa—sinasin f = cos(a + f)
a,, =cos fsina +sin fcosa =sin(a+ f)
a,, =—sin fcosa — cos f sina = —sin(a + f3)
a,, = —sin fsina +cos fcosa =cos(a + f)
dir. Boylece,

cos(a+ ) sin(a+ f)
—sin(a + ) cos(a+ )

R,R, =

sRa (1.29)

yazilir.

Bu son matris, noktalar (veya vektorler) sabit kalirken bir o + £ acist boyunca

koordinat ¢atisinin bir donmesini temsil eden donme matrisidir. Boylece cebirsel olarak

Bir £ acis1 boyunca ¢atinin bir bagka donmesi tarafindan takip edilen, bir  agis1 boyunca
olan bir cat1 donmesi daha 6nce 6ne stiriildiigii gibi bir & + # agis1 boyunca bir tek donmeye

esdeger oldugu gosterildi.

3.2. R’de Koordinatlar

R’ Olarak dizayn edilen 3 boyutlu uzay R*de koordinatlarin tanitildig1 yola tamamen

benzer bir yolda koordinatlandirilabilir. R’de orjin olarak isimlendirilecek bir keyfi fakat

sabit nokta belirtilir.



14

Bu orijin yoniinde gecen ii¢ karsilikli dik dogru, sirasiyla x-ekseni, y-ekseni ve z-
ekseni olarak isimlendirilir. Bu eksenler sag el koordinat ¢atis1 veya pozitif bir bigim i¢in
yonlendirilmistir.

Boyle bir iig-boyutlu koordinat sistemi verilsin. R’ de noktalar, reel sayilarm (x,y,z)
{icliileri tarafindan temsil edilir. Genelde, orjin (0,0,0) koordinatlarina sahiptir. R’ de verilen

herhangi bir P(X, Y, z) noktasi, orjinden P noktasina ¢izilen bir vektor olarak temsil edilebilir.

R? deki gibi, nokta (veya vektdr) sabit kalirken XYZ- koordinat catisinin bir
donmesi ile baglanir. Buradaki problem dondiiriilen cati ile ilgili olan noktalarin
koordinatlarini belirlemektir.

Bu durumda muhakkak 3x3 tipinde bir A donme matrisi belirlenmelidir, dyle ki eger
koordinatlar dondiiriilen ¢atryla ilgili olarak v, =(X,,Y,,Z,) tarafindan verilirse,

v, = Ay,
denklemine sahip olunacaktir.

R? de herhangi bir ® ag1s1 boyunca orjin etrafindaki basit bir koordinat ¢at: dénmesi

tanimlanmasina ragmen , R’deki bu dénme hareketi tam olarak verilmedi.Burada 6zel bir

donme ekseninin olusturulmasina ihtiyag¢ vardir.

Omegin, R’te Z-ekseni etrafinda 7/2agilik bir koordinat catis1 dénmesi
diisiiniilsiin.Burada x ve y koordinatlar1 degismesine ragmen z koordinati degismez.Bdylece
bir donme hareketi, bir koordinat ¢att donmesinden oldukga farkli oldugu agiktir.

Daha acik belirtmek gerekirse,bir P noktasi(veya v vektorii) XYZ- koordinat c¢atisiyla
iliskili (X;,Y,,Z,) koordinatlarina sahiptir. Z ekseni etrafinda y acilik bir koordinat dénmesi
alinsin ve P noktasinin koordinatlar1 da (X,,Y,,Z,) olsun.Bdylece Z ekseni etrafindaki donme
hareketi, P noktasinin z-koordinatini sabit birakir ve dolayisiyla

Z, =1
yazilabilecektir.

X2 ve y2’1 belirlemek amaciyla, XY-diizlemi {izerinde v vektoriinlin izdligimii v,
vektorii olsun. R de, V,’in koordinatlart (X,,Y,)dir. Bundan baska, Z-ckseni yoniinde ¢
agis1 boyunca olan dénme hareketi , bir ¢ agis1 boyunca XY koordinat ¢atisinin R* deki bir
donmesidir. Bu nedenle

X, = X, cosy + Y, siny
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Y, =Y, cosy — X, siny (1.30)
denklemleri var olmalidir.

Eger bu sonuglar denklemlerin bir tek kiimesine kombinelenirse,

X, =X, cosy + Y, siny + 0.z,

Y, ==X, siny + Y, cosy +0.z,

z, =0x +0.y, +1.z,
elde edilir.

Bu lineer denklem sisteminin matris formu,

X, cosy siny 0| X

Y, |=|—siny cosy 0]V,

z, 0 0 1|z
seklinde yazilir.

cosy siny 0
R, =|—siny cosy 0
0 0 1

w agis1 boyunca Z- ekseni yoniinde R de donme hareketini veren bir R, 3x3 donme matrisi

ele alinsin. XYZ koordinat ¢atisinda v=(1,1,1) vektorii gz Oniine alinirsa, yeni bir xyz

koordinat catis1 elde etmek icin w =z /4acist boyunca Z-ekseni etrafinda dondiiriiliir.

Yukaridaki sonuglara gore, v vektoriiniin koordinatlar1 bu yeni ¢atiyla iliskilidir.

x,] [¥2/2 ~2/2 ol [V2
v, |=|-~2/2 V272 of|1]=]0 (1.31)
z,| |0 0 11| |1

olur.

3.3. Ardarda Aym Eksen Donmeleri

Z-ekseni yoniinde belirli agilar boyunca koordinat ¢atisinin donmelerinden ayrilmadan

once, eger, ilki bir @ agis1 boyunca bunu takip eden ikincisi bir £ ag¢is1 boyunca, ayni eksen
yoniinde boyle iki donmenin bir dizisi varsa, bileske donme matrisi, donme matrislerinin ayr1

ayr1 carpimi yoluyla elde edilir. (R*de ¢at1 dsnmeleri durumunda oldugu gibi); yani;
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cosa sina 0 cosff sinff 0
R, =|-sina cosa O|veR,=|-sinf cosf 0] olsun,
0 0 1 0 0 1
cosa sinag O cosff sinf 0 cos(e+ f) sin(e+p) 0
R,.;,=|—sina cosa O|-sinf cosf 0|=|-sin(a+p) cos(a+p) 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Boylelikle, eger yukaridaki agilar 0’a esitse, o zaman bu donme matrisleri bileske
matrisler olurlar. Dolayisiyla, z ekseni yoniinde sifirdan farkli bir donme i¢in r (3.3) elemant
biri “1” olmalidir. Ciinkii z-ekseninin yonii degismeden kalir ve herhangi bir vektoriin z-
bilesenlerinin degeri de degismeden kalir.

Oncekinin akabinde eger dénme Y-ekseni yoniinde ise o zaman r(2,2) de “1”
goriinmelidir. Ciinkii sadece z-ekseni ve Y-ekseni yoniinde bir © agist boyunca bir pozitif

koordinat ¢atis1 donmesi i¢in, donme matrisi

Cos@ 0-sind
R,=| 0 1 0 (1.32)
sind@ 0 cosé

verilebilir.Benzer olarak, X ekseni yoniinde, bir ¢ acist boyunca bir pozitif koordinat catisi
donmesi i¢in; donme matrisi

1 0 0
R,=|0 cosg sing (1.33)
0 —sing cos¢

olur.

3.4. Dénme Matrislerinde Isaretler

Burada onemli bir nokta, donme matrislerinde siniis ve cosiniis terimlerinin uygun
yerlestirilmesidir. Bu yerlestirme bir sag-el koordinat catisinin kullanimi tarafindan belirtilir.
Bu terimlerin dogru yerlestirmesini belirlemek i¢in bir uygun yol,

XYZXY dizisidir.

Ondan sonra, bu diziyi soldan saga okuma, bir ¢ agisi boyunca X-ekseni yoniinde bir pozitif

donme, Y-eksenini Z-eksenine dondiiriir ve bdylece -sin¢g terimi z-koordinati ile iliskiliyken

sing terimi y-koordinatiyla iliskilidir.
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Sonra, diziyi soldan saga okuma, bir ¢ acis1 boyunca pozitif yonde bir donme Z-
eksenini X-eksenine dondiiriir. Bdylece sin® terimi x-koordinati ile iliskiliyken sin & terimi
z-koordinatiyla iliskilidir. Son olarak bir y agis1 boyunca Z-ekseni yoniinde bir donme X-
eksenini Y-eksenine dondiirtir..

Bir koordinat catist ekseni yoniindeki bir dénme i¢in, donme operatoriiniin nasil
yazilacagini anlamak énemlidir. Ciinkii daha sonra ardisik koordinat catis1 eksenleri yoniinde
donmelerin bir dizisi olarak R’de genel donme operatdrii gelistirilebilir. Bdylece en azindan

bir koordinat ekseni yoniinde, koordinat ¢atisinin dénmelerini simgeleyen R, ,R,,R, donme

operatorlerinin her biri ortogonaldir ve determinantlar1 1’dir. Simdiye kadar bu boliimde
sadece noktalar (veya vektorler) sabit kalirken koordinat catis1 donmelerinden bahsedildi.
Ayni zamanda koordinat catis1 sabit kalirken bir koordinat ekseni yoniinde belirli bir ac1

boyunca noktalarin (veya vektdrlerin) donmelerine de sahip olunacaktir. Sonugta olusan

operatdrlerin heniiz bahsedilen operatdrlerin transpozesi oldugu anlasilir. Bu elbette, R”deki

duruma tamamiyla benzerdir.

3.5. R’ Donme Dizileri

Onceki boliimde gosterildi ki, aym koordinat ekseni yoniinde R’ de ard arda iki
donmenin herhangi bir dizisi (ki ya ¢ati doner ya da noktalar doner), dizide donme agilarinin
toplami1 olan a¢1 boyunca, o eksen yoniinde bir tek donmeye esdegerdir. Simdi aynm1 koordinat
eksenleri yoniinde olmayan dénmelerin,

A=R,R,
(1.34)
seklinde iki donmenin bir dizisinin de herhangi bir eksen yoniinde, herhangi bir a¢1 boyunca
bir donmeye sahip oldugu gosterilecektir. Aslinda bdyle bir dizi i¢in donme operatori

tanimlanacaktir, yani bu donmeyi temsil 3x3 matrisi, donme ekseni ve agis1 tespit edilecektir.

3.5.1. Donme geometrisi

R’ de bir donme hareketinde, donme ekseni, sabittir, yani degismez. Boylece,

diizlemde bir vektor aym diizlemde bagka bir vektére dondiiriiliir. Elbette, vektorlerin



18

uzunlugu ve o konu i¢in, iki vektoriin arasindaki a¢i degismeden kalir ki buda, iki vektoriin
skaler ¢carpiminin, donme hareketi sonunda de§ismeyecegi anlamina gelir. Bu durum, donme
altinda skaler carpimin degismeyen bir nicelik oldugunu ifade etmek miimkiindiir. Burada,
R’ de ve aym zamanda R’ de defismeyen donme operatdrlerinin karakterizasyonlar:
tartigilabilir. Yani; bir 3x3 matrisi eger ve sadece determinant1 +1 ve ortogonal ise R® de bir
donme operatoriidiir, denilebilir mi ?, sorusu tartigilabilir.

Bu durumda bir donme matrisi ortogonal olmali ve determinanti +1 olmali. Farz
edilsin ki donme v vektorii yoniinde bir Hagisi boyuncadir. Yukarida bahsedildigi gibi,
donme altinda iki vektoriin skaler ¢arpimi degismeyen niceliktir ki bunun anlami; herhangi iki
Vv, ve V, vektori i¢in;

(AV)) (Av,) =}V,

Fakat sonra

ViA'Av, = Vv,
yazilabilir veya,

ViA'AV, —v;v, =0 yani v;(A'A—1)v, =0
Bu son denklemin herhangi bir v, ve v, vektor ¢ifti i¢in degismemesi nedeniyle, su
durum olmalidir
A'A-1=0
A'A=1
olur. Bu da A matrisinin ortogonal oldugunu gosterir.

Sonra, oldukga kolay bir sekilde bir ortogonal matrisin determinantinin ya +1 ya da -1
oldugu gosterilebilir. det( A')=det(A) ve bir carpimin determinanti, determinantlarin
carpimina esittir. Dolayisiyla A ortogonal ise

(det(A))* = det(A")det(A)

= det(A'A)
= det |
=1
dir.
Boylece det(A) ya +1 ya da -1 olmalidir. Simdi acik olmalidir ki bir dénme bir

koordinat gatismin sag el kuralmi korur; boylece det(A)=-1 olabilir. Ornek olarak, eger matris
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1 0 0
B=10 1 0
0 0 -1

ise o zaman standart sag-el koordinat ¢atisi bir sol-el catisina gonderilir. Aslinda, B matrisiyle
temsil edilen doniisiim XY-diizlemine bir simetridir ki, Rankx ve 1 eksenleri degismez. Fakat
Z-ekseni tersine cevrilir. Boylece ¢ati, bir sol-el koordinat catis1 olur. Boylece, det (A)=+1"e

sahip olunmasi gerektigi sonucu ¢ikar..

3.5.2. Donme 6zdegerleri ve 6zvektorleri

Simdi ortogonal ve determinanti +1 olan 3x3 tipinde bir A matrisini ele alalim.
Boylece onun herhangi sabit eksen yoniinde herhangi bir a¢1 boyunca bir dénmeyi temsil
ettigi gosterilmeye c¢alisilacaktir. Herhangi bir donmenin ekseni donme altinda sabit oldugu
i¢in ilk adim,

Av, =v, denklemini saglayacak v, gibi bir sabit vektoriin olmasi gerektigi
gosterilecektir.

Bu durum, A matrisinin bir karakteristik degere sahip olmasi veya 1’in 6zdegeri
olmasi gerektigini sdylemekle esdegerdir. A matrisinin 6zdegerleri karakteristik denklemi
saglayan A,skaleridir.

det(A-A1)=0

Boylece A-I matrisi determinant1 0’a esitse,

det (A—1)=det A'det(A-1)
=det(A'A-A")
=det (1 - A")
= det(l — A)
=(-1Ddet(A-1)
bu da,
det (A-I)=0
sonucunu verir.

Boylece doniisiim, donme ekseni olan, Vv, denilen bir sabit vektore sahiptir. Once

V, ' A altinda sabit olmasi nedeniyle A' altinda da sabit oldugu gosterilebilir. Bunun igin,
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Av, =v,

t t
Av,=AAv,=1lv, =V,

olur.
Simdi v'v, =0 anlamma gelen sabit v, vektoriine dik olan diizlemde bir v vektorii
dikkate almsin. Boylece, Av vektorii de V,'a dik olmalidur.
vy, =(Av)'y, = (V'Ah)y,
= V'A'Ay,
=v'ly,
=v'y, =0 (1.35)
Son olarak, eger A matrisi ortogonal ise, bu doniisiim altinda skaler ¢carpim degismez
kalir ve bu da vektorler arasindaki ac1 ve vektorlerin uzunluklari, A altinda sabittir, degismez
sonucunu dogurur. Bu sonug, A ile temsil edilen transformasyonun bir dénme olmasi

gerektigini dogrular. Sonug olarak, her donme bir tek sabit eksen ve o eksenle ilgili donme

agis1 tarafindan tanimlanir.

3.5.3. Donme hareketinin sabit ekseni

Verilen bir A donme operatorii i¢cin v donme eksenini belirlemek i¢in standart
0zdeger-6zvektor metodu kullanilir. Ancak, daha dnce herhangi bir donme operatorii i¢in reel
6zdegerin sadece +1 oldugu vurgulandi. Bu durumda

[A-1]v=0 (1.36)
hangi genisleme iizerinde homojen denklem verildigi ¢oziime kavusturulmalidir.
(a, =Dv,+a,v, +a;v, =0
a,Vv, +(a, —-1v, +a,v, =0
a,,V, +a,Vv, +(a;; —1)v; =0
vV, =1 denir ve daha sonra Vv, ve Vv, yi bulmak i¢in denklemlerin herhangi ikisi
kullanilir.
a, Vv, +(a,, -1, =-a,,
a, Vv, +a,Vv, =—(a; —1)

Bu denklemler, bileske donme igin bir olasi ifade elde etmek i¢in kullanilacaktir.
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V= [VI,VZ,V3]
Burada,
Vv =a,ay —(a, —Day;
Vv, =aya; —(a;, —Day
v, =(a, -1 (@, - —-a,a,
Mademki verilen herhangi bir donme matrisi i¢in donmenin sabit ekseni

belirlenebiliyor, o zaman, bu sabit eksen yoniinde donmenin yonii ve biiyiikligli de

belirlenebilir.

3.5.4. Sabit eksen yoniinde donme agisi

Simdi ¢6ziilmesi gereken son problem dénme agisini tanimlamaktir. Donme agisini
hesaplamak icin, bir matrisin izi kavramina ihtiya¢ duyulacaktir. Bu A kare matrisin izi Tr(A)
ile simgelenir ve basit¢e matrisin ana kdsegeninde yatan elemanlarin toplami seklinde ifade

edilebilir. Boylece iz matrisi

1 0 0
R,=[0 cosg sing (1.37)
0 —sing cos¢
Sadece Tr(R,) =1+2cos¢gdir.

Ayni zamanda herhangi A ve B kare matrisleri i¢in (ayni1 diizende) kural hatirlandig:
zaman oldukga kolay gosterilebilir.Genellikle
Tr(AB)=Tr(BA)
yazilir.

Simdi, A matrisi tarafindan temsil edilen Vv, ekseni yoniinde bir ¢ agis1 boyunca olan
donme hareketi dikkate alinsin. Bu donme hareketi, koordinat ¢atis1 eksenleri yoniinde
donmelerin bir dizisi olarak yeniden yazilabilir. Tlk énce, X- ekseni, XY diizleminde v,

izdiisiimilyle ¢alismasi icin gat1 Z-ekseni yoniinde dondiiriiliir. Bunu, yeni x-ekseninin Vv,
vektoriiyle kesismesi amaciyla yeni y-ekseni yoniinde bir donme takip eder. Bu iki ddnmenin

carpimi Q matrisiyle temsil edilebilir ve bilinir ki Q ortogonaldir ve determinant1 +1 dir.

Ondan sonra sonugta olusan cat1 v, vektorii yoniinde dondiiriiliir( yani Q agis1 boyunca yeni y-
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ekseni yoniine). Bu donme hareketi R ; ile isimlendirilsin. Onceki ¢alismalardan

1 0 O
R =|1 cos¢gsing | dir.
1

(4
—sing¢ cos ¢

Tr(R,) =1+2cos¢
oldugu bilinmektedir ve sonunda o donme hareketi Q donmesinin tersi ile takip edilir. Q nun

ortogonal olmasi nedeniyle,Q' de ortogonaldir. Geometrik olarak gérmek ¢ok kolay

olmamasina ragmen, bu donmelerin dizisi tamamen A matrisiyle temsil edilen orijinal donme

hareketine esdegerdir. Dolayisiyla
A:QtR¢Q (1.38)

olmalidir ve burada ¢ donme agisidir. Fakat sonra
Tr(A) =Tr(Q'R,Q)

=Tr(QQ'R,))

=Tr((QQ"R,)
=Tr(IR,)
=Tr(R,)

Boylece Tr(A)= 1+2cos¢ denklemi elde edilir.Eger ¢ i¢in ¢oziim yapilirsa, donme

acis1 i¢in asagidaki formiil verilir.



4. UYGULAMALAR

4.1. Ornek
Bir XYZ koordinat ¢atisi, bu catida v, = (1,1,1) vektorii ve ¢ =27/3 agis1 boyunca Vv,

vektorii yoniinde bir ¢att donmesi goz oniine alinsin.

Geometrik olarak agiktir ki boyle bir donme yeni x-ekseni ile eski y-ekseninin, yeni y-
ekseni ile eski z-ekseni ve yeni z-ekseni ile ilk X-eksininin bir yeni ¢atida kesismesiyle
sonuglanir. Boyle ii¢ donmenin bir dizisi, sadece ilk koordinat ¢atisini kendisine tasir.

(1,0,0) —> (0,0,1)
(0,1,0) > (1,0,0)
(0,0,1) > (0,1,0)

Bu durum bir matrise ihtiyaci dogurur.

a, a, a;
A=la, a, aj
d; 8y  Ag

1 0

Oyle kiA|0|=|0
0 1

Bu denklemin a,, =0 ,a,, =0, a,, =1 ifade ettigini gérmek zor degildir. Yukarida

kalan iki vektorle tamamen ayni yolda ilerleyerek,

donme matrisi elde edilir.

A matrisi verilsin, simdi basit¢e AV ¢arpimini hesaplama yoluyla dondiiriilen ¢atiyla
iligkili olan herhangi bir v= (X, y, z) noktasinin koordinatlar1 bulunabilir.

Eger bir birim matriste kolonlar olarak bigimlendirilerek ilk koordinat c¢atisinin
eksenleri lizerinde (1,0,0) , (0,1,0) , (0,0,1) noktalarinin diisiiniiliirse, daha sonra A matrisi, bir
kolonu saga kaydirilan bir 6zdeslik matrisi olur. Genelde, bu 6zdeslik matrisi, dondiiriilen
catida bu noktalarin yeni koordinatlarini veren kolonlara sahip olan bir donmeyi temsil eden
matristir. Bir donme gosteren matris dondiiriilen catida bu noktalarin yeni koordinatlarini

Verir.
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Simdi yukaridaki A matrisi verilerek ve bir R’ déniisiimlerinin ne tiir doniisiimleri
temsil ettigi arastirllmalidir. A matrisinin ortogonal ve determinantinin +1 oldugu kontrol
edilir. Donme eksenini bulmak i¢in basit¢e sabit vektor, yani donme altinda degismeyen

Vo =(X,,Y9,2Z,) vektorl aranir.

0 1 0]fX X,
00 T1Yo =Y
1 0 0]z, Z,

Eger sistem ¢oziiliirse, herhangi bir k reel sayist i¢in

Xo =Y, =2, =k du.

Bunun anlanmu sifir olmayan herhangi bir k reel sayis1 i¢in (k,k,k) sabittir. Genelde,
(1,L,1) donme v ekseni olarak belirtilir.

Son olarak, A matrisinin izi

Tr(A)=0+0+0=0 dir. Dolayisiyla donme ag1s1 elbette beklenen
0-1
g=ar cosT =arcos(—1/2)=2x/3

sonucu verir.

4.2. Ornek

Onceki boliimde R® de donmelerin bir uygulamasi olarak, izleme déniisiimii olarak
isimlendirilen bilinen bir déonme dizisinden bahsedilecektir. Yeryiiziiniin ylizeyinde bazi
noktalardan izlenen bir ugak gibi uzak bir obje goz Oniine alinsin. Yerel teget (tanjant) ekseni
sadece bu noktada diinya diizlemine teget olan bir diizlemdir. Sirasiyla Kuzey ve dogu
yonlerine isaret eden bu teget diizlemde yatan X ve Y eksenleri ile bir baslangi¢c koordinat
catis1 tammlanir. Z-ekseni yer merkezlidir, yani diinya merkezine dogru isaret eder. O zaman
bir sag-el koordinat ¢atis1 vardir denir.

Heading (baslik) olarak adlandirilan teget diizleminde K ile uzak objenin izdiisiimii
arasinda kalan o acis1 tanimlanir ve bir de elevation (ylikseltme acis1) olarak isimlendirilen,

izlenen uzak objenin yonii ve teget diizlemi arasindaki bir A agis1 tanimlanir. izleme
dontisiimii, ilk 6nce a agis1 boyunca yeni y-ekseni yoniinde, ardindan £ agisi, boyunca yeni

y-ekseni yoniindeki bir donmedir. Sonucta olusan koordinat catisinda x-ekeni izlenen objeye
dogru isaret eder.

Eger R bu donmeyi temsil eden 3x3 matrisi ise, Onceki sonuglar
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cosff 0 —sinf ||cosa sina 0 cosa cosff sinacosfi —sinf
R=RjR; =0 1 0 —sine  cosa 0|=|-sina cos 0
simff 0 cosf||0 0 1 cosasin f sina sin cos [}

olur. Bu bileske izleme doniisiimii herhangi eksen yoniinde herhangi a¢i boyunca basit
dénmeden olusan bir esdeger donme olarak temsil edilebilir. Bu tek donme i¢in eksen, donme

operatorii i¢in sabit vektor bulma yoluyla bulunur, yani v = (X, Y,,Z,), denilen bir vektdr dyle

ki,
Rv=v
dir.
Boylece,
cosacos S sinacosf —sinf | | X X,
—sina cosa 0 Y=Y,
cosasinf  sinasin f cosf| |z, Z,

denklemi ¢oziilmelidir.
Matris ¢carpimi sonuglarina gore,
X, cosa cos S+ Y,sinacos f—2z,sin =X,
— X, sina+Yy,cosa+2,.0 =y,
X, cosasin S+ Y, sinasin f+2,cos f =1,
denklemlerine sahip olunur. Bu denklemler kolayca,
X,(cosacos f—1)+Yy,sinacosf—2z,sinff =0
— X, sina+Y,(cosa—1)+12,.0 =0
X,cosa sin B+ Yy, sinasin f+2,(cosf-1) =0
formunda yeniden yazilabilir.Bu sistem, v =(0,0,0) asikar ¢oziime daima sahip olan bir

homojen denklemler sistemidir.
Bir asikir olmayan ¢6ziim elde etmek amaciyla, eger herhangi sifirdan farkli k reel
sayist igin X, =K igin,

ksina

= —
cosa —1
ve son olarak ti¢iincii denklemden,

_ —kcosasin B -y, sinasin B

: cos f—1
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_ —kcos® asin B+kcosasin B —ksin® asin B

- (cosf—1) (cosa—1)
_—ksinB(cos’ a+sin® a)+kcosasin B ksinf(cosa—1) _ ksinp
- (cosf—1)(cosax —1) _(cosﬂ—l)(cosa—l)_cosﬂ—l

hesaplanir. Boylece izleme doniisiimii

ksinae  ksin g

v=(k, ,
cosa—1 cosf—1

tarafindan verilen donme eksenine sahiptir.
Bu hesapta sadece donme ekseninin yonii belirlendi. Donme ekseni olarak bir belirli
vektor elde edilmelidir.

sin o sin 3

Ornek igin: v = (-1, ) elde etmek i¢in k= -1 segilebilir.

l-cosa 1—cosf
l1-cosa = 2sin’ % trigonometrik 6zdesligi kullanma yoluyla donme ekseni i¢in

asagidaki ifade yazilabilir.
s g g

. a . a . . a
V=|-sin—sin~— , cOS— sin*—, sin— CcoS~—
2 2 2 2 2 2

Donme  acisinin  bulunmast  amaciyla, R  donme  operatoriiniin iz,

trR =cosacos f+cosa +cos f=1+2cosf

¢, i¢in bu denklemi ¢6zme sonucunda

=al cos
p=arcos :

cosa cos ff+ cos +cos,8—1j

denklemini verir.
Eger onun sayisal versiyonu goz oniine alinirsa, daha belirgin o6rnekler yazilabilir. Farz

edilsin ki bir uzak obje, a = 7/6 baslik agisina ve S = /3 yiikselme agisina sahiptir.

O zaman sina =cos f=1/2 ve sin f =cosa = 73 olur. Boylece, donme ekseni.

v=(-1

1/2 \/5/2):(1 1

: , -, —, ﬁjz 1,000,03,7321.1,732
1-+/3/2"1-1/2 '2-3 ( )
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4 = arccos cosacos f+cosa+cos ff—1
2
£l+£+l_l 3\/3_2
= arccos | 22 22 2 :arccos( 2 Jzarccos(399)

=1.159radyen =66.41

tarafindan verilir.
V donme ekseniyle beraber, bu eksen yoniindeki (6rnekteki, 66.41 derecelik bir ac1
boyunca) A donmesi, referans catiy1 , dondiiriilen ¢atiya gotiirtir.

Onceki 6rnekte bir sayisal sonug daha vardir. Yukaridaki gibi secilen o ve g ile

vektoriin yoniinde izlenen objeyi dogrulamak kolaydir.

(J3/2,1/2,—/3)

Bu vektdriin uzunlugu 2°dir. Izleme déniisiimii altinda, son koordinat catisinda, bu

vektor son x-ekseni boyunca yatar, dolayisiyla bu son koordinat ¢atisinda ¢,(2,0,0) vektori
olmali, e ve £ igin verilen degerlerle, donme matrisi
V34 1/4 —3/4 V374 14 372|372

2
172 \3/2 0 [dir|-1/2 3/2 0 172 |=]0
0

3/4 V3/4 1/2 3/4  3/4 172 ||=43

ve dolayisiyla elde edilen sonug beklenendir.



5. TARTISMA ve SONUC

v dénme ekseni, +1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir. Yani,
[A— Al =0 denklemi,eger, detA |A— 21| =0

ise agikar olmayan bir ¢éziime sahiptir.
Herhangi bir A matrisi i¢in kiibik olan 6zdeger denklemidaima bir reel ¢dziime
sahiptir.Yani, 4 =+1 dir ve diger iki ¢6ziim kompleks esleniklerdir. Bunun anlami aranan

O0zvektoror, [A—Allv=0 matris denkleminin ¢0zlimiidiir.Sonugta olusan sabit catinin

bilesenleri elbette ,verilen A donme matrisinin elemanlarinin fonksiyonlaridir.
Bir alternatif olarak, V sabit donme ekseninin belirlenmesi i¢in herhangi bir reel

degerli matris alinarak yapilabilir ve dolayisiyla genelde bir A matrisinde

A= @ yazilabilir.Burada S = [A + At] 2A nin simetrik kismi1 ve

Q= [A— At] 2a nin anti simetrigidir.Donme hareketlerinde onceleri elde edilen sonuglar
nedeniyle,
v=Av=A'v
denklemi vardir.
0 g, -0, |V, 0
[A-Al=qu=|-gq, 0 g |v,|=|0
a -9 0 Jv, 0
v’ nin kolayca elde edilebilecegi bir homojen denklem yazilabilir.
Bu denklemin ¢6ziimiinden,
V= (iq—zlJ =[q,,9,,0, ] elde edilir.
4; d;
Boylece donme ekseni belli olan bir donme hareketini tanimlamak kolay bir hal alir ve
ardarda gelen donme hareketleri bu yontem sayesinde kolaylikla tanimlanabilir hale

gelecektir.
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