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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

IDEAL VE ¢ -YAKINSAKLIK

Hiiseyin ALBAYRAK

Siileyman Demirel Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Jiiri: Prof. Dr. Serpil PEHLIVAN (Danisman)
Yrd. Dog. Dr. Simten UYHAN
Yrd. Dog. Dr. Yusuf CIVAN

Bu calismada, klasik yakinsaklik ve istatistiksel yakinsakligin bir genellemesi olan
ideal yakinsaklik ve 6zel bir toplanabilme metodu olan ¢ -yakinsaklik ele alinmistir.

Bu iki tip yakinsakligin 6zellikleri ve aralarindaki iliskiler incelenip, bazi sonuglar
elde edilmistir. Yedi boliimden olusan bu ¢alismanin birinci béliimiinde konunun
tarihi gelisimi verilmistir.

Ikinci boliimde, dogal sayilar kiimesinde asimptotik yogunluk, diizgiin yogunluk ve
logaritmik yogunluk kavramlarinin tanimi verilip, aralarindaki iligki belirtilmistir.

Ugiincii béliimde, sonsuz matrisler yardimiyla tanimlanan T-toplanabilme ifade
edilmistir. Ozellikle sayilar teorisinde 6nemli bir yeri olan ¢ Euler fonksiyonun

tanim1 ve bazi temel Ozellikleri verilmistir. ¢ fonksiyonu kullanilarak, negatif

olmayan regiiler @ matrisi elde edilmis ve bu matris yardimiyla 6zel bir toplanabilme
metodu olan ¢ -yakinsakligin tanimi verilmistir.

Dordiincii boliimde, negatif olmayan regiiler A matrisleri kullanilarak A-yogunlugun
tanim1 verilmistir. Bu A matrislerinin yerine 6zel olarak ® matrisi alinarak ¢ -

yogunlugu tanimlanmistir.

Besinci boliimde, topolojideki ideal kavrami dogal sayilar kiimesi iizerinde ele
alinarak, bu kavram {izerinden reel say1 dizileri i¢in ideal yakinsaklik ya da kisaca |-
yakinsakligin tanimi ve bazi 6zellikleri verilmistir. Ayrica bazi ideal 6rnekleri ve bu
idealler ile tanimlanan ideal yakinsakliklar verilmistir. Sifir ¢ -yogunluklu kiimelerin

ailesi olan 1 ideali ile tanimlanan |, -yakinsaklik ve ¢ -yakinsaklik arasindaki iligki

incelenmistir.

Altiner bolimde, R de tammli olan fonksiyonlar i¢in 1 -siireklilik ve ¢ -siireklilik

kavramlar1 tanimlanmustir.
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Son bolimde ise, elde edilen sonuglar verilmistir. I, -limit noktast ve I -y1gilma
noktasi kavramlar1 tanimlanip, aralarindaki iliski verilmistir. Ayrica I, -yakinsak

diziler uzayi ile ¢ -yakinsak diziler uzay1 arasindaki iliski incelenmistir.
Anahtar Kelimeler: Ideal Yakinsaklik, ¢ -yakimnsaklik, Euler Fonksiyonu,

Toplanabilme, Yogunluk

2008, 28 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

IDEAL AND ¢ -CONVERGENCE

Hiiseyin ALBAYRAK

Siileyman Demirel University Graduate School of Applied and
Natural Sciences
Department of Mathematics

Thesis Committee: Prof. Dr. Serpil PEHLIVAN (Supervisor)
Asst. Prof. Simten UYHAN
Asst. Prof. Yusuf CIVAN

In this thesis, we investigate the properties of the ideal convergence which is a
generalization of ordinary convergence and statistical convergence, and the ¢ -

convergence which is a special method of summability. We also investigate the
relations between these two concepts and obtain some main results.

The thesis consists of seven chapters. In the first chapter, historical background of
these convergence types is presented.

In the second chapter, the concepts of asymptotic density, uniform density and the
logarithmic density of a set of natural numbers are recalled and the relations between
these concepts are stated.

In the third chapter, the T-summability which is defined by infinite matrices is
studied. In particular, the notion of ¢ Euler function which is very important in

number theory is considered and its basic properties are presented. Using the ¢
function, the nonnegative regular @ matrix is obtained and the ¢ -convergence is
defined via this matrix.

In the fourth chapter, the concept of A-density is considered using the nonnegative
regular matrix A. If A is taken to be the ® matrix, then the concept of ¢ -density is

obtained.

In the fifth chapter, the concept of ideal in topology is considered in the setting of
natural numbers and hence the notion of ideal convergence (I-convergence, briefly)
of a real sequence is studied and its basic properties are investigated. In addition,
some examples of ideals and thus ideal convergences defined by these ideals are
given. Also the ideal |, which is the family of sets having zero ¢ -densities, and the

v



|, -convergence which is defined via this family is considered, and the relation

between | -convergence and ¢ -convergence is investigated.

In the sixth chapter, | -continuity and ¢ -continuity of the functions defined on R

are introduced.

In the final chapter, the main results that we have obtained are presented. The notions
of I -limit point and I, -cluster point are introduced and the relation between these

concepts is investigated. Moreover, the relations between the space of I, -convergent

sequences and the space of @ -convergent sequences are investigated.

Key Words: Ideal convergence, ¢ -convergence, Euler function, Summability,
Density.

2008, 28 pages



TESEKKUR

Bu tezin konusunun belirlenmesi ve yiiriitiilmesi siirecinde beni yonlendiren, konu ile
ilgili agik problemleri ortaya koymada bana yardimci olan ve c¢alismamin her
asamasinda ilgi ve destegini gordiiglim danigman hocam Sayin Prof. Dr. Serpil
PEHLIVAN' a tesekkiir ederim. Ayrica tezin yazim siirecindeki yardimlarindan
dolay1 Dr. Salih AYTAR' a ve Celalettin SENCIMEN"” e tesekkiir ederim.
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ISPARTA, 2008
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1. GIRIS

Klasik yakinsaklik kavrami yanisira olgiim, kiime ve benzeri araglar1 kullanarak
bu kavrama yakin bir¢ok yakimsaklik kavramlar: tanimlanmigtir. Ayrica toplana-
bilme teorisinde sonsuz matrisler kullanilarak cesitli matris metodlarina iligkin
yakinsaklik kavramlar: da tanimlanmigtir. Bu metotlar genelde yakinsak olmayan
dizilerin belli bir sinifin1 yeni anlamda yakinsak yapmaya yoneliktir. Bir yakinsak-
lik metodu tanimlanirken bu metodun regiiler olmasi, yani limiti korumasi istenir.
Regiilerlik 6zelligi, yakinsak dizilere matris dontisiimii uygulandiktan sonra elde

edilen doniisiim dizisinin limitini korumasi nedeniyle biiyiik bir 6neme sahiptir.

Yeni yakinsaklik kavramlarinin en énemlilerinden biri 1951’de birbirinden bagim-
siz olarak Fast ve Steinhaus tarafindan tanimlanan ve genis bir uygulama alanina
sahip olan istatistiksel yakinsaklik metodudur. Istatistiksel yakinsaklik giiniimiize
kadar ¢ok sayida matematikci tarafindan tizerinde ¢aligilmig ve halen galigilmakta
olan bir konudur. Ozellikle Salét (1980), Fridy (1993), Connor (1988), Freed-
man (1981), Miller (1995) ve Schoenberg (1959) in istatistiksel yakimsakligin

gelismesinde onemli katkilar: olmugtur.

Euler fonksiyonuyla elde edilen 6zel bir toplanabilirlik metodu olan ¢-yakinsakligi
ilk olarak Schoenberg (1959) tammladi. Aym ¢alismasinda ¢-yakinsaklhigin klasik
yakinsakliktan daha zayif ve istatistiksel yakinsakliktan daha kuvvetli oldugunu
gosterdi. Daha sonra Erdos (1978), yakinsak olmayan, fakat p-yakisak olan bir

dizi 6rnegini verdi.

Freedman ve Sember (1981) negatif olmayan regiiler A matrislerini kullanarak
A-yogunluk kavramini tanimladilar. Connor (1989) A-yogunluk kavramini kul-
lanarak A-istatistiksel yakinsakligin tanimini verdi. A-istatistiksel yigilma nok-
tas1 ve A-istatistiksel limit noktasi tanimlar1 Connor ve Kline (1996) tarafindan
verilmigtir. Demirci (2000) A-istatistiksel iist limit, A-istatistiksel alt limit ve

A-istatistiksel ¢ekirdek kavramlarii tanimlamigtir.

T negatif olmayan regiiler bir matris olmak {iizere, Miller (1995) T-yogunluk
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kavramin tammladi.  Kostyrko vd. (2000) ideal kavramimi kullanarak klasik
yakinsaklik ve istatistiksel yakinsakligin da bir genellemesi olan ideal yakinsak-
Iik kavramin tamimladilar. Ayrica sifir T-yogunluklu kiimelerin ailesi olan Z,,,
nin bir uygun ideal oldugunu gosterdiler. Schoenberg (1959), Euler fonksiyonu
yardimiyla 6zel bir toplanabilirlik metodu tammlamigtir. Buna gore, k|n ise

e (k)

Gp = ——, kfn ise ¢, = 0 olmak {izere negatif olmayan regiiler ® = (¢,,,.)""
n

n,k=1

matrisi ile bir kiimenin karakteristik fonksiyon dizisinin carpimiyla elde edilen
dizinin limiti o kiimenin @p-yogunlugunu verir. Kostyrko vd. (2000) tiim sifir
¢-yogunluklu kiimelerin ailesi olan Z,, nin ideal oldugunu gosterdiler ve bu ideal

tizerinden 7 -yakinsaklig1 tanimladilar.

Kovac (2005) ¢-yakinsaklik ile Z,-yakinsaklik arasindaki iliskiyi incelemistir. Z-
yakinsakligin p-yakinsakliktan daha zayif oldugunu gostermistir. Ayrica bir kiime
p-yogunluga sahipse sadece 0 veya 1 degerlerini alabilecegini gostermistir. Eger
bir kiimenin @-yogunlugu mevcutsa asimptotik ve logaritmik yogunluklar1 da
mevcut olup, aym degeri alir. Dolayisiyla Z; ve Zs idealleri Z, idealini kap-
sar. Kovac (2005), diizgiin yogunluga sahip olmayan sifir p-yogunluklu bir kiime
ornegi ve kendisi p-yakinsak, fakat mutlak degeri p-yakinsak olmayan bir dizi

ornegi vermistir.

Bu galismada Z -yakisaklik ile ¢-yakinsakhigin ozellikleri ve bu iki yakinsaklik
arasindaki iligki incelenmigtir. Z -stireklilik ve -siireklilik tamimlar1 verilip, Z-
siireklilik ile siirekliligin denk oldugu ifade edilmistir. Yedinci boliimde, Zeager
(2000)"1n istatistiksel yakinsaklik i¢in verdigi iki teorem Z-yakimsaklik i¢in verile-
rek, daha genel sonug elde edilmigtir. Ayrica klasik yakinsaklikta ¢ok iyi bilinen,
“bir (z,,) dizisi yakinsaksa (xs,) ve (29, 1) altdizileri de yakinsaktir” ¢ift gerek-
tirmeli ifadesi istatistiksel yakinsaklik i¢in verilmigtir. Bu teoremin Z-yakinsakliga
genellenemeyecegi ifade edilerek, ters bir 6rnek gosterilmistir. Bir dizinin Z,-limit
noktalar: kiimesi A, (Z,,) ve Z,-y1g1lma noktalar: kiimesi I, (Z,,) tamimlar: verile-
rek, ozellikleri incelenmistir. Son olarak, Z,—yakinsak diziler uzayi, p—yakinsak

diziler uzay1 ve kuvvetli p—yakinsak diziler uzayinin 6zellikleri incelenmistir.



2. YOGUNLUKLAR
Bu boliimde bilinen baz1 yogunluk tanimlar: ve aralarindaki iligki verilmistir.
2.1. Bilinen Baz1 Yogunluk Kavramlari

Tanim 2.1.1 (Asimptotik Yogunluk). A C Nolsun. A(n) :=|({1,...,n} N A)|
seklinde tanimlayalim.

d(A) ;= lim infM, d(A) = lim sup# (2.1)

n—oo n n—oo

sayilaria sirasiyla A kiimesinin alt ve iist asimptotik yogunlugu denir. Eger

d(A) = d(A), yani A kiimesinin alt ve iist asimptotik yogunlugu mevcut ve
A(n)
n
asimptotik yogunlugu denir (Buck, 1953).

birbirine esit ise lim ( ) =: d (A) mevcuttur. d(A) saywisina A kiimesinin

Tanim 2.1.2 (Diizgiin Yogunluk). A C N, ¢, s tamsay1 ve t > 0, s > 1 olsun.

ANt +1,t+ s] kilmesinin eleman sayist A (t + 1,¢ + s) olarak belirtilsin.
a5 = tlim infA(t+1,t+s), o= tlim sup A (t+1,t+ s) (2.2)

olmak tizere,
S

u(A) = lim % e u(A) = lim « (2.3)

s—00 § §—00 §
sirasiyla A nin alt ve iist diizgiin yogunluklar1 olarak adlandirihr. Eger u (A) =
u(A) =: u(A) ise ortak olan u (A) sayisina A kiimesinin diizgiin yogunlugu denir

(Brown ve Freedman, 1990).

Tamim 2.1.3 (Logaritmik Yogunluk). A C N igin,

o 1 1 = . 1 1
0 (A) = lim 1nf1— Z o d(A) = lim sup — Z - (2.4)

n— o0 nn n—0o0 nn
a€A, a<ln a€A, aln

sayilaria sirasiyla A kiimesinin alt ve iist logaritmik yogunlugu denir. Eger

§(A) =3 (A) =:6(A) ise

a€A, aln



sayisina A kiimesinin logaritmik yogunlugu denir (Halberstam ve Roth, 1966).
2.2. Yogunluklar Arasindaki iligkiler
Keyfi bir A C N i¢in

0<u(A) <d(A)<d(A)<o(A) <d(4)<m(4)<1 (2.6)

esitsizligi saglanir (Brown ve Freedman, 1990; Halberstam ve Roth, 1966). Bu
esitsizlikten kolayca goriilecegi gibi, u (A) mevcut ise d (A) da mevcut ve d (A) =
u(A) dir. Eger d(A) mevcut ise § (A) da mevcut ve § (A) = d(A) dir. Bu
durumlarin tersleri dogru degildir. Asagidaki ilk ¢rnekte, asimptotik yogunluga
sahip, fakat diizgiin yogunluga sahip olmayan bir kiime ornegi verilmistir. Ik-
inci ornekte ise, logaritmik yogunlaga sahip, fakat asimptotik yogunluga sahip

olmayan bir kiime gosterilmigtir.

Ornek 2.21. A = fj {10% +1,10F 4+ 2, ..., 10" + k} kiimesini ele alahm. A
kiimesi asimptotik ycfé;:linlué;a sahiptir ve d(A) = 0 dir. Fakat u(A) = 0 ve
% (A) = 1 oldugundan A kiimesi diizgiin yogunluga sahip degildir (Baldz ve Salét,
2006).

Ornek 2.2.2. B, ilk rakami 1 olan tiim dogal sayilarin kiimesi olsun. Acik yazila-
cak olursa,

B ={1,10,11, ..., 19,100, ..., 199, 1000, ...} (2.7)

seklinde olsun. Bu kiime logaritmik yogunluga sahiptir, fakat asimptotik yogun-

luga sahip degildir.



3. TOPLANABILME METOTLARI ve ¢— YAKINSAKLIK

Bu boliimde T' bir sonsuz matris olmak iizere T'—toplanabilme kavrami ele ali-

[e.9]

nacaktir. T matrisi yerine ozel olarak negatif olmayan regiiler ® = (¢,;),

matrisini alarak tanimlanan ¢—yakinsaklik metodunu inceleyecegiz.
3.1. T—Toplanabilme

Simdi sonsuz matrislerle elde edilen bir yakinsaklik metodu olan T'—toplanabil-
menin tanimini verelim. Toeplitz Teoremi olarak bilinen Teorem 3.1.2’de, T' mat-

risinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir.

Tanim 3.1.1.
ti1 tig -0 lig
to1 o -+ Tog
T= (tnk):kﬂ = : R : (3.1)
tnl tn2 e tnk:

elemanlari reel sayilar olan bir sonsuz matris olsun. = = (z,,),, reel degerli bir

dizi olmak tizere n = 1,2, ... i¢in

Yn = Ztnkﬂik (3.2)
k=1

[e.9]

serilerini ele alalim. Bu serilerin tiimii yakinsak oldugunda yeni bir y = (y,),,

dizisini elde ederiz. Eger limy, = ¢ ise x dizisi ¢ sayisina T'—toplanabilirdir
denir. Bu durumda ¢ sayisina x dizisinin 7T'—limiti denir ve T'—lim x,, = £ olarak

yazilir (Hardy, 1949).

Yakinsak her z dizisi T'—toplanabilir ve 7' — limx,, = limx, ise T matrisi

n—oo

regiilerdir denir (Hardy, 1949). Asagidaki teorem T matrisinin regiilerligi igin

saglamasi gereken kogullar1 verir.

Teorem 3.1.2 (Toeplitz Teoremi). 7' = (t,;),,_, matrisinin regiiler olmas

5



icin gerek ve yeter kogul 7" nin asagidaki kosullar1 saglamasidir:

(1) Her n = 1,2, ... igin
> ltarl < M
k=1

olacak sekilde bir M reel sayis1 vardir.
(17) Her k = 1,2, ... i¢in lim ¢, = 0.

(id) lim S t., = 1 (Hardy, 1949).

3.2. ¢—Yakinsaklik

Bu boliimde, sayilar teorisinde énemli bir yeri olan ¢ Euler fonksiyonunun 6zellik-
leri verilmigtir. Ayrica ¢ fonksiyonu yardimiyla tanimlanan ve 6zel bir toplana-
bilme metodu olan p—yakinsakligin tanimi verilmistir. (p—yakinsaklk, klasik
yakinsakliktan daha zayiftir. Yakinsak olan her dizi ayni zamanda ¢p—yakinsaktir.

Ornek 3.2.4, bu durumun tersinin dogru olmadigini gostermektedir.
3.2.1. ¢ Euler Fonksiyonu

n bir dogal say1 olmak iizere ¢ (n), n den kiigiik veya esit olan ve n ile aralarinda
asal olan dogal sayilarin sayisini belirtir. Bu sekilde tanimlanan ¢ fonksiyonuna

Qmn,

Euler fonksiyonu da denir. n > 1 ve n in asal ¢carpanlara ayrigimi n = pi* p5®...p%

e =n(1-2) (1) (1) (33)

ve ¢ (1) = 1 dir (Niven ve Zuckerman, 1967).

olmak {izere

3.2.2. ¢ Fonksiyonunun Ozellikleri
 fonksiyonunun bazi 6zellikleri agagidaki gibi siralanabilir:
1) ny,ny € N aralarinda asal ise ¢ (n1.n2) = ¢ (n1) ¢ (ng) dir.

2) Her n dogal sayisi igin

n=> ¢(d)

dln

esitligi saglanir.

3) p asal say1 ve k € N olmak {izere ¢ (p) =p — 1 ve ¢ (p*) = pF — pF~! dir.



4) k,n € N olmak iizere ¢ (n*) = n*1p (n) dir.

¢ (n)

5) n > 1i¢in 0 < ——= < 1 dir (Niven ve Zuckerman, 1967).
n

e(k)

£ kln ise
0 Kkin ise
olmak iizere,

1 0000000 -
112000000

1 2
10200000
112020000

®=(dpp)pr1 =12 000 2000 (3.5)

1 1 2 2

s 60600500

1 6
100000 ¢ 0

4

1102000

sonsuz matrisi tammmlansin. Schoenberg (1959) ® matrisinin regiiler oldugunu

gosterdi.

Tanim 3.2.3 (p—yakinsaklik). z = (x,),_, bir reel say1 dizisi ve { € R olsun.
1
Yp = EZQ& (d) 24 (3.6)
dn
olmak tizere lim y, = & ise x dizisi £ sayisina p—yakinsaktir denir. £ sayisina z

dizisinin ¢—limiti denir ve ¢ — lim z,, = £ yazilir (Schoenberg, 1959).

® matrisinin regiilerliginden lim z,, = ¢ durumu ¢ — lim x,, = ¢ olmasimi gerek-
n—oo
tirir. Agagidaki 6érnek bu durumun tersinin dogru olmadigini gosteriyor. Yani bir

dizi p—yakinsak ise yakinsak olmak zorunda degildir.

Ornek 3.2.4. P = {p; < p; < ... < pp < ...} tiim asal sayilarn kiimesi olsun.

1 n=235..
Ty = P (3.7)

0 diger durumlarda
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olsun. = = (z,,),, dizisi yakinsak degildir, fakat ¢—yakimsaktir (Erdss, 1978).

Teorem 3.2.5. Bir x = (z,,),; reel say1 dizisi bir { € R sayisina p—yakinsak,
yani ¢ — limz, = & olsun. Ayrica (n;);-, pozitif tamsayilarin artan bir dizisi
olsun. Buradan,

lim inf (i)

1—00 n;

>0

olmasi

limz,, =¢

1—00

olmay1 gerektirir (Schoenberg, 1959).



4. MATRISLERLE TANIMLANAN YOGUNLUK KAVRAMLARI

Bu boliimde, A negatif olmayan regiiler bir matris olmak iizere A—yogunluk
kavraminm ele alacagiz. Yukarida tammim verdigimiz ® = (¢,,;,) ., matrisi
negatif olmayan regiiler bir matris oldugundan, A—yogunluk taniminda 6zel olarak

® matrisi alindiginda p—yogunluk elde edilir.
4.1. A—Yogunluk ve A—Istatistiksel Yakinsakhik

Once genel A—yogunluk kavrami, daha sonra bunun bir 6zel hali olan ¢—yogunluk

kavramlarini verecegiz.

Tanim 4.1.1. A negatif olmayan regiiler bir matris olmak {iizere, bir X C N

kiimesi i¢in

d4(K) = lim Zank = lim ZankXK (k) = lim (Axx), (4.1)
keK k=1

mevcut ise K kiimesi A—yogunluga sahiptir denir (Freedman ve Sember, 1981).

L k<n

Cok = " (4.2)
0 diger

olmak {izere, ) )

100 00
11
3 5 000
1 1 1

~ = = = 00

==t 2 3] (13

i 1110
11 1 1 1
5 5 5 5 5

sonsuz matrisi tanimlansin. Bu matris Cesaro matrisi olarak bilinir. Yukaridaki
A—yogunluk taniminda € Cesaro matrisi kullanilirsa ikinci boliimde tanimlanan
asimptotik yogunluk tamimu elde edilir. Yani K C N ve |K|, K kiimesindeki

eleman sayisin1 belirtmek tizere, K kiimesinin asimptotik yogunlugu asagidaki



limit mevcut olmak kosuluyla,
1
d(K) = lim (Cixg), = lim — [{k <n:ke K} (4.4)
n

n—oo n—oo

ile tamimlanir (Fridy, 1993).

Tanim 4.1.2. A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her ¢ > 0 igin

{k € N: |z, — L| > ¢} kiimesinin A—yogunlugu sifir yani,
da{keN:|jzy— L >€})=0 (4.5)

ise x = () dizisi L sayisina A—istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum st —

limz = L ile gosterilir (Connor, 1989).
4.2. p—Yogunluk

A—yogunluk taniminda kullandigimiz regiiler A = (a,;) matrisi yerine ® mat-

risini alarak p—yogunluk tanimini verebiliriz.

Tamim 4.2.1. A C N olsun.
1
A7 (A)==> pdxald),  n=12.. (4.6)
d|

olarak belirtilsin. Eger

4, (4) = T d2 (4) = Tim 3" (d) x4 (d) (47)

n—oo
dn

limiti mevcut ise d, (A) sayis1 A kiimesinin ¢—yogunlugu olarak adlandirilir

(Kostyrko vd., 2000).

Ornek 4.2.2. P = {p; < py < ... < p < ...} tiim asal sayilarm kiimesi olsun.
EFE={2<2-3<..<2-3---pp<..} (4.8)

kiimesini ele alalm. Bu kiime i¢in d,, (£) = 0 dir (Kovag, 2005).

Ornek 4.2.3. d(P) = 6 (P) = u (P) = 0 dir, fakat P kiimesi p—yogunluga sahip
degildir (Kovac, 2005).
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5. IDEAL YAKINSAKLIK VE ¢-YOGUNLUKLU KUMELERIN
IDEALI

Kostyrko vd. (2000) ideal kavramim kullanarak ideal yakisakhik ya da kisaca
7 —yakinsaklik kavramimi tanimladilar. Bu yakinsaklik tipi klasik yakinsaklik ve
istatistiksel yakinsaklik basta olmak iizere ¢ok sayida yakinsaklik cesgidini kap-
sar. Sifir p—yogunluklu kiimelerin ailesi de bir idealdir ve bu ideal yardimiyla
1,—yakimsaklik tamimlanir. Bu boliimde Z, ideali ile diger baz1 idealler arasin-
daki iligkiden bahsedilmistir. Ayrica Z,,—yakinsaklk ile p—yakinsaklik arasidaki

iligki verilmigtir.
5.1. I-Yakinsaklik

T —yakinsaklik kavramina girebilmek icin 6nce ideal ve filtre tanimlarini vere-

cegiz.

Tanim 5.1.1. P (N) dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi olmak iizere Z C
P (N) ailesi igin,

(1) A,BeZise AUB e€Z (toplamsallik),

(i) A€ Zve BC Aise Be€Z (kalitsallik)

kogullar saglanmiyorsa Z, N de bir ideal olarak adlandirilir (Jech, 2003).

Yukaridaki tammdaki (i7) den () € Z olacag1 agiktir. Eger N ¢ 7 ise 7 ideali 6z
ideal olarak adlandirilir. Buna gore P (N) disindaki biitiin idealler 6z idealdir.
Her z € Nigin {x} € Z ise, yani 7 ideali N nin tiim sonlu altkiimelerini igeriyorsa
uygun ideal olarak adlandirilir. Eger 7 ideali kapsamaya gore maksimal olan bir

oz ideal ise maksimal ideal adim alir (Kostyrko vd., 2000).
Simdi ideale dual bir kavram olan filtre tanimini verelim.

Tanim 5.1.2. F C P (N) ailesi i¢in,
() 0 ¢ F,
(i1) A,Be Fise ANB e F,

11



(i1i) Ac Fve AC Bise Be F
kosullar1 saglaniyorsa F ye N de bir filtre denir (Jech, 2003). 7 ile F arasindaki

iligkiyi agagidaki 6nerme acikca vermektedir.

Onerme 5.1.3. Z, N de bir 6z ideal olsun.
FZ)={MCN:3AecZ>M=N\A} (5.1)

ailesi N de Z ideali ile ilgili filtredir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 5.1.4. Z C P (N) N de bir 6z ideal olsun. = = (z,) reel degerli bir dizi

ve £ € R olsun. Eger her ¢ > 0 igin,
Ale)={neN:|z, ¢ >} eT (5.2)

ise x dizisi € sayisina Z—yakinsaktir denir ve 7 — limx,, = ¢ seklinde yazilir

(Kostyrko vd., 2000).
5.2.Bazi ideal Ornekleri ve Bunlarla Uretilen I—Yakinsaklik

Simdi genel olarak tanimladigimiz ideal kavraminmi saglayan, dogal sayilarin alt-

kiimelerinin farkhiliklarin1 ortaya koyacagiz.

Ornek 5.2.1. Z¢, N nin tiim sonlu altktimelerinin ailesi olsun. Bilindigi gibi
klasik yakinsaklikta limit noktasinin komsulugu diginda kalan eleman sayis1 sonlu
bir degerdir. Olciim teorisinde bunun dizinin tiim terimlerine oram bilindigi gibi
sifirdir. Bu 6zellige sahip kiimeler ideal tanimindaki ¢zelikleri saglar. Bu nedenle
7 ;—yakimsaklik klasik yakimsakhgin genellestirilmisidir. Z;, kapsamaya gore en
kiigiikk uygun idealdir (Kostyrko vd., 2000).

Ornek 5.2.2. 7, = {A C N:d(A) = 0} ailesi N de bir uygun idealdir. Bilindigi
gibi istatistiksel yakinsaklikta limit noktasinin komsulugu diginda kalan eleman
say1si sonlu veya tiim eleman sayisina gore daha az bir degerdir. Ancak sonlu
olmas1 gerekmez sonsuz da olabilir. Olciim teorisinde bunun dizinin tiim terim-

lerine orani bilindigi gibi sifirdir. Yakinsaklik ise hemen hemen bir yakinsaklik
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tiiriidiir. Bu ozelige sahip kiimeler ideal tanmimindaki ¢zelikleri saglar. Bu ne-
denle Z,—yakimsaklik istatistiksel yakinsakligin genellegtirilmigidir (Kostyrko vd.,
2000).

Ornek 5.2.3.7, = {A C N: u(A) = 0} ailesi N de bir uygun idealdir. Z,—yakin-
saklik diizgiin istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilir (Kostyrko vd., 2000).

Ornek 5.2.4. 7; = {A C N: § (A) = 0} ailesi N de bir uygun idealdir ve Zs—yakin-
saklik logaritmik istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilir (Kostyrko vd., 2000).

Ornek 5.2.5. 7, = {A C N:d, (A) = 0} ailesi N de bir uygun idealdir (Kostyrko
vd., 2000).

Ornek 5.2.6. 7y = {(} olmak tizere Z, N de minimal idealdir. = = (z,,) dizisinin
Zo—yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul z in sabit dizi olmasidir (Kostyrko

vd., 2000).

Ornek 5.2.7. ) # M C N ve M # N olsun. Z); = P (M) alalm. Z,;, N de bir
oz idealdir ve M kiimesi ne olursa olsun Z,; uygun ideal degildir. Bir x = (z,,)
dizisinin Z);—yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul x in N\ M {izerinde sabit
olmasidir, yani £ € R vardir 6yleki her n € N\ M i¢in z,, = £ dir. M = () i¢in Z
idealini elde ederiz (Kostyrko vd., 2000).

Ornek 5.2.8. m € N olmak iizere, m sayismi bulundurmayan kiimelerin olustur-
dugu aile bir maksimal idealdir (Kostyrko vd., 2000).
Bu ideal, uygun ideal degildir. Ciinkii {m} kiimesi bu ideale ait degildir. Her-

hangi bir x dizisi m inci elemanina bu ideal iizerinden Z—yakinsaktir .
5.3. I-Yakinsakligin Baz1 Ozellikleri

1, ve I, iki ideal olmak iizere Z; N Z, de bir idealdir, fakat aralarinda kapsama

bagintis1 yoksa Z; U Z, bir ideal degildir. Yukaridaki idealler arasinda,
I;C1,C1IyC I (5.3)

ve

I;C1,C1I,C1s (5.4)
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kapsama bagmtilar vardir . Z,, ile Z,, arasinda bir kapsama yoktur. Z; ve Z, iki
uygun ideal ve Z; C 75 olsun. Bu durumda Z; — limx,, = £ ise Z, — limz,, = &

dir.

Teorem 5.3.1. 7 bir uygun ideal olsun.
) hm 0 Ty = ¢ise I — limx, = & dir.

zz) —limz, =&, Z —limy, =nise Z — lim (z,, + yn) = £ + n dur.

(i
(
(1ii) T —limz, = ¢, Z — limy, =nise Z — lim (z,.y,) = {.n dir.
(1v) ZT—limitler tektir.

(

v) Eger Z—lim x,, var ise lim inf z,, < Z—lim z,, < lim sup z,,.(Kostyrko vd.,2005).

Teorem 5.3.2. Z, N de bir uygun ideal olsun. Z nin maksimal uygun ideal olmasi

icin gerek ve yeter kosul her A C N i¢in
(AeZ)v(N\Ae€T) (5.5)
olmasidir (Kostyrko vd.,2000).

Teorem 5.3.3. Z N de bir maksimal uygun ideal olsun. Reel sayilarin her sinirh

r = {Tn}, ey dizisi T—yakisaktir (Kostyrko vd.,2000).

Onerme 5.3.4. 7 bir uygun ideal ve £ € R olsun. Eger (2,,),2, 0 ve I’lerin bir
dizisi olmak tizere Z — limz,, = ¢ ise € € {0, 1} dir (Kovéc, 2005).

Teorem 5.3.5. Eger A C N olmak tizere d, (A) mevcut ise d, (A) € {0,1} dir
(Kovaz, 2005).

5.4. o—Yakinsaklik Ile I,—Yakinsaklik Arasindaki Tligki

® = (Bp), p—y matrisi kullanilarak elde edilen p—yakinsaklik, T'—toplanabilmenin
ozel bir halidir. Yine ® matrisiyle elde edilen Z,—yakimsaklik ise A—istatistiksel
yakinsakligin 6zel bir halidir.

Teorem 5.4.1. (z,,), ., reel sayilarin bir dizisi ve £ € R olsun. Buradan;
(1) ¢ —lim |z, — & =0 ise Z, — limx,, = ¢ dir.

(i1) ()2, smurh bir dizi ve Z, — limx, = £ ise ¢ — lim |z, — §| = 0 dur.
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(17i) ¢ — lim|z,, — & = 0 ise ¢ — limz,, = ¢ dir (Kova¢, 2005).

Yukaridaki teoremin (47) ve (74¢) sinden siirh diziler i¢in Z,,—yakinsaklik, p—yakin-
saklig1 gerektirir. Kovac (2005) ¢—yakinsak olup, Z,,—yakinsak olmayan sinirh bir
dizinin mevcut oldugunu ispatladi. Dolayisiyla p—yakinsakhk, Z,—yakinsaklig:

gerektirmez.
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6. I-SUREKLILIK VE ¢—SUREKLILIK

Bu boéliimde, reel tanimlh fonksiyonlar igin Z—stirekliligin tanimini verip, uygun
idealler icin siireklilige denk oldugundan bahsedecegiz. A—siirekliligin taniminda

® regiiler matrisini kullanarak ¢—siirekliligin tanimini verecegiz.
6.1. I-Siireklilik

Tanim 6.1.1. Z, N de bir ideal olsun. Bir f : R — R fonksiyonu verildiginde,

eger herbir reel (), dizisi icin,
T —limzx, =29y = Z—1lim f (z,) = f (x0) (6.1)

oluyorsa f fonksiyonu zy € R de Z—siireklidir denir (Baldz vd., 2002; Sleziak,
2003).

Onerme 6.1.2. Eger f : R — Rve g : R — R Z—siirekli ise go f de
T —siireklidir (Balaz vd., 2002; Sleziak, 2003).

Onerme 6.13. f : R — R ve g : R — R fonksiyonlar1 bir z, noktasmda
T —siirekli ise f + g ve f.g fonksiyonlar1 da xy noktasinda Z—siireklidir (Baldz
vd., 2002).

Teorem 6.1.4. 7 bir uygun ideal ise Z —stireklilik ile 7y —stireklilik denktir. Yani

f : R — R bir fonksiyon olmak iizere
[ Z—stireklidir <= f Z;—siireklidir (6.2)
(Sleziak, 2003).

Sonug 6.1.5. 7y —stireklilik, Z,,—stireklilik, Z,—stireklilik, Zg—stireklilik ve Z5—sii-
reklilik birbirine denktir.

6.2. p—Siireklilik

Tanim 6.2.1. A = (a,,,) regiiler bir matris ve f : R — R bir fonksiyon olsun.
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Eger A — limx,, = zp olmak iizere A — lim f (z,) = f(x¢) ise f fonksiyonu xg

noktasinda A—siireklidir denir (Antoni ve Salst, 1980).

Yukaridaki tanimda & = (¢nk)$:k:1 regiiler matrisini kullanirsak ¢—stirekliligi

tanimlamig oluruz.

Tanim 6.2.2. f : R — R bir fonksiyon olsun. Eger ¢ —lim z,, = xq olmak {iizere

@ —lim f (x,) = f (x0) ise f fonksiyonu zq noktasinda p—siireklidir denir.
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7. BAZI SONUCLAR
Simdi elde ettigimiz bazi sonuglar1 verecegiz.
7.1. Altdizilerin ve Yeniden Diizenlenmis Dizilerin I—Yakinsakhg

Asgagidaki iki teorem Zeager (2000)"1n istatistiksel yakinsaklik i¢in ispatladig: teo-
remlerin daha genel olan Z—yakinsak icin verilmis halidir. Teorem 7.1.3’de klasik

yakinsaklikta cok iyi bilinen bir teorem istatistiksel yakinsaklik icin verilmigtir.

Teorem 7.1.1. 7 maksimal olmayan bir uygun ideal olsun. Reel sayilarin bir
r = (x),., dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul z in her alt-

dizisinin 7Z—yakinsak olmasidir.

Ispat. Once gereklilik ispatini verelim. z yakinsak ise  in her altdizisi de yakin-

saktir ve Z uygun ideal oldugundan Z—yakinsaktur.

Simdi de yeterliligi gosterelim. x raksak ise x in Z—yakinsak olmayan bir y =
(yn)or, altdizisinin mevecut oldugunu gostermek yeterlidir. z raksak olsun. Iki

durum vardir; x ya sinirh ya da simirsizdir.

Kabul edelim ki z smursiz olsun. Tiim k& € N igin 1 + |yx| < |yxs+1| olan z
in bir y altdizisini secebiliriz. Herhangi bir L € R ve herhangi bir ¢ > 0
icin A, = {k € N: |y, — L| < e} kiimesi sadece sonlu sayida elemana sahiptir.
Boylece A. € Zy C Z (Z uygun ideal) ve N\ A, = {k e N: |y, — L| > ¢} ¢ T dur.
Buradan y, L ye Z—yakinsak degildir. L keyfi oldugundan z dizisinin y altdizisi
7 —yakinsak degildir.

Simdi = dizisinin sinirli ve iraksak oldugunu kabul edelim. Bu durumda z dizisi

«a ve [ gibi en az iki farkli limit noktasina sahiptir. {a:a(k)} ve {:L‘b(k)} iki alt-

p—a
3

dizi oyleki ]}Lrgo Tok) = Q, ]}1_{1010 Ty = B olsun. gy = olsun. Genelligi
bozmaksizin {xa(k)} ve {xb(k)} nin ayrik ve tiim £ lar icin ‘xa(k) — a‘ < g9 ve
|xb(k) —p ’ < gg oldugunu varsayalim.

7 maksimal olmadigindan bir A = {m; < ms < ... <m, < ...} C N kiimesi vardir

oyleki A ¢ 7 ve N\ A ¢ T dur.
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Simdi z dizisinin agagidaki gibi y altdizisini insa edebiliriz.
my =1ise N (1) =a (1), aksi haldei =1,2,...,m; — 1 i¢in N (i) = b (i) olsun.

Herbir p = 1,2, ... i¢in,

N (m,) =min{a(k):a
N(m,+1) =min{b(k):b(k
N(m,+2) =min{b(k):b

Yk = Tn(x) olsun. Buradan limy,,, = hin%(k) =« ve klim Yk = hllcnxb(k) = [ dir.
p mp

A = (hlu- Bl e} ¢7
N\A = {k:|lyr—a| >0} ¢ T.

Boylece y, Z—yakinsak degildir. [

Tanmim 7.1.2. = (x,).-, bir reel say1 dizisi ve 7 : N — N bire-bir, rten bir
fonksiyon olsun. Herbir k = 1,2, ... i¢in 2 = () seklinde tammmlanan z dizisine

x dizisinin bir yeniden diizenlenmis dizisi ad1 verilir.

Teorem 7.1.3. 7 maksimal olmayan bir uygun ideal olsun. Reel sayilarin bir
x = (z,),-, dizisinin yakinsak olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul z in her yeniden

diizenlenmis dizisinin Z—yakinsak olmasidir.

Ispat. Once gereklilik ispatini verelim. z yakinsak ise  in her yeniden diizen-

lenmisg dizisi de yakinsaktir ve Z uygun ideal oldugundan Z—yakinsaktir.

Simdi de yeterliligi gosterelim. z iraksak ise x in Z—yakinsak olmayan bir y
yeniden diizenlenmis dizisinin var oldugunu gosterecegiz. x iraksak olsun. Iki
durum vardir; z siirh ya da sinirsizdir.

[k olarak z dizisinin simirsiz oldugunu kabul edelim. Herbir i € N igin a (i + 1) >
a(i)+1 vej < a(i)ise |zqu| > |z;] olacak sekilde z in bir {z,;} altdizisi
bulabiliriz.

7 maksimal olmadigindan bir A = {m; < mg < ...} C N kiimesi vardir dyleki
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A ¢ TveN\A¢ T dir. Herbir i = 1,2,... icin 2, = 44 olsun. x),
r dizisinden z,(; altdizisinin terimlerinin silinmesiyle elde edilen altdizi olsun.
N\ A = {n; <ny < ..} olmak tizere herbir i = 1,2, ... i¢in 2,, = x(; olsun.
Herbir ¢ = 1,2, ... i¢in 2, = Zqu) Ve 2n, = Tp(;) olmak tizere z = (z,), x in bir
yeniden diizenlenmis dizisidir.

Herhangi bir L € R ve herhangi bir € > 0 igin
{neN:|z,— L >e}=(AUB)\ M

dir. Burada B keyfi bir kiime ve M sonlu bir kiimedir. A ¢ Z oldugundan
AUB ¢ T ve (AUB)\ M ¢ T dir. Boylece {neN: |z, —L|>¢c} ¢ T dir.
z dizisi L ye Z—yakinsak degildir. L keyfi oldugundan x dizisinin z yeniden

diizenlenmis dizisi Z—yakinsak degildir.

Simdi x in smirh oldugunu kabul edelim. x, o ve 3 gibi en az iki ayrik limit

b —«

noktasina sahiptir. g5 = 3 olsun. Tim ¢ € N igin |$a(@') — a} < gg ve

|$b(¢) — ﬁ! < gp olmak tizere lignxa(i) =« ve lignxb(i) = (3 olacak sekilde {xa(i)} ve
{xb(i)} , « in ayrik altdizileri olsun.

7 maksimal olmadigindan bir A = {m; < ms < ... <m, < ...} C Nkiimesi vardir
Oyleki A ¢ 7 ve N\ A ¢ T dur.

Herbir + = 1,2, ... i¢in z,,, = T4 olsun. w.y), = dizisinin z,(;) altdizisinin terim-
lerinin silinmesiyle elde edilen altdizi olsun. N\ A = {n; < ny < ...} olmak iizere
herbir ¢ = 1,2,... i¢in 2,, = z.; olsun. Herbir 7 = 1,2,... i¢in 2,,, = 4 ve
Zn; = ;) olmak tizere z = (z,), # in bir yeniden diizenlenmis dizisidir. B

herhangi bir kiime olmak iizere,

{k:lzr—a|>e} = N\A¢ZT
{k:|lzx—0|>e} = AUB¢T

dir. Sonug olarak, x in z yeniden diizenlenmis dizisi Z—yakinsak degildir. [

Not. Yukaridaki iki teorem sadece maksimal olmayan idealler icin gegerlidir.
Yakinsak olmayan sinirli bir dizi ele aldigimizda, bu dizinin tiim altdizileri de

sinirhidir. 7 idealini maksimal segersek, maksimal ideal 6zelliginden bu dizinin
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biitiin altdizileri Z—yakinsaktir, fakat dizinin kendisi yakinsak degildir.

Teorem 7.1.4. Reel sayilarn bir z = (z,,),- , dizisinin § € R sayisina Z,—yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter kosul (z3,) ve (2,_1) altdizilerinin ¢ ye Z;—yakinsak
olmasidir.

Ispat. Once gereklilik ispatim verelim. z = (x,,),~, dizisi £ € R ye Z,—yakinsak,

yani Z; — lim z,, = £ olsun. Ve > 0 icin
A.={neN:jz, - & >¢c} €I,

B. ={neN:|z,—¢ >ecven=2kkeN}={2b,2by,...}

C. ={neN:|z,—¢>even=2k—1,keN} ={2¢—1,2¢c,—1,...}
olsun. B. C A, ve C. C A, oldugundan B. € Z,; (d(B.) = 0) ve C. € I,
(d(C.) =0) dir.

(x29n,) altdizisi igin;
Bl ={neN:|zy — & > e} = {b1,bs,b3...}

elde edilir. d(B.) = %d (B:) ve d(B.) = 0 oldugundan d(B.) = 0 dir. Ve >0
icin B. € 7, oldugundan Z; — limxs, = £ dir. Benzer sekilde (xg, 1) altdizisi
i¢in;

C.l={neN:|rg,_1 —& >} ={c1,c,c5...}
elde edilir. d (CL) = %d (C.) ve d(C.) = 0 oldugundan d (C.) = 0 dir. Ve > 0 igin
C! € 7, oldugundan Z; — lim xs,,_; = £ dir.

Simdi de yeterliligi gosterelim. Z; — limxy, = £ ve Z; — limxy, 1 = £ olsun.

Ve > 0 igin
Bl ={neN:|xg, —&| >} = {b1,be,b3...} €I,
ve
C.={neN: |y, 1 —& >} ={c1,c,¢3...} €Iy
dir.

B. ={neN:|z,—¢ >even=2kkecN}={2b,2by,...}
Cc. ={neN:|z,—¢>even=2k—1,ke N} ={2¢; —1,2¢,—1,...}
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olmak tizere d (B.) = 2d (B.) ve d(C.) = 2d(C}) dir. d(B.) =0ve d(C.) =0
oldugundan d (B.) = 0 ve d (C.) = 0 dir. Bu B. € Z; ve C. € Z,; anlamina gelir.
Ve > 0 icin;

Ac={neN:|z, - ¢ >e}=B.UC. € I

elde edilir. Buradan Z; — lim x,, = £ dir. |
Benzer bir ispat teknigi ile a € N icin;

Zg—limz, =< Vb=0,1,2,...,a — 1 i¢in Zy — limx,, , =&
oldugu kolayca gosterilebilir.

Yukaridaki teorem Z,—yakinsaklik i¢in de verilebilir. Fakat tiim uygun ideallere
bu teorem genellenemez. Simdi maksimal uygun idealler i¢in yukaridaki teoremin

gecerli olmadigimi gosteren bir 6rnek verelim.

Ornek 7.1.5. Z maksimal uygun ideal olsun. Tek indislerde 1,¢ift indislerde 0
degerini alan x = (1,0, 1,0, ...) dizisi sinirli ve Z maksimal bir ideal oldugundan,
Teorem 5.3.3 e gore bu dizi Z—yakinsaktir. Ustelik Z uygun bir ideal oldugundan,
Onerme 5.3.4 e gore dizi 0 veya 1 e Z—yakinsaktir. Fakat bu dizinin (o, ) altdizisi
0 a Z—yakinsak, (x5, 1) altdizisi ise 1 e Z—yakinsaktir. Dolayisiyla yukaridaki

teorem maksimal uygun idealler icin gecerli degildir.
7.2. I,—Limit Noktas1 ve I,—Y1gilma Noktas:

Simdi Kostyrko vd. (2000) tanmmmladigi Z—limit noktasi ve Z—yigilma noktasi

tanimlarim 7, ideali i¢in verelim.

Tanim 7.2.1. x = (x,),-, bir reel say1 dizisi ve £ € R olsun.

(a) dy (M) # 0 ve kll_{ilommk = ¢ olacak sekilde bir M = {m; <my < ..} CN
kiimesi mevcut ise { € R sayisina z dizisinin Z,—limit noktas: denir.

(b) Her ¢ > 0igin d, ({n € N : |z, — | < e}) # 0 ise £ € R sayisina x dizisinin
1,—yigilma noktasi denir.

Burada d, (M) # 0 olmas1 d, (M) = 1 veya M kiimesinin ¢—yogunluga sahip

olmamas1 anlamina gelir.
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Bir © = (x,),., dizisinin tiim Z,—limit noktalarmm kiimesi A, (Z,) ve tiim

7

»—y1gilma noktalarinin kiimesi I', (Z,,) ile belirtilir. Bu iki kiime arasinda

A, (Z,) C T, (Z,) (7.1)

bagintist vardir (Kostyrko vd.,2000). Ayrica Z; C 7 ise A, (Zo) € A, (Z1) ve
I, (Zp) C T, (Z;) oldugu kolayca gosterilebilir:

¢ € A, (Zy) olsun. Budurumda, M ¢ 7, olacak sekilde bir M = {m; < mq < ...} C
N kiimesi vardir dyleki ]}1_{210 Ty, = & dir. 7y C T, oldugundan M ¢ 7, dir. Sonug
olarak M ¢ I, ve ]}LI{}oxmk = ¢ olacak gekilde bir M = {m; <my < ..} CN
mevcut oldugundan & € A, (Z;) dir.

Benzer sekilde, n € T', (Z2) olsun. Bu durumda, here > Oigin{n : |z, — n| < e} ¢
7, dir. Z; C 7, oldugundan, her ¢ > 0 i¢in {n € N: |z, —n| <e} ¢ I dir.
Boylece n € T, (Z;) dir.

L., x dizisinin tiim limit noktalarinin kiimesi olmak iizere agagidaki sonuclari
yazabiliriz.

Ae(T2) € A, (T,) C L, (7.2)

ve

Iy (Za) €T, (Iw) C L, (7.3)

bagintilar: saglanir.
7.3. I,—Yakinsak ve ¢p—Yakinsak Dizi Uzaylar:

Tiim reel say1 dizilerinin uzay1 w ile belirtilsin. Asagida sirasiyla Z,—yakinsak

diziler uzay1, p—yakinsak diziler uzay1 ve kuvvetli p—yakinsak diziler uzay1 veril-

mektedir:
e ={rew:T,-limr=¢ £€R}
¢ . ={recw:p—limz=¢, £ €R}
¢ ¢ ={rcw:p—limjz—-¢ =0, £ €R}

Teorem 5.4.1’den ¢? C ¥, c*¢ Nly, C ¢? Ny ve ¢ C ¢? kapsama bagmtilar

verilebilir. Bu bagimntilardan
denity, = c? Nty (7.4)
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ve

T Nlse C 7 Nly (7.5)

elde edilir.

Tanim 7.3.1. Bir = (z,,),~, dizisi i¢in {n € N: |z,| > K} € T olacak sekilde

bir K > 0 sayis1 mevcut ise x dizisi Z—simirhdir denir (Kostyrko vd.,2005).

T—simirh dizilerin uzay1 ¢Z_ ile gosterilsin. £, C £ oldugu kolayca gosterilebilir.
Bir x = (x,),, dizisi simirh ise Vn € N i¢in |z,| < K olacak sekilde bir K > 0

sayis1 vardir. Buradan {n € N : |z,,| > K} = 0 € T oldugundan x € ¢Z dur.
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