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ÖZET 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 

İDEAL VE ϕ -YAKINSAKLIK 
 

Hüseyin ALBAYRAK 
 

Süleyman Demirel Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

 
          Jüri: Prof. Dr. Serpil PEHLİVAN (Danışman) 

   Yrd. Doç. Dr. Simten UYHAN  
Yrd. Doç. Dr. Yusuf CİVAN 

 
 

Bu çalışmada, klasik yakınsaklık ve istatistiksel yakınsaklığın bir genellemesi olan 
ideal yakınsaklık ve özel bir toplanabilme metodu olan ϕ -yakınsaklık ele alınmıştır. 
Bu iki tip yakınsaklığın özellikleri ve aralarındaki ilişkiler incelenip, bazı sonuçlar 
elde edilmiştir. Yedi bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümünde konunun 
tarihi gelişimi verilmiştir. 
  
İkinci bölümde, doğal sayılar kümesinde asimptotik yoğunluk, düzgün yoğunluk ve 
logaritmik yoğunluk kavramlarının tanımı verilip, aralarındaki ilişki belirtilmiştir. 
 
Üçüncü bölümde, sonsuz matrisler yardımıyla tanımlanan T-toplanabilme ifade 
edilmiştir. Özellikle sayılar teorisinde önemli bir yeri olan ϕ  Euler fonksiyonun 
tanımı ve bazı temel özellikleri verilmiştir. ϕ  fonksiyonu kullanılarak, negatif 
olmayan regüler Φ matrisi elde edilmiş ve bu matris yardımıyla özel bir toplanabilme 
metodu olan ϕ -yakınsaklığın tanımı verilmiştir. 
 
Dördüncü bölümde, negatif olmayan regüler A matrisleri kullanılarak A-yoğunluğun 
tanımı verilmiştir. Bu A matrislerinin yerine özel olarak Φ matrisi alınarak ϕ -
yoğunluğu tanımlanmıştır. 
  
Beşinci bölümde, topolojideki ideal kavramı doğal sayılar kümesi üzerinde ele 
alınarak, bu kavram üzerinden reel sayı dizileri için ideal yakınsaklık ya da kısaca I-
yakınsaklığın tanımı ve bazı özellikleri verilmiştir. Ayrıca bazı ideal örnekleri ve bu 
idealler ile tanımlanan ideal yakınsaklıklar verilmiştir. Sıfır ϕ -yoğunluklu kümelerin 
ailesi olan  ideali ile tanımlanan -yakınsaklık ve ϕI ϕI ϕ -yakınsaklık arasındaki ilişki 
incelenmiştir. 
 
Altıncı bölümde, ℝ de tanımlı olan fonksiyonlar için -süreklilik ve ϕI ϕ -süreklilik 
kavramları tanımlanmıştır. 
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Son bölümde ise, elde edilen sonuçlar verilmiştir. -limit noktası ve -yığılma 
noktası kavramları tanımlanıp, aralarındaki ilişki verilmiştir. Ayrıca -yakınsak 
diziler uzayı ile 

ϕI ϕI

ϕI
ϕ -yakınsak diziler uzayı arasındaki ilişki incelenmiştir. 

 
 
Anahtar Kelimeler: İdeal Yakınsaklık, ϕ -yakınsaklık, Euler Fonksiyonu, 
Toplanabilme, Yoğunluk  
 
2008, 28 sayfa 
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ABSTRACT 
 

M.Sc. Thesis 
 

IDEAL AND ϕ -CONVERGENCE 
 

Hüseyin ALBAYRAK 
 

Süleyman Demirel University Graduate School of Applied and 
Natural Sciences 

Department of Mathematics  
 

Thesis Committee: Prof. Dr. Serpil PEHLİVAN (Supervisor) 
           Asst. Prof. Simten UYHAN  

        Asst. Prof. Yusuf CİVAN   
 
 

In this thesis, we investigate the properties of the ideal convergence which is a 
generalization of ordinary convergence and statistical convergence, and the ϕ -
convergence which is a special method of summability. We also investigate the 
relations between these two concepts and obtain some main results.  
 
The thesis consists of seven chapters. In the first chapter, historical background of 
these convergence types is presented. 
  
In the second chapter, the concepts of asymptotic density, uniform density and the 
logarithmic density of a set of natural numbers are recalled and the relations between 
these concepts are stated. 
  
In the third chapter, the T-summability which is defined by infinite matrices is 
studied. In particular, the notion of ϕ  Euler function which is very important in 
number theory is considered and its basic properties are presented. Using the ϕ  
function, the nonnegative regular Φ matrix is obtained and the ϕ -convergence is 
defined via this matrix.  
 
In the fourth chapter, the concept of A-density is considered using the nonnegative 
regular matrix A. If A is taken to be the Φ matrix, then the concept of ϕ -density is 
obtained. 
  
In the fifth chapter, the concept of ideal in topology is considered in the setting of 
natural numbers and hence the notion of ideal convergence (I-convergence, briefly) 
of a real sequence is studied and its basic properties are investigated. In addition, 
some examples of ideals and thus ideal convergences defined by these ideals are 
given. Also the ideal  which is the family of sets having zero ϕI ϕ -densities, and the 
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ϕI -convergence which is defined via this family is considered, and the relation 
between -convergence and ϕI ϕ -convergence is investigated. 
  
In the sixth chapter, -continuity and ϕI ϕ  –continuity of the functions defined on ℝ 
are introduced.  
 
In the final chapter, the main results that we have obtained are presented. The notions 
of -limit point and -cluster point are introduced and the relation between these 
concepts is investigated. Moreover, the relations between the space of -convergent 
sequences and the space of 

ϕI ϕI

ϕI
ϕ -convergent sequences are investigated. 

 
Key Words: Ideal convergence, ϕ -convergence, Euler function, Summability, 
Density. 
 
2008, 28 pages 
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SİMGELER DİZİNİ

ℕ Doğal sayılar kümesi
R Reel sayılar kümesi
P Tüm Asal Sayıların Kümesi
|A| A kümesinin eleman sayısı
A A kümesinin karakteristik fonksiyonu
d A A kümesinin alt asimptotik yoğunluğu
d A A kümesinin üst asimptotik yoğunluğu
dA A kümesinin asimptotik yoğunluğu
u A A kümesinin alt düzgün yoğunluğu
u A A kümesinin üst düzgün yoğunluğu
uA A kümesinin düzgün yoğunluğu
 A A kümesinin alt logaritmik yoğunluğu
 A A kümesinin üst logaritmik yoğunluğu
A A kümesinin logaritmik yoğunluğu
AK K kümesinin A − yoğunluğu
dA A kümesinin  − yoğunluğu
n Euler Fonksiyonu
T  tnkn,k1

 Sonsuz matris

x  xnn1
 Reel sayıların bir dizisi

k∣n k sayısı n yi böler
k∤n k sayısı n yi bölmez
C1 Cesàro matrisi
stA − limx x dizisinin A − istatistiksel limiti
Pℕ Doğal sayılar kümesinin kuvvet kümesi
xI x dizisinin I − limit noktalarının kümesi
ΓxI x dizisinin I − yığılma noktalarının kümesi
Lx x dizisinin limit noktalarının kümesi
 Tüm reel sayı dizilerinin uzayı
ℓ Sınırlı diziler uzayı
cI I − yakınsak diziler uzayı
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1: G·IR·IŞ

Klasik yak¬nsakl¬k kavram¬yan¬s¬ra ölçüm, küme ve benzeri araçlar¬kullanarak

bu kavrama yak¬n birçok yak¬nsakl¬k kavramlar¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca toplana-

bilme teorisinde sonsuz matrisler kullan¬larak çeşitli matris metodlar¬na ili̧skin

yak¬nsakl¬k kavramlar¬da tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu metotlar genelde yak¬nsak olmayan

dizilerin belli bir s¬n¬f¬n¬yeni anlamda yak¬nsak yapmaya yöneliktir. Bir yak¬nsak-

l¬k metodu tan¬mlan¬rken bu metodun regüler olmas¬, yani limiti korumas¬istenir.

Regülerlik özelli¼gi, yak¬nsak dizilere matris dönüşümü uyguland¬ktan sonra elde

edilen dönüşüm dizisinin limitini korumas¬nedeniyle büyük bir öneme sahiptir.

Yeni yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬n en önemlilerinden biri 1951�de birbirinden ba¼g¬m-

s¬z olarak Fast ve Steinhaus taraf¬ndan tan¬mlanan ve geni̧s bir uygulama alan¬na

sahip olan istatistiksel yak¬nsakl¬k metodudur. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k günümüze

kadar çok say¬da matematikçi taraf¬ndan üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧s ve halen çal¬̧s¬lmakta

olan bir konudur. Özellikle �alát (1980), Fridy (1993), Connor (1988), Freed-

man (1981), Miller (1995) ve Schoenberg (1959) in istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n

geli̧smesinde önemli katk¬lar¬olmuştur.

Euler fonksiyonuyla elde edilen özel bir toplanabilirlik metodu olan '-yak¬nsakl¬¼g¬

ilk olarak Schoenberg (1959) tan¬mlad¬. Ayn¬çal¬̧smas¬nda '-yak¬nsakl¬¼g¬n klasik

yak¬nsakl¬ktan daha zay¬f ve istatistiksel yak¬nsakl¬ktan daha kuvvetli oldu¼gunu

gösterdi. Daha sonra Erdös (1978), yak¬nsak olmayan, fakat '-yak¬nsak olan bir

dizi örne¼gini verdi.

Freedman ve Sember (1981) negatif olmayan regüler A matrislerini kullanarak

A-yo¼gunluk kavram¬n¬tan¬mlad¬lar. Connor (1989) A-yo¼gunluk kavram¬n¬kul-

lanarak A-istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬n¬verdi. A-istatistiksel y¬¼g¬lma nok-

tas¬ve A-istatistiksel limit noktas¬tan¬mlar¬Connor ve Kline (1996) taraf¬ndan

verilmi̧stir. Demirci (2000) A-istatistiksel üst limit, A-istatistiksel alt limit ve

A-istatistiksel çekirdek kavramlar¬n¬tan¬mlam¬̧st¬r.

T negatif olmayan regüler bir matris olmak üzere, Miller (1995) T -yo¼gunluk
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kavram¬n¬ tan¬mlad¬. Kostyrko vd. (2000) ideal kavram¬n¬ kullanarak klasik

yak¬nsakl¬k ve istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n da bir genellemesi olan ideal yak¬nsak-

l¬k kavram¬n¬tan¬mlad¬lar. Ayr¬ca s¬f¬r T -yo¼gunluklu kümelerin ailesi olan IdT
nin bir uygun ideal oldu¼gunu gösterdiler. Schoenberg (1959), Euler fonksiyonu

yard¬m¬yla özel bir toplanabilirlik metodu tan¬mlam¬̧st¬r. Buna göre, kjn ise

�nk =
' (k)

n
, k-n ise �nk = 0 olmak üzere negatif olmayan regüler � = (�nk)

1
n;k=1

matrisi ile bir kümenin karakteristik fonksiyon dizisinin çarp¬m¬yla elde edilen

dizinin limiti o kümenin '-yo¼gunlu¼gunu verir. Kostyrko vd. (2000) tüm s¬f¬r

'-yo¼gunluklu kümelerin ailesi olan I' nin ideal oldu¼gunu gösterdiler ve bu ideal

üzerinden I'-yak¬nsakl¬¼g¬tan¬mlad¬lar.

Kováµc (2005) '-yak¬nsakl¬k ile I'-yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧skiyi incelemi̧stir. I'-

yak¬nsakl¬¼g¬n '-yak¬nsakl¬ktan daha zay¬f oldu¼gunu göstermi̧stir. Ayr¬ca bir küme

'-yo¼gunlu¼ga sahipse sadece 0 veya 1 de¼gerlerini alabilece¼gini göstermi̧stir. E¼ger

bir kümenin '-yo¼gunlu¼gu mevcutsa asimptotik ve logaritmik yo¼gunluklar¬ da

mevcut olup, ayn¬ de¼geri al¬r. Dolay¬s¬yla Id ve I� idealleri I' idealini kap-

sar. Kováµc (2005), düzgün yo¼gunlu¼ga sahip olmayan s¬f¬r '-yo¼gunluklu bir küme

örne¼gi ve kendisi '-yak¬nsak, fakat mutlak de¼geri '-yak¬nsak olmayan bir dizi

örne¼gi vermi̧stir.

Bu çal¬̧smada I'-yak¬nsakl¬k ile '-yak¬nsakl¬¼g¬n özellikleri ve bu iki yak¬nsakl¬k

aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧stir. I'-süreklilik ve '-süreklilik tan¬mlar¬verilip, I'-

süreklilik ile süreklili¼gin denk oldu¼gu ifade edilmi̧stir. Yedinci bölümde, Zeager

(2000)�¬n istatistiksel yak¬nsakl¬k için verdi¼gi iki teorem I-yak¬nsakl¬k için verile-

rek, daha genel sonuç elde edilmi̧stir. Ayr¬ca klasik yak¬nsakl¬kta çok iyi bilinen,

�bir (xn) dizisi yak¬nsaksa (x2n) ve (x2n�1) altdizileri de yak¬nsakt¬r�çift gerek-

tirmeli ifadesi istatistiksel yak¬nsakl¬k için verilmi̧stir. Bu teoremin I-yak¬nsakl¬¼ga

genellenemeyece¼gi ifade edilerek, ters bir örnek gösterilmi̧stir. Bir dizinin I'-limit

noktalar¬kümesi �x (I') ve I'-y¬¼g¬lma noktalar¬kümesi �x (I') tan¬mlar¬verile-

rek, özellikleri incelenmi̧stir. Son olarak, I'�yak¬nsak diziler uzay¬, '�yak¬nsak

diziler uzay¬ve kuvvetli '�yak¬nsak diziler uzay¬n¬n özellikleri incelenmi̧stir.
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2. YO¼GUNLUKLAR

Bu bölümde bilinen baz¬yo¼gunluk tan¬mlar¬ve aralar¬ndaki ili̧ski verilmi̧stir.

2:1: Bilinen Baz¬Yo¼gunluk Kavramlar¬

Tan¬m 2:1:1 (Asimptotik Yo¼gunluk). A � N olsun. A(n) := j(f1; :::; ng \ A)j

şeklinde tan¬mlayal¬m.

d (A) := lim
n!1

inf
A(n)

n
; d (A) := lim

n!1
sup

A(n)

n
(2.1)

say¬lar¬na s¬ras¬yla A kümesinin alt ve üst asimptotik yo¼gunlu¼gu denir. E¼ger

d (A) = d (A), yani A kümesinin alt ve üst asimptotik yo¼gunlu¼gu mevcut ve

birbirine eşit ise lim
n!1

�
A (n)

n

�
=: d (A) mevcuttur. d (A) say¬s¬na A kümesinin

asimptotik yo¼gunlu¼gu denir (Buck, 1953).

Tan¬m 2:1:2 (Düzgün Yo¼gunluk). A � N; t; s tamsay¬ve t � 0; s � 1 olsun.

A \ [t+ 1; t+ s] kümesinin eleman say¬s¬A (t+ 1; t+ s) olarak belirtilsin.

�s = lim
t!1

inf A (t+ 1; t+ s) ; �s = lim
t!1

supA (t+ 1; t+ s) (2.2)

olmak üzere,

u (A) = lim
s!1

�s
s
ve u (A) = lim

s!1

�s

s
(2.3)

s¬ras¬yla A n¬n alt ve üst düzgün yo¼gunluklar¬olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger u (A) =

u (A) =: u (A) ise ortak olan u (A) say¬s¬na A kümesinin düzgün yo¼gunlu¼gu denir

(Brown ve Freedman, 1990).

Tan¬m 2:1:3 (Logaritmik Yo¼gunluk). A � N için,

� (A) = lim
n!1

inf
1

lnn

X
a2A; a�n

1

a
; � (A) = lim

n!1
sup

1

lnn

X
a2A; a�n

1

a
(2.4)

say¬lar¬na s¬ras¬yla A kümesinin alt ve üst logaritmik yo¼gunlu¼gu denir. E¼ger

� (A) = � (A) =: � (A) ise

� (A) = lim
n!1

1

lnn

X
a2A; a�n

1

a
(2.5)
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say¬s¬na A kümesinin logaritmik yo¼gunlu¼gu denir (Halberstam ve Roth, 1966).

2:2: Yo¼gunluklar Aras¬ndaki ·Ili̧skiler

Key� bir A � N için

0 � u (A) � d (A) � � (A) � � (A) � d (A) � u (A) � 1 (2.6)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Brown ve Freedman, 1990; Halberstam ve Roth, 1966). Bu

eşitsizlikten kolayca görülece¼gi gibi, u (A) mevcut ise d (A) da mevcut ve d (A) =

u (A) d¬r. E¼ger d (A) mevcut ise � (A) da mevcut ve � (A) = d (A) d¬r. Bu

durumlar¬n tersleri do¼gru de¼gildir. Aşa¼g¬daki ilk örnekte, asimptotik yo¼gunlu¼ga

sahip, fakat düzgün yo¼gunlu¼ga sahip olmayan bir küme örne¼gi verilmi̧stir. ·Ik-

inci örnekte ise, logaritmik yo¼gunla¼ga sahip, fakat asimptotik yo¼gunlu¼ga sahip

olmayan bir küme gösterilmi̧stir.

Örnek 2:2:1: A =
1S
k=1

�
10k + 1; 10k + 2; :::; 10k + k

	
kümesini ele alal¬m. A

kümesi asimptotik yo¼gunlu¼ga sahiptir ve d (A) = 0 d¬r. Fakat u (A) = 0 ve

u (A) = 1 oldu¼gundan A kümesi düzgün yo¼gunlu¼ga sahip de¼gildir (Baláµz ve �alát,

2006).

Örnek 2:2:2: B, ilk rakam¬1 olan tüm do¼gal say¬lar¬n kümesi olsun. Aç¬k yaz¬la-

cak olursa,

B = f1; 10; 11; :::; 19; 100; :::; 199; 1000; :::g (2.7)

şeklinde olsun. Bu küme logaritmik yo¼gunlu¼ga sahiptir, fakat asimptotik yo¼gun-

lu¼ga sahip de¼gildir.
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3: TOPLANAB·ILME METOTLARI ve '�YAKINSAKLIK

Bu bölümde T bir sonsuz matris olmak üzere T�toplanabilme kavram¬ele al¬-

nacakt¬r. T matrisi yerine özel olarak negatif olmayan regüler � = (�nk)
1
n;k=1

matrisini alarak tan¬mlanan '�yak¬nsakl¬k metodunu inceleyece¼giz.

3:1: T�Toplanabilme

Şimdi sonsuz matrislerle elde edilen bir yak¬nsakl¬k metodu olan T�toplanabil-

menin tan¬m¬n¬verelim. Toeplitz Teoremi olarak bilinen Teorem 3:1:2�de, T mat-

risinin regüler olmas¬için gerek ve yeter koşul verilmi̧stir.

Tan¬m 3:1:1:

T = (tnk)
1
n;k=1 =

26666666664

t11 t12 � � � t1k � � �

t21 t22 � � � t2k � � �
...

...
. . .

...
...

tn1 tn2 � � � tnk � � �
...

... � � � ...
. . .

37777777775
(3.1)

elemanlar¬reel say¬lar olan bir sonsuz matris olsun. x = (xn)
1
n=1 reel de¼gerli bir

dizi olmak üzere n = 1; 2; ::: için

yn =

1X
k=1

tnkxk (3.2)

serilerini ele alal¬m. Bu serilerin tümü yak¬nsak oldu¼gunda yeni bir y = (yn)
1
n=1

dizisini elde ederiz. E¼ger lim
n!1

yn = � ise x dizisi � say¬s¬na T�toplanabilirdir

denir. Bu durumda � say¬s¬na x dizisinin T�limiti denir ve T � limxn = � olarak

yaz¬l¬r (Hardy, 1949).

Yak¬nsak her x dizisi T�toplanabilir ve T � limxn = lim
n!1

xn ise T matrisi

regülerdir denir (Hardy, 1949). Aşa¼g¬daki teorem T matrisinin regülerli¼gi için

sa¼glamas¬gereken koşullar¬verir.

Teorem 3:1:2 (Toeplitz Teoremi): T = (tnk)
1
n;k=1 matrisinin regüler olmas¬
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için gerek ve yeter koşul T nin aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glamas¬d¬r:

(i) Her n = 1; 2; ::: için
1X
k=1

jtnkj �M

olacak şekilde bir M reel say¬s¬vard¬r.

(ii) Her k = 1; 2; ::: için lim
n!1

tnk = 0:

(iii) lim
n!1

1P
k=1

tnk = 1 (Hardy, 1949):

3:2: '�Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde, say¬lar teorisinde önemli bir yeri olan ' Euler fonksiyonunun özellik-

leri verilmi̧stir. Ayr¬ca ' fonksiyonu yard¬m¬yla tan¬mlanan ve özel bir toplana-

bilme metodu olan '�yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ verilmi̧stir. '�yak¬nsakl¬k, klasik

yak¬nsakl¬ktan daha zay¬ft¬r. Yak¬nsak olan her dizi ayn¬zamanda '�yak¬nsakt¬r.

Örnek 3:2:4; bu durumun tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬göstermektedir.

3:2:1: ' Euler Fonksiyonu

n bir do¼gal say¬olmak üzere ' (n) ; n den küçük veya eşit olan ve n ile aralar¬nda

asal olan do¼gal say¬lar¬n say¬s¬n¬belirtir. Bu şekilde tan¬mlanan ' fonksiyonuna

Euler fonksiyonu da denir. n > 1 ve n in asal çarpanlara ayr¬̧s¬m¬n = p�11 p
�2
2 :::p

�m
m

olmak üzere

' (n) = n

�
1� 1

p1

��
1� 1

p2

�
:::

�
1� 1

pm

�
(3.3)

ve ' (1) = 1 dir (Niven ve Zuckerman, 1967).

3:2:2: ' Fonksiyonunun Özellikleri

' fonksiyonunun baz¬özellikleri aşa¼g¬daki gibi s¬ralanabilir:

1) n1; n2 2 N aralar¬nda asal ise ' (n1:n2) = ' (n1)' (n2) dir.

2) Her n do¼gal say¬s¬için

n =
X
djn

' (d)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

3) p asal say¬ve k 2 N olmak üzere ' (p) = p� 1 ve '
�
pk
�
= pk � pk�1 dir.
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4) k; n 2 N olmak üzere '
�
nk
�
= nk�1' (n) dir.

5) n > 1 için 0 <
' (n)

n
< 1 dir (Niven ve Zuckerman, 1967).

�nk =

8<:
'(k)
n

kjn ise

0 k-n ise
(3.4)

olmak üzere,

� = (�nk)
1
n;k=1 =

26666666666666666666664

1 0 0 0 0 0 0 0 � � �
1
2

1
2
0 0 0 0 0 0 � � �

1
3
0 2

3
0 0 0 0 0 � � �

1
4

1
4
0 2

4
0 0 0 0 � � �

1
5
0 0 0 4

5
0 0 0 � � �

1
6

1
6

2
6
0 0 2

6
0 0 � � �

1
7
0 0 0 0 0 6

7
0 � � �

1
8

1
8
0 2

8
0 0 0 4

8
� � �

...
...
...
...
...
...
...
...
. . .

37777777777777777777775

(3.5)

sonsuz matrisi tan¬mlans¬n. Schoenberg (1959) � matrisinin regüler oldu¼gunu

gösterdi.

Tan¬m 3:2:3 ('�yak¬nsakl¬k). x = (xn)1n=1 bir reel say¬dizisi ve � 2 R olsun.

yn =
1

n

X
djn

' (d)xd (3.6)

olmak üzere lim
n!1

yn = � ise x dizisi � say¬s¬na '�yak¬nsakt¬r denir. � say¬s¬na x

dizisinin '�limiti denir ve '� limxn = � yaz¬l¬r (Schoenberg, 1959).

� matrisinin regülerli¼ginden lim
n!1

xn = � durumu ' � limxn = � olmas¬n¬gerek-

tirir. Aşa¼g¬daki örnek bu durumun tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösteriyor. Yani bir

dizi '�yak¬nsak ise yak¬nsak olmak zorunda de¼gildir.

Örnek 3:2:4: P = fp1 < p2 < ::: < pk < :::g tüm asal say¬lar¬n kümesi olsun.

xn =

8<: 1 n = 2:3:5:::pk

0 di¼ger durumlarda
(3.7)
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olsun. x = (xn)
1
n=1 dizisi yak¬nsak de¼gildir, fakat '�yak¬nsakt¬r (Erdös, 1978).

Teorem 3:2:5: Bir x = (xn)
1
n=1 reel say¬dizisi bir � 2 R say¬s¬na '�yak¬nsak,

yani ' � limxn = � olsun. Ayr¬ca (ni)
1
i=1 pozitif tamsay¬lar¬n artan bir dizisi

olsun. Buradan,

lim
i!1

inf
' (ni)

ni
> 0

olmas¬

lim
i!1

xni = �

olmay¬gerektirir (Schoenberg, 1959).
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4: MATR·ISLERLE TANIMLANAN YO¼GUNLUK KAVRAMLARI

Bu bölümde, A negatif olmayan regüler bir matris olmak üzere A�yo¼gunluk

kavram¬n¬ ele alaca¼g¬z. Yukar¬da tan¬m¬n¬ verdi¼gimiz � = (�nk)
1
n;k=1 matrisi

negatif olmayan regüler bir matris oldu¼gundan, A�yo¼gunluk tan¬m¬nda özel olarak

� matrisi al¬nd¬¼g¬nda '�yo¼gunluk elde edilir.

4:1: A�Yo¼gunluk ve A�·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Önce genelA�yo¼gunluk kavram¬, daha sonra bunun bir özel hali olan '�yo¼gunluk

kavramlar¬n¬verece¼giz.

Tan¬m 4:1:1: A negatif olmayan regüler bir matris olmak üzere, bir K � N

kümesi için

�A (K) = lim
n!1

X
k2K

ank = lim
n!1

1X
k=1

ank�K (k) = lim
n!1

(A�K)n (4.1)

mevcut ise K kümesi A�yo¼gunlu¼ga sahiptir denir (Freedman ve Sember, 1981).

cnk =

8<: 1
n
k � n

0 di¼ger
(4.2)

olmak üzere,

C1 = (cnk)
1
n;k=1 =

26666666666664

1 0 0 0 0 � � �
1
2

1
2
0 0 0 � � �

1
3

1
3

1
3
0 0 � � �

1
4

1
4

1
4

1
4
0 � � �

1
5

1
5

1
5

1
5

1
5
� � �

...
...
...
...
...
. . .

37777777777775
(4.3)

sonsuz matrisi tan¬mlans¬n. Bu matris Cesàro matrisi olarak bilinir. Yukar¬daki

A�yo¼gunluk tan¬m¬nda C1 Cesàro matrisi kullan¬l¬rsa ikinci bölümde tan¬mlanan

asimptotik yo¼gunluk tan¬m¬elde edilir. Yani K � N ve jKj ; K kümesindeki

eleman say¬s¬n¬belirtmek üzere, K kümesinin asimptotik yo¼gunlu¼gu aşa¼g¬daki
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limit mevcut olmak koşuluyla,

d (K) = lim
n!1

(C1�K)n = lim
n!1

1

n
jfk � n : k 2 Kgj (4.4)

ile tan¬mlan¬r (Fridy, 1993).

Tan¬m 4:1:2: A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris olsun. Her " > 0 için

fk 2 N : jxk � Lj � "g kümesinin A�yo¼gunlu¼gu s¬f¬r yani,

�A (fk 2 N : jxk � Lj � "g) = 0 (4.5)

ise x = (xk) dizisi L say¬s¬na A�istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durum stA �

limx = L ile gösterilir (Connor, 1989).

4:2: '�Yo¼gunluk

A�yo¼gunluk tan¬m¬nda kulland¬¼g¬m¬z regüler A = (ank) matrisi yerine � mat-

risini alarak '�yo¼gunluk tan¬m¬n¬verebiliriz.

Tan¬m 4:2:1: A � N olsun.

d(n)' (A) =
1

n

X
djn

' (d)�A (d) ; n = 1; 2; ::: (4.6)

olarak belirtilsin. E¼ger

d' (A) = lim
n!1

d(n)' (A) = lim
n!1

1

n

X
djn

' (d)�A (d) (4.7)

limiti mevcut ise d' (A) say¬s¬ A kümesinin '�yo¼gunlu¼gu olarak adland¬r¬l¬r

(Kostyrko vd., 2000).

Örnek 4:2:2: P = fp1 < p2 < ::: < pk < :::g tüm asal say¬lar¬n kümesi olsun.

E = f2 < 2 � 3 < ::: < 2 � 3 � � � pk < :::g (4.8)

kümesini ele alal¬m. Bu küme için d' (E) = 0 d¬r (Kováµc, 2005).

Örnek 4:2:3: d (P) = � (P) = u (P) = 0 d¬r, fakat P kümesi '�yo¼gunlu¼ga sahip

de¼gildir (Kováµc, 2005).
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5: ·IDEAL YAKINSAKLIK VE '-YO¼GUNLUKLU KÜMELER·IN

·IDEAL·I

Kostyrko vd. (2000) ideal kavram¬n¬kullanarak ideal yak¬nsakl¬k ya da k¬saca

I�yak¬nsakl¬k kavram¬n¬tan¬mlad¬lar. Bu yak¬nsakl¬k tipi klasik yak¬nsakl¬k ve

istatistiksel yak¬nsakl¬k başta olmak üzere çok say¬da yak¬nsakl¬k çeşidini kap-

sar. S¬f¬r '�yo¼gunluklu kümelerin ailesi de bir idealdir ve bu ideal yard¬m¬yla

I'�yak¬nsakl¬k tan¬mlan¬r. Bu bölümde I' ideali ile di¼ger baz¬idealler aras¬n-

daki ili̧skiden bahsedilmi̧stir. Ayr¬ca I'�yak¬nsakl¬k ile '�yak¬nsakl¬k aras¬ndaki

ili̧ski verilmi̧stir.

5:1: I�Yak¬nsakl¬k

I�yak¬nsakl¬k kavram¬na girebilmek için önce ideal ve �ltre tan¬mlar¬n¬ vere-

ce¼giz.

Tan¬m 5:1:1: P (N) do¼gal say¬lar kümesinin kuvvet kümesi olmak üzere I �

P (N) ailesi için,

(i) A;B 2 I ise A [B 2 I (toplamsall¬k),

(ii) A 2 I ve B � A ise B 2 I (kal¬tsall¬k)

koşullar¬sa¼glan¬yorsa I; N de bir ideal olarak adland¬r¬l¬r (Jech, 2003).

Yukar¬daki tan¬mdaki (ii) den ; 2 I olaca¼g¬aç¬kt¬r. E¼ger N =2 I ise I ideali öz

ideal olarak adland¬r¬l¬r. Buna göre P (N) d¬̧s¬ndaki bütün idealler öz idealdir.

Her x 2 N için fxg 2 I ise, yani I ideali N nin tüm sonlu altkümelerini içeriyorsa

uygun ideal olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger I ideali kapsamaya göre maksimal olan bir

öz ideal ise maksimal ideal ad¬n¬al¬r (Kostyrko vd., 2000).

Şimdi ideale dual bir kavram olan �ltre tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 5:1:2: F � P (N) ailesi için,

(i) ; =2 F ,

(ii) A;B 2 F ise A \B 2 F ,

11



(iii) A 2 F ve A � B ise B 2 F

koşullar¬sa¼glan¬yorsa F ye N de bir �ltre denir (Jech, 2003). I ile F aras¬ndaki

ili̧skiyi aşa¼g¬daki önerme aç¬kca vermektedir.

Önerme 5:1:3: I, N de bir öz ideal olsun.

F (I) = fM � N : 9A 2 I 3M = N n Ag (5.1)

ailesi N de I ideali ile ilgili �ltredir (Kostyrko vd., 2000).

Tan¬m 5:1:4: I � P (N) N de bir öz ideal olsun. x = (xn) reel de¼gerli bir dizi

ve � 2 R olsun. E¼ger her " > 0 için,

A (") = fn 2 N : jxn � �j � "g 2 I (5.2)

ise x dizisi � say¬s¬na I�yak¬nsakt¬r denir ve I � limxn = � şeklinde yaz¬l¬r

(Kostyrko vd., 2000).

5:2:Baz¬·Ideal Örnekleri ve Bunlarla Üretilen I�Yak¬nsakl¬k

Şimdi genel olarak tan¬mlad¬¼g¬m¬z ideal kavram¬n¬sa¼glayan, do¼gal say¬lar¬n alt-

kümelerinin farkl¬l¬klar¬n¬ortaya koyaca¼g¬z.

Örnek 5:2:1: If , N nin tüm sonlu altkümelerinin ailesi olsun. Bilindi¼gi gibi

klasik yak¬nsakl¬kta limit noktas¬n¬n komşulu¼gu d¬̧s¬nda kalan eleman say¬s¬sonlu

bir de¼gerdir. Ölçüm teorisinde bunun dizinin tüm terimlerine oran¬bilindi¼gi gibi

s¬f¬rd¬r. Bu özelli¼ge sahip kümeler ideal tan¬m¬ndaki özelikleri sa¼glar. Bu nedenle

If�yak¬nsakl¬k klasik yak¬nsakl¬¼g¬n genelleştirilmi̧sidir. If ; kapsamaya göre en

küçük uygun idealdir (Kostyrko vd., 2000).

Örnek 5:2:2: Id = fA � N : d (A) = 0g ailesi N de bir uygun idealdir. Bilindi¼gi

gibi istatistiksel yak¬nsakl¬kta limit noktas¬n¬n komşulu¼gu d¬̧s¬nda kalan eleman

say¬s¬sonlu veya tüm eleman say¬s¬na göre daha az bir de¼gerdir. Ancak sonlu

olmas¬gerekmez sonsuz da olabilir. Ölçüm teorisinde bunun dizinin tüm terim-

lerine oran¬bilindi¼gi gibi s¬f¬rd¬r. Yak¬nsakl¬k ise hemen hemen bir yak¬nsakl¬k
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türüdür. Bu özeli¼ge sahip kümeler ideal tan¬m¬ndaki özelikleri sa¼glar. Bu ne-

denle Id�yak¬nsakl¬k istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n genelleştirilmi̧sidir (Kostyrko vd.,

2000).

Örnek 5:2:3: Iu = fA � N : u (A) = 0g ailesi N de bir uygun idealdir. Iu�yak¬n-

sakl¬k düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k olarak adland¬r¬l¬r (Kostyrko vd., 2000).

Örnek 5:2:4: I� = fA � N : � (A) = 0g ailesiN de bir uygun idealdir ve I��yak¬n-

sakl¬k logaritmik istatistiksel yak¬nsakl¬k olarak adland¬r¬l¬r (Kostyrko vd., 2000).

Örnek 5:2:5: I' = fA � N : d' (A) = 0g ailesi N de bir uygun idealdir (Kostyrko

vd., 2000).

Örnek 5:2:6: I0 = f;g olmak üzere I0 N de minimal idealdir. x = (xn) dizisinin

I0�yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul x in sabit dizi olmas¬d¬r (Kostyrko

vd., 2000).

Örnek 5:2:7: ; 6= M � N ve M 6= N olsun. IM = P (M) alal¬m. IM ; N de bir

öz idealdir ve M kümesi ne olursa olsun IM uygun ideal de¼gildir. Bir x = (xn)

dizisinin IM�yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul x in N nM üzerinde sabit

olmas¬d¬r, yani � 2 R vard¬r öyleki her n 2 N nM için xn = � dir. M = ; için I0
idealini elde ederiz (Kostyrko vd., 2000).

Örnek 5:2:8: m 2 N olmak üzere, m say¬s¬n¬bulundurmayan kümelerin oluştur-

du¼gu aile bir maksimal idealdir (Kostyrko vd., 2000).

Bu ideal, uygun ideal de¼gildir. Çünkü fmg kümesi bu ideale ait de¼gildir. Her-

hangi bir x dizisi m inci eleman¬na bu ideal üzerinden I�yak¬nsakt¬r .

5:3: I�Yak¬nsakl¬¼g¬n Baz¬Özellikleri

I1 ve I2 iki ideal olmak üzere I1 \ I2 de bir idealdir, fakat aralar¬nda kapsama

ba¼g¬nt¬s¬yoksa I1 [ I2 bir ideal de¼gildir. Yukar¬daki idealler aras¬nda,

If � Iu � Id � I� (5.3)

ve

If � I' � Id � I� (5.4)
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kapsama ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r . Iu ile I' aras¬nda bir kapsama yoktur. I1 ve I2 iki

uygun ideal ve I1 � I2 olsun. Bu durumda I1 � limxn = � ise I2 � limxn = �

dir.

Teorem 5:3:1: I bir uygun ideal olsun.

(i) lim
n!1

xn = � ise I � limxn = � dir.

(ii) I � limxn = �; I � lim yn = � ise I � lim (xn + yn) = � + � d¬r.

(iii) I � limxn = �; I � lim yn = � ise I � lim (xn:yn) = �:� d¬r.

(iv) I�limitler tektir.

(v) E¼ger I�limxn var ise lim inf xn � I�limxn � lim supxn:(Kostyrko vd.,2005).

Teorem 5:3:2: I; N de bir uygun ideal olsun. I n¬n maksimal uygun ideal olmas¬

için gerek ve yeter koşul her A � N için

(A 2 I) _ (N n A 2 I) (5.5)

olmas¬d¬r (Kostyrko vd.,2000).

Teorem 5:3:3: I N de bir maksimal uygun ideal olsun. Reel say¬lar¬n her s¬n¬rl¬

x = fxngn2N dizisi I�yak¬nsakt¬r (Kostyrko vd.,2000).

Önerme 5:3:4: I bir uygun ideal ve � 2 R olsun. E¼ger (xn)1n=1 0 ve 1�lerin bir

dizisi olmak üzere I � limxn = � ise � 2 f0; 1g dir (Kováµc, 2005).

Teorem 5:3:5: E¼ger A � N olmak üzere d' (A) mevcut ise d' (A) 2 f0; 1g dir

(Kováµc, 2005).

5:4: '�Yak¬nsakl¬k ·Ile I'�Yak¬nsakl¬k Aras¬ndaki ·Ili̧ski

� = (�nk)
1
n;k=1 matrisi kullan¬larak elde edilen '�yak¬nsakl¬k, T�toplanabilmenin

özel bir halidir. Yine � matrisiyle elde edilen I'�yak¬nsakl¬k ise A�istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬n özel bir halidir.

Teorem 5:4:1: (xn)
1
n=1 reel say¬lar¬n bir dizisi ve � 2 R olsun. Buradan;

(i) '� lim jxn � �j = 0 ise I' � limxn = � dir.

(ii) (xn)
1
n=1 s¬n¬rl¬bir dizi ve I' � limxn = � ise '� lim jxn � �j = 0 d¬r.
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(iii) '� lim jxn � �j = 0 ise '� limxn = � dir (Kováµc, 2005).

Yukar¬daki teoremin (ii) ve (iii) sinden s¬n¬rl¬diziler için I'�yak¬nsakl¬k, '�yak¬n-

sakl¬¼g¬gerektirir. Kováµc (2005) '�yak¬nsak olup, I'�yak¬nsak olmayan s¬n¬rl¬bir

dizinin mevcut oldu¼gunu ispatlad¬. Dolay¬s¬yla '�yak¬nsakl¬k, I'�yak¬nsakl¬¼g¬

gerektirmez.

15



6: I�SÜREKL·IL·IK VE '�SÜREKL·IL·IK

Bu bölümde, reel tan¬ml¬fonksiyonlar için I�süreklili¼gin tan¬m¬n¬verip, uygun

idealler için süreklili¼ge denk oldu¼gundan bahsedece¼giz. A�süreklili¼gin tan¬m¬nda

� regüler matrisini kullanarak '�süreklili¼gin tan¬m¬n¬verece¼giz.

6:1: I�Süreklilik

Tan¬m 6:1:1: I, N de bir ideal olsun. Bir f : R �! R fonksiyonu verildi¼ginde,

e¼ger herbir reel (xn)
1
n=1 dizisi için,

I � limxn = x0 =) I � lim f (xn) = f (x0) (6.1)

oluyorsa f fonksiyonu x0 2 R de I�süreklidir denir (Baláµz vd., 2002; Sleziak,

2003).

Önerme 6:1:2: E¼ger f : R �! R ve g : R �! R I�sürekli ise g � f de

I�süreklidir (Baláµz vd., 2002; Sleziak, 2003).

Önerme 6:1:3: f : R �! R ve g : R �! R fonksiyonlar¬bir x0 noktas¬nda

I�sürekli ise f + g ve f:g fonksiyonlar¬da x0 noktas¬nda I�süreklidir (Baláµz

vd., 2002).

Teorem 6:1:4: I bir uygun ideal ise I�süreklilik ile If�süreklilik denktir. Yani

f : R �! R bir fonksiyon olmak üzere

f I�süreklidir() f If�süreklidir (6.2)

(Sleziak, 2003).

Sonuç 6:1:5: If�süreklilik, Iu�süreklilik, I'�süreklilik, Id�süreklilik ve I��sü-

reklilik birbirine denktir.

6:2: '�Süreklilik

Tan¬m 6:2:1: A = (amn) regüler bir matris ve f : R �! R bir fonksiyon olsun.
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E¼ger A � limxn = x0 olmak üzere A � lim f (xn) = f (x0) ise f fonksiyonu x0

noktas¬nda A�süreklidir denir (Antoni ve �alát, 1980).

Yukar¬daki tan¬mda � = (�nk)
1
n;k=1 regüler matrisini kullan¬rsak '�süreklili¼gi

tan¬mlam¬̧s oluruz.

Tan¬m 6:2:2: f : R �! R bir fonksiyon olsun. E¼ger '� limxn = x0 olmak üzere

'� lim f (xn) = f (x0) ise f fonksiyonu x0 noktas¬nda '�süreklidir denir.
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7: BAZI SONUÇLAR

Şimdi elde etti¼gimiz baz¬sonuçlar¬verece¼giz.

7:1: Altdizilerin ve Yeniden Düzenlenmi̧s Dizilerin I�Yak¬nsakl¬¼g¬

Aşa¼g¬daki iki teorem Zeager (2000)�¬n istatistiksel yak¬nsakl¬k için ispatlad¬¼g¬teo-

remlerin daha genel olan I�yak¬nsak için verilmi̧s halidir. Teorem 7:1:3�de klasik

yak¬nsakl¬kta çok iyi bilinen bir teorem istatistiksel yak¬nsakl¬k için verilmi̧stir.

Teorem 7:1:1: I maksimal olmayan bir uygun ideal olsun. Reel say¬lar¬n bir

x = (xn)
1
n=1 dizisinin yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter koşul x in her alt-

dizisinin I�yak¬nsak olmas¬d¬r.

·Ispat. Önce gereklilik ispat¬n¬verelim. x yak¬nsak ise x in her altdizisi de yak¬n-

sakt¬r ve I uygun ideal oldu¼gundan I�yak¬nsakt¬r.

Şimdi de yeterlili¼gi gösterelim. x ¬raksak ise x in I�yak¬nsak olmayan bir y =

(yn)
1
n=1 altdizisinin mevcut oldu¼gunu göstermek yeterlidir. x ¬raksak olsun. ·Iki

durum vard¬r; x ya s¬n¬rl¬ya da s¬n¬rs¬zd¬r.

Kabul edelim ki x s¬n¬rs¬z olsun. Tüm k 2 N için 1 + jykj < jyk+1j olan x

in bir y altdizisini seçebiliriz. Herhangi bir L 2 R ve herhangi bir " > 0

için A" = fk 2 N : jyk � Lj < "g kümesi sadece sonlu say¬da elemana sahiptir.

Böylece A" 2 If � I (I uygun ideal) ve N nA" = fk 2 N : jyk � Lj � "g =2 I d¬r.

Buradan y; L ye I�yak¬nsak de¼gildir. L key� oldu¼gundan x dizisinin y altdizisi

I�yak¬nsak de¼gildir.

Şimdi x dizisinin s¬n¬rl¬ve ¬raksak oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda x dizisi

� ve � gibi en az iki farkl¬ limit noktas¬na sahiptir.
�
xa(k)

	
ve
�
xb(k)

	
iki alt-

dizi öyleki lim
k!1

xa(k) = �; lim
k!1

xb(k) = � olsun. "0 =
j� � �j
3

olsun. Genelli¼gi

bozmaks¬z¬n
�
xa(k)

	
ve
�
xb(k)

	
n¬n ayr¬k ve tüm k lar için

��xa(k) � ��� < "0 ve��xb(k) � ��� < "0 oldu¼gunu varsayal¬m.
I maksimal olmad¬¼g¬ndan bir A = fm1 < m2 < ::: < mp < :::g � N kümesi vard¬r

öyleki A =2 I ve N n A =2 I d¬r.
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Şimdi x dizisinin aşa¼g¬daki gibi y altdizisini inşa edebiliriz.

m1 = 1 ise N (1) = a (1) ; aksi halde i = 1; 2; :::;m1 � 1 için N (i) = b (i) olsun.

Herbir p = 1; 2; ::: için,

N (mp) = min fa (k) : a (k) > N (mp � 1)g

N (mp + 1) = min fb (k) : b (k) > N (mp)g

N (mp + 2) = min fb (k) : b (k) > N (mp + 1)g

:::::::::::: :::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

N (mp+1 � 1) = min fb (k) : b (k) > N (mp+1 � 2)g :

yk = xN(k) olsun. Buradan lim
p
ymp = lim

k
xa(k) = � ve lim

k 6=mp

yk = lim
k
xb(k) = � d¬r.

A = fk : jyk � �j � "0g =2 I

N n A = fk : jyk � �j � "0g =2 I:

Böylece y; I�yak¬nsak de¼gildir. �

Tan¬m 7:1:2: x = (xn)
1
n=1 bir reel say¬dizisi ve � : N �! N bire-bir, örten bir

fonksiyon olsun. Herbir k = 1; 2; ::: için zk = x�(k) şeklinde tan¬mlanan z dizisine

x dizisinin bir yeniden düzenlenmi̧s dizisi ad¬verilir.

Teorem 7:1:3: I maksimal olmayan bir uygun ideal olsun. Reel say¬lar¬n bir

x = (xn)
1
n=1 dizisinin yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul x in her yeniden

düzenlenmi̧s dizisinin I�yak¬nsak olmas¬d¬r.

·Ispat. Önce gereklilik ispat¬n¬verelim. x yak¬nsak ise x in her yeniden düzen-

lenmi̧s dizisi de yak¬nsakt¬r ve I uygun ideal oldu¼gundan I�yak¬nsakt¬r.

Şimdi de yeterlili¼gi gösterelim. x ¬raksak ise x in I�yak¬nsak olmayan bir y

yeniden düzenlenmi̧s dizisinin var oldu¼gunu gösterece¼giz. x ¬raksak olsun. ·Iki

durum vard¬r; x s¬n¬rl¬ya da s¬n¬rs¬zd¬r.

·Ilk olarak x dizisinin s¬n¬rs¬z oldu¼gunu kabul edelim. Herbir i 2 N için a (i+ 1) >

a (i) + 1 ve j < a (i) ise
��xa(i)�� > jxjj olacak şekilde x in bir

�
xa(i)

	
altdizisi

bulabiliriz.

I maksimal olmad¬¼g¬ndan bir A = fm1 < m2 < :::g � N kümesi vard¬r öyleki
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A =2 I ve N n A =2 I d¬r. Herbir i = 1; 2; ::: için zmi
= xa(i) olsun. xb(i);

x dizisinden xa(i) altdizisinin terimlerinin silinmesiyle elde edilen altdizi olsun.

N n A = fn1 < n2 < :::g olmak üzere herbir i = 1; 2; ::: için zni = xb(i) olsun.

Herbir i = 1; 2; ::: için zmi
= xa(i) ve zni = xb(i) olmak üzere z = (zn) ; x in bir

yeniden düzenlenmi̧s dizisidir.

Herhangi bir L 2 R ve herhangi bir " > 0 için

fn 2 N : jzn � Lj � "g = (A [B) nM

dir. Burada B key� bir küme ve M sonlu bir kümedir. A =2 I oldu¼gundan

A [ B =2 I ve (A [B) n M =2 I d¬r. Böylece fn 2 N : jzn � Lj � "g =2 I d¬r.

z dizisi L ye I�yak¬nsak de¼gildir. L key� oldu¼gundan x dizisinin z yeniden

düzenlenmi̧s dizisi I�yak¬nsak de¼gildir.

Şimdi x in s¬n¬rl¬ oldu¼gunu kabul edelim. x; � ve � gibi en az iki ayr¬k limit

noktas¬na sahiptir. "0 =
� � �
3

olsun. Tüm i 2 N için
��xa(i) � ��� < "0 ve��xb(i) � ��� < "0 olmak üzere lim

i
xa(i) = � ve lim

i
xb(i) = � olacak şekilde

�
xa(i)

	
ve�

xb(i)
	
; x in ayr¬k altdizileri olsun.

I maksimal olmad¬¼g¬ndan bir A = fm1 < m2 < ::: < mp < :::g � N kümesi vard¬r

öyleki A =2 I ve N n A =2 I d¬r.

Herbir i = 1; 2; ::: için zmi
= xa(i) olsun. xc(i); x dizisinin xa(i) altdizisinin terim-

lerinin silinmesiyle elde edilen altdizi olsun. N nA = fn1 < n2 < :::g olmak üzere

herbir i = 1; 2; ::: için zni = xc(i) olsun. Herbir i = 1; 2; ::: için zmi
= xa(i) ve

zni = xc(i) olmak üzere z = (zn) ; x in bir yeniden düzenlenmi̧s dizisidir. B

herhangi bir küme olmak üzere,

fk : jzk � �j � "0g = N n A =2 I

fk : jzk � �j � "0g = A [B =2 I

d¬r. Sonuç olarak, x in z yeniden düzenlenmi̧s dizisi I�yak¬nsak de¼gildir. �

Not. Yukar¬daki iki teorem sadece maksimal olmayan idealler için geçerlidir.

Yak¬nsak olmayan s¬n¬rl¬bir dizi ele ald¬¼g¬m¬zda, bu dizinin tüm altdizileri de

s¬n¬rl¬d¬r. I idealini maksimal seçersek, maksimal ideal özelli¼ginden bu dizinin
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bütün altdizileri I�yak¬nsakt¬r, fakat dizinin kendisi yak¬nsak de¼gildir.

Teorem 7:1:4:Reel say¬lar¬n bir x = (xn)
1
n=1 dizisinin � 2 R say¬s¬na Id�yak¬nsak

olmas¬için gerek ve yeter koşul (x2n) ve (x2n�1) altdizilerinin � ye Id�yak¬nsak

olmas¬d¬r.

·Ispat. Önce gereklilik ispat¬n¬verelim. x = (xn)
1
n=1 dizisi � 2 R ye Id�yak¬nsak,

yani Id � limxn = � olsun. 8" > 0 için

A" = fn 2 N : jxn � �j � "g 2 Id:

B" = fn 2 N : jxn � �j � " ve n = 2k; k 2 Ng = f2b1; 2b2; :::g

C" = fn 2 N : jxn � �j � " ve n = 2k � 1; k 2 Ng = f2c1 � 1; 2c2 � 1; :::g

olsun. B" � A" ve C" � A" oldu¼gundan B" 2 Id (d (B") = 0) ve C" 2 Id
(d (C") = 0) dir.

(x2n) altdizisi için;

B p" = fn 2 N : jx2n � �j � "g = fb1; b2; b3:::g

elde edilir. d (B p") =
1

2
d (B") ve d (B") = 0 oldu¼gundan d (B p") = 0 d¬r. 8" > 0

için B p" 2 Id oldu¼gundan Id � limx2n = � dir. Benzer şekilde (x2n�1) altdizisi

için;

C p" = fn 2 N : jx2n�1 � �j � "g = fc1; c2; c3:::g

elde edilir. d (C p") =
1

2
d (C") ve d (C") = 0 oldu¼gundan d (C p") = 0 d¬r. 8" > 0 için

C p" 2 Id oldu¼gundan Id � limx2n�1 = � dir.

Şimdi de yeterlili¼gi gösterelim. Id � limx2n = � ve Id � limx2n�1 = � olsun.

8" > 0 için

B p" = fn 2 N : jx2n � �j � "g = fb1; b2; b3:::g 2 Id

ve

C p" = fn 2 N : jx2n�1 � �j � "g = fc1; c2; c3:::g 2 Id

dir.

B" = fn 2 N : jxn � �j � " ve n = 2k; k 2 Ng = f2b1; 2b2; :::g

C" = fn 2 N : jxn � �j � " ve n = 2k � 1; k 2 Ng = f2c1 � 1; 2c2 � 1; :::g
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olmak üzere d (B") = 2d (B p") ve d (C") = 2d (C
p
") dir. d (B

p
") = 0 ve d (C

p
") = 0

oldu¼gundan d (B") = 0 ve d (C") = 0 d¬r. Bu B" 2 Id ve C" 2 Id anlam¬na gelir.

8" > 0 için;

A" = fn 2 N : jxn � �j � "g = B" [ C" 2 Id

elde edilir. Buradan Id � limxn = � dir. �

Benzer bir ispat tekni¼gi ile a 2 N için;

Id � limxn = � () 8b = 0; 1; 2; :::; a� 1 için Id � limxan�b = �

oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Yukar¬daki teorem Iu�yak¬nsakl¬k için de verilebilir. Fakat tüm uygun ideallere

bu teorem genellenemez. Şimdi maksimal uygun idealler için yukar¬daki teoremin

geçerli olmad¬¼g¬n¬gösteren bir örnek verelim.

Örnek 7:1:5: I maksimal uygun ideal olsun. Tek indislerde 1;çift indislerde 0

de¼gerini alan x = (1; 0; 1; 0; :::) dizisi s¬n¬rl¬ve I maksimal bir ideal oldu¼gundan,

Teorem 5.3.3 e göre bu dizi I�yak¬nsakt¬r. Üstelik I uygun bir ideal oldu¼gundan,

Önerme 5.3.4 e göre dizi 0 veya 1 e I�yak¬nsakt¬r. Fakat bu dizinin (x2n) altdizisi

0 a I�yak¬nsak, (x2n�1) altdizisi ise 1 e I�yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla yukar¬daki

teorem maksimal uygun idealler için geçerli de¼gildir.

7:2: I'�Limit Noktas¬ve I'�Y¬¼g¬lma Noktas¬

Şimdi Kostyrko vd. (2000) tan¬mlad¬¼g¬I�limit noktas¬ve I�y¬¼g¬lma noktas¬

tan¬mlar¬n¬I' ideali için verelim.

Tan¬m 7:2:1: x = (xn)
1
n=1 bir reel say¬dizisi ve � 2 R olsun.

(a) d' (M) 6= 0 ve lim
k!1

xmk
= � olacak şekilde bir M = fm1 < m2 < :::g � N

kümesi mevcut ise � 2 R say¬s¬na x dizisinin I'�limit noktas¬denir.

(b) Her " > 0 için d' (fn 2 N : jxn � �j < "g) 6= 0 ise � 2 R say¬s¬na x dizisinin

I'�y¬¼g¬lma noktas¬denir.

Burada d' (M) 6= 0 olmas¬d' (M) = 1 veya M kümesinin '�yo¼gunlu¼ga sahip

olmamas¬anlam¬na gelir.
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Bir x = (xn)
1
n=1 dizisinin tüm I'�limit noktalar¬n¬n kümesi �x (I') ve tüm

I'�y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi �x (I') ile belirtilir. Bu iki küme aras¬nda

�x (I') � �x (I') (7.1)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r (Kostyrko vd.,2000). Ayr¬ca I1 � I2 ise �x (I2) � �x (I1) ve

�x (I2) � �x (I1) oldu¼gu kolayca gösterilebilir:

� 2 �x (I2) olsun. Bu durumda,M =2 I2 olacak şekilde birM = fm1 < m2 < :::g �

N kümesi vard¬r öyleki lim
k!1

xmk
= � dir. I1 � I2 oldu¼gundan M =2 I1 dir. Sonuç

olarak M =2 I1 ve lim
k!1

xmk
= � olacak şekilde bir M = fm1 < m2 < :::g � N

mevcut oldu¼gundan � 2 �x (I1) dir.

Benzer şekilde, � 2 �x (I2) olsun. Bu durumda, her " > 0 için fn : jxn � �j < "g =2

I2 dir. I1 � I2 oldu¼gundan, her " > 0 için fn 2 N : jxn � �j < "g =2 I1 dir.

Böylece � 2 �x (I1) dir.

Lx; x dizisinin tüm limit noktalar¬n¬n kümesi olmak üzere aşa¼g¬daki sonuçlar¬

yazabiliriz.

�x (Id) � �x (I') � Lx (7.2)

ve

�x (Id) � �x (I') � Lx (7.3)

ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r.

7:3: I'�Yak¬nsak ve '�Yak¬nsak Dizi Uzaylar¬

Tüm reel say¬dizilerinin uzay¬! ile belirtilsin. Aşa¼g¬da s¬ras¬yla I'�yak¬nsak

diziler uzay¬, '�yak¬nsak diziler uzay¬ve kuvvetli '�yak¬nsak diziler uzay¬veril-

mektedir:

cI' : = fx 2 ! : I' � limx = �; � 2 Rg

c' : = fx 2 ! : '� limx = �; � 2 Rg

c's : = fx 2 ! : '� lim jx� �j = 0; � 2 Rg

Teorem 5:4:1�den c's � cI' ; cI' \ `1 � c's \ `1 ve c's � c' kapsama ba¼g¬nt¬lar¬

verilebilir. Bu ba¼g¬nt¬lardan

cI' \ `1 = c's \ `1 (7.4)
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ve

cI' \ `1 � c' \ `1 (7.5)

elde edilir.

Tan¬m 7:3:1: Bir x = (xn)
1
n=1 dizisi için fn 2 N : jxnj > Kg 2 I olacak şekilde

bir K > 0 say¬s¬mevcut ise x dizisi I�s¬n¬rl¬d¬r denir (Kostyrko vd.,2005).

I�s¬n¬rl¬dizilerin uzay¬`I1 ile gösterilsin. `1 � `I1 oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Bir x = (xn)
1
n=1 dizisi s¬n¬rl¬ise 8n 2 N için jxnj � K olacak şekilde bir K > 0

say¬s¬vard¬r. Buradan fn 2 N : jxnj > Kg = ; 2 I oldu¼gundan x 2 `I1 d¬r.
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