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OZET

Ug boliimden olusan tezde, lineer diferansiyel operatorler ve onlarm olusturdugu
lineer diferansiyel denklemler i¢in genel sekilde yazilmis sinir deger probleminin cebirsel
yapisi detayli sekilde incelenmistir. Bu amacla genel sekilde yazilmis lineer diferansiyel ifade
ve operatorler i¢in Lagrange anlaminda adjoint diferansiyel ifade ve adjoint sinir kosullar1 da
incelenmistir. Bunun yani sira lineer diferansiyel operatorlerin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari
da kapsamli sekilde ele alinmis ve onlarin bazi1 6zellikleri arastirilmistir. Ayrica tezde, lineer
diferansiyel ifade ve operatorler icin Green fonksiyonu kullanilarak, adi lineer diferansiyel
operatorler i¢in ters operatdriin kurulmasina da yer verilmistir.

Bu tiir aragtirmalar, lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in yazilmis sinir
deger problemlerinin ¢O6zliimiinii Fourier yontemi ile aldigimizda ve ¢6ziimiin
dogrulanmasinda 6nem kazanmaktadir. Bilindigi gibi, spektral problemin 6zdegerleri kath
oldugu durumda bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar tam ve ortonormal sistem
olusturmazlar ve bdyle durumlar i¢in Fourier yonteminin uygulanmasinda bazi zorluklarla
karsilagilir.

Bu nedenle, tezin ti¢lincii boliimiinde sabit katsayili lineer diferansiyel denklemler i¢in
yazilmig sinir deger probleminin ¢oziimii rezidii yontemiyle incelenmis ve ele alimustir.
Incelenmis olan rezidii yontemi self adjoint olmayan ve katl dzdegerlere sahip sinir deger
problemleri i¢in de gecerli olmaktadir.

Son boliimde, 6zel olarak ikinci mertebeden sabit katsayili homojen olmayan denklem
icin yazilmig simir deger problemi hem sabitin varyasyonu hem de rezidii yontemleri ile

¢Ozilmiistiir.
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ABSTRACT

In this thesis the algebraic structure of the boundary value problem for linear
differential equations in general form is comprehensively investigated. The properties of
linear differential operators generated by the problem have also been studied. For this aim, at
first the adjoint differential expression in Lagrange’s sense is written and the adjoint
boundary conditions are examined. Moreover, the eigenvalues and eigenfunctions of the
linear differential operators and of some properties have been studied. Later, the Green’s
function of the boundary value problem for a linear differential equations has been obtained.

By using the Green’s function, the concept of the inverse operator has been given, too.

The results of the above investigated subjects are used for both solving the boundary value
problem of linear differential equations when Fourier’s method is applied and verifying the
obtained solution.

It is known that if the eigenvalues are the higher order poles of the solution,
corresponding eigenfunctions are not orthonormal and the problem of expansion of any
function over these eigenfunctions is open. In this case, the application of Fourier’s method
is impossible instead, the residue method for the boundary value problem of a linear
differential equation with constant coefficients has been investigated. The residue method can
be applied when the differential operator generated by the corresponding problem is not self-
adjoint.

Finally, using the residue method, some boundary value problems of the second order

linear differential equations with constant coefficients have been solved.
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1. GIRIS

Tezin ileriki kisimlarinda gereken bazi temel kavramlara ve kullanacagimiz

formiillere kisaca deginelim.

1. Tiirev kavrami ve varlik kosulu
z=x+1y ile kompleks degiskeni gosterelim ve w= f (z) fonksiyonunu géz 6niine
alalim. Burada x=Rez, y=Imz dir.

Eger, Aw _ f(z+A2)- f(2)
Az Az

, AZ=AX+IiAy (Axve Ay sirasiyla z artiminin reel

— , . Aw L .
ve imajiner kisimlaridir) olmak iizere im}) Az limiti mevcutsa W= f (z) fonksiyonu tanim
Z—> Z

bolgesinin herhangi bir zZ noktasinda tiireve sahiptir denir ve
lim f(z+Az)- f(2)

f'(z2)= limA—W =1i
AZ0 AZ  Az>0 AZ

(1.1)

ile gosterilir.

u(x, y) ve V(x,Y) sirasiyla f(z) fonksiyonunun reel ve imajiner kisimlari, yani

f(2)= f(xX+iy)=u(x, y)+iv(X,y)

olsun. Bu taktirde (1.1) formiilii

f r(z) = lim U(X+ AX: y) B U(Xa y) +i lim V(X+ AX’ y) _V(X> y)
Ax—0 AX Ax—0 AX

_Qu(xy) |, Ov(XY)
OX OX

(1.2)

Genelde limit kavramina dayanarak Az = AX+iAy nin herhangi bir dogrultuda

stfira yaklagtigint varsaymistik. (1.2) ifadesini elde ederken, Az yi sifira ox-ekseni

boyunca yaklastirdik. Ayni1 yolla Az yi bu kez oy-ekseni boyunca sifira yaklastirirsak

iz LUOLY) | BV(%y) V() | 2u(x.y)
oy oy oy Y

(1.3)

olur. (1.2) ile (1.3) i karsilagtirdigimizda



AU(X,y) _ V(X.Y)

OX oy
QuU(X,Y) _ V(X% Y) (1.4)
oy oX

denklemlerinin saglanmas1 gerektigini goriiriiz. (1.4) kosuluna Cauchy-Riemann

denklemleri denir ve bu kosul w= f(z) fonksiyonunun tiirevinin olmasi i¢in gerek

kosuldur.

2. Bolgede analitiklik kavrami

w= f(z) fonksiyonu bir baglantili D bélgesinin her bir noktasinda tiirevlenebilir

(monogen) ise, bu fonksiyona D bdlgesinde analitik fonksiyon veya holomorf fonksiyon
denir.

Eger tek degerli fonksiyon D bolgesinin her bir noktasinda sonlu tiireve sahip ise,
bu fonksiyona D {izerinde analitik fonksiyon denir.

Sonlu kompleks diizlemin her noktasinda analitik olan bir fonksiyona tam (entire)
fonksiyon denir.

Yukarida belirtilenlerden, analitikligin bdlgesel bir kavram oldugu fakat bu
bolgenin her bir noktasinda da fonksiyonun analitik olmasi kastedilmektedir. Dolayisiyla,
fonksiyonun bir noktadaki analitikliginden, fonksiyonun bu noktanin civarinda analitik
oldugu anlagilmalidir. Ornegin, W= zRez tiim diizlemde siireklidir. z=0 da tiireve
sahiptir ve tirevi sifirdir. Clinkii, Az keyfi dogrultu boyunca sifira yaklastiginda,

Aw . . .
el Re z sifira yaklasir.Bu fonksiyon z=0 da monogen (tiirevlenebilen) fonksiyondur
z

ama bu noktada analitik degildir. Gergekten de,

f(z+Az)-f(2) (z+AZ)Re(z+Az)-zRez . AX
Az Az AX+1Ay

+ X+ AX, (z#0)

ifadesi Az sifira yaklastiginda herhangi bir limite yaklasmaz. Yukarda inceledigimiz
fonksiyon tiim diizlemde stirekli ve hi¢ bir yerde (z# 0 hari¢) tiirevi olmayan bir
fonksiyon olmaktadir.

Ikinci bir 6rnek, w= Re z fonksiyonu her yerde siirekli, fakat hig bir yerde tiirevi

olmayan bir fonksiyondur.



Buradan sunu sdyleyebiliriz ki, kompleks degiskenli fonksiyonlarda tiirevin varlig
reel degiskenli fonksiyonlarla karsilastirildiginda ¢ok kuvvetli kosul olmaktadir.

Daha sonra, kompleks degiskenli fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi varsa, her
mertebeden tiirevi oldugunu gosterecegiz. Reel fonksiyonlarda ise bu gegerli degildir.

Ornegin,

f0 = VI=x]L 0<xs
++/X—1 3, I<x<2

fonksiyonu (0,2) araliginda siirekli diferansiyellenebilirdir, fakat X =1 noktasinda ikinci

mertebeden tiirev mevcut degildir.

3. Green Formiilii
Eger P(x,y) ve Q(X y) smirt I olan kapali D bélgesinde siirekli ve siirekli

P(xy) QXY
oy OX

kismi tiirevlerine sahip fonksiyonlar ise

'[ P(x, y)dx+ Q(X, y)dy = ”-(aQ(a):( Y _ 8Péyx, y)jdxdy (1.5)

gercgeklenir. (1.5) formiiliine Green formiilii denir.

4. Cauchy Integral Teoremi

Eger f(z) fonksiyonu bir baglantili D bolgesinde analitik ise, yani D nin her
——i—u tiirevine sahipse ve L, D bolgesinde yerlesen

x oy oy

parga parca piiriizsiiz egri ise

noktasinda f'(z)= au +1i
OX

[f(@dz=0

dir.

5. Cauchy integrali (formiilii)

D parca parga piiriizsiiz I' egrisi ile sinirlanan bir baglantili bolge olsun ve f(2)

kapali D bolgesinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger zz I' nin iginde keyfi bir nokta ise,

bu durumda



_ 1 f©
f(z)= mlf—zdé (1.6)

dir. Bu formiil sunu ifade etmektedir: Bir analitik fonksiyonun analitik oldugu bdlgenin

icerisinde her bir noktadaki degeri, sinirdaki degerleri yardimi ile hesaplanabilir.

6. Cauchy tiirlii integral
L herhangi bir parca parga piiriizsiiz kapali veya agik bir egri, ¢(z) ise L lizerinde

stirekli fonksiyon olsun.

(0(5)
- j (1.7)

fonksiyonu L iizerinde bulunmayan tiim z ler i¢in sonlu tek degerli fonksiyon olmaktadir.

(1.7) formiiliine Cauchy tiirlii integral denir. Eger L egrisi kapali, ¢(z) L nin i¢inde ve

izerinde analitik fonksiyonsa, (1.7) integrali

j- ¢(§) (p(Z) Z L nin i¢inde ise,
27 0, Z L nin dusind ise

seklini alir.
Teorem 1. Eger L keyfi par¢a parca piiriizsiiz kapal1 veya agik bir egri, ¢(Z) L nin
tizerinde tanimli stirekli fonksiyon ise, (1.7) formiilii ile tanimlanan F(z) fonksiyonu bir

baglantili D boélgesinin tiim noktalarinda analitik fonksiyondur ve L nin disindaki tiim z ler

icin keyfi mertebeden

Emz = L [_2E) —123,.. 1.8
(2) = j@ Serds (=123, (1.8)

tiirevlerine sahiptir [2].
Teorem 1 gosteriyor ki, bir D bolgesinde analitik olan bir fonksiyon bu bdlgede her

mertebeden tilirevlere sahiptir ve tlirevler de analitiktir.

7. Taylor agilimi

Teorem 2. w= f(z) fonksiyonu 2z, merkezli ve r yarigapl |Z—ZO|< r acgik

diskinde analitik olsun. Bu disk i¢indeki her z noktast igin



0 f(n)
f(z>=z+°)<z—zo>" (1.9)

n=0

acilimi vardir. Bu seri D(Zz,,r) diski tizerinde mutlak yakinsar ve bu diskin kompakt alt

kiimeleri iizerinde yakinsama diizgiindiir [2].

(1.9) ile belirtilen kuvvet serisine f fonksiyonunun z=2z, m komsulugundaki

Taylor acilimi denir. Bu teorem bize gdsteriyor ki, bir analitik fonksiyon analitik oldugu

noktanin bir komsulugunda bir kuvvet serisi ile gosterilebilir.

&. Laurent Serisi

Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir D(z,,r) - {ZO} delinmis komsulugunda
analitik fakat z, da analitik degilse f, z, da bir ayrik aykir1 (singiiler) noktaya sahiptir

denir.

Teorem 3. Eger w= f(z) fonksiyonunun bir z, noktasinda ayrik aykirilig1 varsa,

bu noktanin delinmis bir A= { Z‘ S < |Z - ZO| <S, } komsulugunda f nin

f(2)=)a,(z-z)" (1.10)
ac¢ilimi vardir. Burada,

}/2{2‘ z-z)|=r, sl<r<sz}

olmak iizere serinin katsayilari,

= T w0122,
2715 (W=2))

dir. Burada (1.10) daki kuvvet serisi f ye, A {izerinde mutlak ve bunun kompakt alt
kiimeleri tizerinde diizgiin yakinsar [2].

Teorem 3 deki (1.10) serisine f fonksiyonunun Laurent serisi ve a, katsayilarina da

Laurent katsayilar1 denir.



9. Ayrik aykiriliklarin siniflandirilmasi

Cogu kez f fonksiyonunun Laurent agilimi

f(2)= Za(z z,)" +Z(z oy

seklinde yazilir. Burada (z—Zz,) 1n negatif kuvvetlerinden olusan Z(
n=1 Z— 0

N — serisine f

fonksiyonunun z, noktasindaki esas kismi denir.

Eger fonksiyonun z, noktasindaki Laurent serisinin biitiin a_, katsayilar sifir ise,
z, noktasina f nin kaldirilabilir ayrik aykir1 noktas1 denir.

Eger bir m>1 tam sayisi igin a , #0 fakat a ., =a ., =..=0 ise, 2z
noktasina f fonksiyonunun m. mertebeden kutup yeri (veya z, noktasinda f nin m.
mertebeden kutbu vardir) denir. Bu durumda f fonksiyonunun 0< |z— ZO| <r

bolgesindeki Laurent agilimi

= a a a
f(2y=>) a(z-z)"+—+—— 4. +—F" 1.11
O )y gy MY

seklinde olacaktir. Dikkat edilirse f nin z, noktasindaki esas kismi sonlu sayida terim
bulundurur. Ozel olarak m=1 ise, z, noktasina f nin basit kutup yeri denir.

Eger f fonksiyonunun z, noktasindaki esas kismi sonsuz ¢oklukta sifirdan farkli
terim bulunduruyorsa, z, noktasina f nin esasl aykir1 noktasi denir.

Laurent agilimindaki a ; katsayisina f nin z, daki rezidiisii denir ve
a, =Res(f,z))
seklinde gosterilir.

10. Kutup noktalarindaki rezidiilerin hesaplanmasi

f fonksiyonunun 2z, noktasinda m. mertebeden kutbu olsun. Bu durumda
0<|Z—ZO| <r bolgesinde f fonksiyonu (1.11) seklinde Laurent serisine agilabilir ve

a,#0dmr z# 2z icin



(2-2)" (D=3 a,(2-2)""+a,(z-2)" +a,(2-2)"" +.+a,
n=0

olur.

92)=(z-2)" (2, z=#z
diyelim. g fonksiyonunun z= 2z, noktasinda kaldirilabilir aykiriligi vardir. Eger z,
noktasinda g(z,)=a_, olarak tanimlanirsa, g fonksiyonu Zz, da analitik olur. Bu
durumda z, noktasindaki Taylor serisinin a_; katsayisi

(m-1)
a, :g—(ZO) (1.12)

(m-1)!

seklindedir. Bu formiilii su sekilde de ifade edebiliriz. g fonksiyonu z= 2z, da analitik

oldugundan, bu noktada her mertebeden tlireve sahiptir. Buna gore

m-1

m . _od™ m
0" (z) = lim 5 0(2)= lim o [(z-2)" f(2)

yazilabilir. Dolayisiyla

m-1

dzm—l

a, =Res(f,z)= ! lim{ (z—zo)mf(z)} (1.13)
(m-1)!z>%

elde edilir. Ozel olarak m=1 ise, yani f fonksiyonun z= z, da basit kutbu varsa,
a, =lim(z-2z))f(2) (1.14)
77,

olarak hesaplanir.

11. Iki analitik fonksiyonun boliimii

g ve h fonksiyonlart z, noktasinda analitik olmak {izere

olsun. f fonksiyonunun Zz, noktasinda bir basit kutbu var ve g(z,)#0 oldugunu

varsayalim. Bu durumda



9(z,) (115)

Res(f,zo):h(z)

dir.

12. Rezidii teoremi

Simdi ele alacagimiz rezidii teoremi kompleks fonksiyonlarin kapali cevreler
tizerindeki integrallerinin hesaplanmasinda biiyiik kolayliklar saglayacaktir. Ayrica, birgok
belirli reel integrallerin hesaplanmasinda bu teoreme bagvurulur.

Teorem 4. f fonksiyonu basit kapali ¥ (pozitif yonlendirilmis) ¢evresi iizerinde ve
y ile smirh bolge icinde bulunan sonlu sayida z,z,,...,z, aykirn (singiiler) noktalari

disinda analitik olsun. Bu durumda
[ f(2dz=27i) Res(f,z,)
y k=1

dir [2].



2. LINEER DIFERANSIYEL OPERATORLER

2.1 Lineer Diferansiyel ifade ve Operator

C™[a,b] ile herhangi bir [a,b] araliginda, n. mertebe de dahil olmak iizere tiim

stirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar uzayini gosterelim. a ve b noktalarindaki

siireklilik sirastyla sagdan ve soldan siireklilik anlamindadir. [a,b] de tamml, sadece

siirekli fonksiyonlar uzaym C”[a,b] veya kisaca Cla,b] ile gosterecegiz.

Asagidaki sekilde yazilmis ifadeyi

E(x,%jyz oy = po(3)y™ + pr ()Y +t gy Pa(0Y = kiopk(X)y(”‘k) 2.1)
gdz Oniine alalim. (2.1) ifadesindeki  p,(X) fonksiyonlarmin reel degiskene bagh
kompleks  fonksiyonlar  oldugunu varsayacagiz, yani her bir fonksiyon
P(X)= 0. (X) +ign.(x), i —=J-1 seklinde olmaktadir. Ayrica varsayahm ki, p;(X)
fonksiyonlart n-i , (i=0,1,2,...,n) mertebeden stirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlardir.
p.(x)eClab], (k=0,n) ve y(x)e C™[a,b] oldugu taktirde (2.1) operatorii [a,b] de

tanimly, stirekli bir fonksiyona karsilik gelir. Diger deyimle, f (X) € C[a, b] olmak {izere

d
ﬁ(x, &jy = f(x) (2.2)

dir.
Eger biz (2.2) ifadesindeki f(X) fonksiyonunu bilinen bir fonksiyon olarak kabul

edersek, (2) denklemine n. mertebeden lineer diferansiyel denklem olarak bakabiliriz. Bu
durumda, (2) denkleminin genel ¢éziimiinii aragtiralim. Bunun i¢in 6nce (2.2) ye karsilik

gelen

d
ﬁ(x,&jy: 0, p,(x)=0



homojen denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemi (2.1) ifadesini dikkate alarak acik

sekilde asagidaki sekilde yazabiliriz

Pa (%)

() +M
Py (x)

(n-1)
yr L+
P (X)

y y=0. (2.2%)

Bu denklemin katsayilar siirekli fonksiyon olmaktadir ve Cauchy-Picard teoremine gore
denklemin temel fonksiyonlar sisteminin varligin1 ispatlamak miimkiindiir. Temel
¢oziimler sistemi farkli yollarla elde edilebilir. Ornegin, (2.2°) denklemi igin asagidaki

baslangi¢ kosullari

i— L, i=] .
y! D(«ﬂ)z{ . Tl =1 2.3)
, 1 #]

verilerek s6z konusu ¢ozlimleri elde etmek miimkiindiir. (2.3) ifadesinde n tane baslangic
kosulu vardir. Gergekten de i’yi sabit tutup, j’yi ise 1’den n’e kadar degistirerek s6z
konusu kosullarin birini elde edebiliriz. (2.2°) denkleminin bu kosullar ¢erg¢evesindeki
¢Oziimleri tim [a, b] araliginda taniml ve tektirler. S6z konusu ¢6ziimleri y,,Y,,..., ¥, ile
gosterelim. Bu ¢6ziimlere fundamental (temel) ¢oziimler sistemi denir. Adi diferansiyel
denklemler teorisinden bilindigi gibi fundemantal ¢éztimler yardimiyla (2.2”) denkleminin

genel ¢coziimii

y()=3" c.yi(x) (2.4)

olarak yazilir. Buna ek olarak (2.2) denkleminin genel ¢oziimii ise
y(X)=2 coyi(x)+y'(x) (2.5)
k=1

seklindedir. Fundamental ¢oziimler sistemi bilindigi taktirde (2.5) ifadesinde yer alan
y'(X)’ i sabitin varyasyonu yontemi ile elde etmek miimkiindiir.

Bizi (2.2) veya (2.2°) denklemlerinin belli bir sinir kosullarin1 saglayan ¢oziimleri

(n-1) n-1)

ilgilendirmektedir. Y,,¥.,....Ys = V€ Y, Ypse-os y,() ler y,y',..,y"" fonksiyonlarinimn
[a, b] araliginin ug¢ noktalarindaki degerleri olsun ve U (y) ile asagidaki lineer formu

gosterelim
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U= {a.y* @)+ A.y"0) | .6
Eger

U, (y)=0, (v=Lm) (2.7)

gibi ifadeler verilirse, bunlara sinir kosullar1 denir. Burada «,, ve S genelde kompleks

sabitlerdir. Gorildiigl gibi, (2.7) sinir kosullar1 bilinmeyen fonksiyonun ve m. mertebeye
kadar tiirevlerinin araligin u¢ noktalarindaki degerlerini birbirine baglamaktadir. Eger

herhangi bir y(X) fonksiyonu (2.7) sinir kosullarinin herbirini korursa, C.y(X) de bu
kosullarin herbirini korur. Ayrica, eger Y,(X) ve Y,(X) bu kosullarin herbirini korursa
CY,(X)+CY,(X) de korur. Nihayetinde 6zdes olarak sifira esit olan fonksiyon da bu
kosullarin her birini korumaktadir. Boylelikle, (2.7) kosulunu koruyan fonksiyonlar kiimesi

C™[a,b] nin alt uzaymi olusturur. D ile (2.7) kosulunu koruyan tim yeC™|[a,b]

fonksiyonlar kiimesini gosterelim. Aciktir ki, D < c™ [a, b] dir ve (2.7) kosulu olmazsa
D =C™[a,b] dir.

((y) diferansiyel ifadesinin ve D manifoldunun verildigini varsayalim. y € D olan
keyfi fonksiyona f =/(y) yi karsilik getirelim. Bu D de tanimli lineer operator olusturur.

S6z konusu operatorii L ile gosterelim. Boylelikle, (2.2) lineer diferansiyel denklemi (2.7)

kosulu ile birlikte L operatoriinii olusturur, yani

E(x,dijy = f(x), (2.8)
X (2.9)

Uy=0, v=1m

dir. D boélgesine L lineer diferansiyel operatoriiniin tanim bolgesi denir. (2.6) ifadelerinin
lineer bagimsiz olmast dogaldir. Ciinkii, sinir kosullarinin herhangi biri digerlerinin lineer

kombinasyonu seklinde ifade edilebilirdir.

rank| ....ooceeeee e =m (2.10)
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olmaktadir. Agiktir ki, m< 2n dir ve ayn1 bir diferansiyel ifade, m sayida sinir kosullari ile
birlikte ele alindiginda onlar farkli lineer diferansiyel operatorler dogurabilir. Bu
operatdrler birbirinden tanim bélgesi ile farklilasir. Ozel durumda, eger sinir kosullari

dikkate alinmazsa en genis tanim bolgesi olan operatdr alinir. Bu durumda tanim bolgesi
C“‘)[a, b] olur. Bu anlamda en dar tanim bdlgesi olan operator m=2n oldugunda ele

almir. Bu taktirde, sinir kosullarinin katsayisindan olusturulan matris 2n boyutlu kare
matris olur ve (2.10) kosulu o matrisin determinantinin sifirdan farkli olmasina doniisiir. O

halde, (2.6) sinir kosullarina,

y(@), y'(@)..y" (@) y(b), y(o)...y"(b)

bliyiikliiklerine gére homojen lineer cebirsel denklemler sistemi gibi bakarsak, sistemin
determinanti sifirdan farkli oldugundan onun yalniz trivial ¢6ziimii olmaktadir. Bu ise su

anlama gelir: (2.6) ifadesi m=2n oldugunda yalniz ve yalniz

Ya=Ya Sz Y =y =y, ==y =0 (2.11)

oldugu durumda gecerlidir.

2.2 Adjoint Diferansiyel Ifade

Y(X), z(X) € C[a, b] keyfi iki skaler fonksiyon olmak {izere asagidaki gibi i¢ ¢arpim

tanimlayalim

b

(y.2)= [y(x)z(x)dx. 2.12)

a

Burada z, z nin eslenigini gostermektedir; yani  z(X)=Zz(X)+iz,(X) ise
E(X)z z(X)—iz,(X) dir. (2.12) esitliginde tanimlanan i¢ c¢arpimi asagidaki ozellikleri

saglar:

L. (y,2)=(zY),
2. (A,2) = Ay, 2),
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3. (Y,42) = A(Y,2),
4. (y,az(x)+Bq(x)=a(y,2)+ (y.9).

Reel degerli fonksiyonlar i¢in skaler carpim genelde asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 1. D bdlgesinde tanimli u(x), v(x) € D = R" keyfi fonksiyonlarmin skaler ¢arpimi

(u,v):'[ u(x)v(x)dx (2.12%)

dir. Burada X = (X, X9,..., X ), OX=dx dx,...dx, olarak tammlanmaktadir.

Ornek 1. D = {0<x<1, 0<y<1}veu(xy)=x +y’, V(xy)=2 olsun. Bu taktirde

(u,v):j j (x2 + y2)2dxdy = Zj dxj (x2 + yz)dy

olarak hesaplanilir.
Tamm 2. D herhangi bir manifold olsun. Bu taktirde u € D elemaninin || u || ile gosterilen

normu ||u||:1/(u,u = /J u’(x)dx olarak tanimlanr.
D

Ornek2. D= {(X, y)| 0<x<y, 0<y<l } ve u(x, y): sinzxsinzy olsun. Buradan

11 1 1 1 1 1
_ ) .2 _ . 2 . 2 _ 2 r_1
||u||—\/£ ! sin” zXsin ﬂydxdy—\/!). sin ﬂXdX!; sin” zydy = 525

bulunur.
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Fonksiyonun kendi kendine i¢ ¢carpimi

b
)=yl =] [yoof dx

olarak tanimlanmaktadir.

Tanim 3. Eger (y, Z) =0, ise y ve z fonksiyonlari birbirine ortagonaldir(diktir) denir.

I¢ ¢arpim kavramim kullanarak lineer diferansiyel ifade igin Lagrange anlaminda

adjoint diferansiyel ifadeyi agiklayalim.

Varsayalim ki, y(x), z(x)e c [a,b] olsun. (¢y,z) ifadesini goz oniine alalim.

Burada (y= z p.(X)y" ™ (x) ve p(X) fonksiyonlar1 n-k mertebeden siirekli
=0

diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. Kismi integrasyon formiiliinii kullanarak (Ey, Z) ic

carpimini, integral altinda Yy fonksiyonunu tiirev isaretinden kurtaracak sekilde

donistiirelim. Bu durumda katsayilar ve z(X) fonksiyonu tiirev isareti altina girer, yani

n

(y,2)=] 3 PO Y™ 02000

k=0

ZZHZ P9 Y™ () Z(x) . (2.13)

k=0

D C—, T

(2.13) e kismi integrasyon formulunu uygularsak

J 20y ™ 2000 =y [, (] - ¥+ [y )] o

elde ederiz. Simdi asagidaki notasyonlar1 g6z 6niine alalim
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n ve &’nin 2n boyutlu vektdr uzayinin elemanlar1 oldugu aciktir. (2.14) ifadesinin sag
tarafindaki integral disinda kalan terimlerin her biri 7 nin belli bir koordinati ile & nin

belli koordinatlarinin bilinen bir sayiyla carpimindan olusmaktadir. Bu tiir ifadelere

bilineer fomlar denir. (2.14) ifadesini K> ya gore 0’dan n’e kadar toplarsak

b
(ty,2)= B(n,&)+ [ y(x)¢" (z)ax (2.15)
elde ederiz. Burada,

2= 31 [l = (1) [y (0]
—1) [m z(x)] D4 p,(x)z(x) (2.16)

(2.16) nin sag tarafindaki ¢carpimlarinin tiirevlerini

y.2)= {an zZ- (an_zz)' +o.+(=1)"(a 2" }+
Y {ah + A+ (5 Z)(nfz)}+ ot y(”‘z){alz_ (a, Z)’ }+ y(n—l)ao 2

Leibnitz kurali ile hesaplayip alinan sonucu gruplastirp ¢°z ifadesini de ¢ lineer

diferansiyel ifadesi gibi yazabiliriz. Bu yolla elde edilen ¢* lineer diferansiyel ifadesine, /

lineer difarensiyel ifadesine Lagrange anlaminda adjoint lineer diferansiyel ifade denir.

Agiktir ki, (/)" = ¢ dir ve bu islemin asagidaki 6zellikleri vardir:
(Ae)y=ar,
(0, +0,) =0,+0,.

Tamm 4. Eger (" =/ ise (" a kendi kendine (self) adjoint operatér denir.

Teorem 5. Sonlu sayida self adjoint diferansiyel ifadelerin toplami da self adjointdir .
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Teorem 6. Self adjoint operatdriin bir keyfi sabit ile ¢arpimi da self adjoint operatdr

vermektedir.
Simdi self adjoint olan diferansiyel ifadelerin genel yazilim formunu bulalim.

Teorem 7. Keyfi self adjoint olan diferansiyel ifade asagidaki gibi

)= )= iyt ) + oS

diferansiyel ifadelerin toplami seklinde olmaktadir.

b b
Ispat. '[E . (y) zdx ve If v (Y)ZdX integrallerini goz Oniine alalim. Burada

a

y,zeC™ [a, b] dir. Her iki integrale kismi integrasyon formiiliinii uygularsak

b

J Py (%) 2(x)ax = p, (X2 ™+ - T Y. (x)2(x)] ax =

a a a

b B

:{pk(x)i(”y(“‘“’(x)lb— yo+[R (2] - | y("‘k-”[mx)z(x)]"dx} )

a a 3

= p(X)z(x)y" |b - y(“‘k‘z)[pk(x)i(x)”b +ot

a a

o D]y (12

elde ederiz. Son esitligi K’ya gore 1’den n’e kadar toplarsak asagidaki
b b
[ 5, (y)Zdx=P(a,b)+ [ yL" (2)dx
a a

Lagrange formiiliinii elde ederiz. Burada L"(2)’a L(Z) lineer diferansiyel ifadesine

karsilik gelen Lagrange anlamda adjoint diferansiyel ifade denir, ve
S k
L' (2) = 2 (=D (R (0Z(9)" " y™ "ol
k=0
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olmaktadir. P(a,b) ise integrallemeden sonra elde edilen ifadelerin cebirsel toplamini

gostermektedir.

2.3 Adjoint Simir Kosullar:
Yukarda verilen notasyonlar ¢ercevesinde (2.15) asagidaki sekilde yazilabilir

(y.2)= B(1.€)+(y. 2). 2.17)

Bildigimiz gibi, ﬂ(n,f) n ve & vektorlerine gore bilineer formdur. Bilineer formu genel

sekilde asagidaki gibi yazmak miimkiindiir
B.5)= Y adns,- (2.18)

Burada a-ler katsayilar, 7, ve & ise degiskenlerdir.

Kare formlarin bilineer formlarin 6zel durumu oldugu agiktir. (2.18) ifadesinin
katsayilarindan olusan matrisin A determinanti sifirdan farkli oldugunda ona dejenere

olmayan bilineer form denir, bu durumda
A=det{fag|l_, =0 (2.19)

dir. Simdi, (2.17) ifadesindeki ﬂ(n,f) bilineer formunun dejenere olmadigini gosterelim.
(2.14) den gorildugi gibi, ,B(?],f) formunda 7 ve & nin tiim koordinatlar1 birlikte istirak

etmezler. Ona gore de [ (77,5) nin katsayilarindan olusturulan matris

A= (_ Ao(a) A(()b)] (2.20)

seklinde 6zel bir matristir. Burada,
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nxn boyutlu kare matristir. (2.20) ifadesindeki matrislerin her biri nxn boyutlu matris

oldugundan genelde A matrisi 2nx 2n boyutlu kare matris olur ve Laplace teoremine gore

det{|A]f =0 2.21)

dir. (2.21) den goriildiigi iizere, (2.17) ifadesindeki ,B(n,cf) bilineer formu gercekten de

dejenere olmayandir.

Yukarida soziinii ettigimiz sinir kosullarina geri donelim

Uy=3 loy* (@) + Ay ). (v =T 222

s=1

mM< 2n oldugunda (2.22) ifadelerinin katsayilarindan olusturulan matrise yeni satirlar ilave
ederek 2n boyutlu kare matrise tamamlayalim Oyle ki, ele aldigimiz matrisin determinanti

sifirdan farkli olsun. Bu taktirde

n

> ey (@)+ By (0)=U,y, v=12n (2.23)
o
dir ve
e Ay Py B
de m o Om P B (2.24)
Ot Cmiin Beri--Baein
Consetsn Ponseone

olur. (2.23) sistemine 7 vektoriiniin koordinatlrarina gore lineer cebirsel denklemler
sistemi gibi bakilabilir. Burada U, y sembollerini ise, simdilik bilinen sag taraf gibi kabul

edelim. Sistemin determinanti sifirdan farkli oldugundan bu sistemin tek ¢6ziimii Cramer
formiilii ile ele alinabilir. Cramer formiillerinde her defa paydaki determinantin sag

tarafinda olusan siitina gore ayrilisini yazarsak, nihayetinde 7 vektoriiniin her bir

bulunmus koordinatlart U,y,U,y,...,U, y biyikliiklerine gore lineer form olarak alinir.
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Simdi, bu ele aldiklarimiz1 yukaridaki (2.17) ifadesinde ,[)’(77,5) bilineer formunda yerine

yazip ele alinan ifadeyi agagidaki sekilde gruplastiralim

(Zy’ Z): ul y\/an + u2 y\/Zn—lz+ et umyv2n—m+lz+ um+1 y\/zn—mz+ et u2ny\TZ+ (yDK*Z) . (225)

Gostermek  miimkiindiir ki, V,z lerin her bir {( z(a), Z(a),.., Z(”_l)(a)}
{(Z(b), Z(b)...., Z(“"l)(b)} vektor koordinatlarma gére lineer homejen bir formdur. A(7,&)
dejenere olmadigindan bu 6zellik (2.25) ifadesinde de korunacaktir.

Simdi farzedelim ki, ye D(L) olsun. Bu U ) y=0, (v = I,_m) anlamina gelir, yani

(2.25) in sag tarafinda ilk m sayida denklemlerde z in nasil olacagindan bagimsiz olarak

sifira doniistir. Boylelikle, (2.25) asagidaki sekile indirgenir

(y,2)=U 1, Won mz+ ..+ U, Woz+ (.0 2). (2.26)

Sonraki amacglarimiz i¢in integralin disinda kalan tiim terimlerin sifira esit olmasi

gerekmektedir. Bundan dolayi, z(X) icin asagidaki simir kosullarinin korundugunu

varsayalim

V,z=0, k=12n-m. (2.27)
Bu durumda (2.26)

(Ly.2)=(y.L'2) (2.28)

sekli alir. (2.27) ye ve onlarla denk olan her tiirli lineer sinir kosullarina (2.6) smir
kosullarina adjoint sinir kosullar1 denir. ¢° lineer diferansiyel ifadesi ve (2.27) sinir
kosulunun olusturdugu lineer diferansiyel operatore ise, L operatdriine adjoint lineer
diferansiyel operatr denir ve L ile ifade edilir. (2.28) esitliginde bulunan L da bu

anlamdadir. L operatoriinin  D(L) tamim bolgesi (2.27) smir kosullarmi koruyan

fonksiyonlarin  C™” de olusmus alt uzayidir. Adjoint smir kosullarmin olusturulma
prosesinden goriildiigii gibi, onlar yalniz (2.6) nin degil, ayn1 zamanda lineer diferansiyel
ifadenin katsayilarina da bagimlidir. (2.28) e bazen Green formiilii de denir. Eger (2.27)
sinir kosullar ile (2.6) kosulu esitse onlara self adjoint sinir kosullar1 denir. Self adjoint

lineeer diferansiyel ifade ve self adjoint lineer sinir kosullarinin dogurdugu L operatdriine

19



self adjoint lineer diferansiyel operator denir ve L =L seklide gosterilir. Bu halde Green

formiilii asagidaki sekli alir
(Ly,z)=(y,Lz). (2.29)
2.4 Homojen Simir Problemi
Ly=0 (2.30)

bicimdeki probleme homojen sinir problemi denir. Bu problemi agik sekilde yazarsak

y=0, (2.31)

Uy=0, v=1m (2.32)

olmaktadir. Bu problemin trivial ¢6ziimii her zaman vardir. Ama bizi trivial olmayan

¢oziim ilgilendirmektedir. (2.31) i1 asagidaki sekilde yazalim

y(n) n P (X) n-1) p“—l(x) y + P (X) y=0. (2.33)

00 Y k)

y(

(2.31) in katsayilar1 [a,b] de siirekli fonksiyonlar olmaktadir. Adi diferansiyel denklemler
teorisinden bilindigi gibi, bu denklemler i¢in yazilmis baslangi¢ deger probleminin [a,b] de

tamimli tek bir ¢dziimii vardir. Ozel durumda (2.31) in

_ 1, i=]
M(]71)|x=a :é‘ij :{ ’ i J I’J :lan (234)
0, 1#]

baslangi¢ kosulu ¢ergevesindeki fundamental (temel) ¢oziimlerini g6z oniine alalim. (2.34)
de n tane Cauchy probleminin kosullart vardir. Biz her defa i ’yi sabit tutarak j’yi 1’den
nN’e kadar degistirdikge bir ¢6ziim ic¢in lazim olan baslangi¢ kosulunu elde ederiz. Bu

fundamental ¢6ziimler sistemini Y,,Y,,...Yy, ile gosterelim. Bilindigi gibi (2.31) in genel

¢Ozimi

y(x)= Zn‘,C.yi(X) (2.35)

i=1

dir. Burada C ler keyfi sabitlerdir. Bu sabitleri dyle segelim ki (2.35) ifadesi (2.32) yi

korusun, yani (2.30) un ¢6ziimii olsun. (2.35) 1 (2.32) de yerine yazarsak
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> cU,y =0, (v=1m) (2.36)
i=1

elde ederiz. Burada Uy, v nolu sinir kosulunun i nolu fundamental ¢6ztiime uygulamasini
gosterir. Bu anlamda Uy, yi bilinen katsay:1 olarak kabul edersek (2.36) y1 ¢,C,,...,C,

bilinmeyenlerine gore lineer cebirsel denklemler sistemi olarak goérmek miimkiindiir.
Burada denklemlerin sayist bilinmeyenlerin sayisina esit degildir. (2.36) nin

katsayilarindan olusan matrisi asagidaki gibi gosterelim

Uy, Uy, ..Uy,

U,y, U,y,..U
g | YUY Uaya Uy, | 237

Bu matrisin ranki r, yani rankU =r olsun. Cebirden bilindigi gibi (2.36) nin trivial
olmayan ¢oziimiiniin varlig1 i¢in gerekli ve yeterli kosul r < n olmasidir. Lineer bagimsiz
olmayan ¢oziimlerin maksimal sayist n—r ye esittir. Her defasinda bu tiir ¢6ziimii (2.36)
dan bulup (2.35) de yerine yazsak (2.30) un uygun ¢oziimii olur. Bdylelikle (2.31) in n—r
sayida lineer bagimsiz c¢oziimlerini elde ederiz. Buradaki n—r ye problemin ranki da
denilir. Simdi karsilikli adjoint problemlerin ranklar1 arasindaki iliskiyi bulalim.

L'z=0 (2.38)
problemine (2.30) a karsilik gelen adjoint problem adi verilir.

'z=0, (2.39)

V,z=0, k=12n-m (2.40)
problemini goz Oniine alalim. p,(X) fonksiyonlarinin n-k mertebeden siirekli

diferansiyellenebilen oldugunu varsayalim ve (2.39) un fundamental ¢éziimler sistemini

Z,2,,...Z, ile gosterelim. (2.39) un genel ¢oziimii S ler keyfi sabitler olmak iizere

4= 4,24 (2.41)

seklindedir. Buradaki S sabitlerini elde etmek i¢in (2.41) i (2.40) da yerine yazalim.
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> BV, z =0, (k=12n-m) (2.42)
i=l
V,.z K. sinir kosulunu i. fundamental ¢dziime uygulamanin sonucunu gostermektedir.

(2.42) sistemi S lere gore lineer homojen cebirsel denklemler sistemidir. Sistemin

katsayilarindan olusturulmus matrisi

Viz, ... V,z,
V,z, .. V,z

V= " 2o (2.43)
V2n—mzl"'\/2n—mzn

seklinde gosterelim. rankV =r’ olsun. (2.42) nin trivial olmayan ¢6ziimiiniin varligi i¢in
r'<n olmalidir. Genelde (2.38) in n-r’ sayida lineer bagimsiz ¢6ziimleri yukaridaki gibi
elde edilir. Burada bizi r ve r' arasindaki iligki ilgilendirmektedir. Bu iliskiyi bulmak igin

yukaridaki Green formiiliinii homojen (2.30) denkleminin keyfi trivial olmayan y(t)

¢ozlimiinde oldugu gibi, (2.39) un keyfi z fundamental ¢éziimii i¢in yazalim

(Ly’ Zi)= ulyVZnZi +"'+umyV2n—m+lzi +urm1yV2n—mZi +"'+u2ny\H+(y5£*zi)' (244)

Buradan
U W, Z+..+U, W,z =0, (i=12n-m) (2.45)

elde ederiz. (2.45) e U, V,....,U,,y biiyiikliiklerine gore lineer cebirsel denklem sistemi

gibi bakalim. Aciktir ki, bu sistemin matrisi V' dir. Burada V , V nin kompleks adjointini,

(") isareti ise V matrisinin transpozesini gosterir. Bilindigi gibi bu islemler matrisin
rankini degistirmez, yani rank V'=r" olur. Belirledigimiz bilinmeyenlere gore (2.45) in
n—r sayida lineer bagimsiz ¢oziimlerinin varligint biliyoruz. Buradan agikca goriiliir ki,
r'<2n—m-(n-r) olmalidir. Bagka bir deyisle

rsn—-m+r (2.46)

olmalidir. Yukaridaki yaptigimiz islemlerde y ve z lerin rollerini degistirirsek, (2.46)

esitsizliginin yerine r <n-— (2n - m)+ r' esitsizligini elde etmis oluruz. Buradan
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r'>n—-m+r (2.47)
olur. (2.46) ve (2.47) den
r=n—-m+r (2.48)

elde ederiz. Ozel olarak, m= n oldugunda r’'=r olur.

2.5 Lineer Diferansiyel Operatérlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar

Bilindigi gibi, sonlu uzunluga sahip telin titresimini veya sonlu uzunluklu
cubuktaki 1s1 dagilimi problemlerini Fourier yontemiyle ¢ozerken biz esas problemi iki
yardimci probleme indirgeriz. Bu problemlerden birini agsagidaki sekilde yazilmig Sturm-

Luoville problemid olusturur

y'=y=0, (2.49)
0)=0
ﬁg;: 0}. (2.50)

Burada, 4 parametredir ve bizi bu problemin trivial olmayan ¢oziimleri ilgilendirmektedir.

Tammm 5. Eger A nin herhangi bir degerinde (2.49),(2.50) probleminin trivial olmayan

¢Oziimii mevcutsa, 4 nin bu degerine (2.49),(2.50) probleminin 6zdegeri denir.

Tammm 6. (2.49),(2.50) problemindeki A oOzdegerine karsilik gelen ¢6ziime ise

6zfonksiyon denir.

Eger L ile (2.49),(2.50) probleminin olusturdugu lineer diferansiyel operatorii gosterirsek
(2.49),(2.50) problemi

Ly = Ay (2.51)

seklinde yazilabilir. Béyle bir problemi genel durum i¢inde incelemek miimkiindiir ve bu
tiir problemlerin incelenmesi kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in yazilmis sinir deger
problemlerinin ¢6ziimiinde ¢ok dnem tagimaktadir. Bu nedenle asagidaki sekilde yazilmis

daha genel problemi g6zoniine alalim
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L[x,ijy =Ay. (2.52)
dx
(2.52) yi acik sekilde yazarsak

ﬁ[x,ijy = Ay, (2.53)
dx

U,y=0, (v=1,m) (2.54)

olur. Diger bir deyimle, bir parametreye sahip (2.53) adi diferansiyel denklemi ig¢in
yazilmig smir deger probleminin incelenmesi gerekmektedir. Parametrenin her bir
degerinde trivial ¢éziim vardir. Trivial olmayan ¢6ziimii, yani sifirdan farkli 6zdeger ve

Ozfonksiyonlarin bulunmasini detayli sekilde inceleyelim. Bu nedenle (2.53) i

yo P o, P (2.53)
P, (x) Py (%)
seklinde yazalim. (2.53) niin
| Lo
yi(lil) | = 5ij = {O’ I- J 5 (Ia J = 1, n) (255)
ea , 1#]

baslangic kosulunu saglayan c¢oziimlerinin varligi aciktir. Bu c¢ozlimleri sirasiyla

Y, (X A), ¥,(XA4),..., ¥, (X, 4) ile gosterelim. (2.53”) denkleminin katsayilar1 A ya gore tam
analitik fonksiyonlardir ve  Puancare teoremine gore VY, (X,4),Y,(XA),...,Y,(XA)

¢ozlimlerinin her biri 4 ya gore tam analitik fonksiyonlardir. (2.53) {in genel ¢6ziimii

y(x)= Zn‘,ck Y, (x.2) (2.56)
k=1

dir. (2.53),(2.54) iin ¢oziimiinii elde etmek i¢in (2.56) ifadesi (2.54) de yerine konulursa

Zn:ckuvyk(/’t):o, v=1m (2.57)
k=1

elde edilir. Burada Uy, (4) v. sinir kosulunun k. fundamental ¢6ziime uygulanmasinin

sonucunu gostermektedir, yani
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n ds—l ds—l
U, yk(ﬂ’): Z {aks Y + B i }
x=b

= dx*! ca dx®!

dir. Uy, (A) larin herbiri tam analitik fonksiyon olmaktadir. (2.57) sistemi c, lara gore

lineer homojen cebirsel denklemler sistemi olusturur. Bilinmeyenlerin sayis1 denklemlerin
sayisi ile aymi degildir. (2.57) nin katsayilarindan olusan matrisi asagidaki sekilde

gosterelim

U1)= (2.58)
Unyi(2) . Unya(2)
rankU (1) = r olsun. (2.57) nin trivial olmayan ¢éziimlerinin varligi igin
r<n (2.59)

olmalidir. Ayr1 ayr1 durumlari inceleyelim.

I. m<n olsun. Bu durumda A4 nin herhangi bir degerinde mutlaka r < n olur, yani (2.57)
sisteminin trivial olmayan ¢6ziimii her zaman vardir. Bu ¢6zlimii (2.56) da yerine yazip
(2.52) ve (2.53) iin trivial olmayan ¢6ziimiinii elde edebiliriz. Diger deyimle, bu durumda
A nin her bir degeri L operatoriiniin 6zdegeri olmaktadir.

II. m=n olsun. Bu durumda U (A) matrisi nxn boyutlu kare matris olmaktadir. (2.59)

kosulu s6z konusu matrisin determinantinin sifira esit olmasina neden olur, yani

detU (1) =0 (2.60)

olur. detU(A) nin kendisi de A4 ya gore tam analitik fonksiyon olmaktadir ve burada

¢esitli durumlar olabilir:

1, A(4) =0 olsun.

A(A) = detU (4). (2.61)

Bu durumda agiktir ki, yine de A nin her bir degeri L operatoriiniin 6zdegerleri olmaktadir.
1, A(A)# 0 olsun. Bu durumda (2.59) un ayr1 ayr sifirlari olabilir. Daha net bir sekilde

ifade edersek bilindigi gibi tam analitik fonksiyon 6zdes olarak sifira esit degilse onun en

fazla sayilabilir sayida sifirlar1 olabilir. Bu sifirlar dizisi kompleks diizlemin hig¢ bir sonlu
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kisminda limit noktasina sahip olamaz. Bu durumda s6z konusu sifirlar1 onlarin

modiillerinin artma sirasina gore asagidaki sekilde dizelim
| <[4, ] < || < ... (2.62)

Ay Ay s Ay ey Ay se.. noktalardan herhangi birini (2.57) de yerine yazarsak alian sistemin
determinat1 sifira esit olur ve bundan dolayi sistemin trivial olmayan ¢6ziimii bulunur. Bu
¢Oziimii (2.56) da yerine yazarak uygun 6zfonksiyonu da elde edebiliriz.

III. m>n olsun. Bu durumda (2.58) matrisi yine de dikddrtgen seklinde bir matrise
dontigiir. (2.59) u goz Oniine alalim. 4 nin 6zdeger olmasi i¢in U matrisinden olusturulan
miimkiin olabilen tim nxn boyutlu determinantlar sifira esit olmalidir. Burada da iki
durum olabilir:

11, U(A) matrisinden bilinen yolla diizeltilmis tiim nxn boyutlu determinantlar 6zdes
olarak sifira esit olur. Bu durumda yine de A nin herhangi bir kompleks degeri L
operatoriiniin 6zdegeri olur.

11, U(A) matrisinin Nnxn determinantlarinin igerisinde hi¢ olmazsa bir tane sifira 6zdes
olmayan1 vardir. Agiktir ki, 6zdegerler s6z konusu determinantin sifirlar1 icerisinde
olabilir. Ayrica da bu sifirlarin her birisi geride kalan tim nxn determinantlarin sifiri

(yani 6zdegerleri) olmalidir. Eger herhangi bir A, bu tiir se¢ilmis bir determinantin sifirt

oluyorsa, onu (2.57) nin uygun denklemler grubunda yerine yazdigimizda aldigimiz

sistemin determinanti sifira esit olur. Buradan c, lari trivial olmayan sekilde elde
edebiliriz. Ele aldigimiz sistemin diger denklemleri de korunur, ¢iinkii 4, da diger nxn

determinantin her birini sifira doniistiiriir. Aciktir ki, bu durumda da L operatdriiniin
sayilabilir sayida 6zdegerleri vardir ve bunlar da kompleks diizlemin sonlu kisminda limite

sahip olamaz.

2.6 Adjoint Diferansiyel Operatorlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlari

Arasindaki Tliski

Asagidaki gibi 6zdeger problemini ele alalim

L(x,i)y =4y, (2.64)
dx
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E(x,—jy = Ay, (2.65)

Uuy=0 v=1m. (2.66)

Eger A, herhangi bir 6zdeger ise ona karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin
maksimal sayist N den biiyiik olamaz; ¢iinkii, A=A, da iki adi diferansiyel denklem n
mertebeli bir denkleme doniisiir ve onun lineer bagimsiz ¢dziimlerinin sayist n den biiyiik
degildir. Eger, ayn1 bir A, Ozdegerine kars1 iki tane ¢,(X) ve ¢,(X) Ozfonksiyonlar
karsilik geliyorsa onlarin ag,(X) + S, (X) gibi keyfi trivial olmayan lineer kombinasyonu

da bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olmaktadir. Gergekten de,

Lo, = 40y, Lo, = 4,0,
L(Of(po + ﬂ(ol) =al g, + Lo, =k, + PA,p, =4, (a¢0 + B, )’
L(Offoo + B, ) =2, (6“00 + B, )

dir. Burada 6zfonksiyonlarin sayisini ikiden fazla olarak da ele alabiliriz. Lakin keyfi sabit

A, 0zdegeri i¢in lineer bagimsiz olmalar1 kosulu korundugunda, onlarin sayis1 n den fazla

olamaz.

Adjoint lineer diferansiyel operatorlerin 6zdegerleri hakkindaki

L"(x,ijz:fz, (2.65)
dx
(3]

Ul x—|z=¢z, (2.66)
dx

V,z=0, (s=1,n) (2.67)

problemini inceleyelim. Biz yukaridaki boliimlerde adjoint homojen sinir probleminin
ranklar1 arsindaki iliski formiiliinii r'=n-m+r olarak bulmustuk. inceledigimiz bu

durumda r’ =r oluyor ve buradan da asagidaki 6zelligin dogru olmasi ortaya ¢ikiyor.

I. n=m oldugu durumda A, L operatériiniin v defa katli 6zdegeri ise L* dan bulunan /1_0

de hemen v mertebeden katli 6zdeger olmaktadir. Gergekten de (2.64) de A=4,, (2.65) de
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ise 522_0 y1 yerine yazarsak yukaridaki anlamda karsilikli adjoint homojen problemler

alinir. (2.64) probleminin n-r sayida lineer bagimsiz c¢oziimleri olabilir. (2.65) in ise
Nn—r'=n-r sayida lineer bagimsiz ¢dziimleri olabilmektedir.

II. Eger A, L operatoriiniin 6zdegeri, ¢, ise ona karsilik gelen 6zfonksiyon, &, L* 1

ozdegeri, v, ona karsilik gelen 6zfonksiyon ve A, # Cf_o ise, ¢, ile y, arasinda

(@0,¥)=0 (2.68)

bagintist ger¢eklenir. Gergekten de,

(L(DOaWo): (¢O’L*W0)’
(/10(0031//0): (¢0,§Ol//0),
2o(00:070) = & (20.17,).

(ﬂ’o _ZOX¢05W0): 0 = ((”oﬂ//o): 0
oldugu goriiliir.

III. Self adjoint lineer diferansiyel operatoriin tiim 6zdegerleri reeldir.
Bunu gostermek igin L =L  oldugunu varsayalim. Bu, ¢ =/¢" ve uygun smr kosullari da

self adjoint demektir. Varsayalim ki, 4, L nin 6zdegeri, ¢,ona karsilik gelen 6z

fonksiyondur, yani L¢, = 4,¢, dir. Green formulune gore

*

(L¢0’¢0):(¢0:L¢0)9 L = L

oldugunda
(Loy.00)=(0.L0,),
veya
Loy,
(L¢0’¢°): (20600’(/)0): /10((/)0,(00): Ao :M
(¢09¢0)

yazabiliriz. Boylelikle gercekten de A, sayisi reeldir.

Bu ve bundan onceki 6zelliklerden sunu sdyleyebiliriz ki, self adjoint lineer

diferansiyel operatorlerin farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 birbirine
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ortogonaldir (diktir). Gergekten de, bu durumda yukarda sdyledigimiz A, # f_o kosulu
A, =&, sekline dontisiir ve bdylece ¢,(X) ve w,(X) fonksiyonlarmimn her ikisi de L

operatoriiniin 6zfonksiyonlart olur. Bildigimiz gibi, ayn1 bir 6zdegere karsilik gelen lineer
bagimsiz 6zfonksiyonlarin maksimal sayisi n den fazla degildir. Eger, bir 6zdegere birkag
tane lineer bagimsiz Ozfonksiyon karsilik gelirse onlart da kendi aralarinda
ortonormallestirmek miimkiindiir. Daha net olarak soylersek, s6z konusu 6zfonksiyonun
ayni kaide ile lineer kombinasyonlarint olusturmak miimkiindiir ki, onlar kendi aralarinda
cift ¢ift ortogonal olsunlar. A, sayisina, mesala @, (X), @y, (X),....,0 (X), (K<n)

ozfonksiyonlart karsilik gelirse, bunlarm dyle w,(X),¥/ s, (X),..., o (X), (K< n) lineer

kombinasyonu vardir ki,

L, i=]

(Woi,¢oj)={ 0, i#]

olarak ele alinabilir.

Boylelikle eger L = L ise yani L self adjoint lineer diferansiyel operator ise onun en ¢cogu
sayilabilir sayida 6zdegerleri vardir ve bu 6zdegerlerin hepsi reeldir. Ayrica da bunlar say1
ekseninin higbir sonlu kisminda yakinsakliga, yani sonlu limit noktasina sahip degildir.
Yukarida denilenleri dikkate alarak 6zdegerleri ve onlara karsilik gelen 6zfonksiyonlari

asagidaki sekilde siralamak miimkiindiir
A, <L SA S (2.69)

w1 (%), (w3 (X)X (2.70)

(2.69) dizisindeki esitlik isareti, bir 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin sayisinin

0zdegerin katlilik derecesi kadar olmasi nedeniyle kullanilmigtir.

2.7 Adi Lineer Diferansiyel Operatoriin Green Fonksiyonu,

Ters Operatoriin Kurulmasi

Asagidaki problemi goz 6niine alalim
Ly = f(x), (2.71)

veya
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ry=f(x), (2.72)

Uuy=0, (v=Ln). (2.73)
(2.72) ye karsilik gelen homojen denklemi yazalim
P ()Y + P ()Y +. 4 P ()Y =0. (2.74)

Burada p,(X)#0 ve p(x)eC, (i=0,.,n) dir. (2.72) nin fundamental ¢dzlimler
sistemini Y, (X), Y, (X),..., ¥, (X) diye gosterelim. Diferansiyel denklemler teorisinden

bilindigi gibi, (2.72) denkleminin genel ¢oziimi

y=> cY(x) (2.75)

n
k=1
seklindedir. Burada c, ler sabitler olmaktadir. Sabitin varyasyonu yontemini kullanarak

(2.71) in genel ¢oziimiinii agagidaki gibi arayalim
y(x) =2 (x)yi (). (2.76)
k=1

Burada, c, (X)ler simdilik bilinmeyen fonksiyonlardir. Bu bilinmeyen fonksiyonlar1 dyle
secelim ki, (2.76) ile tanimlanan Yy(X) ifadesi (2.71) in de genel ¢Oziimii olsun. (2.76)

ifadesinin birinci tiirevini alalim

V09=3 6w 00+ 60y,
ve C,(X) leri dyle segelim ki,
> 6 (X (9=0 @77)

K=

esitligi korunsun. (2.77,) 1 dikkate alarak ikinci tiirevi
y'(x)=2>" ey ()+2 ¢ (yi (x)

k=1 k=1

olarak buluruz ve burada

30



3 ¢, (X)y, (x)=0 (2.77,)

esitliginin korundugunu varsayalim. Bu islemleri (n-1) defa yaparsak

(n-1) n no,
_ (n-1) n-2
0= 5 6 oy, T 3 o 0y, M2
ve
> ¢ (v (=0 (277,.)

elde ederiz. Bunlar1 dikkate alarak

] n

Y(x)=23" e (VT (90+ X (i (x) (2.78)

k=1 k=1

elde ederiz. Elde ettigimiz tiirevleri (2.72) de yerine yazdiktan sonra bazi islemleri yaparak
> eyt Py (3 o (y " (x)= F(x) (2.79)

n
k=1 k=1

!

alinz. (2.79) u (2.771,...,2.77,171) ile birlikte yazarsak c, bilinmeyenlerini elde etmek i¢in

asagidaki cebirsel denklemler sistemini elde ederiz

................................... (2.80)

S6z konusu cebirsel denklemler sisteminin determinanti fundamental c¢oziimlerden

olusturulmus
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Wronski determinanti olmaktadir. (2.80) cebirsel denklemler sisteminin ¢éziimiinii Cramer

yontemi ile

¢, ()= W) T0) i 2.81)

x) py(x)’

seklinde elde etmek miimkiindiir. Burada w, determinantt W(X) in uygun elemaninin

cebirsel tiimleyicisidir. (2.81) i 6nce a’dan X’e kadar integrallersek

c.(x)=c +XW”"(§) f($)
=e+ Lm0 282

elde ederiz. (2.82) yi (2.76) da yerine yazarsak

Y09 = Y ey, 00+ X () WM—EE)) 1) g (2.83)

Po(&)

olur. Bu kez (2.81) ifadesini b’den X’e kadar integrallersek, y(X) ¢Oziimii ig¢in

n n W, (&) F (&)
= « Yk K — - d 2.84
y (%) ;czy (x)+;y (x){ BT £ (2.84)

bulunur. (2.83) ve (2.84) ifadelerini toplayip ikiye bdler ve asagidaki notasyonlari icerirsek

C, +C
Ck = ,
2
> )

wE)p(e)  ATeEEP
9(x,&)= (2.85)

; Y (X)Wnk (5 )

BTG R

bu notasyonlar ¢ergevesinde (2.71) in genel ¢oziimiinii
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=Y e+ | ales)f () .36

seklinde elde ederiz. Goriildiigii gibi, (2.71) in genel ¢6ziimii uygun homojen denklemin
genel ¢oziimii ile kendinin bir 6zel ¢oziimiiniin toplami seklindedir. S6z konusu o6zel
¢Oziim (2.86) ifadesindeki ikinci integraldir. (2.85) ile tanimlanan ¢(X,&) fonksiyonuna
(2.71) denkleminin Cauchy fonksiyonu da denir. Bu fonksiyonun asagidaki 6zellikleri

vardir:
1° [a, & ) ve (é,b] yar1 araliklarinin her birinde X’e gére homojen (2.72) denklemini korur.
(2.85) den goriildigii gibi bu yar1 araliklarin herbirinde g(X,&) fonksiyonu Y, (X)

fundamental ¢ozlimlerinin belirli lineer kombinasyonu seklindedir ve buradan da birinci

ozellik ispatlanmis olur.
. g(x,&) nin X’e gore (n—2). mertebeye kadar tiirevleri [a, b] araliginda mevcuttur ve
stirekli fonksiyonlardir. Su var ki, yalmiz X =& noktasinda kontrole ihtiya¢ duyulmaktadir.

Gergekten de, (2.85) ifadesinde X=¢ ye sagdan ve soldan yaklasarak limite gegsek her

defasinda payda z yk ahmr Bu ise Wronski determinanti W(&) de birinci satir
k=1

elemanlarinin sonuncu satirin uygun elemanlarinin cebirsel tiimleyicilerine carpimi
demektir ve sifira esittir. Simdi (2.85) in her iki tarafindan X’e gore tlirev alalim bu tiirevler
sag tarafta y(X) ler olarak karsimiza ¢ikar. Simdi bu iki tarafta Xx=¢ ye uygun kaidede

yaklagmayla limite gec¢sek, bu defa paydada z yk' nk seklinde bir toplam

k=1
karsimiza c¢ikar. Buradaki W(&) de ikinci satir elmanlarinin sonuncu satir elemanlarinin
cebirsel tiimleyicilerinin ¢arpiminin toplami oldugundan sifira esittir. Bu islemleri (n—2).
mertebeden tiireve kadar devam ettirebiliriz ve her defa sag ve sol limitlerin degerlerini
sifir olarak ele aliriz.
3% g(x,&) fonksiyonunun X’e gore (n—1). mertebeden tiirevi X = & noktasinda asagidaki
stireksizlige sahiptir
"'g(x¢) e(xg) 1
ox™! x—|§+0 ox" x—|:—0 (&)

Gergekten de (2.85) in sag tarafinda X’e gore (n—1). mertebeden tiirev alsak bu tiirev

isareti Yy, (X) in lizerinde meydana ¢ikar. Sonda ise X’'i X=¢& ye sagdan ve soldan
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yakinlastirmakla limite gecsek her iki ifadede y(”*l)(f) meydana gelir ve her iki

paydadaki ifade sadece olarak W(&) determinantinin sonuncu satir elemanlarina gore

acilisim verir. Pay ve paydada aynt W(&) bulundugundan solda birinci ifade

—_—
N—

po(&

o 1 ) 1
ikincisi ise ———— sekline doniisiir. Bunlarin farki —— olur.

2p,(¢) P, (&)

(2.71) smur deger probleminin ¢oziimiinii elde etmek icin c, sabitlerini Oyle

secelim ki, (2.73) sinir kosullarinin hepsi korunsun. Bilindigi gibi, (2.73) de bilinmeyen
fonksiyonun en fazla (n—1). mertebeye kadar tiirevleri istirak eder ve yukardaki 2 ve 3.
ozelliklere gore sinir kosulundaki operatdrlerini direkt olarak (2.86) integralinin altina X’e

gore g(X,¢&) ye uygulama miimkiindiir. Boylelikle, (2.86) y1 (2.73) de yerine yazarsak

b
> U,y =—] U,(0g.f(£)des,  (v=1,n) (2.87)

k=1
elde ederiz. Burada, U (X)g ile sinir kosulu operatdriiniin g fonksiyonuna X degiskenine

gore uygulandigi gosterilmektedir.

Uy, ..Uy,
Ao U,y ..Uy, (2.88)
U,y ...U.,y,
determinantini goz oniine alalim ve varsayalim ki,
A#0 (2.89)

olsun. Bu kosullar ¢ergevesinde (2.87) nin tek bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢éziimler Cramer

yontemiyle asagidaki sekilde ifade edilir

b
Uy, Uy, . Uyo[U,gxdf@)de Uy, .. Uy,

b
6 ——L[UsV Unys o Uy [ Un g OF (A Unyiy o Uny, |
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A nin bagka siitunlarinda & ye bagimlilik olmadigina gore ¢, lari

uy .. Uy U,g Uy, .. Uy,
lb U2yl U2yk—1U2xg U2yk+l Uzyn

Unyl Unyk—lunxg Unyk+1 Unyn

sekilde de yazabiliriz. c, larin bu degerini (2.86) da yerine yazip bazi basit islemlerden

sonra (2.71) denkleminin ¢oziimiinii

)= [ Glx 2t (e 2.90)

sekilde elde ederiz. Burada
G(x,&)=H(x,&)/A 2.91)

g(X, é:) yl (X) yn (X)
leg Ulyl Unyn
H(x&)=| U, g U,y, .. Uy, (2.92)

olmaktadir. Gostermek miimkiindiir ki, (2.89) ifadesi (2.72) denklemini ve (2.73) smnir
kosulunu korumaktadir. Bu ifadenin denklemi korumasi (2.86) dan géziikmektedir. Clinki,
(2.86) daki birinci kisim (2.72) ye uygun homojen denklemi korur. Ikinci terim veya ikinci
toplanan ise (2.72) yi korumaktadir. Sinir kosullarina gelince, onlarin her bir operatoriinii

(2.89) un altinda G(x,&) ye uygulamak miimkiindiir. Clinkii, G(X,¢) yi

G(x,¢8) = 9(X%¢)+G(x.%) (2.93)

seklinde yazabiliriz; burada G,(X,§) n. meretebeye kadar araligin tiim noktalarinda
siirekli tlirevlenebilirdir. g(X,£) nin ise, (N—1). mertebeden tiirevinin birinci tir

stireksizlik noktas1 vardir. Sinir kosullarinda ise en ¢cogu (n—1) e kadar olan tiirevler

istirak eder.

U,G=0,(v=1n) (2.94)
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U H
oldugu ise (2.90) dan direkt olarak goziikkmektedir. Gergekten de, U G = —=

, H(X.9)

determinantinin ancak birinci satirinda X’e bagimlilik var ve bundan dolayr sinir
kosulundaki operatérleri dogrudan bu satirin elemanlarina uygulayabiliriz. U, siir kosulu
operatoriini H(X,&) nin birinci satir elemanlarina uyguladiktan sonra ele aldigimiz

(Nn+1) ol¢iilii determinantin birinci satir1 her defa sonraki satirlardan biri ile ayn1 olacak ve
bu nedenle de sifira esit olacaktir. Dolayisiyla (2.94) esitliginin korundugu asikardir.

G(x,&) fonksiyonu L lineer diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonudur ve bu

fonksiyonun tek olarak varligi i¢in yeterli ve gerekli kosul (2.89) kosuludur. (2.93) i

dikkate alarak G(X,&) nin asagidaki onemli 6zelliklerini gosterelim.

1°. [a, é) ve (‘f, b] yart araliklarinin her birinde G(X,&) X’e gore homojen (2) denklemini
korur, yani /G =0 dir.

2°. G(x,&) fonksiyonunun [a, b] araliginda x’e gore (N—2). mertebeye kadar tiirevleri
mevcuttur ve slirekli fonksiyonlardir.

3°. G(x,&) fonksiyonunun X’e gore (n—1). mertebeden tiirevi X = & noktasinda asagidaki

stireksizlige sahiptir

0"'G(x.£) | _0"'G(x.¢) | =
6X"71 X=E+0 fi‘xni1 x=£-0 pO (5) .

4°. G(x,&) x’e gore (2.73) sinir kosullarinin her birini korumaktadar.

1°-4° 6zelliklerini, Green fonksiyonunun tanimi olarak kabul etmek de miimkiindiir ve

A(A) # 0 oldugunda Green fonksiyonu bu 6zelliklere gore kurulabilir.

2.8 Ozdeger Probleminin integral Denkleme Indirgenmesi

Asagidaki problemi

Ly = Ay (2.95)
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gdz Oniline alalim. Varsayalim ki, L lineer diferansiyel operatoriiniin G(X,&) Green

fonksiyonu mevcuttur ve bu durumda da L operatdriiniin tersi olan L™ de tek olarak

mevcut olmaktadir. Bu ¢ekirdegi G(X,&) olan integral operatordiir, yani

Ly = f(x) (2.96)

ise

y=| G(x.&)f(&)de (2.97)

QD C— T

dir. Dolayisiyla L'Ly=L"f veya
y=L"f (2.98)

dir. Simdi (2.95) in her iki tarafina L™ operatériinii uygularsak y=L"1y veya

b

y(X)= 4] G(x&)y(£)dg (2.99)

a

elde ederiz. Bu ise Y(X) fonksiyonuna gore ikinci tiir homojen Fredholm tiirlii integral
denklem olmaktadir. Bilindigi gibi A nin tiim degerlerinde (2.99) denkleminin trivial
¢Ozlimii vardir. Lakin bizi trivial olmayan ¢oztimleri ilgilendirmektedir.

Eger A nin verilmis herhangi bir degerinde (2.99) un trivial olmayan ¢éziimii varsa
A nin bu degerine G(X,¢&) fonksiyonunun 6zdegeri ve bu 6zdegere karsilik gelen ¢oziime
ise dzfonksiyon denir.

Boylelikle Green fonksiyonu bilindigi durumda lineer diferansiyel operatoriin
O0zdeger ve oOzfonksiyonlarinin bulunmasi uygun Fredholm tiirlii integral denklemlerin
6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin bulunmasi problemine indirgenilir.

Daha genel olarak
Ly=Ay+ f(x) (2.100)
durumunu go6z 6ntine alalim. Bu problem ise, homojen olmayan asagidaki gibi

y(x)= ﬂf G(x £)y(£)ds +F(x) (2.101)

a

Fredholm tiirlii integral denkleme indirgenir. Burada F
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F(x):i G(x,&)f (&)de (2.102)

dir. (2.101), ikinci tiir homojen olmayan lineer Fredholm tiirlii integral denklem

olmaktadir.

3. SABIT KATSAYILI ADi DIiFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN REZIDU
YONTEMIi

3.1 Homojen Denklemler

y" +ay™ +ay™? +..+a,_y+a,y=0 (3.1)

denklemini g6z 6niine alalim. Burada a, (i =1,n) ler sabitlerdir. (3.1) denklemine karsilik

gelen karakteristik denklem
FA)=A2"+aA"" +a,A" " +..+a_1+a,=0 (3.2)

olmaktadir. Varsayalim ki, (3.2) denkleminin A, (i =ﬁ)) sayida birbirinden farkh

¢Ozlimleri vardir. n,

. ile A4, kokiiniin tekrarlanma derecesini gosterelim. Aciktir ki,

Z n, = n dir. Bu taktirde, (3.1) denkleminin 6zel ¢6ziimleri

e, xe'*, xPeh*, .., xVlet*

(i= ﬁ)) olur. O halde genel ¢6ziim

p . ) )
y) =D (¢ +cx+...+cpx et (3.3)
i=1

dir. Burada, ¢, (k=1,...,n), (i =1, p) lar keyfi sabitlerdir.

Simdi agagidaki fonksiyonu gézoniine alalim
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Burada ¢(4), F(A) fonksiyonu ile ortak sifirlara sahip olmayan herhangi bir tam

fonksiyon olsun. Cauchy’ e gore

e” p(A)

y(X) = Res FA)

(3.4)

(3.1) denkleminin genel ¢oziimii olur. (3.4) deki rezidii kisaltmasi ile Reszz Ries

kastedilmektedir. Buradaki rezidiler A,  kutup noktalarinin her birine gore

hesaplanmaktadir. Gergekten de, (3.4) ifadesi (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

F[ijyzR s¢( ) ﬂx;t“+aR s—gp(;t)elx;t“w +a, Res(p( ) AX/1+aR pAe” )e”
dx F(A) F(4) F(4) F(4)

AX
_ Res%[ﬂn +a A +..+a, A+a,|= Res p(1)e”

elde edilir. ¢(4) tam fonksiyon oldugu i¢in esitligin son kismindaki ifadenin rezidiisii
sifira esit olur, yani (3.4) ifadesi (3.1) denklemini korumaktadir. Géstermek gerekir ki,
Y(X) = Res 0
F(4)

fonksiyonu (3.1) denkleminin fundamental ¢oziimlerinin lineer

kombinasyonu olmaktadir.

Varsayalim ki, 4, F(A) fonksiyonunun n;, dereceden kokii olsun. Bu taktirde

F.(4) # 0 olmak tizere F(1) =(A-21)" F (1) seklindedir. y; (1) notasyonu ile

@(4)
l//l( )_ F (l)
y1 gosterirsek, bu taktirde
o) _ 1 A e
e F(2) (0 —Dliadah | Y F()
IR bl _(/1—/1.)”' e"p(4)
(n, =Dli>a dar L T A-A)"FW)
“ i & a2 el
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) (n. =1! }Ln} {an _le}vx‘//i (A +(n - l)xn'_zelxl;”i, (A)+...+ eixl//i(n'_l) (ﬂ)}

: ‘ " 2y -1 Ix
:(ni—l)!%l—{%{x i () + (0 DXy (D) + ety )(ﬂ)}e

= (n —1)! {Xni—ll//i (A4)+(m, _I)Xni_zl//il(/li)+---+Wi(ni_l)(2’i)}elix
olur. w,(4) keyfi tam fonksiyon oldugundan w,(4) nin tirevleri A =4, noktalarinda

sabite esit olur. Boylelikle, tam rezidii seklinde ifade edilen fonksiyon (3.1) denkleminin

genel ¢coziimiinii verir, yani

5 !/
y= Z(n, 1_1)| {Xni_ll//i () +(n =Dx* 7y, (ii)+...+1//i(”i‘1>(gi)}eﬂix (3.5)

genel ¢oziim olmaktadir.

3.2 Homojen Olmayan Denklemler

Simdi,
y" +ay™ +a,y"? +..+a,_y+a,y= f(x (3.6)
denklemini gézoniine alalim. (3.6) denkleminin ¢oziimiinii

e w(4,X)

y(X) = Res FA)

seklinde arayalim. Sabitin varyasyonu metodunda oldugu gibi y'(X) birinci tiirevini

wxOp(4,X) 1
ox  F(A)

y' = Res 1e™ 4GRY +Res e
F)

seklinde buluruz. (4, X) yi dyle secelim ki,

w Oy (4,X) 1

Res e =
OX F(A)

olsun. Ikinci mertebeden tiirevin

40



o YAX) A
ox  F(1)

yN ReS /12 AX lr//( )+R
F(4)

ifadesini gdzoniine alarak, ikinci kosulu

w0y (4, X) 4

Res e =
OX F(1)

olarak alalim. Bu islemleri (n—1) defa devam ettirdigimizde, (n—1). kosul,

k
Rese? Y AX) 4 3.7)
ox  F(d)

olur ve n. mertebeden tiirev ise

y(n) RGS ln AX W( )+R lnl AX 8l//(ﬂ' X) 1
ox  FQ)

seklinde olmaktadir. Bu ifadeleri (3.6) da yerine yazarsak

oy (A, X) €A™

Y (4, X) _
Res F(/i) FD) + Res o F) f(x) (3.8)
alinz.
Res F(1) (?/1;() e = Res w(4,%) € =
oldugundan

oy (A, %) e* A
ox  F(A)

Res

= (¥

olarak elde ederiz. Boylelikle, (3.7) ve (3.8) denklemleri korunacak sekilde bir (4, X)

fonksiyonu bulmak gerekir. Son esitligi koruyan bu (4, X) yi 0yle secelim ki,

o OV (A

Pt f(x)

olsun ve buradan

w(2,%) =p(2) + [e* f(£)de
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dir. Burada ¢(1), F(A) ile ortak sifirlara sahip olmayan keyfi ve A ya gore tam

fonksiyon olmaktadir.

Boylelikle (3.6) denkleminin genel ¢ézimii

_ x P(A) A(x=E)
y=Res e FMJ+ chje f(&)de (3.9)

seklinde olur.

33 Rezidii Yontemiyle Ikinci Mertebeden Homojen Olmayan Denklemin Genel

Coziimii

Ornek 3. y"—4y= f(x) denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.

Teoriye gore denklemin ¢oziimii

y(X) = Res

seklinde olacaktir. Burada, F(A1) = 2* —4 dir. F(1) nm sifir yerleri;
FA)=A-4=0 = A =2ve A, =-2
dir. Simdi, (A4, X) nin se¢iminin nasil olacagini irdeleyelim. Bunun i¢in

AR
ox  F(A)

y'(X) = Res 1™ 22222 4GS + Res
F(4)

ilk tiirevinden birinci kosul olarak

w0y (4,X) 1

Res e =
OX F(1)

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde ikinci tiirevi

ow(1,X) A
ox  F(A)

y" = Res e w (A, X) + Res e
F(A)

olur. Bu ifadeleri ana denklemde yerine yazarsak

Re 12 AX l//( )+R Ax al//(l,X) 2’ _4 Rese l//(ﬂ“ X)_ f( )
ox  F(A) F(1)
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veya

Res

AX
e” y(4,X) [ e

WX Ao
F(4) ’

- 4] +Res e™ =
x FA)

ya da

Res e

AX a‘//(/la X) A — f (X)
x F(A)

aliriz. Son ifadeyi asagidaki sekilde yazalim

Rese* WX A _ ¢y
ox A -4

Rezidii Teoremine gore ZRe S'//((Z)) = 1//'((20))
=z @(Z @ (Z,

oldugundan,

2
ZRCS eﬂ,x ay/(ﬂﬂ X) 22’ — f(X)
i=1 j’I aX /1 _4

olarak elde ederiz. (4, X) fonksiyonunu 6yle secelim ki,

e/lx al//(ﬂ,,X) — f(X)
oX

olsun. Bu taktirde, son ifadeden
v (2,%) = [e7 H(&AE +(4)
0
olarak elde ederiz. Burada ¢(A1), A ya gore keyfi tam fonksiyondur. w(A4,X) 1 bu
degerini baslangicta iddia ettigimiz ¢6ziim formiiliinde yerine yazarsak

X

_ w P(A) L T
y(X) = Res € ) +Res E ! 'O f (£)de

buluruz. Rezidiileri hesaplarsak

w P(A) _ Zz:Res o P _€7p(2) e p(-2)

Res e >
FA) T 4 A -4 4 —4

=ce™ +c,e”
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i=l

;X A(x=$) _ < ;x A(X=&)
Res F(ﬂ)le f(&£)dé = ZR}:%S F(ﬂ)le f(&)dé

1 h 2(x-¢&) 1 h —2(X—
=— e f(EdE-= e f(&E)d
, j (§)dg - j (&)de
buluruz ve denklemin ¢6zimiinii
2% —2X 1
y=ce>+c,e +EI§12(X—§) f(&)de
olarak elde ederiz.
3.4 Sabitin Varyasyonu Yontemiyle Coziimiin Elde Edilmesi
Simdi,
y'—4y=f(x
denkleminin sabitin varyasyonu yontemi ile ¢oziimiinii bulalim. Bunun i¢in 6nce,
y'—4y=0
homojen denklemini ¢6zelim. Karakteristik denklemden kokleri
A=-4=0= 4 =2ve A, =2

olarak elde ederiz. O halde denklemin fundamental ¢dziimleri Y, (X) =€ ve Y, (X)=¢€"*

olur. Homojen denklemin genel ¢6ziimii ise C, ve C, keyfi sabitler olmak iizere

2X -2X
y=ce” +c,e

olarak elde edilir. Homojen olmayan denkleme bir 6zel ¢éziim bulmak ic¢in C, ve C,

sabitlerine X degiskene bagli fonksiyonlar gozii ile bakarak aradigimiz ¢éziimiin

y=¢ (X)ezx +C, (X)e_zx
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seklinde oldugunu varsayalim ve onlar1 dyle secelim ki, bu fonksiyon ayni zamanda ana

denklemin de ¢6ziimii olsun. Bunun i¢in son ifadenin tiirevini

!

!
2X 2X —2X —2X
y'=ce’+2ce*+c,e” -2ce

bulup, ¢,(X) ve c,(X) 10yle segelim ki,

!

!
c e¥+c,e*=0
olsun. Bu durumda
' 2X —2X
y' =2ce”*-2c,e
olup, bu ifadenin de tiirevini alirsak
' 2 2 ' 2 2
"=2c e +4ce” -2c, e +4c,e"
1 1 2 2
olur. Alinan ifadeler ana denklemde yerine yazilirsa
! 2X 2X ' —2X —2X 2X —2X
2c,e” +4ce” —2c, e +4c,e 7 —4ce” —4c,e 7 = f(X)
veya
' 2 ! 2
2c,e”-2c,e = f(x)

bulunur. Sonugta ¢[(X) ve C;(X) i¢in asagidaki cebirsel denklemler sistemini

!

!
c e*+c, e =0,
! 2 ' 2
2c, e -2c, e =f(x)

bulmus oluruz. S6z konusu denklemler sistemini Cramer kurali ile ¢ozersek

6(0=7 et o,

1
c,(X) = _Zjezf f(&)E +c,
olarak elde ederiz. Alinan bu ifadeleri genel ¢6ziimiin ifadesinde yerine yazarsak,

_ 2X —2X 1 2(x=¢&) 1 —2(x=¢)
y=ce™+c,e +Zje f(§)d§—zje f(&)dE
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veya
y=ce”+c,e™ + %jshz(x— &) (E)de

elde edilir.

3.5 Adi Diferansiyel Denklem I¢in Cauchy Probleminin Rezidii Yontemiyle

Coziimii

Asagidaki problemi gézoniine alalim

y" +ay™™ +a,y"? +. . +a _y+ay=0 (3.10)
Y(Xo) =17
Y= G.11)
YT (%) = 7700

Burada, 7,,7,,...,17,_, -ler bilinen sabitlerdir, X, da baslangi¢ noktasidir.
(3.10),(3.11) problemini genel sekilde ¢ézmeden o6nce, (3.11) kosulu yerine 7, -larin

herhangi bir 7 nin dereceleri seklinde gosterildigi

y(XO) = 770:
' e |
y"™ (%) =n""

kosulunu alarak Cauchy 6zel durumu irdeleyelim.

Onceki tartismalardan,

y(X) = Res%

F(1)
nin (3.10) denkleminin genel ¢6ziimii oldugunu ve ¢@(A) nin ise F(A) ile ortak sifirlara
sahip olmayan, A ya gore tam fonksiyon oldugunu gérmiistiik. Bu durumda ¢(A1) y1 dyle
secmek gerekir ki, (3.12) kosullar1 korunsun

Aep(d)

(k) _ — _
y*(%,) = Res c (k=0,1,...n—1). (3.13)
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(3.13) den goriilityor ki, n*-lar

k
7" =Res

A=
cinsinden se¢ilmelidir. Son esitligi dikkate alirsak, (3.13) 1i asagidaki gibi yazabiliriz

K A% k
Res| 28 PH) - A | (k=0..n-1),
F(4) A-n

veya

Res < & PMA-m-F () _
(A=mF()

Paydadaki polinomun derecesi (n+1) olmaktadir ve rezidiilerin bu polinomun kokleri

, (k=01,...n—1). (3.14)

lizerinden hesaplanmasi gerekir. Bu taktirde (3.14) esitliginin korunmasi icin ¢@(A1) yi1,

paydaki polinomun derecesi (n—1) den fazla olmayacak sekilde segmek gerekir, yani
P(A)e™ (A -n)-F(A)=c

esitliginin korunmasi gerekir. Burada c sabittir. Buradan,

o(1) = F(/1)+ce_%
A-n
bulunur. Eger 4 =7 de ¢(A1) sabit olmasini talep edersek, ¢ =—F(7) olarak ele almamiz

yeterli olacaktir. Bu taktirde,
FO)=F(D) o

o=
ve bunu dikkate alirsak Cauchy probleminin ¢éziimii
y(X) = Resweﬂ(x‘xﬂ) (3.15)
(A=mF(4)
olacak ve
F(O)-F@

A=n
ifadesi A ya gore (ayn1 zamanda 7 ya gore de) (n—1). dereceden bir polinom olmaktadir.

F(Q:; )~ oA+ P+t Py (™ (3.16)

burada p,(4) (n—1-Kk). Dereceden polinom olmaktadir. Eger tam rezidiileri hesaplarsak

Rest A _y - _onT)
F()

son esitlikten (3.10),(3.11) probleminin ¢6ziimii igin
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n-1
Z P ()77,
X) = Res ¢ g 3.17
y(X) ED) (3.17)
olarak elde ederiz. (3.17) ifadesi ile verilen ¢6zliim i¢in pratik sonu¢ elde etmemiz igin

p, (1) polinomlarinin bulunmasi ve (3.17) deki rezidiilerin hesaplanmasi gerekmektedir.
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4. SONUCLAR

Tezde lineer diferansiyel denklemler i¢in yazilmis sinir deger probleminin cebirsel
temeli incelenmis ve ele alinan sonuglar asagida siralanmustir.

1. Self adjoint diferansiyel operatorler i¢in Lagrange anlaminda adjoint diferansiyel
ifade kurulmustur.

2. Karsilikli adjoint problemlerin ranklar1 arasindaki iliski bulunmustur.

3. Sabit katsayili lineer homojen ve homojen olmayan denklemlerin genel

coziimleri rezidii yontemi yardimiyla elde edilmistir.
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