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Bu c¢alisma ii¢ bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde [12]° de verilen

strongly semi 3 — irresolute ve semi a — preirresolute fonksiyon (Tanim 1.1.6)
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kavramlarini ¢alistik ve bu fonksiyonlarin sagladigi 6zellikler i¢in verilen hipotezleri
yorumladik.

Ikinci boliimde, iiciincii boliimde yaptigimiz ¢alisma icin gerekli olan, ideal
topolojik uzayla ilgili temel kavramlar verdik.

Ucgiincii boliimde ise, birinci béliimde verdigimiz bazi kiimeleri esas alan
strongly semi 3 — I — irresolute fonksiyon (Tanim 3.1.7) ve semi o — I — preirresolute
fonksiyon (Tanim 3.1.8) olarak adlandirdigimiz iki yeni siirekli fonksiyon ¢esidi
tanmimlayip, karakterizasyonlarini elde ettik. Diger bazi fonksiyon tiirleri ile

karsilagtirarak gerekli ters drnekleri verip bir diagram olusturduk.
Anahtar Kelimeler: pre — I — acik kiime, semi — I — acik kiime, strongly semi

B — I — irresolute fonksiyon ve semi a — I — preirresolute

fonksiyon.
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This study consist of three sections. In the first section, we have studied

strongly semi 3 — irresolute and semi a — preirresolute functions (Definition 1.1.6)
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concepts given in [12] and we have interpreted hypothesis which given for their
features.

In the second section, we have given the basic concepts for ideal
topological space required for studing which we have done in third section.

In the third section, we defined two more continuity types that we called as
strongly semi B — I — irresolute (Definition 3.1.7) and semi o — I — preirresolute
functions (Definition 3.1.8) which consider some of the sets given in the first section
as the basis and obtained their characteristics. We formed a diagram, giving required

test examples by comparing those functions with the other function types.

Key words: pre — I — open set, semi — I — open set, strongly semi 3 — I —

irresolute function and semi o — I — preirresolute function.
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X, 1, 1) : Ideal topolojik uzay

A : (X,1) topolojik uzayindaki AcX alt kiimesinin yigilma
noktalar1 kiimesi
yog(A) : (X,7) topolojik uzayindaki AcX alt kiimesinin yogunlasma

noktalar1 kiimesi
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GIRIS

Ik defa 1933 yilinda Kuratowski [24] bir topolojik uzayda ideal kavramim
kullanarak kiimenin lokal fonksiyonu kavramini tanimladi ve bu fonksiyonun
sagladig1 ozellikleri inceledi. 12 yil sonra Vaidyanathaswamy [36] lokal fonksiyon
kavrami yardimiyla bir kapanis islemi tanimladi, bu islemden yeni bir topoloji

olusturdu ve bu topolojinin tabanini elde etti.

1964 yilinda Hayashi [20], kendi adin1 verdigi Hayashi uzayini tanimladi. Daha
sonra 1975 yilinda Samuels [35] lokal fonksiyon kavramimin ideallerin
degistirilmesiyle genel topolojide de bilinen kapanis noktasi, yigilma noktasi,
yogunlagma noktas1 ve ikinci kategoriden nokta kavramina esit oldugunu gosterdi.
Boylece lokal fonksiyon kavraminin bu nokta kavraminin bir genellemesi oldugu

sonucuna vardi.

Ardindan 1990 yilinda D. Jankovi¢ ve T. R. Hamlet [23] lokal fonksiyon
kavramu ile ilgili o zamana kadar yapilan tiim ¢alismalar1 ayrintili incelediler ve bu

kavramla ilgili yeni 6zellikler elde ettiler.

1933 yilinda ilk defa tanimlanmis olan lokal fonksiyon kavrami ile ilgili
zamanimiza kadar c¢esitli aragtirmalar yapilmis ve dnemli sonuclar elde edilmistir.

Halen giiniimiizde de arastirmacilar i¢in 6nemli bir ¢alisma konusu olmustur.

Bu calismada; (X, 1) topolojik uzayi, iizerinde hi¢bir ayirma aksiyonu olmayan
uzay olarak almacaktir. Ayrica (X, t) topolojik uzayinda herhangi bir A <X
kiimesinin kapanisi (A)~ ve bu kiimenin ici de (A)° sembolleri ile gosterilecektir. (X,
1) ve (Y, @) topolojik uzaylar1 yerine X ve Y uzaylar1 alinacaktir. (X, t) topolojik
uzayindan (Y, @) topolojik uzayina giden, tek degerli fonksiyon olarak tanimlanan f
fonksiyonu da

f:(X,1)—>((Y,0)

seklinde verilecektir.



L.BOLUM

STRONGLY SEMI B — IRRESOLUTE VE SEMIi o — PREIRRESOLUTE
FONKSIYONLAR
Bu boliim ti¢ kisimdan olugmaktadir.
Birinci kisimda gerekli olan 6n bilgiler verilmistir.
Ikinci kistmda ve iigiincii kisimda ise, [12]° de tanimlanip incelenmis olan
strongly semi 3 — irresolute fonksiyon smifi ve semi o — preirresolute fonksiyon

siifi sira ile ayrintili olarak calisilmis, gerekli yorumlar yapilmistir.

1.1. On Bilgiler
Simdi ¢alismamiz i¢in gerekli olan tanimlar1 verelim.

Tamm 1.1.1. (X, 1) topolojik uzay1 ve herhangi bir A < X kiimesi verilsin
Eger A kiimesi i¢in,

i) A c((A°))°ise; A kiimesine o — acik kiime [33],

ii) A < (A°) ise; A kiimesine semi — a¢ik kiime [25],

iii) A — (A")° ise; A kiimesine pre — acik kiime [29],

iv) A < ((A")°) ise; A kiimesine P — acik kiime [1]
denir. Ayrica a — agik (semi — agik, pre — acik,  — ag¢ik) kiimenin tiimleyenine o —
kapali [30] (semi — kapah [15], pre — kapah [29], B — kapali [1]) kiime denir.

Bir (X, 1) topolojik uzayindaki tiim o — agik kiimelerin ailesini t°, semi — agik
kiimelerin ailesini SO(X), pre — agik kiimelerin ailesini PO(X) ve B — agik kiimelerin
ailesini de BO(X) sembolii ile gosterecegiz. Ayrica bu boliimiin igeriginde gegen, bir
S < X kiimesi i¢in, bu kiimeyi kapsayan biitiin pre — kapali ( — kapali) kiimelerin
kesigimi S kiimesinin pre — kapamist (B — kapanisi [3]) olup S (S"B) seklindedir
[31]. Bir S kiimesinde kapsanan biitlin pre — agik (B — acik) kiimelerin birlesimi S
kiimesinin pre — i¢i (B — i¢i [3]) olup S°° (S°P) seklindedir [31].

Tanim 1.1.1 de verilen kiimeleri esas alan fonksiyon cesitleri [12]" de

asagidaki bigimde verilmistir.



Tamm 1.1.2. Bir f: (X, 1) = (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her Veo
kiimesi i¢in,

i) f'(V)eaO(X) ise; f fonksiyonuna a — siirekli [30],

i) £'(V)eSO(X) ise; f fonksiyonuna semi — siirekli [25],

iii) £'(V)epO(X) ise; f fonksiyonuna B — siirekli [1]

fonksiyon denir.

Tamm 1.1.3. Bir f: (X, 1) = (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her VeaO(Y)
kiimesi icin,

i) f'(V)etise; f fonksiyonuna strongly a — irresolute [26],

i) £'(V)eaO(X) ise; f fonksiyonuna a — irresolute [27],

iii) £'(V)eSO(X) ise; f fonksiyonuna semi a — irresolute [9],

iv) £'(V)epO(X) ise; f fonksiyonuna almost o — irresolute [10]

fonksiyon denir.

Tanim 1.1.4. Bir f: (X, 1) = (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her VePO(Y)
kiimesi icin,

i) f'(V)etise; f fonksiyonuna Strongly M — pre siirekli [4],

i) £'(V)eaO(X) ise; f fonksiyonuna a — preirresolute [13],

iii) £'(V)eBO(X) ise; f fonksiyonuna B — preirresolute [13],

fonksiyon denir.

Tanmm 1.1.5. f : (X, 1) = (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her VeBO(Y)
kiimesi i¢in,

i) f'(V)et ise; f fonksiyonuna strongly p — irresolute [32],

i) £'(V)eaO(X) ise; f fonksiyonuna strongly a — preirresolute [11],

iii) £'(V)eBO(X) ise; f fonksiyonuna B — irresolute [28],

fonksiyon denir.

Tanmm 1.1.6. Bir f: (X, t) = (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her VeBO(Y)
(VePO(Y)) i¢in, £'(V)eSO(X) ise, f fonksiyonuna strongly semi B — irresolute

(semi o — preirresolute) fonksiyon denir.
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l l | |
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Sekil — 1 -

Sekil — 1 ile; Tanim 1.1.2, Tanim 1.1.3, Tanim 1.1.4, Tanim 1.1.5 ve Tanim
1.1.6 da verilen fonksiyon tiirlerinin kargilastirilmasi yapilmistir [12] . Diger taraftan
bu karsilastirmalarin terslerinin dogru olmadigi [12]” de asagidaki uyar1 ve onu takip

eden bir 6rnekle verilmistir.

Uyar 1.1.1.

i) Strongly M pre — stirekli fonksiyon, § — irresolute degildir. ([6, Example
3.2)).

ii) Strong o — irresolute fonksiyon, P — preirresolute degildir. ([7, Example
2.2)).

iii) Siirekli fonksiyon, a — irresolute degildir. ([6, Example 3.3]).

iv) B — irresolute fonksiyon, semi — siirekli degildir. ([7, Example 3.1]).

Ornek 1.1.1. X = {xy,z} kiimesi iizerinde t = {X, @, {y}, {z},{y,z}}
topolojisi ile (X, 1) topolojik uzay1 verilsin. f: (X, 1) = (X, 1) fonksiyonu f(x) = f(y)
= vy, f(z) = z seklinde tanimlansin. O halde f strongly semi [ — irresolute

fonksiyondur, fakat o — siirekli degildir.



1.2. Strongly Semi 3 — Irresolute Fonksiyonlar

Teorem 1.2.1 [12] ile strongly semi 3 — irresolute fonksiyonunu karakterize

eden ozellikler verilmistir.

Teorem 1.2.1. Bir f : (X, 1) — (Y, @) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde f
fonksiyonu icin agsagidaki ifadeler birbirine denktir:

i) ffonksiyonu strongly semi 3 — irresolute bir fonksiyondur;

ii) Her xeX noktast ve f(x) noktasini igeren Y uzayindaki her V 3 — agik
kiimesi i¢in, f(U) < V olacak sekilde x noktasini iceren X uzayinda bir semi — agik
U < X alt kiimesi vardir;

iii) Her V < Y B — acik kiimesi icin, £'(V) < ((F'(V))°);

iv) Her F c Y P — kapal kiimesi i¢in, f'(F) c X kiimesi semi — kapalidir;

v) Her B ¢ Y alt kiimesi i¢in, ((f'((B)))° < f'(B);

vi) Her A < X alt kiimesi igin, f(((A)7)°) < (f(A))™

olmasidir.

Lemma 1.2.1. ([2], [18], [34]). Heri =1, 2, ..., n indisi i¢in, bir {X; : AeA}

ailesini ve bos olmayan, X;; ailesinin bir Uj; alt kiimesini alalim. Bu takdirde
O+U=[]X X[V, =[]X.
A£A i=1 Aen
seklinde U kiimesinin § — acik [2] (sirasiyla, semi — acik [34], pre — agik [18]) bir
kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her 1 = 1, 2, ..., n indisi i¢in, Uy; < Xj;

kiimesinin 3 — agik (sirasiyla, semi — agik, pre — agik) kiime olmasidir.

Lemma 1.2.1 den yararlanarak, g grafik fonksiyonunun strongly semi
B — irresolute fonksiyon olmasi halinde f fonksiyonunun da strongly semi 3 —

irresolute fonksiyon oldugu Teorem 1.2.2 ile asagida gosterilmistir [12].

Teorem 1.2.2. Eger her xe X noktast icin, g(x) = (x, f(x)) seklinde tanimlanan
g (X, 1) > X x Y grafik fonksiyonu strongly semi 3 — irresolute fonksiyon ise, bu

takdirde f: (X, 1) — (Y, @) fonksiyonu strongly semi 3 — irresolute fonksiyondur.



Teorem 1.2.3. [12] Eger f : (X, 1) — IIY, fonksiyon strongly semi 3 —
irresolute fonksiyon ise, P; : I1 Y, — Y, izdlisim fonksiyonu olmak tizere, her Ae A
indisi i¢in, Pyof : (X, 1) —Y, bileske fonksiyonu strongly semi B — irresolute

fonksiyondur.

Teorem 1.2.4. [12] Eger f : IIX; — IIY, fonksiyonu strongly semi 3 —
irresolute fonksiyon ise, bu takdirde her AeA indisi i¢in, f) : X; — Y, kisitlanmig

fonksiyonu strongly semi 3 — irresolute fonksiyondur.

Uyar:1 1.2.1. Teorem 1.2.5 de, f fonksiyonu strongly semi 3 — irresolute
fonksiyon iken hangi sartlar altinda f/A kisitlanmis fonksiyonunun strongly semi
B — irresolute fonksiyon oldugu; Teorem 1.2.6 da ise, f/A kisitlanmis
fonksiyonunun strongly semi 3 — irresolute fonksiyon olmasi halinde ne zaman f

fonksiyonunun strongly semi 3 — irresolute fonksiyon oldugu verilmistir [12].

Teorem 1.2.5. Eger f : (X, 1) = (Y, @) fonksiyonu strongly semi [} —
irresolute fonksiyon ve A < X alt kiimesi pre — acik bir kiime ise, bu takdirde

f/A : A - Y kisitlanmis fonksiyonu strongly semi 3 — irresolute fonksiyondur.

Teorem 1.2.6. f : (X, 1) — (Y, @) bir fonksiyon ve {A, | heA} ailesi X
uzayinin semi — agik bir ortiisli olsun. Eger her A€ A indisi igin,
f/AL:Ar—>Y
kisitlanmis fonksiyonu strongly semi [ — irresolute fonksiyon ise, f fonksiyonu da

strongly semi 3 — irresolute bir fonksiyondur.

Uyan 1.2.2. Teorem 1.2.7 [12]" de gof bileske fonksiyonunun strongly
semi B — irresolute fonksiyon olmasi i¢in f ve g fonksiyonlarinin hangi 6zellikleri

saglamasi gerektigi verilmistir.

Teorem 1.2.7. f: (X, 1) = (Y, ¢) ve g : (Y, ) = (Z, v) iki fonksiyon olsun.

Bu taktirde f fonksiyonu strongly semi 3 — irresolute fonksiyon ve g fonksiyonu f§ —



irresolute bir fonksiyon ise, gof : (X, 1) = (Z, v) bileske fonksiyonu da strongly semi

B — irresolute fonksiyondur.

1.3. Semi o — preirresolute Fonksiyonlar

Teorem 1.3.1 [12] ile semi a — preirresolute fonksiyonunu karakterize eden

Ozellikler verilmistir.

Teorem 1.3.1. Bir f : (X, 1) — (Y, @) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde f
fonksiyonu icin agagidaki ifadeler birbirine denktir;

i) ffonksiyonu semi a — preirresolute bir fonksiyondur;

ii) Her xeX noktas1 ve f(x) noktasini igeren Y uzayindaki her V pre — agik
kiimesi i¢in, f(U) < V olacak sekilde x noktasini iceren X uzayinda bir semi — agik
U < X alt kiimesi vardir;

iii) Her V < Y pre — agik kiimesi icin, £'(V) = (f'(V))°);

iv) Her F Y pre — kapali kiimesi i¢in, f'(F) c X kiimesi semi — kapalidir;

v) Her B C Y alt kiimesi icin, ((f'(B)))° < f'(B™P);

vi) Her A < X alt kiimesi i¢in, f(((A))°) < (f(A))™"

olmasidir.

Uyar1 1.3.1. Lemma 1.2.1 den yararlanarak, g grafik fonksiyonunun semi
o — preirresolute fonksiyon olmasi halinde f fonksiyonunun da semi o —

preirresolute fonksiyon oldugu Teorem 1.3.2 ile asagida gosterilmistir [12].

Teorem 1.3.2. Eger her xe X noktasi i¢in, g(x) = (X, f(x)) seklinde tanimlanan
g: (X, 1) > X x Y grafik fonksiyonu semi o — preirresolute fonksiyon ise, bu

takdirde f: (X, 1) = (Y, @) fonksiyonu semi o — preirresolute fonksiyondur.

Teorem 1.3.3. [12] Eger f: (X, 1) — I1Y; fonksiyon semi o — preirresolute
fonksiyon ise, P; : ITY; — Y, izdlisiim fonksiyonu olmak iizere her A€ A indisi igin,

Pyof : (X, 1) >Y. bileske fonksiyonu semi o — preirresolute fonksiyondur.



Teorem 1.3.4. [12] Eger f: IIX;, — IIY, fonksiyonu semi o — preirresolute
fonksiyon ise, bu takdirde her AeA indisi i¢in, f; : X; — Y, kisitlanmis fonksiyonu

semi o — preirresolute fonksiyondur.

Uyar1 1.3.2. Teorem 1.3.5 te, f fonksiyonu semi a — preirresolute
fonksiyon iken hangi sartlar altinda f/A kisitlanmis fonksiyonunun semi o —
preirresolute fonksiyon oldugu; Teorem 1.3.6 da ise, f/A kisitlanmis
fonksiyonunun semi o — preirresolute fonksiyon olmasi halinde ne zaman f

fonksiyonunun semi o — preirresolute fonksiyon oldugu verilmistir [12].

Teorem 1.3.5. Eger f: (X, 1) —> (Y, ¢) fonksiyonu semi a — preirresolute
fonksiyon ve A — X alt kiimesi pre — acik bir kiime ise, bu takdirde f /A : A — (Y, ¢)

kisitlanmis fonksiyonu semi o — preirresolute fonksiyondur.

Teorem 1.3.6. f : (X, 1) — (Y, @) bir fonksiyon ve {A, | LeA} ailesi X
uzayinin semi — agik bir ortiisli olsun. Eger her A€ A indisi igin,
f/AL:Ar—>Y
kisitlanmis fonksiyonu semi a — preirresolute fonksiyon ise, f fonksiyonu da semi

o — preirresolute bir fonksiyondur.

Uyar: 1.3.3. Teorem 1.3.7 [12]* de gof bileske fonksiyonunun semi o —
preirresolute fonksiyon olmasi i¢in f ve g fonksiyonlarinin hangi ozellikleri

saglamasi gerektigi verilmistir.

Teorem 1.3.7. f: (X, 1) = (Y, @) ve g : (Y, @) > (Z, v) iki fonksiyon olsun.
Bu taktirde f fonksiyonu semi o — preirresolute fonksiyon ve g fonksiyonu pre —
irresolute fonksiyon ise, gof : (X, 1) — (Z, v) bileske fonksiyonu da semi o —

preirresolute fonksiyondur.



Tamm 1.3.1. [8] (X, 1) topolojik uzay1 verilsin. Eger X uzayinin her yogun
alt kiimesi bu uzayda agik kiime oluyorsa, bu takdirde (X, t) uzayma submaximal

uzay denir.

Tamm 1.3.2. [22] (X, 1) topolojik uzay1 verilsin. Eger X uzaymin her agik
kiimesinin kapanis1 yine bu uzayda ag¢ik kiime oluyorsa; bu takdirde (X, t) uzayina

extramally disconnected uzay denir.

Tanim 1.3.1 ve Tanim 1.3.2° den yararlanarak Sekil —1- de wverilen
karsilagtirmalarin tersinin saglanmadig1 [12]” de asagidaki Teorem 1.3.8 ve Teorem

1.3.9 ile verilmistir.

Teorem 1.3.8. (X, 1) topolojik uzayr submaximal ve extramally disconnected
uzay olsun. Bu takdirde f : (X, 1) — (Y, @) fonksiyonu i¢in asagidaki ozellikler
saglanir:

i) Strongly semi B — irresolute <> strongly B — irresolute < strongly o —
preirresolute < 3 — irresolute.

ii) Semi o — preirresolute <> strongly M — prestireklilik <> o — preirresolute
& B — preirresolute.

iii) Semi a — irresolute <> strongly o — irresolute << a — irresolute <
almost a — irresolute.

iv) stireklilik < o — siireklilik < semi — siireklilik < B — siireklilik

Teorem 1.3.9. (Y, ¢) topolojik uzay1 submaximal ve extramally disconnected
uzay olsun. Bu takdirde f : (X, t) — (Y, ¢) fonksiyonu i¢in asagidaki ozellikler
saglanir:

i) Strongly semi B — irresolute << semi o — preirresolute < semi o —
irresolute < semi — siireklilik.

ii) B — preirresolute < almost o — irresolute < [ — irresolute. <& P —
stireklilik.

iii) Strongly o — preirresolute < o — preirresolute < o — irresolute <

o — sureklilik.
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iv) Strongly B — irresolute < strongly M — pre siireklilik < strongly o —

irresolute < stireklilik.



11

II. BOLUM
IDEAL TOPOLOJIK UZAY

Bu boliim iki kisimdan olusmaktadir.

Birinci kisimda bu ¢alisma i¢in gerekli olan temel kavramlar verilecektir.

Ikinci kisimda ise, Kuratowski [24] tarafindan tanimlanan kiimenin lokal
fonksiyon kavrami ve [23]” de verilen bu fonksiyon kavraminin sagladigi 6zellikler

verilecek ve yorumlanacaktir.
2.1. Ideal Topolojik Uzay Icin Temel Kavramlar

Bu kisimda konunun temelini olusturan, kiimenin lokal fonksiyonu tanimina

gecmeden Once gerekli olan bazi kavramlar1 verelim.

Tanim 2.1.1. [24] Bos olmayan bir X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan
bir IcP(X) ailesi verilsin. Eger | ailesi,
i) Her A, Bel kiimeleri i¢in, AUB€eI (sonlu toplamsallik 6zelligi),
ii) Her A€l kiimesi ve BCA alt kiimesi i¢in, Bel (kalitimsallik 6zelligi)

ozelliklerini saglarsa bu taktirde, I ailesine X kiimesi iizerinde bir ideal denir.

Tanmm 2.1.2. [24] P(X) kiimesi, X kiimesinin gii¢ kiimesi olmak iizere,

a : P(X) - P(X) fonksiyonu,

i) (D)=L

ii) AeP(X) = Aca(A)

iii) A, BeP(X) = a(AUB)=a(A)uo(B)

iv) AeP(X) = a(a(A))=a(A)
sartlarim saglarsa bu taktirde, o kiime fonksiyonuna Kuratowski Kapams Islemi
denir. K = {AeP(X) | A=a(A)} ailesine, X kiimesi iizerindeki topolojiye gore

Kapalilar Ailesi denir.
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Uyan 2.1.1 [23] P(X) kiimesi, X kiimesinin gii¢ kiimesi olmak iizere,
d : P(X) — P(X) fonksiyonu,
i) d©)=J
ii) d(AUB) =d(A)ud(B)
iii) d(d(A))cd(A)
sartlarini saglasin. Bu takdirde, a(A)=Awud(A) seklinde tanimlanan o : P(X) — P(X)

fonksiyonu, P(X) gii¢ kiimesi lizerinde bir Kuratowski kapanis islemidir.

Ispat. i) a(A)=AuUd(A) ifadesinde A= alirsak o(D)=ud(D) olur. Uyari
2.1.1 (1) geregi, d(J)=L olup boylece o(D)=< bulunur.

ii) Herhangi bir A, BeP(X) alt kiimeleri i¢in, o kiime fonksiyonu tanimi ve
Uyar 2.1.1 (1) sikki geregi,

o(AUB)=(AUB)Ud(AUB)=(AUB)U(d(A)ud(B))=(Aud(A))u(Bud(B))=o(A)ua(B)

ifadesi bulunur. Béylece a(AUB)=a(A)uo(B) oldugu elde edilir.

iii) Herhangi bir AeP(X) alt kiimesi i¢in, oo kiime fonksiyonu tanimindan
o(A)=AuUd(A) olur. Buradan (111) geregi,

a(a(A))=o(AUd(A))=a(A)va(d(A))=(Aud(A))(d(A)d(d(A)))

bagintis1 bulunur. Uyart 2.1.1° (m1) den d(d(A))cd(A) olur. Boylece a(ou(A))=
AUd(A)=o(A) oldugu goriiliir.

Sonug olarak, o : P(X) —» P(X) kiime fonksiyonu Tanim 2.1.2° de verilen

Kuratowski kapanis islemi sartlarini saglar.

Tammm 2.1.3. [14] X kiimesi lizerinde ¢ = {J, X} seklinde tanimlanan ¢

topolojisine ayrik olmayan topoloji, (X, ¢) ikilisine de ayrik olmayan uzay denir.

Tammm 2.1.4. [14] X kiimesi ilizerinde tanimlanan P(X) topolojisine ayrik

topoloji, (X,P(X)) ikisine de ayrik uzay denir.

Tanmim 2.1.5. [24] (X, 1) topolojik uzay1, AcX alt kiimesi ve xeX noktast
verilsin. Her VeV komsulugu i¢in, A NV = I ise, xeX noktasina A kiimesinin

bir kapams noktasi denir.
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Tamm 2.1.6. [24] (X, 1) topolojik uzayi, AcX alt kiimesi ve xeX noktasi
verilsin. Her VeV komsulugu i¢in, ANV kiimesinde sonsuz sayida eleman varsa,

xeX noktasina A kiimesinin bir yogunlagsma noktasi denir.

Tamm 2.1.7. [24] (X, 7) topolojik uzay1, AcX alt kiimesi ve bir xe X noktasi

verilsin. Her VeU() komsulugu icin, AN(V-{x})#zJ ise, xeX noktasina A

kiimesinin bir y1gilma noktasi denir.
2.2. Kiimenin Lokal Fonksiyonu

Tanim 2.2.1. [24] (X, 1) topolojik uzay1 ve bir AcX alt kiimesi verilsin. |

ailesi X kiimesi tizerinde bir ideal olsun. Bu taktirde,

A'(I, 1)={xeX | YU€eGy, icin, (UNA)gI}
kiimesine A kiimesinin I ideali ve t topolojisi ile ilgili lokal fonksiyonu denir.
A'(L 1) gosterimi i¢in [23]” de belirtildigi gibi A'(D) veya kisaca A" semboliinii
kullanacagiz ve buna A kiimesinin lokal fonksiyonu diyecegiz.

X # & bir kiime olmak tizere X kiimesindeki en basit idealler minimal ideal
(I={D}) ve maksimal ideal (I1=P(X)) olup A" kiimesi bu ideallere gore [23] de
asagidaki gibi elde edilmistir.

A'({D}, 1) = {xeX | YUeGy, igin, (UNA)¢ {D}}
= {xeX | VUeGy i¢in, (UNA)=D}
=(A)

Buradan,
A({@}, 1) = (A
olarak bulunur.
A'(P(X), 1) = {xeX | VUeG) i¢in, (UNA)eP(X)}= <
Buradan,
A'(P(X), 1) =D

olarak bulunur.
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(X, 1) uzayinda I (sonlu alt kiimeler ideali), I (sayilabilir alt kiimeler ideali)
idealleri i¢in [23]” de A" kiimesi asagidaki gibi elde edilmistir.
A'(g 1) = {xeX | YUeGyy icin, (UNA) gl
= {xeX | YUeGy icin, (UNA) sonsuz}
= A
Buradan,
A1) = A
olarak bulunur.
A'(I1) = {xeX | YUeGy, igin, (UNA)¢l.}
= {xeX | VUeG) i¢in, (UNA) kiimesi sayilamaz}
= yog(A)
Buradan,
A'(Ie,T) = yoE(A)
olarak bulunur.
[35]" de, A kiimesinin A*(I, 1) lokal fonksiyonunun, A kiimesinin kapanis
noktasi, yigilma noktasi ve yogunlasma noktasinin bir genellestirilmesi oldugu
verilmigtir.

Simdi [23]’ de verilen, lokal fonksiyonun 6zellikleriyle ilgili teoremi verelim.

Teorem 2.2.1. [23] (X, 1) uzayi, X kiimesi lizerinde I, I, idealleri ile birlikte

verilen bir topolojik uzay ve A, BcX olsun. Bu takdirde,

i) AcB = A'cB’

i) [Lch = A'(L)cA (L)

iii) A"= (A" <(A)” (A" kiimesi kapali bir kiimedir)

iv) (A7) cA’

v) (AUB)=A"UB’

vi) (ANB) cA'~B”

vii)A"-B"=(A-B)-B'c(A-B)’

viii) Uet = UNA=UN(UNA) c(UNA)"

ix) Sel = (AUS)=A"=(A-S)"
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Ispat. i) Herhangi bir xeA" noktasini alalim. Tanim 2.2.1°den her Ue Gy acik
komsulugu i¢in, AnUgI olur. Eger AcB ise, AnUcBNU olup BNU¢I elde edilir.
Eger BnUe€l olsaydi I idealinin kalitimsallik 6zelliginden AnUel olurdu. Bu ise,
bir celigkidir. O halde her UeGyy) acik komsulugu icin, BnU¢I ise Tanim 2.2.1

geregi, xeB’ olur. Boylece alt kiime tammi geregi A'cB” bagntis1 bulunur.

ii) Ichise L,' I'olur. .......... (1)
A'(I) = {xeX | VUeGy i¢in, (UNA)gl,}
A'(L) = {xeX | VUeGyy i¢in, (UnA)ely' } .......... 2)

(1), (2) ifadeleri ve Tanim 2.2.1 kullanilarak,
A'(L)c{xeX | YUeGyy igin, (UNA)el,’}
={xeX | YUeGy icin, (UNA)el;}
=A'(Ln)
elde edilir. Buradan,
A'(I)cA' (L)
oldugu goriiliir.
iii) Oncelikle A'=(A") esitligini gosterelim. Her AcX alt kiimesi igin,
Ac(A)” bagntist her zaman saglamr. Bu ifade A'cX alt kiimesi igin de

gergekleseceginden

A*({Q}, 1) =(A), A*(P(X), 1)= oldugu gosterilmistir. Teorem 2.2.1 (b) geregince
kiimenin lokal fonksiyonu en biiyiik degerini [={J} minimal ideali i¢in, en kiigiik
degerini de [=P(X) maksimal ideali i¢in alir. O halde (X, t) uzayindaki her I ideali
icin UYcIcP(X) ifadesi saglandigindan,

BA (1L, 1) S (A) oo, 4)
olur.

Simdi de (A*)_CA* oldugunu gosterelim. Herhangi bir XE(A*)_ noktasini
alalim. Varsayalim ki xg¢A" olsun. (A*)'Zm{FCX | F kapali kiime ve A*CF}
ifadesinden ve xe(A")” oldugundan A cF olan her F kapali kiimesi igin, xeF olur.
A'c F ve F kapali kiime ise X-FcX-A® olup X-F agik kiimedir. Buradan
(X-F)NA"=D bulunur. x¢A" ifadesinden xe(X-A") elde edilir ve xeF oldugundan
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FA(X-A"#D olur. (X-F)NA"=D ve FN(X-A")~D olmast FcA" oldugunu gsterir.
Bu ise bir ¢eliskidir. O halde,

bulunur.
(3), (4) ve (5) ifadelerinden A’=(A"Y ' =(A)” bagmtisi elde edilir.

iv) Herhangi bir xe(A"(1))’(I) noktasini alalim. Varsayalim ki x¢A"(I) olsun.
Tamm 2.2.1 geregince, (A'(I)) ()={xeX | VUeG) igin, (UnA")el} olur. Her
UeG) acik komsulugu igin, UNA"¢l ifadesi ve idealin kalitimsallik ozelligi
geregince, UNA"#J oldugu bulunur. Kapams noktas: tanmmndan xe(A™)” elde
edilir. (e) sikki geregince, (A*)'ZA* olmast xeA” oldugunu gosterir. Bu ise, bir
celiskidir. O halde xe(A")" noktast i¢in, xeA" oldugundan (A")'cA’ bagintis1 elde
edilir.

v) Tanim 2.2.1 geregince A ve B kiimelerinin lokal fonksiyonlari,

A'(D)={xeX | VUeG i¢in, (UnA)el} .......... (6)

B'()={xeX | YUeGy i¢in, (UNB)el} .......... (7)
olur.
(6) ve (7) ifadelerinde birlesim iglemi alirsak,

A'(HUB'(={xeX | YUeGyy, i¢in, (UNA)&l veya (UNB)&l}
A (HUB'(D={xeX | YUeGyy, i¢in, [(UNA)U(UNB)] 21}
A (UB"()={xeX | YUeGyy igin, [UN(AUB)] 21}
elde edilir. Tanim 2.2.1°den,
A"(DUB (D=(AUB) (1)

bulunur.

vi) (ANB)" (I) = {xeX ‘VUGG(X) icin, [(AnB)NU] eI}

(ANB)" (I) = {xeX | VUeGy i¢in, [[ANU)NBNU)]el}

(AnB)" (I) = {xeX | YUeGy igin, (AnU) I ve BNU)l} .......... (8)
(8) ifadesi geregi,
(APB)" (Dc{xeX | VUeGy igin, (ANU)gl} ............. (9)
(AnB)" (Dc{xeX | YUeGy igin, BNU)gI} ............. (10)

elde edilir. (9) ve (10) ifadelerinin kesisimlerini alirsak,
(AnB)” (DA’ (DNB(D)

oldugu bulunur.
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vii) AUB=(A-B)UB esitligi her zaman dogrudur. Bu esitlikte (*) islemi

uygulanirsa, Teorem 2.2.1 (e) geregince,

(AUB) =[(A-B)UB] =(A-B) 'UB"
esitligini elde edilir. Bu esitligin her iki tarafin B kiimesi ile kesisim alinirsa,

(AUB) "B"=[(A-B)'UB" |"B™

(A"UB)NB"=[(A-B)'UB" ]|~B™

(A"UB™)UB NBM=[(A-B) "B JU(B'~B™)
olur. B°nB"=@ oldugundan,
A’ NB"=(A-B) "B™
esitligi elde edilir. Fark islemi tamimi geregi, A"-B"=(A-B)"-B” esitligi yazilir. Bu son
esitlikten
A"-B’=(A-B)"-B"c(A-B)"

bulunur.

viii) Herhangi bir xeUNA" noktasini alalim. Kesisim iglemi tanimindan xeU
ve xeA" dir. Tanim 2.2.1 geregi her VeG(y acik komsulugu i¢in, VA ¢1 olur. xeU
ve Uet oldugundan komsuluk tanimi geregi UeGyy) olur. Bir noktanin komsulari
kesisimi yine o noktanin komsulugu oldugundan VNUeG) olur. xeA" olup,
[(VAU)NAJE[VA(UNA)]¢l ifadesi elde edilir. Tamim 2.2.1 geregi, xe(UNA)"
bulunur. xeUNA" noktasi i¢in, xe(UNA)" oldugundan

UNA'c(UnA) .......... (11)
bulunur. (11) ifadesinde her iki tarafin U kiimesi ile kesisimini alirsak,

[UN(UNA")]c[UN(UNA)]

(UNA)[UNUNA) T e (12)
UNACA bagintisi ve Teorem 2.2.1 (a) geregince
(UNA)'CA ..o (13)
olur. (13) ifadesinin her iki tarafinin U kiimesi ile kesisimi alinirsa,
[UN(UNA) JcUNA™ ............... (14)
bulunur. (12) ve (14) ifadelerinden,
UNA=UNUNA) ... (15)

esitligi yazilir. O halde (11) ve (15) ifadeleri geregi,
UNA"=UN(UNA) c(UNA)"
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bulunur.

ix) AUS=(A-S)US esitligi her zaman dogrudur. Bu esitlikte her iki tarafin (*)
islemi alinirsa,

(AUS) =[(A-S)US]"
olur. Teorem 2.2.1 (e) geregince,
(AUS) =A"US'=(A-S)'US " ...ccoee (16)

elde edilir. Tanim 2.2.1 ve Sel oldugundan S'= {xeX | VUeG) i¢in, (UNS) e [} =
olur. (16) ifadesinde S’=¢ yazilirsa (AUS)*ZA*Z(A-S)* elde edilir.

[24] de, bir ('*) islemi tanimlanmis ve bu islemin aslinda bir Kuratowski

kapanis islemi oldugu asagidaki gibi gosterilmistir.

Lokal fonksiyon olarak tanimlanan (*) : P(X) — P(X) fonksiyonu Teorem

2.2.1’in (d) ve (e) siklart ile,

(1) = {xeX | VUeGy, i¢in, (UND)el}
@' (I) = {xeX | YUeG, i¢in, e}

bulunur. Bu ise, I ideal oldugundan kalitimsallik o6zelligi geregi imkansizdir.
Dolayisiyla el olur. Dolayisiyla Q*(I)ZQ olup, (*) : P(X) —» P(X) lokal
fonksiyonu, Uyar1 2.1.1°de verilen d : P(X) — P(X) fonksiyonu ile ¢akisir. Her AcX
alt kiimesi i¢in, (A)”=AUA" seklinde tanimlanan (= ) : P(X) —» P(X) fonksiyonu
Kuratowski Kapanis iglemidir.

[23]” de, X kiimesindeki minimal ideal olan I ={} ve maksimal ideal olan
[=P(X) idealleri i¢in (A)~ kiimesi asagidaki gibi bulunmustur.

[ = {&} minimal ideali i¢in, A"({@}) = (A)” olup bu ifade (A)” = AUA"
esitliginde yazilirsa (A" = AU(A) olur. Kapanis isleminin A < (A)” 6zelliginden,
(A)” = (A) olur.

I = P(X) maksimal ideali i¢in, A"(P(X)) = @ olup (A)” = AUA" esitliginde
yazilirsa, (A)” =A olur.

(™) fonksiyonu yardimuyla iiretilen ©  topolojisi [23]’ de asagidaki bicimde

tanimlanmistir.
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Tanmim 2.2.2. [23] 1 topolojisi X kiimesindeki ilk topoloji olmak {izere, ('*)
fonksiyonu tarafindan iiretilen topoloji t (I, 7) ya da t (I) (kisaca t') ile gosterilir. Bu
topoloji,

T(D={UcX | (X-U)"=X-U}
seklindedir.
I = {<J} minimal ideali i¢gin r*(I) = 1 ve | = P(X) maksimal ideali igin, r*(I) =
P(X) olup X kiimesi iizerindeki her I ideali i¢in, @ < I  P(X) oldugundan © < t'(I)
< P(X) bagintis1 Teorem 2.2.1°in (b) sikkindan elde edilir.
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III. BOLUM

STRONGLY SEMIi B I - IRRESOLUTE VE SEMI o -1 - PREIRRESOLUTE
FONKSiYONLAR

Bu béliim iki kisimdan olusmaktadir.

Birinci kisimda, strongly semi B — I — irresolute fonksiyon olarak
adlandirdigimiz yeni bir fonksiyon ¢esidi verip, bu fonksiyon kavraminin strongly
a — I — preirresolute [7], strongly semi B — I — irresolute, § — I — irresolute [38], o — |
— preirresolute [6], semi a — I — preirresolute, B — I — preirresolute [6], o — I —
irresolute [37], semi a — I — irresolute [38], almost a — I — irresolute [37], o — I —
stirekli [19], semi — I — siirekli [19] ve B — I — stirekli [19] fonksiyon tiirleri ile
karsilagtirmasini yapacagiz. Ayrica bu fonksiyonun karakterizasyonunu ve sagladigi
ozellikleri elde edecegiz.

Ikinci kisimda ise; Tanim 3.1.8 ile verdigimiz semi o — I — preirresolute
fonksiyon kavraminin karakterizasyonunu ve sagladigi 6zellikleri elde edip,

yorumlayacagiz.

3.1. Strongly Semi p — I — irresolute Fonksiyon Kavrami ve Ozellikleri

Tamm 3.1.1. (X, t) topolojik uzay1 ve herhangi A < X alt kiimesi verilsin
Eger A kiimesi i¢in,

i) A c((A°))°ise; A kiimesine a — a¢ik kiime [33],

ii) A < (A°) ise; A kiimesine semi — acik kiime [25],

iii) A — (A")° ise; A kiimesine pre — a¢ik kiime [29],

iv) A c ((A")°) ise; A kiimesine p — a¢ik kiime [1],
denir. Ayrica a — agik (semi — agik, pre — acgik, B — acik) kiimenin tiimleyenine a —
kapal [30] (semi — kapal [15], pre — kapah [29], p — kapal1 [1]) kiime denir.

Bir (X, 1) topolojik uzayindaki tiim a — agik kiimelerin ailesini t”, semi — agik
kiimelerin ailesini SO(X), pre — agik kiimelerin ailesini PO(X) ve B — agik kiimelerin
ailesini de BO(X) sembolii ile gosterecegiz. Ayrica bu boliimiin igeriginde gecen, bir

S < X kiimesini kapsayan biitiin pre — kapali (f — kapali) kiimelerin kesisimi S
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kiimesinin pre — kapams1 (B — kapans1 [3]) olup ST (S™) seklindedir [31]. Bir S
kiimesinde kapsanan biitiin pre — acik (B — agik) kiimelerin birlesimi S kiimesinin
pre —i¢i (B — i¢i [3]) olup S°P (S°P) seklindedir [31]. Bununla beraber (X, T, I) ideal

topolojik uzayinda (- ") isleminin tiimleyenini ( ° ") islemi ile sembolize edecegiz.

Tamm 3.1.2. (X, 7, I) ideal topoloji uzay1 ve bir A < X alt kiimesi verilsin.
Eger A kiimesi i¢in,

i) Ac((A°)7) ise; A kiimesine & — I — acik kiime [19],

ii) A c(A°) " ise; A kiimesine semi — I — agik kiime [19],

iii) A — (A7)° ise; A kiimesine pre — I — agik kiime [16],

iv) A < ((A7)°) ise; A kiimesine B —I—acik kiime [19],
denir.

(X, 1, I) ideal topolojik uzayinda biitiin a — I — agik kiimelerin ailesini alO(X),
semi — I — agik kiimelerin ailesini SIO(X), pre — I — ag¢ik kiimelerin ailesini PIO(X)

ve  — I — a1k kiimelerin ailesini de BIO(X) sembolii ile gdsterecegiz.

Simdi Tanim 3.1.1 ve Tanim 3.1.2° de gecen kiimeleri esas alan bazi

fonksiyon kavramlarini verelim.

Tamm 3.1.3. Bir f: (X, 1, I) > (Y, @) fonksiyonu verilsin. Eger her Ve
kiimesi icin,

i) f'(V)ealOX) ise; f fonksiyonuna a — I — siirekli [19],

i) £'(V)eSIOX) ise; f fonksiyonuna semi — I — siirekli [19],

iii) £'(V)eBIO(X) ise; f fonksiyonuna B —1—siirekli [19]

fonksiyon denir.

Tanmm 3.1.4. Bir f : (X, 1, I) > (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her Ve
aO(Y) kiimesi igin,

i) £'(V)ealO(X) ise; f fonksiyonuna a — I — irresolute [37],

i) £'(V)eSIO(X) ise; f fonksiyonuna semi a — I — irresolute [38],

iii) £ 1(V)eBIO(X) ise; f fonksiyonuna almost a — I — irresolute [37]

fonksiyon denir.
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Tamm 3.1.5. Bir f : (X, 1, I) > (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her
VePO(Y) kiimesi ig¢in,

i) f'(V)ealO(X) ise; f fonksiyonuna a — I — preirresolute [6],

i) '(V)eplO(X) ise; f fonksiyonuna B — I — preirresolute [6]

fonksiyon denir.

Tamm 3.1.6. Bir £ : (X, 1, I) > (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her Ve
BO(Y) kiimesi i¢in,

i) f'(V)ealO(X) ise; f fonksiyonuna strogly a — I — preirresolute [7],

i) £'(V)eBIO(X) ise; f fonksiyonuna B —I—irresolute [38]

fonksiyon denir.

Tanmm 3.1.7. Bir f : (X, 1, ) — (Y, @) bir fonksiyon olsun. Eger her
VeBO(Y) kiimesi icin, f '(V)eSIO(X) ise, f fonksiyonuna strongly semi f — I —

irresolute fonksiyon denir.
Tamm 3.1.8. Bir f : (X, t, ) — (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her

VePO(Y) kiimesi igin, f'(V)eSIO(X) oluyorsa, f fonksiyonuna semi o — I —

preirresolute fonksiyon denir.

Yukardaki tanimlardan yaralanarak Sekil — 2 yi asagidaki gibi elde ederiz.
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strongly oo — I — preirresolute — strongly semi [ — [ — irresolute — [ — [ — irresolute

| | l

o — [ —preirresolute  —  semi o — I — preirresolute —> [ — I — preirresolute

| | l

o — [ — irresolute —» semi o — I —irresolute — almost — o — [ —irresolute

| | l

o — I —siireklilik — semi — I — siireklilik —  p —1 — siireklilik

Sekil — 2 —
Uyan 3.1.1. Sekil — 2’de verdigimiz gegislerin tersleri genellikle dogru degildir.

Ornek 3.1.1. X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerinde T = {0, X, {a, b}} topolojisi ve
I = {0, {b}} ideali ile birlikte (X, 1, I) ideal topolojik uzayi, Y = {a, b, ¢} kiimesi
tizerinde de ¢ = {0, Y, {a}, {b}, {a, b}} topolojisi ile (Y, ¢) topolojik uzay verilsin.
f: (X, 1, ) > (Y, ¢) fonksiyonu f(a) = f(b) = f(d) = b, f(c) = ¢ seklinde tanimlanan
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu a — I — preirresolute fonksiyondur
ancak 3 — I — irresolute bir fonksiyon degildir. f fonksiyonunun o — I — preirresolute
fonksiyon oldugunu gostermemiz i¢in, her VePO(Y) kiimesi icin, f "Wy <

(((F'(V))°))° oldugunu gostermeliyiz.

(1) A = {b}ePO(Y) kiimesi i¢in, f'(A) = f'({b}) = {a, b, d} ve (f'(A))° =
{a, b} ve ((f'(A))°)"= X olur ve ((f'(A))°)™)° = X° = X bulunur. Buradan f'(A) =
((F'(A))°))° oldugu elde edilir.

(1) B = {a, b}ePO(Y) kiimesi i¢in, f'(B) = f'({a, b}) = {a, b, d} ve
(f'(B))° = {a, b}, (f'(B))°)" = X olur. Buradan (((f'(B))°)")° = X bulunur ki
£1(B) < (((f'(B))°)™)° oldugu elde edilir.

(1) ve (1) siklarindan f fonksiyonunun o — I — preirresolute fonksiyon oldugu

goriiliir. Diger taraftan C = {a, ¢}epO(Y) kimesi i¢in, £'(C) = f'({a, ¢}) = {c},
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€)™ = {c, d} ve (F'(C)7)° = @ bulunur. ((F'(C)))°) = & ve f'(C) &
(((£'(C))™)°)” oldugundan, f fonksiyonu p — I — irresolute bir fonksiyon degildir.

Ornek 3.1.2. X = {a, b, c, d} kiimesi lizerinde t = {0, X, {d}, {a, b}, {a, b, d}}
topolojisi ve I = {@, {b}, {d}, {b, d}} ideali ile birlikte (X, 1, I) ideal topolojik uzayz,
Y = {a, b, c} kiimesi iizerinde de ¢ = {@, Y, {b}, {a, c}} topolojisi ile (Y,o)
topolojik uzay1 verilsin. f: (X, 1, I) > (Y, ¢) fonksiyonu f(a) = f(c) = a ve f(b) = f(d)
= ¢ seklinde tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu o — I — irresolute fonksiyondur
ama f§ — I — preirresolute bir fonksiyon degildir. f fonksiyonunun a — I — irresolte bir
fonksiyon oldugunu gostermemiz igin, her AcaO(Y) kimesi igin, f'(A)

(((£'(A))°)7)° oldugunu gdstermeliyiz.

A = {a, ¢} eaO(Y) kimesi icin, f'(A) = f'({a, ¢}) = X, ((fl(A))O)‘* =X ve
((F'(A))°)7)° = X elde edilir. Dolayistyla f'(A) = (((f'(A))°)")° olup f fonksiyonu

a — I — irresolute fonksiyon olur.

B = {b, c¢}ePO(Y) kiimesi icin, f'(B) = {b, d}, (f'(B))” = {b, d} ve
((f'(B))™)° = {d} bulunur. Buradan ((f'(B))")°)" = {c, d} olur. Dolayistyla f'(B) &
(((f I(B))'*)O)' oldugundan, f fonksiyonu 3 — I — preirresolute bir fonksiyon degildir.

Ornek 3.1.3. X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerinde T = {@, X, {b}, {a, b}}
topolojisi ve I = {@, {b}} ideali ile birlikte (X, 7, I) ideal topolojik uzay1, Y =
{a, b, ¢} kiimesi iizerinde de ¢ = {0, Y, {c}, {b, c}} topolojisi ile (Y, ¢) topolojik
uzay1 verilsin. f : (X, 1, I) = (Y, ¢) fonksiyonu f(a) = f(b) = b, f(c) = f(d) = a
seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu o — I — stirekli
fonksiyon olmasina ragmen almost o — I — irresolute bir fonksiyon degildir. A =
{b, c}c Y acik kiimesi icin, f'(A) = f'({b, c}) = {a, b} ve (f'(A))° = {a,b} ve
(F'(A)°)" = X olup ((F'(A)°)7)° = X bulumur. £'(A) = ((F'(A)))°
oldugundan Tanim 3.1.3 geregi fonksiyon a — I — siireklidir. Fakat Y uzayindaki B =
{a, ¢} o — agik kiimesi i¢in, £'(B) = f'({a, ¢}) = {c, d}, (f'B))” = {c, d} ve
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((f'(B))™)° = & olur. Dolayisiyla ((f'(B))")°) = &, £'(B) < (f'(B))™)°)” olup f

fonksiyonu almost a — I — irresolute fonksiyon degildir.

Ornek 3.1.4. X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerinde t = {@, X, {d}, {a, b}, {a, b,
d}} topolojisi ve I = {Q, {b}} ideali ile birlikte (X, 7, I) ideal topolojik uzay1 ve Y =
{a, b, ¢} kiimesi iizerinde de ¢ = {@, Y, {b}} topolojisi ile (Y, ¢) topolojik uzay1
verilsin. f: (X, 1, I) = (Y, ¢) fonksiyonu f(a) = f(b) = ¢ ve f(c) = f(d) = b seklinde
tanimlanan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu strongly semi 3 — I —
irresolute fonksiyondur ancak o — I — siirekli bir fonksiyon degildir. f fonksiyonunun
strongly semi 3 — I — irresolute fonksiyon oldugunu gostermemiz i¢in, her AeBO(Y)

kiimesi i¢in, f'(A) < ((F'(A))°)™ oldugunu gostermeliyiz.

(1) A = {b}eBO(Y) kiimesi i¢in, f'(A) = {c, d}, ((f'(A)° = {d} ve
(f'(A))°)" = {c, d} elde edilir ki f'(A) = ((f'(A))°)” bulunur.

(1) B = {a, b}epO(Y) kiimesi i¢in, f'(B) = {c, d}, (f'(B))° = {d} ve
(f'(B))°)" = {c, d} elde edilir ki f'(B) = ((f'(B))°)”" bulunur.

(1) C = {b, ¢} eBO(Y) kiimesi i¢in, fl(C) = fl({b, c) =X, (fl(c))o =X ve
((f1(C))°)™" = X elde edilir ki £'(C) < ((f'(C))°)”" bulunur.

(1), (11) ve (1) siklarindan f fonksiyonunun strongly semi B — I — irresolute
fonksiyon oldugu goriiliir. Diger taraftan A = {b} e kiimesi icin, f'(A) = f'({b}) =
{c, d}, (f'(A)° = {d} ve (F'(A))*)™ = {c, d} bulunur. (F'(A)°)7)° = {d} ve
f1(A) < ((fF'(A))°))° oldugundan, f fonksiyonu a — I — siirekli bir fonksiyon
degildir.

Ornek 3.1.5. X = {a, b, ¢, d} kiimesi lizerinde © = {Q, X, {d}, {a, b},
{a, b, d}} topolojisi ve I = {@, {b}, {d}, {b, d}} ideali ile birlikte (X, 1, I) ideal
topolojik uzayi, Y = {a, b, c} kiimesi iizerinde de ¢ = {O, Y, {a}} topolojisi ile
(Y, o) topolojik uzay1 verilsin. f: (X, 1, I) > (Y, @) fonksiyonu f(a) = f(c) = f(d) = a,
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f(b) = ¢ seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu § — I —
irresolute bir fonksiyondur. Ancak semi — I — siirekli bir fonksiyon degildir. f
fonksiyonunun B — I — irresolute fonksiyon oldugunu gdstermemiz i¢in, her A — Y

B — acik kiimesi icin, '(A) = ((F'(A))™)°)” oldugunu gostermeliyiz.

(1) A = {a} eBO(Y) kiimesi i¢in, f'(A) = f'({a}) = {a, ¢, d} ve (f'(A)” =X
olur. (f'(A))™)°=X°=X ve X "= X olup f'(A) = (f'(A))™)°)” bulunur.

(11) B = {a, b} eBO(Y) kiimesi icin, f'(B) = f'({a, b}) = {a, ¢, d} ve (f'(B))™
=X olur. (f'(B)))°=X°=X ve X "= X olup f'(B) = (f'(B))")°)” bulunur.

(1) C = {a, ¢} epO(Y) kiimesi i¢in, £'(C) = f'({a, ¢}) = X ve (f'(C))" = X
olur ve (((f'(C))™)°)” = X bulunur. Buradan £'(C) < ((£'(C))™)°) oldugu elde
edilir.

(1), (1) ve (1) siklarindan f fonksiyonunun 3 — I — irresolute fonksiyon oldugu
goriiliir. Diger taraftan A = {a} € kiimesi i¢in, f'(A) = f'({a}) = {a, ¢, d}, (f'(A))°
= {d} ve ((f'(A)°)" = ({d})” = {d} bulunur. f'(A) < (f'(A))°)" oldugundan,

Tanim 3.1.3 (ii) geregi, f fonksiyonu semi — I — siirekli bir fonksiyon degildir.

Simdi, strongly semi B — I — irresolute fonksiyonunun sagladig1 6zellikleri

inceleyelim.

Teorem 3.1.1. f : (X, 1, I) - (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde
asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i) ffonksiyonu strongly semi 3 — I — irresolute fonksiyondur;

ii) Her xeX noktasi ve f(x) noktasini iceren Y uzayindaki her V 3 — agik
kiimesi i¢in, f(U) < V olacak sekilde x noktasini igeren X uzayinda bir semi — [ —
acik U c X alt kiimesi vardir;

iii) Her V < Y B — agik kiimesi i¢in, £'(V) < ((f vy

iv) Her F c Y P — kapal kiimesi i¢in, f'(F) X kiimesi semi — I — kapalidir;

v) Her B c Y alt kiimesi i¢in, ((f'(B)))°" < £'(B™);



27

vi) Her A < X alt kiimesi i¢in, f(((A)")°") < (fA))™

olmasidir.

Ispat. i) = ii) Herhangi bir xe X noktasmi ve f(x) noktasini igeren bir V< Y
B — acgik kiimesini alalim. Hipotez geregi, f fonksiyonu strongly semi B — I —
irresolute fonksiyon oldugundan, Tamm 3.1.7 geregi, f'(V) kiimesi x noktasmi
iceren X uzaymda semi — I — agik bir kiimedir. U = £'(V) diyelim. Bu taktirde U
kiimesi, f(U) c V olacak sekilde x noktasini iceren X uzayinin semi — [ — agik bir
kiimesidir.

i) = iii) V kiimesi Y uzaymmn herhangi bir B — acik kiimesi ve xef'(V)
olsun. Hipotezden f(U) — V olacak sekilde x noktasini i¢eren bir U < X semi — [ —
acik kiimesi vardir. Boylece xeU — (U™ < ((F'(V))°)” ve buradan da f'(V) <
(f'(V))°)" oldugu elde edilir.

iii) = iv) Herhangi bir F — Y 3 — kapal1 kiimesini alalim. V =Y — F olsun.
Dolayistyla V kiimesi Y uzayinda B — acik bir kiimedir. (iii) ifadesi geregi, f'(V)
(F'(V))°)" elde edilir. Buradan f'(F) = X — f'(Y - F) = X — (V) kiimesi X
uzayinda semi — [ — kapal1 kiime olur.

iv) = v) Herhangi bir B — Y alt kiimesini alalim. (B'B ) kiimesi Y uzayinin
B — kapal1 bir kiimesi oldugundan, 1(B'B) < X kiimesi semi — I — kapal1 bir kiimedir.
Buradan ((f'B™))°" < f'(BP) olur. Béylece ((f'(B)))°" < f'(B™®) oldugu
bulunur.

v) = vi) A kiimesi, X uzaymin herhangi bir alt kiimesi olsun. Hipotez
geregince, (A7)° < ((f'(f(A)))°" < £((f(A))™) oldugu bulunur. Bu son ifadeden f
fonksiyonuna gore goriintii alinirsa, f((A7)°") < (f(A)) ™ ifadesi elde edilir.

vi) = i) V kiimesi, Y uzaymin herhangi bir B — acik kiimesi olsun. f'(Y — V)
= X — f(V) kiimesi, X uzaymin bir alt kiimesidir. Hipotez geregi,

('Y -V))*) e (fE (Y - V)P

c(Y-V)P
=Y - (VP
=Y-V

ifadesi elde edilir. Buradan

X~ ((F'(V)°) = (X -£'(V))”
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=((F' (Y - V))~

< £ Y =V))))

cfl(Y-v)

=X-f'(V)
olur. Boylece £'(V) < ((f'(V))°)™ bulunup f'(V) kiimesinin X uzaymnda semi — I —
acik bir kiime oldugu goriiliir. Dolayisiyla Tanim 3.1.7 geregi, f fonksiyonu strongly

semi § — I — irresolute fonksiyondur.

Lemma 3.1.1. ([2], [18], [34]). Her 1 =1, 2, ..., n indisi i¢in, bir {X; : AeA}

ailesini ve bos olmayan, X;; ailesinin bir Uy; alt kiimesini alalim. Bu takdirde
O+U=]]X X[V, =[]X.
A£A i=1 Aen
seklinde U kiimesinin  — acik [2] (sirasiyla, semi — acik [34], pre — agik [18]) bir
kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her 1 = 1, 2, ..., n indisi i¢in, Uy; < Xj;

kiimesinin 3 — agik (sirasiyla, semi — acik, pre — agik) kiime olmasidir.

Teorem 3.1.2. Eger her xe X noktasi i¢in, g(x) = (X, f(x)) seklinde tanimlanan
g: (X, 1) > X x Y grafik fonksiyonu strongly semi  — I — irresolute fonksiyon ise,
bu takdirde f : (X, 1, I) > (Y, ¢) fonksiyonu strongly semi f — I — irresolute

fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir xeX noktasini ve f(x) noktasini igeren bir V< Y B — agik
kiimesini alalim. Bu takdirde Lemma 3.1.1 geregi, X x V < X x Y kiimesi g(x)
noktasini iceren 3 — agik bir kiime olur. Hipotez geregi, g grafik fonksiyonu strongly
semi B — I — irresolute fonksiyon oldugundan Teorem 3.1.1 (ii) geregi,
g(U) c X x V olacak sekilde x noktasini iceren bir U < X semi — I — agik kiimesi
vardir. Dolayisiyla f(U) < V olur. Bdylece f fonksiyonun strongly semi § — I —

irresolute fonksiyon oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.3. Eger f : (X, 1, [) > IIY, fonksiyon strongly semi  — I —

irresolute fonksiyon ise, Py : I1 Y; — Y, izdiigiim fonksiyonu olmak iizere her Ae A



29

indisi i¢in, Pyof : (X, 1) =Y, bileske fonksiyonu strongly semi B — I — irresolute

fonksiyondur.

ispat. Herhangi bir V; — Y, kiimesi B — acik kiimesini alalim. P, izdiisiim
fonksiyonu, siirekli ve agik fonksiyon oldugundan [1, Teorem 2.2] geregi,
B — irresolute fonksiyondur. [ — irresolute fonksiyon tanimindan,

p,' ( Vi) < I Y, kiimesi B — agik bir kiime olur. Hipotez geregi, f fonksiyonu
strongly semi 3 — I — irresolute fonksiyon oldugundan,

£'(p;' (Vi) = (Pro) ™ (Vi)
kiimesinin X uzayinda semi — I — ac¢ik kiime oldugu elde edilir. Boylece, her Ae A

indisi i¢in, P;of bileske fonksiyonu strongly semi § — I — irresolute fonksiyondur.

Lemma 3.1.2. [5] (X, 1, I) ideal topolojik uzay1 ve herhangi bir A < X
kiimesi verilsin. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:
i) Eger Oet ise, bu takdirde O N (A)™ < (ONA) ™.
ii) Eger Ac X, X ise, bu takdirde (A)"° = (A)" "X,.

Lemma 3.1.3. (X, t, I) bir ideal topolojik uzay olsun. Eger AePIO(X),
and BeSIO(X) ise, bu takdirde AnBeSIO(A) olur.

Ispat. X uzayinda herhangi bir pre — I — agik A kiimesi ve semi — I — agik
bir B kiimesini alalim. Tamim 3.1.2 geregi, A < ((A)™")° ve B < ((B)°)” yazilabilir.
Bu takdirde, Lemma 3.1.2 yi kullanarak,

ANBc (A7) (B < (A7) (B
< (A N (B))”
=(AN®B))”
bulunur. Buradan A " B < (A N (B)°)” N A = (A N (B)°)™ ™ elde edilir. Boylece

A N B kiimesinin, A alt uzayinda semi — I — acik bir kiime oldugu goriiliir.

Lemma 3.1.4. (X, 1, I) bir ideal topolojik uzay olsun. Eger AeSIO(X,),
Ac X, X ve X,eSIO(X) ise, bu takdirde A eSIO(X) olur.
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Ispat. A kiimesi X, alt uzayinda semi — I — agik bir kiime olsun. Hipotezi,

Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 i kullanarak,
Ac ((A)°%0)™ %o
=A%) N X,
= (A)°MXo)” "X,
< (A’ N (X)) N (X))
= (A% N (X)) (X))
(A N (X)) N (X))
= (A (X))
= (A° X))
= (AnX)")"
= (A"
elde edilir. Bdylece A < ((A)°) olur. Bu ifade de A kiimesinin X uzaymnda

semi — [ — a¢ik bir kiime oldugunu gosterir.

Lemma 3.1.5. (X, 1, I) ideal topolojik uzay1 verilsin. Bu taktirde, her ieN

indisi ve her Ai € Aigin, A, € SIO(X) ise

JA, e SIoX)

AieA

olur.

Ispat. Her ieN indisi ve her A; € A igin, A, € SIO (X) olsun. Bu takdirde,
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olup, buradan birlesim iglemi alinirsa,

£

U Aii < ( U Ali ]
AieA AieA

ifadesinden U A, kimesi X uzayinda semi — I — agik kiime olur.
AieA

Teorem 3.1.4. Eger f: (X, 7, I) > (Y, ¢) fonksiyonu strongly semi f§ — I —
irresolute fonksiyon ve A < X alt kiimesi pre — I — ac¢ik bir kiime ise, bu takdirde

f/A : A - Y kisitlanmis fonksiyonu strongly semi 3 — I — irresolute fonksiyondur.

Ispat. V c Y kiimesi bir B — agik kiime olsun. Hipotez geregi, f fonksiyonu
strongly semi p — I — irresolute fonksiyon oldugundan (V) X semi — I — agik bir
kiime olur. A — X alt kiimesi de pre — I — agik bir kiime oldugundan (f/A)™'(V) =
A N (V) c A kiimesi Lemma 3.1.3 geregi, semi — I — agik bir kiimedir. Bdylece
Tanim 3.1.7 geregi, f/A kisitlanmis fonksiyonunun strongly semi § — I — irresolute

bir fonksiyon oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.5. f: (X, 1, I) = (Y, ¢) bir fonksiyon ve {A;, | LeA} ailesi X
uzayinin semi — [ — agik bir Ortiisii olsun. Eger her A€ A indisi i¢in,

f/AxZAx—)Y
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kisitlanmis fonksiyonu strongly semi 3 — I — irresolute fonksiyon ise, f fonksiyonu da

strongly semi 3 — [ — irresolute bir fonksiyondur.

Ispat. V < Y bir B — acik kiime olsun. Hipotez geregi, f /A; kisitlanmis
fonksiyonu strongly semi f — I — irresolute fonksiyon oldugundan, Tanim 3.1.7
geregi, (f/A,)™ (V) kiimesi A;, alt uzayinda semi — I — agik bir kiime olur. A;, kiimesi
X uzayinda semi — I — acgik bir kiime oldugundan Lemma 3.1.4 geregi, her Ae A
indisi igin, (f/A)™" (V) < X kiimesi semi — I — agik bir kiime olur. Lemma 3.1.5 den
semi — | — acik kiimelerin herhangi birlesimi semi — I — a¢ik kiime oldugundan

iV =Xn (V)

=U{A N (V):heA)
=U {(f/A) (V)L e A}
kiimesi, X uzaymda semi — I — acik bir kiimedir. Boylece f fonksiyonunun strongly

semi B — I — irresolute fonksiyon oldugu elde edilir

Teorem 3.1.6. f : (X, 1, I) = (Y, ¢) ve g : (Y, ¢) = (Z, v) iki fonksiyon
olsun. Bu taktirde f fonksiyonu strongly semi B — I — irresolute fonksiyon ve g
fonksiyonu B — irresolute bir fonksiyon ise, gof : (X, t, I) = (Z, v) bileske

fonksiyonu da strongly semi § — I — irresolute fonksiyondur.

Ispat. W kiimesi Z uzayinin herhangi bir B — agik kiimesi olsun. g fonksiyonu
B — irresolute fonksiyon oldugundan, g™'(W) kiimesi Y uzaymin  — acik bir kiimesi
olur. f fonksiyonu strongly semi [ — I — irresolute fonksiyon oldugundan
(goD'l(W) =f 1(g'l(W)) kiimesi X uzaymin semi — [ — agik bir kiimesi olur. Boylece
gof bilegske fonksiyonunun strongly semi 3 — I — irresolute fonksiyon oldugu elde

edilir.
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3.2. Semi o — I — preirresolute Fonksiyon Kavrami ve Ozellikleri

Teorem 3.2.1. f : (X, 1, I) —> (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde f
foksiyonu i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i) ffonksiyonu semi a — I — preirresolute bir fonksiyondur;

ii) Her xeX noktasi ve f(x) noktasini igeren Y uzayimnin her V pre — acik
kiimesi i¢in, f(U) < V olacak sekilde x noktasini igeren X uzayinda bir semi — [ —
acik U < X alt kiimesi vardir;

iii) Her V c Y pre — agik kiimesi i¢in, f'(V) < ((f 1(V))O)'*;

iv) Her F — Y pre — kapali kiimesi i¢in, f'(F) ¢ X kiimesi semi — I —
kapalidir;

v) Her B ¢ Y alt kiimesi icin, ((f'((B)))°" < f'(B™?);

vi) Her A c X alt kiimesi i¢in, f(((A))°") (f(A)™®

olmasidir.

Ispat. i) = ii) Herhangi bir xeX noktasmi ve f(x) noktasmi i¢eren bir V< Y
pre — acik kiimesini alalim. Hipotez geregi, f fonksiyonu semi o — I — preirresolute
fonksiyon oldugundan, Tamm 3.1.8 geregi, f'(V) kiimesi x noktasmi iceren X
uzayinda semi — [ — ag¢ik bir kiimedir. U = { 'v) diyelim. Bu taktirde U kiimesi, f(U)
c V olacak sekilde x noktasini igeren X uzayimin semi — I — agik bir kiimesidir.

ii) = iii) V kiimesi Y uzaymn herhangi bir pre — agik kiimesi ve xef (V)
olsun. Hipotezden f(U) < V olacak sekilde x noktasini i¢eren bir U < X semi — I —
acik kiimesi vardir. Béylece xeU < (U°)™ < ((f'(V))°)™ ve buradan da f'(V)
(F'(V))°)™" oldugu elde edilir.

iii) = iv) Herhangi bir F c Y pre — kapali kiimesini alalim. V =Y — F olsun.
Dolayisiyla V kiimesi Y uzayimda pre — agik bir kiimedir. (iii) ifadesi geregi, f'(V) <
(f'(V))°)" elde edilir. Buradan f'(F) = X — f'(Y - F) = X — (V) kiimesi X
uzayinda semi — I — kapal1 kiime olur.

iv) = v) Herhangi bir B — Y alt kiimesini alalm. (B™ ) kiimesi Y uzaymin

pre — kapali bir kiimesi oldugundan, f'(B?) — X kiimesi semi — I — kapali bir
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kiimedir. Buradan ((f'(B™)))°" < f'(B™) olur. Béylece ((f'(B)))°" < f'(B™P)
oldugu bulunur.

v) = vi) A kiimesi, X uzaymin herhangi bir alt kiimesi olsun. Hipotez
geregince, (A7)° < ((F'(f(A)))°" < £((f(A))™) oldugu bulunur. Bu son ifadeden f
fonksiyonuna gore gériintii alinirsa, f((A7)°") < (f(A))* ifadesi elde edilir.

vi) = i) V kiimesi, Y uzaymin herhangi bir pre — acik kiimesi olsun.
£1(Y — V) = X — f'(V) kiimesi, X uzaymin bir alt kiimesidir. Hipotez geregi,

F(ECY =V e (B (Y = V)P

c(Y-V)?
=Y - (Vo)
Y-V

ifadesi elde edilir. Buradan
X = ((F'(V)) "= (X (V)
=((f'(Y =)~
< (Y V)
cfl(Y-v)
=X -f'(V)
olur. Béylece f'(V) < ((f'(V))°)™ bulunup f'(V) kiimesinin X uzaymda semi — I —
acik bir kiime oldugu goriiliir. Dolayistyla Tanim 3.1.8 geregi, f fonksiyonu semi o —

I — preirresolute fonksiyondur.

Teorem 3.2.2. Eger her xe X noktasi i¢in, g(x) = (X, f(x)) seklinde tanimlanan
g: (X, 1) > X x Y grafik fonksiyonu semi o — I — preirresolute fonksiyon ise, bu

takdirde f': (X, 7, I) > (Y, ¢) fonksiyonu semi a — I — preirresolute fonksiyon olur.

Ispat. Herhangi bir xeX noktasim ve f(x) noktasim igeren bir V < Y pre —
acik kiimesini alalim. Bu takdirde Lemma 3.1.1 geregi, X x V < X x Y alt kiimesi
g(x) noktasini igceren pre — acik bir kiime olur. Hipotez geregi, g grafik fonksiyonu
semi o — | — preirresolute fonksiyon oldugundan Teorem 3.2.1 (ii) geregi,

g(U) < X x V olacak sekilde x noktasini igeren bir U < X semi — I — agik kiimesi
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vardir. Dolayisiyla f(U) < V olur. Bdylece f fonksiyonun semi o — I — preirresolute

fonksiyon oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.3. Eger f: (X, 1, I) > I1Y) fonksiyon semi o — I — preirresolute
fonksiyon ise, bu takdirde P; : IT Y, — Y, izdiisiim fonksiyonu olmak iizere her
A€ indisi i¢in, Pyof : (X, 1) —Y, bileske fonksiyonu semi o — I — preirresolute

fonksiyondur.

ispat. Herhangi bir V), < Y, pre — acik kiimesini alalim. P, izdiisiim
fonksiyonu, siirekli ve agik fonksiyon oldugundan [1, Teorem 2.2] geregi,

pre — irresolute fonksiyondur. pre — irresolute fonksiyon tanimindan,

p, (Vi) c IT'Y; kiimesi pre — agik bir kiime olur. Hipotez geregi, f fonksiyonu semi
o — I — preirresolute fonksiyon oldugundan,

F'(p' (V) = (ProD)™' (Vi)
kiimesinin X uzayinda semi — I — ac¢ik kiime oldugu elde edilir. Boylece, her Ae A

indisi i¢in, P;of bileske fonksiyonu semi o — I — preirresolute fonksiyondur.

Teorem 3.2.4. Eger f : (X, 1, ) > (Y, @) fonksiyonu semi o — I —
preirresolute fonksiyon ve A X alt kiimesi pre — I — agik bir kiime ise, bu takdirde

f/A: A — (Y, o) kisitlanmig fonksiyonu semi a — I — preirresolute fonksiyondur.

Ispat. V Y kiimesi bir pre — acik kiime olsun. Hipotez geregi, f fonksiyonu
semi a — I — preirresolute fonksiyon oldugundan f'(V) c X semi — I — agik bir kiime
olur. A X alt kiimesi de pre — I — agik bir kiime oldugundan (f/A)'(V) = A N
£!(V) < A kiimesi Lemma 3.1.3 geregi, semi — I — acik bir kiimedir. Boylece Tanim

3.1.8 geregi, f/A kisitlanmis fonksiyonunun semi o — I — preirresolute bir fonksiyon

oldugu elde edilir.

Teorem 3.2.5. f: (X, 1, ) > (Y, @) bir fonksiyon ve {A; | AeA} ailesi X
uzayinin semi — [ — agik bir ortiisli olsun. Eger her A€ A indisi igin,

f/AxZAk—)Y
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kisitlanmis fonksiyonu semi o — I — preirresolute fonksiyon ise, f fonksiyonu da semi

o — I — preirresolute fonksiyondur.

Ispat. V Y bir pre — acik kiime olsun. Hipotez geregi, f /A; kisitlanmis
fonksiyonu semi a — I — preirresolute fonksiyon oldugundan, Tanim 3.1.8 geregi,
(f/A:)™" (V) kiimesi A, alt uzayinda semi — I — agik bir kiime olur. A; kiimesi X
uzayinda semi — I — agik bir kiime oldugundan Lemma 3.1.4 geregi, her L€ A indisi
icin, (f/A;)™" (V) X kiimesi semi — I — acik bir kiime olur. Lemma 3.1.5 den semi
— I — acik kiimelerin herhangi birlesimi semi — I — agik kiime oldugundan

iV =Xn (V)

=U{A N (V):heA)
=U {(f/A) (V)L e A}
kiimesi, X uzayinda semi — I — acik bir kiimedir. Boylece f fonksiyonunun semi o — I

— preirresolute fonksiyonu oldugu elde edilir

Teorem 3.2.6. f: (X, 1, I) = (Y, 9¢) ve g : (Y, 9) = (Z, v) iki fonksiyon
olsun. Bu taktirde f fonksiyonu semi oo — I — preirresolute fonksiyon ve g fonksiyonu
pre — irresolute bir fonksiyon ise, gof : (X, 1) — (Z, v) bileske fonksiyonu da semi

o — I — preirresolute fonksiyondur.

Ispat. W kiimesi Z uzaymin herhangi bir pre — agik kiime olsun. g fonksiyonu
pre — irresolute fonksiyon oldugundan, g”'(W) kiimesi Y uzaymin pre — acik bir
kiimesi olur. f fonksiyonu semi o — I — preirresolute fonksiyon oldugundan
(gof) (W) = f'(g"(W)) kiimesi X uzaymin semi — I — acik bir kiimesi olur. Boylece

gof bileske fonksiyonunun semi o — I — preirresolute fonksiyon oldugu elde edilir.

Tamm 3.2.1. (X, 1, I) ideal topolojik uzay1 ve herhangi bir A < X kiimesi

verilsin. Eger A~ = X oluyorsa, bu takdirde A kiimesine ©° — yogun kiime [17] denir.
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Tamim 3.2.2. (X, 1, I) ideal topolojik uzay1 verilsin. Eger, X uzaymmn her t —
yogun alt kiimesi X uzayinda acik kiime oluyorsa; bu takdirde X uzayma I —

submaximal uzay [6] denir.

Tamm 3.2.3. (X, 1, I) ideal topolojik uzay:r verilsin. Eger, X uzaymnin her
Aet kiimesi i¢in, @ # A" et oluyorsa; bu takdirde X uzayma P — I — disconnected

uzay [6] denir.

Teorem 3.2.7. (X, 7, I) ideal topolojik uzay1 I — submaximal uzay ve P — I —
disconnected uzay olsun. Bu takdirde f: (X, t, I) = (Y, @) fonksiyonu i¢in asagidaki
ozellikler saglanir:

i) Strongly semi § — I — irresolute < strongly o — I — preirresolute

ii) Semi a — [ — preirresolute <> a — I — preirresolute

iii) Semi o — I — irresolute < o — I —irresolute

iv) o — I — siirekli < semi — I — siirekli

v) strongly o — I — preirresolute < o — I — preirresolute < o — I — irresolute

< o — I — strekli.

Ispat. X uzay1 hem I — submaximal uzay hem de P — I — disconnected uzay

oldugundan t = alO(X) = SIO(X) = PIO(X) esitlikleri vardir.

Tanimm 3.2.4. [8] (X, 1) topolojik uzay1 verilsin. Eger X uzayinin her yogun
alt kiimesi bu uzayda acik kiime oluyorsa, bu takdirde (X, 1) uzayina submaximal

uzay denir.

Tanmm 3.2.5. [22] (X, 1) topolojik uzay1 verilsin. Eger X uzayimin her agik
kiimesinin kapanisi yine bu uzayda agik kiime oluyorsa; bu takdirde (X, 1) uzayina

extramally disconnected uzay denir.

Eger (X, 7) topolojik uzay1 submaximal ve extramally disconnected uzay ise,

bu taktirde T = t* = SO(X) = PO(X) = BO(X) dir [21].
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Teorem 3.2.8. (Y, ¢) topolojik uzayr submaximal uzay ve extramally
disconnected uzay olsun. Bu takdirde f : (X, 1, I) —> (Y, @) fonksiyonu i¢in asagidaki
ozellikler saglanir:

i) Strongly semi B — I — irresolute << semi a — [ — preirresolute <> semi a0 — [
— irresolute <> semi — [ — stireklilik.

ii) B — I — preirresolute <> almost a — I — irresolute << B — I — irresolute. < 3

— I — suireklilik.

Ispat. Aciktir.
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SONUC VE ONERILER

(X, 1) topolojik uzayinda [12]° de verilen strongly semi [ — irresolute
fonksiyonlar ve semi o — preirresolute fonksiyonlar isimli ¢aligmay1 inceleyip bu
fonksiyonlarin sagladig1 ozellikler i¢in gerekli yorumlar1 yaptik. (X, t, I) ideal
topolojik uzayinda baz siirekli fonksiyon tiirleri tanimladik. Bu fonksiyon tiirlerinin
genel olarak bulunduklart yeri tespit edip, terslerinin dogru olmadigina dair 6rnekler
verdik. Ayrica strongly semi 3 — I — irresolute ve semi a — [ — preirresolute fonksiyon
kavramlarinin sagladig1 6zellikleri ayrintili olarak inceleyip yorumladik.

Bu ¢aligma iizerinde incelemeler yapilip yeni kavramlar bulunabilir.
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