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Bu çalışma üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde [12]’ de verilen 

strongly semi β − irresolute ve semi α − preirresolute fonksiyon (Tanım 1.1.6) 
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kavramlarını çalıştık ve bu fonksiyonların sağladığı özellikler için verilen hipotezleri   

yorumladık. 

İkinci bölümde, üçüncü bölümde yaptığımız çalışma için gerekli olan, ideal 

topolojik uzayla ilgili temel kavramlar verdik. 

Üçüncü bölümde ise, birinci bölümde verdiğimiz bazı kümeleri esas alan 

strongly semi β − I – irresolute fonksiyon (Tanım 3.1.7) ve semi α − I – preirresolute 

fonksiyon (Tanım 3.1.8) olarak adlandırdığımız iki yeni sürekli fonksiyon çeşidi 

tanımlayıp, karakterizasyonlarını elde ettik. Diğer bazı fonksiyon türleri ile 

karşılaştırarak gerekli ters örnekleri verip bir diagram oluşturduk.  

 

Anahtar Kelimeler: pre − I – açık küme, semi − I – açık küme, strongly semi 

β − I – irresolute fonksiyon ve semi α − I – preirresolute 

fonksiyon.  
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This study consist of three sections. In the first section, we have studied 

strongly semi β − irresolute and semi α − preirresolute functions (Definition 1.1.6) 
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concepts given in [12] and we have interpreted hypothesis which given for their 

features. 

In the second section, we have given the basic concepts for ideal 

topological space required for studing which we have done in third section.  

In the third section, we defined two more continuity types that we called as 

strongly semi β − I − irresolute (Definition 3.1.7) and semi α − I − preirresolute 

functions (Definition 3.1.8) which consider some of the sets given in the first section 

as the basis and obtained their characteristics. We formed a diagram, giving required 

test examples by comparing those functions with the other function types. 

 

Key words: pre − I – open set, semi − I – open set, strongly semi β − I – 

irresolute function and semi α − I – preirresolute function.  

 

    

 

viii 



 

 

İÇİNDEKİLER 

 

ÖNSÖZ ............................................................................................................i 

ÖZET ................................................................................................................ii 

ABSTRACT .....................................................................................................iv 

İÇİNDEKİLER ................................................................................................vi 

GÖSTERİMLER ..............................................................................................vii 

GİRİŞ ................................................................................................................1 

1. STRONGLY SEMİ β − IRRESOLUTE VE SEMİ α − PREIRRESOLUTE 

FONKSİYONLAR………………………………………………………….2 

1.1. Ön Bilgiler...................................................................................................2 

1.2. Strongly Semi β − Irresolute Fonksiyonlar .................................................5 

1.3. Semi α − Preirresolute Fonksiyonlar ..........................................................7 

2. İDEAL TOPOLOJİK UZAY  

2.1. İdeal Topolojik Uzay İçin Temel Kavramlar .............................................11 

2.2. Kümenin Lokal Fonksiyonu ......................................................................13 

3. STRONGLY SEMİ β − I − IRRESOLUTE VE SEMİ α − I − PREIRRESOLUTE 

FONKSİYONLAR………………………………………………………....20 

3.1. Strongly Semi β − I − Irresolute Fonksiyon Kavramı ve Özellikleri .........20 

3.2. Semi α − I − Preirresolute Fonksiyon Kavramı ve Özellikleri...................33 

SONUÇ VE ÖNERİLER .................................................................................39 

KAYNAKLAR ................................................................................................40 

x 



 

 

GÖSTERİMLER 

∀ : Her  

∈ : Ait  

∉ : Ait değil  

= : Eşit  

≠ : Eşit değil  

⇒ : Gerek şart  

⇐ : Yeter şart  

∅ : Boş küme  

X : Evrensel küme  

P(X) : Güç kümesi  

A⊂B : B, A kümesini kapsar  

A⊄B : B, A kümesini kapsamaz  

A∩B : A kesişim B  

A∪B : A birleşim B  

At : A kümesinin tümleyeni  

A-B : A fark B  

I : X kümesi üzerindeki herhangi bir ideal  

Ic : X kümesinin sayılabilir alt kümelerinden oluşan ideal  

If : X kümesinin sonlu alt kümelerinden oluşan ideal  

τ : Topolojik yapı  

(X,τ)  : Topolojik uzay  

G(x)  : (X,τ) topolojik uzayında x noktasının açık komşuluklar 

ailesi  

υ(x)  : (X,τ) topolojik uzayında x noktasının komşuluklar ailesi  

τA : A⊂X kümesi üzerindeki alt uzay topolojisi  

(X,τA)  : Alt topolojik uzay  

xi 



 

 

(X, τ, I)  : İdeal topolojik uzay  

A~  : (X,τ) topolojik uzayındaki A⊂X alt kümesinin yığılma 

noktaları kümesi  

yoğ(A)  : (X,τ) topolojik uzayındaki A⊂X alt kümesinin yoğunlaşma 

noktaları kümesi  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xii 



 

 

1

GİRİŞ 

 

İlk defa 1933 yılında Kuratowski [24] bir topolojik uzayda ideal kavramını 

kullanarak kümenin lokal fonksiyonu kavramını tanımladı ve bu fonksiyonun 

sağladığı özellikleri inceledi. 12 yıl sonra Vaidyanathaswamy [36] lokal fonksiyon 

kavramı yardımıyla bir kapanış işlemi tanımladı, bu işlemden yeni bir topoloji 

oluşturdu ve bu topolojinin tabanını elde etti.  

1964 yılında Hayashi [20], kendi adını verdiği Hayashi uzayını tanımladı. Daha 

sonra 1975 yılında Samuels [35] lokal fonksiyon kavramının ideallerin 

değiştirilmesiyle genel topolojide de bilinen kapanış noktası, yığılma noktası, 

yoğunlaşma noktası ve ikinci kategoriden nokta kavramına eşit olduğunu gösterdi. 

Böylece lokal fonksiyon kavramının bu nokta kavramının bir genellemesi olduğu 

sonucuna vardı.  

Ardından 1990 yılında D. Janković ve T. R. Hamlet [23] lokal fonksiyon 

kavramı ile ilgili o zamana kadar yapılan tüm çalışmaları ayrıntılı incelediler ve bu 

kavramla ilgili yeni özellikler elde ettiler.  

1933 yılında ilk defa tanımlanmış olan lokal fonksiyon kavramı ile ilgili 

zamanımıza kadar çeşitli araştırmalar yapılmış ve önemli sonuçlar elde edilmiştir. 

Halen günümüzde de araştırmacılar için önemli bir çalışma konusu olmuştur. 

Bu çalışmada; (X, τ) topolojik uzayı, üzerinde hiçbir ayırma aksiyonu olmayan 

uzay olarak alınacaktır. Ayrıca (X, τ) topolojik uzayında herhangi bir A ⊂ X 

kümesinin kapanışı (A)¯ ve bu kümenin içi de (A)° sembolleri ile gösterilecektir. (X, 

τ) ve (Y, ϕ) topolojik uzayları yerine X ve Y uzayları alınacaktır. (X, τ) topolojik 

uzayından (Y, ϕ) topolojik uzayına giden, tek değerli fonksiyon olarak tanımlanan f 

fonksiyonu da  

f : (X, τ) → (Y, ϕ) 

şeklinde verilecektir.  
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I. BÖLÜM                            

 

STRONGLY SEMİ β − IRRESOLUTE VE SEMİ α − PREIRRESOLUTE 

FONKSİYONLAR 

Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. 

Birinci kısımda gerekli olan ön bilgiler verilmiştir.  

İkinci kısımda ve üçüncü kısımda ise, [12]’ de tanımlanıp incelenmiş olan 

strongly semi β − irresolute fonksiyon sınıfı ve semi α − preirresolute fonksiyon 

sınıfı sıra ile ayrıntılı olarak çalışılmış, gerekli yorumlar yapılmıştır.    
 

1.1. Ön Bilgiler 

  

Şimdi çalışmamız için gerekli olan tanımları verelim. 

 

Tanım 1.1.1. (X, τ) topolojik uzayı ve herhangi bir A ⊂ X kümesi verilsin 

Eğer A kümesi için, 

i) A ⊂ ((A°)¯)° ise; A kümesine α − açık küme [33], 

ii) A ⊂ (A°)¯ ise; A kümesine semi − açık küme [25], 

iii) A ⊂ (A¯)° ise; A kümesine pre − açık küme [29],  

iv) A ⊂ ((A¯)°)¯ ise; A kümesine β − açık küme [1]  

denir. Ayrıca α − açık (semi − açık, pre − açık, β – açık) kümenin tümleyenine α − 

kapalı [30] (semi − kapalı [15], pre − kapalı [29], β – kapalı [1]) küme denir. 

Bir (X, τ) topolojik uzayındaki tüm α − açık kümelerin ailesini τα, semi – açık 

kümelerin ailesini SO(X), pre – açık kümelerin ailesini PO(X) ve β – açık kümelerin 

ailesini de βO(X) sembolü ile göstereceğiz. Ayrıca bu bölümün içeriğinde geçen, bir 

S ⊂ X kümesi için, bu kümeyi kapsayan bütün pre − kapalı (β − kapalı) kümelerin 

kesişimi S kümesinin pre − kapanışı (β − kapanışı [3]) olup S¯p (S¯β) şeklindedir 

[31]. Bir S kümesinde kapsanan bütün pre − açık (β − açık) kümelerin birleşimi S 

kümesinin pre − içi (β − içi [3]) olup S°p (S°β) şeklindedir [31].  

 

Tanım 1.1.1 de verilen kümeleri esas alan fonksiyon çeşitleri [12]’ de 

aşağıdaki biçimde verilmiştir. 
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Tanım 1.1.2. Bir f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her V∈ϕ 

kümesi için, 

i) f-1(V)∈αO(X) ise; f fonksiyonuna α – sürekli [30], 

ii) f-1(V)∈SO(X) ise; f fonksiyonuna semi – sürekli [25], 

iii) f-1(V)∈βO(X) ise; f fonksiyonuna β – sürekli [1] 

fonksiyon denir. 

 

Tanım 1.1.3. Bir f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her V∈αO(Y) 

kümesi için, 

i) f-1(V)∈τ ise; f fonksiyonuna strongly α – irresolute [26], 

ii) f-1(V)∈αO(X) ise; f fonksiyonuna α – irresolute [27], 

iii) f-1(V)∈SO(X) ise; f fonksiyonuna  semi α – irresolute [9], 

iv) f-1(V)∈βO(X) ise; f fonksiyonuna  almost α – irresolute [10] 

fonksiyon denir. 

 

Tanım 1.1.4. Bir f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her V∈PO(Y) 

kümesi için, 

i) f-1(V)∈τ ise; f fonksiyonuna Strongly M – pre sürekli [4], 

ii) f-1(V)∈αO(X) ise; f fonksiyonuna α – preirresolute [13], 

iii) f-1(V)∈βO(X) ise; f fonksiyonuna  β – preirresolute [13], 

fonksiyon denir. 

 

Tanım 1.1.5. f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her V∈βO(Y) 

kümesi için,  

i) f-1(V)∈τ ise; f fonksiyonuna strongly β – irresolute [32], 

ii) f-1(V)∈αO(X) ise; f fonksiyonuna strongly α – preirresolute [11],  

iii) f-1(V)∈βO(X) ise; f fonksiyonuna β – irresolute [28], 

fonksiyon denir. 

 

Tanım 1.1.6. Bir f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her V∈βO(Y) 

(V∈PO(Y)) için, f-1(V)∈SO(X) ise, f fonksiyonuna strongly semi β – irresolute 

(semi α – preirresolute) fonksiyon denir. 
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strongly β – irresolute         strongly α – preirresolute         strongly semi β – irresolute         β – irresolute 

   

 

 strongly M – presüreklilik     α – preirresolute         semi α – preirresolute          β – preirresolute                 
  
 

 

     strongly  α – irresolute          α – irresolute         semi α – irresolute          almost – α – irresolute 
 

 

 

                            süreklilik                          α – süreklilik                   semi – süreklilik                    β – süreklilik                

 
 

Şekil – 1 – 

  

Şekil – 1 ile; Tanım 1.1.2, Tanım 1.1.3, Tanım 1.1.4, Tanım 1.1.5 ve Tanım 

1.1.6 da verilen fonksiyon türlerinin karşılaştırılması yapılmıştır [12] . Diğer taraftan 

bu karşılaştırmaların terslerinin doğru olmadığı [12]’ de aşağıdaki uyarı ve onu takip 

eden bir örnekle verilmiştir.  

 

Uyarı 1.1.1. 

i) Strongly M pre – sürekli fonksiyon, β – irresolute değildir. ([6, Example 

3.2]). 

ii) Strong α – irresolute fonksiyon, β – preirresolute değildir. ([7, Example 

2.2]). 

iii) Sürekli fonksiyon, α – irresolute değildir. ([6, Example 3.3]). 

iv) β – irresolute fonksiyon, semi – sürekli değildir. ([7, Example 3.1]).  

 

Örnek 1.1.1. X = {x,y,z} kümesi üzerinde τ = {X, Ø, {y}, {z},{y,z}} 

topolojisi ile (X, τ) topolojik uzayı verilsin. f : (X, τ) → (X, τ) fonksiyonu  f(x) = f(y) 

= y , f(z) = z şeklinde tanımlansın. O halde f strongly semi  β – irresolute 

fonksiyondur, fakat α – sürekli değildir. 
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1.2. Strongly Semi β − Irresolute Fonksiyonlar 

 

Teorem 1.2.1 [12] ile strongly semi β − irresolute fonksiyonunu karakterize 

eden özellikler verilmiştir. 

 

Teorem 1.2.1. Bir f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde f 

fonksiyonu için aşağıdaki ifadeler birbirine denktir: 

i) f fonksiyonu strongly semi β − irresolute bir fonksiyondur;  

ii) Her x∈X noktası ve f(x) noktasını içeren Y uzayındaki her V β − açık 

kümesi için, f(U) ⊂ V olacak şekilde x noktasını içeren X uzayında bir semi – açık  

U ⊂ X alt kümesi vardır; 

iii) Her V ⊂ Y β − açık kümesi için, f-1(V) ⊂ ((f-1(V))°)¯; 

iv) Her F ⊂ Y β − kapalı kümesi için, f-1(F) ⊂ X kümesi semi − kapalıdır; 

v) Her B ⊂ Y alt kümesi için, ((f-1((B))¯)° ⊂ f-1(B¯β); 

vi) Her A ⊂ X alt kümesi için, f(((A)¯)°) ⊂ (f(A))¯β  

olmasıdır. 

 

Lemma 1.2.1. ([2], [18], [34]). Her i = 1, 2, …, n indisi için, bir {Xλ : λ∈Λ} 

ailesini ve boş olmayan, Xλi ailesinin bir Uλi alt kümesini alalım. Bu takdirde  

Ø ≠ U = ∏∏∏
∧∈=≠

⊂
λ

λλ
λλ

λ XUxX
n

i
i

i 1

 

şeklinde U kümesinin β − açık [2] (sırasıyla, semi – açık [34], pre – açık [18]) bir 

küme olması için gerek ve yeter şart, her i = 1, 2, …, n indisi için, Uλi ⊂ Xλi 

kümesinin β − açık (sırasıyla, semi – açık, pre – açık) küme olmasıdır. 

 

Lemma 1.2.1 den yararlanarak, g grafik fonksiyonunun strongly semi               

β − irresolute fonksiyon olması halinde f fonksiyonunun da strongly semi β − 

irresolute fonksiyon olduğu Teorem 1.2.2 ile aşağıda gösterilmiştir [12]. 

 

Teorem 1.2.2. Eğer her x∈X noktası için, g(x) = (x, f(x)) şeklinde tanımlanan 

g : (X, τ) → X x Y grafik fonksiyonu strongly semi β − irresolute fonksiyon ise, bu 

takdirde f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu strongly semi β − irresolute fonksiyondur.  
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Teorem 1.2.3. [12]  Eğer f : (X, τ) → ΠYλ fonksiyon strongly semi β − 

irresolute fonksiyon ise, Pλ : Π Yλ → Yλ izdüşüm fonksiyonu olmak üzere, her λ∈Λ 

indisi için, Pλof : (X, τ) →Yλ bileşke fonksiyonu strongly semi β − irresolute 

fonksiyondur.  

 

Teorem 1.2.4. [12]   Eğer f : ΠXλ → ΠYλ fonksiyonu strongly semi β − 

irresolute fonksiyon ise, bu takdirde her λ∈Λ indisi için, fλ : Xλ → Yλ kısıtlanmış 

fonksiyonu strongly semi β − irresolute fonksiyondur.  

 

Uyarı 1.2.1. Teorem 1.2.5 de, f fonksiyonu strongly semi β − irresolute 

fonksiyon iken hangi şartlar altında f /A kısıtlanmış fonksiyonunun strongly semi 

β − irresolute fonksiyon olduğu; Teorem 1.2.6 da ise, f /A kısıtlanmış 

fonksiyonunun strongly semi β − irresolute fonksiyon olması halinde ne zaman f 

fonksiyonunun strongly semi β − irresolute fonksiyon olduğu verilmiştir [12]. 

 

Teorem 1.2.5. Eğer f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu strongly semi β − 

irresolute fonksiyon ve A ⊂ X alt kümesi pre – açık bir küme ise, bu takdirde                 

f /A : A → Y kısıtlanmış fonksiyonu strongly semi β − irresolute fonksiyondur.  

 

Teorem 1.2.6. f : (X, τ) → (Y, ϕ) bir fonksiyon ve {Aλ  ⎢ λ∈Λ} ailesi X 

uzayının semi – açık bir örtüsü olsun. Eğer her λ∈Λ indisi için, 

f /Aλ : Aλ → Y 

kısıtlanmış fonksiyonu strongly semi β − irresolute fonksiyon ise, f fonksiyonu da 

strongly semi β − irresolute bir fonksiyondur.  

 

Uyarı 1.2.2. Teorem 1.2.7 [12]’ de gof bileşke fonksiyonunun strongly 

semi β − irresolute fonksiyon olması için f ve g fonksiyonlarının hangi özellikleri 

sağlaması gerektiği verilmiştir.  

 

Teorem 1.2.7. f : (X, τ) → (Y, ϕ) ve g : (Y, ϕ) → (Z, υ) iki fonksiyon olsun. 

Bu taktirde f fonksiyonu strongly semi β − irresolute fonksiyon ve g fonksiyonu β – 
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irresolute bir fonksiyon ise, gof : (X, τ) → (Z, υ) bileşke fonksiyonu da strongly semi               

β − irresolute fonksiyondur.  

 

1.3. Semi α − preirresolute Fonksiyonlar 

 

Teorem 1.3.1 [12] ile semi α − preirresolute fonksiyonunu karakterize eden 

özellikler verilmiştir. 

 

Teorem 1.3.1. Bir f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde f 

fonksiyonu için aşağıdaki ifadeler birbirine denktir; 

i) f fonksiyonu semi α − preirresolute bir fonksiyondur;  

ii) Her x∈X noktası ve f(x) noktasını içeren Y uzayındaki her V pre − açık 

kümesi için, f(U) ⊂ V olacak şekilde x noktasını içeren X uzayında bir semi – açık  

U ⊂ X alt kümesi vardır; 

iii) Her V ⊂ Y pre − açık kümesi için, f-1(V) ⊂ ((f-1(V))°)¯; 

iv) Her F ⊂ Y pre − kapalı kümesi için, f-1(F) ⊂ X kümesi semi − kapalıdır; 

v) Her B ⊂ Y alt kümesi için, ((f-1(B))¯)° ⊂ f-1(B¯p); 

vi) Her A ⊂ X alt kümesi için, f(((A)¯)°) ⊂ (f(A))¯p  

olmasıdır. 

 

Uyarı 1.3.1. Lemma 1.2.1 den yararlanarak, g grafik fonksiyonunun semi 

α − preirresolute fonksiyon olması halinde f fonksiyonunun da semi α − 

preirresolute fonksiyon olduğu Teorem 1.3.2 ile aşağıda gösterilmiştir [12]. 

 

Teorem 1.3.2. Eğer her x∈X noktası için, g(x) = (x, f(x)) şeklinde tanımlanan 

g : (X, τ) → X x Y grafik fonksiyonu semi α − preirresolute fonksiyon ise, bu 

takdirde f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu semi α − preirresolute fonksiyondur.  

 

Teorem 1.3.3. [12]  Eğer f : (X, τ) → ΠYλ fonksiyon semi α − preirresolute 

fonksiyon ise, Pλ : ΠYλ → Yλ izdüşüm fonksiyonu olmak üzere her λ∈Λ indisi için, 

Pλof : (X, τ) →Yλ bileşke fonksiyonu semi α − preirresolute fonksiyondur.  
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Teorem 1.3.4. [12]  Eğer f : ΠXλ → ΠYλ fonksiyonu semi α − preirresolute 

fonksiyon ise, bu takdirde her λ∈Λ indisi için, fλ : Xλ → Yλ kısıtlanmış fonksiyonu 

semi α − preirresolute fonksiyondur.  

 

Uyarı 1.3.2. Teorem 1.3.5 te, f fonksiyonu semi α − preirresolute 

fonksiyon iken hangi şartlar altında f /A kısıtlanmış fonksiyonunun semi α − 

preirresolute fonksiyon olduğu; Teorem 1.3.6 da ise, f /A kısıtlanmış 

fonksiyonunun semi α − preirresolute fonksiyon olması halinde ne zaman f 

fonksiyonunun semi α − preirresolute fonksiyon olduğu verilmiştir [12]. 

 

Teorem 1.3.5. Eğer f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu semi α − preirresolute 

fonksiyon ve A ⊂ X alt kümesi pre – açık bir küme ise, bu takdirde f /A : A → (Y, ϕ)  

kısıtlanmış fonksiyonu semi α − preirresolute fonksiyondur.   

 

Teorem 1.3.6. f : (X, τ) → (Y, ϕ) bir fonksiyon ve {Aλ  ⎢ λ∈Λ} ailesi X 

uzayının semi – açık bir örtüsü olsun. Eğer her λ∈Λ indisi için, 

f /Aλ : Aλ → Y 

kısıtlanmış fonksiyonu semi α − preirresolute fonksiyon ise, f fonksiyonu da semi            

α − preirresolute bir fonksiyondur.  

 

Uyarı 1.3.3. Teorem 1.3.7 [12]’ de gof bileşke fonksiyonunun semi α − 

preirresolute fonksiyon olması için f ve g fonksiyonlarının hangi özellikleri 

sağlaması gerektiği verilmiştir.   

 

Teorem 1.3.7. f : (X, τ) → (Y, ϕ) ve g : (Y, ϕ) → (Z, υ) iki fonksiyon olsun. 

Bu taktirde f fonksiyonu semi α − preirresolute fonksiyon ve g fonksiyonu pre – 

irresolute fonksiyon ise, gof : (X, τ) → (Z, υ) bileşke fonksiyonu da semi α − 

preirresolute fonksiyondur.  
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Tanım 1.3.1. [8] (X, τ) topolojik uzayı verilsin. Eğer X uzayının her yoğun 

alt kümesi bu uzayda açık küme oluyorsa, bu takdirde (X, τ) uzayına submaximal 

uzay denir. 

 

Tanım 1.3.2. [22] (X, τ) topolojik uzayı verilsin. Eğer X uzayının her açık 

kümesinin kapanışı yine bu uzayda açık küme oluyorsa; bu takdirde (X, τ) uzayına 

extramally disconnected uzay denir. 

 

Tanım 1.3.1 ve Tanım 1.3.2’ den yararlanarak Şekil −1− de verilen 

karşılaştırmaların tersinin sağlanmadığı [12]’ de aşağıdaki Teorem 1.3.8 ve Teorem 

1.3.9 ile verilmiştir. 

 

Teorem 1.3.8. (X, τ) topolojik uzayı submaximal ve extramally disconnected 

uzay olsun. Bu takdirde f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler 

sağlanır:   

i) Strongly semi β − irresolute ⇔ strongly β − irresolute ⇔ strongly α − 

preirresolute ⇔ β − irresolute.    

ii) Semi α − preirresolute ⇔ strongly M − presüreklilik ⇔ α − preirresolute 

⇔ β − preirresolute.  

iii) Semi α − irresolute  ⇔ strongly α − irresolute ⇔ α − irresolute ⇔ 

almost α − irresolute.  

iv) süreklilik ⇔ α − süreklilik ⇔  semi − süreklilik ⇔ β − süreklilik 

  

Teorem 1.3.9. (Y, ϕ) topolojik uzayı submaximal ve extramally disconnected 

uzay olsun. Bu takdirde f : (X, τ) → (Y, ϕ) fonksiyonu için aşağıdaki özellikler 

sağlanır:   

i) Strongly semi β − irresolute ⇔ semi α − preirresolute ⇔ semi α − 

irresolute ⇔ semi − süreklilik.   

ii) β − preirresolute ⇔ almost α − irresolute ⇔ β − irresolute. ⇔ β − 

süreklilik. 

iii) Strongly α − preirresolute ⇔ α − preirresolute ⇔ α − irresolute ⇔              

α − süreklilik. 
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iv) Strongly β − irresolute ⇔ strongly M − pre süreklilik ⇔ strongly α − 

irresolute ⇔ süreklilik. 
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II. BÖLÜM 

 

İDEAL TOPOLOJİK UZAY 

 

Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. 

Birinci kısımda bu çalışma için gerekli olan temel kavramlar verilecektir.  

İkinci kısımda ise, Kuratowski [24] tarafından tanımlanan kümenin lokal 

fonksiyon kavramı ve [23]’ de verilen bu fonksiyon kavramının sağladığı özellikler 

verilecek ve yorumlanacaktır.  

 

2.1. İdeal Topolojik Uzay İçin Temel Kavramlar  

 

Bu kısımda konunun temelini oluşturan, kümenin lokal fonksiyonu tanımına 

geçmeden önce gerekli olan bazı kavramları verelim. 

 

Tanım 2.1.1. [24] Boş olmayan bir X kümesinin alt kümelerinin boş olmayan 

bir I⊂P(X) ailesi verilsin. Eğer I ailesi,  

i) Her A, B∈I kümeleri için, A∪B∈I (sonlu toplamsallık özelliği),  

ii) Her A∈I kümesi ve B⊆A alt kümesi için, B∈I (kalıtımsallık özelliği)  

özelliklerini sağlarsa bu taktirde, I ailesine X kümesi üzerinde bir ideal denir.  

 

Tanım 2.1.2. [24] P(X) kümesi, X kümesinin güç kümesi olmak üzere,                        

α : P(X) → P(X) fonksiyonu,  

i) α(∅)=∅  

ii) A∈P(X) ⇒ A⊆α(A) 

iii) A, B∈P(X) ⇒ α(A∪B)=α(A)∪α(B) 

iv) A∈P(X) ⇒ α(α(A))=α(A) 

şartlarını sağlarsa bu taktirde, α küme fonksiyonuna Kuratowski Kapanış İşlemi 

denir. K = {A∈P(X) ⎜ A=α(A)} ailesine, X kümesi üzerindeki topolojiye göre 

Kapalılar Ailesi denir. 
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Uyarı 2.1.1 [23] P(X) kümesi, X kümesinin güç kümesi olmak üzere,               

d : P(X) → P(X) fonksiyonu,  

i)    d(∅)=∅  

ii) d(A∪B) = d(A)∪d(B)  

iii) d(d(A))⊆d(A)  

şartlarını sağlasın. Bu takdirde, α(A)=A∪d(A) şeklinde tanımlanan α : P(X) → P(X) 

fonksiyonu, P(X) güç kümesi üzerinde bir Kuratowski kapanış işlemidir. 

 

İspat. i) α(A)=A∪d(A) ifadesinde A=∅ alırsak α(∅)=∅∪d(∅) olur. Uyarı 

2.1.1 (ı) gereği, d(∅)=∅ olup böylece α(∅)=∅ bulunur.  

ii) Herhangi bir A, B∈P(X) alt kümeleri için, α küme fonksiyonu tanımı ve 

Uyarı 2.1.1 (ıı) şıkkı gereği,  

α(A∪B)=(A∪B)∪d(A∪B)=(A∪B)∪(d(A)∪d(B))=(A∪d(A))∪(B∪d(B))=α(A)∪α(B) 

ifadesi bulunur. Böylece α(A∪B)=α(A)∪α(B) olduğu elde edilir. 

iii) Herhangi bir A∈P(X) alt kümesi için, α küme fonksiyonu tanımından 

α(A)=A∪d(A) olur. Buradan (ııı) gereği, 

α(α(A))=α(A∪d(A))=α(A)∪α(d(A))=(A∪d(A))∪(d(A)∪d(d(A))) 

bağıntısı bulunur. Uyarı 2.1.1’ (ııı) den d(d(A))⊂d(A) olur. Böylece α(α(A))= 

A∪d(A)=α(A) olduğu görülür. 

Sonuç olarak, α : P(X) → P(X) küme fonksiyonu Tanım 2.1.2’ de verilen 

Kuratowski kapanış işlemi şartlarını sağlar.  

 

Tanım 2.1.3. [14] X kümesi üzerinde ϕ = {∅, X} şeklinde tanımlanan ϕ 

topolojisine ayrık olmayan topoloji, (X, ϕ) ikilisine de ayrık olmayan uzay denir.  

 

Tanım 2.1.4. [14] X kümesi üzerinde tanımlanan P(X) topolojisine ayrık 

topoloji, (X,P(X)) ikisine de ayrık uzay denir.  

 

Tanım 2.1.5. [24] (X, τ) topolojik uzayı, A⊆X alt kümesi ve x∈X noktası 

verilsin. Her V∈υ(x) komşuluğu için, A ∩V ≠ ∅ ise, x∈X noktasına A kümesinin 

bir kapanış noktası denir.  
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Tanım 2.1.6. [24] (X, τ) topolojik uzayı, A⊆X alt kümesi ve x∈X noktası 

verilsin. Her V∈υ(x) komşuluğu için, A∩V kümesinde sonsuz sayıda eleman varsa, 

x∈X noktasına A kümesinin bir yoğunlaşma noktası denir.  

 

Tanım 2.1.7. [24] (X, τ) topolojik uzayı, A⊆X alt kümesi ve bir x∈X noktası 

verilsin. Her V∈υ(x) komşuluğu için, A∩(V-{x})≠∅ ise, x∈X noktasına A 

kümesinin bir yığılma noktası denir.  

 

2.2. Kümenin Lokal Fonksiyonu  

 

Tanım 2.2.1. [24] (X, τ) topolojik uzayı ve bir A⊆X alt kümesi verilsin. I 

ailesi X kümesi üzerinde bir ideal olsun. Bu taktirde,  

A*(I, τ)={x∈X  ⎜ ∀U∈G(x) için, (U∩A)∉I} 

kümesine A kümesinin I ideali ve τ topolojisi ile ilgili lokal fonksiyonu denir. 

A*(I, τ) gösterimi için [23]’ de belirtildiği gibi A*(I) veya kısaca A* sembolünü 

kullanacağız ve buna A kümesinin lokal fonksiyonu diyeceğiz. 

X ≠ ∅ bir küme olmak üzere X kümesindeki en basit idealler minimal ideal 

(I ={∅}) ve maksimal ideal (I = P(X))  olup A* kümesi bu ideallere göre [23]’ de 

aşağıdaki gibi elde edilmiştir.  

A*({∅}, τ) = {x∈X ⏐ ∀U∈G(x) için, (U∩A)∉{∅}} 

= {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩A)≠∅} 

= (A)¯ 

Buradan,  

A*({∅}, τ) = (A)¯ 

olarak bulunur.  

A*(P(X), τ) = {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩A)∉P(X)}= ∅ 

Buradan,  

A*(P(X), τ) = ∅ 

olarak bulunur.  
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(X, τ) uzayında If (sonlu alt kümeler ideali), Ic (sayılabilir alt kümeler ideali) 

idealleri için [23]’ de A* kümesi aşağıdaki gibi elde edilmiştir.  

A*(If, τ) = {x∈X ⏐ ∀U∈G(x) için, (U∩A)∉If}                                                   

= {x∈X ⏐ ∀U∈G(x) için, (U∩A) sonsuz} 

= A~  

Buradan,  

A*(If, τ) = A~   

olarak bulunur. 

A*(Ic,τ) = {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩A)∉Ic} 

= {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩A) kümesi sayılamaz} 

= yoğ(A) 

Buradan,   

A*(Ic,τ) = yoğ(A) 

olarak bulunur.  

[35]’ de, A kümesinin A*(I, τ) lokal fonksiyonunun, A kümesinin kapanış 

noktası, yığılma noktası ve yoğunlaşma noktasının bir genelleştirilmesi olduğu 

verilmiştir.  

Şimdi [23]’ de verilen, lokal fonksiyonun özellikleriyle ilgili teoremi verelim.  

 

Teorem 2.2.1. [23] (X, τ) uzayı, X kümesi üzerinde I1, I2 idealleri ile birlikte 

verilen bir topolojik uzay ve A, B⊆X olsun. Bu takdirde,  

i) A⊆B  ⇒  A*⊆B* 

ii) I1⊆I2  ⇒  A*(I2)⊆A*(I1) 

iii) A*= (A*)¯⊆(A)¯ (A* kümesi kapalı bir kümedir)  

iv) (A*)*⊆A* 

v) (A∪B)*=A*∪B* 

vi) (A∩B)*⊆A*∩B* 

vii) A*-B*=(A-B)*-B*⊆(A-B)* 

viii) U∈τ  ⇒  U∩A*=U∩(U∩A)*⊆(U∩A)* 

ix) S∈I  ⇒  (A∪S)*=A*=(A-S)* 
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İspat. i) Herhangi bir x∈A* noktasını alalım. Tanım 2.2.1’den her U∈G(x) açık 

komşuluğu için, A∩U∉I olur. Eğer A⊂B ise, A∩U⊂B∩U olup B∩U∉I elde edilir. 

Eğer B∩U∈I olsaydı I idealinin kalıtımsallık özelliğinden A∩U∈I olurdu. Bu ise, 

bir çelişkidir. O halde her U∈G(x) açık komşuluğu için, B∩U∉I ise Tanım 2.2.1 

gereği, x∈B* olur. Böylece alt küme tanımı gereği A*⊂B* bağıntısı bulunur.  

ii) I1⊆I2 ise I2
t ⊂ I1

t olur. ……….(1)  

A*(I2) = {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩A)∉I2} 

A*(I2) = {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩A)∈I2
t } ………. (2) 

(1),  (2) ifadeleri ve Tanım 2.2.1 kullanılarak,  

A*(I2)⊆{x∈X ⏐ ∀U∈G(x) için, (U∩A)∈I1
t} 

={x∈X ⏐ ∀U∈G(x) için, (U∩A)∉I1} 

= A*(I1) 

elde edilir. Buradan,  

A*(I2)⊆A*(I1) 

olduğu görülür. 

iii) Öncelikle A*= (A*)¯ eşitliğini gösterelim. Her A⊂X alt kümesi için, 

A⊂(A)¯ bağıntısı her zaman sağlanır. Bu ifade A*⊂X alt kümesi için de 

gerçekleşeceğinden  

A*⊆(A*)¯ ………. (3) 

A*({∅}, τ) = (A)¯, A*(P(X), τ)=∅ olduğu  gösterilmiştir. Teorem 2.2.1 (b) gereğince 

kümenin lokal fonksiyonu en büyük değerini I={∅} minimal ideali için, en küçük 

değerini de I=P(X) maksimal ideali için alır. O halde (X, τ) uzayındaki her I ideali 

için ∅⊆I⊆P(X) ifadesi sağlandığından, 

∅⊆A*(I, τ) ⊆ (A)¯…………..(4) 

olur.  

Şimdi de (A*)¯⊂A* olduğunu gösterelim. Herhangi bir x∈(A*)¯ noktasını 

alalım. Varsayalım ki x∉A* olsun. (A*)¯=∩{F⊂X ⎜ F kapalı küme ve A*⊂F}  

ifadesinden ve x∈(A*)¯ olduğundan A*⊂F olan her F kapalı kümesi için, x∈F olur. 

A*⊂ F ve F kapalı küme ise X-F⊂X-A* olup X-F açık kümedir. Buradan                        

(X-F)∩A*=∅ bulunur. x∉A* ifadesinden x∈(X-A*) elde edilir ve x∈F olduğundan 
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F∩(X-A*)≠∅ olur. (X-F)∩A*=∅ ve F∩(X-A*)≠∅ olması F⊂A* olduğunu gösterir. 

Bu ise bir çelişkidir. O halde,  

(A*)¯⊂A* ……………. (5) 

bulunur.  

(3), (4) ve (5) ifadelerinden A*=(A*)¯⊆(A)¯ bağıntısı elde edilir.  

iv) Herhangi bir x∈(A*(I))*(I) noktasını alalım. Varsayalım ki x∉A*(I) olsun. 

Tanım 2.2.1 gereğince, (A*(I))*(I)={x∈X ⎪ ∀U∈G(x) için, (U∩A*)∉I} olur. Her 

U∈G(x) açık komşuluğu için, U∩A*∉I ifadesi ve idealin kalıtımsallık özelliği 

gereğince, U∩A*≠∅ olduğu bulunur. Kapanış noktası tanımından x∈(A*)¯ elde 

edilir. (e) şıkkı gereğince, (A*)¯=A* olması x∈A* olduğunu gösterir. Bu ise, bir 

çelişkidir. O halde x∈(A*)* noktası için, x∈A* olduğundan (A*)*⊆A* bağıntısı elde 

edilir.  

v) Tanım 2.2.1 gereğince A ve B kümelerinin lokal fonksiyonları,  

A*(I)={x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩A)∉I}   ……….. (6) 

B*(I)={x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩B)∉I}   ……….. (7) 

olur.  

(6) ve (7) ifadelerinde birleşim işlemi alırsak,  

A*(I)∪B*(I)={x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (U∩A)∉I veya (U∩B)∉I} 

A*(I)∪B*(I)={x∈X ⏐∀U∈G(x) için, [(U∩A)∪(U∩B)]∉I} 

A*(I)∪B*(I)={x∈X ⏐∀U∈G(x) için, [U∩(A∪B)]∉I} 

elde edilir. Tanım 2.2.1’den,  

A*(I)∪B*(I)=(A∪B)*(I) 

bulunur.  

vi) (A∩B)* (I) = {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, [(A∩B)∩U]∉I} 

(A∩B)* (I) = {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, [(A∩U)∩(B∩U)]∉I} 

(A∩B)* (I) = {x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (A∩U)∉I ve (B∩U)∉I} ………. (8) 

(8) ifadesi gereği,  

(A∩B)* (I)⊆{x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (A∩U)∉I}  …………. (9) 

(A∩B)* (I)⊆{x∈X ⏐∀U∈G(x) için, (B∩U)∉I}  …………. (10) 

elde edilir. (9) ve (10) ifadelerinin kesişimlerini alırsak,  

(A∩B)* (I)⊆A*(I)∩B*(I) 

olduğu bulunur.  
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vii) A∪B=(A-B)∪B eşitliği her zaman doğrudur. Bu eşitlikte (*) işlemi 

uygulanırsa,  Teorem 2.2.1 (e) gereğince,  

(A∪B)*=[(A-B)∪B]*=(A-B)*∪B* 

eşitliğini elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafın B*t kümesi ile kesişim alınırsa,  

(A∪B)*∩B*t= [(A-B)*∪B* ]∩B*t 

(A*∪B*)∩B*t= [(A-B)*∪B* ]∩B*t 

(A*∪B*t)∪(B*∩B*t)=[(A-B)* ∩B*t]∪(B*∩B*t) 

olur. B*∩B*t=∅ olduğundan,  

A*∩B*t=(A-B)*∩B*t 

eşitliği elde edilir. Fark işlemi tanımı gereği, A*-B*=(A-B)*-B* eşitliği yazılır. Bu son 

eşitlikten 

A*-B*=(A-B)*-B*⊆(A-B)* 

bulunur.  

viii) Herhangi bir x∈U∩A* noktasını alalım. Kesişim işlemi tanımından x∈U 

ve x∈A* dır. Tanım 2.2.1 gereği her V∈G(x) açık komşuluğu için,V∩A∉I olur. x∈U 

ve U∈τ olduğundan komşuluk tanımı gereği U∈G(x) olur. Bir noktanın komşuları 

kesişimi yine o noktanın komşuluğu olduğundan V∩U∈G(x) olur. x∈A* olup, 

[(V∩U)∩A]=[V∩(U∩A)]∉I ifadesi elde edilir. Tanım 2.2.1 gereği, x∈(U∩A)* 

bulunur. x∈U∩A* noktası için, x∈(U∩A)* olduğundan  

U∩A*⊆(U∩A)* ………. (11) 

bulunur. (11) ifadesinde her iki tarafın U kümesi ile kesişimini alırsak,  

[U∩(U∩A*)]⊆[U∩(U∩A)*] 

(U∩A*)⊆[U∩(U∩A)*] ………… (12) 

U∩A⊆A bağıntısı ve Teorem 2.2.1 (a) gereğince  

(U∩A)*⊆A* …………… (13)  

olur. (13) ifadesinin her iki tarafının U kümesi ile kesişimi alınırsa,  

[U∩(U∩A)*]⊆U∩A* …………… (14) 

bulunur. (12) ve (14) ifadelerinden,  

U∩A*=U∩(U∩A)* …………… (15) 

eşitliği yazılır. O halde (11) ve (15) ifadeleri gereği,  

U∩A*=U∩(U∩A)*⊆(U∩A)* 
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bulunur.  

ix) A∪S=(A-S)∪S eşitliği her zaman doğrudur. Bu eşitlikte her iki tarafın (*) 

işlemi alınırsa,  

(A∪S)*=[(A-S)∪S]* 

olur. Teorem 2.2.1 (e) gereğince,  

(A∪S)*=A*∪S*=(A-S)*∪S* ………….. (16) 

elde edilir. Tanım 2.2.1 ve S∈I olduğundan S*={x∈X ⎟ ∀U∈G(x) için, (U∩S)∉I}=∅ 

olur. (16) ifadesinde S*=∅ yazılırsa (A∪S)*=A*=(A-S)* elde edilir. 

 

[24]’ de, bir ( ¯* ) işlemi tanımlanmış ve bu işlemin aslında bir Kuratowski 

kapanış işlemi olduğu aşağıdaki gibi gösterilmiştir. 

 

Lokal fonksiyon olarak tanımlanan (*) : P(X) → P(X) fonksiyonu Teorem 

2.2.1’in (d) ve (e) şıkları ile,  

∅*(I) = {x∈X⎥ ∀U∈G(x) için, (U∩∅)∉I} 

∅*(I) = {x∈X⎥ ∀U∈G(x) için, ∅∉I}  

bulunur. Bu ise, I ideal olduğundan kalıtımsallık özelliği gereği imkansızdır. 

Dolayısıyla ∅∈I olur. Dolayısıyla ∅*(I)=∅ olup, (*) : P(X) → P(X) lokal 

fonksiyonu, Uyarı 2.1.1’de verilen d : P(X) → P(X) fonksiyonu ile çakışır. Her A⊆X 

alt kümesi için, (A)¯*=A∪A* şeklinde tanımlanan ( ¯* ) : P(X) → P(X) fonksiyonu 

Kuratowski Kapanış işlemidir.  

[23]’ de, X kümesindeki minimal ideal olan I ={∅} ve maksimal ideal olan 

I=P(X) idealleri için (A)¯* kümesi aşağıdaki gibi bulunmuştur.  

I = {∅} minimal ideali için, A*({∅}) = (A)¯ olup bu ifade (A)¯* = A∪A* 

eşitliğinde yazılırsa (A)¯* = A∪(A)¯ olur. Kapanış işleminin A ⊂ (A)¯ özelliğinden,  

(A)¯* = (A)¯ olur.  

I = P(X) maksimal ideali için, A*(P(X)) = ∅ olup (A)¯* = A∪A* eşitliğinde 

yazılırsa, (A)¯*=A olur.  

( ¯* ) fonksiyonu yardımıyla üretilen τ* topolojisi [23]’ de aşağıdaki biçimde 

tanımlanmıştır.  
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Tanım 2.2.2. [23] τ topolojisi X kümesindeki ilk topoloji olmak üzere, (¯*) 

fonksiyonu tarafından üretilen topoloji τ*(I, τ) ya da τ*(I) (kısaca τ*) ile gösterilir. Bu 

topoloji,  

τ*(I)={U⊆X  ⎥  (X-U)¯*= X-U} 

şeklindedir. 

 I = {∅} minimal ideali için τ*(I) = τ ve I = P(X) maksimal ideali için, τ*(I) = 

P(X) olup X kümesi üzerindeki her I ideali için, ∅ ⊆ I ⊆ P(X) olduğundan τ ⊆ τ*(I) 

⊆ P(X) bağıntısı Teorem 2.2.1’in (b) şıkkından elde edilir.  
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III. BÖLÜM 

 

STRONGLY SEMİ β −I − IRRESOLUTE VE SEMİ α −I − PREIRRESOLUTE 

FONKSİYONLAR 

 

Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. 

Birinci kısımda, strongly semi β − I − irresolute fonksiyon olarak 

adlandırdığımız yeni bir fonksiyon çeşidi verip, bu fonksiyon kavramının strongly         

α – I – preirresolute [7], strongly semi β – I – irresolute, β – I – irresolute [38], α – I 

– preirresolute [6], semi α – I – preirresolute, β – I – preirresolute [6], α – I – 

irresolute [37], semi α – I – irresolute [38], almost α – I – irresolute [37], α – I – 

sürekli [19], semi – I – sürekli [19] ve β – I – sürekli [19] fonksiyon türleri ile 

karşılaştırmasını yapacağız. Ayrıca bu fonksiyonun karakterizasyonunu ve sağladığı 

özellikleri elde edeceğiz. 

İkinci kısımda ise; Tanım 3.1.8 ile verdiğimiz semi α − I − preirresolute 

fonksiyon kavramının karakterizasyonunu ve sağladığı özellikleri elde edip, 

yorumlayacağız.    

 

3.1. Strongly Semi β − I − irresolute Fonksiyon Kavramı ve Özellikleri  

  

Tanım 3.1.1. (X, τ) topolojik uzayı ve herhangi A ⊂ X alt kümesi verilsin 

Eğer A kümesi için, 

i) A ⊂ ((A°)¯)° ise; A kümesine α − açık küme [33], 

ii) A ⊂ (A°)¯ ise; A kümesine semi − açık küme [25], 

iii) A ⊂ (A¯)° ise; A kümesine pre − açık küme [29],  

iv) A ⊂ ((A¯)°)¯ ise; A kümesine β − açık küme [1], 

denir. Ayrıca α − açık (semi − açık, pre − açık, β – açık) kümenin tümleyenine α − 

kapalı [30] (semi – kapalı [15], pre – kapalı [29], β – kapalı [1]) küme denir.  

Bir (X, τ) topolojik uzayındaki tüm α − açık kümelerin ailesini τα, semi – açık 

kümelerin ailesini SO(X), pre – açık kümelerin ailesini PO(X) ve β – açık kümelerin 

ailesini de βO(X) sembolü ile göstereceğiz. Ayrıca bu bölümün içeriğinde geçen, bir 

S ⊂ X kümesini kapsayan bütün pre − kapalı (β − kapalı) kümelerin kesişimi S 
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kümesinin pre − kapanışı (β − kapanışı [3]) olup S¯p (S¯β) şeklindedir [31]. Bir S 

kümesinde kapsanan bütün pre − açık (β − açık) kümelerin birleşimi S kümesinin      

pre − içi (β − içi [3]) olup S°p (S°β) şeklindedir [31]. Bununla beraber (X, τ, I) ideal 

topolojik uzayında ( ¯ *) işleminin tümleyenini ( ° * ) işlemi ile sembolize edeceğiz.  

 

Tanım 3.1.2. (X, τ, I) ideal topoloji uzayı ve bir A ⊂ X alt kümesi verilsin. 

Eğer A kümesi için, 

i) A ⊂ ((A°)¯*)° ise; A kümesine α − I – açık küme [19], 

ii) A ⊂ (A°)¯* ise; A kümesine semi − I – açık küme [19], 

iii) A ⊂ (A¯*)° ise; A kümesine pre − I – açık küme [16], 

iv) A ⊂ ((A¯*)°)¯ ise; A kümesine β − I – açık küme [19], 

denir.  

(X, τ, I) ideal topolojik uzayında bütün α − I – açık kümelerin ailesini αIO(X),               

semi − I – açık kümelerin ailesini SIO(X), pre − I – açık kümelerin ailesini PIO(X) 

ve β − I – açık kümelerin ailesini de βIO(X) sembolü ile göstereceğiz. 

 

Şimdi Tanım 3.1.1 ve Tanım 3.1.2’ de geçen kümeleri esas alan bazı 

fonksiyon kavramlarını verelim. 

 

Tanım 3.1.3. Bir f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her V∈ϕ 

kümesi için, 

i) f-1(V)∈αIO(X) ise; f fonksiyonuna α – I – sürekli [19], 

ii) f-1(V)∈SIO(X) ise; f fonksiyonuna semi – I – sürekli [19], 

iii) f-1(V)∈βIO(X) ise; f fonksiyonuna β – I – sürekli [19] 

fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.4. Bir f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her V∈ 

αO(Y)  kümesi için, 

i) f-1(V)∈αIO(X) ise; f fonksiyonuna α – I – irresolute [37], 

ii) f-1(V)∈SIO(X) ise; f fonksiyonuna semi α – I – irresolute [38], 

iii) f-1(V)∈βIO(X) ise; f fonksiyonuna almost α – I – irresolute [37] 

fonksiyon denir. 
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Tanım 3.1.5. Bir f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her 

V∈PO(Y) kümesi için, 

i) f-1(V)∈αIO(X) ise; f fonksiyonuna α – I – preirresolute [6], 

ii) f-1(V)∈βIO(X) ise; f fonksiyonuna β – I – preirresolute [6] 

fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.6. Bir f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her V∈                 

βO(Y) kümesi için, 

i) f-1(V)∈αIO(X) ise; f fonksiyonuna strogly α – I – preirresolute [7], 

ii) f-1(V)∈βIO(X) ise; f fonksiyonuna β – I – irresolute [38] 

fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.7. Bir f : (X, τ, I)  →  (Y, ϕ) bir fonksiyon olsun. Eğer her                 

V∈βO(Y) kümesi için, f-1(V)∈SIO(X) ise, f fonksiyonuna strongly semi β – I –  

irresolute fonksiyon denir.  

 

Tanım 3.1.8. Bir f : (X, τ, I)  →  (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Eğer her          

V∈PO(Y) kümesi için, f-1(V)∈SIO(X) oluyorsa, f fonksiyonuna semi α – I – 

preirresolute fonksiyon denir.  

 

 

Yukardaki tanımlardan yaralanarak Şekil – 2 yi aşağıdaki gibi elde ederiz.  
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strongly α – I –  preirresolute           strongly semi β – I – irresolute         β – I – irresolute 
   

 

  α – I – preirresolute        semi α – I – preirresolute            β – I – preirresolute                 
  
 

 

                α – I – irresolute                 semi α – I – irresolute             almost – α – I –irresolute 
 

 

 

                      α – I – süreklilik            semi – I – süreklilik         β – I – süreklilik          
      

Şekil – 2 – 

 

Uyarı 3.1.1. Şekil – 2’de verdiğimiz geçişlerin tersleri genellikle doğru değildir. 

 

Örnek 3.1.1. X = {a, b, c, d} kümesi üzerinde τ = {Ø, X, {a, b}} topolojisi ve                 

I = {Ø, {b}} ideali ile birlikte (X, τ, I) ideal topolojik uzayı, Y = {a, b, c} kümesi 

üzerinde de ϕ = {Ø, Y, {a}, {b}, {a, b}} topolojisi ile (Y, ϕ) topolojik uzayı verilsin. 

f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu f(a) = f(b) = f(d) = b, f(c) = c şeklinde tanımlanan 

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu α – I – preirresolute fonksiyondur 

ancak β − I – irresolute bir fonksiyon değildir. f fonksiyonunun α – I – preirresolute 

fonksiyon olduğunu göstermemiz için, her V∈PO(Y) kümesi için, f-1(V) ⊂                    

(((f-1(V))°)¯*)° olduğunu göstermeliyiz.  

 

(ı) A = {b}∈PO(Y) kümesi için, f-1(A) = f-1({b}) = {a, b, d} ve (f-1(A))° =           

{a, b} ve ((f-1(A))°)¯*= X olur ve (((f-1(A))°)¯*)° = X° = X bulunur. Buradan f-1(A) ⊂    

(((f-1(A))°)¯*)° olduğu elde edilir. 

 

(ıı) B = {a, b}∈PO(Y) kümesi için, f-1(B) = f-1({a, b}) = {a, b, d} ve                      

(f-1(B))° = {a, b}, ((f-1(B))°)¯* = X olur. Buradan  (((f-1(B))°)¯*)° = X bulunur ki                 

f-1(B) ⊂ (((f-1(B))°)¯*)° olduğu elde edilir. 

 

(ı) ve (ıı) şıklarından f fonksiyonunun α – I – preirresolute fonksiyon olduğu 

görülür. Diğer taraftan C = {a, c}∈βO(Y) kümesi için, f-1(C) = f-1({a, c}) = {c},               
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(f-1(C))¯* = {c, d} ve ((f-1(C))¯*)° = ∅ bulunur. (((f-1(C))¯*)°)¯ = ∅ ve f-1(C) ⊄              

(((f-1(C))¯*)°)¯ olduğundan, f fonksiyonu β − I – irresolute bir fonksiyon değildir.   

 

Örnek 3.1.2. X = {a, b, c, d} kümesi üzerinde τ = {Ø, X, {d}, {a, b}, {a, b, d}} 

topolojisi ve I = {Ø, {b}, {d}, {b, d}} ideali ile birlikte (X, τ, I) ideal topolojik uzayı, 

Y = {a, b, c} kümesi üzerinde de ϕ = {Ø, Y, {b}, {a, c}} topolojisi ile (Y,ϕ) 

topolojik uzayı verilsin. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu f(a) = f(c) = a ve f(b) = f(d) 

= c şeklinde tanımlansın. Bu takdirde f fonksiyonu α – I – irresolute fonksiyondur 

ama β – I – preirresolute bir fonksiyon değildir. f fonksiyonunun α – I – irresolte bir 

fonksiyon olduğunu göstermemiz için, her A∈αO(Y) kümesi için, f-1(A) ⊂                  

(((f-1(A))°)¯*)° olduğunu göstermeliyiz.  

 

A = {a, c}∈αO(Y) kümesi için, f-1(A) = f-1({a, c}) = X, ((f-1(A))°)¯* = X ve                

(((f-1(A))°)¯*)° = X elde edilir. Dolayısıyla f-1(A) ⊂ (((f-1(A))°)¯*)° olup f fonksiyonu 

α – I – irresolute fonksiyon olur. 

 

B = {b, c}∈PO(Y) kümesi için, f-1(B) = {b, d},  (f-1(B))¯* = {b, d} ve                   

((f-1(B))¯*)° = {d} bulunur. Buradan (((f-1(B))¯*)°)¯ = {c, d} olur. Dolayısıyla f-1(B) ⊄ 

(((f-1(B))¯*)°)¯ olduğundan, f fonksiyonu β – I – preirresolute bir fonksiyon değildir.  

 

Örnek 3.1.3. X = {a, b, c, d} kümesi üzerinde τ = {Ø, X, {b}, {a, b}} 

topolojisi ve I = {Ø, {b}} ideali ile birlikte (X, τ, I) ideal topolojik uzayı, Y =             

{a, b, c} kümesi üzerinde de ϕ = {Ø, Y, {c}, {b, c}} topolojisi ile (Y, ϕ) topolojik 

uzayı verilsin. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu f(a) = f(b) = b, f(c) = f(d) = a 

şeklinde tanımlanan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu α − I – sürekli 

fonksiyon olmasına rağmen almost α – I – irresolute bir fonksiyon değildir. A =               

{b, c}⊂ Y açık kümesi için, f-1(A) = f-1({b, c}) = {a, b} ve (f-1(A))° = {a,b} ve             

((f-1(A))°)¯* = X olup (((f-1(A))°)¯*)° = X bulunur. f-1(A) ⊂ (((f-1(A))°)¯*)° 

olduğundan Tanım 3.1.3 gereği fonksiyon α − I – süreklidir. Fakat Y uzayındaki B = 

{a, c} α  – açık kümesi için, f-1(B) = f-1({a, c}) = {c, d},  (f-1(B))¯* = {c, d} ve                
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((f-1(B))¯*)° = ∅ olur. Dolayısıyla (((f-1(B))¯*)°)¯ = ∅, f-1(B) ⊄ (((f-1(B))¯*)°)¯ olup f 

fonksiyonu almost α – I – irresolute fonksiyon değildir. 

 

Örnek 3.1.4. X = {a, b, c, d} kümesi üzerinde τ = {Ø, X, {d}, {a, b}, {a, b, 

d}} topolojisi ve I = {Ø, {b}} ideali ile birlikte (X, τ, I) ideal topolojik uzayı ve Y = 

{a, b, c} kümesi üzerinde de ϕ = {Ø, Y, {b}} topolojisi ile (Y, ϕ) topolojik uzayı 

verilsin. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu f(a) = f(b) = c ve f(c) = f(d) = b şeklinde 

tanımlanan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu strongly semi β – I – 

irresolute fonksiyondur ancak α − I – sürekli bir fonksiyon değildir. f fonksiyonunun 

strongly semi β – I – irresolute fonksiyon olduğunu göstermemiz için, her A∈βO(Y) 

kümesi için, f-1(A) ⊂ ((f-1(A))°)¯* olduğunu göstermeliyiz.  

 

(ı) A = {b}∈βO(Y) kümesi için, f-1(A) = {c, d}, ((f-1(A))° = {d} ve                    

((f-1(A))°)¯* =  {c, d} elde edilir ki f-1(A) ⊂ ((f-1(A))°)¯* bulunur. 

 

(ıı) B = {a, b}∈βO(Y) kümesi için, f-1(B) = {c, d}, ((f-1(B))° = {d} ve                      

((f-1(B))°)¯* = {c, d} elde edilir ki f-1(B) ⊂ ((f-1(B))°)¯* bulunur. 

 

(ııı) C = {b, c}∈βO(Y) kümesi için, f-1(C) = f-1({b, c}) = X, (f-1(C))° = X ve                        

((f-1(C))°)¯* = X elde edilir ki f-1(C) ⊂ ((f-1(C))°)¯* bulunur. 

 

(ı), (ıı) ve (ııı) şıklarından f fonksiyonunun strongly semi β – I – irresolute 

fonksiyon olduğu görülür. Diğer taraftan A = {b}∈ϕ kümesi için, f-1(A) = f-1({b}) = 

{c, d}, (f-1(A))° = {d} ve ((f-1(A))°)¯* = {c, d} bulunur. (((f-1(A))°)¯*)° = {d} ve                  

f-1(A) ⊄ (((f-1(A))°)¯*)° olduğundan, f fonksiyonu α − I – sürekli bir fonksiyon 

değildir.   

 

Örnek 3.1.5. X = {a, b, c, d} kümesi üzerinde τ = {Ø, X, {d}, {a, b},                    

{a, b, d}} topolojisi ve I = {Ø, {b}, {d}, {b, d}} ideali ile birlikte (X, τ, I) ideal 

topolojik uzayı, Y = {a, b, c} kümesi üzerinde de ϕ = {Ø, Y, {a}} topolojisi ile                        

(Y, ϕ) topolojik uzayı verilsin. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu f(a) = f(c) = f(d) = a, 
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f(b) = c şeklinde tanımlanan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu β − I – 

irresolute bir fonksiyondur. Ancak semi − I – sürekli bir fonksiyon değildir. f 

fonksiyonunun β − I – irresolute fonksiyon olduğunu göstermemiz için, her A ⊂ Y   

β − açık kümesi için, f-1(A) ⊂ (((f-1(A))¯*)°)¯ olduğunu göstermeliyiz.  

 

(ı) A = {a}∈βO(Y) kümesi için, f-1(A) = f-1({a}) = {a, c, d} ve (f-1(A))¯* = X 

olur. ((f-1(A))¯*)° = X° = X ve X ¯ = X olup f-1(A) ⊂ (((f-1(A))¯*)°)¯ bulunur. 

 

(ıı) B = {a, b}∈βO(Y) kümesi için, f-1(B) = f-1({a, b}) = {a, c, d} ve (f-1(B))¯* 

= X olur. ((f-1(B))¯*)° = X° = X ve X ¯ = X olup f-1(B) ⊂ (((f-1(B))¯*)°)¯ bulunur. 

 

(ııı) C = {a, c}∈βO(Y) kümesi için, f-1(C) = f-1({a, c}) = X ve (f-1(C))¯* = X 

olur ve (((f-1(C))¯*)°)¯ = X bulunur. Buradan f-1(C) ⊂ (((f-1(C))¯*)°)¯ olduğu elde 

edilir. 

(ı), (ıı) ve (ııı) şıklarından f fonksiyonunun β − I – irresolute fonksiyon olduğu 

görülür. Diğer taraftan A = {a}∈ϕ kümesi için, f-1(A) = f-1({a}) = {a, c, d}, (f-1(A))° 

= {d} ve ((f-1(A))°)¯* = ({d})¯* = {d} bulunur. f-1(A) ⊄ ((f-1(A))°)¯* olduğundan, 

Tanım 3.1.3 (ii) gereği, f fonksiyonu semi − I – sürekli bir fonksiyon değildir.   

 

Şimdi, strongly semi β − I – irresolute fonksiyonunun sağladığı özellikleri 

inceleyelim. 

 

Teorem 3.1.1. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde 

aşağıdaki ifadeler birbirine denktir: 

i) f fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute fonksiyondur; 

ii) Her x∈X noktası ve f(x) noktasını içeren Y uzayındaki her V β − açık 

kümesi için, f(U) ⊂ V olacak şekilde x noktasını içeren X uzayında bir semi – I – 

açık U ⊂ X alt kümesi vardır; 

iii) Her V ⊂ Y β − açık kümesi için, f-1(V) ⊂ ((f-1(V))°)¯*; 

iv) Her F ⊂ Y β − kapalı kümesi için, f-1(F) ⊂ X kümesi semi – I – kapalıdır;  

v) Her B ⊂ Y alt kümesi için, ((f-1(B))¯)°* ⊂ f-1(B¯β); 
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vi) Her A ⊂ X alt kümesi için, f(((A)¯)°*) ⊂ (f(A))¯β  

olmasıdır. 

 

İspat. i) ⇒ ii) Herhangi bir x∈X noktasını ve f(x) noktasını içeren bir V ⊂ Y 

β – açık kümesini alalım. Hipotez gereği, f fonksiyonu strongly semi β − I – 

irresolute fonksiyon olduğundan, Tanım 3.1.7 gereği, f-1(V) kümesi x noktasını 

içeren X uzayında semi – I – açık bir kümedir. U = f-1(V) diyelim. Bu taktirde U 

kümesi,  f(U) ⊂ V olacak şekilde x noktasını içeren X uzayının semi – I – açık bir 

kümesidir. 

ii) ⇒ iii) V kümesi Y uzayının herhangi bir β − açık kümesi ve x∈f-1(V) 

olsun. Hipotezden f(U) ⊂ V olacak şekilde x noktasını içeren bir U ⊂ X semi – I – 

açık kümesi vardır. Böylece x∈U ⊂ (U°)¯* ⊂ ((f-1(V))°)¯* ve buradan da f-1(V) ⊂                    

((f-1(V))°)¯*  olduğu elde edilir. 

iii) ⇒ iv) Herhangi bir F ⊂ Y β − kapalı kümesini alalım. V = Y – F olsun. 

Dolayısıyla V kümesi Y uzayında β − açık bir kümedir. (iii) ifadesi gereği, f-1(V) ⊂                       

((f-1(V))°)¯* elde edilir. Buradan f-1(F) = X − f-1(Y – F) = X − f-1(V) kümesi X 

uzayında semi – I – kapalı küme olur. 

iv) ⇒ v) Herhangi bir B ⊂ Y alt kümesini alalım. (B¯β ) kümesi Y uzayının    

β − kapalı bir kümesi olduğundan, f-1(B¯β) ⊂ X kümesi semi – I – kapalı bir kümedir. 

Buradan ((f-1(B¯β))¯)°* ⊂ f-1(B¯β) olur. Böylece ((f-1(B))¯)°* ⊂ f-1(B¯β) olduğu 

bulunur.  

v) ⇒ vi) A kümesi, X uzayının herhangi bir alt kümesi olsun. Hipotez 

gereğince, (A¯)°* ⊂ ((f-1(f(A)))−)°* ⊂ f-1((f(A))−β) olduğu bulunur. Bu son ifadeden f 

fonksiyonuna göre görüntü alınırsa, f((A¯)°*) ⊂ (f(A))−β ifadesi elde edilir.  

 vi) ⇒ i) V kümesi, Y uzayının herhangi bir β − açık kümesi olsun. f-1(Y – V) 

= X – f-1(V) kümesi, X uzayının bir alt kümesidir. Hipotez gereği, 

 f(((f-1(Y –V))¯)°*) ⊂ (f(f-1(Y – V)))−β  

  ⊂ (Y – V)−β  

  = Y – (V°β)  

  = Y – V 

ifadesi elde edilir. Buradan  

 X – ((f-1(V))°)¯*= ((X –f-1(V))¯)°* 
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  = ((f-1(Y – V))¯)°*  

  ⊂ f-1(f(((f-1(Y –V))¯)°*))  

  ⊂ f-1(Y – V)   

  = X – f-1(V) 

olur. Böylece f-1(V) ⊂ ((f-1(V))°)¯* bulunup f-1(V) kümesinin X uzayında semi − I – 

açık bir küme olduğu görülür. Dolayısıyla Tanım 3.1.7 gereği, f fonksiyonu strongly 

semi β − I – irresolute fonksiyondur. 

 

Lemma 3.1.1. ([2], [18], [34]). Her i = 1, 2, …, n indisi için, bir {Xλ : λ∈Λ} 

ailesini ve boş olmayan, Xλi ailesinin bir Uλi alt kümesini alalım. Bu takdirde  

Ø ≠ U = ∏∏∏
∧∈=≠

⊂
λ

λλ
λλ

λ XUxX
n

i
i

i 1

 

şeklinde U kümesinin β − açık [2] (sırasıyla, semi – açık [34], pre – açık [18]) bir 

küme olması için gerek ve yeter şart, her i = 1, 2, …, n indisi için, Uλi ⊂ Xλi 

kümesinin β − açık (sırasıyla, semi – açık, pre – açık) küme olmasıdır. 

 

Teorem 3.1.2. Eğer her x∈X noktası için, g(x) = (x, f(x)) şeklinde tanımlanan 

g : (X, τ) → X x Y grafik fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute fonksiyon ise, 

bu takdirde f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute 

fonksiyondur.  

 

İspat. Herhangi bir x∈X noktasını ve f(x) noktasını içeren bir V ⊂ Y β − açık 

kümesini alalım. Bu takdirde Lemma 3.1.1 gereği, X x V ⊂ X x Y kümesi g(x) 

noktasını içeren β − açık bir küme olur. Hipotez gereği, g grafik fonksiyonu strongly 

semi β − I – irresolute fonksiyon olduğundan Teorem 3.1.1 (ii) gereği,                  

g(U) ⊂ X x V olacak şekilde x noktasını içeren bir U ⊂ X semi – I – açık kümesi 

vardır. Dolayısıyla f(U) ⊂ V olur. Böylece f fonksiyonun strongly semi β − I – 

irresolute fonksiyon olduğu görülür. 

 

Teorem 3.1.3. Eğer f : (X, τ, I) → ΠYλ fonksiyon strongly semi β − I – 

irresolute fonksiyon ise, Pλ : Π Yλ → Yλ izdüşüm fonksiyonu olmak üzere her λ∈Λ 
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indisi için, Pλof : (X, τ) →Yλ bileşke fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute 

fonksiyondur.  

 

İspat. Herhangi bir Vλ ⊂ Yλ kümesi β − açık kümesini alalım. Pλ izdüşüm 

fonksiyonu, sürekli ve açık fonksiyon olduğundan [1, Teorem 2. 2] gereği,                        

β − irresolute fonksiyondur. β − irresolute fonksiyon tanımından,                        
1p−

λ ( Vλ) ⊂ Π Yλ  kümesi β − açık bir küme olur. Hipotez gereği, f fonksiyonu 

strongly semi β − I – irresolute fonksiyon olduğundan,  

f-1( 1p−
λ ( Vλ)) = (Pλof)¯1(Vλ)  

kümesinin X uzayında semi − I – açık küme olduğu elde edilir. Böylece, her λ∈Λ 

indisi için, Pλof bileşke fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute fonksiyondur.  

 

Lemma 3.1.2. [5] (X, τ, I) ideal topolojik uzayı ve herhangi bir A ⊂ X 

kümesi verilsin. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır: 

i) Eğer O∈τ ise, bu takdirde O ∩ (A)¯* ⊂ (O∩A)¯*.  

ii) Eğer A⊂ Xo ⊂ X ise, bu takdirde (A)¯*Xo = (A)¯*∩Xo. 

 

 Lemma 3.1.3. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay olsun. Eğer A∈PIO(X),                   

and B∈SIO(X) ise, bu takdirde A∩B∈SIO(A) olur. 

 

İspat. X uzayında herhangi bir pre − I  − açık A kümesi ve semi – I  − açık 

bir B kümesini alalım. Tanım 3.1.2 gereği, A ⊂ ((A)¯*)° ve B ⊂ ((B)°)¯* yazılabilir. 

Bu takdirde, Lemma 3.1.2 yi kullanarak, 

A ∩ B ⊂ ((A)¯*)°∩ ((B)°)¯* ⊂ (((A)¯*)° ∩ (B)°)¯*  

⊂ ((A)¯* ∩ (B)°)¯*  

= (A ∩ (B)°)¯* 

bulunur. Buradan A ∩ B ⊂ (A ∩ (B)°)¯* ∩ A = (A ∩ (B)°)¯*A  elde edilir. Böylece           

A ∩ B kümesinin, A alt uzayında semi – I – açık bir küme olduğu görülür. 

 

Lemma 3.1.4. (X, τ, I) bir ideal topolojik uzay olsun. Eğer A∈SIO(Xo),                   

A⊂ Xo⊂ X ve Xo∈SIO(X) ise, bu takdirde A∈SIO(X) olur. 
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İspat. A kümesi Xo alt uzayında semi – I – açık bir küme olsun. Hipotezi, 

Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 ü kullanarak,  

A⊂ ((A)°Xo)¯*Xo 

            = ((A)°Xo)¯*  ∩ Xo 

         = ((A)°∩Xo)¯* ∩ Xo 

         ⊂ ((A)° ∩ ((Xo)°)¯*)¯* ∩ ((Xo)°)¯* 

 = ((A)°)¯* ∩ (((Xo) °)¯*)¯* ∩ ((Xo)°)¯* 

⊂ ((A)°)¯* ∩ ((Xo) °)¯* ∩ ((Xo)°)¯* 

= ((A)°)¯* ∩ ((Xo) °)¯* 

= ((A)° ∩ (Xo)°)¯* 

= ((A ∩ Xo)°)¯* 

= ((A)°)¯* 

elde edilir. Böylece A ⊂ ((A)°)¯*olur. Bu ifade de A kümesinin X uzayında                       

semi – I – açık bir küme olduğunu gösterir. 

 

Lemma 3.1.5. (X, τ, I) ideal topolojik uzayı verilsin. Bu taktirde, her i∈N 

indisi ve her λi ∈ Λ için, 
i

Aλ ∈ SIO(X) ise  

U
Λ∈i

i
A

λ
λ ∈ SIO(X) 

olur. 

 

İspat.  Her i∈N indisi ve her λi ∈ Λ için, 
i

Aλ ∈ SIO (X) olsun. Bu takdirde, 
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ifadesinden U
Λ∈i

i
A

λ
λ  kümesi X uzayında semi – I – açık küme olur. 

 

 Teorem 3.1.4. Eğer f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu strongly semi β − I – 

irresolute fonksiyon ve A ⊂ X alt kümesi pre − I – açık bir küme ise, bu takdirde                 

f /A : A → Y kısıtlanmış fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute fonksiyondur.  

 

İspat. V ⊂ Y kümesi bir β − açık küme olsun. Hipotez gereği, f fonksiyonu 

strongly semi β − I – irresolute fonksiyon olduğundan f-1(V) ⊂ X semi – I – açık bir 

küme olur. A ⊂ X alt kümesi de pre − I – açık bir küme olduğundan  (f/A)¯1(V) =              

A ∩ f-1(V) ⊂ A kümesi Lemma 3.1.3 gereği, semi – I – açık bir kümedir. Böylece 

Tanım 3.1.7 gereği, f /A kısıtlanmış fonksiyonunun strongly semi β − I – irresolute 

bir fonksiyon olduğu elde edilir. 

 

Teorem 3.1.5. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) bir fonksiyon ve {Aλ  ⎢ λ∈Λ} ailesi X 

uzayının semi − I – açık bir örtüsü olsun. Eğer her λ∈Λ indisi için, 

f /Aλ : Aλ → Y 
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kısıtlanmış fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute fonksiyon ise, f fonksiyonu da 

strongly semi β − I – irresolute bir fonksiyondur.  

 

İspat. V ⊂ Y bir β − açık küme olsun. Hipotez gereği, f /Aλ kısıtlanmış 

fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute fonksiyon olduğundan, Tanım 3.1.7 

gereği, (f/Aλ)¯1 (V)  kümesi Aλ alt uzayında semi – I – açık bir küme olur. Aλ kümesi 

X uzayında semi − I – açık bir küme olduğundan Lemma 3.1.4 gereği, her λ∈Λ 

indisi için, (f /Aλ)¯1 (V) ⊂ X kümesi semi – I – açık bir küme olur. Lemma 3.1.5  den 

semi – I – açık kümelerin herhangi birleşimi semi – I – açık küme olduğundan  

f¯1(V) = X ∩ f¯1(V)  

= ∪ {Aλ ∩ f¯1(V) : λ ∈ Λ} 

= ∪ {(f /Aλ)¯1 (V) : λ ∈ Λ} 

kümesi, X uzayında semi – I – açık bir kümedir. Böylece f fonksiyonunun strongly 

semi β − I – irresolute fonksiyon olduğu elde edilir 

 

Teorem 3.1.6. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) ve g : (Y, ϕ) → (Z, υ) iki fonksiyon 

olsun. Bu taktirde f fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute fonksiyon ve g 

fonksiyonu β – irresolute bir fonksiyon ise, gof : (X, τ, I) → (Z, υ) bileşke 

fonksiyonu da strongly semi β − I – irresolute fonksiyondur.  

 

İspat. W kümesi Z uzayının herhangi bir β − açık kümesi olsun. g fonksiyonu 

β − irresolute fonksiyon olduğundan, g¯1(W) kümesi Y uzayının β – açık bir kümesi 

olur. f fonksiyonu strongly semi β − I – irresolute fonksiyon olduğundan                      

(gof)¯1(W) = f-1(g-1(W)) kümesi X uzayının semi – I – açık bir kümesi olur. Böylece 

gof bileşke fonksiyonunun strongly semi β − I – irresolute fonksiyon olduğu elde 

edilir.  
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3.2. Semi α − I − preirresolute Fonksiyon Kavramı ve Özellikleri 

 

Teorem 3.2.1. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde f  

foksiyonu için aşağıdaki ifadeler birbirine denktir: 

i) f fonksiyonu semi α − I − preirresolute bir fonksiyondur;  

ii) Her x∈X noktası ve f(x) noktasını içeren Y uzayının her V pre − açık 

kümesi için, f(U) ⊂ V olacak şekilde x noktasını içeren X uzayında bir semi – I – 

açık U ⊂ X alt kümesi vardır; 

iii) Her V ⊂ Y pre − açık kümesi için, f-1(V) ⊂ ((f-1(V))°)¯*; 

iv) Her F ⊂ Y pre − kapalı kümesi için, f-1(F) ⊂ X kümesi semi − I −  

kapalıdır; 

v) Her B ⊂ Y alt kümesi için, ((f-1((B))¯)°* ⊂ f-1(B¯p); 

vi) Her A ⊂ X alt kümesi için, f(((A)¯)°*) ⊂ (f(A))¯p  

olmasıdır. 

 

 İspat. i) ⇒ ii) Herhangi bir x∈X noktasını ve f(x) noktasını içeren bir V ⊂ Y 

pre – açık kümesini alalım. Hipotez gereği, f fonksiyonu semi α − I − preirresolute 

fonksiyon olduğundan, Tanım 3.1.8 gereği, f-1(V) kümesi x noktasını içeren X 

uzayında semi – I – açık bir kümedir. U = f-1(V) diyelim. Bu taktirde U kümesi,  f(U) 

⊂ V olacak şekilde x noktasını içeren X uzayının semi – I – açık bir kümesidir. 

ii) ⇒ iii) V kümesi Y uzayının herhangi bir pre − açık kümesi ve x∈f-1(V) 

olsun. Hipotezden f(U) ⊂ V olacak şekilde x noktasını içeren bir U ⊂ X semi – I – 

açık kümesi vardır. Böylece x∈U ⊂ (U°)¯* ⊂ ((f-1(V))°)¯* ve buradan da f-1(V) ⊂                    

((f-1(V))°)¯*  olduğu elde edilir. 

iii) ⇒ iv) Herhangi bir F ⊂ Y pre − kapalı kümesini alalım. V = Y – F olsun. 

Dolayısıyla V kümesi Y uzayında pre − açık bir kümedir. (iii) ifadesi gereği, f-1(V) ⊂                       

((f-1(V))°)¯* elde edilir. Buradan f-1(F) = X − f-1(Y – F) = X − f-1(V) kümesi X 

uzayında semi – I – kapalı küme olur. 

iv) ⇒ v) Herhangi bir B ⊂ Y alt kümesini alalım. (B¯p ) kümesi Y uzayının    

pre − kapalı bir kümesi olduğundan, f-1(B¯p) ⊂ X kümesi semi – I – kapalı bir 
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kümedir. Buradan ((f-1(B¯p))¯)°* ⊂ f-1(B¯p) olur. Böylece ((f-1(B))¯)°* ⊂ f-1(B¯p) 

olduğu bulunur.  

v) ⇒ vi) A kümesi, X uzayının herhangi bir alt kümesi olsun. Hipotez 

gereğince, (A¯)°* ⊂ ((f-1(f(A)))−)°* ⊂ f-1((f(A))−p) olduğu bulunur. Bu son ifadeden f 

fonksiyonuna göre görüntü alınırsa, f((A¯)°*) ⊂ (f(A))−p ifadesi elde edilir.  

 vi) ⇒ i) V kümesi, Y uzayının herhangi bir pre − açık kümesi olsun.              

f-1(Y – V) = X – f-1(V) kümesi, X uzayının bir alt kümesidir. Hipotez gereği, 

 f(((f-1(Y –V))¯)°*) ⊂ (f(f-1(Y – V)))−p  

  ⊂ (Y – V)−p  

  = Y – (V°p)  

  = Y – V 

ifadesi elde edilir. Buradan  

 X – ((f-1(V))°)¯*= ((X –f-1(V))¯)°* 

  = ((f-1(Y – V))¯)°*  

  ⊂ f-1(f(((f-1(Y –V))¯)°*))  

  ⊂ f-1(Y – V)   

  = X – f-1(V) 

olur. Böylece f-1(V) ⊂ ((f-1(V))°)¯* bulunup f-1(V) kümesinin X uzayında semi − I – 

açık bir küme olduğu görülür. Dolayısıyla Tanım 3.1.8 gereği, f fonksiyonu semi α − 

I − preirresolute fonksiyondur. 

 

Teorem 3.2.2. Eğer her x∈X noktası için, g(x) = (x, f(x)) şeklinde tanımlanan 

g : (X, τ) → X x Y grafik fonksiyonu semi α − I − preirresolute fonksiyon ise, bu 

takdirde f : (X, τ, I) → (Y, ϕ)  fonksiyonu semi α − I − preirresolute fonksiyon olur.  

 

İspat. Herhangi bir x∈X noktasını ve f(x) noktasını içeren bir V ⊂ Y pre − 

açık kümesini alalım. Bu takdirde Lemma 3.1.1 gereği, X x V ⊂ X x Y alt kümesi 

g(x) noktasını içeren pre − açık bir küme olur. Hipotez gereği, g grafik fonksiyonu 

semi α − I − preirresolute fonksiyon olduğundan Teorem 3.2.1 (ii) gereği,                  

g(U) ⊂ X x V olacak şekilde x noktasını içeren bir U ⊂ X semi – I – açık kümesi 
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vardır. Dolayısıyla f(U) ⊂ V olur. Böylece f fonksiyonun semi α − I − preirresolute 

fonksiyon olduğu görülür. 

 

Teorem 3.2.3. Eğer f : (X, τ, I) → ΠYλ fonksiyon semi α − I − preirresolute 

fonksiyon ise, bu takdirde Pλ : Π Yλ → Yλ izdüşüm fonksiyonu olmak üzere her 

λ∈Λ indisi için, Pλof : (X, τ) →Yλ bileşke fonksiyonu semi α − I − preirresolute  

fonksiyondur.  

 

İspat.  Herhangi bir Vλ ⊂ Yλ pre − açık kümesini alalım. Pλ izdüşüm 

fonksiyonu, sürekli ve açık fonksiyon olduğundan [1, Teorem 2. 2] gereği,              

pre − irresolute fonksiyondur. pre − irresolute fonksiyon tanımından,                        
1p−

λ ( Vλ) ⊂ Π Yλ kümesi pre − açık bir küme olur. Hipotez gereği, f fonksiyonu semi 

α − I − preirresolute fonksiyon olduğundan,  

f-1( 1p−
λ ( Vλ)) = (Pλof)¯1(Vλ)  

kümesinin X uzayında semi − I – açık küme olduğu elde edilir. Böylece, her λ∈Λ 

indisi için, Pλof bileşke fonksiyonu semi α − I − preirresolute fonksiyondur.  

 

Teorem 3.2.4. Eğer f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu semi α − I − 

preirresolute fonksiyon ve A ⊂ X alt kümesi pre − I − açık bir küme ise, bu takdirde  

f /A : A → (Y, ϕ) kısıtlanmış fonksiyonu semi α − I − preirresolute fonksiyondur.   

 

İspat. V ⊂ Y kümesi bir pre − açık küme olsun. Hipotez gereği, f fonksiyonu 

semi α − I − preirresolute fonksiyon olduğundan f-1(V) ⊂ X semi – I – açık bir küme 

olur. A ⊂ X alt kümesi de pre − I – açık bir küme olduğundan (f/A)¯1(V) = A ∩             

f-1(V) ⊂ A kümesi Lemma 3.1.3 gereği, semi – I – açık bir kümedir. Böylece Tanım 

3.1.8 gereği, f /A kısıtlanmış fonksiyonunun semi α − I − preirresolute bir fonksiyon 

olduğu elde edilir. 

 

Teorem 3.2.5. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) bir fonksiyon ve {Aλ  ⎢ λ∈Λ} ailesi X 

uzayının semi – I – açık bir örtüsü olsun. Eğer her λ∈Λ indisi için, 

f /Aλ : Aλ → Y 
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kısıtlanmış fonksiyonu semi α − I − preirresolute fonksiyon ise, f fonksiyonu da semi 

α − I − preirresolute fonksiyondur.  

 

İspat. V ⊂Y bir pre − açık küme olsun. Hipotez gereği, f /Aλ kısıtlanmış 

fonksiyonu semi α − I − preirresolute fonksiyon olduğundan, Tanım 3.1.8 gereği, 

(f/Aλ)¯1 (V)  kümesi Aλ alt uzayında semi – I – açık bir küme olur. Aλ kümesi X 

uzayında semi − I – açık bir küme olduğundan Lemma 3.1.4 gereği, her λ∈Λ indisi 

için, (f /Aλ)¯1 (V) ⊂ X kümesi semi – I – açık bir küme olur. Lemma 3.1.5  den semi 

– I – açık kümelerin herhangi birleşimi semi – I – açık küme olduğundan  

f¯1(V) = X ∩ f¯1(V)  

= ∪ {Aλ ∩ f¯1(V) : λ ∈ Λ} 

= ∪ {(f /Aλ)¯1 (V) : λ ∈ Λ} 

kümesi, X uzayında semi – I – açık bir kümedir. Böylece f fonksiyonunun semi α − I 

− preirresolute fonksiyonu olduğu elde edilir 

 

Teorem 3.2.6. f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) ve g : (Y, ϕ) → (Z, υ) iki fonksiyon 

olsun. Bu taktirde f fonksiyonu semi α − I − preirresolute fonksiyon ve g fonksiyonu 

pre – irresolute bir fonksiyon ise, gof : (X, τ) → (Z, υ) bileşke fonksiyonu da semi         

α − I − preirresolute fonksiyondur.  

 

İspat. W kümesi Z uzayının herhangi bir pre − açık küme olsun. g fonksiyonu 

pre − irresolute fonksiyon olduğundan, g¯1(W) kümesi Y uzayının pre – açık bir 

kümesi olur. f fonksiyonu semi α − I − preirresolute fonksiyon olduğundan                      

(gof)¯1(W) = f-1(g-1(W)) kümesi X uzayının semi – I – açık bir kümesi olur. Böylece 

gof bileşke fonksiyonunun semi α − I − preirresolute fonksiyon olduğu elde edilir.  

 

Tanım 3.2.1. (X, τ, I) ideal topolojik uzayı ve herhangi bir A ⊂ X kümesi 

verilsin. Eğer A¯* = X oluyorsa, bu takdirde A kümesine τ* – yoğun küme [17] denir. 
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Tanım 3.2.2. (X, τ, I) ideal topolojik uzayı verilsin. Eğer, X uzayının her τ* – 

yoğun alt kümesi X uzayında açık küme oluyorsa; bu takdirde X uzayına I – 

submaximal uzay [6] denir. 

 

Tanım 3.2.3. (X, τ, I) ideal topolojik uzayı verilsin. Eğer, X uzayının her 

A∈τ kümesi için, Ø ≠ A*∈τ oluyorsa; bu takdirde X uzayına P – I – disconnected 

uzay [6] denir. 

 

Teorem 3.2.7. (X, τ, I) ideal topolojik uzayı I – submaximal uzay ve P – I – 

disconnected uzay olsun. Bu takdirde f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu için aşağıdaki 

özellikler sağlanır:   

i) Strongly semi β − I – irresolute ⇔ strongly α − I – preirresolute 

ii) Semi α − I – preirresolute ⇔ α − I – preirresolute   

iii) Semi α − I – irresolute  ⇔  α − I – irresolute  

iv) α − I – sürekli ⇔ semi − I – sürekli 

v) strongly α − I – preirresolute ⇔ α − I – preirresolute ⇔ α − I – irresolute  

⇔ α − I – sürekli. 

 

İspat. X uzayı hem I – submaximal uzay hem de P – I – disconnected uzay 

olduğundan τ = αIO(X) = SIO(X) = PIO(X) eşitlikleri vardır.  

 

Tanım 3.2.4. [8] (X, τ) topolojik uzayı verilsin. Eğer X uzayının her yoğun 

alt kümesi bu uzayda açık küme oluyorsa, bu takdirde (X, τ) uzayına submaximal 

uzay denir. 

 

Tanım 3.2.5. [22] (X, τ) topolojik uzayı verilsin. Eğer X uzayının her açık 

kümesinin kapanışı yine bu uzayda açık küme oluyorsa; bu takdirde (X, τ) uzayına 

extramally disconnected uzay denir. 

 

Eğer (X, τ) topolojik uzayı submaximal ve extramally disconnected uzay ise, 

bu taktirde τ = τα = SO(X) = PO(X) = βO(X) dir [21]. 
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Teorem 3.2.8. (Y, ϕ) topolojik uzayı submaximal uzay ve extramally 

disconnected uzay olsun. Bu takdirde f : (X, τ, I) → (Y, ϕ) fonksiyonu için aşağıdaki 

özellikler sağlanır:   

i) Strongly semi β − I – irresolute ⇔ semi α − I – preirresolute ⇔ semi α − I 

–  irresolute ⇔ semi – I – süreklilik.   

ii) β − I – preirresolute ⇔ almost α − I – irresolute ⇔ β − I – irresolute. ⇔ β 

− I – süreklilik. 

 

İspat. Açıktır. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

(X, τ) topolojik uzayında [12]’ de verilen strongly semi β – irresolute 

fonksiyonlar ve semi α – preirresolute fonksiyonlar isimli çalışmayı inceleyip bu 

fonksiyonların sağladığı özellikler için gerekli yorumları yaptık. (X, τ, I) ideal 

topolojik uzayında bazı sürekli fonksiyon türleri tanımladık. Bu fonksiyon türlerinin 

genel olarak bulundukları yeri tespit edip, terslerinin doğru olmadığına dair örnekler 

verdik. Ayrıca strongly semi β – I – irresolute ve semi α – I – preirresolute fonksiyon  

kavramlarının sağladığı özellikleri ayrıntılı olarak inceleyip yorumladık.  

Bu çalışma üzerinde incelemeler yapılıp yeni kavramlar bulunabilir.  
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