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S·IMGELER D·IZ·IN·I

N Do¼gal Say¬lar Kümesi
R Reel Say¬lar Kümesi
jAj A Kümesinin Eleman Say¬s¬
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c Yak¬nsak Diziler Uzay¬
c0 S¬f¬ra Yak¬nsak Diziler Uzay¬
st ·Istatistiksel Yak¬nsak Diziler Uzay¬
�(A) A Kümesinin Do¼gal Yo¼gunlu¼gu
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�A A Kümesinin Karakteristik Fonksiyonu
B(D) D Üzerindeki S¬n¬rl¬Fonksiyonlar¬n Uzay¬
k�kB(D) B(D) Uzay¬n¬n Al¬̧s¬lm¬̧s Supremum Normu
C1 Cesáro Matrisi
A4B A ve B Kümelerinin Simetrik Fark¬
P (N) Do¼gal Say¬lar¬n Kuvvet Kümesi
B(x; �) Merkezi x; Yar¬çap¬� Olan Aç¬k Yuvar
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1. G·IR·IŞ

·Ilk olarak 1951 y¬l¬nda Steinhaus taraf¬ndan Polonya�da yap¬lan bir konferansta

tan¬t¬lan ve yine ayn¬y¬l Fast taraf¬ndan geli̧stirilen �·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k�kavra-

m¬matemati¼gin bir çok alan¬ile olan ili̧skisi nedeniyle uzun süredir bir çok matema-

tikçinin ilgilendi¼gi önemli bir konu haline gelmi̧stir. Connor 1990 ve 1992 y¬llar¬n-

daki çal¬̧smalar¬nda yo¼gunluk kavram¬yerine sonlu toplamsal bir küme fonksiyonunu

kullanarak istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬daha da genelleştirmi̧stir.

Bu yüksek lisans tezinde, reel say¬lar¬n bir alt kümesi üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli

fonksiyon dizileri için istatistiksel, ��istatistiksel ve ��yo¼gunlukta yak¬nsakl¬k tan¬m-

lar¬n¬kullanarak Analizde iyi bilinen baz¬klasik sonuçlar¬n istatistiksel benzerlerini

elde edece¼giz. Bu sayede bilinen baz¬ sonuçlar¬n daha zay¬f koşullar alt¬nda da

gerçeklenebilece¼gini gösterece¼giz. Son olarak fonksiyon dizilerinin I-yak¬nsakl¬¼g¬n¬

inceleyece¼giz.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde fonksiyon dizilerini, özellikle fonksiyon dizilerinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬na

ili̧skin özelliklerini inceleyece¼giz. Ayr¬ca yak¬nsakl¬¼g¬koruyan fonksiyon dizilerinden

bahsedece¼giz.

2.1 Fonksiyon dizileri ve düzgün yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬m düzgün yak¬nsak fonksiyon dizilerine ayr¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m.2.1.1. A � R ve F (A) , A üzerinde tan¬ml¬ reel de¼gerli fonksiyonlar¬n

kümesi olsun.

s : N! F (A)

şeklinde tan¬mlanan s fonksiyonuna fonksiyon dizisi ad¬verilir (Rudin 1953) :

Tan¬m.2.1.2. (fn) A � R üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. (fn)

dizisinin f fonksiyonuna A üzerinde noktasal yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter

koşul her " > 0 ve herbir x 2 A verildi¼ginde her n � no için j fn(x) � f(x) j< "

olacak biçimde en az bir no say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r (Rudin 1953) :

Tan¬m.2.1.3. (fn) A � R üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. (fn)

dizisinin f fonksiyonuna A üzerinde düzgün yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter

koşul her " > 0 verildi¼ginde her n � no ve her bir x 2 A için j fn(x) � f(x) j< "

olacak biçimde en az bir no say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r (Rudin 1953) :

Bu tan¬mdan aşa¼g¬daki sonucu kolayca elde edebiliriz.

Teorem.2.1.1. fn ve f fonksiyonlar¬A � R üzerinde sürekli olsunlar. (fn) dizisinin

f fonksiyonuna A üzerinde düzgün yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart

2



cn = sup
x2A

j fn(x)� f(x) j

eşitli¼gi ile tan¬mlanan (cn) dizisinin bir s¬f¬r dizisi olmas¬d¬r (Rudin 1953) :

Şimdi yak¬nsakl¬¼g¬n düzgün olmas¬halinde limit fonksiyonunun ne gibi özelliklere

sahip oldu¼gunu görelim.

Teorem.2.1.2. fn fonksiyonlar¬A kümesi üzerinde sürekli fonksiyonlar olsunlar.

(fn) dizisi f fonksiyonuna A üzerinde düzgün yak¬nsak ise f fonksiyonu A üzerinde

süreklidir (Rudin 1953) :

·Ispat: (fn) dizisi f fonksiyonuna A üzerinde düzgün yak¬nsak oldu¼gundan her " > 0

için öyle bir no do¼gal say¬s¬bulunabilir ki her n � no ve her x 2 A için

j fn(x)� f(x) j<
"

3

sa¼glan¬r. x0 2 A olsun fn0 fonksiyonu x0 da sürekli oldu¼gundan öyle bir � > 0 say¬s¬

vard¬rki jx� x0j < � şart¬n¬sa¼glayan her x 2 A için

j fn0(x)� fn0(x0) j<
"

3

sa¼glan¬r.

f(x)� f(x0) = f(x)� fn0(x) + fn0(x)� fn0(x0) + fn0(x0)� f(x0)

oldu¼gundan, A n¬n jx� x0j < � şart¬n¬sa¼glayan x elemanlar¬için

jf(x)� f(x0)j � jf(x)� fn0(x)j+ jfn0(x)� fn0(x0)j+ jfn0(x0)� f(x0)j

� "

3
+
"

3
+
"

3

= "
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bulunur. Bu ise f nin x0 da sürekli oldu¼gunu gösterir. x0 key� seçildi¼ginden f

fonksiyonu A üzerinde süreklidir.

O halde Teorem.2.1.2 nin hipotezleri alt¬nda,

lim
x!xo

n
lim
n!1

fn (x)
o
= lim

n!1

�
lim
x!x0

fn (x)

�
yaz¬labilir.

Bu teoremden şu sonucu ç¬karabiliriz:

Terimleri sürekli fonksiyonlar olan (fn) dizisi f fonksiyonuna noktasal yak¬nsak oldu-

¼gunda f limit fonksiyonu sürekli de¼gil ise (fn) dizisi f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak

de¼gildir.

Aşa¼g¬daki sonuç yukar¬daki teoremin bir kaŗs¬t¬olarak düşünülebilir.

Teorem.2.1.3. (Dini Teoremi)

(fn) reel say¬lar¬n kompakt bir D altkümesi üzerinde sürekli ve monoton fonksiyon-

lar¬n bir dizisi olsun. Ayr¬ca (fn) dizisinin D üzerinde sürekli bir f fonksiyonuna

noktasal yak¬nsak oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda D üzerinde (fn) ; f fonksi-

yonuna düzgün yak¬nsakt¬r (Rudin 1953) :

·Ispat: (fn) monoton azalan olsun ve gn(x) = fn(x)�f(x) yazal¬m. Hipotezden gn
fonksiyonu sürekli bir fonksiyondur. Ayr¬ca (gn) dizisi s¬f¬r fonksiyonuna D üzerinde

noktasal yak¬nsakt¬r. Şimdi gösterelim ki (gn) dizisi s¬f¬r fonksiyonuna D üzerinde

düzgün yak¬nsakt¬r.

gn ! 0 (D üzerinde) oldu¼gundan her " > 0 ve her x 2 D için en az bir nx say¬s¬
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vard¬r öyle ki her n � nx için

0 � gn(x) �
"

2

sa¼glan¬r. gnx ; x 2 D noktas¬nda sürekli oldu¼gundan her " > 0 için x eleman¬n¬içeren

en az bir J (x) aç¬k kümesi vard¬r öyle ki t 2 J (x) için

jgnx(t)� gnx(x)j <
"

2

sa¼glan¬r. Bu durumda monotonluktan dolay¬her t 2 J (x) ve n � nx için

0 � gn(t) � gnx(t) = gnx(t)� gnx(x) + gnx(x)

� jgnx(t)� gnx(x)j+ jgnx(x)j

� "

2
+
"

2
= "

yani; 0 � gn(t) � " elde edilir. D � [x2DJ(x) olup D kümesi kompakt oldu¼gundan,

Heine-Borel teoremi uyar¬nca D kümesi, D � J(x1) [ J(x2) [ ::: [ J(xm) olacak

şekilde sonlu bir aç¬k örtüye sahiptir. N = maks fnx1 ; nx2 ; :::; nxmg seçersek her

t 2 D ve n � N olacak şekilde en az bir N say¬s¬bulunur öyleki 0 � gn(t) � "

bulunur. O halde D üzerinde gn � 0 elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Bazen limit fonksiyonunu kullanmadan düzgün yak¬nsakl¬¼ga denk bir kritere ihtiyaç

duyulur. Bu kriteri aşa¼g¬daki tan¬m ve teorem ile ifade edebiliriz.

Tan¬m.2.1.4. (fn) bir A kümesi üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun.

Her " > 0 için, her m;n � n0 oldu¼gunda her x 2 A için j fm(x)� fn(x) j< " olacak

şekilde bir n0 2 N say¬s¬mevcut ise bu durumda (fn) bir �Düzgün Cauchy dizisidir�

denir (Rudin 1953) :

Teorem.2.1.4. (fn) bir A kümesi üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun.

(fn) dizisinin A üzerinde düzgün Cauchy dizisi olmas¬için gerek ve yeter koşul (fn)

dizisinin A üzerinde düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r (Rudin 1953) :
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·Ispat: (fn) dizisi f fonksiyonuna A üzerinde düzgün yak¬nsak olsun. Bu durumda

her " > 0 verildi¼ginde öyle bir no 2 N say¬s¬bulunabilir ki her n � no ve her x 2 A

için

j fn(x)� f(x) j<
"

2

olur. E¼ger m;n � n0 seçilirse her x 2 A için

j fm(x)� fn(x) j = j fm(x)� f(x) + f(x)� fn(x) j

� jfm(x)� f(x)j+ jfn(x)� f(x)j

< "

sa¼glan¬r. Bu da (fn) dizisinin düzgün Cauchy dizisi oldu¼gunu gösterir.

Kaŗs¬t olarak (fn) dizisi bir düzgün Cauchy dizisi olsun. Bu durumda reel terimli

(fn (x)) dizisi bir Cauchy dizisidir. R deki her Cauchy dizisi yak¬nsak oldu¼gundan

(fn (x)) dizisi bir f(x) say¬s¬na yak¬nsar. Dolay¬s¬yla A üzerinde f(x) = lim fn(x)

eşitli¼gi yard¬m¬yla bir f fonksiyonu tan¬mlanm¬̧s olur. " > 0 verilsin. (fn) düzgün

Cauchy dizisi oldu¼gundan öyle bir no 2 N say¬s¬bulunabilir ki her m;n � n0 ve her

x 2 A için j fm(x)� fn(x) j< " olur. Böylece her x 2 A ve her m > n0 için

j fm(x)� f(x) j= lim
n!1

j fm(x)� fn(x) j� "

gerçeklenir. Bu da (fn) dizisinin f fonksiyonunaA üzerinde düzgün yak¬nsak oldu¼gunu

gösterir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Şimdi verece¼gimiz teorem hangi hallerde integral ile limit alma i̧slemlerinin s¬ras¬n¬

de¼gi̧stirebilece¼gimizi vermektedir.

Teorem.2.1.5. (fn) ; [a; b] aral¬¼g¬üzerinde reel de¼gerli ve s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n bir

dizisi olsun. fn fonksiyonlar¬ [a; b] üzerinde integrallenebilen fonksiyonlar ve (fn)

dizisi f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ise f fonksiyonu [a; b] üzerinde integrallenebilir-
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dir ve

lim
n!1

Z b

a

fn(x)dx =

Z b

a

lim
n!1

fn(x)dx =

Z b

a

f(x)dx

ile gösterilir (Rudin 1953) :

Teorem.2.1.6. Bir s¬n¬rl¬I aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬fn fonksiyonlar¬bu aral¬k üze-

rinde sürekli türevlere sahip olsun. (fn) dizisi f fonksiyonuna noktasal yak¬nsak ve�
f
0
n

�
türev dizisi bir g fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ise I üzerinde g = f

0
dür.

Yani,

lim
n!1

f
0

n (x) =
�
lim
n!1

fn (x)
�0

gerçeklenir (Rudin 1953) :

2.2 Yak¬nsakl¬¼g¬Koruyan Fonksiyon Dizileri

Bu k¬s¬mda yak¬nsakl¬¼g¬koruyan fonksiyon dizilerini inceleyece¼giz.

R reel say¬lar kümesini göstermek üzere S , R nin kapal¬bir alt kümesi ve fk : S ! R

(k = 1; 2; 3:::) olmak üzere F = (fk) bir fonksiyon dizisi olsun.

Tan¬m.2.2.1. Terimleri S den al¬nan yak¬nsak her x = (tk) dizisi için F (x) dizisi

de yak¬nsak oluyor ise F dizisine S üzerinde yak¬nsakl¬¼g¬koruyan veya konservatif

fonksiyon dizisi denir (Kolk 1999) :

E¼ger konservatif F dizisi, ayn¬zamanda S üzerindeki yak¬nsak dizilerin limit de¼ger-

lerini de koruyor ise bu durumda S üzerinde regüler fonksiyon dizisi ad¬n¬al¬r.

Örne¼gin ; fk (t) = kt
k+1

fonksiyon dizisi konservatif ve regülerdir. Fakat

gk (t) = e
�kt fonksiyon dizisi [0; 2] kapal¬aral¬¼g¬nda konservatif de¼gildir.

Teorem.2.2.1. F = (fk) , [a; b] � R kapal¬aral¬¼g¬nda tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir

dizisi olsun. Aşa¼g¬daki iki ifade birbirine denktir.

7



(i) F ; [a; b] üzerinde konservatiftir.

(ii) F ; [a; b] üzerinde sürekli bir fonksiyona düzgün yak¬nsakt¬r (Kolk 1999) :

·Ispat : (i) =) (ii) :

F, [a; b] üzerinde konservatif olsun. Bu durumda her t 2 [a; b] için lim
k
fk (t) = f (t)

olacak şekilde bir f fonksiyonu vard¬r. O halde F , f fonksiyonuna [a; b] üzerinde

noktasal yak¬nsakt¬r. f fonksiyonunun [a; b] üzerinde sürekli oldu¼gunu göstermek

istiyoruz. Bunun için f fonksiyonunun bir t0 2 [a; b] noktas¬nda sürekli olmad¬¼g¬n¬

kabul edelim. Bu durumda [a; b] aral¬¼g¬nda lim
k
uk = t0 oldu¼gunda lim f(

k

uk) 6= f(t0)

olacak biçimde bir (uk) dizisi vard¬r.

[a; b] üzerinde F ! f oldu¼gundan, köşegenleştirme yöntemini (Bartle 1964) kulla-

narak bir (nk) artan indis dizisi inşa edebiliriz öyle ki, (mk) = N n (nk) sonsuz omak

üzere

lim
k
[fnk (uk)� f (uk)] = 0

gerçeklenir. Şimdi bir (ti) dizisini

ti =

8<: to , i = mk

uk , i = nk

ile tan¬mlayal¬m. O halde lim
i
ti = t0 gerçeklenir. Fakat

lim
k
fmk

(tmk
) = lim

k
fmk

(t0) = f (t0) ve

lim
k
fnk (tnk) = lim

k
[fnk (uk)� f (uk)] + lim

k
f (uk)

= lim
k
f (uk) 6= f (t0)

olmas¬F nin konservatif olmas¬ile çeli̧sir. O halde f süreklidir.
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Şimdi [a; b] üzerinde F� f oldu¼gunu yani yak¬nsakl¬¼g¬n �düzgün�oldu¼gunu göstere-

lim. Kabul edelimki F , f fonksiyonuna [a; b] üzerinde düzgün yak¬nsak olmas¬n.

Bu durumda N n (nk) sonsuz omak üzere en az bir (nk) indis dizisi için

jfnk (tk)� f (tk)j � 2"0 (k 2 N)

olacak şekilde bir "0 > 0 ve tk 2 [a; b] vard¬r. Di¼ger yandan x = (tk) dizisi s¬n¬rl¬

oldu¼gundan bir (tki) yak¬nsak alt dizisine sahiptir. Bu limit de¼gerine L diyelim.

lim
i
tki = L ise f sürekli oldu¼gundan lim

k
f (tki) = f (L) gerçeklenir. Böylece i � i0

için

jf (tki)� f (L)j < "0

olacak şekilde bir i0 indisi vard¬r.

i � i0 için,

���fnki (tki)� f (L)��� �
���fnki (tki)� f (tki)���� jf (tki)� f (L)j (1)

� 2"0 � "0 = "0

elde ederiz. Şimdi bir z = (uj) dizisini

uj =

8<: tki , j = nki

L , j 6= nki

ile tan¬mlayal¬m. O halde lim
j
uj = L oldu¼gu aç¬kt¬r.

F (z) dizisinin indisleri N n (nki) de olan altdizileri f (L) de¼gerine yak¬ns¬yor , fakat�
fnki

�
unki

��
=
�
fnki

�
t
ki

��
alt dizisi (1) den dolay¬f (L) de¼geine yak¬nsam¬yor.

Bu ise F nin konservatif olmas¬ile çeli̧sir. O halde [a; b] üzerinde F dizisi f fonksiyo-

nuna düzgün yak¬nsakt¬r.
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(ii) =) (i) :

F ; [a; b] üzerinde sürekli bir f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olsun. (fk) � f

oldu¼gundan her " > 0 için öyle bir n1 = n1 (") vard¬r ki her k � n1 ve her t 2 [a; b]

için,

jfk (t)� f (t)j <
"

2

sa¼glan¬r. Şimdi x = (tk) , [a; b] aral¬¼g¬nda yak¬nsak bir dizi olsun. Her " > 0 için

lim
k
tk = t0 ise f sürekli oldu¼gundan lim f(tk) = f(t0) gerçeklenir. O halde her " > 0

için bir n2 = n2 (") vard¬r öyle ki k � n2 için,

jf (tk)� f (t0)j <
"

2

sa¼glan¬r. Böylece n0 = maks fn1; n2g dersek her k � n0 için

jfk (tk)� f (t0)j � jfk (tk)� f (tk)j+ jf (tk)� f (t0)j

� "

gerçeklenir. Bu ise lim
k
fk (tk) = f (t0) oldu¼gunu göterir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 2.2.1 taraf¬ndan kapsanan aşa¼g¬daki teorem, klasik analizde s¬kça kulland¬¼g¬-

m¬z �Kapal¬ bir aral¬kta sürekli bir fonksiyon dizisinin düzgün yak¬nsak olmas¬

halinde limit fonksiyonu da bu kapal¬aral¬kta süreklidir (Rudin 1953)�teoreminin

tamamlay¬c¬s¬olarak da düşünülebilir.

Teorem.2.2.2. F = (fk) fonkiyon dizisi [a; b] kapal¬aral¬¼g¬nda (veya R deki her

kapal¬aral¬kta) f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olsun. f fonksiyonunun [a; b] de

(veya R de) sürekli olmas¬için gerek ve yeter şart F dizisinin [a; b] de (veya R de)

konservatif olmas¬d¬r (Kolk 1999) :

Sonuç.2.2.1. F = (fk) , R de tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. O halde F

fonksiyon dizisinin ;R üzerinde konservatif olmas¬için gerek ve yeter şart F fonksiyon
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dizisinin [a; b] � R üzerinde sürekli bir fonksiyona düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r

(Kolk 1999) :

Şimdi fonksiyon dizilerinin regülerli¼gini inceleyelim.

F ; [a; b] üzerinde regüler ise her t 2 [a; b] için lim
k
fk (t) = t olur. Teorem.2.2.1 de

(ii) =) (i) nin ispat¬nda f (t) = t al¬rsak aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde ederiz.

Teorem.2.2.3. F = (fk) , [a; b] � R kapal¬aral¬¼g¬nda tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir

dizisi olsun. O halde F fonkiyon dizisinin [a; b] üzerinde regüler olmas¬için gerek ve

yeter şart F dizisinin [a; b] üzerinde f (t) = t fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r

(Kolk 1999) :

Sonuç.2.2.2. F = (fk) , R de tan¬ml¬fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. O halde F

fonkiyon dizisinin R üzerinde regüler olmas¬ için gerek ve yeter şart F fonksiyon

dizisinin [a; b] � R üzerinde f (t) = t fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r

(Kolk 1999) :

Aşa¼g¬daki verilen örnekte kolayca görülüyor ki Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2 de

her bir fk sürekli olmayabilir ve Sonuç 2.2.1�in ikinci k¬sm¬nda [a; b] yerine tüm R

yaz¬lamaz.

Örnek.2.2.1. fk (t) =

8<: 1 , t = k

0 , t 6= k

fonksiyon dizisinde her bir fk süreksiz olup her [a; b] kapal¬aral¬¼g¬için fk (t) � 0

oldu¼gu kolayca görülebilir.

O halde F = (fk) konservatiftir fakat regüler de¼gildir.
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3. ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAK FONKS·IYON D·IZ·ILER·I

Bu bölümde önce istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve ��istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ tan¬t¬p

sonra istatistiksel yak¬nsak fonksiyon dizilerini inceleyece¼giz.

3.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

N do¼gal say¬lar kümesini göstermek üzere bir A � N altkümesi verilsin ve

fk � n : k 2 Ag kümesi An ile, A kümesinin eleman say¬s¬da jAj ile gösterilsin.

Tan¬m.3.1.1. Bir A � N altkümesi için lim
n

1
n
jAnj limiti mevcut ise bu limit de¼geri-

ne A kümesinin �yo¼gunlu¼gu�(veya\do�gal yo�gunlu�gu") denir. � (A) ile gösterilir.

Ayr¬ca (an) pozitif tamsay¬lar¬n bir dizisi ve A = fan : n 2 Ng olmak üzere � (A)

mevcut ise � (A) = lim
n

n
an
ile verilir (Niven and Zuc kerman 1980) :

Örne¼gin;

� (N) = 1; � (fm2 : m 2 Ng) = 0; � (fm2 : m 2 Ng) = 1
2
; � (f2m+ 1 : m 2 Ng) = 1

2

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. A asal say¬lar¬n oluşturdu¼gu bir küme olsun; n den

küçük yada eşit olan asal say¬lar¬n¬n say¬s¬ n
lnn

den küçük veya eşit olaca¼g¬ndan

� (A) = lim
n

1
n
jfk � n : k asalgj � lim

n

1
n
n
lnn

= 0 olup � (A) = 0 elde edilir. Hatta

do¼gal say¬lar¬n her bir sonlu alt kümesi de s¬f¬r yo¼gunlukludur. Ayr¬ca � (A [ Ac) = 1

gerçeklenir.

Şimdi istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m.3.1.2. x = (xk) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger her " > 0

için � (fk : jxk � Lj � "g) = 0 olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, bu durumda x dizisi

L say¬s¬na �istatistiksel yak¬nsakt¬r�denir ve xk �! L (stat) veya st � lim
k
xk = L

şeklinde gösterilir (Salat 1980) :

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan da anlaş¬laca¼g¬üzere, e¼ger x dizisi bir L say¬s¬na
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istatistiksel yak¬nsak ise, bu durumda L say¬s¬n¬n herhangi bir " > 0 komşulu¼gunda

dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken bu konşulu¼gun d¬̧s¬nda da , indis kümesinin

yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olmak koşuluyla, yine diziye ait sonsuz çoklukta terim bulunabilir.

Bu durum istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bilinen anlamdaki yak¬nsakl¬ktan daha genel

oldu¼gunu göstermektedir. Dolay¬s¬yla yak¬nsak dizilerin uzay¬n¬c ile ve istatistiksel

yak¬nsak diziler uzay¬n¬da st ile gösterecek olursak, bu durumda c � st oldu¼gu

kolayca görülür. Aşa¼g¬daki örnek bu kapsaman¬n kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olamayaca¼g¬n¬

göstermektedir.

Örnek.3.1.1. x = (xk) dizisinin genel terimi

xk =

8<: 1 ; k = m2

0 ; k 6= m2

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda tan¬m.3.1.2 uyar¬nca st� lim
k
xk = 0 olur. Fakat

buradaki x dizisi klasik anlamda yak¬nsak de¼gildir.

Hatta yak¬nsak her dizi s¬n¬rl¬d¬r fakat istatistiksel yak¬nsak dizilerin s¬n¬rl¬olmas¬

gerekmez.

Örnek.3.1.2. x = (xk) dizisinin genel terimi

xk =

8<:
p
k ; k = m2

0 ; k 6= m2

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda yine st � lim
k
xk = 0 olmas¬na ra¼gmen x dizisi

üstten s¬n¬rs¬zd¬r.

Teorem.3.1.1. Bir x = (xk) dizisinin bir L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olmas¬

için gerek ve yeter koşul � fnk; k 2 Ng = 1 ve lim
k
xnk = L olacak şekilde en az bir

(nk) indis dizisinin mevcut olmas¬d¬r (Salat 1980, Fridy 1985, Connor 1988) :
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O halde Teorem.3.1.1 den st� lim
k
xk = L olmas¬için gerek ve yeter koşul her " > 0

için � (K) = 1 olacak şekilde öyle bir K � N altkümesi ve n0 = n0 (") 2 N say¬s¬

vard¬rki n � n0 olacak şekilde her n 2 K için jxk � Lj < " sa¼glan¬r. K¬sacas¬s¬f¬r

yo¼gunluklu indis kümesi d¬̧s¬nda (bir yo¼gunluklu indis kümesi üzerinde) x dizisi L

de¼gerine klasik anlamda yak¬nsak ise bu durumda x dizisi bir L de¼gerine istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

E¼ger � (k 2 N : P (k) geçerli de¼gil) = 0 ise bu durumda P (k) hemen her k için

geçerlidir denir ve k¬saca �h.h.k�yaz¬l¬r.

Dolay¬s¬yla yukar¬daki düşünceleri de kullan¬rsak şunu yazabiliriz: �Bir x = (xk)

dizisinin bir L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul " > 0

verildi¼ginde h.h.k için jxk � Lj < " olmas¬d¬r.�

Teorem.3.1.2. ·Istatistiksel yak¬nsak bir dizinin limiti bir tektir.

·Ispat: x = (xk) dizisinin L1 ve L2 say¬lar¬na istatistiksel yak¬nsad¬¼g¬n¬kabul edelim.

O halde her " > 0 verildi¼ginde en az bir A � N kümesi ve n0 (") say¬s¬bulabiliriz

öyle ki � (A) = 1 ve her k > n0 (") ve k 2 A için jxk � L1j < "
2
sa¼glan¬r. Ayn¬

zamanda bir B � N kümesi ve n1 (") say¬s¬vard¬r öyle ki � (B) = 1 ve her k > n1 (")

ve k 2 B için jxk � L2j < "
2
sa¼glan¬r. n2 (") say¬s¬n¬n2 (") = maks fn0 (") ; n1 (")g

al¬rsak � (A \B) = 1 olmak üzere her k > n2 (") ve k 2 A \B için

jL1 � L2j � jL1 � xkj+ jL2 � xkj

� "

2
+
"

2
= "

sa¼glan¬r. Buradan jL1 � L2j = 0 bulunur. Böylece L1 = L2 olup ispat tamamlan¬r.

3.2 ·Istatistiksel Cauchy Dizisi

Klasik analizde bildi¼gimiz klasik anlamda � Cauchy Dizisi�kavram¬n¬n istatistiksel
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benzeri de 1985 y¬l¬nda Fridy taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m.3.2.1. x = (xk) reel veya kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger her " > 0

için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

olacak şekilde bir N = N (") say¬s¬mevcut ise bu durumda x dizisine�·Istatistiksel

Cauchy Dizisi�denir (Fridy 1985) :

Tan¬m 3.2.1 uyar¬nca bir x dizisi istatistiksel Cauchy dizisi ise bu durumda her " > 0

için h.h.k için jxk � xN j < " gerçeklenecek biçimde bir N = N (") say¬s¬vard¬r.

Böylece istatistiksel yak¬nsakl¬k için bir başka karakterizasyon aşa¼g¬daki gibi veril-

mi̧stir.

Teorem.3.2.1. Bir x = (xk) dizisi için aşa¼g¬daki önermeler denktir.

(i) x dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) h.h.k için xk = yk olacak şekilde yak¬nsak bir y = (yk) dizisi vard¬r (Fridy 1985) :

3.3 ��·Istatistiksel ve ��Yo¼gunlukta Yak¬nsakl¬k

Connor 1990 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda yo¼gunluk kavram¬n¬�ölçü�kavram¬ile de¼gi̧sti-

rerek istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bir geni̧slemesini vermi̧stir. Burada al¬nan � yo¼gun-

lu¼gu N uzay¬n¬n altkümelerinin bir � cebiri üzerinde tan¬ml¬, sonlu toplamsal bir

küme fonksiyonu olup;

(i) A sonlu ise � (A) = 0

(ii) � (N) = 1
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(iii) A � B ve � (B) = 0 ise � (A) = 0

özelliklerini gerçekler.

Yukar¬daki şekilde tan¬ml¬[0; 1] aral¬¼g¬nda de¼gerler alan bu ��yo¼gunlu¼guna bundan

sonra ölçü ad¬ verilecektir. Fakat bu kavram¬n bilinen anlamdaki ölçüden farkl¬

oldu¼guna dikkat edilmelidir.

Tan¬m.3.3.1. ( �� yo�gunlukta yak{nsakl{k)

Bir x = (xn) dizisinin bir L say¬s¬na � � yo�gunlukta yak¬nsak olmas¬ için gerek

ve yeter koşul � (A) = 1 ve x dizisi L de¼gerine A kümesi boyunca yak¬nsak olacak

biçimde bir A 2 � kümesinin mevcut olmas¬d¬r ve xk �! L ( �� yo�gunluk) şeklinde

gösterilir. Burada x dizisinin A kümesi boyunca L de¼gerine yak¬nsak olmas¬; her

" > 0 için her k 2 A ve k > N (") olmak üzere jxk � Lj < " olacak biçimde bir N (")

say¬s¬n¬n mevcut olmas¬d¬r (Connor1990) :

Tan¬m.3.3.2. ( �� istatistiksel yak{nsakl{k)

Bir x = (xn) dizisinin bir L say¬s¬na �� istatistiksel yak{nsak olmas¬için gerek ve

yeter şart her " > 0 için � (fk : jxk � Lj � "g) = 0 olmas¬d¬r ve k¬saca

st� � lim
k
xk = L şeklinde gösterilir (Connor1990) :

Sonsuz matrisler yard¬m¬yla yukar¬daki özellikleri gerçekleyen sonlu toplamsal bir

ölçü oluşturmak mümkündür. Bunu verebilmek için önce baz¬ kavramlar¬ hat¬r-

latal¬m.

A = (ank) sonsuz bir matris olsun. E¼ger A matrisi tüm yak¬nsak dizileri, limitleri ko-

ruyarak yine yak¬nsak bir diziye dönüştürüyor ise bu matrise �regüler matris�denir

ve regüler matrisler aşa¼g¬daki Silverman-Toeplitz teoremi ile karakterize edilirler.
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(Silverman� Toeplitz Teoremi) : Bir A = (ank) matrisinin regüler olmas¬ için

gerek ve yeter şart

i: kAk = sup
n

1P
k=1

jankj <1

ii: lim
n
ank = 0 (her k için)

iii: lim
n

1P
k=1

(ank) = 1

koşullar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

Şimdi T = (tnk) negatif olmayan regüler bir matris olsun. Her n 2 N ve bir A � N

için �n (A) =
1P
k=1

tnk�A (k) olmak üzere

� =
n
A � N : lim

n
�n (A) = 0 veya lim

n
�n (A) = 1

o
şeklinde al¬ns¬n.Ayr¬ca

�T : � �! [0; 1] fonksiyonunu �T (A) = lim
n
�n (A) = lim

n

P
tnk�A (k) olacak şekilde

tan¬mlayal¬m. Bu durumda �T ve � yukar¬daki tan¬mlar¬n koşullar¬n¬sa¼glar. E¼ger

T yerine C1 Cesàro matrisi al¬n¬rsa bu durumda istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬elde

edilir.

Teorem.3.3.1. Bir dizi � � yo�gunlukta yak¬nsak ise ��istatistiksel yak¬nsakt¬r

(Connor 1990) :

·Ispat: xk �! r(��yo�gunluk) olsun. Bu durumda � (A) = 1 ve (x� r)�A 2 c0 ola-

cak şekilde birA 2 � kümesi mevcuttur. O halde her " > 0 için fk 2 A : jxk � rj � "g

kümesi sonludur. Buradan � fk 2 A : jxk � rj � "g = 0 elde edilir. Ayr¬ca

C = fk : jxk � rj � "g = fk 2 A : jxk � rj � "g [ fk 2 Ac : jxk � rj � "g

� fk 2 A : jxk � rj � "g [ Ac

eşitsizli¼ginden

� (C) � � fk 2 A : jxk � rj � "g+ � fAcg (2)
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bulunur. (2) eşitsizli¼ginde sa¼g taraf s¬f¬ra eşit oldu¼gundan � (C) = 0 bulunur. Bu-

radan " key� oldu¼gundan st� � lim
k
xk = r elde edilir.

Bu teoremin kaŗs¬t¬ her zaman do¼gru de¼gildir. Bu yeter şart¬n nezaman gerçek-

lenece¼gi aşa¼g¬daki teorem ile verilmi̧stir.

Teorem.3.3.2. �� yo�gunlukta yak¬nsakl¬k ile ��istatistiksel yak¬nsakl¬kl¬¼g¬n bir-

birlerine denk olmas¬için, � ölçüsü, s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip

olmal¬d¬r (Connor 1990) :

Tan¬m.3.3.3. fAigi2N � � s¬f¬r ölçülü kümelerin bir koleksiyonu verildi¼ginde herbir

i 2 N için jAi � Bij < 1; B =
S
Bi 2 � ve � (B) = 0 koşullar¬n¬gerçekleyen bir

fBigi2N � � koleksiyonu mevcut ise bu durumda � ölçü fonksiyonuna �s¬f¬r ölçülü

kümeler için toplamsal özelli¼ge sahiptir� denir. Burada � sembolü simetrik fark¬

göstermektedir (Connor 1990) :

Teorem.3.3.3. � ölçüsü, s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip olsun.

E¼ger (xr) ; �� yo�gunlukta yak{nsak dizilerin say¬labilir bir koleksiyonu ise bu du-

rumda � (f� (n) : n 2 Ng) = 1 ve her bir r 2 N için lim
n
xr�(n) limiti mevcut olacak

şekilde bir � : N �! N dizisi vard¬r (Connor 1992) :

·Istatistiksel Cauchy dizisi kavram¬ndaki benzer düşünce kullan¬larak aşa¼g¬daki tan¬m

ve teorem verilmi̧stir.

Tan¬m.3.3.4. Her " > 0 için � fk : jxk � xnj � "g = 0 olacak şekilde bir n = n (")

say¬s¬varsa, bu durumda x = (xk) reel terimli dizisine �� � Cauchy dizisi� ad¬

verilir (Connor 1992) :

Teorem.3.3.4. Bir x dizisinin ��istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter

şart �� Cauchy dizisi olmas¬d¬r (Connor 1992) :
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3.4 ��·Istatistiksel ve ��Yo¼gunlukta Yak¬nsak Fonksiyon Dizileri

Bu k¬s¬mda ��yo�gunlukta yak¬nsakl¬k ve �� istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬

reel say¬lar¬n bir D altkümesi üzerinde tan¬ml¬fonksiyon dizilerine aktaraca¼g¬z.

D � R ve (fn); D üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun.

Tan¬m.3.4.1. (�� yo�gunlukta noktasal yak{nsakl{k)

(fn) dizisinin f : D �! R fonksiyonuna D üzerinde �� yo¼gunlukta noktasal yak¬n-

sak olmas¬için gerek ve yeter şart her " > 0 ve her x 2 D için n � n0 ve n 2 Kx

oldu¼gunda j fn(x)� f(x) j< " olacak şekilde �(Kx) = 1 özelli¼gine sahip bir Kx 2 �

altkümesi ve bir n0 = n0("; x) 2 Kx say¬s¬n¬n mevcut olmas¬d¬r ve k¬saca

fn �! f(�� yo�gunluk) ile gösterilir (Duman and Orhan 2001) :

Tan¬m.3.4.2. (�� yo�gunlukta d�uzg�un yak{nsakl{k)

(fn) dizisinin f : D �! R fonksiyonuna D üzerinde ��yo¼gunlukta düzgün yak¬nsak

olmas¬için gerek ve yeter koşul her " > 0 için n � n0 ve n 2 K oldu¼gunda her x 2 D

için j fn(x)�f(x) j< " olacak şekilde �(K) = 1 özelli¼gine sahip bir K 2 � altkümesi

ve bir n0=n0(") 2 K say¬s¬n¬n mevcut olmas¬d¬r ve k¬saca fn � f(� � yo�gunluk)

şeklinde gösterelir (Duman and Orhan 2001) :

Tan¬m.3.4.3. (�� istatistiksel noktasal yak{nsakl{k)

(fn) dizisinin f : D �! R fonksiyonuna D üzerinde ��istatistiksel noktasal yak¬n-

sak olmas¬için gerek ve yeter şart her " > 0 ve her x 2 D için

�(fn :j fn(x)� f(x) j� "g) = 0 olmas¬d¬r ve k¬saca fn �! f(� � stat) şeklinde

gösterelir (Duman and Orhan 2001) :
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Tan¬m.3.4.4. (�� istatistiksel d�uzg�un yak{nsakl{k)

(fn), D üzerinde tan¬ml¬s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. E¼ger

st� � lim
n
kfn � fkB(D) = 0

ise, bu durumda (fn) dizisi f : D �! R fonksiyonuna D üzerinde ��� istatistiksel

d�uzg�un yak{nsakt{r�denir (Duman and Orhan 2001) :

Bu durumda fn � f(��stat) yazaca¼g¬z. Yani; D üzerinde fn � f(��stat) olmas¬

için gerek ve yeter koşul st� � lim
n
(sup
x2D

j fn(x)� f(x) j) = 0 olmas¬d¬r.

Buradaki k�kB(D)normu, D üzerindeki s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n uzay¬olan B(D) üzerin-

deki al¬̧s¬lm¬̧s supremum normudur.

Tan¬mlardan görüldü¼gü gibi, D üzerinde ��yo¼gunlukta noktasal yak¬nsak her fonk-

siyon dizisi ��istatistiksel noktasal yak¬nsakt¬r, ayr¬ca s¬n¬rl¬fonksiyonlar için

��yo¼gunlukta düzgün yak¬nsak her fonksiyon dizisi de ��istatistiksel düzgün yak¬n-

sakt¬r. E¼ger � ölçüsü s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip ise, bu du-

rumda Teorem 3.3.2 uyar¬nca ��yo¼gunlukta düzgün yak¬nsakl¬k ile ��istatistiksel

düzgün yak¬nsakl¬k denk olacakt¬r.

Teorem.2.1.2 ile verilen, elemanlar¬bir D � R bölgesinde sürekli olan fonksiyonlar

dizisinin düzgün yak¬nsad¬¼g¬limit fonksiyonunun daD üzerinde sürekli olmas¬, klasik

analizde iyi bilinen bir sonuçtur. Şimdi aşa¼g¬da elde edece¼gimiz teorem, bu sonucun

��yo¼gunluk anlam¬nda bir geni̧slemesini vermektedir.

Teorem.3.4.1. Her bir n için fn fonksiyonlar¬bir D � R üzerinde sürekli olsun.

E¼gerD üzerinde fn � f(��yo�gunluk) ise, bu durumda f fonksiyonu da D üzerinde

süreklidir(Duman and Orhan 2001) :
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·Ispat: D üzerinde fn � f(��yo�gunluk) olsun bu durumda her " > 0 için �(K) = 1

özelli¼gine sahip bir K 2 � altkümesi ve bir n0 = n0(") 2 K say¬s¬vard¬r öyle ki her

bir x 2 D ve n � n0 olacak şekildeki her n 2 K için j fn(x)�f(x) j < "
3
gerçeklenir.

Hipotezden her n için fn fonksiyonlar¬bir D � R üzerinde sürekli oldu¼gundan fn0
fonksiyonu bir x0 2 D noktas¬nda sürekli olup en az bir � > 0 say¬s¬mevcuttur, öyle

ki her bir x 2 D için j x � x0 j< � oldu¼gunda j fn0(x) � fn0(x0) j< "
3
gerçeklenir.

Şimdi j x� x0 j< � koşulunu sa¼glayan D deki tüm x elemanlar¬için,

j f(x)� f(x0) j � j f(x)� fn0(x) j + j fn0(x)� fn0(x0) j + j fn0(x0)� f(x0) j

< "

elde edilir. Burada x0 2 D key� oldu¼gundan, f fonksiyonu D üzerinde süreklidir ki

bu da istenilen sonuçtur.

Teorem 3.4.1�in bir sonucu olarak ise aşa¼g¬dakini elde ederiz.

Sonuç.3.4.1. Her bir n için fn fonksiyonu bir D � R altkümesi üzerinde sürekli ve

� ölçüsü s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip olsun. E¼ger D üzerinde

fn � f(�� stat) ise, bu durumda f fonksiyonu D üzerinde süreklidir.

Aşa¼g¬daki örnek hem Teorem 3.4.1�in hem de Sonuç 3.4.1.�in kaŗs¬tlar¬n¬n her zaman

için do¼gru olmayaca¼g¬n¬göstermektedir.

Örnek.3.4.1. K 2 � altkümesi �(K) = 1 koşulunu gerçeklesin. Her bir n 2 N için

fn : [0; 1] �! R fonksiyonu

fn(x) =

8<: 1 ; n =2 K ise
2nx

1+n2x2
; n 2 K ise

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda [0; 1] üzerinde fn �! f = 0(�� yo�gunluk) olur.

O halde fn �! f = 0(��stat) bulunur. Her bir fn ve f fonksiyonlar¬[0; 1] üzerinde

sürekli olmalar¬na ra¼gmen, cn = maks
0�x�1

j fn(x)� f(x) j= 1 ve
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st�� lim cn = 1 6= 0 oldu¼gundan Tan¬m 3.4.4 uyar¬nca (fn) dizisinin [0; 1] üzerindeki

��istatistiksel noktasal yak¬nsakl¬¼g¬�düzgün�olamaz.

Analizdeki bir di¼ger önemli sonuç olan ve Teorem 2.1.3 ile verdi¼gimiz Dini teoreminin

��istatistiksel benzerini şu şekilde elde edebiliriz:

Teorem.3.4.2. � ölçüsü s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip ve (fn);

reel say¬lar¬n kompakt bir D altkümesi üzerinde sürekli ve monoton azalan fonksi-

yonlar¬n bir dizisi olsun. Ayr¬ca D üzerinde fn �! f(��stat) olacak şekilde sürekli

bir f fonksiyonu mevcut olsun. Bu durumdaD üzerinde fn � f(��stat) gerçeklenir

(Duman and Orhan 2001) :

·Ispat: gn(x) = fn(x)� f(x) yazal¬m. Hipotezden D üzerinde her bir gn fonksiyonu

sürekli, monoton azaland¬r ve gn �! 0(�� stat) gerçeklenir ayn¬zamanda � ölçüsü

s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼gine sahip oldu¼gundan

gn �! 0(�� yo�gunluk) yazabiliriz. O halde her " > 0 ve her bir x 2 D için

�(Kx) = 1 özelli¼gine sahip bir Kx 2 � altkümesi ve bir nx := n("; x) 2 Kx say¬s¬

mevcut, öyle ki n � nx koşulunu sa¼glayan her n 2 Kx için 0 � gnx(x) < "
2
gerçek-

lenir. Di¼ger taraftan gnxfonksiyonu x 2 D noktas¬nda sürekli oldu¼gundan, her " > 0

için x eleman¬n¬ içeren en az bir J(x) aç¬k kümesi vard¬r, öyle ki J(x) deki tüm

t ler için j gnx(t) � gnx(x) j< "
2
olur. Şimdi " > 0 say¬s¬ verilsin. Bu durumda

monotonluktan dolay¬, her t 2 J(x) ve n � nx olacak şekildeki her n 2 Kx için

0 � gn(t) � gnx(t) = gnx(t)� gnx(x) + gnx(x)

� j gnx(t)� gnx(x) j + jgnx(x)j

< "

elde edilir. D � [x2DJ(x) olupD kümesi kompakt oldu¼gundan, Heine-Borel teoremi

uyar¬nca D kümesi, D � J(x1) [ J(x2) [ ::: [ J(xm) olacak şekilde sonlu bir aç¬k

örtüye sahiptir. Şimdi K = Kx1 \Kx2 \ ::: \Kxm ve N = maks fnx1 ; nx2 ; :::; nxmg

dersek �(K) = 1 olmak üzere her t 2 D ve n � N olacak şekildeki her n 2 K için
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0 � gn(t) < " bulunur. O halde D üzerinde gn � 0(� � yo�gunluk) olup bu ise

gn � 0(�� stat) olmas¬n¬gerektirir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 2.1.4 ile verdi¼gimiz fonksiyon dizilerinin al¬̧s¬lm¬̧s anlamdaki düzgün yak¬n-

sakl¬¼g¬n¬ karakterize eden teorem, Cauchy kriteri olarak bilinir. S¬radaki teorem

��istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬k için bir Cauchy kriteri vermektedir.

Teorem.3.4.3. (fn); D üzerinde s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n bir dizisi ve de � ölçüsü s¬f¬r

ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip olsun. Bu durumda D üzerinde (fn)

dizisinin ��istatistiksel düzgün yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul her " > 0

için

�(
n
n :


fn � fn(")

B(D) < "o) = 1 (3)

olacak şekilde bir n(") 2 N say¬s¬n¬n mevcut olmas¬d¬r.

Uyar¬: (3) özelli¼gini sa¼glayan (fn) dizisine���istatistiksel d�uzg�un Cauchy dizisi�

diyece¼giz.

·Ispat: Gereklilik. (fn) dizisininD üzerinde tan¬ml¬bir f fonksiyonuna ��istatistik-

sel düzgün yak¬nsak oldu¼gunu kabul edelim ve " > 0 say¬s¬verilsin. Bu durumda

�(
n
n : kfn � fkB(D) < "

2

o
) = 1 sa¼glan¬r: Şimdi



fn(") � f

B < "
2
olacak şekilde

bir n(") 2 N say¬s¬seçelim.


fn � fn(")

B � kfn � fkB + 

f � fn(")

B eşitsizli¼gini

kullanarak �(
�
n :


fn � fn(")

B < "	) = 1 elde ederiz. " > 0 say¬s¬key�oldu¼gundan

(fn); D üzerinde ��istatistiksel düzgün Cauchy dizisi olmak zorundad¬r.

Yeterlilik. (fn) dizisinin D üzerinde ��istatistiksel düzgün Cauchy dizisi oldu¼gunu

kabul edelim. Ayr¬ca x 2 D noktas¬n¬ sabit tutal¬m. O halde her " > 0 için,

�(
�
n :j fn(x)� fn(")(x) j< "

	
) = 1 olacak şekilde bir n(") 2 N say¬s¬vard¬r. Böylece

ffn (x)g bir ��Cauchy dizisi olur. Teorem 3.3.4 uyar¬nca ffn (x)g ; ��istatistiksel

yak¬nsakt¬r. O halde her bir x 2 D için st� � lim fn(x) = f(x) yani

�(fn :j fn(x)� f(x) j� "g) = 0 olacak biçimde D üzerinde tan¬ml¬bir f fonksiyonu
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vard¬r. Buradan D üzerinde fn �! f(�� stat) elde edilir. Şimdi bu ��istatistiksel

noktasal yak¬nsakl¬¼g¬n ��istatistiksel düzgün olaca¼g¬n¬gösterece¼giz. Ayn¬zamanda

� ölçüsü, s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip oldu¼gundan �(K) = 1

koşulunu sa¼glayan bir K 2 � altkümesi vard¬r, öyle ki n � n(") olacak şekildeki

her n 2 K için


fn � fn(")

B(D) < "

2
elde edilir. O halde her " > 0 için �(K) = 1

özelli¼gine sahip bir K 2 � altkümesi ve n(") 2 N say¬s¬mevcuttur, öyle ki

m;n � n(") olacak şekildeki her m;n 2 K ve her x 2 D için j fn(x) � fm(x) j< "

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Bu son yazd¬¼g¬m¬z eşitsizlikteki n�yi sabit tutarak m 2 K

indisleri üzerinden limit al¬rsak, her " > 0 için �(K) = 1 özellikli bir K 2 �

altkümesi ve n(") 2 N say¬s¬vard¬r, öyle ki n � n0 olacak şekildeki her n 2 K ve her

x 2 D için j fn(x)� f(x) j< " bulunur. Buradan D üzerinde fn � f(�� yo�gunluk)

olup bu ise fn � f(�� stat) olmas¬n¬gerektirir.

Bir fonksiyon dizisinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬alt¬nda limit ile integral operatörlerinin

yer de¼gi̧stirebilece¼gini biliyoruz. Şimdi ��istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬¼g¬ kulla-

narak bu özelli¼gin korunaca¼g¬n¬gösteren aşa¼g¬daki teoremi ispats¬z olarak verelim.

Teorem.3.4.4. � ölçüsü s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip olsun.

E¼ger [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde (fn) dizisi, bir f fonksiyonuna ��istatistiksel düzgün

yak¬nsak ve (fn) fonksiyonlar¬ [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar

ise, bu durumda f fonksiyonu da [a; b] üzerinde integrallenebilirdir. Üstelik,

st� � lim
Z b

a

fn(x)dx =

Z b

a

st� � lim fn(x)dx =
Z b

a

f(x)dx

eşitli¼gi gerçeklenir (Duman and Orhan 2001) :

Teorem.3.4.5. � ölçüsü s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip olsun.

Ayr¬ca her bir fn fonksiyonunun [a; b] üzerinde sürekli türevlere sahip oldu¼gunu

kabul edelim. E¼ger [a; b] üzerinde fn �! f(� � stat) ve f 0n � f(� � stat) ise, bu

durumda [a; b] üzerinde fn � f(�� stat) olur; burada f; [a; b] de türevlenebilir bir

fonksiyon olup f
0
= g gerçeklenir (Duman and Orhan 2001) :
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3.5 ��·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬Koruyan Fonksiyon Dizileri

Kolk 1999 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda, yak¬nsakl¬¼g¬koruyan fonksiyon dizilerini gözönüne

alm¬̧st¬r. Biz de bu bölümde ��istatistiksel limit operatörü yard¬m¬yla Kolk�un

elde etti¼gi sonuçlar¬n ��istatistiksel benzerlerini vererek ��istatistiksel yak¬nsak

fonksiyon dizilerinin ��istatistiksel limit fonksiyonlar¬n¬n süreklili¼gi için dizisel bir

karakterizasyon elde edece¼giz.

Tan¬m.3.5.1. D � R ve (fn), D üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli fonksiyonlar¬n bir

dizisi olsun. E¼ger D deki ��istatistiksel yak¬nsak her bir x = (xn) dizisi için

ffn(xn)g dönüşüm dizisi de ��istatistiksel yak¬nsak ise, bu durumda (fn) dizisine D

üzerinde ���istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬koruyan�(veya ���istatistiksel konservatif�)

fonksiyon dizisi ad¬verilir. E¼ger (fn) ayn¬zamanda ��istatistiksel yak¬nsak dizilerin

limit de¼gerlerini de koruyorsa, bu durumda (fn); D üzerinde ���istatistiksel regüler

fonksiyon dizisi�ad¬n¬al¬r (Duman and Orhan 2001) :

Kolayca görülebilir ki; (fn); D üzerinde konservatif bir fonksiyon dizisi ise, bu du-

rumda ��istatistiksel konservatiftir. Fakat aşa¼g¬daki örnek bu önermenin kaŗs¬t¬n¬n

her zaman do¼gru olmad¬¼g¬n¬göstermektedir:

Örnek.3.5.1. N n K sonsuz elemanl¬ ve �(K) = 1 olacak şekilde bir K 2 �

altkümesi verilsin. Her bir n 2 N için fn : [0; 1] �! R fonksiyonu

fn(x) =

8<: 0; n 2 K ise

1; n =2 K ise

ile tan¬mlans¬n. [0; 1] aral¬¼g¬nda st�� limx = L olacak şekilde herhangi bir x = (xn)

dizisi alal¬m. Bu durumda her " > 0 için �(fn :j fn(xn)� 0 j� "g) = �(NnK) = 0

oldu¼gundan st� � lim fn(xn) = 0 bulunur. Dolay¬s¬yla (fn) dizisi [0; 1] üzerinde

��istatistiksel konservatiftir, fakat (fn) dizisinin konservatif olmad¬¼g¬aç¬kt¬r.
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Teorem.3.5.2. � ölçüsü, s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip ve (fk);

bir [a; b] � R kapal¬ aral¬¼g¬ üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. Bu

durumda (fk) dizisinin [a; b] üzerinde ��istatistiksel konservatif olmas¬için gerek ve

yeter koşul [a; b] üzerinde (fk) dizisinin sürekli bir fonksiyona ��istatistiksel düzgün

yak¬nsak olmas¬d¬r (Duman and Orhan 2001) :

·Ispat: Gereklilik. (fk) dizisi [a; b] üzerinde ��istatistiksel konservatif olsun. Her

bir t 2 [a; b] için (uk) = (t; t; :::) dizisini seçelim. st� � limuk = t oldu¼gundan

st� � lim fk(uk) mevcut olup her t 2 [a; b] için st� � lim fk(t) = f(t) olacak şekilde

bir f fonksiyonu vard¬r. ·Iddia ediyoruz ki f fonksiyonu [a; b] üzerinde süreklidir.

Bunu göstermek için f nin bir t0 2 [a; b] noktas¬nda sürekli olmad¬¼g¬n¬kabul edelim.

Bu durumda [a; b] aral¬¼g¬nda lim
k
uk = t0 oldu¼gunda lim

k
f(uk) 6= f(t0) olacak şekilde

bir (uk) dizisi vard¬r. Ayr¬ca [a; b] üzerinde fk �! f(� � stat) ve � ölçüsü, s¬f¬r

ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip oldu¼gundan yine [a; b] üzerinde

fk �! f(�� yo�gunluk) elde edilir.

Dolay¬s¬yla her bir j için ffk(uj)� f(uj)g �! 0(� � yo�gunluk) olur. O halde

Teorem 3.3.3 uyar¬nca �(f�(k) : k 2 Ng) = 1 ve her bir j için

lim
k

�
f�(k)(uj)� f(uj)

�
= 0

olacak şekilde bir � : N �! N dizisi mevcuttur. Şimdi köşegenleştirme metodunu

(Bartle 1964) kullanarak �(fnk : k 2 Ng) = 1 ve lim
k
[fnk(uk)� f(uk)] = 0 olacak

biçimde bir (nk) indis dizisi seçebiliriz . Şimdi bir x = (ti) dizisi

ti =

8>>><>>>:
t0 ; i = nk ve i tek ise

uk ; i = nk ve içift ise

0 ; di¼ger durumlarda

ile tan¬mlayal¬m. O halde ti �! t0(� � yo�gunluk) olup buradan st� � lim
i
ti = t0

elde edilir. Fakat i = nk ve i tek oldu¼gunda lim
k
fnk(t0) = f(t0) ve ayr¬ca i = nk ve

i çift ise lim
k
fnk(uk) = lim

k
[fnk(uk)� f(uk)] + lim

k
f(uk) 6= f(t0) bulunur. Buna göre
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ffi(ti)g dizisi, farkl¬iki limit de¼gerine yak¬nsayan ve indis kümeleri pozitif ölçülü iki

ayr¬k alt diziye sahip oldu¼gundan ��yo¼gunlukta yak¬nsak de¼gildir. �, s¬f¬r ölçülü

kümeler için toplamsal özellikli oldu¼gundan ffi(ti)g ; ��istatistiksel yak¬nsak da ola-

maz. Bu da (fk) dizisinin ��istatistiksel konservatif olmas¬ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla

f; [a; b] üzerinde sürekli olmak zorundad¬r. Şimdi [a; b] üzerinde fk � f(� � stat)

oldu¼gunu gösterelim. Kabul edelim ki (fk) dizisi f ye ��istatistiksel düzgün yak¬n-

sak olmas¬n. Bu durumda (fk) dizisi f ye [a; b] üzerinde ��yo¼gunlukta düzgün

yak¬nsak da olamaz. Bu nedenle �(fnk : k 2 Ng) = 1 özelli¼gine sahip key� bir (nk)

indis dizisi için k 2 N olmak üzere j fnk(tk)� f(tk) j� 2"0 olacak şekilde bir "0 > 0

say¬s¬ve tk 2 [a; b] say¬lar¬vard¬r. (tk) dizisi s¬n¬rl¬oldu¼gundan (tki) yak¬nsak alt-

dizisine sahiptir. Bu limit de¼gerine � diyelim. Bu alt dizi ��istatistiksel yak¬nsak

olmak zorundad¬r. O halde st� � lim
i
tki = � olur. f fonksiyonu sürekli oldu¼gundan

lim
i
f(tki) = f(�) olur. Böylece i � i0 için j f(tki)� f(�) j< "0 olacak şekilde bir i0

indisi vard¬r. Ayn¬i ler için

j fnki (tki)� f(�) j�j fnki (tki)� f(tki) j�j f(tki)� f(�) j� "0 (4)

elde edilir.

Şimdi (uj) dizisini

uj =

8>>><>>>:
� ; j = nki ve j tek ise

tki ; i = nki ve jçift ise

0 ; di¼ger durumlarda

ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda uj �! �(�� yo�gunluk) olup bu da st�� limuj = �

olmas¬n¬gerektirir. Fakat j = nki ve j tek oldu¼gunda lim
i
fnki (�) = f(�) ve ayr¬ca

j = nki ve j çift oldu¼gunda ise (4) uyar¬nca lim
i
fnki (tki) 6= f(�) dir. Buna göre

ffi(uj)g dizisi farkl¬ iki limit de¼gerine yak¬nsayan indis kümeleri pozitif ölçülü ki

ayr¬k altdiziye sahip oldu¼gundan ��yo¼gunlukta yak¬nsak de¼gildir ve dolay¬s¬yla

��istatistiksel ya¬nsak da olamaz. Bu durum (fk) dizisinin ��istatistiksel kon-
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servatif olmas¬yla çeli̧sir. Dolay¬s¬yla [a; b] üzerinde (fk) dizisi f ye ��istatistiksel

düzgün yak¬nsakt¬r.

Yeterlilik. [a; b] üzerinde fk � f(��stat) olacak şekilde sürekli bir f fonksiyonunun

mevcut oldu¼gunu kabul edelim ve st� � limxn = x0 olacak şekilde terimleri [a; b] a-

ral¬¼g¬nda bulunan bir x = (xn) dizisi alal¬m. � ölçüsü, s¬f¬r ölçülü kümeler için

toplamsal özelli¼ge sahip oldu¼gundan xn �! x0(�� yo�gunluk) olur.

O halde lim
k
xnk = x0 ve �(fnk : k 2 Ng) = 1 koşullar¬n¬gerçekleyen bir (nk) indis

dizisi mevcuttur. f fonksiyonu x0 noktas¬nda sürekli oldu¼gundan lim
k
f(xnk) = f(x0)

gerçeklenir. Buradan f(xn) �! f(x0) (� � yo�gunluk) elde edilir. Şimdi " > 0

verilsin. Bu durumda �(K1) = 1 özelli¼gine sahip bir K1 2 � altkümesi vard¬r, öyle

ki n � n1 olacak şekildeki her n 2 K1 için j f(xn)�f(x0) j< "
2
gerçeklenir. Ayr¬ca �

ölçüsü, s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip oldu¼gundan ��istatistiksel

düzgün yak¬nsakl¬k ile ��yo¼gunlukta düzgün yak¬nsakl¬k denktir.

Böylece �(K2) = 1 özelli¼gine sahip bir K2 2 � altkümesi ve n 2 K2 say¬s¬vard¬r,

öyle ki her t 2 [a; b] ve n � n2 özellikli her n 2 K2 için j fn(t)�f(t) j< "
2
gerçeklenir.

N := maks fn1; n2g ve K := K1 \K2 alal¬m. Bu durumda �(K) = 1 olup t = xn

alarak n � N olacak şekildeki her n 2 K için

j fn(xn)� f(x0) j�j fn(xn)� f(xn) j + j f(xn)� f(x0) j< "

elde ederiz.

Buradan fn(xn) �! f(x0) (��yo�gunluk) ve böylece st�� lim
n
fn(xn) = f(x0) olmak

zorundad¬r ki bu da ispat¬tamamlar.
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Teorem.3.5.3. � ölçüsü, s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip ve [a; b]

üzerinde fn � f(��stat) olsun. Bu durumda [a; b] üzerinde f fonksiyonunun sürekli

olmas¬için gerek ve yeter koşul (fn) dizisinin ��istatistiksel konservatif olmas¬d¬r

(Duman and Orhan 2001) :

Şimdi fonksiyon dizilerinin ��istatistiksel regülerli¼gini inceleyelim. E¼ger (fk) dizisi

[a; b] üzerinde ��istatistiksel regüler ise her t 2 [a; b] için st� � lim
k
fk (t) = t olur.

Böylece Teorem 3.4.2 de f (t) = t alarak aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Teorem.3.5.4. � ölçüsü, s¬f¬r ölçülü kümeler için toplamsal özelli¼ge sahip ve (fk);

[a; b] � R kapal¬ aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. Bu durumda

(fk) dizisinin [a; b] üzerinde ��istatistiksel regüler olmas¬için gerek ve yeter koşul

[a; b] üzerinde (fk) dizisinin f (t) = t ile tan¬mlanan f fonksiyonuna ��istatistiksel

düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r (Duman and Orhan 2001) :
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4. I-YAKINSAK FONKS·IYON D·IZ·ILER·I

Bu bölümde elde edilen sonuçlar, bir önceki bölümde elde edilen baz¬ sonuçlar¬n

geni̧sletilmesidir.

4.1 I-Yak¬nsakl¬k

Öncelikle yo¼gunluk ve ideal kavramlar¬n¬hat¬rlatal¬m.

N = f1; 2; 3; :::g olsun. A � N ve j 2 N olmak üzere dj (A) = 1
j
jfk � j : k 2 Agj

olsun. E¼ger � (A) = lim dj (A) limiti mevcut ise bu limit de¼gerine A kümesinin

yo¼gunlu¼gu denildi¼gini biliyoruz.

I � P (N) olsun. E¼ger

i: ; 2 I

ii: A;B 2 I =) A [B 2 I

iii: A 2 I ve B � A =) B 2 I

ise I kümesine bir ideal denir (Kostyrko et al. 2000) : O halde

Id = fA � N : � (A) = 0g

olmak üzere Id; N kümesinin altkümelerinin oluşturdu¼gu bir idealdir. P (N) den

farkl¬ve tek nokta cümlelerini içeren ideale kabul edilebilir(admissible) ideal diye-

ce¼giz. Aç¬kca görülüyor ki Id kabul edilebilir idealdir.

Tan¬m.4.1.1. I kabul edilebilir ideal olsun ve (Y; �) metrik uzay¬n¬ gözönüne

alal¬m. (yn) dizisinin y �ye I yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter koşul her " > 0

için fn 2 N : � (yn; y) � "g 2 I olmas¬d¬r ve yn ! y (I) şeklinde gösterilir

(Balcerzak et al. 2007) :

E¼ger I;N nin tüm sonlu altkümelerinin ideali ise yukar¬dan klasik anlamda yak¬n-
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sakl¬¼g¬elde ederiz. E¼ger I = Id ise istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬elde ederiz. I kabul

edilebilir oldu¼gundan I; N kümesinin tüm sonlu altkümelerini içerir bundan dolay¬

klasik anlamda yak¬nsakl¬k I yak¬nsakl¬¼g¬gerektirir.

4.2 I-Yak¬nsak Fonksiyon Dizileri

Bu k¬s¬mda I yak¬nsak fonksiyon dizilerini inceleyece¼giz.

Tan¬m.4.2.1. (I noktasal yak{nsakl{k ve I d�uzg�un yak{nsakl{k)

I � P (N) kabul edilebilir ideal olsun ve (Y; �) metrik uzay¬n¬alal¬m. X boş küme-

den farkl¬olsun ve f : X ! Y; n 2 N için fn : X ! Y fonksiyonlar¬verilsin. (fn)

dizisinin f fonksiyonuna� I noktasal yak¬nsak�olmas¬için gerek ve yeter koşul her

x 2 X için (Y; �) metri¼ginde (fn (x)) ! f(x) (I) olmas¬d¬r (Balcerzak et al. 2007) :

Yani; fn ! f (I) olmas¬için gerek ve yeter koşul her x 2 X ve her " > 0 için en az

bir M 2 I vard¬r öyle ki her n =2M oldu¼gunda � (fn(x); f(x)) < " gerçeklenmesidir.

(fn) dizisini f fonksiyonuna� I düzgün yak¬nsak�(fn � f (I)) olmas¬için gerek ve

yeter koşul ise her " > 0 için en az birM 2 I vard¬r öyle ki her n =2M ve her x 2 X

için � (fn(x); f(x)) < " sa¼glan¬r.

fn � f (I) ise fn ! f (I) sa¼glan¬r. Aşa¼g¬daki sonuç ise bunun kaŗs¬t¬n¬n özel bir

durum için geçerli oldu¼gunu gösteriyor.

Teorem.4.2.1. I � P (N) kabul edilebilir ideal ve (X; �), (Y; �) metrik uzaylar ol-

sunlar. Her n 2 N için fn : X ! Y fonksiyonlar¬X üzerinde eşsürekli ve f : X ! Y

fonksiyonu için X üzerinde fn ! f (I) oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda f; X üz-

erinde sürekli ayr¬ca X kompakt ise fn � f (I) gerçeklenir (Balcerzak et al. 2007) :

·Ispat: Önce f fonksiyonunun sürekli oldu¼gunu gösterelim. x0 2 X ve " > 0

olsun.(fn) fonksiyon dizisi eşsürekli oldu¼gundan � > 0 say¬s¬vard¬r öyle ki her n 2 N
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ve x 2 B (x0; �) için � (fn(x); fn(x0)) < "
3
sa¼glan¬r. x 2 fB (x0; �)g eleman¬n¬

sabitleyelim. fn ! f (I) oldu¼gundan, I daki

n
n 2 N : � (fn(x0); f(x0)) �

"

3

o
[
n
n 2 N : � (fn(x); f(x)) �

"

3

o
kümsesi N kümesinden farkl¬d¬r. Dolay¬s¬yla öyle bir n 2 N vard¬r ki,

� (fn(x0); f(x0)) <
"

3
ve � (fn(x); f(x)) <

"

3

sa¼glan¬r. O halde

� (f(x0); f(x)) � � (f(x0); fn(x0)) + � (fn(x0); fn(x)) + � (f(x); f(x))

<
"

3
+
"

3
+
"

3
= "

olup buradan f süreklidir.

Şimdi fn � f (I) oldu¼gunu gösterelim. " > 0 olsun. X kompakt oldu¼gundan X

üzerinde f fonksiyonu düzgün sürekli ve fn fonksiyonlar¬ eşdüzgün süreklidir. O

halde öyle bir � > 0 seçelim ki �
�
x; x

0�
< � koşulunu sa¼glayan herhangi x; x

0 2 X

için �
�
fn(x); fn(x

0
)
�
< "

3
ve �

�
f(x); f(x

0
)
�
< "

3
olsun. X kompakt oldu¼gundan

fB (x; �)gx2X örtüsünden sonlu bir B (x1; �) ; :::; B (xk; �) alt örtüsü seçebiliriz.

fn ! f (I) oldu¼gunu kullanarak M 2 I alal¬m öyle ki her n =2M ve

her i 2 f1; 2; :::; kg için � (fn(xi); f(xi)) < "
3
olsun. n =2 M ve x 2 X olsun, baz¬

i 2 f1; 2; :::; kg için x 2 B (xi; �) olur. Buradan

� (fn(x); f(x)) � � (fn(x); fn(xi)) + � (fn(xi); f(xi)) + � (f(xi); f(x))

<
"

3
+
"

3
+
"

3
= "

olup X üzerinde fn � f (I) elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

E¼ger I = Id ise! (I) ve� (I) s¬ras¬yla noktasal ve düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k

olarak okunur.
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Tan¬m.4.2.2. I � P (N) kabul edilebilir ideal ve (X; �), (Y; �) metrik uzaylar ol-

sunlar ve f : X ! Y; n 2 N için fn : X ! Y fonksiyonlar¬verilsin. (fn) dizisinin

f fonksiyonuna�eş istatistiksel yak¬nsak�olmas¬için gerek ve yeter koşul her " > 0

için gj;" : X ! R ve x 2 X olmak üzere gj;" (x) = dj (fn 2 N : � (fn(x); f(x)) � "g)

fonksiyonlar¬ ile verilen (gj;")j2N dizisinin s¬f¬ra X üzerinde düzgün yak¬nsak ol-

mas¬d¬r ve fn � f (Id) ile gösterilir. Yani; fn � f (Id) olmas¬için gerek ve yeter

koşul her "; � > 0 için en az bir k 2 N say¬s¬var öyle ki her j � k ve her x 2 X için

dj (fn 2 N : � (fn(x); f(x)) � "g) < � olmas¬d¬r. dj operatörü monoton oldu¼gundan

" = � alabiliriz.

Örnek.4.2.1. f : [0; 1] ! R ve fn : [0; 1] ! R fonksiyonlar¬n¬f (x) = 0; x 2 [0; 1]

ve fn = �f 1ng şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda fn � f (Id) fakat (fn) dizisinin

f fonksiyonuna düzgün istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Teorem.4.2.2. (X; �), (Y; �) metrik uzaylar ve f : X ! Y; n 2 N için

fn : X ! Y fonksiyonlar¬verilsin. x0 2 X eleman¬n¬sabitleyelim. E¼ger X üzerinde

fn � f (Id) ve tüm fn fonksiyonlar¬x0 da sürekli ise f fonksiyonu da x0 da süreklidir

(Balcerzak et al. 2007) :

·Ispat: " > 0 olsun. fn � f (Id) oldu¼gundan her x 2 X için öyle bir k 2 N say¬s¬

vard¬r ki dk
��
n 2 N : � (fn(x); f(x)) � "

3

	�
< 1

2
sa¼glan¬r. x 2 X ve

E (x) =
�
n � k : � (fn(x); f(x)) < "

3

	
alal¬m. dk; P (N) de olas¬l¬k ölçüsü oldu¼gun-

dan ve k n¬n seçiminden her x 2 X için dk (E (x)) > 1
2
bulunur. f1; f2; :::; fk fonksi-

yonlar¬x0 noktas¬nda sürekli oldu¼gundan x 2 B (x0; �) ve her i 2 f1; :::; kg için

� (fi(x); fi(x0)) <
"
3
olur. Biz her x 2 B (x0; �) için � (f(x); f(x0)) < " oldu¼gunu

gösterece¼giz. x 2 B (x0; �) noktas¬n¬sabitleyelim. dk (E (x)) > 1
2
ve dk (E (x0)) > 1

2

oldu¼gundan p 2 E (x) \ E (x0) buluruz. Böylece

� (f(x); f(x0)) � � (f(x); fp(x)) + � (fp(x); fp(x0)) + � (fp(x0); f(x0))

< "
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bulunur ve böylece ispat tamamlan¬r.

Örnek.4.2.2. x 2 [0; 1] için fn (x) = xn olsun. (fn) fonksiyon dizisi 1 noktas¬nda

süreksiz olan f fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla Teorem.4.2.1 den

fn � f (Id) gerçeklenmez.
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