ANKARA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZIi

FONKSIYON DIiZiLERININ iSTATISTIiKSEL YAKINSAKLIGI

Ozge SEN

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ANKARA

2007

Her Hakki Sakhdir



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

FONKSIYON DIiZiLERININ iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Ozge SEN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Cihan ORHAN

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. 11k béliim giris kismina ayrilmustir. Tkinci boliimde
strastyla fonksiyon dizilerinin diizgiin yakinsaklig1 ve yakinsakligi koruyan fonksiyon
dizileri kavramlarma iliskin bazi bilinen sonuglar hatirlatilmistir. Ugiincii béliimde
fonksiyon dizileri icin istatistiksel anlamda noktasal ve diizglin yakinsaklik,
u-istatistiksel ve p-yogunlukta yakinsaklik kavramlari verilmis ve klasik analizde iyi
bilinen ve ikinci boliimde verdigimiz bazi temel sonuglarin istatistiksel benzerleri elde
edilmistir. Son bolimde ise I-yakinsaklik kavrami verilip fonksiyon dizilerinin
I-yakinsaklig1 incelenmistir.

2007, 36 sayfa

Anahtar Kelimeler: Noktasal ve diizgiin yakinsaklik, yogunluk, istatistiksel
yakinsaklik, p-istatistiksel yakinsaklik, p-yogunlukta yakinsaklik, ideal yakinsaklik.



ABSTRACT

Master Thesis

STATISTICAL CONVERGENCE OF FUNCTION SEQUENCES

Ozge SEN

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Cithan ORHAN

This thesis consists of four chapters.The first chapter is devoted to the introduction. In
chapter two, we study the uniform convergence of function sequences as well as the
convergence preserving function sequences. In chapter three, we consider the
statistically and p-statistically pointwise convergent and uniformly convergent function
sequences. We also give some results analogues to those given in Analysis. In the final
chapter, we recall I-convergence and examine the I-convergence of function sequences.

2007, 36 pages

Key Words: Pointwise convergence, uniformly convergence, density, statistical
convergence, u-statistical convergence, convergence in p-density, ideal convergence.

il



TESEKKUR

Bu calisma konusunu bana veren ve arastirmalarimin her asamasinda en yakin ilgi ve
Onerileriyle beni yonlendiren danigsman hocam, Sayin Prof. Dr. Cihan ORHAN (Ankara
Universitesi Fen Fakiiltesi)’a en igten saygilarimla tesekkiirlerimi sunarmm. Ayrica,
Saym Ars. Gor. Ozlem GIRGIN ATLIHAN ile her zaman yanimda olan ve destegini
hic esirgemeyen canim aileme tesekkiir ederim.

Ozge SEN
Ankara, Temmuz 2007

il



ICINDEKILER

ABSTRACT ..uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitiiiiitittietietiatiectssssscneenns
1053 ) 1 S0 L N
SIMGELER DIZINI ...ccovvtiimmiiiiiiiiiiiiiiieiciciiitiiiiceee e
Lo GIRIS ottt ete et et et eaessesasnsnssnssnssnnens
2. TEMEL KAVRAMLAR ...cctiitiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiecieeinecnees
2.1 Fonksiyon Dizileri ve Diizgiin YakinsakhK ........cccccoiieiiiiiiiiiiinnnnn
2.2 Yakinsakhgi Koruyan Fonksiyon Dizileri ......cccoovvvviiiiniiiiinniinnnns
3. ISTATISTIKSEL YAKINSAK FONKSIYON DIZILERI .................
3.1 Istatistiksel YAKINSAKIIK ....ueerrnrernnerernnerenneeeennerersneeesnneeesnnneannns
3.2 Istatistiksel Cauchy DIZiSi .....ceevurernneieenireenuereinieeeenieeenneeeenneeeen
3.3 p- Istatistiksel ve p-Yogunlukta YaknsaKhK .......cccuvevnevnneennennennnn.
3.4 p- Istatistiksel ve p-Yogunlukta Yakinsak Fonksiyon Dizileri ............

3.5 p- Istatistiksel Yakinsakligi Koruyan Fonksiyon Dizileri ..................
4. I-YAKINSAK FONKSIYON DIZILERI ......ccooovvvnnnnnnnnnnnnnnnnninin
4.1 I-YaKInSaKIIK ...vvinniiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeiieeeincene
4.2 I-Yakinsaklik Fonksiyon Dizileri ...cccccvviiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnninnn

KAYNAKLAR ...ouuiiitiiriiieeriieeertieeeeneersneersammeessssesssneesssneesssnnns
OZGECMIS aeovuiiiiiiiiirieiieeteerieettereererseererserseessesseessessneseenes

v

N NN =4



Anahtar Kelimeler: Banach orgiileri, sira yakinsaklik, sira siirekli operator, op-
erator normu, sira siirli norm.



Key Words: : Banach lattices, order convergence, order continuous operators,
operator norm, order-bounded norm.

i



ONSOz

il



ICINDEKILER

v



6(A)
h.h.k
XA
B(D)
Il 5y
AN B

P(N)
B(z,0)

SIMGELER DiZiNi

Dogal Sayilar Kiimesi

Reel Sayilar Kiimesi

A Kiimesinin Eleman Sayisi

A Kiimesinin Tiimleyeni

Yakinsak Diziler Uzay1

Sifira Yakinsak Diziler Uzay1

Istatistiksel Yakinsak Diziler Uzay1

A Kiimesinin Dogal Yogunlugu

Hemen Her k I¢in

A Kiimesinin Karakteristik Fonksiyonu

D Uzerindeki Siirli Fonksiyonlarin Uzay:
B(D) Uzaymin Algilmig Supremum Normu
Cesaro Matrisi

A ve B Kiimelerinin Simetrik Fark:
Dogal Sayilarin Kuvvet Kiimesi

Merkezi z, Yaricapt 6 Olan Agik Yuvar



1. GIRIS

Ik olarak 1951 yilnda Steinhaus tarafindan Polonya’da yapilan bir konferansta
tanitilan ve yine ayni y1l Fast tarafindan gelistirilen “Istatistiksel Yakinsaklik” kavra-
m1 matematigin bir ¢ok alani ile olan iligkisi nedeniyle uzun stiredir bir ¢cok matema-
tik¢inin ilgilendigi énemli bir konu haline gelmistir. Connor 1990 ve 1992 yillarin-
daki calismalarinda yogunluk kavrami yerine sonlu toplamsal bir kiime fonksiyonunu

kullanarak istatistiksel yakinsakligi daha da genellestirmistir.

Bu yiiksek lisans tezinde, reel sayilarin bir alt kiimesi iizerinde tanimli, reel degerli
fonksiyon dizileri i¢in istatistiksel, p—istatistiksel ve p—yogunlukta yakinsaklik tanim-
larim1 kullanarak Analizde iyi bilinen baz klasik sonuclarin istatistiksel benzerlerini
elde edecegiz. Bu sayede bilinen bazi sonuglarin daha zayif kosullar altinda da
gerceklenebilecegini gosterecegiz. Son olarak fonksiyon dizilerinin I-yakinsakligini

inceleyecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde fonksiyon dizilerini, 6zellikle fonksiyon dizilerinin diizgiin yakinsakligina
iligkin 6zelliklerini inceleyecegiz. Ayrica yakinsakligi koruyan fonksiyon dizilerinden

bahsedecegiz.

2.1 Fonksiyon dizileri ve diizgiin yakinsaklik

Bu kisim diizgiin yakinsak fonksiyon dizilerine ayrilmigtir.

Tanim.2.1.1. A C R ve F(A) , A iizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarim
kiimesi olsun.

s:N— F(A)

seklinde tanimlanan s fonksiyonuna fonksiyon dizisi adi verilir (Rudin 1953) .

Tanim.2.1.2. (f,) A C R iizerinde tammh fonksiyonlarin bir dizisi olsun. (f;)
dizisinin f fonksiyonuna A {iizerinde noktasal yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her e > 0 ve herbir x € A verildiginde her n > n, icin | f.(z) — f(z) |[< ¢

olacak bigimde en az bir n, sayismin var olmasidir (Rudin 1953) .

Tanim.2.1.3. (f,) A C R iizerinde tamimh fonksiyonlarin bir dizisi olsun. (f;,)
dizisinin f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her € > 0 verildiginde her n > n, ve her bir x € A i¢in | f,(z) — f(x) |< ¢

olacak bicimde en az bir n, sayisinin var olmasidir (Rudin 1953) .

Bu tamimdan agagidaki sonucu kolayca elde edebiliriz.

Teorem.2.1.1. f, ve f fonksiyonlar1 A C R iizerinde siirekli olsunlar. (f,,) dizisinin

f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart



¢n =sup | fu(x) — f(2) |

z€EA

esitligi ile tanimlanan (c,) dizisinin bir sifir dizisi olmasidir (Rudin 1953) .

Simdi yakinsakligin diizgiin olmasi halinde limit fonksiyonunun ne gibi 6zelliklere

sahip oldugunu gorelim.

Teorem.2.1.2. f, fonksiyonlar1 A kiimesi iizerinde siirekli fonksiyonlar olsunlar.
(fn) dizisi f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin yakinsak ise f fonksiyonu A iizerinde

stireklidir (Rudin 1953) .

Ispat: (f,) dizisi f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin yakinsak oldugundan her ¢ > 0

icin oyle bir n, dogal sayisi bulunabilir ki her n > n, ve her z € A igin

| fula) = f(@) |< 2

saglanir. xy € A olsun f,, fonksiyonu z da siirekli oldugundan &yle bir § > 0 sayis1

vardirki |x — x| < § sartim saglayan her x € A i¢in

| Fao (@) = fuo(a0) |< 5

saglanir.

f(@) = f(xo) = f(2) = fno (%) + fao () = fo(%0) + frg (T0) — [ (o)

oldugundan, A nin |z — xo| < J sartim saglayan = elemanlar: igin

|f(z) = f(zo)l < |f(®) = fro(@)| + | fro () = Fro(@0)] + [ fro (o) — f(o)]
< §+§+§
= ¢



bulunur. Bu ise f nin xy da siirekli oldugunu gosterir. x, keyfi secildiginden f

fonksiyonu A iizerinde siireklidir.

O halde Teorem.2.1.2 nin hipotezleri altinda,

lim { lim f, (:L‘)} = lim { lim f, (x)}
r—T, Ln—oo n—oo | r—xg

yazilabilir.
Bu teoremden su sonucu ¢ikarabiliriz:

Terimleri siirekli fonksiyonlar olan (f,,) dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsak oldu-

gunda f limit fonksiyonu siirekli degil ise (f,,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak

degildir.
Asagidaki sonug yukaridaki teoremin bir kargiti olarak diigiiniilebilir.
Teorem.2.1.3. (Dini Teoremi)

(fn) reel sayilarin kompakt bir D altkiimesi iizerinde siirekli ve monoton fonksiyon-
larin bir dizisi olsun. Ayrica (f,,) dizisinin D iizerinde siirekli bir f fonksiyonuna
noktasal yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda D iizerinde (f,), f fonksi-

yonuna diizgiin yakinsaktir (Rudin 1953) .

Ispat: (f,) monoton azalan olsun ve g, (z) = f,(x) — f(z) yazahm. Hipotezden g,
fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur. Ayrica (g,) dizisi sifir fonksiyonuna D iizerinde
noktasal yakimsaktir. Simdi gosterelim ki (g,) dizisi sifir fonksiyonuna D iizerinde

diizgiin yakinsaktir.

gn — 0(D iizerinde) oldugundan her € > 0 ve her x € D igin en az bir n, sayisi



vardir 6yle ki her n > n, icin

0 < gn(z) <

DO | ™

saglanir. g, ,r € D noktasinda siirekli oldugundan her € > 0 icin x elemanini igeren

en az bir J (x) agik kiimesi vardir 6yle ki ¢ € J (x) i¢in

90, (1) = gn. (@)] <

saglanir. Bu durumda monotonluktan dolay1 her ¢ € J (z) ve n > n, i¢in

0 < gult) < gno(t) = gno(t) = G () + Gy (@)
< |gno (t) = Gy (@) + |gn, ()]
< £.8_,
= 2"

yani; 0 < g,(t) < ¢ elde edilir. D C UgzepJ(x) olup D kiimesi kompakt oldugundan,
Heine-Borel teoremi uyarmca D kiimesi, D C J(z1) U J(x2) U ... U J(x,,) olacak
sekilde sonlu bir agik ortiiye sahiptic. N = maks {n,,, Ny, ..., Ny, } segersek her
t € D ven > N olacak gekilde en az bir N sayist bulunur 6yleki 0 < g,(t) < ¢

bulunur. O halde D iizerinde g, = 0 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Bazen limit fonksiyonunu kullanmadan diizgiin yakinsakliga denk bir kritere ihtiyac

duyulur. Bu kriteri agagidaki tanim ve teorem ile ifade edebiliriz.

Tamim.2.1.4. (f,) bir A kiimesi iizerinde taniml fonksiyonlarmn bir dizisi olsun.
Her € > 0 i¢in, her m,n > ng oldugunda her z € A i¢in | f,,(z) — fn(z) |< € olacak
sekilde bir ng € N sayis1 mevcut ise bu durumda (f,,) bir “Diizgiin Cauchy dizisidir”

denir (Rudin 1953).

Teorem.2.1.4. (f,) bir A kiimesi iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
(fn) dizisinin A iizerinde diizgiin Cauchy dizisi olmas igin gerek ve yeter kosul (f,,)

dizisinin A {izerinde diizgiin yakinsak olmasidir (Rudin 1953) .



Ispat: (fn) dizisi f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin yakinsak olsun. Bu durumda
her € > 0 verildiginde 6yle bir n, € N sayis1 bulunabilir ki her n > n, ve her x € A
icin

| fule) = fla) < 5

olur. Eger m,n > nq secilirse her z € A icin

| fn(2) = fu(2) |

| fn(2) = f(2) + f(z) = ful2) |
< ) = f(@)] + [falz) — f(2)]

€

A\

saglanir. Bu da (f,,) dizisinin diizgiin Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Kargit olarak (f,,) dizisi bir diizgiin Cauchy dizisi olsun. Bu durumda reel terimli
(fn (z)) dizisi bir Cauchy dizisidir. R deki her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan
(fn (z)) dizisi bir f(x) sayisina yakinsar. Dolayisiyla A iizerinde f(z) = lim f,(x)
esitligi yardimiyla bir f fonksiyonu tamimlanmig olur. € > 0 verilsin. (f,,) diizgiin
Cauchy dizisi oldugundan 6yle bir n, € N sayis1 bulunabilir ki her m,n > ngy ve her

x € Aigin | fi,(z) — fu(z) |< € olur. Boylece her x € A ve her m > ny igin

| nle) = (@) |= Jim | f) = ful) |< @

gergeklenir. Buda (f,,) dizisinin f fonksiyonuna A {izerinde diizgiin yakinsak oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi verecegimiz teorem hangi hallerde integral ile limit alma iglemlerinin sirasini

degistirebilecegimizi vermektedir.

Teorem.2.1.5. (f,),[a,b] arahig iizerinde reel degerli ve siirh fonksiyonlarm bir
dizisi olsun. f,, fonksiyonlar1 [a,b] iizerinde integrallenebilen fonksiyonlar ve (f;,)

dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise f fonksiyonu [a, b] iizerinde integrallenebilir-



dir ve
b

b b
lim fn(x)dx:/ JL%fn(x)dw:/ f(z)dx

n—oo
a

ile gosterilir (Rudin 1953) .

Teorem.2.1.6. Bir sinirhi I aralig: iizerinde tanimh f, fonksiyonlar1 bu aralik {ize-
rinde siirekli tiirevlere sahip olsun. (f,,) dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsak ve
( fT;) tiirev dizisi bir g fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise I iizerinde ¢ = f diir.

Yani,

!/

Jim £y @) = (fim fu ()

gergeklenir (Rudin 1953) .
2.2 Yakinsakligi Koruyan Fonksiyon Dizileri
Bu kisimda yakinsakligi koruyan fonksiyon dizilerini inceleyecegiz.

R reel sayilar kiimesini gostermek iizere S , R nin kapali bir alt kiimesi ve f : S — R

(k=1,2,3...) olmak iizere F = (f;) bir fonksiyon dizisi olsun.

de yakinsak oluyor ise F dizisine S iizerinde yakinsakligi koruyan veya konservatif

fonksiyon dizisi denir (Kolk 1999) .

Eger konservatif ' dizisi, ayn1 zamanda S iizerindeki yakinsak dizilerin limit deger-

lerini de koruyor ise bu durumda S iizerinde regiiler fonksiyon dizisi adini alir.

Ornegin ; fi (t) = kk—Jfl fonksiyon dizisi konservatif ve regiilerdir. Fakat

gr, (t) = e " fonksiyon dizisi [0, 2] kapali araliginda konservatif degildir.

Teorem.2.2.1. F = (f;) , [a,b] C R kapali arahginda tamimli fonksiyonlarin bir
dizisi olsun. Asagidaki iki ifade birbirine denktir.



(i) F | [a, ] iizerinde konservatiftir.
(ii) F , [a, b] iizerinde siirekli bir fonksiyona diizgiin yakmsaktir (Kolk 1999) .
Ispat : (i) = (i) :

F, [a,b] iizerinde konservatif olsun. Bu durumda her t € [a, b] i¢in liin fr () = f(t)
olacak sekilde bir f fonksiyonu vardir. O halde F , f fonksiyonuna [a,b] iizerinde
noktasal yakinsaktir. f fonksiyonunun [a,b] tizerinde siirekli oldugunu gostermek
istiyoruz. Bunun i¢in f fonksiyonunun bir ¢y € [a, b] noktasinda siirekli olmadigin
kabul edelim. Bu durumda [a, b] araliginda liinuk = to oldugunda lin}g fug) # f(to)

olacak bigimde bir (uy) dizisi vardir.

[a,b] tizerinde F — f oldugundan, kogegenlegtirme yontemini (Bartle 1964) kulla-
narak bir (ny) artan indis dizisi inga edebiliriz 6yle ki, (my) = N \ (ny) sonsuz omak

lizere

tn [, (1) = f ()] = 0

gergeklenir. Simdi bir (¢;) dizisini

to,i:mk

Up , &= Ny

ile tamimlayalim. O halde lim¢; = t; gerceklenir. Fakat

h’:infmk (tmk) = lliﬂfmk (tO) = f (t0> ve

lim fy, (tn,) = lim [for (ur) = f (ug)] + limf (ur)
= limf (ux) # f (to)

olmasi I nin konservatif olmasi ile celigir. O halde f siireklidir.



Simdi [a, b] {izerinde F = f oldugunu yani yakinsakligin “diizgiin” oldugunu gostere-

lim. Kabul edelimki F , f fonksiyonuna [a, b] iizerinde diizgiin yakinsak olmasin.

Bu durumda N \ (n;) sonsuz omak iizere en az bir (n;) indis dizisi i¢in

[ (tr) = f (te)] = 280 (k€ N)

olacak gekilde bir g > 0 ve t € [a,b] vardir. Diger yandan = = (t;) dizisi sinirh

oldugundan bir (t,) yakinsak alt dizisine sahiptir. Bu limit degerine L diyelim.

limty, = L ise f siirekli oldugundan lillcrn f (tr,) = f (L) gergeklenir. Boylece i > i
icin

|f (t,) = f(L)] <o

olacak sekilde bir 7y indisi vardir.

1 > 19 i¢in,

v

s, () = F ()| = | (t,) = f (L) (1)

> 2e0— €0 =¢g

Fou, (81) = £ (L)]

elde ederiz. §imdi bir z = (u;) dizisini

try 5 J = N,

Uj:

ile tanimlayalim. O halde limu; = L oldugu aciktir.
j

[F (2) dizisinin indisleri N \ (ny,) de olan altdizileri f (L) degerine yakinsiyor , fakat
( fo, (unk,>> = ( o, (%)) alt dizisi (1) den dolay1 f (L) degeine yakinsamiyor.
Bu ise I nin konservatif olmasi ile geligir. O halde [a, 0] tizerinde F dizisi f fonksiyo-

nuna diizgiin yakinsaktir.



(i) = (4) :

F | [a,b] iizerinde siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun. (fx) = f
oldugundan her € > 0 i¢in yle bir ny; = n; (¢) vardir ki her £ > ny ve her t € [a, 0]
icin,

fe®) = F O] <5

saglanir. Simdi x = (t) , [a, b] araliginda yakinsak bir dizi olsun. Her £ > 0 igin
li]£n ty, = to ise f siirekli oldugundan lim f(tx) = f(t9) gergeklenir. O halde her ¢ > 0

i¢in bir ny = ny (€) vardir dyle ki k > ny igin,

£ () = £ ()] < 5

saglanir. Boylece ng = maks {ni,ns} dersek her k > nq igin

[fe (te) = f (o)l < [ (te) = f () + | (8) — f (t0)]

< ¢
gercgeklenir. Bu ise liin fr (tx) = f (to) oldugunu goterir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.2.1 tarafindan kapsanan agsagidaki teorem, klasik analizde sikca kullandigi-
miz “Kapali bir aralikta siirekli bir fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsak olmasi
halinde limit fonksiyonu da bu kapali aralikta siireklidir (Rudin 1953)” teoreminin

tamamlayicist olarak da diigiiniilebilir.

Teorem.2.2.2. F = (f;) fonkiyon dizisi [a,b] kapali arahiginda (veya R deki her
kapali aralikta) f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun. f fonksiyonunun [a,b] de
(veya R de) siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart ' dizisinin [a, b] de (veya R de)

konservatif olmasidir (Kolk 1999) .

Sonug.2.2.1. F = (f;) , R de tamimh fonksiyonlarin bir dizisi olsun. O halde F

fonksiyon dizisinin , R iizerinde konservatif olmasi i¢in gerek ve yeter sart I fonksiyon

10



dizisinin [a,b] C R iizerinde siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olmasidir

(Kolk 1999) .
Simdi fonksiyon dizilerinin regiilerligini inceleyelim.

F . [a,b] {izerinde regiiler ise her ¢ € [a,b] igin lilzn fr (t) =t olur. Teorem.2.2.1 de

(1) = (i) nin ispatinda f (t) = ¢ alirsak agagidaki sonuglar elde ederiz.

Teorem.2.2.3. F = (f;) , [a,b] C R kapal araliginda taniml fonksiyonlarin bir
dizisi olsun. O halde F fonkiyon dizisinin [a, b] iizerinde regiiler olmasi igin gerek ve
yeter sart F dizisinin [a, b] iizerinde f (t) = t fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasidir

(Kolk 1999) .

Sonug.2.2.2. F = (f;) , R de taniml fonksiyonlarin bir dizisi olsun. O halde F
fonkiyon dizisinin R iizerinde regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart F fonksiyon
dizisinin [a,b] C R iizerinde f(¢) = t fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasidir

(Kolk 1999) .

Agagidaki verilen ornekte kolayca goriiliiyor ki Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2 de
her bir f; siirekli olmayabilir ve Sonug 2.2.17 in ikinci kismuinda [a, b] yerine tiim R

yazilamaz.

1, t=k
0,t4k

Ornek.2.2.1. f, (1) =

fonksiyon dizisinde her bir f; siireksiz olup her [a, b] kapal araligy igin  f; () =2 0

oldugu kolayca goriilebilir.

O halde F = (fy) konservatiftir fakat regiiler degildir.
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3. ISTATISTIKSEL YAKINSAK FONKSIiYON DiZiLERi

Bu boliimde o6nce istatistiksel yakinsakligi ve p—istatistiksel yakinsakligi tanitip

sonra istatistiksel yakinsak fonksiyon dizilerini inceleyecegiz.
3.1 Istatistiksel Yakinsaklik

N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere bir A C N altkiimesi verilsin ve

{k <n:ke A} kiimesi 4, ile, A kiimesinin eleman sayis1 da | A| ile gosterilsin.

Tamim.3.1.1. Bir A C N altkiimesi i¢in lim2 |A,,| limiti mevcut ise bu limit degeri-
ne A kiimesinin “yogunlugu” (veya‘“dogal yogunlugu”) denir. 6 (A) ile gosterilir.
Ayrica (a,) pozitif tamsayilarin bir dizisi ve A = {a, : n € N} olmak iizere 6 (A)

mevcut ise ¢ (4) = lim* ile verilir (Niven and Zucker man 1980) .

Ornegin;

dN)=1,6({m*:meN}) =0,6({m* . meN}) =L 6({2m+1:meN}) =1
oldugu kolaylikla goriilebilir. A asal sayilarin olusturdugu bir kiime olsun; n den
kiigiik yada esit olan asal sayillarinin sayis1 - den kiigiik veya esit olacagindan
d(A) = lirILn% H{k <n:kasal}| < lign%ﬁ = 0 olup § (A) = 0 elde edilir. Hatta
dogal sayilarin her bir sonlu alt kiimesi de sifir yogunlukludur. Ayricad (AU A°) =1

gerceklenir.
Simdi istatistiksel yakinsaklik tanimini verelim.

Tanim.3.1.2. = = (zy) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0
icin 6 ({k : |zx — L| > €}) = 0 olacak sekilde bir L sayis1 varsa, bu durumda x dizisi
L sayisia “istatistiksel yakimsaktir” denir ve x, — L (stat) veya st — liinxk =1L

seklinde gosterilir (Salat 1980) .

Istatistiksel yakinsaklik tanimindan da anlagilacag iizere, eger x dizisi bir L sayisina
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istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir € > 0 komgulugunda
dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken bu konsulugun disinda da , indis kiimesinin
yogunlugu sifir olmak kosuluyla, yine diziye ait sonsuz ¢oklukta terim bulunabilir.
Bu durum istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha genel
oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla yakinsak dizilerin uzayini c ile ve istatistiksel
yakinsak diziler uzaymi da st ile gosterecek olursak, bu durumda ¢ C st oldugu
kolayca goriiliir. Asagidaki 6rnek bu kapsamanin kargitinin dogru olamayacagini

gostermektedir.

Ornek.3.1.1. = = (z,) dizisinin genel terimi

1; k=m?

0; k#m?

T =

seklinde tanmimlansin. Bu durumda tanim.3.1.2 uyarinca st — liinxk = 0 olur. Fakat

buradaki z dizisi klasik anlamda yakinsak degildir.

Hatta yakinsak her dizi sinirhdir fakat istatistiksel yakinsak dizilerin sinirli olmasi

gerekmez.

Ornek.3.1.2. x = (z;,) dizisinin genel terimi

Vi k=m?
0; k+#m?

T —

seklinde tanimlansin. Bu durumda yine st — liina:k = 0 olmasina ragmen =z dizisi

istten smirsizdir.
Teorem.3.1.1. Bir x = (x;) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter kogul 0 {n;; k € N} =1 ve lilgnxnk = L olacak sekilde en az bir

(ng) indis dizisinin mevcut olmasidir (Salat 1980, Fridy 1985, Connor 1988).
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O halde Teorem.3.1.1 den st — liinmk = L olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her £ > 0
icin 6 (K) = 1 olacak gekilde yle bir K C N altkiimesi ve ng = ng(¢) € N sayist
vardirki n > ng olacak sekilde her n € K igin |z, — L| < € saglanir. Kisacasi sifir
yogunluklu indis kiimesi diginda (bir yogunluklu indis kiimesi iizerinde) = dizisi L
degerine klasik anlamda yakinsak ise bu durumda x dizisi bir L degerine istatistiksel

yakinsaktir.

Eger 0 (k € N: P (k) gegerli degil) = 0 ise bu durumda P (k) hemen her k igin

gecerlidir denir ve kisaca “h.h.k” yazilir.

Dolayisiyla yukaridaki diisiinceleri de kullanirsak sunu yazabiliriz: “Bir x = (xy)
dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul € > 0

verildiginde h.h.k i¢in |z, — L| < ¢ olmasidir.”
Teorem.3.1.2. Istatistiksel yakinsak bir dizinin limiti bir tektir.

Ispat: z = (x;) dizisinin L ve Ly sayilarina istatistiksel yakinsadigim kabul edelim.
O halde her € > 0 verildiginde en az bir A C N kiimesi ve ng (¢) sayist bulabiliriz
oyle ki 0 (A) = 1 ve her k > ng(e) ve k € Aicin |z, — Ly| < § saglanir. Aym
zamanda bir B C N kiimesi ve n; (¢) sayist vardir dyle ki 6 (B) = 1 ve her k > n4 (¢)
ve k € B igin |1, — Ly| < § saglanir. ny () sayisii ng (€) = maks {ng (¢),n1 (€)}

alirsak 0 (AN B) = 1 olmak tizere her k > ny (¢) ve k € AN B igin

Li— Lo| < |Ly— 24| + |La — 24

< €+€_€
- 2 2

saglanir. Buradan |L; — Ls| = 0 bulunur. Béylece L; = Ly olup ispat tamamlanir.
3.2 Istatistiksel Cauchy Dizisi

Klasik analizde bildigimiz klasik anlamda “ Cauchy Dizisi” kavraminin istatistiksel
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benzeri de 1985 yilinda Fridy tarafindan agagidaki gibi tanimlanmigtir.

Tanim.3.2.1. = = () reel veya kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0
icin

1
lim—{k <n:lzy—an| >} =0
non

olacak sekilde bir N = N (g) sayist mevcut ise bu durumda x dizisine “Istatistiksel

Cauchy Dizisi” denir (Fridy 1985).

Tanim 3.2.1 uyarinca bir z dizisi istatistiksel Cauchy dizisi ise bu durumda her € > 0

icin h.h.k igin |z — xy| < & gerceklenecek bigimde bir N = N () sayisi vardur.

Boylece istatistiksel yakinsaklik i¢in bir bagka karakterizasyon asagidaki gibi veril-

mistir.

Teorem.3.2.1. Bir z = (x}) dizisi i¢in agagidaki énermeler denktir.

(1) x dizisi istatistiksel yakinsaktr.

(1) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

(737) h.h.k igin 2}, = . olacak sekilde yakinsak bir y = (y,) dizisi vardir (Fridy 1985) .
3.3 u—Istatistiksel ve y—Yogunlukta Yakimsaklik

Connor 1990 yilindaki galigmasinda yogunluk kavramin “olgii” kavrami ile degisti-
rerek istatistiksel yakinsakligin bir geniglemesini vermigtir. Burada alinan p yogun-
lugu N uzaymin altkiimelerinin bir I' cebiri {izerinde tanimli, sonlu toplamsal bir
kiime fonksiyonu olup;

(1) A sonlu ise p(A) =0

(i) p(N) =1
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(1ii) AC Bve u(B)=01ise u(A) =0
ozelliklerini gercekler.

Yukaridaki gekilde tamiml [0, 1] araliginda degerler alan bu p—yogunluguna bundan
sonra Ol¢ii adi verilecektir. Fakat bu kavramin bilinen anlamdaki olgiiden farkh

olduguna dikkat edilmelidir.
Tanim.3.3.1. ( p — yogunlukta yakinsaklk)

Bir x = (z,,) dizisinin bir L sayisina p — yogunlukta yakinsak olmasi icin gerek
ve yeter kogul p (A) = 1 ve x dizisi L degerine A kiimesi boyunca yakinsak olacak
bigimde bir A € T" kiimesinin mevcut olmasidir ve 2, — L ( u — yogunluk) seklinde
gosterilir. Burada z dizisinin A kiimesi boyunca L degerine yakinsak olmasi; her
e > 0igin her k € A ve k > N (¢) olmak iizere |z, — L| < € olacak bigimde bir N (¢)

say1sinin mevcut olmasidir (Connor1990) .
Tanim.3.3.2. ( p — istatistiksel yakinsaklik)

Bir « = (z,,) dizisinin bir L sayisina p — istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve
yeter sart her e > 0 igin pu ({k : |zx — L| > €}) = 0 olmasidir ve kisaca

st,, — lilgnxk = L seklinde gosterilir (Connor1990) .

Sonsuz matrisler yardimiyla yukaridaki 6zellikleri gercekleyen sonlu toplamsal bir
olcii olusturmak miimkiindiir. Bunu verebilmek i¢in 6nce bazi kavramlar:r hatir-

latalim.
A = (ay) sonsuz bir matris olsun. Eger A matrisi tiim yakinsak dizileri, limitleri ko-

ruyarak yine yakinsak bir diziye doniigtiiriiyor ise bu matrise “regiiler matris” denir

ve regiiler matrisler agagidaki Silverman-Toeplitz teoremi ile karakterize edilirler.
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(Silverman — Toeplitz Teoremi) : Bir A = (an;) matrisinin regiiler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
i. [|All = sup 3 |ank| < o0
n k=1

it. lima,, = 0 (her k igin)

o0
iti. im Y (an,) =1
" ok=1

kosullarinin saglanmasidir.

Simdi T = (t,, ) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her n € N ve bir A C N

icin p,, (A) = > t,, x4 (k) olmak iizere
k=1

r= {A CN: liyrlnun (A) =0 veya lirlln,un (A) = 1} seklinde alinsin.Ayrica

pp o I — [0, 1] fonksiyonunu pp (4) = lirrln,un (A) = lirrln > tn,. x4 (k) olacak sekilde
tamimlayalim. Bu durumda p; ve I' yukaridaki tanimlarin kosullarim saglar. Eger
T yerine C; Cesaro matrisi alinirsa bu durumda istatistiksel yakinsaklik tanimi elde

edilir.

Teorem.3.3.1. Bir dizi y — yogunlukta yakinsak ise p—istatistiksel yakinsaktir
(Connor 1990) .

Ispat: z;, — (1 — yogunluk) olsun. Bu durumda p (A) = 1 ve (z — ")y, € Coola-
cak gekilde bir A € I" kiimesi mevcuttur. O haldehere > Oigin{k € A : |zp — 7| > £}

kiimesi sonludur. Buradan p{k € A: |z, —r| > e} = 0 elde edilir. Ayrica

C = H{k:i|lap—r|>et={keA:|xy—r|>ctU{kec A |z —71| > ¢}

C {k€A:|xpy—r|>ec}UA°

esitsizliginden

p(C) <pf{keA:|o,—r|ze}+p{A% (2)
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bulunur. (2) esitsizliginde sag taraf sifira esit oldugundan p (C) = 0 bulunur. Bu-

radan € keyfi oldugundan st,, — liinxk = r elde edilir.

Bu teoremin kargiti her zaman dogru degildir. Bu yeter sartin nezaman gercek-

lenecegi agsagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem.3.3.2. 1 — yogunlukta yakinsaklik ile p—istatistiksel yakinsaklikligin bir-
birlerine denk olmasi i¢in, p 6lgiisii, sifir 6lgiilii kiimeler icin toplamsal ¢zellige sahip

olmalidir (Connor 1990) .

Tanim.3.3.3. {A;}, . C I sifir 6lciilii kiimelerin bir koleksiyonu verildiginde herbir
i € Nicin |[A; A Bi] < o00,B=JB; € I' ve u(B) = 0 kogullari1 gercekleyen bir
{Bi},en € T koleksiyonu mevcut ise bu durumda j 6lcii fonksiyonuna “sifir 6lgiilii
kiimeler icin toplamsal 6zellige sahiptir” denir. Burada A sembolii simetrik fark:

gostermektedir (Connor 1990) .

Teorem.3.3.3. p olciisii, sifir olgiilii kiimeler icin toplamsal 6zellige sahip olsun.
Eger ("), pu — yogunlukta yakinsak dizilerin sayilabilir bir koleksiyonu ise bu du-
rumda 4 ({A(n) : n € N}) = 1 ve her bir r € N igin limaf,, limiti mevcut olacak

sekilde bir A : N — N dizisi vardir (Connor 1992).

Istatistiksel Cauchy dizisi kavramindaki benzer diisiince kullanilarak asagidaki tanim

ve teorem verilmigtir.
Tanim.3.3.4. Her ¢ > 0 igin p{k : |z — x,| > €} = 0 olacak sekilde bir n = n (¢)
sayist varsa, bu durumda x = (xj) reel terimli dizisine “u — Cauchy dizisi” adi

verilir (Connor 1992) .

Teorem.3.3.4. Bir x dizisinin p—istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter

sart u — Cauchy dizisi olmasidir (Connor 1992) .
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3.4 y—Istatistiksel ve y—Yogunlukta Yakimsak Fonksiyon Dizileri

Bu kisimda 1 —yogunlukta yakinsaklik ve u—istatistiksel yakinsaklik kavramlarini

reel sayillarin bir D altkiimesi iizerinde taniml fonksiyon dizilerine aktaracagiz.

D C R ve (f,), D iizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

Tanmim.3.4.1. (u — yogunlukta noktasal yakinsaklik)

(fn) dizisinin f : D — R fonksiyonuna D iizerinde u— yogunlukta noktasal yakin-
sak olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ > 0 ve her x € D igcinn > ng ve n € K,
oldugunda | f,(z) — f(x) |< e olacak gekilde u(K,) = 1 ozelligine sahip bir K, € I'
altkiimesi ve bir ng = ng(e, z) € K, sayisinin mevcut olmasidir ve kisaca

fn — f(p — yogunluk) ile gosterilir (Duman and Orhan 2001) .

Tanim.3.4.2. (u — yogunlukta diizgiin yakinsaklik)

(fn) dizisinin f : D — R fonksiyonuna D iizerinde p—yogunlukta diizgiin yakimsak
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her € > 0 igin n > ng ve n € K oldugunda her z € D
icin | f,.(z)— f(z) |< € olacak gekilde u(K') = 1 zelligine sahip bir K € I' altkiimesi
ve bir ng=ny(e) € K sayisimin mevcut olmasidir ve kisaca f, = f(u — yogunluk)

seklinde gosterelir (Duman and Orhan 2001) .

Tanim.3.4.3. (u — istatistiksel noktasal yakinsaklik)

(fn) dizisinin f : D — R fonksiyonuna D {izerinde p—istatistiksel noktasal yakin-
sak olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ > 0 ve her x € D i¢in

p{n:| fu(x) — f(z) |> €}) = 0 olmasidir ve kisaca f, — f(u — stat) seklinde
gosterelir (Duman and Orhan 2001) .
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Tamim.3.4.4. (u — istatistiksel diizgiin yakinsaklik)

(fn), D iizerinde tanimh sinirh fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger

Sty — liTILn | fn — fHB(D) =0

ise, bu durumda (f,,) dizisi f : D — R fonksiyonuna D iizerinde “u — istatistiksel

diizgiin yakinsaktir” denir (Duman and Orhan 2001) .

Bu durumda f,, = f(u— stat) yazacagiz. Yani; D iizerinde f,, = f(u — stat) olmasi

icin gerek ve yeter kosul st, —lim(sup | f,(x) — f(z) |) = 0 olmasidur.
" zeD

Buradaki ||-[| g pynormu, D tizerindeki sirh fonksiyonlarn uzay1 olan B(D) tizerin-

deki aligilmig supremum normudur.

Tanimlardan goriildiigii gibi, D iizerinde u—yogunlukta noktasal yakinsak her fonk-
siyon dizisi u—istatistiksel noktasal yakinsaktir, ayrica sinirli fonksiyonlar icin

p—yogunlukta diizgiin yakinsak her fonksiyon dizisi de p—istatistiksel diizgiin yakin-
saktir. Eger p olciisii sifir 6lciilii kiimeler i¢in toplamsal ozellige sahip ise, bu du-
rumda Teorem 3.3.2 uyarinca p—yogunlukta diizgiin yakinsaklik ile p—istatistiksel

diizgiin yakinsaklik denk olacaktir.

Teorem.2.1.2 ile verilen, elemanlar1 bir D C R bolgesinde siirekli olan fonksiyonlar
dizisinin diizgiin yakinsadigi limit fonksiyonunun da D {izerinde siirekli olmasi, klasik
analizde iyi bilinen bir sonuctur. Simdi asagida elde edecegimiz teorem, bu sonucun

p—yogunluk anlaminda bir geniglemesini vermektedir.
Teorem.3.4.1. Her bir n i¢in f,, fonksiyonlar1 bir D C R tizerinde siirekli olsun.

Eger D iizerinde f,, = f(u—yogunluk) ise, bu durumda f fonksiyonu da D iizerinde
stireklidir(Duman and Orhan 2001) .
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Ispat: D iizerinde f, = f(u—yogunluk) olsun bu durumda her ¢ > 0 icin u(K) = 1
ozelligine sahip bir K € I' altkiimesi ve bir ng = ng(e) € K sayisi vardir dyle ki her
bir z € D ve n > ng olacak sekildeki her n € K igin | f,(x) — f(z) | < 5 gergeklenir.
Hipotezden her n i¢in f,, fonksiyonlar: bir D C R {izerinde siirekli oldugundan f,,
fonksiyonu bir ¢y € D noktasinda siirekli olup en az bir > 0 sayis1t mevcuttur, dyle
ki her bir z € D i¢in | z — 20 |< § oldugunda | fy,(z) — fu,(70) |< § gergeklenir.

Simdi | x — g |< § kogulunu saglayan D deki tiim x elemanlari igin,

| (@) = f@o) | < [ F(@) = fao (@) [+ [ o (@) = fug (0) [ + [ Fo(20) — f(0) |

< €

elde edilir. Burada zy € D keyfi oldugundan, f fonksiyonu D iizerinde siireklidir ki

bu da istenilen sonuctur.
Teorem 3.4.1°in bir sonucu olarak ise agsagidakini elde ederiz.

Sonuc.3.4.1. Her bir n i¢in f,, fonksiyonu bir D C R altkiimesi {izerinde siirekli ve
w olgiisii sifir olgiilii kiimeler igin toplamsal 6zellige sahip olsun. Eger D iizerinde

fn = f(1 — stat) ise, bu durumda f fonksiyonu D iizerinde siireklidir.

Asagidaki 6rnek hem Teorem 3.4.1’in hem de Sonug 3.4.1.’in kargitlarinin her zaman

icin dogru olmayacagini gostermektedir.

Ornek.3.4.1. K €T altkiimesi p(K) = 1 kosulunu gerceklesin. Her bir n € N i¢in
fn :[0,1] — R fonksiyonu

folx) = 1 ;n¢Kise

2nx . :
Ton222) TLEKISG

seklinde tamimlansin. Bu durumda [0, 1] iizerinde f,, — f = 0(u — yogunluk) olur.
O halde f,, — f = 0(p— stat) bulunur. Her bir f,, ve f fonksiyonlari [0, 1] iizerinde

stirekli olmalarina ragmen, ¢, = grialif | folz) = f(z) |=1 ve
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st, —lime, = 1 # 0 oldugundan Tamm 3.4.4 uyarimnca ( f,,) dizisinin [0, 1] tizerindeki

p—istatistiksel noktasal yakinsaklig1 “diizgiin” olamaz.

Analizdeki bir diger snemli sonug olan ve Teorem 2.1.3 ile verdigimiz Dini teoreminin

p—istatistiksel benzerini su sekilde elde edebiliriz:

Teorem.3.4.2. p olgiisii sifir olgiilii kiimeler icin toplamsal 6zellige sahip ve (f,,),
reel sayilarin kompakt bir D altkiimesi iizerinde siirekli ve monoton azalan fonksi-
yonlarin bir dizisi olsun. Ayrica D iizerinde f,, — f(u— stat) olacak sekilde siirekli
bir f fonksiyonu mevcut olsun. Bu durumda D iizerinde f,, = f(u—stat) gergeklenir

(Duman and Orhan 2001) .

Ispat: g,(z) = f.(z) — f(z) yazahm. Hipotezden D iizerinde her bir g, fonksiyonu
stirekli, monoton azalandir ve g, — 0(u — stat) gergeklenir ayn1 zamanda p 6lgiisii
sifir olciilii kiimeler i¢in toplamsal 6zelligine sahip oldugundan

gn — 0(p — yogunluk) yazabiliriz. O halde her ¢ > 0 ve her bir x € D igin

pu(K,) = 1 ozelligine sahip bir K, € I' altkiimesi ve bir n, := n(e,z) € K, sayisi
mevcut, dyle ki n > n, kosulunu saglayan her n € K, i¢in 0 < gy, (z) < § gercek-
lenir. Diger taraftan g, fonksiyonu x € D noktasinda siirekli oldugundan, her € > 0
icin x elemanini igeren en az bir J(x) agik kiimesi vardir, dyle ki J(x) deki tiim

e

t ler igin | g, () — gn,(2) |< § olur. Simdi € > 0 sayisi verilsin. Bu durumda

monotonluktan dolayi, her ¢ € J(x) ve n > n, olacak sekildeki her n € K, icin

o
IA

In(t) < Gn, (t) = Gn,(t) = Gn, (:E) + 9n, (:E)
< 9. (t) = gn. () | + |gn, (2)]

9

A

elde edilir. D C UgepJ(x) olup D kiimesi kompakt oldugundan, Heine-Borel teoremi
uyarmca D kiimesi, D C J(x1) U J(xg) U ... U J(x,,) olacak sekilde sonlu bir acik
ortiiye sahiptir. Simdi K = K,, N K, N ... N K,,, ve N = maks{ng,, Ny, ..., Na,, }
dersek p(K) = 1 olmak iizere her t € D ve n > N olacak sekildeki her n € K i¢in
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0 < gu(t) < e bulunur. O halde D iizerinde g, = 0(u — yogunluk) olup bu ise

gn = 0(p — stat) olmasim gerektirir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.4 ile verdigimiz fonksiyon dizilerinin aligilmig anlamdaki diizgiin yakin-
sakligini karakterize eden teorem, Cauchy kriteri olarak bilinir. Siradaki teorem

pu—istatistiksel diizgiin yakinsaklik i¢in bir Cauchy kriteri vermektedir.

Teorem.3.4.3. (f,), D iizerinde siirh fonksiyonlarin bir dizisi ve de p 6lgiisii sifir
olgiilii kiimeler i¢in toplamsal 6zellige sahip olsun. Bu durumda D iizerinde (f,)
dizisinin p—istatistiksel diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul her € > 0
icin

“({n: ||f”_fn(€)HB(D) <5}):1 (3)

olacak gekilde bir n(e) € N sayisinin mevcut olmasidir.

Uyar:: (3) ozelligini saglayan ( f,,) dizisine “u—istatistiksel diizgiin Cauchy dizisi”

diyecegiz.

Ispat: Gereklilik. (f,) dizisinin D tizerinde tamml bir f fonksiyonuna p—istatistik-
sel diizgiin yakinsak oldugunu kabul edelim ve € > 0 sayis1 verilsin. Bu durumda
,u({n: | fn — f||B(D) < %}) = 1 saglanir. Simdi ||fn(€) — fHB < 5 olacak gekilde
bir n(c) € N says1 secelim. || f, — fn(s)HB < fu=flls+If = f"(E)HB esitsizligini
kullanarak y({n : H In = faee) H 5 < e}) = 1 elde ederiz. £ > 0 say1s1 keyfi oldugundan

(fn), D iizerinde p—istatistiksel diizgiin Cauchy dizisi olmak zorundadir.

Yeterlilik. (f,,) dizisinin D iizerinde p—istatistiksel diizgiin Cauchy dizisi oldugunu
kabul edelim. Ayrica x € D noktasini sabit tutalim. O halde her ¢ > 0 igin,
n({n:| fu(@) = fue(2) |< €}) = 1 olacak gekilde bir n(¢) € N sayis1 vardir. Boylece
{fn (z)} bir p—Cauchy dizisi olur. Teorem 3.3.4 uyarinca {f, (z)}, p—istatistiksel
yakinsaktir. O halde her bir x € D icin st,, — lim f,(x) = f(z) yani

p({n | fu(x) — f(z) |> €}) = 0 olacak bi¢imde D iizerinde taniml bir f fonksiyonu
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vardir. Buradan D iizerinde f,, — f(u — stat) elde edilir. Simdi bu p—istatistiksel
noktasal yakinsakligin p—istatistiksel diizgiin olacagim gosterecegiz. Ayni zamanda
p olgiisii, sifir slgiilii kiimeler igin toplamsal 6zellige sahip oldugundan p(K) = 1
kosulunu saglayan bir K € T" altkiimesi vardir, 6yle ki n > n(e) olacak sekildeki
her n € K igin ||fn — fn(E)HB(D) < 5 elde edilir. O halde her ¢ > 0 igin pu(K) =1
ozelligine sahip bir K € I" altkiimesi ve n(e) € N sayis1 mevcuttur, yle ki

m,n > n(e) olacak sekildeki her m,n € K ve her z € D icin | f.(z) — f(z) |< €
esitsizligi gerceklenir. Bu son yazdigimiz esitsizlikteki n’yi sabit tutarak m € K
indisleri iizerinden limit alirsak, her ¢ > 0 igin u(K) = 1 ozellikli bir K € T’
altkiimesi ve n(e) € N sayis1 vardir, 6yle ki n > ng olacak sekildeki her n € K ve her
z € Digin | f,(xz) — f(z) |< € bulunur. Buradan D iizerinde f,, = f(u — yogunluk)
olup bu ise f, = f(u — stat) olmasini gerektirir.

Bir fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsaklig1 altinda limit ile integral operatorlerinin
yer degistirebilecegini biliyoruz. Simdi p—istatistiksel diizgiin yakinsakligr kulla-

narak bu o6zelligin korunacagini gosteren agagidaki teoremi ispatsiz olarak verelim.

Teorem.3.4.4. p olgiisii sifir 6lciilii kiimeler icin toplamsal ¢zellige sahip olsun.
Eger [a,b] arahig iizerinde (f,) dizisi, bir f fonksiyonuna p—istatistiksel diizgiin
yakinsak ve (f,) fonksiyonlari [a,b] araligi iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar

ise, bu durumda f fonksiyonu da [a, b] iizerinde integrallenebilirdir. Ustelik,

b b b
st,, — lim/ fo(z)dx = / st, —lim f,(x)dx = / f(z)dz

esitligi gergeklenir (Duman and Orhan 2001) .

Teorem.3.4.5. p olgiisii sifir 6lciilii kiimeler icin toplamsal ¢zellige sahip olsun.
Ayrica her bir f, fonksiyonunun [a,b] iizerinde siirekli tiirevlere sahip oldugunu
kabul edelim. Eger [a,b] iizerinde f, — f(u — stat) ve f, = f(u — stat) ise, bu
durumda [a, b] tizerinde f, = f(u — stat) olur; burada f, [a,b] de tiirevlenebilir bir

fonksiyon olup f, = g gergeklenir (Duman and Orhan 2001) .
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3.5 u—Istatistiksel Yakinsakligi Koruyan Fonksiyon Dizileri

Kolk 1999 yilindaki ¢caligmasinda, yakinsakligi koruyan fonksiyon dizilerini gbzoniine
almigtir. Biz de bu boliimde p—istatistiksel limit operatorii yardimiyla Kolk’un
elde ettigi sonuclarin p—istatistiksel benzerlerini vererek p—istatistiksel yakinsak
fonksiyon dizilerinin p—istatistiksel limit fonksiyonlarimin siirekliligi icin dizisel bir

karakterizasyon elde edecegiz.

Tanim.3.5.1. D C R ve (f,), D iizerinde tamimh reel degerli fonksiyonlarin bir
dizisi olsun. Eger D deki p—istatistiksel yakinsak her bir x = (z,) dizisi i¢in
{fn(x,)} doniigiim dizisi de p—istatistiksel yakinsak ise, bu durumda ( f,,) dizisine D
tizerinde “u—istatistiksel yakinsakhigh koruyan” (veya “u—istatistiksel konservatif”)
fonksiyon dizisi ad1 verilir. Eger (f,,) aym zamanda p—istatistiksel yakinsak dizilerin
limit degerlerini de koruyorsa, bu durumda (f,,), D iizerinde “u—istatistiksel regiiler

fonksiyon dizisi” adim alir (Duman and Orhan 2001) .

Kolayca goriilebilir ki; (f,,), D iizerinde konservatif bir fonksiyon dizisi ise, bu du-
rumda p—istatistiksel konservatiftir. Fakat asagidaki 6rnek bu énermenin kargitinin

her zaman dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek.3.5.1. N \ K sonsuz elemanl ve u(K) = 1 olacak sekilde bir K € T

altkiimesi verilsin. Her bir n € N i¢in f,, : [0, 1] — R fonksiyonu

0; n e K ise
1; n¢ K ise

fn(x) =

ile tamimlansm. [0, 1] araliginda st, —limz = L olacak sekilde herhangi bir = = (x,,)
dizisi alahm. Bu durumda her ¢ > 0 igin p({n :| fu(z,) —0|>e}) = p(N\K) =0
oldugundan st, — lim f,(z,) = 0 bulunur. Dolayisiyla (f,,) dizisi [0,1] tizerinde

p—istatistiksel konservatiftir, fakat (f,,) dizisinin konservatif olmadig1 aciktir.
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Teorem.3.5.2. p olciisii, sifir olgiilii kiimeler i¢in toplamsal 6zellige sahip ve (f),
bir [a,b] C R kapali aralig) iizerinde tammh fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu
durumda ( f;) dizisinin [a, b] iizerinde p—istatistiksel konservatif olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul [a, b] iizerinde ( fx) dizisinin siirekli bir fonksiyona pu—istatistiksel diizgiin

yakinsak olmasidir (Duman and Orhan 2001) .

Ispat: Gereklilik. (f;) dizisi [a,b] tizerinde p—istatistiksel konservatif olsun. Her
bir t € [a,b] icin (ux) = (¢,t,...) dizisini segelim. st, — limu, = ¢ oldugundan
st,, — lim fj(ux) mevcut olup her ¢ € [a,b] icin st, — lim fi, () = f(¢) olacak sekilde
bir f fonksiyonu vardir. Iddia ediyoruz ki f fonksiyonu [a,b] iizerinde siireklidir.
Bunu gostermek icin f nin bir ¢y € [a, b] noktasinda siirekli olmadigini kabul edelim.
Bu durumda [a, b] araliginda lillfnuk =ty oldugunda lillcn f(ug) # f(to) olacak sekilde
bir (uy) dizisi vardir. Ayrica [a,b] tizerinde f, — f(u — stat) ve p olgiisii, sifir
olciilii kiimeler i¢in toplamsal 6zellige sahip oldugundan yine [a, b] iizerinde

fr — f(p — yogunluk) elde edilir.

Dolayisiyla her bir j igin {fi(u;) — f(u;)} — 0(p — yogunluk) olur. O halde
Teorem 3.3.3 uyarinca u({A(k) : £ € N}) =1 ve her bir j igin

1iiﬂ [faw (uy) — f(u;)] =0

olacak sekilde bir A : N — N dizisi mevcuttur. Simdi kosegenlestirme metodunu
(Bartle 1964) kullanarak u({n;:k € N}) =1 ve lilgn [fr, (ur) — fug)] = 0 olacak

bigimde bir (ny) indis dizisi segebiliriz . Simdi bir x = (¢;) dizisi

to; i = ny ve 1 tek ise
i =19 wug; 1 =ny ve icift ise

0 ; diger durumlarda

ile tamimlayalim. O halde ¢, — to(1t — yogunluk) olup buradan st, — limt; = tg
elde edilir. Fakat i = n;, ve i tek oldugunda liin I (to) = f(to) ve ayrica i = ny ve

i ¢ift ise lilgnfnk(uk) = lilgn [ (u) — flug)] + lilgnf(uk) # f(to) bulunur. Buna gore
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{fi(t;)} dizisi, farkl iki limit degerine yakinsayan ve indis kiimeleri pozitif sl¢iilii iki
ayrik alt diziye sahip oldugundan p—yogunlukta yakinsak degildir. g, sifir olgiilii
kiimeler igin toplamsal 6zellikli oldugundan { f;(t;)} , u—istatistiksel yakinsak da ola-
maz. Bu da (f;) dizisinin p—istatistiksel konservatif olmasi ile geligir. Dolayisiyla
f, [a,b] tizerinde siirekli olmak zorundadir. Simdi [a,b] iizerinde f, = f(u — stat)
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki (f) dizisi f ye u—istatistiksel diizgiin yakin-
sak olmasin. Bu durumda (f;) dizisi f ye [a,b] iizerinde p—yogunlukta diizgiin
yakinsak da olamaz. Bu nedenle p({ny : k € N}) = 1 6zelligine sahip keyfi bir (ny)
indis dizisi i¢in £ € N olmak iizere | f,, (tx) — f(tx) |> 20 olacak sekilde bir g > 0
say1st ve ty € [a,b] sayilar vardir. () dizisi siuirh oldugundan (t;,) yakinsak alt-
dizisine sahiptir. Bu limit degerine o diyelim. Bu alt dizi p—istatistiksel yakinsak
olmak zorundadir. O halde st,, — ligntki = « olur. f fonksiyonu siirekli oldugundan
lignf(tki) = f(«) olur. Boylece i > ig i¢in | f(tr,) — f(a) |< g olacak gekilde bir g

indisi vardir. Aymi ¢ ler i¢in

| o, () = F(@) [Z] f, (k) = F () [Z] F () = f@) |2 €0 (4)

elde edilir.
Simdi (u;) dizisini

a; j =ny, ve j tek ise
uj = tg,; © = ny, ve jcift ise

0 ; diger durumlarda

ile tanimlayalim. Bu durumda u; — a(u — yogunluk) olup bu da st, —limu; = «
olmasini gerektirir. Fakat j = ng, ve j tek oldugunda lign fay, (@) = f(a) ve ayrica
Jj = ng, ve j ¢ift oldugunda ise (4) uyarinca lizm foi, (tr;) # f(a) dir. Buna gore
{fi(u;)} dizisi farkh iki limit degerine yakinsayan indis kiimeleri pozitif ¢lgiilii ki
ayrik altdiziye sahip oldugundan p—yogunlukta yakinsak degildir ve dolayisiyla

p—istatistiksel yainsak da olamaz. Bu durum (f;) dizisinin p—istatistiksel kon-
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servatif olmasiyla geligir. Dolayisiyla [a, b] tizerinde (fy) dizisi f ye pu—istatistiksel

diizgiin yakinsaktir.

Yeterlilik. [a, b] tizerinde f, = f(u— stat) olacak sekilde siirekli bir f fonksiyonunun
mevcut oldugunu kabul edelim ve st, — lim x,, = z olacak sekilde terimleri [a, b] a-
raliginda bulunan bir x = (z,,) dizisi alahm. g 6lgiisii, sifir 6lgiilii kiimeler igin
toplamsal 6zellige sahip oldugundan =, — xo(u — yogunluk) olur.

O halde hinflfnk = x9 ve p({ny : k € N}) = 1 kosullarim gergekleyen bir (ny) indis
dizisi mevcuttur. f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli oldugundan liin f(zn,) = f(xo)
gergeklenir. Buradan f(z,) — f(zo) (u — yogunluk) elde edilir. Simdi & > 0
verilsin. Bu durumda p(K;) = 1 6zelligine sahip bir K; € I' altkiimesi vardir, 6yle
ki n > n; olacak sekildeki her n € K icin | f(x,) — f(20) [< § gergeklenir. Ayrica p
olciisti, sifir olciilii kiimeler icin toplamsal 6zellige sahip oldugundan p—istatistiksel
diizgiin yakinsaklik ile p—yogunlukta diizgiin yakinsaklik denktir.

Boylece u(K3) = 1 ozelligine sahip bir Ky € T" altkiimesi ve n € K5 sayisi vardir,
oyle ki her ¢ € [a, b] ve n > ny ozellikli her n € Ky igin | f,.(t) — f(t) |< § gergeklenir.
N = maks{ny,ne} ve K := K; N Ky alahm. Bu durumda u(K) = 1 olup t = z,
alarak n > N olacak gekildeki her n € K igin

| fulwn) = [ (o) <[ fulwn) = flaa) | + ] f(2n) = flwo) [< €

elde ederiz.
Buradan f,(z,) — f(z0) (1 —yogunluk) ve boylece st, —limf, (z,) = f(zo) olmak

zorundadir ki bu da ispati tamamlar.
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Teorem.3.5.3.  olgiisii, sifir 6lgiilii kiimeler i¢in toplamsal 6zellige sahip ve [a, b]
tizerinde f,, = f(u—stat) olsun. Bu durumda |[a, b] tizerinde f fonksiyonunun siirekli
olmas icin gerek ve yeter kosul (f,,) dizisinin p—istatistiksel konservatif olmasidir

(Duman and Orhan 2001) .

Simdi fonksiyon dizilerinin p—istatistiksel regiilerligini inceleyelim. Eger (fy) dizisi
la, b] tizerinde p—istatistiksel regiiler ise her t € [a, ] icin st, — lilgn fx (t) = t olur.

Boylece Teorem 3.4.2 de f (t) = t alarak agagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem.3.5.4. p olgiisii, sifir 6l¢iilii kiimeler igin toplamsal ézellige sahip ve (f),
[a,b] C R kapal araliginda tanmimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu durumda
(fx) dizisinin [a, b] tizerinde p—istatistiksel regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
[a, b] tizerinde (fy) dizisinin f () = ¢ ile tammmlanan f fonksiyonuna p—istatistiksel

diizgiin yakinsak olmasidir (Duman and Orhan 2001) .
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4. I'YAKINSAK FONKSIiYON DiZiLERIi

Bu boliimde elde edilen sonuglar, bir oénceki boliimde elde edilen bazi sonuglarin

genisletilmesidir.
4.1 I-Yakinsaklik
Oncelikle yogunluk ve ideal kavramlarin hatirlatalim.

N ={1,2,3,...} olsun. A C Nve j € N olmak iizere d; (A) = %|{l{; <j:keA}
olsun. Eger 6 (4) = limd, (A) limiti mevcut ise bu limit degerine A kiimesinin

yogunlugu denildigini biliyoruz.

I C P(N) olsun. Eger

i.0el

. A Bel = AUBel

. AeIve BC A= B¢l

ise I kiimesine bir ideal denir (Kostyrko et al. 2000). O halde

Ii={ACN:5(A) =0}

olmak iizere I;, N kiimesinin altkiimelerinin olugturdugu bir idealdir. P (N) den
farkl ve tek nokta ciimlelerini igeren ideale kabul edilebilir(admissible) ideal diye-

cegiz. Acikca goriiliiyor ki I; kabul edilebilir idealdir.

Tanim.4.1.1. [ kabul edilebilir ideal olsun ve (Y, p) metrik uzayim gozoniine
alalm. (y,) dizisinin y’ye I yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her ¢ > 0
icin {n € N: p(yn,y) > e} € I olmasidir ve y,, — y (I) seklinde gosterilir
(Balcerzak et al. 2007).

Eger I,N nin tiim sonlu altkiimelerinin ideali ise yukaridan klasik anlamda yakin-
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sakligi elde ederiz. Eger I = I; ise istatistiksel yakinsakligi elde ederiz. I kabul
edilebilir oldugundan 7, N kiimesinin tiim sonlu altkiimelerini icerir bundan dolay1

klasik anlamda yakinsaklik I yakinsakligi gerektirir.

4.2 I-Yakinsak Fonksiyon Dizileri

Bu kisimda I yakinsak fonksiyon dizilerini inceleyecegiz.

Tanim.4.2.1. (I noktasal yakinsaklik ve I diizgiin yakinsaklik)

I C P (N) kabul edilebilir ideal olsun ve (Y, p) metrik uzayimi alalm. X bos kiime-
den farkli olsun ve f : X — Y,n € Nigin f, : X — Y fonksiyonlar verilsin. (f,)
dizisinin f fonksiyonuna* I noktasal yakinsak” olmasi icin gerek ve yeter kogul her
z € X i¢in (Y, p) metriginde (f, (z)) — f(x) (I) olmasidir (Balcerzak et al. 2007).
Yani; f, — f(I) olmasi igin gerek ve yeter kosul her z € X ve her € > 0 igin en az

bir M € I vardir 6yle ki her n ¢ M oldugunda p (f,(z), f(z)) < € ger¢eklenmesidir.

(fn) dizisini f fonksiyonuna“ I diizgiin yakinsak” (f, = f (I)) olmasi igin gerek ve

yeter kogul ise her € > 0 i¢in en az bir M € I vardir 6yle ki her n ¢ M ve her x € X

icin p (fn(2), f(z)) < € saglanir.

fo= fU)ise f,, — f(I) saglamir. Asgagidaki sonug ise bunun kargitinin zel bir

durum igin gecerli oldugunu gosteriyor.

Teorem.4.2.1. I C P (N) kabul edilebilir ideal ve (X, o), (Y, p) metrik uzaylar ol-
sunlar. Her n € Ni¢in f,, : X — Y fonksiyonlar1 X iizerinde egsiirekli ve f : X — Y
fonksiyonu i¢in X iizerinde f,, — f (/) oldugunu varsayalim. Bu durumda f, X iiz-

erinde siirekli ayrica X kompakt ise f, = f (I) gergeklenir (Balcerzak et al. 2007).

Ispat: Once f fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. z, € X ve ¢ > 0

olsun.( f,,) fonksiyon dizisi egsiirekli oldugundan ¢ > 0 sayis1 vardir yle ki her n € N
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ve ¥ € B(x0,6) igin p(fu(2), fu(20)) < 5 saglamr. x € {B(x,d)} elemanim

sabitleyelim. f, — f (I) oldugundan, I daki

{neN:p(fuleo). f20)) 2 Sf U {n € N:p(fule). (@) 2 5 }

kiimsesi N kiimesinden farklidir. Dolayisiyla 6yle bir n € N vardir ki,

p (Falao). f(x0)) < 5 ve p(fula), f(x)) < 5

saglanir. O halde

p(fxo), f(2)) = p(f(w0), falwo)) + p (fulwo), fu(2)) + p (f(2), f(2))
< % + % + g =c

olup buradan f siireklidir.

Simdi f, = f (/) oldugunu gosterelim. ¢ > 0 olsun. X kompakt oldugundan X
tizerinde f fonksiyonu diizgiin siirekli ve f, fonksiyonlar1 egdiizgiin siireklidir. O
halde 6yle bir § > 0 secelim ki o (:c, :L") < & kosulunu saglayan herhangi z, 2" € X
icin p (fa(2), fu(z')) < £ ve p(f(x), f(z')) < £ olsun. X kompakt oldugundan
{B (2,0)},cx ortustinden sonlu bir B (z1,9) , ..., B (74, 6) alt ortiisii segebiliriz.

fn — f(I) oldugunu kullanarak M € I alalim yle ki her n ¢ M ve

her ¢ € {1,2,...,k} icin p (fu(2s), f(25)) < 5 olsun. n ¢ M ve z € X olsun, bazi
ie{l,2,...,k} icin x € B (x;,0) olur. Buradan

p(falz), f(@) < p(fal@), ful®:) + p (ful@i), [(2:) + p (f(2i), f(2))
e € €
< § —+ g -+ 5 =
olup X iizerinde f, = f (I) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Eger I = 1, ise — (I) ve = (I) sirasiyla noktasal ve diizgiin istatistiksel yakinsaklik

olarak okunur.
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Tanim.4.2.2. [ C P (N) kabul edilebilir ideal ve (X, o), (Y, p) metrik uzaylar ol-
sunlar ve f : X — Y, n € Nicin f, : X — Y fonksiyonlar: verilsin. (f,,) dizisinin
f fonksiyonuna“eg istatistiksel yakinsak” olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her € > 0
i¢in g;. : X — R ve z € X olmak iizere g;. () = d; ({n € N: p(fu(x), f(x)) > e})
fonksiyonlar: ile verilen (gjja)jeN dizisinin sifira X {izerinde diizgiin yakinsak ol-
masidir ve f,, — f(I) ile gosterilir. Yani; f, — f (I4) olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul her €,6 > 0 icin en az bir k € N sayis1 var ¢yle ki her j > k ve her x € X igin
di ({n € N: p(fu(x), f(x)) > e}) < 6 olmasidir. d; operatérii monoton oldugundan

e = ¢ alabiliriz.

Ornek.4.2.1. f:[0,1] — R ve f, : [0,1] — R fonksiyonlarm f (z) = 0,z € [0, 1]
ve fn =X (1 seklinde tamimlayalim. Bu durumda f, — f (1) fakat (f,,) dizisinin

f fonksiyonuna diizgiin istatistiksel yakinsak degildir.

Teorem.4.2.2. (X, 0), (Y, p) metrik uzaylar ve f : X — Y, n € N igin
fn+ X — Y fonksiyonlar: verilsin. zp € X elemanini sabitleyelim. Eger X {izerinde

fa = f (1) ve tiim f,, fonksiyonlar1 xq da siirekli ise f fonksiyonu da z( da siireklidir

(Balcerzak et al. 2007).

Ispat: ¢ > 0 olsun. f, — f(I;) oldugundan her 2 € X icin 6yle bir k € N say1s1
vardir ki di ({n € N: p(fu(z), f(z)) > £}) < & saglanr. 2 € X ve
E(x)={n<k:p(fu(z), f(z)) < £} alahm. di, P (N) de olasihk 6l¢iisii oldugun-
dan ve k nin segiminden her = € X igin dy (£ (x)) > % bulunur. fi, fo, ..., f fonksi-
yonlar1 zy noktasinda siirekli oldugundan = € B (z,0) ve her i € {1, ..., k} i¢in

p (fi(x), fi(wo)) < § olur. Biz her x € B (w0,9) i¢in p(f(z), f(20)) < € oldugunu
gosterecegiz. © € B (z0, ) noktasm sabitleyelim. di (E (z)) > 1 ve di (E (0)) > 3

oldugundan p € E (z) N E (z¢) buluruz. Boylece

p(f(2), f(z0)) < p(f(x), fo(x)) + p (fol), fp(20)) + p (fp(20), f(20))

< €
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bulunur ve boylece ispat tamamlanir.
Ornek.4.2.2. z € [0,1] i¢in f, (x) = 2™ olsun. (f,) fonksiyon dizisi 1 noktasinda

siireksiz olan f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. Dolayisiyla Teorem.4.2.1 den

fn = [ (I3) gergeklenmez.
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