T.C.
istanbul Universitesi
Sosyal Bilimler Enstitusu
Ekonometri Anabilim Dali

Yiuiksek Lisans Tezi

Matris Ayrisimi

Li Zhaoyang

2501010543

Tez Danigsmani: Yrd. Dog. Dr. Enis Siniksaran

istanbul 2006



(074

Matris ayrnisimi karmasik bir matrisi daha basit matrislerin ¢arpimina
dénustiiren bir yéntemdir. Ornegin Tekil deger Ayrisimi  (Singular Value
Decomposition — SVD), bir matrisi ortonormal bir matris, kdsegen bir matris ve
ortonormal bir matris olmak tzerine Gg¢ll bir carpima aynistiran bir algoritmadir. 1960
‘Il yillardan dnce sadece lineer sistem analizine uygulanmig olan matris ayrigsim, son
yillarda yazihm, elektronik sinyal filtrelemesi, matris transformasyonu ve regresyon
analizi gibi alanlarda da kullaniimaktadir. Tezde matris ayrigiminda en dnemli rolu
oynayan SVD, QR ve LU 'nun algoritmalari ve uygulama alanlari tanitiimaktadir.
Calismanin temel amaci ise SVD 'nin regresyon analizinde oynadigi rolin ayrintili
olarak tartisiimasidir. Tezdeki ispat ve uygulamalarda sadece reel sayilar

kullanilmaktadir.

ABSTRACT

Matrix factorization is the algorithm factorizing a matrix into the product of
several matrices with particular properties. For instance, with SVD algorithm, a
matrix can be factorized into the product of an orthonormal, a diagonal and another
orthonormal matrix, that magically facilitates our analysis involving this matrix.
Before 1960’s, matrix factorization was only used in the linear system analysis, but
in the last few decades the quickly developed algorithms of matrix factorizations
have been applied to solve a variety of problems, like the regression analysis and
information technologies. In this thesis, we are concerned with the theoretical
derivation of SVD, QR and LU decompositions of matrixes along with their
applications in the regression analysis. Here the primary goal we aspire to meet is to
present the magician roles of SVD in the regression analysis. And all discussions in

this thesis are confined to the real number realm.



ONSOz

Sayisal analizin (Numerical Analysis) en énemli amaglarindan biri, karmasik
bir matrisin yerine, bu matrisin  6zelliklerini tagiyan daha basit bir matrisin
incelenmesidir. Bu amaci yerine getiren en 6nemli yontem ise, matris ayrigimidir.

Calismada, matris ayrisimini en iyi temsil eden Gg algoritma — SVD, QR, LU ve
bunlarin regresyon analizindeki uygulamalari incelenmektedir.
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yaptigi dizeltmeleri igin de ¢ok tesekkir ederim. Ayrica tezimdeki Turkge ifadelerin
diizeltiimesinde yardimda bulunan Dr. Ferda Yerdelen ’e, Aras. Gor. Leyla isbilen 'e

ve arkadasim Mansur Ocakoglu ‘na da ¢ok tesekkir ederim.
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GIRIS

1960’h yillardan bu yana bir matrisi daha basit matrise dénistirebilmek icin
kullanilan matris ayrisimi, sayisal analizde hakim olan yontemlerinden biridir.

Matrisin ayrisiminda en ¢ok kullanilan algoritmalar ise SVD, QR ve LU
ayrisimi ; CS ayrigimi - QLP ayrisimi ; Pivoted QR ve Pivoted QLP ayrisimi ; URV
ve ULV ayrisimidir 2. Yapilan bu galismada, matris ayrisimlarindan en yaygin olan
u¢ algoritma SVD, QR ve LU ’nun teorileri ve regresyon analizinde uygulanmalari
yer almaktadir.

Ozellikle matris kdsegenlestirimesi ile siki bir iligkisi olan SVD , tim matris
ayrisim algoritmalarinin baginda gelerek ¢alismanin temelini olusturmaktadir.

Birinci bélimde, bir matrisin SVD ’sinin varliginin ispati ® ve regresyon
analizinde uygulamalari yer almaktadir. Bu bolimde SVD yénteminin hem bagimsiz

degiskenlerin aralarindaki c¢oklu dogrusalliklarin analizi i¢gin, hem de en kuguk

kareler (EKK) yodntemine bir alternatif olarak kullanabilecegine iliskin bulgular elde

A

edilmistir. Ayrica regresyon modelinin parametre tahmincisi f’ ya , SVD

uygulanmasi ile yeni bakig agilari sunulmaktadir.
Calismanin ikinci béliimiinde tezin diger bir konusu olan QR ayrigiminin ispati *

ve regresyon analizinde uygulamasi anlatimaktadir. Bu uygulamada QR
ayrisiminin bakigindan parametre tahmincisi ,@ ‘yi aciklamaktayiz.

Uglincii bélimde Gauss Eliminasyonu (Elimination) 'nun matematiksel olarak

! Stewart G.W, Matrix Algorithm, Volume | :Basic Decompositions, SIAM, 1998,s.73 — 77.

%2 a.g.e., 5.367 — 416.

* Bu ispat gercekten Wedderburn Rank — One Reduction temelli bir uygulanmadir. Bu
konudaki daha ayrintili bilgiler Chu Moody T (December 1995) 'te vardir. Ayrica benzer
bir ispat Golub Gene.H. (1996, s.55) ‘te de vardir.

‘ QR ayrisimi igin iki tane énemli yontem vardir.Birisi Klasik GramSchmid ortonormallestirme
yontemidir, digeri ise Householding Uggenlestirme yontemidir. Tezde Klasik Gram Schmidt
ortonormallestirme ydntemi kullaniimistir. Ayrintih bilgi icin bakiniz. Stewart G.W (1998,
Chap. 4).



LU ayrisimina denk oldugu goésterilmis ve LU ayrisimi turetilmesi ele alinmistir.
Ayrica QR ile LU ayrisimi arasindaki baglantlyr géstermek Uzere bir uygulama

yapilmigtir.



1. BOLUM
TEKIL DEGER AYRISIMI (SVD)

1.1 Tekil Deger Ayrigimi Kavrami

Matris ayrigsimlarindan en énemlisi olan Tekil Deger Ayrisiminin ispati ve Oz

Deger Ayrisimi ile arasindaki iliski bu kisimda tartigiimaktadir.

1.1.1 Oz Deger Ayrisimi

Tekil Deger Ayrisima (SVD) girmeden 6nce SVD '’ ye benzeyen bir ayrisim
olan Oz Deger Ayrisimini ( Eigen Value Decomposition-EVD) inceleyelim. Agagidaki

matris ve vektorler verilsin :

oy el
oy Yo
oo L]

Denklem (1.1) ve (1.2) ‘den denklem (1.3) U elde edebiliriz,

4 0
4 [pl pz] = [pl pz] {0 _J (1.3)
4 0 , N
[pl p2]= P, 0 —1 = 6. Dolayisi ile denklem (1.3)’ 4 agagidaki gibi

yeniden yazabiliriz :
A P=P6 (1.4)
P Dbir tekil matris olmadigi i¢in, denklem (1.4)'G asagidaki gibi yazabiliriz.

A=POP"' (1.5)



Denklem (1.5), 4 kare matrisinin 6z deger ayrisiminin (EVD) agiklanmasidir.”
Denklem (1.1) ve (1.2) 'yi saglayan 4 ve -1 ise, A matrisinin 6z degerleridir. Denklem
(1.4) ve (1.5) 'tekigibi, 4’nin 6z degerleri 4 ve -1 olusturduklarn 6 késegen matris
ise, 4’nin 6z degerler matrisidir.

Denklem (1.3) 'teki gibi, 4 'nin 6z degeri 4 ve -1’e kargilk gelen p, ve
p, vektoriiise, 4 matrisinin 6z vektorleridir. p, le p, vektdrinin olusturdugu P

matrisi, 4 'nin 6z vektor matrisidir.

Kompleks cisim tzerinde herhangi bir kare matrisin 6z degeri vardir. Fakat reel

cisim (zerinde her kare matrisin 6z degeri vardir diyemeyiz 2. Ornegin,

2 -5
L 2} 'nin reel 6z deg@eri yoktur.

Burada kare matrisin 6z degerinin tiiretiimesini inceleyelim. Oz degerin
turetilmesinde genel olarak matrisin 6z denklemini kullaniriz.

n mertebeli kare matris B asagidaki gibi olsun.

bll blZ : : bln
bZl b22

B =
_bnl an . . bnn a

A(y )=det(y 1-B)=0 denklemi, B’nin 6z denklemi olarak adlandirilir *. B ’'nin
6z denkleminin kokii y ise, B’nin 6z degeridir *. Aynica A(y)=det(y 1-B) ise,

B ’nin 6z polinomu olarak da adlandirilir. Burada B ’nin 6z polinomunu bulalm.

" EVD' nin ayrintilari igin bakiniz. Lipschutz Seymour, Lineer Cebir, Cev. Hilmi Hacisalihoglu,
Nobel Yayin Dagitim, Ankara, 1991, s.286.

2a.g.e., 5.284.

3a.g.e., s.281.

4 a.g.e., s.284.



A(y)=det(y I-B)

=y Zn:b“ by n-Z{bll by, N b, by . _{b(nlxnl) b(nl)n}
i=1 ' 21 bzz b31 b33 bn(nfl) b/m
b, b, b
b“ blz b13 b(n72)(n72) b(n72)(n71) b(n72)n
_7/ "3 2 2 B+ + b(nfl)(n72) b(nfl)(nfl) b(,,,]),,,
b31 b32 b33 bn(nfz) bn(nfl) blm
b11 b12 <o b1(n71) bzz bzs . . bZn
b21 bzz <o b2(n71) bzz b33 S b3n
Fyh S S
b(n71)1 b(nfl)z <o b(n—l)(nfl) bnz bn3 S bnn
+y Odet(B) (1.6)

Denklem (1.6) ’daki A(y )’nin son 6gesinin igareti ‘ + ’dir. n bir ¢ift sayi ise,
isareti ‘ +’ olur. n bir tek sayi ise, isareti ‘* —’ olur.

Denklem (1.6) su sekilde de 6zetlenebilir:

Ay)=y = y™ D det(B,,) , Yo D det(B,,,) _ Yo D det(B,,;) 4
..... Ty’ 2 det(B, ) 4 y°det (B) (1.7)

Burada B, , , B matrisinin kdsegenindeki 1 mertebeli kare altmatrisidir, yani

B’nin kosegeninin terimidir. B, ,ise, B matrisinin kogsegenindeki 2 mertebeli kare

altmatrisidir.

- 1 2 a11 alz . u .
Denklem (1.7) 'ye goére A4 = = 'nin 6z polinomu A(y)*
3 2 a, a

asagidaki gibi aciklanabilir,

all a12

Ay ) =y 2_7(‘111+a22)+ =72_37+('4)

2 dn



A ’'min 6z denklemi ise, A(y)*=y?-3y+(-4)=0 ‘dir. Dolayisi ile bu
denklemin iki kdkleri ¥ 1= 4 ve y,=-1, A matrisinin iki tane 6z degeridir.

i Ciy 2 =5 . ..
C = = ! 5 olsun, C’nin 6z denklemi ise:

c, ¢
Ay )™=y 2~y (C11+sz)+{ ! lz}=y2+1=0
a1 C»
Aciktir ki, A(y )™ =y2+1=0 ’In reel kokii yoktur. Bu yiizden reel cisim

Uzerinde C matrisinin 6z degerleri s6z konusu degildir.

Reel 6z degerlere sahip olan bir kare matrise denklem (1.5)’'deki gibi 6z deger
ayrisimi (EVD) uygulanabilecegi dusunulebilir. Fakat bir matrisin 6z degerlerinden
ikisi ayniysa ve de karsilik gelen iki tane 6z vektoru de ayniysa, o zaman 6z vektor
matrisi tekil olacagi igin tersi yoktur, dolayisi ile bu matris EVD ’ye ayristirimaz.

A

Ornegin, D = olsun, D’nin 6z denklem A(y )***=(1 —y)*=0

o o
o °o » ~
S o = O
= =)

dir. D’nin 4 tane 6z degerinin hepsi A olarak aynidir. Dolayisi ile D’nin 6z
vektor matrisi tekildir, D kare matrisi EVD ' ye ayristinimaz. Fakat herhangi
bir simetrik matris EVD 'ye aynstirilabilir ve 6z vektér matrisi de ortogonaldir®.

Ustelik ortogonal matris lineer cebir alanindaki aragtirmamiz igin ideal bir matristir.

. 1
Ornegin, £ ={

} olsun. E’nin 6z degerir =6, r = 1 dir, £’nin 6z vektor

I 2
matrisi ise { 5 1]dir ve bir ortogonal matristir.

o _ 1 276 o][1 2] ..
E’nin 6z deger ayrigimiise, £ = dir.
-2 1110 1][=-2 1

3 a.g.e., s.281.



Sadece E matrisi degil, her hangi bir simetrik matrisin 6z vektor matrisi bir
ortogonal matris olmak Uzere EVD 'ye aynigtirilabilir . Fakat simetrik olmayan bir
kare matris EVD ’'ye ayristinimasina ragmen, 6z vektor matrisi bir ortogonal
matris olmayabilir. Mesela, denklem (1.5) 'teki A, EVD ’ye ayristinimasina
ragmen 0z vektor matrisi V' bir ortogonal matris degil.

Kare yada dikddrtgen her tarli matris, simetrik matrisin EVD ’si gibi
aynistirilabilirse, regresyon analizinde kolaylik saglanabilecedi de dogal bir
distincedir. Bu didsunceyi gerceklestirmek igin  Tekil Deger Ayrisimina

basvurmamiz gerekmektedir.

1.1.2 . Tekil Deger Ayrisimi

Gegen kisimda kare matrisin 6z degder ayrisiminin Uzerinde tartistik, bu
kisimda simetrik matrisin EVD ’sine benzer bir matris ayrisimi olan tekil deger

ayrigimini (SVD) inceleyelim.

3.01 0.01 -299
X =1299 -0.01 -3.01
2.00 —-4.00 2.00

olsun. X matrisi asagidaki gibi ayristirilabilir :

3 0 -3 0 0 O 0.01 0.0 0.01
X=(3 0 -3{+|0 0 O0|+]-0.01 -0.01 -0.01|=
0 0 O 2 -4 2 0 0 0

é();\ro ; 0\@/%{%{%
6 0o — +24/6 0 0 0 |+ - - -
I I/ /0[6 /0[6 /0[6



/2 :
= 6 %Oﬁ iz 0 V) X Ve Ha Ve

V5
* V%00 %g s Vs Ve

0

3
O, UV + 0,U,V,+0,U,V; = zeiUiI/iT (1.8)

JE O Jells o om0 s
A | L R DA A A
o Tl o Sl Ve Vs W

vev’ (1.9)

Goruliyor ki, denklem (1.8) 'deki U,, denklem (1.9) ’daki U ortonormal

matrisinin situnudur. Denklem (1.8) 'deki V" ise, (1.9) daki V' ortonormal

1

matrisinin satiridir. 0, ise, & kdsegen matrisinin kdsegenindeki 6gesidir. Denklem

(1.8) ve (1.9) ise, X matrisinin tekil deger ayrisiminin (SVD) agiklanmasidir.
Sadece buradaki X degil, her turli matris denklem (1.9) gibi ayristirilabilir.

Bu ifade Teorem 1.1°’de daha ayrintili agiklanmaktadir.

Teorem1.1. mxn boyutlu 4 matrisi, ranki r olan reel bir matris ise,
U"AV =0 =diag (6,,0,. .. .6 ,0....0) esitligini saglayan ortonormal matris U
ve V vardir.U ER™, V €ER™, § ER™. Ayrnica 0,20, 2.....20 =20.

Bu teoremin ispatlari Golub Gene.H. (1996) © ve Stewart G.W. (1998) "‘de

® Golub, Gene. H., Matrix Computation, Third Edition, The Johns Hppkins University Pres,
Baltimore, 1996, s.70.
” Stewart G.W., Matrix Algorithms ,Volume | : Basic Decompositions, SIAM, 1998, s.62



yer almaktadir. Burada, iki kitaptaki ispatlara benzer bir ispat sunulmaktadir.
Teorem 1.1’in ispatini yapmadan o6nce kullanacagimiz vektér ve matrisin 2-
norm’u ile ilgili kavramlara biraz deginelim. Bu konudaki ayrintilari Golub Gene. H.

(1996)® *da yer almaktadir.

Teorem 1.2, Vektér y' = [;(1 X - . - ZH]T olsun. y vektornun 2-normu

ise, ||;(||2=\/)(12+;(22+ ....... +y2 dir®.

Teorem 1.3. 4 matrisi€ R™" olsun, 4" 4 z= 0%z oldugundan, 2- normu birim

olann boyutlu bir vektér z varsa, skaler 6, 4'nin 2- normudur, yani ||4|, = 6 .
Gergekten A matrisinin 2- normu ||A||2 , A" A ’min en bilylik 6z degerinin kare

kokadar M.

Y.Teorem1.3.1. 4 matrisi € R™", y vektéri €R" ise, ||A;(||2 < ||A||2||;(||2

olarak tutarlidir 2.

Y.Teorem 1.3.2.

1.3.21. < bir ortonormal matris ve x uygun boyutlu bir vektor ise, ||Q;(||z =

270" 0x =x"x = xl; dir. yaniforl, = Ixl, ™

1.32.2. € ve Z iki ortonormal matris olsun. €€ R™" , ZE€R™. A4 uygun

boyutlu bir matris ise, HQTAZHE =||A||z , yani HQTAZHz =4, ™

8 Golub, Gene. H.: Matrix Computation, Third Edition, The Johns Hppkins University Pres,
Baltimore, 1996, s.52 — 57.

a.g.e., s.52
011 5 g.e., s.57
12 a.g.e., s.55



Teorem 1.4. ¥, €R™" bir ortonormal matris olsun. ¥ =[V, ¥,]| bir ortonormal

matris olmak izere ortonormal matris ¥, vardir ™.

Simdi Teorem 1.2., 1.3.,14. ve Y.Teorem 1.3.1.,1.3.2. 'yi kullanarak
Teorem 1.1.”in ispatini yapalim. ispat sirecinde kolayllk saglamasi igin, bu

ispatta kullandigimiz 4 6rnek matrisi , ranki tam olan bir matris olsun.

ispat: mxn boyutlu 4 matrisinin ranki rank(4)= min (m,n); ||A||2 =0, ve
2 -norm birim vektéor y ER", y €R™ olsun. y ve y vektdrinin degderlerini
ayarlayarak asagidaki denklemi kurabiliriz: 4 y =6, y.Teorem 1.4.’ten biliyoruz
ki y’'le birlikte nxn boyutlu ortonormal matris V' 'yi olusturabilen ortonormal matris
y, vardir. Yani V' = [x ¥,]dir.

Keza, y ile birlikte m x m boyutlu ortonormal matris U ’yu olusturabilen

ortonormal matris U, de vardir. YaniU = b} Ul] 'dir . Dolayisi ile

u'av

o]t ]

1

_ | yiAx vt anm
Uldy U4V,

T T
_ |y Oy w
UlTQly B,
_ |6 w'
0 B
= 4 (1.10)

Denklem (1.10ydan y" AV,= w" € R™™": U AV, = B, € R™*1 dir,

1 a.g.e., s.



Dolayisi ile,

)

2

2 ‘

2

{6’12 +ww]

Bw )

=07+ w w)?+(B,w) Bw 2 (67+w' w)? (1.11)

Y.Teorem 1.3.1. ve denklem (1.11) 'den biliyoruz ki

~i2 | 16 ~ |16
HAHZ vj > | Lﬂ > (02+w w)? (1.12)

- 2 2
0 2
1} = 6/+w’ w oldudu igin esitsizlik (1.12) asagidaki gibi yazilabilir.

~12

4| 2 0 +w' w (1.13)

Y.Teorem1.3.2.2. ve denklem (1.10)’a dayanarak denklem (1.14)'U elde ederiz.

Jal; = Joma v, = |4, (1.14)

Denklem (1.13) ve denklem (1.14) ’den denklem (1.15)’i elde ederiz.

4l = |4 = 02w (1.15)

ispatin baslangicinda ||A||z = 912 diye varsaydik. Bu varsayimi temel alarak

denklem (1.15) i elde ederiz. Bu yuzinden w =0 olmaldir.

Dolayisi ile denklem (1.10) su sekilde yazilabilir:

0, 0}
(1.16)

UTAV =
0 B



Gergekten V,’le V''yi olugturan y ve U,’le U 'yu olugturan y vektord, ayri ayr
olarak A matrisinin tekil degeri 6,’le karsilik gelen sag tekil vektori (right singular

vector) ve sol tekil vektoridir (left singular vector) . 6, hem 4 ‘nin hem U” A ¥ ‘nin
2 — normudur, yani6, = 4|, =|U" 4 ¥|_ “dir, buradaki U € R"*" ve ¥/ € R"*" dir.
Ayrica B= U[ 4V, “in2—nommu |B,|,= |UT 47| = 6, 'dir. Buradaki U, € R™™"
ve V,€ R™™, dolayistile B[, =|Uf4v,| < |u"4V| = |4, di yanio,< 6,

‘dir.

Denklem (1.16)’ya benzer sekilde B, de

6, 0
B, =U AV, = { } (1.17)
0 B,

olarak agiklanabilir. Buradaki B, € R™?X"?.

Denklem (1.17) ’yi denklem (1.16) 'ya ddnustirdikten sonra, denklem (1.18)’i

elde ederiz.

S
L o
o O

Urav = (1.18)

o o
o
=]
[SS]

Ayni mantikla denklem (1.18) 'daki B, de bir blok kbégsegen matrisine
donusturdlebilir. BOyle devam ederek son olarak B, ;| kdsegen matrisini elde

ederiz. B, ,=diag(6.,0..... 0) dir. r ise 4 matrisinin rankidir.

Dolayisi ile denklem (1.18) su sekilde yeniden yazilabilir,



U'avs=

Denklem (1.19) ise, A matrisinin tekil deger ayristirimasinin (SVD) bir
aciklanmasidir. Ayrica 6,20,=. .. .. 260 20drr.

Burada U ve V' ranki tam olan kare ortonormal matris oldugu igin denklem
(1.19) su sekilde de yazilabilir :

A=U0V"

U, A matrisinin sol tekil vektdr matrisidir. Yani U ’nun sltunlan A4
matrisinin sol tekil vektdrleridir. Ayrica U matrisi 44" 'nin 6z vektdr matrisidir .

V ise, A matrisinin sag tekil vektér matrisidir. Yani V' ’nin situnlan 4
matrisin sad tekil vektdrleridir. Ancak ayni zamanda ¥ de 4”4 'nin 6z vektdr
matrisidir '’

Biliyoruz ki @, 4 matrisinin tekil deger matrisi dir. Ayni zamanda 6 (0<i<r)
terim olarak olusturdugu kdsegen matris, hem matris 44" hem A" 4 ’nin 6z degeri

matrisidir. Yani simetrik matris 44" ’ninki ile simetrik matris A” A’nin sifir olmayan
0z degerleri aynidir.

Teorik olarak 4’nin sol tekil vektér matrisi U ile sag tekil vektdr matrisi V7,

AA"T 'nin 6z vektdr matrisi ve A"A 'nin 6z vektor matrisi olmasi ile

1817 Golub Gene. H.: Matrix Computation, Third Edition, The Johns Hppkins University Pres,
Baltimore, 1996, s.448.



hesaplanabilirler. Keza, 0 ise, 44" veya A" A ’nin sifir olmayan 6z degerleri olmasi
ile hesaplanabilir. Fakat pratikte boyle yaparak bile dogru sonuglari her zaman kesin
olarak ortaya ¢ikaramayiz,

U,V ve 6 'nin hesaplanmalari, yani4 'nin SVD ’'nin pratik hesaplanmasi
Golub Gene. H. (1996) ’'nun 8 ’inci boliminde yer almaktadir. Ama SVD ’'nin
hesaplanmasina yardimci olan bazi bilgisayar programlari mevcut oldugu icin'®

burada SVD ’nin hesaplanmasindaki algoritmalarin Gzerinde durmayacagiz.

1.2. Regresyon Analizine SVD Uygulamalari

Bu kisimda, U¢ konuda SVD ‘nin regresyon analizine uygulamalari
tartisiimaktadir. Birinci  konu, EKKY ’ye alternatif olan SVD ydnteminin
regresyon analizine uygulanmasi, ¢oklu dogrusal baglantinin incelenmesi ve

gozilmesine katkilardir. ikinci konu SVD ve Genellestirilmis ters kavramini

kullanarak S ’'nin regresyon parametrelerinin tahmin vektoria S ‘nin incelenmesidir.

Uglinciisti ise, SVD ‘yi kuIIanarak,@ 'nin geometrik agidan incelenmesidir.

1.2.1. Goklu Dogrusal Baglantilarinin (Collinearity) SVD ile
Incelenmesi ve Cozulmesi

Bu kisimda bagimsiz dediskenlerin aralarindaki tam olmayan ve tam olan
dogrusal baglantilarin dogrusal regresyon modelinin Uzerine etkilerinin SVD ile

incelenmesi ve ¢ozulmesi tartigilacaktir.

®SVD 'nin hesaplanmasi i¢cin Matematik 4.0 ve 5.0 ‘da ilgili programlar muvcuttur. Ayrica
Golub Gene H.(1996)'nin x11 —x1v sayfalari arasinda SVD’nin hesaplanmasi izere LAPAK
EISPACK ve LINPACK programlari da tavsiye edildi. Daha ayrintili bilgileri igin, web
sitesi — http://www.netlib.org/index.html ‘e basvurulabilir.



http://www.netlib.org/index.html

1.2.1.1 Tam Olmayan Coklu Dogrusal Baglantilarin (Near
Collinearity) SVD ile Incelenmesi ve Cozulmesi

Bu kisimda dogrusal denklem sisteminin bagimsiz degisken matrisinin tekil
degerlerindeki hastaligin (ill condition), denklemin ¢6zimu Uzerine etkisinin ne
olacagini inceleyecegiz. Tekil degerindeki bu hastallk bagimsiz degiskenlerin
aralarindaki ¢coklu dogrusal baglantinin yansiticisidir. Gegen kisimdan biliyoruz ki
m x n boyutlu X matrisi agsagidaki gibi ayristinilabilir:

X=v00r"

X bagimsiz degigkenler matrisi ve Y bagiml degigsken vektort olmak tzerine
dogrusal ¢oklu regresyon modeli asagidaki gibi olsun. ¢, teorik hata payiI yada
disturbanstir.

Y =XB +¢ (1.20)

X=UO V", denklem(1.20) de yerine konulursa,

Y=UOV'B + ¢ (1.21)
elde edilir. Denklem (1.21)e “Asal Bilesen Regresyon Model” denir. *°

a=0V"p (1.22)
olsun. Denklem (1.21) ve denklem (1.22)’den denklem (1.23)'G elde ederiz.

Y=Ua+ ¢ (1.23)

U'U = I, birim matris olarak tekil olmadigiicin En Kiciik Kareler Yéntemi
uygulayarak denklem (1.24)teki gibi a 'nin tahmincisini elde edebiliriz,

a=U'u)y'U'Y (1.24)

Buradan

" Mandel J., Use of the Singular Value Decomposition in Regression Analysis, the
American Statistician, Vol.36, s.16.



a =U0"Y (1.25)
olur. Denklem (1.23), denklem (1.25)’e donusturaldikten sonra,

a=U"(Ua+e)=a+U"¢ (1.26)
elde ederiz. Dolayisi ile ,

a, —a = u ¢ (1.27)
elde ederiz. a, ve a, ise, sirasiyla a ve a‘nin i’'nci terimidir. ul.T ise, U”‘niin inci
satiridir.

Denklem (1.27)den E(a, —a,)= E(ul.Tg) =0 elde edebiliriz. Yani,

E(a,)= a, (1.28)

Denklem(1.28) den a , a’nin sapmasiz tahmin edicisi oldugunu goérebiliriz.

Burada a,’nin varyansi Var(a,)’yi turetelim.

Var(a,) = E(a, —a,)’ = E(u," €)*

= E(u,&, + Uy, &y + ettt €,)

in“n
m. m

E(kzr:uikzek2 +222ulku”6k6_/), k+#j

k=1 j=1

m m

iuisz(8k2)+ 2221/{”{1/{!/[?(31{8/)
k=1

k=1 j=1

m 2 2
zuik E(e,") Burada £(&:) =6 gisun
= ( olsun)

=5° (1.29)

m

(. ’ o . . . g 2 T

Burada &7, g, ‘ninvaryansidir ;¢,, ¢’'nini'nci terimidir. Ayrica E u, =1 "dir.
k=1



Denklem (1.22) 'den denklem (1.30) ‘u elde edebiliriz. Burada ,3 , B ‘nin

tahmincisidir.

A

a=0V"p (1.30)
rank(X ) =n ise, O V" tekil olmayan bir kare matristir. Dolayisi ile
B=(v')'ola=ve"a (1.31)
Denklem (1.31) 'den ,3 ‘nin terimi ﬁ:. (0<i<n),

ﬁ:— = zvikdk 16, (1.32)
k=1

olarak elde edilir. Burada a,, a’nin k’inci terimidir ; v, ,¥7 ’nin i’nci satir v, ’nin k
'inci terimidir ; 8, ise @ ‘nin kdsegenindeki £ ’‘inci en blyulk terimidir. Denklem

(1.32) 'den ﬁ[‘nin varyansi Var(ﬁ[)’yi tretelim.

Var(B,) = E(B, - E(B,))

= E(zdkvik 16, _E(z&kvik 16,))°
k=1 k=1

= E(zdkvik 16, _zakvik 16, )2
k=1 k=1

= E(z (@, —a)vy 16, Y
k=1

=E(z (a4, _ak)zvikz 16,* +222(dk —a)a; —a;)v,v,16,0,)
=1

k=1 j=1
(k=j)

EQ (a, —a,)*v,  16,%) +0 (E@, —a,)* =5? ‘dir)

k=1

8D v, 16,2 (1.33)
k=1



Denklem (1.33) 'teki Var(f3,)’ile yaygin olarak bilinen Var(8,)= (X' X)™'s>

ye gercekte denktir. SVD ile elde ettigimiz ,@ ve Var(ﬁ[) ‘'nin acgiklanmasini

asagidaki ornege uygulayalim.

Ornek 1.1

. Tablo1.1.’deki X bagdimsiz degiskenler matrisini ve y ise bagimh

degisken vektorini gostersin . Tablo 1.2. ’deki ise, X ’in tekil deder ayrisimini

gostermektedir. 2°

Tablo 1.1.
X

Nokta X, X, X, y

1 1 16.85 1.46 41.38

2 1 24.81 -4.61 31.01

3 1 18.85 -0.21 37.41

4 1 12.63 4,93 50.05

5 1 21.38 -1.36 39.17

6 1 18.78 -0.08 38.86

7 1 15.58 2.98 46.14

8 1 16.30 1.73 44 .47
Tablo 1.2.

U 0 14
U, u, U, Vi Vs V3

0.3225 0.1761 0.1937
0.4738  -0.6034 0.4988
0.3605  -0.0381 0.0362 |52.3478 0 0 0.0530 0.0673  0.9963
0.4087 -0.1869 -0.6591 0 7.8538 0 0.9985 -0.0083 -0.0526
0.3592  -0.0215 0.2418 0 0 0.0556 [0.0047 0.9976 -0.0676
0.2984 0.3705 -0.4536
0.3121 0.2109 0.3853

Tablo 1.1. ve 1.2. nin verilerini kullanarak X ve y ’nin (izerine dogrusal

regresyon modeli kuralim. Denklem (1.32) ’ye dayanarak, parametre tahmincisi

“Sadece SVD'nin uygulanmalarinin teorileri anlatiimak igin Tablo 1.1 ve Tablo 1.2 'de
kullanilan suni veriler “Mandel J., Use of the Singular Value Decomposition in Regression
Analysis, the American Statistician, Vol.36, s.15 -24” ten iktibas edilmektedir.




A

S’y hesaplayarak y ’nin regresyon tahmincisi y asagdidaki gibi agiklanabilir.
y=0.4263 x, +2.0839x, +4.6551 x,
Gergekten SVD ile elde ettigimiz bu sonug, en kiguk kareler yontemi ile,
yani B=(X"X)"' XY formiili ile elde ettigimiz sonug ile aynidir. Giinkii: denklem
(1.31) ’den ,@= Vo~'a ‘dir, denklem (1.25) ten a =U"Y olur. Dolayisi ile

B=VO'UTY 'dir. AynicaB=(X"X)"' XY formilline X = U6 V" yi déniistiirerek

B=WOTUTUO V)Y Vo'UTY= V0V T)WOTUTY=VO'U"Y 'yi elde ederiz,

B 'nin bu agiklanmasinin, SVD ile agiklanan = V0 'U'Y ‘ile ayni oldugunu
gorebiliriz.

Denklem (1.33) ‘U kullanarak Var(ﬁ[) 'yi ve standart hatasi Sh(ﬁ[)’yi elde

edebiliriz. Tablo 1.1. ‘deki verilere gére &> = 3.075 ‘dir. Ayrica,

Var(f,) = 984.1540 Sh(3,)=31.3712
Var(f,)= 2.7466 Sh(f3,)=1.6572
Var(B,)= 4.5919 Sh(f,)= 2.1428

olur. Burada ¢ testiile ,31 ,,@2 ve ﬁA3’U sinayalim.

(B1-0)sh () =0.01358

~
=
1l

= (B=0)ish(f,)=1.2574

~
N
|

= (f3-0) sh(Bs)=21723

~
w
|

Serbestlik derecesi 8 - 3 =5 e gore, 005=2.571 dir. Dolayisi ile ,@ 1 ,@ 2 ve,@ 3
nin sifira esit oldugu hipotezini reddedemeyiz, yani elde ettigimiz ﬁ:— ‘nin  hig biri

istatistiksel olarak anlamh degildir. Fakat F testi sonucu F' =26.2110 ile



tablodaki £ 5,5 = 5.79 karsilastirilarak ,31, ,32 ve ,33 ‘0n hepsinin sifir oldugu

hipotezini reddedebiliriz. Bu yizden bagimsiz degiskenler x , x, ve x, ‘Un

aralarinda ¢oklu dogrusal baglanti oldugundan stphelenilebilir.

Tablo 1.2. 'deki x ’'in tekil degerleri asagidaki gibi gosterilmektedir.

523478 0 0
0 =diag( 8 9, 6;) = dia(52.3478, 7.8538, 0.0556)= | 0  7.8538 0
0 0  0.0556

0;= 0.0556, 6, ve 6, ye kiyasla ¢ok kiiglk gozukuyor. Burada Var(,@l) ‘i inceleyerek

Var(,@l) 'in Uzerine B;°Un etkisine bakalim.

Denklem (1.33) ’ten biliyoruz ki

. 3
Var(p,) = 522V1k2 16,*
P

52(V112/012+ "122/6’22 + V132/932)

3.075 x ( (0.0530)%(52.3478)* + (0.0673)%(7.8538)°
+ (0.9963)%/(0.0556)?)

3.075 x (1.035x 10° + 7.35x 10° + 320.05)

984.1540

Yukarda 1/6,>=320.29 dur, cok blyiktiir. iste bu biyiik deger olan 1/6,’,
Var(,@l) 'nin  blyiuk degerine neden olur ve regresyonun 3, tahmincis ,31 ‘in
kesinligini dusurerek ,@1 i istatistiki olarak anlamsiz hale getirmigtir.

Ayni sekilde Var(,@l) 'In Uzerine negtif etkisi olan 6,’Gn de Var(,@z) ve Var(@)
" yI gigirerek ,@2 ve ﬁ3 'y1 istatistiksel olarak anlamsiz hale getirmigtir.

Kigcuk deger olan 6,, sadece Var(ﬁ[)’nln Uzerine negatif etki olusturmamakta



ayni zamanda bagimli degisken y’nin tahmincisi y 'nin terimi », 'nin varyansi

Var(y,) 'nin blylk deder olmasina etki etmektedir. Ayrica bu durumdaki X
bagimsiz degisken matrisine hastalikli matris (ill conditioned matrix) denilir. SVD

ile Var(p,)’y tureterek hastalikli X matrisinin negatif etkisini inceleyelim.

X'in i'nci satin y, olsun. X 'in sol tekil vektor matrisi U 'nun i’nci satiri
ise u, olsun. X=UO V" ‘ten

x., =u0v’ (1.34)
yazilir. rank(X) =n ise, O V' tekil olmayan bir kare matris olur. Dolayisi ile
denklem (1.34) asagidaki gibi yazilabilir ki

w, = 2, (V)07 =y, 70" (1.35)

y=X ,3 oldugundan y’nin her bir terimi ., y.=y, ,3 olarak agiklanabilir.
Dolayisi ile denklem (1.30) ve (1.34) 'ten

D=y, B=uV’ B =ia (1.36)
elde ederiz. Simdi denklem(1.36) 'y kullanarak Var(y,) yr bulahm.

Var(3,)= E(3, - E(3,) = E@a—1,a)"

— = (A — — A 2
=E(u,(a —a)+*u,(a,-a,)*+....+u,(a,—a,))

= E( ZL_‘@/Z(&_/ ~a;)’ +2ZZL_‘;/(&_/ —au,(a, —a,)) k#j
=

j=1 k=1

= 20 B, —a)" +23 3 i, B, - a,)(d, ;)
j=1

j=1 k=1

=8> u, (1.37)



Denklem (1.37) 'daki i, ‘nin mutlak degeri | ,| biyikse, Var(y,) de

baydr. Burada buyuk ‘ L_l!/‘ ‘nin  nereden kaynaklayabilecegini Tablo1.1. ve

Tablo1.2.’deki verileri kullanarak inceleyelim.

Tablo 1.2.’deki X ’nin tekil deger matrisi @ ’yi bir blok matris yapalim:

523478 0 0
0,]0
0 = | 0 78380 0
0|0,
0 0 |0.0556

Tablo1.2.’deki X 'nin sag tekil vektor matrisi ' ’yi bir blok matris yapalim.

0.5306  0.0673 | 0.9963
V=[,|V,]=]09985 —0.0083 | —0.0526
0.0047 —0.0526 | —0.0676

Yukardaki bloklagsmis @ ile ' ’yi denklem (1.35) ‘e donusturduikten sonra

0, 0

: HJ =705 27,0;] (1.38)

u; :Zngil = Zi[VA | VB] {

elde ederiz. Tablo1.2.’deki 0 degerlerine gére 8, = 6, =0.0556 ‘dir ve gok kiiguktur.
Dolayisi ile 9; cok buylktlir ve u, hayli sisirilmistir. Sisirilen #,, Var(y,) 'nin
degerini de esasen bulyuttigunu denklem (1.37) ’den gorebiliriz.

Az o6nce kiguk deger olan 0,, Var(ﬁ[) ‘nin Uzerine negatif etkide de
bulundugunu tartistik. Hem Var(ﬁ[) hem de Var(y,)’yl esasen buyiten kiglk
deger olan 6, ‘nin nereden kaynaklandigini burada inceleyelim.

Gergekte sifira hayli yakin olan bu kigik 6,, x,, x, ve x; bagimsiz

degiskenlerinin aralarindaki tam olmayan ¢oklu dogrusal baglantiyi (nearcollinearity)



yansitiyor %'

Denklem (1.35) asagidaki gibi yeniden yazilabilir,
u, 0 =x.V
Bloklasmis @ ile V' ’yi bu denkleme doénustirdikten sonra
6, O
u, =xV, V
1|: 0 HB:| Zl[ A B]
elde ederiz. Yani,

”_‘{HA} ”_‘{0} :[ZiVA ZiVB] (1.39)

0,

1

0 0
Denklem (1.39) ’dan L—{ 6‘}: 2V, ve a{g }: 2.V, 'yi yazabiliriz.
B

0
Gorebiliriz 6, sifira gok yakin olunca LT{Q }: x.Vs =0 ‘dir.
B

0.9963
V,'nmin degeri | —0.0526 | ‘y1 yukaridaki yaklasigina dénusturdikten sonra
—-0.0676
0.9963 y,, —0.0526 y,, —0.0676 ,;, =0
elde ederiz. y,,, x,, ve x, sirasiyla X bagimsiz degisken matrisinin i’nci satiri
%, 'nin 1’inci , 2’'nci ve 3’'Uncu terimidir. Dolayisi ile
0.9963 x,— 0.0526 x, — 0.0676x, =0 (1.40)
olur. x,, x, ve x, ise 3 tane bagimsiz degigskendir, yani X ’'in 3 tane sutunudur.

Onceden varsaydigimiz x, x, ve x, aralarindaki tam olmayan goklu dogrusal

*"'Mandel J., Use of the Singular Value Decomposition in Regression Analysis, the American
Statistician, Vol.36, s.20



baglanti, (1.40) 'tan daha somut sekilde gézikiyor. Bdyle bir iliski daha dnce elde
ettigimizﬁA1 , ,@2 ve ﬁ3 ‘U istatistiksel olarak anlamsiz hale getirmistir.

Bu sorunu asabilmek icin 6, (yani 8,) sifira esitleyelim, yani XV, =0 olsun.
Dolayisi ile,

0.9963 x, — 0.0526 x, — 0.0676x, =0
elde ederiz . x; ise

x, =14.7193x, — 0.7774 x, (1.41)
olur. Daha &nce elde ettigimiz y = 0.4263 x, + 2.0839 x, + 4.6551 x;, denklemini

denklem (1.41) ‘i donusturerek
y = 68.9460x, - 1.5349x, (1.42)

elde ederiz. X bagimsiz degisken matrisinin SVD ’sini inceleyerek ve kullanarak
elde ettigimiz denklem (1.42) ile SPSS programini kullanarak elde ettigimiz sonug
arasinda nasil bir iligki olduguna bakalim. Asagida Tablo 1.3.'te SPSS ‘den elde

ettigimiz sonuglar yer almaktadir.

Tablo 1.3.
Variables Entered/Removed
Model Variables Variables Removed Method
Entered
1 X2, X3 , Enter

a All requested variables entered. b Dependent Variable: Y. Predictors: (Constant),
X2, X3

Model Summary

Model R R Square| Adjusted R Std. Error of the Estimate
Square
1 ,955 ,913 ,878 2,04904

ANOVA
Model Sum of Squares df | Mean Square F Sig.

1 Regression 220,101 2 110,051 26,211 | ,002

Residual 20,993 5 4,199
Total 241,094 7




Coefficients

Unstandardized Standardized | t Sig.
Coefficients Coefficients
Model B Std. Error Beta
1 (Constant) 64,024 8,889 7,202 | ,001
X2 -1,291 ,445 -,822 -2,900, ,034
X3 413 , 793 ,148 ,521 ,624

Tablo1.3.’Uin Katsayilar (Coeffients) Tablosundaki verileri kullanarak tahmin

edilen regresyon dogrusunu asagidaki
y=164.024x -1.291x, + 0.413x,

gibi elde ederiz. Bu denklemi, denklem (1.41) ’e donustirdikten sonra,

y=170.103y, - 1.612x,

esitligini elde ederiz. SPSS ile elde ettigimiz bu sonucu y=70.103 x, - 1.612x,
esitligi ile X bagimsiz degisken matrisinin SVD ’sini inceleyerek ve kullanarak elde
ettigimiz dogrusal regresyon modeli y = 68.9460x, - 1.5349x, hemen hemen

ayni oldugu gorebiliriz. Bu yizden regresyon analizinde SVD ‘nin uygulamasinin

guvenilir bir ydntem oldugunu da gorebiliriz.

1.2.1.2 Tam Coklu Dogrusal Baglantinin SVD ile incelenmesi

Bu kisimda bir 6rnekle bagimsiz deg@iskenlerin aralarinda tam ¢oklu dogrusal

baglantiy1 SVD yontemi ile inceleyecegiz.

Ornek 1.2. Tablo1.4. 'te coklu dogrusal baglantinin s6z konusu oldugu X bagimsiz
degigken matrisi ve y bagimli degiskeni yer almaktadir. Tablo1.5. 'tekiler ise X

matrisinin SVD ’si dir.



Tablo 1.4.

Nokta X y
X X, X3
1 1 16.85 2.36 41.38
2 1 24 .81 -3.60 31.01
3 1 18.85 0.86 37.41
4 1 12.63 5.52 50.05
5 1 21.38 -1.03 39.17
6 1 18.78 0.91 38.86
7 1 15.58 3.31 46.14
8 1 16.30 277 44 47
Tablo 1.5.
U 0 14
u, u, u, v, v, v,
0.3238 0.1931 0.9329 524.63 0 o| 0.0530 0.0638 0.9931
0.4699 -0.5981 -0.0398 0 80364 0| 0.9974 -0.5140 -0.0492
0.3605 -0.5600 -0.1258 0 0 o| 0.0480 0.9966 -0.0661

0.2464 -0.5600 -0.1258
0.4069 0.6126 -0.2144

0.3592 -0.2571  -0.0893
0.3005 0.0012 -0.1289
0.3137 03193 -0.1717
0.3137 0.2478  -0.1625

27814 52.2718 2.5179

Tablo 1.5.’teki verileri kullanarak 8 V' =
0.5132 -0.4131 8.0094

} ‘yi elde

ederiz. Ayrica Tablo 1.4. ve 1.5.’teki verileri kullanarak denklem (1.25) 'ten

111.5345
35.6283

&=UTy={

elde ederiz. Dolayisi ile denklem (1.30)’dan

A

111.5345| [2.7814 522718 2.5179 by
35.6283 | |0.5132 —0.4131 8.0094 | |

A

3

esitligini elde ederiz. Bu esitliginden ﬁ ‘nin terimi ﬁ:— 'nin belirli tek bir ¢ézimi




olmadigini fark edebiliriz. Tablo1.5. ‘teki 6 ‘nin degerlerinden X' bagimsiz degisken

matrisinin ranki 2 olan bir matris oldugunu de gérebiliriz. Burada 6 V" ve ,3 ‘yi

ayri ayr bloklastiralim. Z= 0 V" olsun, dolayisi ile

=g pT= 2.7814 52.2718 | 2.5179 _[ | ]
0.5132 -0.4131 | 8.0094 AT

olur. Bloklagmig ,3 ise

B

=
I

T BB

olur. Dolayisi ile denklem (1.30) ¢ = 0 V" ,@ asagidaki gibi yazilabilir,

B,

B

a= [ZA | ZB] = ZA:éA+ZB:éB

Denklem (1.43) ’Un iki tarafini Z/[1 ‘le garptiktan sonra

ZAild = :éA + ZAilzBﬁAB

elde ederiz. X bagimsiz degigken matrisinin i’'nci satiri y, ve y,’nin terimleri

siraslyla yx;,, x;, Ve x;;0lsun. Ayrica y, 'nin bloklagsmis sekli ise

Zi:[ i X |Zi3]:[)(m |Zi3]

(1.43)

(1.44)

olsun. y bagimh degiskeninin tahmincisi 3 ‘nin herhangi bir terimi asagidaki

gibi
Vi=x.B

olur, yani



B, A A
= XuBat XisBs (1.45)

o=l 2wl -
B

dir. Denklem (1.44)ten elde ettigimiz ﬁA = ZAfld —ZAleB,BAB ‘yi denklem (1.45) ’e
donustlrdikten sonra

3= 2u 27D+ (s~ XuZk Z5)Bs (1.46)
elde ederiz. ,@ rassal bir degisken oldugu igin denklem (1.46) 'daki y, herhangi
bir degere sahip olabilir. Fakat ., y bagimh degiskeninin terimi y, 'nin sapmasiz
bir tahmincisidir ve tek degeri vardi. Bunu garanti altina alabilmek igin denklem

(1.46)daki (y; —;(I.AZAAZB)ﬁAB sifira egit olmalidir. Yani

Xig = Z[AZAAZB

15.016

olur. Burada Z, ' Z, =
-0.749

] Xia =[)(,-1 )([2] ve y, = X dir. Dolayisiile

X-:=15.016 y, —0.749 .,
elde ederiz. y,, x,, ve x.sirasiile X 'in herhangi bir satiri y, 'nin 1'inci, 2’'nci ve

3’Uncu terimi oldugu igin

x;=15.016x, —0.749x, (1.47)
esitligini elde ederiz. x, , x, ve x; ise, X bagimsiz degisken matrisinin 3 tane

sUtunudur, yani 3 tane bagimsiz degiskenidir. Denklem (1.47) ise tam olarak bu 3

badimsiz degiskenin aralarindaki iligkiyi gdstermektedir.
Denklem (1.47) 'nin gbsterdigi x, ve x, ile x; aralarnindaki iligkinin Gzerine

denklem (1.46) ‘y1 asagidaki

);i =X (ZAild)



olarak yazariz. Tablo 1.4. ve 1.5.’teki verileri kullanarak
»y, =68.207 y,, - 1.496 y .,

elde ederiz. y,,  bagimsiz degiskeninin herhangi bir terimi oldugu igin

y=68.207x, -1.496 x, (1.48)
yazilabilir. Denklem (1.48), y’nin tek agiklanmasi degildir, x, ile x, veya x, ile

x, bagimsiz degisken olarak denklem (1.48)'i yeniden yazabiliriz.

Goklu dogrusal baglantinin s6z konusu oldugu bagimsiz degisken matrisi ile
tahmin edilen regresyon dogrusunu kurmakta en etkili ve kolay yontemlerden birisi

— gereksiz degiskenlerin dislanmasi siireci burada SVD ile gerceklestirildi. %

1.2.2. SVD ile Elde Edilen Genellestiriimis Ters Matrisin Uzerine
Parametre Tahminlerinin Incelenmesi

Bu kisimda SVD ile X matrisinin genellestirilmis tersi X% ve Moore —

Penrose tersi X' 'i agiklayacagiz, yani sira SVD tarafindan agiklanmig XY ve

A

X" sayesinde dogrusal regresyon modelinin parametrelerinin tahmincisi S ve

regresyon tahmincisi y ‘y1 inceleyecegiz.

1.2.2.1. Genellestiriimis Ters Matris ve Moore - Penrose Ters
Matrisinin SVD ile Agiklanmasi

Bir X matrisinin, (X € R™" ) asagdidaki gibi SVD seklinde aciklanabildigini
gecen kisimda zaten tartistik:

0 0] ,
X=U v
0 0

2 Diger yontemlerle ilgili ayrintilar igin bakiniz.Gujarati Damodar N.(1999) s.340



Burada X matrisinin genellestiriimis tersinin X ’in SVD ‘nin Gzerine nasil

aciklanabildigini inceleyecegiz.

rank(X ) =r olsun, dolayisi ile & = diag(6,,0,....0,) dir. rank(X )=r

‘ye
gére U ve V' ’yi bloklastiralim.
U= [Ul UZ]
U, ER™, U,€R™™ drr.
v=ln, n]
vV, ER™, ¥V, ER™™ i,
Dolayisi ile X matrisi asagidaki gibi
0 oy’ .
x=lv UZ]L) 0} {VLT}UIQVI
olur. Dolayisiile, X ’in genellegtirilmis tersi X¢ asagidaki gibi ifade edilebilir:
T -1 T
M
xo=l vlm| =l v] die
UZ MZI M22 UZ
= V1671U1T+ V2M21U1T+ V1M12U2T+ VzMzzUzT (1.49)

Buradaki M,,, M,, ve M,,, her biri ayri ayri olarak uygun boyutlu rassal

matrislerdir. Ormnegin, rassal matris M, € R™Mm-N)

Genellestiriimis  ters matris kavramindan biliyoruz ki bir matrisinin

genellestiriimis tersi X ise, X X°X =X esitligini saglamalidir. Denklem

(1.49)’la agiklanmis X¢, X X X =X esitligini saglayip saglamadigini sinayalim,

X XG X=U10 I/IT(I/leillle-i- VZMZIUIT + I/1]‘4IZIJ2T +V2M22U2T )Ule I/IT



= yUwo'vuev' + uvev'v,m,u'uev’
+ U0V, VM, U, U0V, + UOV, V,M,U,'Ub V"
=U0V,
=X
U ‘ile V ortonormal matris olduu igin yukaridaki denklemde V,"V, =0,
UZTU1 =0 ‘dir. Bu yiizden X X X=X esitligini saglayan denklem (1.49) 'daki
varsaydigimiz X%’nin X ’in genellestiriimis tersi oldugundan eminiz.
Ayrica, denklem (1.49)daki X% ’nin aciklanmasinda rassal matrisler M,
M, ve M,, de vardir. Bu yuzinden ranki r olan (r< min(m,n)) mxn boyutlu

X matrisinin sonsuz tane genellestiriimis tersi X vardrr. Ayrica bu sonsuz

tane X9 ‘nin, M,,, M, ile M,, ‘nin hepsinin sifir oldugu &zel durumda denklem

(1.49) ’da agiklanmisg X%, X matrisinin Moore — Penrose tersi X 'dir.

Moore - Penrose tersinin tanimlar i¢in bakiniz. Wang Guorong, Wei Yimim
and Qiao S.(2003)2%, Campbell S. L. and Meyer C. D. (1991)** ve Boullion
Thomas L. and Odell Patrick L. (1971) %°.

Kisaca belirtilirse, asagida verilen 4 denklemin hepsini saglayan X ’in
genellestirilmis tersi X%, X’in Moore - Penrose tersidir.

@X X° X=X
)X’ X X% =x°¢
(X X)) =x Xx°
@(X°x) =x°x

Sart (a), X 'in herhangi bir genellestirimis tersi X ¢ tarafindan saglanabilir.

#ZWang Guorong, Wei Yimin and Qiao S., Generalized Inverse: Theory and Computations,
Science Pres, Beijing, 2003, s.2

24 Campbell S.L. and Meyer C.D., Generalized Inverse of Linear Transformations , Dover
Publications, New York,1979,s.9

% Boullion T. L. and Odell Patrick L ., Generalized Inverse Matrics, Wiley & Sons,Inc, New
York,1971,s.1



Sart (b) ‘yi saglayabilmek igin ne gerekecegine bakalim.
Denklem (1.49)da agiklanan X ¢ ‘nin {izerine
XX X=v0"'U"+V,M,U"+V\M,U," +V,M, 0 M,U,"
X =vo'v, +v,M,U" +V,M,U," +V,M,U,"
sonucunu elde ederiz. Yukaridaki iki esitligin denk olmasi i¢in M, 0 M ,=M,,

olmasi gerekecektir.

Sart (c) ‘nin saglanabilmesi icin ise

X XxX°=uvU"+U,0 M,U,"

(X XO'=uu,"+Uu,M,"0U"
esitliklerinin denk olmasi gerekir. Dolayisiyla U,0 M12U2T= U2M12T9 UIT olmasi
gerekir. Bu yuzden M,, =0 olmahdir. Fakat U,0 M12U2T bir simetrik matris
ise, M, =0 olmadan U, M,U," = U,M, @U," tutarll olabileceginin
diistiniilmesi de gok dogaldir. U,0 M,,U," = U,M,"0 U," esitliginin sag ve sol
tarafini UZT ile carptiktan sonra, 0 = M;,’6U," elde ettik. Dolayisi ile
Uue MU, = U,M,’0U," tutarl olabilmesi igin M= 0 olmaldir.

Sart (d)’ ye bakalim.

X x=vy +V,M, 0"V

(XCX) =V +V0 My,
iki esitligin denk olmasi, yani VZMZIGTVIT = V,0 M, V," ‘nin tutarl olmali, Bu
ylizden M, =0 olmalidir. Dolayisi ile (a)’dan (d)’ye kadar 4 denklemin tutarli

olmasi igin denklem (1.49) gibi X ’in genellestiriimis tersi X ’nin tanimindaki M,



M, ve M,, hepsinin sifira esit olmasi gerekir. Yani M ,=M, =M ,,=0"dir. Bu
sarti baz alarak ve denklem (1.49) 'u yeniden yazarak X"
X =veo'u/ V,ER™ U €R™ (1.50)

olarak yazilabilir.

1.2.2.2. Genellestiriimis Ters Matris ve Moore — Penrose Ters
Matrisi ile Parametre Tahminlerinin Aciklanmasi

X, sltun ranki tam olan bir matris ise, y=Xf +& dogrusal regresyon
modelindeki parametre B 'nin EKKY tahmincisi 8=(X’X)" X"y ‘dur.

Ayrica B = (X" X)' X"y esitligini baska bir yontemle de saglayabiliriz.
Amacimiz X ’in situn uzayl S(X ) ‘in projeksiyonu ile ,@ ‘yi agiklamaktadir.

X ’in siitun uzayi S(X )'in projektdrii Ps xyy= X (X" X)™' X" olarak tanimlanir.
Ayrica regresyon tahmincisi y, y vektorinin X ’in siitun uzayi S(X )’e disen
projeksiyonu diye de biliyoruz. Dolayisiile § = Psx)y = X(X X)Xy =X
olarak yazilabilir. Fakat X siitun ranki tam olmayan bir matris olursa, X' X ’in
tekil olmasindan Psx)=X(X"X)"' X" olarak Ps yx) agiklanamaz. Bu durumda

EKKY ‘yi de kullanamayiz. Dolayisi ile daha genis bir sekilde Pg(x)’i tarif etmemiz
gerekiyor, yani Moore - Penrose tersi kavrami kullanmamiz gerekir.

Moore - Penrose tersinden biliyoruz ki: XX, X 'in siitun uzayi S(X ) 'inin
+ 26

projektoridur, yani Psiy)= XX

Dolayisiile y su sekilde agiklanabilir.

P=Psxyy=XX"y

X mxn boyutlu bir matris ve rank(X ) = r olsun. Denklem (1.50) 'den

%6 By konudaki ayrintili bilgi igin bakiniz. Campbell S.L and Meyer C.D. (1991), s.9.



y=Psx)yy=XX"y=U0V, V07U )y=UUy U,€R™ (1.51)

elde ederiz. Denklem (1.51)’den y’nin ,@ ‘dan etkilenmedi@ini de gorebiliriz. Yani

A

S ne olsa olsun y degismeden daima denklem (1.51)'deki gibi agiklanabilir.

Gergekten situn ranki tam olmayan bagimsiz degisken matrisi igin sonsuz tane
parametre tahmini,@ H g H2=H y—X,é Hzen kiglk olmasini saglayabilir,yani sonsuz
tane en kiglk kareler ¢ozim vardir. Buradaki € ise ¢ 'nun tahmincisidir. Bu konu
Wang Guorong, Wei Yimin and Qiao S. (2003) #‘da daha ayrintili tartisilmaktadir.

Bu sonsuz tane,@ , Z rassal bir matris olmak Uzere

B=Xy+Z=0"'U"+V,M, U +V\M,U,"+V,M,,U,"\y+Z  (1.52)
olarak ifade edilebilir. Dolayisi ile,

XB=XX°y+2)

Ule I/IT(( I/leillle + VZMZIUIT + I/1]‘4121J2T+ VZMZZUZT) y+Z)

UU," +U0 MU )y+U0V,'Z
olur. Az dnce tartigtik ki,@ ne olursa olsun y degismeden daima denklem (1.51)'deki
gibi agiklanabilir. Yani Xﬁ =9 =U,U,"y 'dir. Dolayistile M ,= 0 ve Z = V,W olmasi

gerekir. Burada W rassal bir matristir. M ,=0veZ =V,W olmak Uzere denklem

(1.52) ‘yi yeniden yazarak

ﬁA = (VlgilUlT +V2M21U1T +V2M22U2T)y + VW (1.53)
elde ederiz. Denklem (1.53) 'te aglklanan,@ 'nin sonsoz tane deg@eri oldugunu

gorebiliriz ve ,@ 'nin bu sonsuz tane deg@erinin hepsi y = X,@= UlUlTy esitligini

77 Wang Guorong, Wei Yimin and Qiao S., Generalized Inverse: Theory and Computations,
Science Pres, Beijing, 2003, s.5.



saglar.
Genel olarak dogrusal regresyon modelinin parametre tahmini ,@ denklem

(1.53) 'teki gibi aciklanabilir. Ayrica X , sttun ranki tam olan bir matris ise ( burada
kolaylik saglamak i¢in m=nolsun, V, =V, V,=0 oldugu igin ,@ = VH"UlTy
‘dir. Bu durumdaki X" denklem (1.50) 'deki gibi X* = VH"UIT olarak yazilabilir.
Ayrica siitun ranki tam olan X ’in Moore — Penrose tersi X* = (X' X)"' X" tir
Dolayisiile = V0~'U,"y =X* y=(X"X)" X" y 'dir. Bu sonugile EKKY ‘den
elde ettigimiz sonug aynidir. Gergekten EKKY ‘den elde ettigimiz parametre tahmini
B =(X"X)"'X" y, denklem (1.53) 'in bir zel durumudur.

Burada iki 6rnekle denklem(1.53) ’G uygulayalim.

1 1 1
Ornek 1.3. Bagimsiz degisken matrisiX =|1 2|, bagimh degiskeny =| 0 | olsun.
1 3 2

X, sdtun ranki tam olan bir matris oldugu icin, tahmin edilen regresyon

dogrusunun parametresinin tahmini ,3 EKKY ile agiklanabilir,
f-x'x) x7y-|
0.5
olur. Ayrica X matrisinin SVD ‘si de su sekilde agiklanabilir,

9 0324 0.854 0420 [|407 O
X=U {0} y'=10.549 0.186 -0.820|| 0 0.6
0.774 -0.490 0.410 0 0

0.403 09157
0915 —0.403

0324 0.854
rank(X ) =2 olduguicin V, =V, V, =0 ve U, =[0549 0.186 | ‘drr.
0.774 —-0.490

Denklem (1.53)'ten



0.549 0.186 | |0

0.774 —-0.4901 |2

0915 -0.403 0

0324 085471
|
4e VQIUITy{O.m 0.915} {Am 0 }
0.6

olur.

Yukaridaki denklem (1.53) ‘le elde ettigimiz ,3 ‘nin degeri ile EKKY ‘yi
uygulayarak elde ettigimiz ,3 'nin deg@erinin ayni oldugunu gorebiliriz. Clnku
badimsiz egisken matrisi X, sutun ranki tam olan bir matristir. Fakat X stun

ranki tam olmayan bir matris ise denklem (1.53) ’le saglanan ,3 ‘nin degeri tek

bir tane degil, sonsuz tanedir. ,@ ‘nin  bu sonsuz tane degerlerinden herhangi

biri denklem (1.51) ’yi yerine getirebilir. Bir érnekle bu durumu inceleyelim.

Ornek 1.4. Bagimsiz ve bagimh degiskenler Tablo 1.4. 'teki gibi olsun. X ’in
SVD ’si Tablo 1.5. ’teki gibi olsun.
Gecen kisimdan biliyoruz ki rank (X )= 2 ‘dir. Burada Tablo 1.5. 'teki X ’in sag

tekil vektor matrisi U ve sol tekil vektor matrisi V7 ’yi ayri ayri bloklastiralim.

[0.3238  0.1931 | 0.9329 |
0.4699 —0.5981 | —0.0398
0.3605 —0.5600 | —0.1258
02464 0.6126 | —0.2144
0.4069 —0.2571 | —0.0893
0.3592  0.0012 | —0.1289
0.3005 0.3193 | —0.1717
103137 0.2478 | —0.1625 |

v=lu, |u,]=

0.0530  0.0638 | 0.9931
vV=[r,|7,]=109974 —0.5140 | —0.0492
0.0480  0.9966 | —0.0661



Denklem (1.53)'ten
B=w0"U" +v,M,U" +V,M U, )y + V,W

=(V1971U1T)y + (V2M21U1T + VzMzzUzT)y + VW

0.3943 0.9931 0.9931 0.9931
=|2.0200 |+( | —0.0492 |M,,U," +| —0.0492 [M ,U," )y +| —0.0492 W (1.54)
4.4929 ~0.0661 —0.0661 —0.0661

olur. Buradaki M,,, M ,, ve W rassal degerlerdir. Denklem (1.54) ise Tablo 1.4.
‘teki sutun ranki tam olmayan X, bagimsiz degisken matrisi olmak Uzere elde

ettigimiz sonsuz tane dogrusal regresyon modelinin parametre tahmini ,@ nin
aciklanmasidir. Bu sonsuz tane,@ ‘'nin de@erlerinin  hepsi dogrusal regresyon
modelinin en kiguk kareler ¢6zimu dur. Clnkl denklem (1.54) ‘teki ,3 ‘nin hepsi
ﬁzX,BA olmak Gizere denklem (1.51) ‘i saglayabilir, yani

P=XB =00V, ((V,0'U" +V,M, U +V,M,U," )y + V,W)

=U,U,"y

olur, glinkii ¥,"V, =0 dur.

Fakat bu sonsuz tane en kiicuk kareler ¢cozimlerinden bir tanesi,@ ‘nin Minimum

- norm en kuglk kareler ¢ozimudur (minimum - norm least squares resolution). Yani

B=ro'u'y=Xx"y.

olur %,

A

Ornek 1.4. ‘Gn parametre tahmini S ‘nin minimum - norm en kigiik kareler

¢6zUmil oldugunu ortaya gikaralim.

% Minimum — norm en kicuk kareler ¢ozuma ileilgili ayrintili bilgiler igin bakiniz. Wang
Gourong, Wei Yimin and Qiao S. (2003), s.5.



0.3943
B =1r0"U"y =2.0200
4.4929

elde ederiz. ,3 ‘nin bu minimum - norm en kug¢lik kareler ¢ézimd ile tahmin edilen

regresyon dogrusunu kurarak

¥ =0.3943x, +2.0200x, +4.4929x, (1.55)
esitligini elde ederiz.Tablo1.4’teki bagimsiz degigkenler aralarinda, yani x,, x,ve x,

aralarinda denklem (1.47) 'deki x,= 15.016x, —0.749x, gibi dogrusal baglantilarin
oldugunu biliyoruz. Denklem (1.47) ‘yi denklem (1.55) e donustirdikten sonra
y =67.860x, —1.346x, (1.56)
elde ederiz.
Denklem (1.56) ile denklem (1.48) 'in hemen hemen ayni oldugunu gorebiliriz.
Bu rastlantisal bir sonug degildir. Cunki her ikisi de ,3 ‘nin minimum - norm en

kucuk kareler ¢cozimine dayanmaktadir.

1.2.3.SVD ve Matris Rotasyonu Teknigini Kullanarak Parametre
Tahminlerinin  ve  Serbestlik Derecesinin  Geometrik
Acidan Incelenmeleri

Bu boélimde matris rotasyonu teknigi ile birlikte SVD uygulayarak dogrusal
regresyon modelinin parametre tahmini,@ ve serbestlik derecesini geometrik agidan

inceleyecegiz. Bu incelemeyi yurutmeden oOnce bir ornekle matris rotasyonu

kavramindan biraz bahsedelim

* Daha ayrintil bilgi igin bakiniz. Green Paul E. (1976),5.127 — 156.



.. 2 2
Ornek1.5 A:{ 5} olsun. A4 'nin sUtun vektorleri { 2} = f,

-2 1 0
{ s }:f2 olsun. Sekil 1(a)'da q,le a,(a, =LJ vea, =L})olug,turdugu koordinat

1
sisteminde bir nokta d = L} olsun.

A™" bir transformasyon matrisi olarak, d noktasinin rotasyonunu nasil yapacagi

ve hangi geometrik anlam ortaya cikaracagina bakalim.

N

Sekil 1(a) Ornek 1.5 'teki 4 'nin ki Tane f,, f, Sutun Vektdri ved Noktasinin
Standart Koordinat Sistemindeki Konumlari

f, ekseninin uzunlugu |[f| = y/2° +(-2)° =8, f, ekseninin uzunlugu

/2] =4/5°+(2)* =429 . d noktasinin f, ‘le f, ‘nin eksen olarak olusturdugu

koordinat sistemindeki konumu ise

%%Hz%
% 7l %

d=A"d= (1.57)

olur.



7
A d:H ve d, = /6

N

A

Sekil 1(b) Ornek 1.5 'teki f, ve f, Vektori Olusturdugu Uzaydaki d Noktasinin
Konumu

d. noktasi Sekil 1(b)’de gosterildigi gibi d noktasi ile ayni uzay noktasindadir,
sadece referans koordinat sistemleri farkli oldugu icin, koordinat degerleri farklidir.

d noktasi a, ‘le a,’nin olusturdugu koordinat sisteminde agiklanirken d, noktasi,
f, le f, koordinat sisteminde agiklanmaktadir.

Burada diger bir bakistan 4 noktasinin rotasyonunu inceleyelim.

Ornek 1.6 Burada yine Omek 1.5 ‘teki 4 matrisini bir 6rnek olarak kullanarak

1

L} noktasinin rotasyonunu 4 'nin 6z deger ayrisimi (EVD) ile gergeklestirelim. A
simetrik bir matris oldugu icin EVD ‘ye ayrigtirilabilir, yani:

K/E J5 {6 0} NERWANS
) 1 0 1 _% y

A 5 )6

A= PO P =

olur. Dolayisiile



1 2
A" =pPo'P = /\E /\/g {
B B
5| (7]
VA RVAG

koordinat sisteminde bir nokta d* olsun. Bu dmekte (Omek 1.6) kullandigimiz

(1.58)

% 0} %/3 %/3 )
R A A

A4 'nin 6z vektori f>* olsun. g,’le a,’nin olusturdugu

" 1
birim uzunlugu Ornek 1.5 'tekinden farkli oldugu igin L} noktasinin notasyonu d *
olarak kullaniimaktadir. d* noktasinin, f,* ve f,* vektérlerinin ve a, ile a, ‘nin

olusturdugu koordinat sistemindeki konumlari Sekil 2(a)'da gorulmektedir.

a
24

iy

j(‘l*
Sekil 2(a) Ornek 1.6'daki f,*, f,* Vektori ve d * Noktasinin Standard Koordinat

Sistemindeki Konumlari

Denklem (1.58) ‘deki EVD ‘nin {zerine 4™ ‘i denklem (1.57) ’vye

donustlrdikten sonra

l 2 | 2/
d=A"d*=Po"'P'd*= s N s ° e Hz?

VA AS R A A BV



elde ederiz. Bu esitlikteki PO'P™' d* kismini sagdan sola ¢arpalim. Yani 6énce
P d* sonra @'P"'d*, son olarak ise PO'P™' d* carpimini gerceklestirelim.

Bu sureci (¢ agamaya bdlelim.

Rotasyon 1.6.1. d,*=P ' d*=

VARAG H VAG
VAN Rl WA

Bu esitligin geometrik anlami ise, a, ve a, olusturduklar koordinat

1
sistemindeki nokta d *= L} fi* ve f,* vektorlerinin olusturduklar koordinat
-1
I
* = ’d
3
e

sistemindeki koordinat konumu ise, d, ir. Bu sureg Sekil 2(b) 'de

gorilmektedir.

U 75

ﬁ*

Sekil 2(b) Ornek 1.6'daki d* Noktasinin f,* ve f,* Vektorlerinin
Olusturdugu Koordinat Sistemindeki Konumu



Ve o|[ /45| | Ve
o U s s

Bu esitligin geometrik anlami ise, uzatma (stretching) matrisi 6~'=

Rotasyon 1.6.2. d,*=0'P'd*=0"d *=

% 0

0 1

ile

d,* noktasinin koordinat degerleri (f,* 'deki —1/45  ve f>* ‘deki 3/\/5)
blyutllerek veya kigultilerek Sekil 2(c) 'de gosterildigi gibi d,* noktasina

doénusmesidir.

A
a,

d>=
1 /
/

1z S R

\ .

fi*

Sekil 2(c) 0" Transformasyon Matrisi ile Orek1.6 'daki d,* Noktasinin f;* 'deki

ve f,* ’'deki Koordinat Degerleri Degiserek d,* Noktasina
Doénusturalmesi

Sekil 2(c) 'de gosterildigi gibi hem d,* hemde d,* noktasi f,* ve f,* ’'nin

olusturdugu koordinat sisteminde aciklanmaktadirlar.

V5 V|| Vews| %
Vs Ve R

Rotasyon 1.6.3. d . =PO'P ' d*=P d,* =



Bu esitligin geometrik anlami ise, f,* ve f, * vektdrlerin olusturduklari
koordinat sistemindeki d, * noktasi, a, ve a,’nin olugturduklari koordinat sistemi ile

7
5
aciklaniyorsa, nokta d, = / 'tur. d,’nin koordinat konumu Sekil 2(d)‘deki gibidir.
2
3

d*ve d*
/ 4,7 ve d,

ﬁ*

v

Sekil 2(d) Ornek 1.6 'daki d,* Noktasinin Standart Koordinat Sistemindeki
Konumu
Simdiye kadar simetrik kare matrisin tersi bir transformasyon matris olmak
Uzere bir noktanin rotasyonunu inceledik. Dikddrtgen matrisin genellegtiriimis
tersi bir transformasyon matrisi olmak Uzere nokta rotasyonunun nasil

gercgeklestirilebilecegini de inceleyecegiz. Ayni anda rotasyon teknigi ve SVD

ile serbestlik derecesi ve parametre tahmini ,3 geometrik agidan incelenecektir.

1 1 1
Ornek1.7 X=|1 2| ve y=|0| bir dogrusal regresyon modelin bagimsiz
1 3 2

degisken matrisi ve bagimh degisken vektori olsun. X 'nin SVD ’si



0324 0.854 0420 [|407 O
X=U0V"=]0549 0.186 -0820(| 0 0.6

{0.403 0.915T
0774 —0490 0410 [| 0 0

0915 -0.403

olur.
1.2.2. kisminda bagimsiz degisken matrisi sutun ranki tam olan bir matris

ise parametre tahmininin ,3=X*y olarak aciklanabildigini tartigtik. Burada X 'in
sutun ranki tam olan bir matris olmasi igin dogrusal regresyon model y =X ,@ +é

‘nin parametre tahmini ,3 de su sekilde tanimlanmalidir:

A

ﬁ=X+y= (U@ VT)+ y= (VT)fleJrUfl y 30
Bu esitligin en sag tarafi yani (V')"'0°U™" y carpimini yani y noktasinin

rotasyonunu U¢ asamaya bdlelim.

-1

0324 0.854  0.420 1 1.86
Rotasyon 1.7.1. y, =U' y= [0.549 0.186 -0.820| |0|=|-0.12| (1.59)
0.774 -0.490 0.410 2 1.24
0.324 0.854 0.420
Ayrica U 'nun situnlari | 0.549 |= u, 0.186 |=u, ve |-0.820|= u,
0.774 —-0.490 0.410
olsunlar.
0 0
Denklem (1.59) ‘un anlamiise ¢,=|0|, a,=|1| ve a,;=|0| vektdrlerinin
0 0 1

eksenler olarak olusturduklari koordinat sistemindeki y noktasi, u,, u, ve u,’in
olusturduklari  koordinat sistemindeki karsilik gelen koordinat konumu ise,

1.86
y,=| —0.12| "dir. Bu sonu¢ Sekil 3(a)'da somut sekilde gorilmektedir.
1.24

30 Denklem(1.91)deki (UBV T)+ = (VT)'16+U'1 oldugun nedeni ile ilgili ayrintilar igin bakiniz. Bu
galismanin 1.2.2.1 kismindaki denklem(1.50) ’si.



y ve y

Sekil 3(a) Ornek 1.7°deki u,, u,ve u, Vektorlerinin Olusturdugu Koordinat
Sistemindeki y Noktasinin Konumu

+

407 O 1.86 0.46
Rotasyon1.7.2°' y =0'U"'y =60"y, =| 0 0.6 |[-0.12|=|-0.20
0 0 1.24 0

Bu asamada u,, u, ve u,’un olusturduklari koordinat sistemindeki y, noktasi

X ’in tekil deder matrisi & ‘nin Moore — Penrose tersi 6" bir transformasyon matrisi
olmak (zere rotasyon yaparak y, noktasina doénlsturdlir. Bu sureg Sekil 3(b) 'de
goriilmektedir. Bu siiregte kullanilan rotasyon teknigi ise, matrisin ‘stretching’ dir 2.
¥, noktasinin y, noktasina donugtugi surecte, y, 'in u, eksenindeki koordinat
degeri kugulurken, u, eksenindeki koordinat degeri blyumektedir. Ayni sirada y, 'in

u, eksenindeki koordinat degeri sifir olmakta, yani y, , y, noktasina donigmekte ve

bdylece y, bir boyutunu kaybetmektedir. Bu siireg Sekil 3(b)’de gosteriliyor.

*'0 ‘nin Moore — Penrose tersi §* ’in hesaplanmasi ile ilgili ayrintilar icin bakiniz.
Campbell, S.L (1979), s.12-19.
32 Ayrintilar igin bakiniz. Green Paul E. and Carroll J.Douglas (1976), s.339 — 341



y ve y

Sy

Sekil 3(b) 0" Transformasyon Matrisi iken Ornek 1.7 ’'deki ¥, Noktasinin
Koordinat Degerlerinin Degiserek ), Noktasina Donlsmesi
¥, ‘in bu kayip boyutu, X bagimsiz degisken matrisinin serbestlik derecesinin

geometrik bir agiklanmasidir.

1] 0.46
. 0.403 0915
Rotasyon1.7.3. B =(V"))'0*'U "' y=(V")' y, = —0.20
y p=0) Y= = 0015 —0.403 .

|0 (1.60)
105 '

Yukaridaki 8 ’'nin sonucuile EKKY B=(X"X)"' X"y ‘yiuygulayarak elde

ettigimiz sonucun ayni oldugu da kolayca ispat edilebilir.

0.915
=V,

0.403
X ’in sag tekil vektorleri (right singular vectors) =y, ve
0915 —-0.403

T T . . e L.
olsun. v, ve v, vektorleri, u, ve u, vektorlerinin olusturduklari uzayda yer alirlar.

Denklem (1.60) in anlami, u, ve u, vektorlerinin olugturduklari koordinat sisteminde



yer alan y, noktasi, vlT ve va vektorlerinin olusturduklari  koordinat sisteminde

aciklanirsa ,3 noktasi olmaktlr.,@ noktasi ( veya vektoru ) Sekil 3(c)'de gosteriliyor.

y ve y

Sekil 3(c) Ornek1.7'deki v, Noktasi (veya Vektori), vlTve vaVektbrIerinin Gerdigi

Uzayda ﬂ Noktasi (veya Vektori) olarak agiklanmasi

A

Sekil 3(c) 'de gorildiugi gibi B ile y, ayninoktada yer alirlar, fakat farkli

koordinat sistemde yer alirlar. y, noktasi u;, ve u, ‘nin olusturdugu koordinat
sistemindedir;,@ noktasi isevlT ve va 'nin  olusturdugu koordinat sistemindedir.
Burada y noktasinin B ‘ya dénustigu sureci tekrarlayalim.
Rotasyon 1.7.1.de a, , a, ve a,;’ un olugturdugu koordinat sistemindeki y
noktasl, u,, u, ve u;’ un olugturdugu koordinat sisteminde kargilik gelen y, noktasi

‘dir. Bu sureg cebirsel olarak y, =U" y esitligi ile agiklaniyor ve geometrik olarak
Sekil 3(a)’da gosterilmektedir.

Rotasyon 1.7.2.de u, , u, ve u, olusturduklari koordinat sistemindeki y,



noktasl, X ’in tekil deger matrisi 6 ‘nin Moore — Penrose tersi 8" bir transformasyon
matrisi olmak Uzere rotasyon yaparak ayni koordinat sistemindeki y, noktasina
donustu. Bu sdregte y, 'in u, Uzerindeki boyutu kayboldu. y, ‘in kaybolan bu
boyutu, X bagimsiz degisken matrisinin serbestlik derecesinin geometrik bir
aciklamasidir. Bu slire¢ cebirsel olarak y,=0" y, esitligiile aciklanmakta ve
geometrik olarak Sekil 3(b)'de gosterilmektedir.

Rotasyon 1.7.3.te u, le u, ‘nin olugturdugu koordinat sistemindeki y, noktasi,
vlT ile va’nin olusturdugu koordinat sisteminde karsilik gelen ,3 noktasidir. Bu

siireg cebirsel olarak 3 = (V7)™ y, esitligi ile agiklanmakta ve geometrik olarak Sekil
3(c)'de gosteriliyor.

A

S ’'nin uzaydaki konumunu Rotasyon 1.7.1,1.72 ve 1.73 gibi ¢ asamali

rotasyon yaparak tespit ettik, J noktasinin uzayda nerede yer alacagina simdi

bakalim.

1.1.2.2."de dogrusal regresyon modelinin regresyon tahmini y =U1U1Ty olarak

agiklanabildigini zaten tartistik .

0.324 0.854  0.420
Ayrica bu 6rnekteki (Ormek 1.7) U=1{0.549 0.186 —0.820 ’drr.
0.774 -0.490 0.410

0324  0.854 | 0.420
Rank (X )=2 olmak izere, U, = [u, |u,| = [0.549 0.186 |-0.820
0.774 —0.490 | 0.410

3 v =U1U1Ty ile ayrintilar igin bakiniz.Bu galismanin denklem (1.51) ‘i olarak bloklastirilsin.



Dolayisi ile
T

0324 0.854 1[0324 0854 ' [1] [0.5
$=UU"y={0549 0.186 ||0.549 0.186 | |0|=] 1 (1.61)
0.774 —0.490(]0.774 -0.490| |2| |15

olur.  ‘nin bu sonucu ile EKKY yani p=X (X" X)"' X"y ile elde edecedimiz
sonug aynidir. Bu kolayca ispat edilebilir. Ayrica U, ortonormal bir matris oldugu

icin Ul+ =U1T ‘dir **. Dolayisi ile denklem (1.61) su sekilde de yazilabilir,

+

0324 0.854 | 0324 0.854 1 0.5
y=UU,"y =/0.549 0.186 | | 0.549 0.186 0|=]1
0.774 —-0.490| |0.774 —0.490| |2 1.5

Bu esitligin (izerine iki asamali matris rotasyonu yaparak p ’nin geometrik

anlamini inceleyelim.

+

0.324 0.854 1 186
Rotasyon1.7.4 y*=U,"y =[0.549 0.186 | |0 ={ 612} (1.62)
0.774 —-0.490| |2 '

Bu agamada U," transformasyon matrisi olmak (zere a, , a, ve a, ‘Un

olusturduklari koordinat sistemindeki y noktasi, u, ile u, 'nin olusturdugu koordinat
sistemindeki y* noktasina dénligmekte ve bir boyutu kaybolmaktadir. Bu silreg
Sekil 3(d) 'de gosteriimektedir.

Rotasyon (1.7.1) 'de y, =U"" y olmak lizere a,, a, ve a,'lUn olusturduklari
koordinat sistemindeki y noktasi, u,, u, ve u, ‘Un olusturduklari koordinat

1.86
sistemindeki karsillk gelen koordinat konumu y,= | —0.12| 'dir. y* ile y, i
1.24

kiyaslayinca iki noktanin u,ve u, 'nin Gzerindeki koordinat degeri ile ayni oldugunu

% U, bir orthonormal matris oldugu igin U;" Moore-Penrose tersinin 4 sartina uyar. Ayrintilar
icin bu galismanin 31’inci sayfasina bakiniz.



fark edebiliriz. Fakat u, ‘Gn Gzerindeki y* ‘nin koordinat degeri sifirdir, yani y *
noktasi u, ile u, 'nin olugturdugu duzlemde yer alr. Ayrica ilging bir geometrik
anlam da ortaya gikiyor; y, noktasinin u, ile u, 'nin olugturdugu duzleme dusen
projeksiyonu y * noktasidir. Dolayisi ile y noktasinin u, ile u, 'nin olusturdugu

duzleme disen projeksiyonu da y * ‘dir. Clnkl y ve y, ayni uzay noktasindadir,

sadece yer aldiklari referans koordinat sistemleri farklidir.

y ve y

Sekil 3(d) Ornek 1.7 ‘deki  ve & Vektériinin Uzaydaki konumlari

y* ile y, noktasinin uzaydaki konumu Sekil 3(d)'de gorulmektedir.

Ayrica X matrisinin sol tekil vektorleri olan u, ve u, , X matrisinin temel

siitun uzay! yani sol uzayini (left space) olustururlar **.

Dolayisi ile y 'nin X
matrisinin sol uzayina digen projeksyonu ise de y * ‘dir. X matrisinin sol uzayinin

tamamlayici altuzay (completement subspace) yani sol sifir uzayi (left null space)

u, vektérinun tarafindan olugturulmakta olup, X ’in sol sifir uzay! bir boyutludur.



Bu da Sekil 3(d)'de gorulmektedir.

0.324 0.854 186 0.5
ROtasyon 1_7_5 j} = UlUler = Ul y * = 0.549 0.186 |: (') 12:| = 1
0.774 —0.490 ' 1.5

Bu esitligin geometrik anlami gsudur : u, ile u, 'nin olusturdugu koordinat
sistemindeki y* noktasi, a,, a, ve a, ‘Un olusturduklari koordinat sisteminde
aciklaniyorsa, y ‘dir. y* ile y ayni noktadadir, sadece yer aldiklari referans
koordinat sistemleri farklidir. y * ile p arasindaki iliski Sekil 3(d) ‘de daha somut

sekilde gosterilmektedir.

Rotasyon 1.7.4’te u, ile wu,’nin olugturdugu dizlemde yer alan y* 'in, y
noktasinin bu diizleme diigen projeksiyonu oldugunu gordiik. y *ile y ayni uzay
noktasinda yer almak i¢in y da y noktasinin u, ile u,’nin olusturdugu duizleme
disen projeksiyonudur. Yani y noktasi, y noktasinin X matrisinin sol uzayina

disen projeksiyonudur.

Ayrica y ile y noktasinin arasinda kalan vektoriin, teorik hata payinin

tahmincisi £ vektori oldugunu da biliyoruz. £ ise

1 0.5 0.5
E=y-y=10—-1|=|-1
2 1.5 0.5

olur. Elde ettigimiz £ ‘ya, p’nin dik oldugu agiktir :

0.5
pré=105 1 15]|-1|=0
0.5

Ayrica £ vektorinin X matrisinin sol sifir uzayinda yer aldigini da biliyoruz.

% Ayrintilar igin bakiniz. Golub, Gene.H (1996), s.71.



X matrisinin sol sifir uzayinin u, vektori tarafindan olusturuldugunu az 6nce
tartistik. Dolayisiyla ¢ ile u, ayni uzayda yer alir, yani ayni dogruda yer alir. ¢ ile
u, arasindaki iligki Sekil 3(d) 'de daha somut olarak agiklamaktadir. Cebirsel olarak

¢ ile u, arasindaki iliski su sekilde agiklanabilir :

0.5 0.42
E=|-1|=2122(0.82|=122 u,
05 0.41

v ’nin tahmincisi y vektorl, parametre tahmini ,@ vektord ve X insol sifir
uzayl u, vektdriinde yer alan teorik hata payinin tahmincisi ¢ vektori Sekil 3(d)y

de gorulmektedir. Ayrica bu 6rnekte serbestlik derecesinin geometrik anlami da

Sekil 3(b)’'de gosterilmektedir.



2. BOLUM QR AYRISIMI

2.1 QR Ayrisimi Kavrami

Situn veya satir ranki tam olsun yada olmasin, her tirli matris, stitun ranki
tam olan bir matris ile satir ranki tam olan bir matrisin gcarpimina ayristirilabilir. Boyle
bir ayrisim ise matrisin tam rank ayrigimi (full-rank factorization) demektir. Tam
rank ayrisimin ispatt Wang Guorong, Wei Yimim and Qiao S. (2003)" 'de yer
almaktadir.

Bu kisimda matrisin tam rank ayrisiminin 6zel bir durumunu inceleyecegiz, yani
sutun ranki tam olan matrisin bir ortonormal matrisle, satir ranki tam olan bir Ust
Ucgen matrisin carpimina ayristirilmasinin  tzerinde tartisacagiz. Bu ayrisim
matrisin QR ayrisimidir.

Matrisin SVD ’sine benzemeden matrisin QR ayrigimi sadece sutun rank tam
olan matrisler icin uygundur. Mesela 4, m x n boyutlu bir matris ve rank (4)=n
olsun (Bu bélimdeki her tartismada m = n olsun. m<nise, 4” 'nin QR ayrisimini
inceleyecegiz). 4 'nin QR ayrisimi, basitce A= QR'dir. Q, mxn boyutlu bir

ortonormal matris, R ise, n x nboyutlu bir Ust Gg¢gen matristi. QR ayrigimi

Teorem 2.1. ‘de daha ayrintili olarak tanimlanmaktadir.

Teorem2.1. mxn boyutlu 4 matrisinin ranki n ise, A sOyle aynstirilabilir :

A = QR ‘dir. O, mxn boyutlu ortonormal bir matristir. R ise, kdsegen terimleri
pozitif olan n xn boyutlu Ust Uggen matristir. Ayrica Q ve R tek (unique)dir.

Ayrica Teorem 2.1.’in ispati asadida yer almaktadir®. Bu ispat siirecinde kullanilan

"Wang Guorong, Wei Yimim and Qiao S. (2003),s.4
% Benzeri bir ispat, Stewart G. W. (1998),s.58 ‘inde bulunmaktadir.



algoritma ise klasik Gram — Schmidt algoritmasidir ®. Bu algoritmadan baska

algoritmalar da vardir. Ornegin Householder Triangularization algoritmasi * ve

Wedderburn Rank - One Reduction Formula algoritmasi °.

ispat
ispata kolaylik saglamak igin  m x 3 boyutlu X matrisini bir érmek olarak

kullaniyoruz. Ayrica m 23 ve rank (X ) =3 olsun. X vektorleri x, , x, ve x; olan
ve birbirine lineer bagimsiz vektorler olsun. X matrisi X = [)c1 X, x3] olarak

da yazilabilir.

Ispatin baslangicinda x, 'in QR ayrigimi, yani x,= Q,R, esitligini saglayan
0, ve R,’ibulalim.

x, € R™ dir. Bu yiizden Q,€ R ™" ve R € R™ olmali. Dolayisiile x,=Q,R,
esitligini saglayan en uygun Q, ve R, ise, O, = x,/ ||x1||2 ve R1=||x1||2 ‘dir, yani
0O, normallegtirilmis olsun. ||x1||2 ise, x, 'in 2-normudur®. Ayrica Q,, 2-norm
bir vektordiir, yani |Q,],= 1 dir.

Matris x*= [x, x,]olsun. x*’in QR ayrisimini

R
vl nl=lo ol |§ 7] 1)

olarak varsayalim. Buradaki R, p, ve r, ‘nin hepsi skaler olsun. Denklem (2.1)

‘'den

¥ Ayrintili bilgi icin bakiniz. Stewart G.W. 1998),s.254 ve Golub Gene.H.(1996),s.230 — 232.

4 Stewart G.W. (1998),s.254 - 259 ve Golub Gene.H.(1996),s.224 — 225.

s Ayrintili bilgi igin bakiniz. Chu Moody Y, Funderlic Robert E.and Golub Gene H., A Rank —
One Reduction Formula and its Application to Matrix Factorization, SIAM Review, Vol. 37,

No.4, s.512 — 530.
8 Ayrintil bilgi icin bakiniz. Golub Gene.H. (1996),s.52.



(2.2)

{xl = QlRl
x, =0\p, + 01y

elde ederiz. Ayrica denklem (2.2) 'den

0, n, =x, - Op, (2.3)
bulunur. Denklem (2.3) ’Un iki tarafini QIT ile garptiktan sonra ise

0, 0.1 =0 x, - 0" O, (2.4)
olur.

QITQ1 = [ oldugu icin denklem (2.4) su sekilde yazilabilir,

00, =0'x,-0"'0p, = 0'x,- p,
p, = 0, x, olsun. Dolayisi ile

00y = 0'x,- p=p - p=0 (2.5)
olur. Denklem (2.5) 'ten gériildigt gibi p, = Q,"x, ise, Q, 'le Q,r, arasinda
ortogonal iligki vardir, yani O, vektori ile O, vektori ortogonaldir, ¢linkl r,, bir
skalerdir. Fakat Q, sifira egit olursa, QITer22 de sifira esit olacagindan Q, ’le
Q,r,, arasinda iligki tespit edilemez. Simdi Q, 'nin sifira esit olup olmadigina
bakalim. x,= Q,R, ‘den

0, = xR~ (2.6)

elde ederiz.

Denklem (2.6) ‘y1 denklem (2.3)'e ddonustirdikten sonra,

0, ry =x, - x1(R171p1) (2.7)
elde ederiz. Bu ispatin baslangicinda x, ile x, 'in birbirleriyle lineer bagimsiz

oldugunu belirtmigtik. Bu yUzden denklem (2.7) 'deki Q, r,, sifira esit dedgildir.



Dolayisi ile O, de sifir degildir. Bu yiizden p,= Q," x, iken Q, ile Q, ortogonal
olmalidir.

Q, ile Q, ’nin ortogonalligi p,, p,= O, x, olarak belirtilebilir. Simdi denklem
(2.1) 'de belirsiz kalan Q, ve r,, ‘yi tespit edelim.

P, = Qlsz ‘yi denklen (2.3) ‘e donlstlrdikten sonra

0,1, =X, - QlQlTx2 (2.8)

elde ederiz. Denklem (2.8) den normallestirilmis olan Q, agsagidaki gibi olur :

0,= 0l 1y = (5, -00%) I [x,-00" x| (2.9)
r,, ise,
Ip= HQz ’”22”2 = sz _QIQITXZHZ (2.10)

olur. Simdiye kadar denklem (2.1) 'deki Q,, p, ve r,, 'nin hepsitespit edildi ve

bunlarin Gzerine Q, ‘le O, nin ortogonalligi de garantilemektedir.

R, p

= *R*
0 rzj 0

X*=[x x]= [0 Qz]{

olsun. Buradaki Q* = [Q1 QZ] bir ortonormal matristir, ¢iinki hem Q, hem O, 2-

R p

norm vektordur ve birbirleri ile ortogonaldir. R*={ ]dir ve kosegenindeki

Iy
terim R ve r,, 'nin hepsi pozitiftir.
Simdi X = [xl X, x3] 'e, OR ayrisiminin nasil uygulanabilecegine bakalim.

X matrisinin QR ayrisiminin denklem (2.11) ‘deki gibi oldugunu varsayalim.

R*
X= [xl Xy x3] = [X* x}] = [Q* Q3] { 0 fz} (2.11)

Denklem (2.11)’den



{X* — Q * Rk
(2.12)

X, = 0% p, + 051y
elde ederiz. Denklem (2.12)’ den

O,ry=x, -0%p, (2.13)
olur. Burada Q* ile Q,’lin ortogonal olmasi igin ne gerekecegine bakalim.

Denklem (2.13)lin iki tarafini O * " ile garptiktan sonra

0*" Qyry; = 0" x,- 0" 0% p, (2.14)
elde ederiz. 0*" O*= I oldugu igin denklem (2.14) su sekilde de yazilabilir :

0*" 0,1y = 0% x; - p, (2.15)

Denklem (2.15)'ten géraldigu gibiQ* ile O,’tun ortogonal olabilmesi igin , yani
0, ve Q,’ile O, 'un ortogonal olabilmesi i¢in denklem (2.15) ’in sag tarafi sifira esit
olmali, yani Q*" x, - p, = 0 olmalidir. Buradan da

0*"x;= p,

olur ve p, € R 2 dir. Ayrica 0, ve r;; su sekilde de agiklanabilir :
0,= Oy | 13y =(x, =0* 0¥ x) [ |, —0*0*" x| (2.16)

33 =HQ3 ’”33”2 =||x3 _Q*pznz =Hx3 _Q*Q*T xzuz (2.17)

Simdiye kadar denklem (2.11) 'deki O, p, ve ry; 'Un hepsi tespit edildi ve

bunlarin lzerine Q* ile O, 'Un ortogonal oldugu garanti altina alinir. Dolayisi ile

denklem (2.11) agsagidaki gibi yeniden yazilabilir :

X=[x x x]=[x* x]=[0* QJ{R* pz}

0 7y



= OR (2.18)

Burada p,= Q*" x, olduju igin p, 2 boyutlu bir vektdrdir. Ayrica

R p | P
Q=[Q1 0, Q3]bir ortonormal matristir; R=| 0 r, ise kdsegenindeki

terimleri pozitif olan Ust Ug¢gen matristir.

Ayni mantikla her boyutlu sutun ranki tam olan matris denklem (2.18) ‘deki X
matrisinin QR ayrisimi gibi bi r ortonomal matrisi ile kdsegen terimleri pozitif
olan bir Gst Gg¢gen matrisin c¢arpimina aynstirilabilir.

Denklem (2.18)'deki X ’in herhangi bir situnu x;,
x, =0rn
olarak da aciklanabilir. 7, ise, R’'nin i 'inci sutunudur. Bu esitlikten X ’'in herhangi

bir sttunu x;,, Q tarafindan agiklanabilir, yani O, X matrisinin situn temel

uzayini olusturdugunu gorebiliriz.

Teorem 1.2. ‘yi ispat ettigimiz stiregte kullandigimiz Gram—-Schmidt algoritmasi
matrisin QR ayrigiminin hesaplanmasinda da kullanilabilen ideal bir algoritmadir.
Bunun diginda Householder, Block Householder, Givens ve Fast Givens QR
ayrisimin hesaplanmasi igin diger iyi algoritmalardir ”. Bu algoritmalarin arasindaki
Fast Givens algoritmasi LU ayristirmasi ile QR aynstirimasi arasindaki ilging
iliskiyi ortaya koyalim :

A, sttun ranki tam olan bir matris ve 4 € R™" olsun.

" Golub, Gene.H. (1996),s.223



A" A4 ‘nin LU aynsimi 4" A= LU olsun. L, kdsegeninin terimleri ‘1’ olan
alt Ggcgen matristir. U ise tekil olmayan Ust Ug¢gen matristir. Ayrica A=4 H'
olur. Dolayisiile

Ad=10"A" a4 =L'LuH' =u@h
yazilabilir.

A"4=D olsun. D hem simetrik hem st ucgen bir matris oldugu i¢in bir

kédsegen matris olmali. 4 'nin QR aynsimindaki O ve R asagidakiler gibi

hasaplanabilir °:

0=AD"= 4L UL )" (2.19)
R=D"L"=wwhHH"r" (2.20)
Burada QR ile SVD arasinda nasil bir iligki oldugunu da inceleyelim.

Yine A ’yi bir 6rnek olarak kullanalim. 4=0QR, A 'nin QR ayrigimi olsun.

Dolayisiile Q" A=R ’dir. Ayrica R ’'nin SVD ayrigimi

W'RV =0 (2.21)

olsun. @ bir kdsegen matristir. Q" 4 =R ‘yi denklem (2.21)‘e déniistiirdiikten sonra,

wro"Aav =60 (2.22)

elde ederiz. Z = QW olsun. Denklem (2.22) su sekilde yeniden yazilabilir :

Z"AV =0 (2.23)
Denklem (2.21) ve (2.23)'ten A ileR ‘nin ayni tekil deger matrisi ve temel

satir uzayina sahip oldugunu gorebiliriz .

® Ayrintili bilgi igin bakiniz. Golub Gene.H. (1996), s.228 ve Pursell Lyle and Trimble S.Y.,
American Mathematical Monthly, Vol.98, No.6, s.544 — 549.



2.2. Regresyon Analizine QR Ayrisimin Uygulanmasi

1.2.1. kisminda SVD uygulayarak ¢oklu dogrusal baglantiyi inceledik ve EKKY
‘nin yerine SVD ile dogrusal regresyon modeli kurduk. Ayrica dogrusal regresyon
modelinin kurulmasinda QR ayrisim yéntemi® ile EKKY ‘nin temeli aynidir, yani
ikisi de kalinti hata kareler toplamini en kiguk yapacak parametre tahminini tespit
etmektedir. Bu kisimda QR ayrisim yontemi ile regresyon analizini gergeklestirerek
EKKY ile QR ayrnisim yénteminin denk oldugunu gosterecegiz.

Bir dogrusal regresyon modeli agagidaki gibi aciklanmig olsun :

y=XB+e (2.24)
Bu modeldeki X bagimsiz degiskeni sOtun ranki tam olan bir matris

ve X€ER™", mz2n olsun. Ayrica X 'in QR aynisimi X =Q,R ve O, €ER™",
RER™ olsun. @, ‘in R™ vektdr uzayindaki ortogonal tamamlayicisi (complement)

Q, olsunve O, € R™™ ‘dir. X’in QR ayrigimi su sekilde de yazilabilir :

x=0r=[0 QJm - Qm

Burada Q= [Q1 QZ]’dir. Ayrica Q kare ortogonal matris oldugu igin
r R
0 X= 0 (2.25)

olur. Ayrica denklem (2.25) ‘e Steward G.W. (1998) ‘de QR Decomposition

denmektedir *°.

d Bagimsiz degisken matrisinin QR ayrigimi incelenerek regresyon analizinin yaritilmesi
burada gegici olarak QR ayrigim yontemine densin.
1% Stewart G. W. (1998), s.250.



Denklem (2.24) ’Un iki tarafi QIT ile garptiktan sonra
Q'y=Q0'Xp+ Q"¢

R
elde ederiz. Bu denklemi Q" X = {0} ‘a donusturdukten sonra

T R T
0 y{O}fHQ € (2.26)

elde ederiz. 0"y =z ve Q¢ =1 olsun. Dolayisi ile denklem (2.26) su sekilde

yazilabilir :

R
z= {O]B+ n (2.27)

Denklem (2.27) ‘nin hata kareler toplami (ESS) asagidaki gibidir :

Il

Il

N

|
—
S X
(I

=

=07y -0,

=lo” (v - xp)|;
=(y-Xp)’ 00" (y- XP)
=(y - Xp)’ 00 (v~ XB)
=y - xpl,

= [l

Ayrica denklem (2.24) ’ ile denklem (2.27) 'nin teorik hata payinin varyansi da

aynidir, yani Var(n,) = Var(g,) dir. Bunu gdsterelim :



e e o .. T
Q ’'niin i’'nci siitununun notasyonu Q. olsun. Q'¢ =n oldugu igin Q, &=

n, 'dir. Dolayisi ile

Var(n,)= Var(Q,"¢)

= E(Z Q;€; )’
=

= B0, )+ 2B Y. 0,¢,046,) i

j=1 k=1

iQ@/ZE(g_/)Z

Var(e ;) Z Q@/Z
=

= Var(e,) (2.28)

olur. Denklem (2.28) 'den gbrebiliriz ki Var(n,) = Var(e,), yani g,~ N(0,56%) ve
ayni zamanda n,~ N(0,56°) 'dir. Diger bir deyigle n, ile &, nin olasilik dagilimi

aynidir .
Dolayisiile hem ESS hem teorik hata payinin varyansi agisindan denklem
(2.24) ‘Gn denklem (2.27) ‘ye denk oldugu goérulebilir. Simdi denklem (2.24) ‘Un

yerine denklem (2.27) ‘yi kullanarak regresyon analizini gergeklestirelim :

- - _
z
z = Q;)’:{l ,ZIGR”,ZZER(""”) ve
_sz_ Z; |
- _
n= Qng = {771 , M, €ER", n,€R™ olsun.
1O, (7]

Yukardaki bloklasmis z ve 1 ’'nin (izerine denklem (2.27) ‘yi yeniden yazalim,



R
Z, 0 Up)
Denklem (2.29) ‘daki £ ‘nin sapmasiz tahmincisi ,3 olsun, dolayisi ile
Rl ~
Z, 0 Up)

olur. 5, ER", 13, ER ™™ dir.

Denklem (2.30) 'daki ESS ise,

o[ e

=(z,— RB)" (2, —-RP)+ z,’ z, (2.31)

2

ESS=‘

2

Bu denklemden gérebiliriz ki en kiigiik ESS 'yi saglayabilmek igin z, —R,@ =0,
yani z, = Rﬁ olmasi gerekiyor. Bu yuzden

B=R"z (2.32)
‘dir. Gergekten QR ayrisim yontemini uygulayarak denklem (2.32) 'deki gibi elde
ettigimiz ,3 ile EKKY ile elde ettigimiz sonug aynidir. Clnku

B=R"z=RR'R"z,=(R"Q,/OR)'R"Q y=X"X)"XTy

‘dir.

Bu sonug ¢ok dogaldir, cinkii hem QR ayrisim yontemi hem EKKY ‘nin taban

aldigi teori, hata kareler toplaminin en kuguk degerinin saglamasidir. Ayni kriter

Uzerine iki yontemle elde ettigimiz sonuglar aynidir, sadece isleme slrecleri

2

A

o(|le n n
farkhdir. EKKY, % =0 esitligini saglayarak g ‘yi elde etmektedir, yani  bir

degisken olmak Uzere ||é||z =y"y-2y"XB+B X" XB ki kare fonksyonunun

edrisindeki dip noktay!r bularak ,@ 'yI saglamaktadir. Fakat QR ayrisim ydntemi,



denklem (2.31) deki en kuguk ESS ‘yi saglayarak ,3 ‘y1 elde etmektedir.
Simdi ,@ 'nin varyansini tiretelim. Denklem (2.29) 'dan

Z =R,B+771

olur. Bunu denklem (2.32) 'ye donustirdikten sonra
B=R"(RB+n,)
elde ederiz. Dolayisiile ,[3’ ~B=R"n, dir. 8 ile ,3 'nin i’nci teriminin notasyonu

ayri ayri olarak B, ve B, olsun. Ayrica R =C ve C ’nin i’nci satir ¢, olsun.

Var(ﬁAi)= E(ﬁ: _ﬁ[)z

E(cm,)’

E(cm,)’

E(Z c,m;)’
7

=E( 2%2’71_/2 +2 ZZ%’?I_/%’M ) j#k
7

j=1 k=1

=EQ ) m,)
j

=522%2
J
= 5%(c,c,) (2.33)

A

olur. B, ve 8, arasindaki kovaryans ise,

Kov(B,,B,)= E(B, - BB, - B,) i%)

=E(cm)(c,m,)



= E(z Ci Mk )(z C Tk )
=1 =1

n n n
2
E(z CoCuThi + z zcikc_/pnlknlp) k#p
=1

k=1 p=1

E(z Cikc_/knlkz)
=1

n
2

zcikc_/kE(nlk )
=1

n
_ o2
=" cucy

=l

= 8%cc,’ (2.34)

olur. Denklem (2.33) ‘le (2.34) 'U birlestirdikten sonra,@ 'nin varyans - kovaryans
matrisini

Var Kow(B)= §2CCT=5R"(R™") =6*(R"R)"!
olarak elde ederiz. Gergcekten yukaridaki Var-Kov(,@) ‘nin tanimi ile alistigimiz
Var Kov(f)=8%(XTX)™" formiili aynidir, giinkii

Var Kov(f)=6*(R"R)"'= §*(R"Q,"O,R)" =6*((Q,R)" O,R) "= 6> (X" X)!
‘dir. Burada QR ayrisim yontemi ile regresyon analizi yaparak elde ettigimiz
denklem (2.32)’deki,3 ‘nin agiklanmasi ve denklem (2.33)’teki Var(ﬁ[)aglklanmaS|n|

bir 6rnekte kullanacagiz .

Ornek 2.1 y=X,3+é dogrusal regresyon modeli bagimsiz degisken X ve

bagimli degisken y olmak lzere",

™ Buradaki bagimsiz degisken x ve bagimli dedisken y verileri Ansley Craig F.(1985) ‘ten
iktibas edilmektedir.



[2.99] 11

5.69 1 2
y=|702| ve X=|1 3| olsun.

9.45 1 4

19.28 | 11 5]

X'’in QR aynisimi,
R
X=0 0

0.4472 -0.6325 0.1450 03318 05186 |[2.236 6.708]
0.4472 —0.3162 —0.6290 —0.4639 —0.2987 0 3.162

=| 04472 0 0.7395 —03231 0.3857 0 0
04472 03162 —0.1720 07107 —0.4066 0 0
| 04472 0.6325 —0.0835 -02555 05725 || 0 0 |
ve
[15.438 |
21 | 5198
Q'y=z=1—|=_0370
#2111 0.493
| —1.423 |

olur. Denklem (2.32) 'den y=X,3 + & regresyon modelinin parametre tahmini ,@

. 2236 6.7087 [15.438] [1.975
ﬁ =R z, = =
0 3.162 5.196 1.643
olur. Yukaridaki ,@ ‘nin sonucu ile SPSS ile elde ettigimiz Tablo 6 ‘nin Katsayi
(Coefficients) ‘daki sonug¢ kiyaslanirsa ikisinin de ayni oldugu gorulebilir.

Ayrica, denklem (2.31) ’den, ﬁ:R’lzl ise, y = X,@ +£& ‘nin en kigik

hata kareleri toplami saglanabildigini gorebiliriz, yani



~0.370]'[-0.370
ESS = z,'z, =| 0493 | | 0.493 | = 2.4048

—-1.423| | -1.423
é . .
olur. Ayrica £, ’nin varyansi §° olsun ve & = {Al} , §, ER?, £, ER?® olsun.
)

=Rz, olmak Uzere denklem (2.31)ten £,", = z,"z, olur, dolayisi ile
ESS=z,'z, =£,' &, ‘dir. Ki—kare’ nin tanimindan ESS = £,"&, ~ 8%y (m-n) ‘dir,
AyricaESS/m-n = £,",/m-n ise &> ‘nin sapmasiz tahmincisidir. s = ESS / m-n
olsun. Dolayisi ile

s’= ESS/m-n =2.4048/5-2= 0.8016

olur. Yukaridaki 5> ‘nin sapmasiz tahmincisi s ile Tablo 6. ‘nin Varyans Analizi
(Anova) tablosundaki hata kalinti (residual) ortalama karesi (mean square) ile

kiyaslarsak ikisinin de hemen hemen ayni oldugu gorulebilir.

Denklem (2.33) ‘le elde ettigimiz ,@ ‘nin varyansi asagidaki gibi bulunur :

0.882 —0.240
—-0.240  0.080

VarKov(B) =8*(R"R)™ {

Dolayisi ile Var(f,) = 0.882,Sh(f,) = 0.939; Var($3,) =0.080, Sh(3,) = 0.283

olur. Burada QR ayrigimla elde ettigimiz Sh(,@l) ve Sh(,@z) 'yi kullanarak ,é ‘yit

student testi ile sinayalim :

A

B, -0 _1.975

— = =2.103
Sh(B,) 0.939

t(p,) =

B, -0 1.643

— = = 5.803
Sh(B,) 0.283

t(B,)=

Yukaridaki ,é 'nin ¢ student test sonucu ile Tablo 6 ‘nin Katsayi tablosundaki



,é 'nin ¢ student test sonucunun ayni oldugunu gorebiliriz. Yani Tablo 6. ‘nin
Katsay! tablosundaki ,é 'nin ¢ student test sonucunun istatistik anlami ile QR

ayrisim yontemi ile elde ettigimiz Sh(,@l) ve Sh(,@z) ‘'nin Uzerine yaptigimiz ¢

student testinin sonucunun istatistik anlami aynidir.

12

Tablo 6. asagidaki gibi gdsteriimektedir

Tablo 1.6.
Model Summary
Std. Error
Adjusted R of the
Model R R Square Square Estimate
1 , 9582 ,918 , 891 , 89555
a. Predictors: (Constant), X
ANOVAP
Sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 26,994 1 26,994 33,659 ,0102
Residual 2,406 3 ,802
Total 29,401 4

a. Predictors: (Constant), X
b. Dependent variable: Y

coefficients?

Standar
dized
Unstandardized coeffic
Coefficients ients
Model B Std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 1,975 ,939 2,103 ,126
X 1,643 ,283 ,958 5,802 ,010

a. Dependent variable: Y

Ornek 2.1.’de veriye klasik ydntem ile QR ayrigim ydnteminin ayni sonucu
verdigini, boylecede regresyon analizinde QR ayrisim yonteminin glvenilir bir

yontem oldugunu gosterdik. QR ayrisimi sadece regresyon analizine uygulanmasi

" Tablo 1.6."daki sonuglar, Ornek 2.1°deki x ve y her biri ayri olarak bagimsiz ve bagimli
degisken olarak SPSS ‘yi kullanarak elde edilirler.



ile degil, ranki tam olan matrisin tekil degerini bulmak agisinda da ¢ok popduler bir
algoritmadir™.

Ayrica Shifted QR algoritmasi da ilging bir konudur. Burada bu konuya
biraz deginecegiz.

Matris OR Upper Hessenberg Reduction H=UOTAU0 olarak
aciklanmaktadir . H, 4 ’nin Hessenberg matrisidir ve bir st altkdsegen

(upper subdiagonal) matristir. U,"U, = I ve U, = PP,.......P, ‘dir. P. (P, <P, <P,)
15

ise 4 ’nin Householder matrisidir

s bir skaler olsun. Ayrica H —sI 'nin QR aynsim H —sI = QR olsun. Bir

matris = RQ + sl olsun. H ile H arasindaki iligki ise,
H=RO+sl= Q" (OR+sl) OQ=0"HQ

Yukaridaki gibi H ile H arasindaki iliski ile H’nin altkbsegenindeki terimler

A

sifirlanarak A 'nin Hessenberg matris H, H ‘ya donustlrlur.
A ’'nin i’'nci 6zdeg@erinin notasyonu y, olsun. H ’nin i’nci altkdsegen terimi,
k

Vieh =S

Vi—S

hizi ile sifira yakinsar. Buradaki s ise  shift “ tir '°.

Yukardaki algoritmaya Shifted QR algoritmasi ismi verilir'”.

™ Watkins David S. (1982), 5.428.

" Ayrintili bilgi igin bakiniz.Parlett B.N.(2000),Section 7 ve Golub Gene H.(1996),s.352 —253.

'° Bu konudaki ayrinti bilgiler igin bakiniz. Golub Gene H. (1996)s. 344 — 346.

1817 Ayrintili bilgi icin bakiniz. Golub Gene H. (1996) 5.353 ve Demmel James W. (1997),
s.161-173.



3. BOLUM LU AYRISIM

3.1. LU Ayrisimin Kavrami

Bu kisimda Gauss Eliminasyonunu ile LU ayrigsimin arasindaki baglanti ve
bir matrisin LU ayngiminin turetiimesini tartisacagiz. Ayrica LU ayrisim
algoritmasinin 6zel bir durumu — Pivot yontemi ile ilgili tartisma da bu kisimda yer

almaktadir.

3.1.1. Gauss Eliminasyonu ve LU Ayrisim
7
8

Ornek 3.1. 4= olsun. Gauss Eliminasyon algoritmasi ile 4 matrisini

w N =
AN L A~

1

(e}

bir Gstlicgen matrise donusturelim.

7 1 4 7 1 4 7

8 P, 0 -3 -6 p, |0 =3 —-6[=U

100 —> |0 -6 —11| —> |0 O 1

Burada asama asama yukardaki 4 ’'nin Gauss Eliminasyonunu cebir dili ile

gerceklestirelim.

1 00
M,=|-2 1 0] olsun. Dolayisi ile
-3 0 1
I 0 0|1 4 7 1 4 7
M A= \|-2 1 0|2 5 8|=|0 -3 -6
-3 0 1|3 6 10 0 -6 -11

olur. Yukaridaki M, A ‘nin sonucu ile 4 'nin Gauss Eliminasyonununun p,

asamasinin sonucu aynidir, yani A 'nin Gauss Eliminasyonunun p, asamasini



cebirsel olarak gerceklestirebiliriz. Keza, p, asamasini Gauss Eliminasyonunu

cebirsel olarak gergeklestirelim.

1 0 0
M,=10 1 0] olsun.
0 -2 1

0 o][1 77 1 4 7
M,MA =0 1 0[|-2 1 0f|2 5 8[=|0 -3 —6|=U
0 1{[3 6 10| |0 0 1

olur. Yukandaki M, ve M, , A  matrisinin Gauss transformasyonu

(transformation) * 'dur.

Burada 4 matrisinin Gauss transformasyonunu M, ve M, ‘den tiiretelim 2.

0 1
tM=]2| bir vektdr ve 1'nci birim vektér e, =| 0| olsun. M, i
3 0
0 I 00
M=T-tY"=1-[2|[l 0 0]=|-2 1 0
3 -3 0 1
0 0
olarak elde ederiz. 1 = |0 | bir vektdr ve 2'nci birim vektér e, =| 1| olsun. M, yi
2 0
0 1 0 O
M,=T1-tPe,"=1-|0[[0 1 0]=]0 1 0
2 0 -2 1

olarak elde ederiz. " ve t*, 4 matrisinin Gauss vektérii (Gauss vector) * diir.

Ayrica kdsegendeki altmatrislerin determinantlari sifir olmayan herhangi bir

12 Matrisinin Gauss transformasyonu ile ilgili ayrintilar igin bakiniz. Golub. Gene. H. (1996),
s.94 — 95.
% Matrisinin Gauss vektori tanimlanisi icin bakiniz. Golub.Gene.H. (1996), s.95.



kare matris X ’in (X € R™") k’nci Gauss Transformasyonu su sekilde agiklanabilir :

1 0
1010
0]Tlo0]
o 1o . 0o . .
M,=1-t%e =71- =/. . .0 1 0 . . .| &1
e | |11 .0 Y 100
1o
0 . 0 .
_tl’l___ 0
o . .0 % 0 . 0 1]

1<k<n-1

Buradaki ¢, X matrisinin k 'nci Gauss vektdriidir. e, ise k’nci birim vektdrdir.

Ayrica ¢ *nun i’'nciterimi t; ise ;= —£ ‘dir, ayrica i=k+1:n dir*. d,, ise
kk

D matrisinin & ’'nci vektoranin i’nci terimidir ve D=M .M ,M X ‘dir:
X matrisinin Gauss Eliminasyonunu U su sekilde agiklanabilir,
u=M,,. . .M,MX (3.2)
Ayni zamanda U matrisi de X matrisinin LU ayrisimindaki U 6desidir. Ayrica

M, tekil olmayan bir kare matris oldugu igin denklem (3.2) ‘den
X=M"'"M_,M U

elde ederiz. M,”'..M _,"'M, = =L olsun, dolayisi ile yukaridaki denklem su
sekilde yazilabilir :

X=LU

Bu X matrisinin LU ayngimidir. Matrisin LU ayrnigiminin  daha ayrintili

tanimlanigi asagidaki Teorem 3.1. ‘de verilmigtir :

“Buradaki k+1:7 ise, k+1 ‘den n‘ye kadar siralanmaktir.



Teorem 3.1. Bir nx n boyutlu X matrisinin kdsegenindeki altmatrislerin

determinantlarinin hepsi sifir olmuyorsa, yanidet X (1:i,1:/)#0 ise (i=1: n -1),
X ’in LU aynisimi séz konusudur. Buradaki X (1:i,1:i), X matrisinin
kosegenindeki altmatrislerdir. Ayrica L kosegeninin terimleri ‘1’ olan nx n boyutlu

alt Gggen matris, U ise nx n boyutlu Gst Gggen matristir.

Teorem 3.1.’in ispati Golub.Gene.H (1996)'da bulunabilir °.

Burada L 'yi X 'in Gauss vektori t* ile agiklayalim. Denklem (3.1) 'deki
M, =1-t%e," oldugu igin

M, =1+t%e,’
olur. Giinkii M, ™ =1+t%e," olmak lizere

M, "M, =I+tPe)yI-tPe, V=1-tPe," tWe, " =1-1tP (e, tW)e, =1

olur, buradaki e,'t*) =0 ‘dir. Dolayisiile M, =1+t%e,’ ’dir. Bu yiizden

L=M_".M_ "M,

= +tVe) (I +tPe, ). . ... (I+t" Ve 1)

= (U +tVe +1tPe, +1Ve tPe,") (I +1%e,). . ... (I+t" Ve 1)
n—1 r

= I+Zr(k)ek (3.3)
k=1

olur . Denklem (3.3) ‘teki Ve, tPe,” =0, clnkii ¢ t* =0 ‘dir. Keza,

&, TN, T .
t"e, tVe,; =0 k#j

n—1
olur. Dolayisi ile denklem (3.3) ’teki I+Zr“‘)ekT ‘ten bagka Ogelerin hepsi
k=1

® Golub.Gene.H. (1996), 5.97 - 98.
6 ilgili ispat i¢in bakiniz. a.g.e.,s.99.



sifirdir.

Denklem (3.3) ‘iin tzerine Ornek 3.1. ‘deki 4 'nin LU ayngiminin L 6gesini
bulalim.

L= T+ t(l)elT + t(z)ezT

1 0 o] [o 0
=10 1 o[+|21 0 o]+ |0f0o 1 0]
00 1| |3 2
1 00
=[2 10
321

olur. Dolayisi A 'nin LU ayrigimi su sekilde agiklanabilir :

1 4 7 1 0 o1 4 7
A=12 5 8|=(2 1 0||0 -3 —-6|=LU
3 6 10 3 2 1|0 0 1
1 39
Ornek 3.2 D=2 6 7| olsun. D 'nin LU ’ya ayrigtirilabildigini varsayalim,
3 83
yani,
I 0 Of|u, u, u;
D=1, 011 0 wuy uy
Ly L, 1110 0 us

olsun. Bu denklemin tutarli olabilmesi i¢in L ve U ‘nun dgelerinin asagidaki degerlere
sahip olmalari gerekiyor:

u, =1, u,=3, u,=0, [,,=2, [,,=3. Budegerlere gére D matrisinin (3,2)
terimi d,, =1,,u,, +1,,u,, =9 ‘dur. Fakat bu sonuca aykiri olarak d,, 'nin gergek
degeri 8 'dir. Buyuzden D ’'nin LU aynigimi yoktur diyebiliriz.

D’yi Gauss Eliminasyon algoritma ile Gst ggen matris sekline donustirmeyi



deneyelim.

1 39 1 3 9
D=2 6 7| —> |0 0 —11|=D,
3 8 3 0 -1 —24

Goraldugu gibi 2'nci ile 3'Gneu satir yer degistirmeden D, Ust lggen matris
sekline donusturilmez. Cunkd D ’'nin kosegenindeki bir altmatris ) 6 ‘nin

determinanti sifira esit oldugu igin D, in 2°nci pivot 7, yani (2,2) 6gesi sifira esittir.

Burada denklem (3.2) ‘ile D’nin LU ayrisiminin U 6desini bulmayi deneyelim.

1 00 0 I 00
M, =T-tY" =10 1 0|-|2|1 0 0]=|-2 1 0
0 0 1 3 -3 0 1
olur. Dolayisi ile
1 0 0]|1 3 9 1 3 9
D =MD=|-2 1 0|2 6 7|=|0 0 -I1
-3 0 1{|3 8 3 0 -1 -24
1 0 0
olur. D'nin 2'nci Gauss transformasyonu M,=|0 1 0] 'dir. )5 ise D’nin
0 —t?5 1
0
2 ’'nci Gauss vektori () =| 0 | ‘min 3 ’lncl terimidir. Gauss vektdriiniin
t?;
tanimlanisina gére, ¢%; = %1 olmasi gerekiyor. Fakat 0 bir payda olmaz. Bu

yiizden t*; s6z konusu degildir. Dolayisiile D 'nin 2'nci Gauss Transformasyonu

"Pivot, Gauss Elimination 'un her asamasindan sonra elde ettigi matrisin Gauss
Elimination algoritmasi ile isletilecek altmatrisinin (1,1) égesidir. Ornegin, Ornek3.1 'deki

A’nin p, asamasindan sonra elde ettigi matrisin pivot 'u ise -3 ‘tir. Ayrintili bilgi igin bakiniz.
Golub Gene H.(1996),s.110.



yok etmeksizin D (st G¢gen sekline dénustirtlemez.

Teorem 3.1. ‘de matrisin LU ‘ya ayristirilabilmesi igin bir kosul ortaya
koyuldu, yani matrisinin kdsegenindeki altmatrislar determinantlarinin  hepsi
sifir olmamalidir. Baska deyisle bir » x n boyutlu matris X’in &k 'nci Gauss

Eliminasyon asamasindaki, yaniX, =M M, ,...M X (1<k <n-1) asamasindaki

pivot sifira esit olmasa, X (st Uggen matris sekline donustirulebilir, yani LU
ayrisimina dunustarulebilir.
ilk 6rnekte ranki tam olan matrisin LU ayrisimini tartistik. Ranki tam

olmayan bir matris LU ayrnisimina dianudsturulebilir mi ? Burada tartigalim.

1 2 3 6
342 4
C= olsun. C matrisinin 3’inci ve 4’UnclU sUtunu arasinda
5 6 2 4
4 0 1 2

lineer baglanti vardir. C matrisinin Gauss transformasyonunu kullanarak C

matrisinin LU aynsimini su sekilde bulabiliriz :

1 23 6] [too 1,1 2 3 0

co3 424131 0 L]0 -2 -7 0

56 24| |52 1 ,/lo o 1 o0

401 2| |4 417 1,1]0 0 0
L U

Yukarida C matrisinin LU ayrigimini  goérebiliriz, bir tane U vardir, fakat
L’nin I,, L,, L, ve [, terimleri belirli olmadigiigin L nin degeri sonsuz tane

dir, yani C matrisinin sonsuz tane LU ayrisimi vardir. Fakat nx n boyutlu tekil

olmayan kare matrisin LU ayrigsimi tektir (unique).

Teorem 3.2. nx n boyutlu tekil olmayan matris 4 'nin LU ayrigimi varsa, L ve

U tektir. Ayrica 4 matrisinin determinant det(4 )= u,u,....u,, ‘dir. Buradaki u,



(1= i £ n) U ’nun késegenindeki 6gesidir.
Burada tersten ispat ydontemi ile Teorem 3.2 ’yi ispat edelim. Benzer ispat

Golub Gene H. (1996) 8 'de bulunuyor.

ispat : Tekil olmayan 4 matrisinin iki tane LU ayrisimi séz konusu oldugunu

varsayalim. Yanid= L, U,, aynizamanda4= L, U, ‘dir. Dolayisiile L, U,= L, U,

‘dir. L, , U, , L, ve U, ‘nin hepsi ranki tam olan l¢ggen matris oldugu igin
LL=U,U"

olur. szl L, bir birim alt Gggen matris ve U, Ulf1 bir Ust Gggen matris oldugu igin

olmalidir °. Dolayisiile L,= L, , U,= U, ‘dir.
Ayrica 4 ‘nin LU ayngsimindaki L ’'nin determinanti det(L )=/ oldugu igin

det(A4)=det(LU ) =det(L )det(U ) = det(U ) = u,,u,,....u,, ‘dir.

nn

3.1.2 Pivot Yontemi "
1 39 { 3
Omek 3.2.'deki D=|2 6 7| matrisinin kdsegenindeki bir altmatrisin {2 6}
3 8 3

determinanti sifir oldugu icin D ‘nin LU aynsiminin olmadigini Teorem 3.1. ‘den

. 0.0001 1 _
biliyoruz. E = { { olsun. E 'nin LU ayrigimi

1 0][0.0001 1
E=LU= (3.4)
10000 1| 0  —9999

Ayrlntlll bilgi icin bakiniz. Golub Gene H. (1996),s.101
Uggen matrisin ters ve ¢arpmasi ile ilgili teoremler igin bakiniz. Golub Gene H.(1996),s.93.
% Konuile ilgili ayrintilar igin bakiniz. Golub Gene. H. (1996) , s.109.



olur. £ ’'nin LU ayrisimindaki L ve U ’nun terimleri ¢cok biyluk veya kiglk
olmasinin sebebi, £ ’'nin ilk pivotu 0.0001'in ¢ok kicuk olmasidir. Eger bu pivot
sifira esitse, £ matrisi LU ‘ya da ayrigtirlamayacaktir.

D ile E matrisinin sorununu agabilmek icin pivot yontemini uygulamamiz

0 1
gerekiyor. P = L 0} olsun.

0 17[0.0001 1 11 1 o]t 1
PE = = = =LU (3.5)
1 ofl 1 1] 00001 1| [0.0001 1[/|0 0.9999

olur. Buradaki PE ’nin LU ayrnigimnin denklem (3.4) ‘tekinden daha uygun oldugunu
gorebiliriz. Yani PE ’'nin LU ayrisiminda fazla asin deger yoktur. P ’ye permutasyon

(permutation) matris denir "

. Bir matris, permutasyon matrisle énden carpilirsa,
karsilik gelen bu matrisin satirlari yer degistirir veya arkadan carpilirsa bu matrisin
karsilik gelen sutunlar yer degistirir.

Denklem (3.5) 'te P permutasyon matrisi ile E matrisinin satirlari yer
degistirerek uygun LU ’ya aynstirildi. Yukarida P permutasyon matrisi

kullanarak E matrisin uygun LU aynisimini bulduk. Bir 6rnekle daha pivot

yontemini inceleyelim.

3 17 10
Omek3.3 H=|2 4 -2 | olsun.
6 18 —-12

E matrisinin LU ayrisimindan gérebiliriz ki pivotta yer alan terim ne kadar

blylkse o kadar iyidir, yani pivotun vyer aldigin sutundaki terimler arasindan

" Permutasyon matris le ilgili ayrintili bilgi i¢in bakiniz. Golub Gene H.(1996), s.109 - 110.



pivottaki terim mutlak degerce en buyuktur. Bu zaten pivot yonteminin esasidir.

Zie H

Burada pivot yonteminden biri — kismi pivot (partial pivot) yodntemi
matrisinin LU ayrisimini bulahm, yani H ’in pivotunun yer aldigi 1’'nci situnda

pivotunun mutlak degerini en buyuk yapalim.

0 0 1 6 8 -12
P, =10 1 0] olsun. Dolayisi ile PH=|2 4 -2 |olur. BH ’in 1'nci
1 00 3 17 10
1 0 0
Gauss transformasyonu M, = —% 1 0] ’dir. H matrisinin Gauss
1
Voo

Eliminasyonunun birinci asamasi yani H matrisinin LU aynigimindaki U 6gesinin

turetilmesindeki birinci asamasi agagidaki gibi gosterilerek

6 8 -12
H=M,PH= |0 -2 2
0 8 16

olur. H,’in pivotu -2 < 8 oldugu i¢in H, 'in 2 ve 3’lncl satirinin yer degistiriimesi

gerekiyor, yani H,’e kismi pivot yontemini uygulamasi da gerekiyor.

1 00
Permutasyon matris”, = |0 0 1| olsun.
010
1 0 0|6 8 -—12 6 8 -12
PH =PM PH=0 0 1|0 -2 2 |=/0 8 16 |'dir. Dolayisiile
0 1 0j|0 8 16 0 -2 2

2 Kismi pivot yontemi ile ilgili ayrintili bilgi icin bakiniz. Golub Gene H.(1996), s.110 — 113.



1 0 O
H matrisinin ikinci Gauss Transformasyonu M,=|0 1 0 [’dir. Dolayisi ile H

0%1

[u—

‘in Gauss Eliminasyonu ikinci asamasi

6 8 —12
H,=M,PH =M,PM,PH =0 8 16 |=U (3.6)
00 6

olur. Yukaridaki U ayni zamanda da P, P, H matrisinin LU ayrigiminin U 6gesidir,
bu kolayca ispat edilebilir.

P,P, =P olsun. PH matrisinin LU ayrigiminin U &gesini denklem (3.6)'daki
gibi bulduk, PH matrisinin LU ayrnisiminin L 06gesini de bulalm. Burada
13

kullanacagimiz algoritma Golub Gene H. (1996)’da bulunmaktadir

L’nin k’inci sGtunun notasyonu /, olsun. /, ’nin kdsegeninin altindaki vektorin
notasyonu g, olsun ve g,=f, (k+1:n)'dir. f,= P _,..P, P, t* dir. t* ise

Gauss vektordir.

Bu algoritmayi uygulayarak PH matrisinin LU ayrisiminin L &gesini bulahm.

0
P, H matrisinin Gauss vektori ¢! = % oldugu igin

)

1 0 o0]/lo]|o0
-p = /=1
fi=p =0 0 1| W= V)

010

1
1
1
olur. Dolayisi ile g,= f, (2:3) = ? ‘dir ve [, ={ }= % 'dir.  Keza,
A &1 %



g,= f, (33)=t%= —% ‘dir. t* ise P,H,‘in Gauss vektdriidir. Dolayisi ile

0 0 1 0 0
L=|1|= 1 ‘dir, L ise % 1 0| ‘dir. PH matrisinin LU ayrisimi ise
_1
g A VAR 7
1 0 0j|l6 8 —12
PH= LU= 12 1 o0||lo 8 16
1/ _1 0 O
R/ 6
olur.

Ornek 3.2.’deki D matrisinin kdésegeninde bir altmatris tekil oldugu igin, yani
D ’nin birinci Gauss Eliminasyonu uygulandiktan sonra elde ettigimiz matrisin
pivotu sifir oldugu igin D Ust Uggen sekilli matrisine dontstirilemiyor, yani D ’nin
LU ayrisimi s6z konusu degildir. Burada kismi pivot yontemi ile D ’nin LU

ayrisimini saglayalim.

0 0 1 39 3 83 3 8 3
P*D=10 1 0[|2 6 7|=|2 6 7| —> [0 24 5 |=U*
1 00 8 3 I 3 9 11
0 o 1
1 0 0
L*ise, L*= 1 0] olarak bulunur. Dolayisi ile



Kismi pivot ydnteminden baska bir pivot ydntemi daha vardir, complete
pivot yéntemidir *2.

Complete pivot yontemi ile bir matrisin her asamadaki Gauss Eliminasyonu
uygulandiktan sonra elde ettigimiz matrisin kogsegenindeki altmatrisinin mutlak deger
en buylk olan terim pivot yerine geger. Ayrica Complete pivot yéntemi ile bir

matrisin hem sutunlar hem satirlarinin yer degistirmesini saglayabiliriz.

3 8 10
Omegin K =|2 4 -2 |olsun. K matrisinde mutlak degeri en biyik
6 16 —-12

olan terim 16 ‘dir. Burada permutasyon matris & ve 0* " ’le 16 terimini matris

K ’nin pivot yerine gevirelim.

00 170 1 0] [16 6 —12 16 6 -12
OKO*={0 1 0K|1T 0 0|=4 2 2 |—f0 1 1 |=K,
1 0 0[]0 o0 1| |8 4 10 0 1 16

|
K, ‘in kogegenindeki altmatris l:? 116:| ‘de mutlak degeri en blyik olan

|
terim 16 'dir. Burada 16 ’'y1 permutasyon matris 8, ve 0,* ‘le l:é l:l
1 16

altmatrisinin pivot yerine ¢evirelim.

100 [1 0 0] [16 -12 6 16 -12 6
0KO0*={0 0 1|K/0 0 1|=l0 16 1|—>|0 16 1
1 _

01 0/ |01 0 014 0 0 4

Dolayisi ile complete pivot Uzerine K ’nin LU ayrisiminin U &gesini

asagidaki gibi bulduk. Yani,

3 Complete pivot yontemi ile ilgili ayrintilar igin bakiniz. Golub Gene H.(1996), s.117 - 119.

" Buradaki 0 ve 0* ise ayri ayri olarak K matrisinin satirlari ve sttunlarinin yerini
degistiren permutasyon matristir.



16 -12 6
6,0 KO*6*=|0 16 1

0 0 —%6_

U

Ayrica Ornek 3.3. ‘teki PH matrisinin LU ayrisiminin L 6gesinin

tiretiimesine benzer bir algoritmaile 8,0 KO *6,* ‘nin LU ayngiminin L &gesini

kolayca bulabiliriz.
Yukaridaki érnek gibi complete pivot ydntemi ile herhangi bir matris LU 'ya

aynstirilabilir.

3.2. Matrisin QR Ayrisimina Hesaplanmasina LU 'nun Katkisi
QR ayrisiminin hesaplanmasinda Gram — Schmidt, Householder, Given ve

Fast Given ideal algoritmalardir '°. Ayrica Fast Given ‘in, QR ile LU ayrigimin

arasindaki baglantisini gdsterebilmek igin, bu kisimda Fast Given algoritmasini

kullanarak bir 6rnek matrisin QR ayrisimini hesaplayalim.

-2

3

Ornek 3.4. 4= olsun "®. 4 ‘nin OR aynsimi asagidaki gibi olur :

_ O = O
N =

SV
P y/\/gyzﬁzﬁsﬁ
or=|/N2 /6 12 0 6 -6 (3.7)
Ve Vg

Ayni zamanda 4 ‘nin QR ayrisimi su sekilde de agiklanabilir :

1 Ayrintili bilgi igin bakiniz. Golub Gene H. (1996), s 223 — 228.
16 Bu drnekteki matris A4 ise, Pursell Lyle and Trimble S.Y., American Mathematical Monthly,
Vol.98, No.6, s.544 ‘ten kaynaklanmaktadir.



2
A= Q*R*= 1 -1 (3.8)
0

_o = O

Buradaki Q* normallestiriimemistir, fakat denklem (3.7) ’deki Q
normallestirilmigtir.

[ATA | AT] ‘e Gauss Eliminasyonun algoritmasini uygulayalim :

2 4 60 101 24 60 1 0 1
474 | 4"]=|4 14 6]-2 3 0 1|—>|0 6 -6[/-2 1 0 —I
6 6 281 1 15 00 4 |-1 -1 1 1

[ATA | AT] 'nin  Gauss Eliminasyon algoritmasini uyguladiktan sonra elde

0O 1 0 1
ettigimiz matrisin sag tarafiyani|—2 1 0 -1/, satir ortogonal olan bir matristir.
-1 -1 1 1

Ayrica bu matrisin devrigi ile denklem (3.8) 'deki O* ayni olur. Bu tesadifi bir sey

degildir. QR ile LU ayrigimin arasinda zaten bir baglanti vardir. Burada 4 6rnek

matrisi ile bu baglantiyl daha somut bir sekilde gdsterelim.

A" A’nin LU ayrisimi

1 0 0][2 4 6
A"A=LU=12 1 0]|0 6 -6
3 -1 1[|l0 0 4
olur. A=A(L™") olsun.
0 -2 1 . 0 -2 -1
T I oY 1 1 -1
A= ALY = 2 1 0 = -
0 0 1 0 0 1
3 -1 1

1 1 5 1 -1 1



olur. 4 ile denklem (3.8)deki Q* aynidir. Yani 21 A’nin QR ayrisiminin QO

6gesinin normallesmemis seklidir. Ayrica D=A"4 olsun.

D=A" 4 =

S O N
S N O
H O O

‘drr.
Fast Given yonteminden biliyoruz ki, 4 'nin QR ayrisiminin Q ve R 6gesi

asagidaki gibi aciklanabilirler '":

R
0 -2 —1[1 0 0 VAL
Q=121D%=1 b /0\/E y 0 =y\/§ %\/g _%
0 0 1 V6 0 o Y
ol A e e

Ayrica A 'nmin QR ayrigiminin R 8gesi

1 J2 0 o[t o o] [¥2 242 32
R=D>L"=| 0 6 0[|2 1 0]/=]0 6 -+6
0 0 2[[3 -11 0 0 2

olur. Yukaridaki Fast Given yontemi ile elde ettigimiz Q ve R ile denklem (3.7) 'deki

A’nin QR ayrisiminin Q ve R ayni oldugunu gorebiliriz.

7 Ayrintili bilgi igin bakiniz. Golub Gene H. (1996), s.228 ve Pursell Lyle and Trimble S.Y.,
American Mathematical Monthly, Vol.98, No.6, s.544 — 549.



SONUC

SVD algoritmasina daha 6nce gereken 6nemin verilmedigini sdyleyen Gilbert

Strang ', matrislerin SVD algoritmasi ile ayristirilmasinin éneminin altini gizmistir. ilk

bélimde SVD ‘ye yer verildi. Herhangi bir 4 matrisi, SVD algoritmasiile UQ V'

seklinde ayristinlabilir diye ispat edildi. Burada U, 4 'nin stitunve V', A ’nin satir
uzayini gostermektedir. Bagimsiz degiskenler arasinda c¢oklu dogrusallik, 8’nin
sifira yakin olan en kuguk 6gesi tarafindan yansitiimaktadir. Bu en kuigik 6ge
atilarak gereksiz bagimsiz degiskenlerin modelden diglanmasi saglanmaktadir.
Ayrica bu bdélimde, EKK ydntemine alternatif olarak regresyon analizine SVD

yontemi uygulanmistir. Yine bu bdlimde o6rneklerle SVD ve matris rotasyon

kavramlarinin yardimi ile,@ vektori geometrik bakimdan incelenmisgtir.

QR aynisimi bir matrisin situn uzayinin ortonormallestiriimesini saglayan bir
algoritmadir. Tezde Classic Gram - Schmidt ydntemi ile matrisin QR ayrisimini
gerceklestiriimektedir. Bu bolimde EKKY ile ayni teoriyi taban alan QR ydntemi
regresyon analizine uygulanmigtir.

QR aynsimi gergeklestirmek igin Gram - Schmidt ve Householder
Triangularization ydntemlerine ilaveten Fast Given yontemi de kullanilabilir. Bu
bélimde bir 6érnek yardimiyla Fast Given ydntemi uygulanmis ve QR ile LU
ayrigim arasindaki baglantilar ortaya konulmustur.

Ozet olarak, bu gcalismanin EKKY ’ye alternatif olan SVD 'nin anlagilmasinda

yararli olacag! inancini tagimaktayiz.

' Kalman Dan, A Singularlay Valuable Decomposition: The SVD of A Matrix,The College
Mathematics Journal, Vol.27,No.1,1996, s.2
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